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Introduccién y definiciones:

La teoria de diferenciacidn de integrales tiene su origen en

el bien conocido teorema de Lebesgue (1910):

Sea f € Li(Rn), luego para casi todo x € R"” se tiene,

lim 1 f(y)dy = f(x) para toda
B(x,r. )
k>o k
B(x,rk)

sucesién de bolas (B(x,r‘k))k>1 con centro en x y radios r, -+ 0.
De este teorema, surge naturalmente la siguiente pregunta:
¢Qué ocurre si se toma el limite sobre promcdios donde en vez de
bolas, intervienen otro tipo de conjuntoé que se contraen al pun
to x? En 1927 H. Bohr exhibid un ejemplo, en el cual se demostra
ba que los intervalos en R2 (o sea los rectdngulos de lados para
lelos a los ejes) se comportan mucho peor que los intervalos cfl-
bicos respecto a una propiedad de cubrimiento (lema de Vitali),
que es fundamental para el resultado de Lebésgue. Ver Teorema 1

Capitulo I de este trabajo.

De esta manera, se convirtido en un desafiante problcma el co
nocer si el rcemplazo de bolas por intervalos centrados en un pun
to x en el teorema de Lebesgue llevaria a un resultado correcto
o no,

El primer resultado en esta direccibn, c¢s el llamado tecorema

fuerte de densidad, demostrado por primera vez por Saks (1933)

qQue dice lo siguiente:



2.

Si f es la funcidn caracteristica de un conjunto medible,
las bolas pueden ser reemplgzadas por intervalos y el resulta
do de Lebesgue sigue siendo v&lido. ver [6].

Mas adelante Zygmund (1934) mostrd que el teorema de Le-~
besgue es cierto para intervalos si f € LtP(r™) 1 < P S to,
Ver [7].

Un afio m&s tarde Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund probaron
™

que el mismo es vilido si f € L (1 + 1og+L)n“1 (R7), siendo

n—1(Rn) la clase de todas las funciones f tales

L(1 + log+L)
que J [£] (1 + log+ |f|)n-1 < to,

Por otro lado, Saks probd en 1934 que existe una funcidn
g € Ll(Rn) de manera tal, Que el Teorema de Lebesgue es falso
para g si se promedia sobre intervalos, Ver Teorema 2, CapitE
lo I de este trabajo.

Dada una funcién f € Lloc(Rn), Hardy y Littlewood definic

ron la funcibn maximal Mf para cada x € R" como

siendo Q(x,r) un intervalo cfibico abierto de¢ centro x y de
lados de longitud 2r,

El lema de Vitali referido a una propiedad de cubrimiento
de los cubos, se utiliza para demostrar que el operador { - Mf

¢s de tipo dé&bil (1,1), o sca



e ..
(1) |x/Me(x) > 2| < & £l

C constante independiente de f y A,
La desigualdad (1) permite demostrar el teorema de Lebesgue.

El operador maximal fuerte f - f* se definc,

siendo I un intervalo abierto (rectlngulo con lados paralelos a
los ejes) que contiene al punto x.
En 1971 N.A.Fava demostré lo siguiente: ver [u].
+.,.n-1__n . .
Sea f € L(log L) (R7) con soporte en el cubo unitario

s = {x/0 < X4 <1; i =1,2,...,n} entonces se cumple que

(2) |x/£%(x) > un| < c J J%-L (log' J~§J-)“’1dy

C constante independiente de A y f,
La desigualdad (2) permite demostrar ré&pidamente el resulta
do de Jessen, Marcinkiewickz y Zygmund. Ver [u].

Usando un teorema de cubrimiento debido a Whitney, se demucs

tra que dada f € L1(Rn) es



(3) < |£] < |x/ME(x) > A|
(ME>N)

C constante independiente de f y A, Ver Teorema 3, Capitulo I.
Las desigualdades (1) y (3) permiten demostrar el siguien

te tecorema: ver (3] p. 60,
Sea f € LI(R"), las condiciones siguientes son equivalen

tes:

i) ME dx < +e
(MEF>1)

ii) £ € L(1 + log'L)

Ahora teniendo en cuenta 1la desiguaidad (2) y este teorema,
dada f € Ll(R2) con soporte incluido en el cubo unitario se esta
en condiciones de preguntar;

{Son equivalentes las siguientes condiciones?

i) f#% dx < +o
(£f*>1)

ii) £ € L(log+L)2 ver [ 3] p. 64

Mediante la desigualdad (2) se prueba que,

si f e L(log+L)2 entonces f*(x)dx < +w,
(£f%>1)

En este trabajo se demucestra que las condicioncs ne son

cquivalentes, o sea que existe una funcidn f no pertenccicente



a L.(log+L)2 con sop f € §, para la cual

f#(x)dx < +o
(£+>1)

Dada f € L1(R2) con soporte en el cubo unitario S, se definen

los operadores maximales M, (i = 1,2)
. 1 b
M £(y sy,) = sup b_aJ £(0,y,)db
a<y.<b
1 a
1 b
M f(y ,y,) = sup b_aI £(y,,n)dn
a<y2<b a

para cada punto (yl,yz) € R2. Estos operadores son de tipo débil

(1,1) ver [4]. Se demostrard que Mif(yl'y2) < f*(yl,yQ) para casi
2 .

todo (yl,yg) € R°, 1 = (1,2).

Dado un intervalo I se define su excentricidad,

e(I) = longitud del lado mayor de I
longitud del lado menor de I

Si dado (yi,yQ) € R2, f*(yi,yQ) es exclusivamente limite de

promedios sobre intervalo=r In tales que



e(In) >t

el punto (yl,y2) se llamard de excentricidad absoluta. Se obser
va qﬁe los promedios que tienden a f*(yi,yz) se¢ toman sobre in-
tervalos cada vez mas "achatados".

Se probard, que "casi todas las funciones no negativas con
soporte en ei cubo unitario que son integrables, ticnen casi to
do punto de ese cubo de excentricidad absoluta.'"Casi todas las
funciones" significa todas las funciones, salvo un conjunto de
primera categoria.

Se exhibird una funcidn que cumple con estos requerimientos.

De éxistir una funcidn f en L log+L, para la cual casi todo

punto de S es de excentricidad absoluta se mostrard que

o = asi € g
f (yi,yz) iTixz (Mif(yl’y2)) para casi todo (yl,yQ) S.
I ]

0 sea que el operador maximal fuerte restringido a este tipo
de funciones, se comporta en S como un operador de tipo débil
(1,1), aunque se sabe que f + f* no es de tipo débil (1,1),

Luego se demostrar8 que si f € L log+L y sop £ € S cntonces

2

f*(Y10Y2) es un promedio para casi todo (yl,yQ) € R
Se verd@ luego que si f es tal que sop f C S, Vz[f(.,n)] < k(n)

para todo € [0,1]
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1
o Vé[f(o,.)] < k(0 ) para todo 0 €[ 0,1] ¥y J k(x)(log+k(x)2dx < teo
0

siendo la funé¢idn medible k(x) no negativa y

siendo V_ f(0,,) 1la variacidn respecto de f(0,,) en [0,1],

f(.,m) la variacidn respecto de f(,,7) en [0,1]

o P Ok

y si ademds f € L log+L, son equivalentes:

i) J fdx < +o
(F%>1)

ii) £ € L(log'L)?

Como se ha mencionado anteriormente, esto no es cierto con las
. L] - L d C +
Gnicas hipdtesis sop f - Sy f € L log L.

Dada la funcién g:R° * R definida por

X (x,y)
g(x,y) = B

(y—1/'4)|log(y-1/ll)|3

siendo B = {(x,y)/max(|x-1/2]|;|y-1/2|] < 1/4}, se sabe que

g €L log+L y g & L(log+L)2. Demostraremos que g% es localmente
integrable pero como V?;:[g(.y)l = 0 para casi todo y € R, luggo
£% no es integrable sobre el conjunto {(x,y)/g®*(x,y) > 1}. Por lo

tanto {(x,y)/g%(x,y) > 1} no es acotado pero es de medida finita




debido a la desipualdad (2), de 1o que se desprende que g% no.
es integrable sobre todo conjunto de medida finita,
Ahora dada la rotacién en un &dngulo de 45° con centro en

(172, 1/2) definida por

R(x,y) = (zg (x+y) + 1/2, lg (y-x) + 1/2)

Se demostrard que (goR)®* es integrable sobre todo conjunto
de medida finita.

Se verd que el conjunto {(x,y)/(goR)*(x,y) > 1} es acotado.
Comparando estos resultados con los dos resultados mencionados
anteriormente sobre g*, la naturaleza geométrica del operador
maximal. fuerte se observa inmediatamente,

La operacibén M,M,f esta bien definida si f €L 1og+L y
sop f E S ver [u]. Fava, Gatto y Gutierrez probaron lo siguiente:

Sea f una funcidn tal que sop f € S y tal que f € L log+L(R2)

son equivalentes:
i) M2M1f es integrable sobre cada conjunto de medida finita
ii) f € L(log+L)2(R2) ver [2].

Luego este trabajo, demuestra en cierta forma la difercncia

existente entre el operador maximal fuerte y el producto de ope-

radores M2M1.
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Resultados de otros autores:

TEOREMA 1, (H. Bohr)

Sea S el cubo unitario abiento de RZ.-Exiéte un subconjunto
F de S para e cual |F| = 1, tat que se puede asignan a cada x € F
una Aucesibn (Ik(x))k>1 de intenvalos abientos conteniendo a x ¢
contrhayendose a x y tal que para cada sucesibn disfjunta (R,} -4

extradlda de (Ih(x))xGF Ae tiene
k=1,12,...

1
|lr - U Rk‘ > =

K1 2

Para probar el teorema se utiliza 1la siguiente construccidn

auxiliar.
Sea H € N, H> 1 y considérese c¢n RZ 1a coleccibn de interva

los abiertos I1,I2,...,IH, como se indica en la Fig. 1, con H = 3.

. I'ig. 1
1

¥

v
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Cada IJ es un intervalo abierto con vértice en 0, un lado en

la parte positiva del eje x de longitud J, y el otro lado en 1la

parte positiva del eje y de longitud g. Lucgo ¢l 8rca de T] es I,
I )
el de la interseccibén E = N I; es 1 y el de la unidn
J=1
I 1 1
J = U I es H(i + = +-.-+ _') - il.(l(l[)
H J=1 J 2 H

Consideremos una sucesidn creciente (Hk)k>1 de nfimeros natu-
rales. Se fija uno de ellos Hi' Se puede cubrir salvo un conjunto

de medida nula el cubo unitario S con una sucesidn disjunta

(Sl) _ de conjuntos homotéticos a I de la construccidn
k'k=1,2,... Hi
auxiliar, estando todos los conjuntos Si, k = 1,2,... contenidos

en S y teniendo estos didmetros menores que 1/21.

Sean {Ik,J}J=1,2,...Hi ;Oo H, intcrvalos dblcrlﬁu homot G-
cos a los intervalos I (U 1. =3, ) tales que UL = sl
J J H. J=1 k’J k

. J=1 1 .
i . i

A £ i i , .

Sea la familia de todos los intervalos (IK,J)k>1,J=1,...,Hj

La unién de todos los intervalos de A' la llamaremos Fl. s

i = ys| = 1.
Sea {Rl} = {Il } una sucesién disjunta de intervalos dc
h kh,Jh
i i 3 i
. < & . S e -
Al, luego como Ik,J N Ik,m F @ si 1 J,m < Hl {Rh} puede conte
ner a lo sumo un intervalo Ii J de los que constituycen Si. Como
?
para cada k y cada J = 1,2,...,}1i se tiene
i
1, 4!
k,\] 1 C‘l -
|pi[ =) y ademés E |uk| = 1

uqu@';-

Cirebeedtrpiloet

.

iy, 1ErE

s
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se tiene,

- - 11 5
LI . 1Ak N P g
h=1 h=1 |sk | h i
h
sea - ahora F = N F. obviamente |F| = 1.
i=1 *
> -]
Sea A = U Ai’ o sea la familia de todos los intervalos

i=1
que estan en A, para todo i 2 1,

A cada punto x € F se le asigna los intervalos Ik(x) de A
que contienen a X (Estos se contraen hacia x pues los difmetros

decrecen). Si se extrae de A una sucesidn disjunta (Rk) se

k=1

tiene,

(- -]
Z |R l < Z' E y como
. k a(H, )

K k
eligiendo (Hi) de tal manera que
1 1
) Sy <3 se concluye que
i=1 i .

F - UR >

Nj =
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TEOREMA 2. (S. Saks)

EL conjunto F de funciones § en L! tates que 5(J f,Xx) < +e

en algdn punto x € R" es de primena categonia en LT.

Se hara la demostracibén para n = 2,
e verd que I' ¢cg la unibéu numwerable de counjunitos I'k nunce.a
densos,

Sea F, = {f € L1/|j f| < k|I| para todo intervalo I que con

I
tiene alglin punto x que verifica le < k siendo ‘ademds 6 (I) < %}.
Claramente F = U TF ., Veamos que F, es nunca denso. Es
k=1 X k L1

T = = CF
Fk Fk (k 1), Supongamos (f ).<1 c tk tal que fJ »- f, Para

cada J existe algn punto x;, con |x | < k, tal que si I es un
intervalo que contiene a x y 8§ (I) < —, [I fol < k|1|. Como
B(0,k) es compacto, se puede extraer de (x ) una subsucesién

convergente, Supongamos luego que Xy > X

Obviamente |x| < kx y si I es un intervalo tal que x € I con

6(I) < 1/k, I abierto se tiene

e e [ e l e 1] gy
I I

I

Como x € I que es abierto y x. » x lucgo x, € I pava J suficienle

J
mente grande, luego II fJI < k|1],

J

I
Ademds como I |£;-f] » 0 se concluye que IJ fl] < x|1| o sea

i Jrw l
que [ C Fk.

ot 7 Aot T AR | s 5000 1 S 1l Db S b RIS

T T T R

Tt e ey T b THEDSRS

-t
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Fk es nunca denso: Se necesitard probar el siguiente lemna:

Para cada ndimero natural N existe una funcién no negaitiva

Y Zal que

(b) Para cada x € B(0,N) existe un intervalo I (x € 1) con

6§ (1) < 1/y tal que

J ¢y > N|I|
I

Supongamos demostrado el lema y veamos com¢ se concluye la

LS

demostracidn,

Sea f € F,, Dado n > 0 existe g € L1, g &F

" tal que

k
Hg-fH1 <7, Veamos esto:

Sea h € L° N Ll tal que Hf-hﬂ1 < n/2. Se define g = h+¢N
siendo ¢N la funcidn del lema con un N que va a ser elegido en

un momento, Se tiene,

<Sn/2 + l

- < - |
g fﬂl lh le + ﬂ’Nﬂ 5

1

De acuerdo a (b) del lema, para cada x € B(0,N) existe un

intervalo I, con x € I y 6(I) < 1/N tal quc




iy,

I ¢ > NI
I

LY

Sea N tal que % < % y N-llhl_ > k. Lucgo es Hg-fﬂj SNy
|J g| = |J by - |I hl| = (N-1hi ) |1 > k|1
I I I

por lo qQue g €& Fk.

Demostraci6én del lema: Para la demostracidn del lema se empezari

usando la construccidn de Bohr (Teorema 1) con un H que se fijara

en un instante,

Se puede cubrir casi completamente la bola §(0,N) por medio

de una sucesidn disjunta (Sk)k>1 de conjuntos homotéticos al JH

de la construccidn, de tal manera que 5(Sk) < 1/N. Sea

=

R = B(O,N) - U S» es |R| = 0 luego, para cada € > 0 existe un
k=1

conjunto abierto G 2 R tal que |G| < e, Para cada x € R se consi
dera un cubo abierto I(x) centrado ce¢n x con diametro menor Qque

1/N contenido en G. Aplicando el teorema de. Besicovitch a

(I(x))xGR se tiene

Cg

(a) R C qu C

(b) } XI < 06 siendo 0 una constante absoluta.,
k

Sea Ek el conjunto homotético al E de la construccién auxiliar

via la misma homotecia que transforma Jl en S Se definen las si-

[ ;)k.
guientes funciones;

ALY

FESE I JUe

ST TP e TETTR

L -,

i+




algdn J = 1,2,,..,,H por definicién dec S

15,

|s |
1 k .
c
N[5, ] TE, T % * S %
¢N(x) =
0 sl x & Ek (k 2 1)
2N si x € Ik
Pk(x) =
0 si x & Ik
Sea pN = E Pk y ¢N = wN + pN luego

3 .1 5 y i
J ®y * J Yy ot J Py 7 2WTE(O,WY] k§1 EME k§1 f P ®

1 p 1
— + 2N } J X < = + 20Ne luego
2N oq I, 2N

Ahora si x € B(0O,N) esta en algtn Sy» entonces x € T, g Ppara
’

51




16.

Is, | Is, |

1 k' - 1 k a(ll)

y J ¢ 2 = _ |E | = —— I]‘ I = s |'[ |
J NN TE T Uk 20 TT T 'k, 2N k,J

e FEligiendo H de tal forma que

. es

Si x €. S, entonces x € Ik para algln k y por definicidn de

PN y ¢N’

¢ >N |1, | lo que concluye la demostracién
N k
I del lema.

TEOREMA 3. (Stein-De Guzmén)

Sea B, (x) La coleccidn de todos Los cubos abientos de RY
que confienen a x y sea M el opernadorn maximal de Handy y Littlewood.

luego, panra cada § € LI(R”) y para cada A > 0, sc¢ tiene

c® c
- 0] < M > A ] wgm |t ]
(MI>)) Cley>xr72)

. mmmm e

.
o
.
-
.
.
.
-
.
-
"’
-
=
-
»
-
»
.
-
»
.
]
-
-
a
L
-
i
-

i At imgelig 0t ¢
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'siendo Cn’ Cg constantes que solo dependen de la dimensidn.

La segunda desigualdad es un refinamiento de la desigualdad

de tipo débil (1,1) para f -» Mf,.

2 batdeb 0

La primera desigualdad se obtiene de la siguliente manera:
Sea A = {Mf > A} A es abierto.
Si A = @ la desigualdad es trivial, Como f € Ll(Rn) es

A7 Rn. Luego se aplica el teorema de Whitney. (Para ello ver

et mrman smn v vish v e bwmn

siguiente teorema de este capitulo).

Se obtiene una sucesién disjunta de cubos semi-abiertos

tales que A = UQk y

ORI AN T e tRe 3 TR

d(Qk,BA)
< <
HE X (T

Sea Qi una expansién de Qk con centros iguales. Luego

IQﬁl = CnIQk|' Eligiendo convenientemente la constante Cn que de

termina la expansidn y que depende finicamente de la dimensibn, se

Be T S U e S a7 haiy - A (s G g e EIOT ISPRERYS T WSS NPT TE Y
. A -

tiene

£
Q* NA° # ¢ o sea L J |£] < A y :
k T ), e :
k !
i
q
\
[l = T ol = e Fodggl sk B[ Iils \
k=1 k>1 n k31 o, G

k
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TEOREMA 4, (Whitney)

Sea G un conjunto abiento de R", G ¥ R"; 6 7 &. Luego

G = U QJ, sdendo Los conjuntos Qy cubos semi-abientos o sea
J=1
conjuntos del tipo

Q(x,a) = {z € Rn:xi—a < z, < X, +a, i 1,2,4.44n}

disjuntos dos a dos y tales que para cada J e4

d(Q,,936)
S—l
1 s O

. . . .- . n -
Demostracidn. UtiliZzaremos los cubos diddicos de R, Primcro con

sideramos en R"™ la familia D1 de todos los cubos scemi-~abicrtos

con lados de longitud 1 con vértices en los puntos de R" con coor

decnadas enteras. Ahora sometlenos D1 a una homolecia de coenlro @

y radio 2k con k entero y obtencmos Dk. Cada cubo deo D] ¢cs la u-
nién de 2" cubos disjuntos de DJ—l' Los cubos de DJ tienen lados

de longitud 2J. Es claro que si Q1 € DI y'Q? € D, siendo J < k,

es Q1 N Q2 =@ o Q1 E Q2. Cada DJ contiene un nfimero d¢ cubos

AR TEari ot

TLEY rR L RSP IT ITY L

ST ITH I T

Sy

T TR e T

-l

-

P e DA
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numerable y la familia D = U D, de intervalos diddicos en R"
es también numerable.

Para la demostraci6én del tcorema sce pucde suponer, utilizan

3
i
X
i
:
i

do una traslacibn si es necesario que 0 € 236G,
Para cada x € G existe por lo menos un cubo diaddico Q(x)
tal que x € Q(x) y 0 € 3Q(x). Luego, si se considera la sucesidn

de todos los intervalos diadicos que contienen a x y que se con-

o
traen a x, se puede seleccionar una cola de esta sucesidn (T, ), _,

tal que

g, d(T,,26) > 0

2’

y Tk € DJl_k+1. Como d(x,3G) > 0 y (Tk) se contrae a X, es

d(Tk,BG)
o, T
k k-)-co

Sea Th el primer cubo de los cubos Tk que cumplen,

d(T, ,3G)
. SO

Ls h > 1 pues d(T1,ﬂﬂ) = 0

h “;Th‘ -a"u' STy T
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d(T, _,,96)

Se tiene, =) <1 luego
h-1

d(T,26)  d(T, _,,36)+8(T )  d(T, ,,36G)

< = + 1
§ (T, ) 5 (T, ) s (T, _,)

1 <
1

< 3. Luego para cada x € G se tiene un cubo diddico Q*(x) tal

que x € Q*(x) € G y

Consideremos todos los cubos Q#(x), x € G, Estos cubos sa-
tisfacen todas las condiciones del teorema excepto la de ser dis
juntos. Vamos entonces a seleccionar de A = (Q*(x))xGG una suce-

sibén de cubos disjuntos 2 a 2 que sigan cubriendo a G. Sea

cee G QE(x_5) S QF(x_ ) C QF(xy) C Q% (x,) C...

una cadena de cubos de A tal que todos sus miembros son diferen

tes, Se tiene, para cada J > 0
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d(o*(xJ),aG) d(x,,36)
<
QR (x;)) - 5(QF(x,))

1 <

8i la cadena tiene un nQmero infinito de términos a la de-
recha de Q*(xo) luego, como todos son diferentes, 5(Q%(x )) > +m

|l y

y esto contradice que

d(xo),BG)

LS rEGG ) (5> 0)

Luego la cadena tiene un elemento maximal,
Se toma el elemento maximal de cada una de las posibles ca

denas de A, Esta familia (Qk) de intervalos diddicos ¢s nume

k=1
rable, pues D lo es. Es disjunta, pucs son diddicos y maximales

en el sentido recién explicado y cubren a G, dado que cubren a

cada Q%*(x) de A,
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Todas las funciones consideradas serfn no negativas con

2

soporte en el cubo unitario de R“ que llamaremos S,

Definicidn 1, Sea f € Li(RQ). Un punto (yl,yQ) € R2 es de K-excen
thicdidad pancial para esta funcidn, si existen intervalos

(InXQn)n>1 que satisfacen:

% . 1
I
n

xQn
N
siendo y, € I5 Y, (S Qn (n =21) y X < T T < k para todo n = n,.
n

Definicidn 2. Sea £ € LI(R?). Un punto (yi,y2) € R? es de semd

excentrnicidad absoluta para esta funcibn, si existen intervalos

(Inxon)n>1 que satisfacen:

N s o1
f“(y1 ,y2) = 1;1‘" TT—n—-l—l—Gn—l— J f(o .ﬂ)dodn
I

TP Sl e

~

AT Ty sy

ibn Ras FRAE et ae  Tha o ho *Mr?‘mmmmmm

ThC T TR Rl

&

Al T T
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Definicibén 3. Sea f € Ll(R2). Un punto (yl,yé) € R? es de excen
trhicidad absoluta para esta funcidn, si para cualquier sucesidn

de intervalos (InxQn)n>1 que satisfacec

1

f*(y1’y2) = lim TT;TTa;T I £(0 ,n)d0an
I_xQ

X
n n

siendo y, €1 ;3 y, € Q, (n 2 1) se tiene

Definicién 4, Sea f € L1(R2). Un punto (yi,y2) € R2 es de K—exceg

tnicidad para esta funcibén, si para cualquier sucesidn de intcerva

x : .
los (In Qn)d>1’ que satisfacen

&3 = H 1 ;
f (}'1 ,Y_Q) ].:]m ]—W]—Q—;T [ N £(0 yn )do dn

I x
n n

siendo y, € I35 ¥, € Q (n 2 1), se tiene
I
1 T4
= < < p-
K ]En—r K (n no).

/
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Observaciones

i) un punto de excentaicidad absoluta es dec semi-excen-
trhicidad absoluta, no sicndo la prop.icdad reeiproca verdadera,
ii) Un punto de K-excentrnicidad c¢s de K-excentrieidad

parcial,

iii) Un punto de semi-excentricidad absofuta puecde ser de

K-excentriedidad parncial y reciprocamente.,

Por ejemplo: Si definimos

W

constante si (y1’y2) €
£(y1sy5)

0 si (yj,yg) & 5

luego todo punto de S es de semi-excentricidad absoluta y de

K-excentricidad parcial, para todo K > 1

PROPOSTCION 1. S& un punto (y,,y,) no es de K-excentricidad pancial

para ningin K > 1, enfonces es de excentricidad absoluta, y recipro

camente.

Supongamos que (yl’y2) no es de excentricddad absoluta; lue

. . v . .
g0 existen intervalos (InxQn)n>1 qQue satisfacen:

-175——- J ((0,n)d0dy
T T )

\l



|1_|

1 n_ < i > : ‘
luego,§ < T6;T Sy si n 2 n, donde y > max(a,B) > 0 (y € N),.

Por lo tanto (yl,y2) es de y-excentricidad parcial. La rcciproca

es obvia,.

PROPOSICION 2. S£ un punto (y,,yz) no es de K-excentrnicidad panra

ningdn K = 1, Luego es de semi-excentricidad absoluta, y nrectpro

camente,

Supongamos que (yl,y2) no es de K-excentricidad parua ningGn

K 2 1, Luego, dado K € N, existen intervalos (IExQE)n>1, que sa-
tisfacen
1
% = i —_— 0 0
(1) f (yl,y2) lim |Ik||Qk| [k . £(0 ,n)d0dn,
n n I xQ
n °n
: k kK o
siendo y, € In; y, € Qn (n=21) y
k k
1% N
—% > K para todo n =2 1 o — > K para todo n 2 1
|| .
n n

Sw Yo R Qe SRS ) -
N v T T

vy

Cm At e Ty E

~ -,

'\

S~ -

—~ ey

L & -
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. . . k .k
Se selecciona una subsucesidn de (InxQn)n>1 que llamaremos

k=1

nuevamente (IExQE) de tal manera que (1) se cumple para esta

n=1"
k=1
subsucesibén cuando n *+ ® para cualquier k =2 1 fijo, y

k k
|1, 1 lo_|
E > to o —_%_ > tw sin =1,
Q7| x+e |17 k2w
n n
Claramente
1
f2(y,,y,) = lim lim ————————'J £(0 ,n)d0dn
A k o JI¥[1Q¥] Ik x C
n n InxQn
Por lo tanto se concluye que
f*(yi,yz) = l%m k.i o Jk- K. £(0 ,n9)d04dn,
] ] ] ] ]
o et 1 e
] ] ] ]
113 K5
1 3] o 3
y —_r.‘]_ > + o fe) _._1_ -> + o
3| e 3| goe
10,1 7,01
] ]

ke k.
para alguna subsucesidn (IHJXQ ])

j n_j j=21°

);

14

e

-




Esta conclusidn esta basada en el hecho siguiente:

Dada una sucesidn doble (a tal que lim lim a =

k,n)k,n>1

X n k,n
se puede extraer una subsucesién (ak.,n.)j>1 que verifida
) 17
lim ®“%.,n. - @
] 173
TEOREMA 1. Sea § € L Log’L. Luego
M E(y,5y,) < £35(y,,y,) (i = 1,2)

para casd todo punto (y,,yz) € Rz.

Se define
T = {(yi’y2)/Mif(y1’y2) < t+w (i = 1’2). f.'.(yl’y2) < too

. 1 1
f(y,,y,) = 1lim J £(0,y,)de = 1lim J f(y,,n)dn;
192 y, et TIT / 2 y,€Q TaT A Yqrm TN

6§ I>0 4 Q>0

J Mif(yl,n)dn < tw; J Mif(a,yQ)do < to (i = 1,2)
B B

para todo intervalo B, J f(0,y2)d0 < t=; I f(yl,n)dn < +w}

27.
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a) T es medible: Consideremos las deadlvadas parciales supernionrnes

de (Jf), definidas para cada (yi,yg) por

— — 1
D (Jf,(y 3Y5)) sup { lim J £(0 ,y,)d0 :y, € I }
1 1%72 X IIkl 2 1 k

51,0 Iy

— —_— 1
D .(Jf,(y sY,)) = sup { lim J f(y,,m)dn:y, € 1,1},
2 1?72 K IIkl 1 2 k

T
6
Ik+0 k

y las derdvadas parciales infeniones de (If)

1
D (If,(y ,¥y2)) = inf { 1lim J £,y a0 :y. € 1 1}
1 1 X ITk| 2 1 k
5 1,0 Ty
1
D (Jf,(y yYo)) = inf { 1lim J f(y,,n)dn:y, € I, 1},
2 1°72 = T, / 1 2 k
61k+0 k

siendo (Ik) cualquier sucesidn de intervalos en R

k=1
3; (Jf) y Di (Jf) son medibles (i = 1,2); luego

—

(1) Ly = {lygayy)/0y (If,(yi.,yQ)) = D (If,wi,y?)) = F(y,,v,))

(i = 1,2) son conjuntos medibles.

— 2 ey —

LT ey

- Nt e .

&

L. K
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b)

29,
n

n
Hn = {(yl,y2)/J Mif(yl,n)dn < +w; J Mif(ﬂ,yQ)dO < e (i=1,2)}

=N -N

Como £ € L log+L, Mif es localmente intecgrable (i = 1,2), por

lo tanto dado n 2 1, casi todo (y1,y2) € Hn.

Luego, casi todo (yl’y2) pertenece a N H . Como f €L log+L,
n=1

también se sabe que f*(yl,y2) < +» en casi todo punto.

Se concluye entonces que T es medible,
Casi todo punto (y1,y2) € T: Por (1) tenemos que demostrar Gni-
camente que |[S N Lil = |s] (i = 1,2), dado que si (yi,yQ) & S,

luego f(yi,y2) = 0 por hipdtesis, y

1 _ -
Tl—l- J £(o ,y2)d0 = 0 f(yi,y2)
I
1 . .
‘I'Q_l'J f(}'i,n)dn = 0 = f(y1’y2)3 S1
Q

§(I) < e; 6(Q) <€, para e > 0 suficientemente pequerio.

Los conjuntos S N L, (i = 1,2) son medibles; luego

1 1
n b= -
L. S| J I(Li N s)y ldy1 f I(Li N S), ldy,
0 1 0 2

Para casi todo (V1’y2) se tiene,

L e T ey

L.
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(2) Jf(yl,n)dn < two y JI"(G ,y2)(10 < +w

Luego considerando (yi,yQ) que verifica (2), se tiene

X 1 J ‘
lim £(0,y, a0 = (0 ,y, ) Y
'01€I |T| J 2 1 2

5 1-»0

Estos son exactamente los puntos de difercnciacibdn de

f(.,y2):R + R, luego |(L, n S)_ | = 1 para casi todo y., que
1 Yo 2
cumple 0 < Yo < 1. Por lo tanto |L1 Nnsl = |s| = 1.
En forma similar, |L2 ns|l =|s| = 1.
Ahora sea
2 = {(y;,y,) € T/]T n s)y1| = [(T n s)y2l =1 si 0<y,,y,

!

¢) Casi todo punto (yl,y2) € Q: claramente casi todo punto
(yi,y2) & S pertenece a .
Veamos que | N s| = 1

Como

I ORI RN T



1.

N s = N n T N = TN =
@Ns=(TNs)N{ly;,y,)/]( s)y1| | ¢ s>y2| 1}
= = x T = -
(T Nns)n y,/[(Tn S)y1| 1}x{y,/[ (T N s)ygl 1)),
1 | I | |
y J (TNsg) Jdy, = |T ns| =1
0 Yoot

siendo |(T N S)y | <1 para todo Y,» se tiene gque

1
(T N's) = 1 pp. Se concluye entonces que
y
1 \

I{yl/l(T N S)y I = 1}J = 1, En forma fimilar

1
I{y2/|(T N S)y | = 1}] = 1. Luego |2 N S| = 1 como se queria.

2

Sea (yl,y2) € Q. Luego M2f(y1,y2) < tw,
Dado € > 0, existe un intervalo (a,b) con a < Yo < b, tal

que

b
(3) M2f(y1,y2) < F%g J f(yl,n)dn + €

él

(a,b) dependiente de (yi,y2) y €.

[y

£(yq4q) = B%ig TTT J £(¢ ,n)do para casi todo 7 pues (yq,y,) € Q
>
y1€I

e

‘o

P

e

B S LERER R S R N Y '\,\-rt“?.;“

R o el
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1
Ahora dado gn(yl,n) = TT“T J £(0 ,m)aod , Y4 € I_;n > 1
n :

con SIn + 0, obviamente In

Dado que (yl,y2) € Qq, le(yi") es localmente integrable

luego se tiene

1 b 1 b
B-_aj Ely ,mddn = = J Lim g8 (yq,m)dn
a
1 b
- l;“‘ b-a I g, (yq,mdn =
a
11 b
= 1im J (J £f(0 ,n)d0 )dn < f*(y, ,y,)
n b-a |In| ’ 172
a I
n
Luego por (3) es,
M f(y, ,y,) S H(y,,y,) + o (e > 0 arbitrario)

por lo tanto M?T(y],y?) < F*(y],y?) s (y],y?) €
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En forma similar

le(yl,YQ) < f“(yi,yQ) si  (yq,y,) € 9.

COROLARTIO 1, Sea { € L’(Rz). Luego se cumple,

(1= 1,2) M f(y,,y,) < £5(y,,y,) pp (yy»y,).

Ll

Se toma fn + f de manera tal que fn €L log+L para todo

n>1, Seay_ = inf £ , Luego ¢ _Af y ¢ €L log'L (n > 1)
n k>n n n n

Por 1o tanto,

= . < 1 % : < f#
M. E(y,,y,) 1;m Moo (yys¥,) l;m vE(y,.Y,) S £E(y,,y,)

es casi todo punto (yi,yQ).

TEOREMA 2., Sea § € L £og'L. Sea (y7,9,) un punto de semi-excen-

trhicidad absoluta para esta funcibn., Se supone ademds que (91'52)

¢4 un punto de diferenciacibn y que (y;,y,) € @, entonces se cum

ple

£5(y 1»y5) < MLy, ,y2)

o i:‘::(Y]iy?) <\: M?‘(V1,V?)

LRl e AN Rt A N e e ot B

N e

Ll DS S o .,»’M'h: Ay N e

o - =
R S-S

Pl
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-
i
Existen intervalos (Inxon)n>1’ tales que ;
;
¥
I
&,
i
. . 1 t
£5(y,,y,) = lim ———— £(0 ,n)d0dn :
1772 BRI
n n n
1@

Sin pérdida de generalidad, supongamos que

Como 0 < |In|;|Qn| < constante. Existen subsucesiones

»+ 0, Dado ¢ > 0,

|In|; [in (n 2 1) tales que IInI > cy IQnI

como f*(yl,yz) < 4o si (yi,y2) € Q, se tiene

€

(1) f='=(y1,y2) < TI_jl.—l-a—rJ f(ﬂ .n)dadn + E si n 0
n n
I

A
=

Por otro lado

[ £f(6 ,5)dn ~» f(0,y2) para casi todo 0, dado
Q

n

|Q

nl

que |Qn| >0y (yg,¥,) € Q.
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Luego

, . 1
fx(yl,yQ) < 1lim TT:T J (f(o,yz))do + €

I
n

pues si

. 1 2
lim WJ £f(0 ,y2)d0 + € < f--(yl,y2)

I
n

usando (1) se tendria

L. 1 J 1 J
0 = lim (- f(8 ,n)dn)dé -
T TeT
n )n
lim — £(0,y,)d0 > (e-F#( )) + (E4( 2y = &
= im ﬁ—n—]_ ’YQ €- Y1’YQ + ‘ yl’YQ)-E) = ',E
g
n

Si IInI + 0, dado que (yl’y2) es un punto de diferenciacidn

que pertenece a ¥, y si lInl > III = ¢ > 0, se ticne
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£ . 1 1
§< lim TT—T-J [-lTn—rip £(0 ,n)dn - f(0 .y?)]d() =
I

n n

[1im
n

"
o
-

1
0 - 0 0
iQnI J £(6 ,n)dn f( ,yz)ld

]
=
o N——y

n

en ambos casos absurdo, luego

& . 1
f"(yl'y2) < l:m TT:T J f(0,y2)d0+£ < le(yl,y2)+€
I
n

como € > 0 es arbitrario se tiene

F¥lyqsyp) < Myflyynyy)

COROLARIO 2. Sea § € L Zog'L. S{ casi todo punto (y,,y,) € S

es de semi-excentrnicidad absoluta para esfa funcibn, se cumple
f*(yl,yz) = max(M, £y, ,y,); MQf(yl,yz)) pp en S.

TEOREMA 3., Sea § € L Log'L. Sea (y;,y,) € 9 un punto de diferen
ciacibn de esta funcifn. Luego una de fLas siquientes Lgualdades

es vélida:

— A m e s wim g

PP N LR W N

T EAEAN o AL R, ST
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1) £%(y sy,) = T%T J £(0,m)d0dn;  (y,,y,) € Q
Q

'ii) f*(YlaYQ) = T%T J f(G,Y2)d0; Yq €1

I

1
iii) f%(y,,y,) = J f(y,,m)dn; vy, € H
1°*72 |Hl 1° ? 2
' H

iv) f*(yl’yQ) = f(yiaYQ)

siendo Q, I y H intervalos,

Consider¢mos ¢( :F > R, definida de la siguicnte manera:

¥q2Y2)

F = {(a,b,c,d)/a <y, <bjc <y, <d}

N
|..~

og

d-c
c

b 1 d
Za J ( J f(0 ,n)dn)dl si a # b, ¢ # d
a

-

b
J f(0,y2)d0 sia# b, c=4d

a

og

-da

= 4
¢(y1’y2)(a,b,c,d) .

1
-c

d
J f(yl,n)dn sia=>b, c #d

a,
0
R W A TS v R
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¢(y1’y2) es continua:
Caso I: a # b; ¢ # d

Consideremos (an,bn,cn,dn) + (a,b,c,d), lucgo b-a > 0,

- . i =
dn c. >0 sin n,y

b d

1 1 n n 1 1 b d
b -a_ d_-c J (J £(0,n)dn)al + +— 4= I (J £(0 ,n )dn )ao
n n n n
a o] a c
n n
Caso II, a # b; ¢ = 4d

Se toma (an,bn.cn,dn) + (a,b,c,d) b -a > 0; 0 < d, =<,

i >
sin=n_,
0

Supongamos que 0 < dn-—cn sin 2 n, luego

b d
1 n 1 n
lim T J (d = J £(0 ,n)dn)d0 =
n n °n n n
a c
n n
b d
n 4 n
(1) = lim T lim ( J £(0 ,n)dn)dl |
d -c
n n n n n
a c
n n
d

n -
y como E—%E— J £(0 ,n)dn < M2f(0,y2) que es localmente inte-
n n

C
n
grable dado que (yl’y2) € Q (1) es igual u

v

aarad oo ahie o )
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)
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d

n

/ 1

1 X 0 i 0 0

T I lim [a_,b ] (@) 1im (d ~ I £(0 ,n)dn )d
n n’"n n n n

C
n

b
N B%E J £(0,y,)d0, dado que como (yi,y2) € Q es

a
d
1 n
lim s— J £(0,n)dn = £(0,y,) pp
n n n
C
n

Si existe una subsucesibn (cn ,d tal que ¢ = d_ Kk 21,

obviamente

b

nk 1 b
F——:E:- J f(O,yQ)dO > 5 J f(o,yg)do
k k a a
Ny

Laae S

Caso III. a = by ¢ # d andlogo al caso I1I.

Caso IV, a = b; ¢ = d. Como (y,,y,) es un punto de dife-
Caso IV Y42,

renciacidn,

T N T e, R

1 1 bn bl’l
n n n n a c

= g
P B et

~
-

n -
n n.

3

si (an,bn,cn,dn) + (a,b,c,d) b -a_ > 0,d -¢c >0 (n=>n

Ademés, si existe una subsucesidn (an ’bn )k21’ tal que

a = b_ , dn -c. >0 (k =21), lucpo
k k k k

|
?
|
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n
1 k
d_ -c J f(yi,n)dn > f(yi’yg)s pues (Y13y2) € Q.
c

En consecuencia 4/( ) es conlinua,

Yqi0Yo
Ahora supongamos sin pérdida de generalidad que (yi,yg) €5,
luego
sup Vv (a,b,c,d) = sup Y (a,b,c,d)
(a,b,c,d)EF (yg.¥,) (a,b,c,d)E(SxS)NT (yq,¥5)
donde sxs = {(a,b,c,d)/0 € a,b,c,d < 1}

Esto es claro pues f tiene soporte en S, luego el promedio

1 1
b-a d-c

b d
J (J £f(0 ,m)dn)d6 - es mas grande

a c
¢

si seleccionamos (a,b)x(c,d) €S, o sea (a,b,c,d) € (8x5) N F,

Similarmente para intervalos (a,b); (c,d) los promedios

1 b - 1 d
(A) b-a J £(6 ’yQ)do; d-c I f(}’ioﬂ)dﬂ (B)

a (¢4

son mds grandes si (a,b); (c,d) € [0,1], siendo en el caso (A)
0 £ ¢ = Yo d <1, vy en el caso (B) 0 < a = y, = b < 1,

Luego existe (a,b,c,d) € I' tal que

SNRETT NPT Wy s Ry BRI A TN TN P N A 0 A D i

B R . tat TERLAAT NN

~ew e

PSRy RN T MR o Y
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sup

v (a,b,c,d) = ¥
(a,b,c,d)€F (yl’y2)

(Y1$y2) (a,b’c,d-')

Definicibén. Sea £ € LY(R?). Se definen las derivadas panciales

amplias supendionrnes de (Jf) en (yi,y2) por

1 _ - 1
D, (Jf.(yi,yg)) = sup{( 11m)GI ] J £(0 ,n)d0dn}
Yeo¥p )&, T 0 T

B n
|1 _|~»o0
n

2 - 1
D (Jf.(y s¥,)) = sup { lim J E(0 ,n)d0dn}
W 1*72 II | ’ ’
(y1’y2)eIn n
1 n
|17 [»0
n
. 0 .
siendo |In| = altura del intervalo In
|11| = longitud de la base de I

COROLARIO 3. Sea § € L Log L, Luego

Para cualquier sucesib6n de intervalos (In)n>1’ tal que
|Iz| + 0 siendo (yl,yQ) un punto de diferenciacidn tal que

(y1,y2) € I, (n 2 1), sc ticne:

B R R b s I

B N T

e
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k2,

(1) Iim T%—T J £(0 ,n)d6dn = 1lim T1 J £(0 ,n)d0dn
n n n l'n |
|1 [+0 I |1, [»0 ko T
k k
d
1 Mk 1
= lim j ( [ £(0 ,n)d0 )dn
n n, %n |In | /=2
|In |+o0 k k c. n, In
k k k
d
= dl J f(yi,n)dn si |I0 | = a4 -c + d-c > 0,
-c n. Ny K
c
. . 0
y (1) es igual a_f(yi,yz) si lIn | + 0 (dado que (yl,y2) es
k

un punto de diferenciacién).

5 :
Luego D £,(y ,y,)) < M, f(y,,y,) PP

d
1
Ahora sea M2f(y1,y2) < i< J f(yi:ﬂ)dﬂ t+ ¢
c

con ¢ <y, <d, (M2f(y1,y2) < += pues (y,,y,) € @) siendo
(c,d) dependiente de (yl,y2) y €.

Se selecciona In = anQn (n 2 1), tal que

d
—_— 1 1 :
0 =
nllm 'I'Tn—l- J f( o )do dn d-_-C J f(y1 ,77)(177,
I”]+o0 T ¢

n

Macdaah

re—

T i e e T T S A, N e e AN e R A A e N T TP, e TP S ST vy

- -
—

< -

——

e e -

e

N A



h3.

o sea que, D (J’(yl’yé)) + € > M2f(y1,y2) para € arbitrario

2
W
si (yi,y2) € Q. Luego

PROPOSICION 3, Exdiste una funcibn § € L Eog+L, y alguin intervalo

1 8% siendo U el intenion de S, tal que X f € Litog"L)? y

-M16(H1{y2) = M1M26(U1py2) para Ztodo (y]oyz) €S

Sea g:R »+ R tal que

g z0enclo,11; g # 0 en [0,1); g € L log'L y

X g & L(log+L)2 siendo 0 < a < g < 1,
(a,B)

Sea f:R2 + R definida por

g(yl) si S 70

f(yl-’}'Q) =

luego sop £ C s,

Sea (yi,yQ) € So entonces

H
!
g
5
f
/
';f
/



4y,

b d
M. M _f(y.,y,) = sup L ( sup f-Sﬂ—’ﬂ——)-dn)do
12 1272 b-a d-c
a<y1<b 3 c<y2<d
sup 1 b
= b-a I £(0 9y2)d0 = Mif(yl!YQ),
a<y1<b |

pues si ¢ <1 <d es f(0,7) f(0,y2) = g(0) y el promedio

d
dic J £(0 y,n)dn es mayor si (c,d) C [o0,11.

c

Obviamente f € L log+L y XIf & L(log+L)2 para algGn intervalo
1, 1 Cs°,

COROLARTO 4. Existe § € L Log”L tal que x;§ & L(og"L)? (T un

intenvalo tal que T C So) Yy que satisgace

El resultado e¢s consecucncia del teorcema 1 y la Proposicidn 3
Este Gltimo corolario nos demuestra, que la integrabilidad sobrc

todo conjunto de medida finita, es una condicidn esencial para la

2

. . t.
caracterizacién del producto de operadores M,M, con L(log L)°.

2
ver [ 2].

TEOREMA 4. Sea { € L'(Rz) tal que J §*¥ < +=; Luego (xIﬂl*'eA inte-
S

grable sobre todo confunto acotado cualquiera sea el intervalo

1 csf,

- e

S O KR e Whe e P

————
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Sea

1 1
A = {(yl’y?) € S/[ f*(y1,‘n )d"l < 1oy J f*(o ,y2)<10 < 4w
0 0

y £F5(y ,y,) < +o} luego lal = |s| = 1.

Ahocra definimos

B = € = |A = 1
((y1s¥5) A/IAy1| | y2| } y

¢ = {(y,.y,) € B/IByll = |By2| = 1} lueygo

|Bl = fc| = |sf =1

Dado 80 > 0 se elige-(pl,qi) € C tal que

II(pl,ql) - (0,0)l = ll(pl,ql)ll <'50.

Poi» definicidn | | = |

| =1

B B
a, Py

Comno IBq | = 1, se puede seleccionar (p2,q1) tal quc
1
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"(PQ:QI) (1,000 < 50 sicndo (pQ,ql) € p.

n A

= = : sidera q, € B
| IA | 1, sc¢ considera q, » »

Puesto que Iﬂ

que satisface;

1(py»a,) = (0,100 <8, 1(p,,q,) = (1,100 <38,

Luego (p;,94) € C;3 (p,,q94) ¥y (Py,3,) € B3 (p,,9,) € A,
En consecuencia, existe un intervalo I S S° con vértices

(pi’qi) (i = 1,2,3 5 = 1,2) arbitrariamente cercanos a los vér
tices del cubo unitario S, de tal manera que (pi,qj) € N,

(i = 1,25 3 = 1,2).

Fig, 1

Prd2)\ - (py»ay)

y/J_______ﬁu.m-u S . N (pQ,q1)

(P29




Ahora consideremos los conjuntos (Qi)l que se muestran

Lji€>

en la fig. 2.

A y2 1:‘lg. 2
Q1 QQ Q3
Qu S QS
05 07 08
Sea g = X_f, siendo. I el intervalo recientemente construido,

I
y f la funcibén de la hipdtesis.
Dado ¢ > 0, si g*(yl,yz) < +w (g% < t+o pp) ¥y (yl,yQ) € Qg

existe un intervalo H para el cual (yl,yz) € H, y

g¥(y »yy) < T:—‘fJ g(0 ,n)dldn + & =

H

1

= _l-|” J g(@ ,n)dldn + e < T'_‘}“—I'f g(0 .n)dddn + ¢

HNI HOT




us.

0 0 g f*
|HnST J £f(0 ,n)d0dn + € f (p2,q1) + €,

pues si H es un intervalo, tal que |HN I| > 0y (y,5Y5) € HN Q

entonces

(p,,q9,) € HN's (ver Fig. 1; Fig. 2)

Por lo tanto g%(y,;,y,) < f%*(p,,q,) Pp en Q .

Sea D un conjunto acotado

g% < £5(p,,q)|D N Qgl < t= pues (p,,a,) € A,

n
D Q8

El procedimiento es anflogo con D N Qgs D N Q5 D N Qg

Sea (y,,¥,) € Qg vy g*(y ,y,) < t=.

Dado ¢ > 0, existe H, tal que (yi,yQ) € H siendo

" 1
g"(yl,y2) < TﬁTI g0 ,n)dddn + ¢ <
H

1
L T A
TinsT I £0,m)a0dn + e < £(p,.y,)
HNS




o,
Luego,
I g7:(y1’y2)dy1dy2 = J (J 15"‘(y1 ’YQ)dyl)‘ly? <
DN M
05 0 (D 05)y2
1 1
< J (J £¥(py,y,)dy,)dy, = J I(DﬂQS)YQIf*(pQ,Yz)dYQ
N .
0 (pMeg) 0

2

1
= M [ f‘f(pQ,y2)dy2 < tw
0

pues (p2,q1), (pQ,q2) € Ay como D es acotado,

| (p N Qs)y2| < M,

El procedimiento es andlogo para Q, N Dy Q, N p; Q, N p,

l.uego J (XIf)* < to,
D
COROLARIO 5. Existe § € L Log'L tak que § ¢ L{Log*L)?, y tat que

§* es Localmente integrable.

Demostracifn, Es consecuencia inmediata del teorema precedente,

TEOREMA 5. Sea § € L Log'L, y sea §* integnable en [f* > 1},

AL ¢ (x) = x(ﬂog+x)2 se cumple;

AT AN S S S S N RN S A SN S A TN N DA i T

R

NN s
\k.“.,..- ™~

e

bk e YN AN

TN

RO HREC

HERR e i) P 2
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1im1—2J w(%)dodn < te (i = 1,2),
N N .
(gy>(£-k)}Ns
siendo
1 E‘ 1
gy(@,n) = X_ (m) - I (0 ,m)dn
N k=1 Tk [Tyl
I
Kk
ga(0,n) = ) X; (0) -1 J £(0,n)d0
k=1 Ik EN 4
k
, N
con T, intervalos disjuntos en R tales que u 1, = (o0,11;
k=1
|Ik| = %, y K:R » R una funcibn medible no negativa que venigica;

1
J ¢ (k)dx < +=,

0
Sea A = {(yi,yQ)/f*(yi,yQ) > a}l,

A es abierto y A # R para casi todo y., pues A es un con
junto de medida finita.

Luego A = U Q., siendo los conjunto Q.-cuboé semi-abier
1 =1 ]
tos, disjuntos y tales que para cada j se tiene,

1 <-——F76—7—— <3 ver Teorema 4, Capitulo I

(Teorema de cubrimiento de Whitney).

. l‘li I.E - I\- ) R.l\ll . ij o

(]

|
?
{
’
¢
g
;
%
£
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Luego, existe una expansibn Q% de Qj con mismo centro que

Qj y tal que IQ?I =c, |Qj . Es claro que eligiendo conveniente

mente la constante C,» Qque depende Ginicamente de la dimensidn,

se tiene

7 4, y por lo tanto si a < Y, < b

se tiene,

1 1 (P <
TQTTJ G | e e <o

Qﬁ a
luego,
b
1 1
L I S L e e S = I
Y4 531 ] a.c, i34 1, b~-a |
QY a
]
b b
5 1 I 1 £ = 1 J 1 ¢
a.c, b-a a.c, b-a
U Q a A a
j=1 ) ¥
luego,
c 1 b
I = = <« :
(1) |{y2/f (Y1,y2) > a}| _ 2Up<b b-a £,
a™Yy (f*>a)
Y4

siendo ¢ una constante que dependce Gnicamente de la dimension.

A
i
i
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Por (1) y la hip6tesis:

to > J £fe > J If* > a|da = J(Jm|(f* > a)y ldu)dy1
(F%>1) 1 1 1
= c |( (= sup = ( £(0 ,2)dn)dl )da)dy,
a a<y . <b -a . ,
1 (£%>a)
Y4

b ©
> c j ( sup b—i;f <J(J F(0,1)X (pasgy (1) .5 daddn)dd dy,

a<y1<b 3 1
1 b +
= ¢ J ( sup J (I f(0,n) Log f%(y,,n)dn}dl )dy
b-a 1 1
a<y1<b

Para obtener mayor claridad en la notacidn sea
gi(ﬂ,n) = gN(O,n) definida al enunciar el teorema.

Claramente

- N
% = ;
£5(y sm) Mgy (v sm) ) X; (@) Mh (y )
k=1 k
1
(siende h, (0) = J f(0 ,y.,)dy,) puces
k |Tk| 272 2

Ty
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b N
1 1
M,gy(y,sn) = sup — I () x; n) —— J £(0 ,y,)dy,)ad
16N Y1 a<y <p D2 Wiy T 1T, 2792
1 I
k
1 (P 1
= sup — J ( J £f(6 ,y,)dy,_)d0 = Mh.(y,) si n €T,
a<y1<b b-a |Ij| ) 2 2 j 1 j

Luego
1 b +
c J ( sup. =2 J (Jf(e,n)log f%(y,,n)dn)df )dy, =
a<y1<b 3
1 b 1 ¥
c J ( sup 3 J (J £(0 n) Lopg Mgy, ,n)dn)dd)dy,
a<y1<b 3 0 '
1 b N + i
a<y.<b k=1 i
1 a I 1
k i
J . 4 (P N . . 4
=c | (sup == % J (I Log Mh (y,)( J £(0 ,n)dn))do)dy, #
a<y,<b P73 N k=1 LR B 1§
1 a I ¢
k .
. :
- 1 + >
k=1 '
2
5 _C N + 2 : %
Z m— Z hk(yi)(l.og hk(yi)) dY1 pues, .
2N k=1 A

EERN vk
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1 + 1 +
5 M(Log Mh1(y1)'h1) oot o M(Log MhN(y]).hN

N
+
< M( } Log 'th(yl).hk) y
k=1 )

(Log+ Mh, ).Mh  dy,6 = (1+1og+a)|Mh > a|da 2
k k 1 k
1

+
1+log «
>
cte J ( 3 ) hk(yj)dy1 da =
1 (h, >a)
h
y! k + 1
log a cte + 2
= 2 = 3
cte J (J = d )hk dy1 5 J hk(yi)(log hk(yl)) dy1
0 1 0

En consecuencia si k:R =+ R es la funcidn antes definida;

o1

1 N
C J Z h ( + 2 S (]

. y,)(log hy(y,)) dy, =2

2 Keq k71 1 17 N2

I ‘(f-k)(Log+(f—k))2dy1dy,
k=1 { '

>f_
hk f-k}ns

£
an?

\Y

(£-k)(Log’ (£-k))“dy, dy,

{h, >f-k})Ns (g >(£-k)INs g
1 :

°2 j (f-k)(Log+(f‘—k))2dy1dy2 >
2N
(

n C=

k

por definicidn de Eye

——

- N

Sea v(x) = x(log+x)2. Como ¢ es convexa entonces

AN RO v

-
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c 1 c T, ¢(k)
—_ - - - 2 = —_) —_——L
. 5 ¢ (F-k)dy, dy, 2 I v (3)-—5+~ldy, dy, ,
{gN>f—k]ﬂS {gN>f-k}ﬂS
luego,
c £ C 1
;5 I ¢(§)dy1dy2 < E3 I el v(f-k)dy1d¥2 +
{gN>f-k}ﬂS {gN>f-k}nS
1
+— ¢ (k)dy, < f* dy_ dy, + = v (k) < to,
2N2 i 1 2 2N2
0 (£%>1)

COROLARIO 6. Sea 6:R2 + R una funcibn que satisface Lo siquiente:

-

v [f(8,.)] < k(6) para todo 0 € [0,1], o

o

O =

v [f(.,n)] < k() para todo n € [0,1), siendo

-

VI [£(0,.0] ¢y Vg [£(.,n)] Las variaciones en [0,1] de

o

[¢0,.) y de 1(,,n) respectivamente, y k:R » R tal que

1
J k(Ldg+k)2 < to, k > 0, Supongamos ademds que
0
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f €L log'L. luego £ € L(logtL)?, 54 y 86L0 44 £% es inte-

grable en {f% > 1},

Supongamos que Vé [f(0,.)] < k(0) para todo 0 € [0,1] y

®* < 4o, luego

(f:’:>1)
N Xlﬁn)
N lI | 2 2
k=1 k
k
1
= |£(0 ,n) - J £(0 ,y )dy,| (si =7 € I.) <
I, *r20772
0T ;
3
1
< T%TT J |f(0,ﬂ)—f(9,y2)|dy? < Vo [f(0,.)] < x(0)
1T,
p
para todo (0 ,n) € S,
Luego {gN 2 (f-k)} NS = 8 para todo N > 1
. F

En consecuencia I W(E)dyidy2 < o,
Ahora si f € L(log+L)2 la desigualdad

| { ¢ ) /£%( ) > ual] €S | £(10g*iyay,a Ver [ul

prueba la propiedad reciproca.

Puntos de excentricidad absoluta.

Observaciones: Sea f € Ll(R2) y t # 0. Si (yi,yg) es un punto

Wem D SO

TRW WS AT -"-"F\\“: Gﬁ\ Rl b s B b AU

AN W

RGN
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a YA —— — ——
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tal que S = S
Y1 Yo
thicidad abboﬂuta. Por lo tanio, tampoco puedec scr de excentrnd

= @ luego (yj,y?) no pucde ser de Aemi-eéxcen

cidad absoluta,

TEOREMA 6. Sea LI (R?) = {f € LY(rR?)/f > 0 y sop £ C s}
H = {f € L;O(RQ)/ casi todo punto de¢ I en S ecs de excentricidad
absolutal.

Luego H es de segunda categoria en L;O(RZ). Mds explicita-

mente, H® es de primera categonia en LLO(RZ).

M
}, donde Ag

de todos los puntos (yl,y2) € S de M-excentrnicidad parcial para

Sea EN = {f € L;O(R2)/|A2| > denota el conjunto

L

(] N

f .
Las siguientes condiciones se verifican:
i) EE es cerrado en L1(R2).
ii) Ri es nunca denso c¢n L;O(R?).
M L.1
- C .
1) Sea (fn)n?l c EL tal que fn+ f.
Sea R, = {I los / = < AP M, I=I }
ea = intervalos = < S M, I=sI_ xI
M M |IQ| 1772
y sea

fM(y 'V,) = sup 1 £(0 ,n)dbdn.
172y Lyoer 1T
yl’?
I € RM

Claramente, (yi,y2) € A? si, y s6lo si fM(yi,yQ) = f*(y1,y?)

Se cumple




M

My, v ) /1 En=£"1 > a}] < [y .y /0 =00 > )] <

siendo ¢ una constante que depende finicamente de la dimensidn,
Mm M . . . a -M
luego fn + f ', en consecuencia existc una subsucesidn (ln)“\]
=~ 1
M M
tal que fn + f PP
Sea wn = inf f

k2n
mos esto; sea (y],yg) € R

I 0 < L2 < fn y ¥ ~ f. Luego Wg./’f*. Vea-

2 y BE€ R, 8> 0 tal que 1:"’(y1,y?) > ],

Juego existe un intervalo I tal que T%T Jf > B, (yi'VQ) & 1,

ado

mis T%T f v, T%T I f, por lo que T%T flwn > B sin = n,. kn
consecueicia, wg(yiny) > B sin = n,. ;or este razdén es

lim wﬁ(yl,y2) > f*(yl,yQ), se concluye entonces que

1?m wﬁ(y1,y2) = f*(y,,y2) para todo (y15Y5) € r?,
n

Sea A = 1inm A? y
n n

_ M M
B = {{y .y,)/8 (y hyy,) # Ty ,y,)00),

luego |B| = 0,

)=
| =

Como |A| = |lim A

| = =, es |Aa-1 | &

—
—
.

Sea (yl’y2) €. A-B, luego (y1,y2) € U A
: j=1
que .

M )
£ y (ngy?) € B por lo

NN

AR NN TR T

noe
~u

vl R

Ry



M
ES ) g = =
vnj(yi.yg) fnj(yi,yQ) fnj(yi,YQ) v

y oy 2 R M
£5(y .y,) = l;m ¢;j(y1,y2) < lim fnj(yl,YQ) = £y ,9,)5

que fmplica que f*(yl,yQ) = fM(yi,yz) para todo (yi’yQ) € A-1,

En consecuencia A-B C A? y |A¥| > |[a-B| > %.

. M 1 2
ii) EL es nunca denso en L>0(R )

Dado ¢ > 0, si Ve(f) = {g € L;O(R2)/llg—f||1 < ¢} veamos que
V.(f) NL log'L ¢ EE NL 1og'L.

Se define para N =2 1, H € N

1 1% ( ) €
= si VoY E
N |Ek| 1°72 k
By (¥y,9,)
0 si (yl,y2) € Ey (x = 1)
5% (H) (k > 1) iy = § |
siendo = H a(H k 2 1) S E, intervalos a(H) = = v log H;
IEkI k* "k K1 k
| U s, |l =1y U E Cs.
k=21 k=1

(Construccibén de Bohr; Ver Teorema 2, Capitulo I), Dado € > O,
" N
sea f una funcién simple tal que 0 < Y<rf y Hf-fﬂl < €/,. luego
N L1 p1
f + By f, dado que g, 5 O,
N N

> N>

¥

RSN N N
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fig. €L log'L. f+g. € LY (R2) I(ftg )-f]. < ¢ si N2> N
gN Og ] gN >0 . y gN" 1 S e'

n
Falta ver que f+gN & EE si N 2 N Se sabe que

0.

(1) [y sy,)/85(y4sy,) > a)| > 0, para todo a > 0,

N-»e

y para casi todo (yl,yQ), existe un intervalo I, para el cual

(para H suficientemente grande)

1 ’ . (=S
(2) TT;T I gy > N, y (y1,y2) € IN Ver Teorema 3, Capitulo
I

N

Ahora dado a > 0, Q. € R, con (yj,yé) € Q, existe cicrta

M
subsucesién (gN)N>1 (N 2 1) tal que por (1)

M 1
|{(y1.y2)/gN(y1,y2) > all| < ;—N:ﬁ

Y .
Ademds, si N > Rto donde R = Ifl_, se tiene usando (2) que

I
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1 g. * 2 ¥ < gM(y ¥,) + R < atR < N <
[Q] N | Q| N'T1072
Q Q
1 1 1 v
<|I|JgN<|I|JgN+'[I]Jf’
I I I
. M -
si (yl,y2) ¢ {(yl,YQ)/gN(yl,yQ) > o para algdn N = 1} = B
Luego, para casi todo (yl,yQ) € B¢ = S-B, dado Q € RM tal
que (yi,yz) € Q, existe un intervalo In siendo (yl,y2)-€ Iy Qque
satisface,
1J%’+ < afR < — I¥+ N > R
Ey S a . g para ta.
[Q] ) N |IN| ) N
N
Iy € Ry si N > Rta, pues si se cumple a la vez que
1 : M ”
gy >N yv I €R para algiin N > R+ta
IINl N N .
IN
entonces gﬁ(yi,yQ) > N > Rta 2 o siendo (yl’y2) & B; lo que es
absurdo,
Por lo tanto casi todo (yl’y°) € B no esta en A? si N > Rta,
. ‘ .|.’,
el 1 .1 "N
y |B I 2 1 - 5T Pues Iﬂl < T
. M 1 ;
En consecuencia |Am | < T si N > R+ta.
f+gN

R 7 M RN R e NN A R N, S T R R A I TR S M RN N NI M NI TR T

N

S

B

SUN TR

S-S NS

(PO

o

-

e

RECETRLI. SV
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Se concluye que,

v
freg, & En si N> Ufl_+1 (se elige a < 1)

Por lo tanto Ve(f) N, log+L /4 E? N, 1og+L, con lo jJug

, M _ M
Ve(F) Z By = Ty
Como H® = v EM la tesis se verifica,

L,M>1 U

Problema abierto: Existe f € L log¥'L, con sop f C S, tal que casi

todo punto de f en S es de excentaicidad absoluta,

TEOREMA 7, Sea ¢ = ( § H{MLog H(N) x (v yiL € p_(n)}
- neL n U En 1 2 f

siendo P.(N) La clase de todos Los subconjuntos finitos de N,

Ez Los cubos que se utilizan en La construccibn de Bohn y

g, = H(“)ng H(n) X y gD Las funciones definidas en el Teorema 6.

k=1 k
Luego existe § € T tal que casi todo punto (4;,9,) €S es de

excentrnicidad absoluta para §. (Ver Capitulo I, Teorema 2) (C e¢s

la clausura de C en LiO(RQ)).

Considero los conjuntos (EE)L M>1 definidos en ¢l teorema 6,
Py -
Obviamente i) C N EE es cerrado (L,M = 1)
sy P M 1 2 <

Veamos que ii) C N E, es nunca denso en L (R") (L,M > 1)
Seae>0y feECN EE.

" A,
Sea f € C tal que ||f-f||1 < e/2.

v ™
Como f € I, con los mismos argumentos del teorcma 6 para N

. “\ n,
suficientemente grande f+gN & HT pero l+gN C C., Lsta Gltima



afirmacidn se verifica tomando N > max L siendo

; - E H(n)Log H(n) X

(y.,v,); L € P_(N), Ademés
nerL, n uEk 1*72 f

€ €
- - — D — = { =
1 F+gy~£0, < IF-FI, + g 1 < s+ T e siNZN_.

Luego para N suficientemente grande

— "]
%+gN € Ve(f) NnCe vy frg, & EE con lo que

— M —
v.(e)ynecge ncC

Entonces como se verifican las condiciones i) y ii) y C es

completo

- M -
U N g vy 1
C Ep 2 C o sea qQue cxiste

63.
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TEOREMA, Exdiste una funcibn ¢ € L £og+L tal que § ¢ L(£09+L)2 y

tal que §* es integrnable en el conjunto {(x,y)/f*(x,y) > 1}.

Demostracibn

sea B = {(x,y)/Max(|x-1/2]|; |y-1/2| < 1/u4}

4 Pig, 1
(0,1)
(0,3/4)
B
(1/2,1/2)
(0,1/4) |
. R ——
(0,0)  (£,0) 2,00 (1,0)

Se considera la rotacidn en un angulo m/4 centrada en (

L] L
-

N =
L

R(x,y) = (/2(x;y)+1’ /2£y;x)+1) sea -

XB(x,y) )
glx,y) = - 33 ¥y sea f:R® > R definida por
(y-1/4)|1og(y-1/1)]

awame W omae et N AN
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Vo (x+y)+t V2(y-x)+1

X5 ( )
B 2 ? 2
f(x,y) = goR(x,y) = /> /5 3 -
2vV2(y-x)+1 2Y2(y-x)+1, "
yu |l°g( yu ) |
X _4 (x,y)
_ R “(B)
T s 3
2V2(y-x)+1 V2 (y-x)+
(yux) Ilog(2 2(qu) 1)|
1
y - X_.._
(0,1) /8
‘\Qis
>
(0,0) (1,0)
f es infinita en C = {(x,y)/% € x < % + l—; y = X - 1—}
/8 8
y es decreciente en las rectas perpendiculares a C que estan inclui
das en‘R-i(B).

Veamos que {(x,y)/f*(x,y) > 1} es acotado.
Para probar esto serd suficiente calcular promcdios sobre

intervalos I con lado mayor paralclo al cje x y tal gue 1 C Q4

PR NN

JRVEERY

O
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e
B R R N RN AR S O R SO TR NN N N A S e

/ oo’

i:a-
&5 g
5
:
2
%
g
)
v ?
dq
: o 1 11 1 1 g
siendo (X,Vy), (x,yo) € {(x,y)/-i- < x <y + 7_8-, 3 - ,/_E‘ <y S 7} g
’ ]
9
/
' 1 1 : 1 1 %
Q = {(x,y)/x 2 55 y < 5} Q, = {(x,y)/x < 53 y < 3}
1 1 1 1
Q3 = {(x.Y)/xgﬁ'; Y>5} Q" = {(x-iy)/x2$a y>'§}

Veamos esta Gltima afirmacidn:
Dado un promedio sobre un intervalo I que no es como el que
se indica en la Fig. 3, m&s explicitamente I Z Q1 o lado mayor

que no es paralelo al ¢je x como se indica en la Tig. u.)
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Fig. 4

~

se considera el intervalo T que satisface;

a
i) |1} = |1

V]

ii) Sea e(I) = longitud del lado mayor de I luego e(I) = e(I)

longitud del lado menor de I°?

iii) hi(I N R-l(B) N QJ.) = '}' n R-l(B) N Q"(j) (i = 1,2,3,0)
siendo miA, > Wy una permuacidn, Ty = {1,2,3,4} y siendo
las funciones hi composiciones de Sx (simetria respecto
de la recta y = %), Sy (simetria. respecto de la rccta
X = %) y S (simetria respecto de la recta 'y = -xt1), pu-

diendo repetirse en la composicidn alguna de las simetrias

o, pudiendo cualquiera de ellas no ser usadas,

SRR NIRRT RTINS ey et et

RN ORI AT AT

AN . TR

- NN

AN WA NN LAY W TR

NN

[ O



- n -
iv) Max ]Q. N1 nRr™Y(B)| = le, N T NR sy
ien 1
y
’b -
v) Lado mayor de I paralelo al eje x

Existe un inico I asociado a I que satisface estas 5 propic-

dades.
1\
' Fig. b5
Q, Qu
& > >
I
Q, Q1
N2
Supongamos que f < f (i = 1,2,3,n)
- “v -
1nq,AR™1(B)  TINQ, MR (B)
que ser8 demostrado enseguida. Luego,
1 1 1\
SRS NN N N
INR™ " (B) iR~tepy 1T ARt InQinR_i(B)
y H
< - J f < —m————-J f
11] | 1M |
¥no,nr™t (3) 1 (e, o (1)

S

A Lt AN N D SRR YA

A RN(Ch o}

SO SN TR VO

AR WA A WA T A OGRS
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1

a) Si (x,y) € Qq N 1 N RT(B) (ver Figs. 4,5 y 2)

A

NIRRT TR I

f(X,y) < f(sx(i,y) < f(sysx(;,y)) = f(ssysx(Q,y))

A E A Ak

1

pues cuando a € Q, N R "(B), f(a) = f(Sa). Ademds,

SR R SRR e AT A VI T AR TR S

1

- o -
SSny(Q3 N1 NR 1(B)) - Q, N 1 NR “(B) por propiedades iii)

y iv)

1

b) Similarmente s5i (Xx,y) € Q, NIN R™7(B), es

3TN LT NS AT

AT

Hh
~~
x|
-
<1
L
N
I—n
o~
¢
~~
»
-
~<|
-
S’
1
)
~
o
~~
®
L J
<
g
L
-
<
AN U N

AVeNAp ATe o N

1

SSx(Ql+ N1 nRr 1)) - Q, N T nRrR(B) por propiedades iii)

y iv)

TR A AN

Se usa la simetria S cuando el lado mayor de I ﬁQl. (i = 1,2,3,4);

es paralelo al eje y como en la Fig., 4),

c) i (x,y) € Q, NI N R"l(B), es

T > D T LY

£,F) < FIS (R,5)) = £(sS (X,7)) y

-1 v 1
Ssy(QQ) NI NR(B)) C Qy N1 N R (B)



d) si (x,y) €q, N1 N R™1(B)

£(x,y) = £(S(x,y)) vy

Nn1n gl T -1
s(a, N TNR™(B)) S NI NRT(B)

Usando a) se tiene,

[ ra@p <] sessEin<] fEP

1 1

QsﬁIﬂR (B) anInR

PN |
(B) QinInR (B)

Igualmente en los casos bj c) y d).
Consideremos ahora un promedio sobre un intervalo I E Q1

con lado mayor paralelo al eje x. Se tiene,

1 1 _
T /7 /7 E A
1R~ () (2 2(y;")”)|r.og(z---~g-£~y;'l~—’5—21-1—)|

= 2 J dy J /8 ! dx
1T i (2/2(y-x)+1 >
Iy

)|Log(?/?(YJX)+1)|

<]
»

(Ver Fig, 3)

70,
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Como

J“ dx ) 1 Y el o< g <a < izh
8 (ax+b)|Log(ax+b)|3 2a(Log(ax+b))2 8 .

se tiene,

y 1
il -5 1 L
I /— 2 1=
2 2V2 (y-
v [ log( Q(yuX)+1)] x
y -
= — 1 — 0 3{ — 5 1] = (x-%)(y,-y)
(xo—x)(yo—y) 2 v [log(2 2(y;x)+1)]
(Ver Fig. 3)
-_— -— -1
Como (x,y); (x,yo) € R "(B)
: - L= - 1
si y<y<y,, es Max(|x+y|;|x—y|) S —
0 2/2
En consecuencia,
/o — 1 .1 .
5 (y-x) + T <« 1 .pov lo que
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1

h(y) = —— 3 es creciente y acotada en

[ log(_-;r—i (y—;)ﬂ-%)] :

[y,yy]s luego

sup 1 = 1 <
- = 2 = 2
y<y<y 2 o )+l Y2 o 3yl
0 [log(z= (y-x)+3)] [log (5= (y,-x)+{)]
< e 1 5 = 1 - ’ con lo que
LY
1 ° h( < 1 <
= = yldy. s — > — 1
V2(xy=x)(y4-¥) & VZ (log 2)°(x,-X)
. - 1
si X=X > = v 1
Y2 (log 2)

En consecuencia {f* > 1} es acotado.
£ €L 1ogTL y £ €& L(log+L)2, pues f = goR siendo
XB(x,y)

glx,y) = — = v g €L log'L, g & L(logtL)?.
(y-1/4)|log(y-1/4)]|

Ahora veamos Qque

Ol 5

0 € UTH

e i —r——— e



J j":': < +o
R™1(3)

Si a € Q, N R™1(B) se sabe ya que

1 .
b <
(1) f%(a) 4 igg TTT J y siendo
-1 INR “(B)

-1 -1
€ M C N

(B)., Similarmente si a € Qi N RrR”
i= 1,2,4,

Se afirma que para todo a € Q, N R—l(B) es

(2) 4 sup T%T. < ___iﬂl__E £X(a)
C -
aGI__O1 IR 1(B) (log 2)

siendo fﬁ la funcidn maximal sobre intervalos rotados en un
dngulo /4 en el sentido contrario a las agujas del reloj,.
Dado a € R_?(B) N Qq» fﬁ(a) = g#(Ra).

Si Ra = (a,B) luego

g(Ra) = —=L dy 7 =
(8-3) 4,y (y=1/®)1op(y-1/1)]
- 1 1

2(8-3) Log(B-1/1)17  2d(a,1)[ log(d(a,1))]?

1

73.

(B)

Savie oo -

=3

SREN YRS RN BT LW WL AT NG

N s



Fig. ©

R™L(B)

-~

)
<
/

y d(a,L) = d(Ra,RL) = B-% = (%Z (y-x) + %) - %
= %z'(y-x) + % siendo a = (x,y) y
RL = {(x,y)/y = 1/u4}.
Luego,
fﬁ(x,y) = 2 1

- v - - . 5
2V2 (y-x)+1 llog(?/3(y;x)+1)|

4,
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Ahora dado un intervalo I E Q1 con lado mayor paralelo al

eje x es:

)| 1og (2L, |

A,
1 J F _ 1 [y d Jy+7: dx
n = y 8 —
TTT -1 TTT = (Q/E(y-x)+1 2V2(y~-x) 3
y L

y x
, 1 J 0 4y J 0 dx (Ver T'ig. 17)
A (QJE(y;x)+1)|log(2/5(yzx)+1)i

n, —
1 (Y -1 /8

1
y+
l dy +

I - 2
A ¥ /2l 10g (22 g

2

+__1__[3'0 -1
/2l 10g (22041, T g

1]

y

N o
< (y-y) 1
(2/5(;-I)+1
4

2
)]

/E(xo—;)(yo-y) [ 1og

y
2 |0 dy <

V2 |1 2V (Y-F)41 4,2
m

) ]

y [ log(

AT ALY s T v TG

AT e

T LN



< 1 1 ! ]
. = _ 2 2V2(yg-%)+1__ 2
'/2()(0 %) [1log 5/-5— (xy-%)] [ 1og( yoqx)+ )
1
(pues ’)\; = X e (Ver Fig. 7))
° /&
1 1 1
= [ + ]
V2 (x -% T = - ?
("o x) [log(—é- (xo-x))] [log(—/—_g- (xo-x+5))]
pues y, = ){0-1‘/—E +8 (0<8 < 1//8) 6 = yo-;.
A Fjg.

76.
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A
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Ahora 0 S8 < yo—; < xo—; pucs los promedios sc¢ toman sobre

intervalos con lado mayor paralelo al eje x. Luego,

1 < 1
/o _ 2 _ 2
-3 (XO-X+6))] [log(V2 (xo—x))]

[log(

y usando (4) basta probar que

2 1

(5) — — . — 5
/2(x0—x) [1og (V2 (XO‘X))]

< C % =
fR(a)

2C

2

(2v2(y-x)+1)[ log( )]

2/§(y~x)+1
m

0 equivalentemente

2

(6) (2/2(y—x)+1)[log(Qv/‘ZT(y;-x)-ri

2
m ; )l < % /3(x0—;)[log(/5(x0e;))]

para cierta constante C que no depende de a = (x,y). La funcidn
x(log x)2 es creciente en el intervalo [0,1/U?| y deereccicnte con

Ii/é?,ll con miximo (%)2 <1 c¢nlo,1]l. Por otro lado es,



V2

—

2

como

—_ N
(XOHX)'f'y-y 2 yo—y =2 0 = X~-X,
- - - 1
y+x-X € (x,~x)+y = (X, -X)+x -=—
0 0 0 /B
1

Luego

Flo

es Cc =

Usando (1) y (2) se obtiene,

(log 2)2

(y-x) + 1/4 < V2 (xo—;)

XX = YooY

por 1lo

A
)
IH
"
N

luego

que

e€n consecuencia

y - x + — < 2(x,.~x)

/8

es suficiente que

(log 5% = 1> (22

8

por lo tanto

con lo que se obtiene (2),

pues

78.



pues claramente,

J £% = geR = gt < tw,
-1 R -1
R “(B). R "(B) B
-1 4
Ahora sea R "(B) = U J. y sean
i=1

S.:tH., > J. las correspondientes
it i
simetrias. Obviamente si a € H

luego f*(a) < f*(Sia) (i = 1,2,3,4)

Luego

J f2 < 4w siendo
p

-1 b
P =R "(B)Y U (U H.
i=1 !
Sea
= U ) )
Sl Hl J1 Ju Hu
= U
92 H J2 U J1 U H1
= U
S3 H3 J3 W) J2 ) H2
S = H Uug U g U H

"ip. 8

)

H

3
3 J?
Iy J1
I, I
I)
Fig.
Ry Aq R4
M, ) H,,
3|2 A
A 2
L
TN U1 H
y 1
Ry A R,
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y sean

Si:Ai -+ Si las correspondientes simetrias. Claramente

f*(a) < f*(Sia) si a € Al (i = 1,2,3,4).

Lo mismo ocurre con Ri y los cubos (Hi U Ji) (i = 1,2,3,u4),
I Y

Luego si T = (U Aj) U (U Rj) U P se tienec, J f& < tw,
i=1 i=1 '

it
Con un procedimiento recursivo se obtiene que J f#t < 4o
para todo conjunto acotado H. H

En particular se cumple que'

fr < +w,
(f#>1)

COROLARIO, Existe una funcibn § € L(Log"L) tal que § & L(Log'L)?

y tal que §* es integrable sobre todo conjunto de medida finita.

Seg f = goR siendo

XB(x,y)

g(x,y) = .
(y-1/4)|1log(y-1/u)|

si a = (a;,a,) es tal que Max(|a,-1/2|; la,-1/2[) > M con M
suficientemente grande luego por el teorecma anterior se¢ ticne
que f%(a) < 1,

Luego gi



H ='{(a1,a2)/Max(|a1-1/2|;|a2-1/2|) < M}

y D es un conjunto de medida finita, es

Fig. 10

R"%B}

/
™

v

y como

I f* dxdy < J f%t dxdy < +e
HND H

pues H es acotado, se concluye que

£ < to,

o —
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