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IntroducCión'y definiciones:

La teoria de diferenciación de integrales tiene su origen en

el bien conocido teorema de Lebesgue (1910):

Sea f E L1(Rn), luego para casi todo x E Rn se tiene,

lim 1 f(y)dy = f(x) para todaBÏx,r 5k+m k
B(x,rk)

sucesión de bolas (B(x,rk))k>1 con centro en x y radios rk + 0.
De este teorema, surge naturalmente la siguiente pregunta:

¿Qué ocurre si se toma el limite sobre promedios donde en vez de

bolas, intervienen otro tipo de conjuntos que se contraen a1 puu

to x? En 1927 H. Bohr exhibió un ejemplo, en el cual se demostra

ba que los intervalos en R2 (o sea los rectángulos de lados para

lelos a los ejes) se comportan muchopeor que los intervalos cú

bicos respecto a una propiedad de cubrimiento (lema de Vitali),
que es fundamental para el resultado de Lebesgue. Ver Teorema 1

Capitulo I de este trabajo.

De esta manera, se convirtió en un desafiante problema el c2

nocer si el reemplazo de bolas por intervalos centrados en un pun

to x en el teorema de Lebesgue llevaria a un resultado correcto
o no.

El primer resultado en esta dirección, es el llamado teorema

fuerte de densidad, demostrado por primera vez por Saks (1933)

que dice lo siguiente:
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Si f es la función característica de un conjunto medible,

las bolas pueden ser reemplazadas por intervalos y el resulta
do de Lebesgue-sigue siendo válido. ver [6].

Más adelante Zygmund (193H) mostró que el teorema de Le

besgue es cierto para intervalos si f E Lp(Rn) 1 < p < +m.

Ver [7].

Un año-más tarde Jessen, Marcinkiewicz y Zygmundprobaron

que el mismo es válido si f E L (1 + log'l'L)n_1 (Rn), siendo

L(1 + log+L)n_1(Rn) la clase de todas las funciones f tales

que J IfI (1 + 10g+ |f|)“‘1 < +a,
Por otro lado, Saks probó en 193Mque existe una función

H e L1(Rn) de manera tal, que el Teorema de Lebesgue es falso

para g si se promedia sobre intervalos. Ver Teorema 2, Capitu
lo I de este trabajo.

Dada una función f G Ll°c(Rn), Hardy y Littlcwood definig
ron la función maximal Mf para cada x E Rn como

Mf(x) = sup Q xlr J f(y) QYa
P>0 Q(x’r)

siendo Q(x,r) un intervalo cúbico abierto dc centro x y de

lados de longitud 2r.

El lema de Vitali referido a una propiedad de cubrimiento

de los cubos, se utiliza para demostrar que el operador f + Mf

cs de tipo débil (1,1), o seu



.c _
(1) Ix/Mf(x) > Al < ï urll1

C constante independiente de f y A.

La desigualdad (1) permite demostrar el teorema de Lebesgue.

El operador maximal fuerte f + f* se definc,

f*(x) = sup —%—J If(y)|dy
xEI l I I

siendo I un intervalo abierto (rectángulo con lados paralelos a

los ejes) que contiene al punto x.

En 1971 N.A.Fava demostró lo siguiente: ver [H].
+ n-1 n . .Sea f E L(log L) (R ) con soporte en el cubo unitario

S = {x/O í xi < 1; i = 1,2,...,n} entonces se cumple que

(2) Ix/f*(x) > uxl s c J lál (log+ lÉL)n-1dy

C constante independiente de A y f.

La deSigualdad (2) permite demostrar rápidamente el resulta

do de Jessen, Marcinkiewickz y Zygmund. Ver [u].

Usando un teorema de cubrimiento debido d Whitney, se dumucí

tra que dada f e L1(Rn) es



(a) % Ifl < Ix/Mf(x) > AI
(Mf>x)

C constante independiente de f y A. Ver Teorema 3, Capitulo I.

Las desigualdades (1) y (3) permiten demostrar el siguien

te teorema: ver [3] p. 60.

Sea f E L1(Rn), las condiciones siguientes son equivalen
tes:

Í). Mf dx < +0°

(Mf>1)

ii) f e L(1 + log+L)

Ahora teniendo en cuenta la desigualdad (2) y este teorema,

dada f e L1(R2) con soporte incluido en el cubo unitario se esta

en condiciones de preguntar;

¿Son equivalentes las siguientes condiciones?

i) f* dx < +m
(f*>1)

ii) f e L(log+L)2 ver [3] p. GH

Mediante la desigualdad (2) se prueba que,

si f e L(log+L)2 entonces J f*(x)dx < +m.(f*>1)

En este trabajo se demuestra que las condiciones no son

equivalenteS, o sea que existe una función f no perteneciente



a Lilog+L)2 con sop f S S, para 1a cual

f*(x)dx < +0°
(f*>1)

Dada f e L1(R2) con soporte en el cubo unitario S, se definen

los operadores maximales Mi (i = 1,2)

b
_ ' 1

M1f(y1,y2) - sup b_a J f(0,y2)d0a<y <b1 a

1 b

M2f(y1,y2) = sup b_a Í f(y1,n)dn
a<y2<b a

para cada punto (y1,y2) E R2. Estos operadores son de tipo débil

(1,1) ver [H]. Se demostrará que Mif(y1,y2) < f*(y1,y2) para casi
2 .

todo (y1,y2) E R , 1 = (1,2).
Dadoun intervalo I se define su excentricidad,

e(I) = longitud del lado mayor de Ilongitud del lado menor de I

Si dado (y1,y2) E R2, f*(y1,y2) es exclusivamente límite de

promedios sobre intervalos In tales que



e(In) 4 +w,

el punto (y1,y2) se llamará de excentricidad absoluta. Se obse:

va que los promedios que tienden a f*(y1,y2) se toman sobre jn
tervalos cada vez mas "achatados".

Se probará, que'basi todas las funcioned'no negativas con

soporte en ei cubo unitario que son integrables, tienen casi to

do punto de ese cubo de excentricidad absoluta."Casi todas las

funcioneá'significa todas las funciones, salvo un conjunto de

primera categoria.

Se exhibirá una función que cumple con estos requerimientos.

De_existir una función f en L log+L, para la cual casi todo

punto de S es de excentricidad absoluta se mostrará que

7': : '0' G ,
f (y1,y2) imïx2 (Mif(y1,y2)) para Cdul todo (y1,y2) F._ 9

O sea que el operador maximal fuerte restringido a este tipo

de funciones, se comporta en S como un operador de tipo débil

(1,1), aunque se sabe que f + f* no es de tipo débil (1,1).

Luego se demostrará que si f e L log+L y sop f S S entonces
2

f*(y1,y2) es un promedio para casi todo (y1,y2) e R .

Se verá luego que si f es tal que sop f S S, Vá[f(.,n)] g k(n)
para todo n E [0,1]
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1

o VÉ[f(0,.)] S k(0) para todo 0 e [0,1] y Í k(x)(log+k(x)2dx < +w
0

siendo la función medible k(x) no negativa y

siendo V f(0,.) la variación respecto de f(0,.) en [0,1],

<

'OHOH

f(.,n) la variación respecto de f(.,n) en [0,1]

y si además f e L log+L, son equivalentes:

i) J f*dx < +an
(F*>1)

ii) f e L(log+L)2

Comose ha mencionado anteriormente, esto no es cierto con las

únicas hipótesis sop f E S y f E L log+L.

Dada la función g:R2 4 R definida por

xB(x,yÏ I
¿(x00 = 3 1(y-1/H)|log(y-1/u)|

siendo B = {(x,y)/max(|x-1/2|;|y-1/2| < 1/u}, se sabe que

g G L log+L y g e L(log+L)2. Demostraremos que g* es localmente

integrable pero como VÏ;:IQ(.y)] = 0 para casi todo y E R, luego
g" no es integrable sobre el conjunto {(x,y)/g*(x,y) > 1}. Por lo

tanto {(x,y)/g*(x,y) > 1} no es acotado pero es de medida finita



debido a la desigualdad (2), de 10 que :¡c (Inspr‘nntlu (¡uu y," no.

es integrable sobre todo conjunto de medida finita.

Ahora dada la rotación cn un ángulo de “5° con centro en

(1/2, 1/2) definida por

R(x,y) = (¿g (x+y) + 1/2, ig (y-x) + 1/2)

Se demostrará que (goR)* es integrable sobre todo conjunto

de medida finita;

Se verá que el conjunto {(x,y)/(goR)*(x,y) > 1} es acotado.
Comparandoestos resultados con los dos resultados mencionados

anteriormente sobre g*, la naturaleza geométrica del operador
maximal.fuerte se observa inmediatamente.

La operación M2M1festa bien definida si f e L log+L y

sop f S S ver [u]. Fava, Gatto y Gutierrez probaron lo siguiente:

Sea f una función tal que sop f E S y tal que f e L log+L(R2)

son equivalentes:

i) M2M1fes integrable sobre cada conjunto de medida finita

ii) f e L(log+L)2(R2) ver [2].

Luegoeste trabajo, demuestra en cierta forma la diferencia
existente entre el operador maximal fuerte y el producto de ope

radores M2M1.





Resultados de otros autores:

TEÜREMA1. (H. Bohr)

Sea S el cuba un¿tan¿o abiento de R2.'Ex¿¿te un ¿ubconjunta

F de S pana el cual |F| = 1, ¿al que ¿e puede aóágnan a cada x E F

una Auce¿¿6n (Ih(x))k>¡ de ¿ntenvaio¿ abient04 conteniendo a x y

contuayender a x y tak que pana cada ¿uceóión diAjunta (Rh)h?¡
l

extnaida de (Ih(x))xeF ¿e tiene
h=1,2,...

F - U R > —
k>1

Para probar el teorema se utiliza la siguiente construcción
auxiliar.

Sea H e N, H > 1 y considérese cn R2 la uolcccjón du inlorví

los abiertos 11,12,...,IH, comose indica en la Fig. 1, con H = 3.

>

Y

. Fin. 1/
I2

3 ï 
3/2

I

[3/3 / '/ 3
0 1—9 }

E __2________á_- 1-__h___--_
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Cada IJ es un intervalo abierto con vértice en 0, un lado en
la parte positiva del eje x de longitud J, y el otro lado en la

parte positiva del eje y de longitud g. Luego el área de TI es H,
u ‘

el de la intersección B = n IJ es 1 y el de la uniónJ=1

H 1 1= U _ _. :
JH - IJ es H(1 + 2 +...+ H) “.u(H)

Consideremos una sucesión creciente (Hk)k>1 de números natu

rales. Se fija uno de ellos Hi. Se puede cubrir salvo un conjunto
de medida nula el cubo unitario S con una sucesión disjunta

(Sl) _ de conjuntos homotéticos a I de la construcción
k k-1,2,... Hi

auxiliar, estando todos los conjuntos Si, k = 1,2,... contenidos

en S y teniendo estos diámetros menores que 1/21.

Sean {Ik,J}J:1,2’...HÍ ños Hi intervalos dblCILño homotcL1
cos a los intervalos I ( U1 I = J ) tales que U1 I1 = Sl.J _ J H. _ k,J k

i J-1 i J-1
Sea A la familia de todos los intervalos (IK J)

9 ]<>‘,J:%,...,H .
La unión de todos los intervalos de A1 la llamaremos F1. Es

Il‘ll = ISI = 1

Sea {Ra} = {Ii T } una sucesión disjunta de intervalos de. "h. .
1 1 . 1 .

Ai, luego como Ik,J ñ Ik’m # d 31 1 < J,m < Hi {Rh} puede conte

ner a lo sumo un intervalo I; J de los que constituyen Si. Como
9

para cada k y cada J = 1,2,...,Hi se tiene
fl

il = 1
1

ni— = m y además Z |Sk
l‘kI J k

....M.un.|o.y.nanqin

nah.

il.'|P\.’E
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se tiene,

m ¡Iii J

z IRIÏI = z ———_—h;h¡su m;
h=1 h=1 |s | h ik h

sea ahora F = n F. obviamente IFI = 1.
1:1 1
(D

Sea A = U Ai, o sea la familia de todos los intervalosi=1
que estan en Ai para todo i 9 1.

A cada punto x e F se le asigna los intervalos Ik(x) de A
que contienen a x (Estos se contraen hacia x pues los diámetros

decrecen). Si se extrae de A una sucesión disjunta (Rk)k>1 se
tiene,

- 1Z S m ycomo

k

eligiendo (Hi) de tal manera que

X 1 < í se concluye que
¿:1 a(Hiï 2 l



12.

IEQREMAmz. <s. Saks>

Ei conjunta F de ¿uncÁOneA 6 en L7 taicó que 5(í 6,x) < +m
en algún punto x E R" cb de pnimena categonia en L7.

Se hará la demostración para n = 2.

Se verá que F es la unión numurubJu du uunjuuluu FR nunvu
densos.

Sea Fk = {f É Ll/IJ fI < kIII para todo intervalo I que con
I

tiene algún punto x que verifica IxI < k siendo'además ¿(1) < É}.
W

Claramente F = U F . Veamos que F es nunca denso. Es
k=1 k k L1

tal que fJ + f. Paral - 1 ( )c Suponganlos(
J, con Ile < k, tal que si I es uncada J existe algún punto x

intervalo que contiene a x y ¿(1) < í, es [J fJI S kIII. Como
‘ I

)l 1 una subsucesiónï(0,k) es compacto, se puede extraer de (xJ >

convergente. Supongamos luego que xJ + x.

Obviamente Ix| S k y si I es un intervalo tal que x E I con

&(I) < 1/k, I abierto se tiene

I] fl < j If-fJI + ¡í rJI
I I I

Como x e I que es abierto y xI W x luego x G ] pava J suficionlul \ '

mente grande, luego ¡J fJI < kIII.

I

I

Además como J IfJ-f| + 0 se concluye que [I fl < k|I| o seu
1 J*” l

qun l C Fk.

fi.“nm"uuguñnam

-..‘n"K‘v

.Ñ.n -‘“—.

-..__...-<..\...Ae. al"In

,r=¡:“
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Fk es nunca denso: Se necesitará probar el siguiente lema:
Pana cada númeno natunai N ex¿óte una ¿unción no negativa

GN tal que

(b) Pana cada x G E(0,N) ex¿¿te un ¿ntenvaio I (x e I) qon

¿(1) < I/N tal que

J ÓN > N|1|
I

Supongamos demostrado el lema y veamos como se concluye la

demostración.

Sea f E F . Dado n > o existe g e L1, g Q Fk k tal que

Hg-ful g fl. Veamos esto:

Sea h E Lm n L1 tal que ¡If-h"1 < "/2. Se define g = h+ÓN

siendo ÓN la función del lema con un N que va a ser elegido en

un momento. Se tiene,

1_ < _ d < —"g fl!1 x "h fll1 + H’Nfll n/2 +

De acuerdo a (b) del lema, para cada x e í(0,N) existe un

intervalo I, con x G I y ¿(1) < 1/N ta] que
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í eN > N|I|
I

A

Sea N tal que á S Mi: y N-IIhIIco > k. Luego es Hg—fh1 S n y

I] gl > ¡J on - II hu > m-uhum) III > km
I I I

Por 10 que g e Fk.

Demostración del lema: Para la demostración del lema se empezará

usando la construcción de Bohr (Teorema 1) con un H que se fijará

en un instante.

Se puede cubrir casi completamente la bola É(O,N) por medio

de una sucesión disjunta (Sk)k>1 de conjuntos homotéticos al JH

de 1a construcción, de tal manera que ¿(Sk) < 1/N. Sea
m

R = ï(O,N) — U Sk, es IRI = 0 luego, para cada e > 0 existe unk=1
conjunto abierto G 2 R tal que IGI < E. Para cada x e R se eonsi

dera un cubo abierto I(x) centrado en x con diámetro menor que

1/N contenido en G. Aplicando el teorema de Besicovitch a

(I(X))XGR se t1ene

(a)RCUI SGk

(b) Z XI < 0 siendo 0 una constante absoluta.
k

Sea Ek el conjunto homotético al E de la construcción auxiliar

vía la misma homotecia que transforma J“ en ° Seok. definen las sí
guientes funciones;

’.I.'Ll.‘l

.rfi'¡\,ll.,'.L

o

eJ.
A.

‘17?
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1 ISkI Si x E E
2NIB(0,Ñ)| [Ekl k

WN(x) =

0 Sl xEEk (k 2 1)

2N Si x E Ik

Pk(x) =

0 Sl x e [k

Sea PN = E Pk y ÓN = WN + PN luego

co

_ _ v1 °° _
J°N’J"’N+JPN'2N|B(0,N)| Z |SkI+É1ka_k=1 k

NPO

a)

= + 2N Z x < 1- + 20Nc luego
2N 1 Ik

Ahora si x e Í(0,N) esta en algún Sk, entonces x E Ik J para
9

algún J = 1,2,...,H por definición de Sk,



I N 2N TïïT k 2N IIk,J| k,J 2N k,J

Eligíendo H de tal Forma que

es

I ÓN > N lIk,JI
I k,J

Si x €_Sk entonces x.€ Ik para algún k y por definición de

PN y ÓN.

lo que concluye la demostración
del lema.

TEOREMA3. (Stein-De Guzmán)

Sea B¡(x) La cotección de IOdOó ¿04 cub04 ab¿enta¿ de R"

que cont¿enen a x y ¿ea M el openadan maximak de Handy y LLttkcwood.

Luego, pana cada 6 G L7(R") y pana cada A > 0, ¿e Tícna

o

|[| g |Mr > Al <-_ï |¡|
A

(MI>x) (1l|>A/2)

u

I
u
n
n

u
w
ov

1‘
n
nnI
u..
oI
u

n
no
n

i..
a

4,;“

N--,‘\<___-_¿-.e.
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'Siendo Cn, C: constantes que solo dependen de la dimensión.
La segunda desigualdad es un refinamiento de la desigualdad

de tipo débil (1,1) para f + Mf.

La primera desigualdad se obtiene de la siguiente manera:

Sea A = {Mf > A} A es abierto.

Si A = Q la desigualdad es trivial. Comof e L1(Rn) es

A í Rn. Luego se aplica el teorema de Whitney. (Para ello ver

siguiente teorema de este capitulo).

Se obtiene una sucesión disjunta de cubos semi-abiertos

tales que A = UQk y

d(Qk,3A)S \
1 ——T's(Qk < 3

Sea QÏ una expansión de Qk con centros iguales. Luego

IQÏ = CnIQkI. Eligiendo convenientemente la constante Cn que ds
termina la expansión y que depende únicamente de la dimensión, se
tiene

0*0Acïa5 osea 1,] f <x yk Tai-|- I I .
¡É

IAI = Z IQ l = (C )-1 |Q:':| 2 _1___ J >
k>1 k n k>1 k ACn k>1 0*

k

.k“.1‘i,Hi.A

A

‘3...“w;:¿W‘Jnlrsumshf¿1-

uw‘Lube''25»

.c;¡w;asumw
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.1 1
> ¡É _ I Ifl = ¡6- J IfI.n k>1 n

k A

TEOREMAu. (Whitney)

Sea G un conjunto abiento de R", G í R"; G f ó. Luego

G = U Q], ¿Landa ¿04 conjunta¿ QJ cubOA ¿emi-abientOA u AcaJ?!
conjunIOA del tipo

Q(x,a) ='{z e anxi-a < z < xi+a, i 1,2,...,n}i

d¿¿junto¿ da¿ a dOAy taieó que pana cada J e¿

d(Q],ac)<—l
1 ¿Top-<3

. . . .. . n .Demostrac1ón. Ut111zaremos los cubos dldeCOS de R . PleuPO con

sideramos en Rn la familia D1 de todos los cubos semi-abiertos
. . ncon lados de longltud 1 con vértlces en los puntos de R con coov

dcnadds enteras. Ahora somotcmos D1 a unu_h0moLOCíd do cvnlru H

y radio 2k con k entero y obtenemos D . Cada cubo dc D cu la uk J

nión de 2n cubos disjuntos de DJ_1. Los cubos de DJ tienen lados

de longitud 2J. Es claro que si 01 E DI y'Q2 e Dk siendo J S k,

es 01 ñ 02 = o o 01 S 02. Cada DJ contiene un número de cubos

v-ffrfiffin

‘.'I'‘T‘T9l‘"WW!¿TÍ

¿PN‘HSNN‘Hth-h

Dv.

¿wrfisïufirm"

46).;

a"""

¿(zafiu¿u‘
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numerable y la familia D = U Dk de intervalos diádicos en Rn
es también numerable.

Para la demostración del toorvmu sc puede suponer, utilizan

do una traSlación si es necesario que 0 E DG.
Para cada x E G existe por lo menos un cubo diádico Q(x)

É

É

2

tal que x E Q(x) y 0 E 30(x). Luego, si se considera la sucesión

de todos los intervalos diádicos que contienen a x y que se con
ú)

traen a x, se puede seleccionar una cola de esta sucesión (Tk)k:1

tal que

d(T1,BG) = o T2 C G, d(T2,aG) > o

y Tk E DJ1_k+1. Como d(x,aG) > 0 y (Tk) se contrae a x, es

d(Tk,3G) 1
-)' m ‘

a ZT' '5" +k k+cn

Sea Th el primer cubo de los cubos Tk que cumplen,

d(Tk,aG)_ _ 2 1

L.Rs h > 1 pues d(T1,nn) = O

.N““¿F

—A

..A..\
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d(Th_1,3G) ,
Se tiene, —íïï———7—< 1 luegoh-1

d(Th,aG) d(Th_1,BG)+8(Th) d(Th_1,8G)1€ g : +1
¿(Th)- ¿(Th) aÏTh_1)

K 3. Luego para cada x e G se tiene un cubo diádico Q*(x) tal

que x e Q*(x) E G y

d(Th,aG)e __. < 3,
1 ¡ÏT;7—

Consideremos todos los cubos 0*(x), x e G. Estos cubos sa

tisfacen todas las condiciones del teorema excepto la de ser dis

juntos. Vamosentonces a seleccionar de A = (Q*(x))xEG una suce
sión de cubos disjuntos 2 a 2 que sigan cubriendo a G. Sea

....C Q*(x_2) S Q*(x_1) C Q*(x0) C Q*(x1) C...

una cadena de cubos de A tal que todos sus miembros son diferen

tes. Se tiene, para cada J > 0
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d(Q*(xJ),3G) d(x0,aG)S
¿(ouxJw ¿(ouxJn

Si la cadena tiene un número infinito de términos a la de

recha de 0*(x0) luego, como todos son diferentes, ¿(0*(xl)) '# +m
l] )u.

y esto contradice que

d(x0),3G)“mm (“m

Luego la cadena tiene un elemento maximal.

Se toma el elemento maximal de cada una de las posibles c3

denas de A. Esta familia (Qk)k>1 de intervalos diádicos cs numg
rablc, pues D lo es. Es disjunta, pucs son diádicos y maximalcn

en el sentido recién explicado y cubren a G, dado que cubren a

cada Q*(x) de A.



.n

o;a,É.n_<



22.

Todas las funciones consideradas serán no negativas con

soporte en el cubo unitario de R2 que llamaremos S.

Definición 1. Sea f e L1(R2). Un punto (y1,y2) E R2 es de K-exceg
laicidad panciai para esta función, si existen intervalos

(InxQn)n>1 que satisfacen:

.v. _ . 1

f"(y1,y2) -'l;m Fm} f(0,17)d0d7?,I XnQn

III
< TÉÏT < k para todo n 9 no.X’IHsiendo y1 E In; y2 E Qn (n > 1) y

Definición 2. Sea f e L1(R2). Un punto (y1,y2) e R2 es de ¿emi
excentnLchad abóoluta para esta función, Si existen intervalos

(InxQn)n>1 que satisfacen:

... _ L . 1

f"(y1.y2) " 12m TÏ-rl-I-I-ón-I-í f(0 ,fl)d0d‘nI nxQn

siendo y1 E In; y2 e Qn (n 9 1) y

III IQnI

w

"-I'“|‘n

CI"

ndwunn‘.

"WW?“w:¡my

.479"

MJ?¿art
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. . . 1 2 ' . 2

Def1n1C16n 3. sea f E L (R ). Un punto (y1,y2) E R es de exceg

tn¿c¿dad abóoluta para esta función, si para cualquier sucesión

de 1ntervalos (InxQn)n>1 que satlsfacc

f('0 ,n )d0dnf*(y y ) = lim 1
1’ 2 n IInllQnI I

1'] n

siendo y1 G In; y2 G Qn (n 9 1) se tiene

Definición u. Sea f E L1(R2). Un punto (y1,y2) E R2 es de K-exccg
IñLCÁdadpara esta función, si para cualquier sucesión de inturvu

los (InXQn)ú>1, qUe satisfacen

f(0 ,n )d0 dnf*(y ,y ) = 15m 1-1 2 n WW
f x

n n

siende y1 e In; y2 E Qn (n > 1), se tiene

xv»
//\ ÏI

:5

//\ K 9 \v :3
O

*_1\

'ï?fi3hañfififi*
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Observaciones

i) un punto de excentnLchad abóoiuta es de ¿emi-excen

tn¿c¿dad abóaluta, no siendo la propiedad recíproca verdadera.

ii) Un punto de K-cxccntnicidad uu de K-cxcenfnicjdad

pancáak.

iii) Un punto de ¿emi-excentn¿c¿dad abóoiuta puede ser de

K-exeentnicidad panc¿ai y recíprocamente.

Por ejemplo: Si definimos

constante si (y1,y2) e S
f(y1.y2) =

(y1,y2) e 3

luego todo punto de S es de ¿em¿-excentn¿e¿dad abóoiuta y de

K-excentn¿c¿dad pancLaZ, para todo K 2 1

PROPOSÏCÏON1. Si un punto (y1,y2) no 24 de K-excentn¿c¿dad panciai

pana n¿ngún K > 1, entonceó eó'de excentn¿c¿dad abóofiuta, y necípng

camente.

Supongamos que (y1,y2) no es de excentn¿c¿dad abóofiuta; ing

go ex1sten 1ntervalos (InxQn)n>1 que satlsfacen:

f*(y1,y2) = lím [(0,n)d0d"
n

1

I '"6‘— J
I nll nl XQ

n ll

\I



siendo y1 e In; y2 e Qn (n 9 1), de manera tal que

III Io
n _ n

a:lim <+m B-limT-—I-<+°°;I'l n In

III
1 n . '

luego — í T——T< y Sl n 9 n donde y > max(a,8) > 0 (y E N).. y Qn o .

Por lo tanto (y1,y2) es de y-excentricidad parcial. La recíproca
es obvia.

PROPOSICION_3.S¿ un punto (y¡,g2) no QAde K-excentnicidad pana

ningún K > 1, luego ¿A de ¿emi-excentmicidad abóoluta, y hccípng

camente.

Supongamos que (y1,y2) no es de K-excentricidad para ningún

K > 1. Luego, dado K E N, existen intervalos (IïxQ:)n>1, que sa
tisfacen

1:': : ' __—__ 0 0»
(1) f (y1,y2) l;m IIkllel í k f( ,n)d dn,n n I xQ n

. k k >s1endo y1 e In; y2 e Qn (n / 1) y

k k
IInl . lonl
-—ï— > K para todo n > 1 o —mí—> K para todo n 3 l
IQ | III ‘n n

‘x:\*ourwnth-Tra“:‘iï‘r‘"'7"b:‘1

¡“w‘A-gs

....,.-\u.:...-,\.-.

‘,_.:A“.

a1.«"4

:.>_'—_pv.,

líJ’V.
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Se selecciona una subsucesión de (IEXQ:)n>1 que llamaremos
k k kzl

nuevamente (InxQn)n>1, de tal manera que (1) se cumple para esta
k>1

subsucesión cuando n + w para cualquier k > 1 fijo, y

k k

IInl lQnI . >1+ +no o +0 Sl n /
Ile k+w |1R¡ k+mn n

Claramente

f*(y1,y2) = lim lim ——ïl——¡—-J f(0,n)d0dn
- n IInIIin I ¡Okn n

Por lo tanto se'concluye que

f*(y1’y2) = 1%m koi k. Jk' . f(0,n)d0dn,
J 3 J J 3|1n.“°n.|1n.x°n

J 3 J

I kj kjIm Im
y J + +11: o __.1_ -> +00

. .+m . ._mlow ¡Im 1*
J

k. k_
para alguna subsucesión (I JXQJ). .

“j nj 321

4

<3:|

u»
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Esta conclusión esta basada en el hecho siguiente:

Dada una suce31on doble (otk’n)k,n>1 tal que 11m lám ak’n = a

se puede extráer una subsucesión (ak n )j>1 que verifiÁa. . , , /
J

1%mak.,n. = a'
J J J

TEOREMA 1. Sea 6 e L Zag+L. Luego

Mif(y1,y2) < f*(y1,y2) (i = 1,2)

pana caóá todo punto (g¡,y2) E R2.
Se define

T = {(y1.y2)/Mif(y1,y2) < +un(i = 1,2), f*(y1,yQ) < +m,

. 1 1

f(y ,y ) = 11m J f(0,Y )d0 = lim J f(y )d ;
1 2 Y1€I III I 2 y2€Q IQI Q .1,” n

8I+0 ¿0+0

J Mif(y1,fl)dfl < +0; J Mif(0,y2)d0 < +en (i = 1,2)
B B

para todo intervalo B, J f(0,y2)d9 < +w; J f(y1,n)dn < +w}

w“)

K"

\‘l-N‘‘N\\\\"‘:

3'12???ACM?"‘‘V‘V‘

LKÉÚÏTFï

‘v

.._

f“““‘ladfïáFïeFïl

-f\\\‘\á
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a) T es medible: Consideremos las denLvadaA panciaieó ¿apenioneó

de (If), definidas para cada (y1,y2) por

U_- ([f,(y ,y )) = sup { lím 1 J f(0,y )d0:y G I }
1 1 2 k IIkI I 2 1 k

61k+0 k

U
_ _ —.— 1 o

2' (If,(y1,y2)) - SUP{ 11:1“WJ f(y1,n)dn.y2 e 1k},
61k+o Ïk

y las denivadaó panciateó ¿n6en¿one¿ de (If)

1

D (If,(y ,y2)) = inf { lim J f(0,y )d0:y e I }
1 1 k IIkI I 2 1 k

¿Ik+0 k

1

D (Jf,(y ,y )) = inf { lim T——Ï-I f(y ,n)dn:y e I },
61k+0 k

siendo (Ik) cualquier sucesión de intervalos en Rk>1

a: ([f) y Di ( f) son medibles (i = 1,2); luego

(1) Li ='{(y1,y2)/Ei (If,(yï,y2)) = 5; (If,(y1,y2)) = f(y].y2)}

(i = 1,2) son conjuntos medibles.

—_;.'cs._....p_._.

,‘4‘.

..—-4--_

o

¿w

4L4fif-N’
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29.
n n

Hn = {(y1,y2)/J Mif(y1.n)dn < +0»; J Mif(0,y2)d0 < +no(i=1,2)}
-n -n

Comof E L log+L, Mif es localmente integrable (i = 1,2), por

lo tanto dado n > 1, casi todo (y1,y2) E Hn.

Luego, casi todo (y1,y2) pertenece a n Hn. Comof‘e L 103+L,n31
también se sabe que f*(y1,y2) < +0Den casi todo punto.

Se concluye entonces que T es medible.

Casi todo punto (y1,y2) e T: Por (1) tenemos que demostrar úni

camente que IS ñ Lil = ISI (i = 1,2), dado que si (y1,y2) Q S,

luego f(y1,y2) = 0 por hipótesis, y

1 _ _

TÏT J f(0,y2)d0 —o - f(y1,y2)
I

'p:-_.uu-o.f(Y1,n)dn = o = f(y1’y2)9 SiEl“
AO\—\

¿(1) < E; ¿(0) < E, PaPa e > 0 suficientemente pequeñO.

Los conjuntos S n Li (i = 1,2) son medibles; luego

1 1

, n = =
Ii s| J |(Li n S?Y1Idy1 í |(Li n S)y2ldy2

o o t

¿“(5

Para casi todo (y1,y2) se tiene,
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(2) Jf(y1,n)dn < +m y wa ,y2)(10 < +00

Luego considerando (y1,y2) que verifica (2), se tiene

. 1 J e
11m f(o y )(]0 = l(o ay ) Pp

-o EI ITI ’ 2 1 2
1 I

81+0

Estos son exactamente los puntos de diferenciación de

f(. y ):R + R luego I(L n S) I_= 1 para casi todo y que
’ 2 * 1 y2 2

cumple 0 < y2 < 1. Por lo tanto IL1 n SI =_IS| = 1.

En forma similar, IL2 ñ SI = ISI = 1.
Ahora sea

= 1 si
a = {(y1,y2) e T/IT n s)y1I = I(T n s)y2|

I

c) Caéi todo punto (y1,y2) G 9: claramente casi todo punto

(y1,y2) e S pertenece a Q.

Veamos que IQ n SL = 1

Como

0 < y1.y2 *(

\\.\‘.‘

«'31m1no“
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a n s = (T.n s) n {(y1,y2)/I(T n s)y1| = I(T n s)y2l = 1}

= (T n s) n ({y1/|(T n S)yl| = 1}x{y2/I(T n s>y2| = 1));

1

T n S d = T ñ S = 1
y J |< )y1| y1 l .

0

siendo I(T ñ S)y I < 1 para todo yi, se tiene que1

I(T Ñ S)y I = 1 pp. Se concluye entonces que
1 \

[{y1/I(T n s)y I = 1)] = 1. En forma fimilar

¡{yQ/I(T ñ S)y I = 1}I = 1. Luego IQ n SI = 1 como se quería.2

E mSea (y1,y2) Q. Luego M2f(y1,y2) < + .

Dado e > 0, existe un intervalo (a,b) con a < y2 < b, tal
que

(3)
b

J f(y1,n)dn + e
¿l

. 1
M2f(y1'y2) < b-d

(a,b) dependiente de (i1,y2) y e.

_ . 1

f‘yl'") ‘ 6%1’3TÚ
y1€I

J f(0,n)do para cosi todo n pues (y1,y2) e 9

«rn-M¡<"‘&‘M,“=l.\¡\\‘\‘_\\

_'ü“i.ï.':'.‘7'..“km!

JLAEÏ
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Ahora dado gn(y1,fl) = TÏlT J f(0,n)d0, y1 E In; n 2 1n .

con ¿In + 0, obviamente In

gn(y1,n) < M1f(y1,n)

Dado que (y1,y2) E 9, M1f(y1,.) es localmente integrablc
luego se tiene

1 b 1 b

b-a J f(y1’"Ïd” = b-a I 1;“ gn(y1'")d"
a a

= lim
n

1 b
b-a í gn(y1'”)d" =

a

r b

. 1 1 J J
= 11m ( f(0,n)d0)dn < f*(y .y )

n b-a IInI 1 2a I n

Luego por (3) es,

M2f(y1,y2) <‘[*(y1,y2) + c (e > 0 arbitrario)

por lo tanto M2f(y],y?) < F*(y1,y?) si (y],y?) E n
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En forma similar

M1f(Y19Y2) < f"(y1,y2) 51 (y1,y2) e Q.

COROLARIO1. Sea 6 e L’(R2). Luego ¿e cumple,

(i'= 1.2) Mif(y1,y2) < f*(y1,y2) pp (y1,y2)

1
L

Se toma fn + f de manera tal que fn G L log+L para todo

n 3 1. Sea w = inf f . Luego W .z’f y W e L log+L (n 9 1)
n k>n n n n

Por lo tanto,

Mif(y1,y2) = lim Miwn(y1,y2) S lám WÉ(y1;y2) < f*(y1,y2)

es casi todo punto (y1,y2).

TEOREMA2. Sea 6 G L Lag+L. Sea (y¡,y2) un punto de ¿emL-excen

tn¿c¿dad abóoluta pana e4ta 6anci6n. Se ¿upane ademáAque (y1,g2)

¿ó un punto de diáenenQLación y que (y¡,y2) G Q, entonceó ¿e cum

pie

f=':(y19y2) < M1HY1,Y2)

o 1:5:(Y19y2)(\:

-M\'

xa.wmaÑ-“‘--.»\..\\‘_.

«TOH-L.urEE.N\(Mi:¡ar-iñ-‘n-F!x

yIi.“
44..«-.

EYE-:1..
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Exlsten 1ntervalos (InxQn)n>1, tales que

f(0 ,n )d0dn2': — - __1__
f (y1.y2) - 13m IInIlQnI II

Sin pérdida de generalidad, supbngamos que

Como0 S IIn|;IQ < constante. Existen subsucesionesn I

IIn|; lQnI (n > 1) tales que IInI + c y Iin + O. Dado e > 0,

como f*(y1,y2) < +m si (y1,y2) G Q, se tiene

1 e2': _. ' 2
(1) f (y1,y2) < In Qn J f(0,n)d0dn + 2 31 n no

I XQn n

Por otro lado

J f(0,n)dn + f(0,y2) para casi todo 0, dado
n

que lQnI + 0 y (y1,y2) e 9.

4-...-uú-A.‘

n.....

‘xv



Luego

1f‘:'u'(y1’y2)S +_E

pues si

. 1

11mW} f(0 ,y
I

n

usando (1) se tendria

J
n

2)cw + e < f*(y1,y2)

n . 1 J J
0 - l m (. f(0 ,n )dn )d0 _1 IInl |in

- lim f(0,y2)d0 > (e—f*(y1,y2))+ (f"‘(y1,y2)-%)= í
n I

n

35.

2

Si IInI + 0, dado qúe (y1,y2) es un punto de diferenciación

que pertenece a Q, y si lIn + III = c > O, se tiene
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e . 1 1 _

5 < 11m TÏ-T í [TEET í f(0,fl)dn —{(0,y2)ld0 _
.—c C

TlT J [lim 1 J f(0 n)dn f(0 )Id0 ' a " ay " o,

I I n IQnI Q 2n

en ambos casos absurdo, luego

f*(y1,y2) < lim T%—T-J f(0,y2)d0+c < M1f(y1,y2)+en n I
n

como e > 0 es arbitrario se tiene

f*(y1.y2) < M1f(y1.y2)

COROLARIO2. Sea 6 e L ¿09*L. s¿ caA¿ todo punto (y,,g2) e s

e¿ de Aemi-excentnÁcidad abóoluta pana eóta ¿unc¿6n, ¿e cumpla

f*(y1,y2) = max(M1f(y1,y2); M2f(y1,y2)) pp en S.

TEOREMA3. Sea 6 G L [09+L. Sea_(y¡,y2) E Q un punto de dióeneg

cáación de 24ta ¿unc¿6n. Luego una de laó Aiguienioó ¿guafdadcá
¿A váZLda:

¿wwf.emf‘(\Juna"‘&;nit-rA9?"M‘

tu"

,w
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1 3

i) f*(y1,y2) = TETJ f(0,n)d0dn; (y1.y2) e Q
Q

. 1 ' _

ii) f*(y y ) = J f(0 y >d0° y E I1'2 T‘TI ,2 ’ 1
I

1

iii) f*(y ,y ) = J f(y n)dn- y G H1 2 |H| 1’ ’ 2
' H

siendo Q, I y H intervalos.

Consideremos W :F + R, definida de la(y1,y2)

F = {(a,b,c;d)/a < yl < b; c g YQg d}

cil¡.n b 1 d

_a J (d_C J f(0,n)dn)d0 s1 a 1 b, c y d
a C

UJI
¡.x

b

_a J f(0,y2)d0 si a 1 b, c = d
a

d =. J
W(yl,y2)(a,b,c, )

d
1 .

mi] f(y1,n)dn51.3: b, CÏÓ
C

f(y1,y2) si a = b, c = d
O

siguiente manera:
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w(y1,y2) es contínua:
Caso I: a í b; c # d

Consideremos (an,bn,c ,dn) + (a,b,c,d), luego bn-an > 0;n

_ . ° 9dn cn > 0 Sl n n0 y

1 bn (ln 1 1 b (l
-——-J (I f(0,n)dn)d0 + b_a me} (J f(0,n)dn)d0

a C a Cn n

Caso II. a # b; c = d

Se toma (an,bn,cn,dn) + (a,b,c,d) bn-an > 0; 0 < d -c
- >s1 n no.

Supongamos que 0 < dn—cn si n > no luego

b d
n 1 n

11m b a I (d _C J f(0,n)dn)d0 =n n n na cn

b d
' 1 n n

(1) = lJm b _a 11m I (d _c J f(0,n)dn)d0,n n n n n n
a cn n

1 n '

y como3-:É— J f(0,n)dn < M2f(0,y2) que es localmente inten n
C n

grable dado que (y1,y2) e Q (1) es igual a

.Tw\‘h_.‘VI\A‘ILI

«'HT‘F'

nn

w.

.su¿x

xx-«ñc-tu."Avgv

-Q'.-.

lo«‘¡_.‘¿ .“.0--.-1

Íl
É
V.

É

5tÍ
é
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d n

I f(0 ,n)dn )d0
C n

b
1 . .

= b_5 J f(09y2)d0, dado que como (y1,y2) E n es
a

d
1 n

11m d _c I f(0,n)dn = f(0,y2) ppn n n c
n

o c o I | = 2

S1 ex1ste una subsuce31ón (cn ,dnk)n21 tal que cnk dnk k 1,
obviamente

1 b 1 b

b _a J f(0 ,y2)d0 + b_a í f(0 ,y2)d0n n k-MDk k a a
“k

Caso III. a = b; c í d análogo al caso II.

Caso IV. a = b; c = d. Como (y1,y2) es un punto de dife

renciación,

b b

. 1 1 n n o11::m f(0,n)dn)d- f(y1.Y2)
a cn n.

° _ — 2Sl (an,bn,cn,dn) + (a,b,c,d) bn an > 0,.dn cn > 0 (n no)

Además, si existe una subsucesión (ank,bnk)k;1, ta] que
an = bn , d -c > 0 (k > 1), luegokknkk

h..-..“Inn-¡.1

mv’Wí’chWn‘

.\\w\mn'\“\‘au.
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d n

1 k

a;—:3;—J f(y1.")dn + f(y1,y2), Pues (y1,y2) e 9.
k k cn

k

En consecuencia W es continua.
(y1.y2)

Ahora supongamos sin pérdida de generalidad que (y1,y2) e S,
luego

) (a,b,c,d) = (a,b,c,d)sup W( sup W( ),(a,b,c,d)€F y1’3’2 (a,b,c,d)e(3x3)nr y1'y2

donde SxS = {(a,b,c,d)/o < a,b,c,d.< 1}

Esto es claro pues f tiene soporte en S, luego el promedio

b d

I (J f(0,n)dn)d0' es más grande
a C

t,

si seleccionamos (a,b)x(c,d) E S, o sea (a,b,c,d) e (SXS)n F.
Similarmente para intervalos (a,b); (c,d) los promedios

1 b l 1 d

b_a I f(0,y2)d0; ¿:3 I f(y1,n)dn (B)
a C

(A)

son más grandes si (a,b); (c,d) E [0,1], siendo en 01 caso (A)

0 < c = y2 d < 1, y en el caso (B) 0 S a = y1 = b < 1.

Luego existe (E,B,É,í) G F tal que

e\.\¿-WIu-«..‘.\\nuvan«o .

\.\m.

WWWQRSRÉüEEÉáfi*F*W*T*"

\xxxxms



H1.

SU p W (a,b,c,d) = W
(q,b,c,d)€F (yl’y2) (Y19y2) (a’b.c’d.‘)

Definición. Sea f e L1(R2). Se definen las denLuadaó panciaieó

amp¿¿a¿ 4apen¿ane4 de (If) en (y1,y2) por

—ï- —?— 1

Dw (Jf,(y1,y2)) = sup{ 11m II I J f(0,n)d0dn}
nI

0 n
II |+0n

_ï _ -T- 1
D" ( - SUP{ 11m 1-1-1- f(0,n)d0dn},

(yl’y2)€In n I
n n

II ¡+0n

. 0
Slendo IInI = altura del intervalo In

IInI = longitud de la base de In n

COROLARIO 3. Sea 6 E L Log+L, ¿uego

_ï.
Dw([f,(y1,y2)) M1f(y1.Y2) pp (Y19YQ)

7
Dw(Jf9(Y1aYQ)) = M2f(y1ay2) PP (y1OY2)

Para cualqu1er suce81ón de 1ntervalos (In)n>1, tal que

|12| + 0 siendo (y1,y2) un punto de diferenciación tal que

(y1,y2) e In (n 9 1), se tiene:

“a.”.\.\.“Aavv-a,».‘s‘r.'

..\_-.&_.4-.‘.\,m

'«T‘v

.h-¿‘L‘n fi.:aaba'1-1,.-v—.x.

,...,w.\_.-<

.......

H



42,

(1) lim T%—TJ f(0,n)d0dn = lim IT1 I f(0,n)d0dn
II:I+0 n In ¡11 ¡+0 "k In

k k

d
1 “k 1

= lim h?! ( n I f(0 ,71)d0)d11
IIZ [+0 nk nk cn IInkI I:

k k

1 d o

= d_c J f(y1,fl)dfl si IIn I = dn -c + d-c > 0,
c k k k

0

y (1) es igual a_f(y1,y2) si [In I + 0 (dado que (y1,y2) es
k

un punto de diferenciación).

2 .

Luego Dw ( f.(y1,y2)) < M2f(y1.y2) PP

d
1

Ahora sea M2f(y1,y2) < d_c J f(y1,n)dn + €
c

con c < y2 < d, (M2f(y1,y2) < +w pues (y1,y2) G Q) siendo

(c,d) dependiente de (y1,y2) y e.

Se selecciona In = anQn (n 2 1), tal que

1

ïïí 1 J f(0 n)d0dn =
II" Pro Tïíïr T , dTC'n

d

J f(y1,n)dfl,
(3

H
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2 . .

o sea que, Dw(J,(y1,y2)) + e > M2f(y1,y2) para E arbltrarlo
si (y1,y2) e Q. Luego

Sí (Jf,(y1,y2)) > M2f(y1,y2) pp.

PROPOSICION3. Ex¿¿tc una ¿unción 5 e L zog*L, y azgún ¿ntenuaza

I g so, ¿Lando 39 ez ¿nten¿on de s, taz que x16 e L(¿ag*L)2 y

-M16(Uï{yz) = “¡M26(91;UZ) pana ¿0do (pryg) e S

Sea g:R + R tal que

g s o en c[o,1]; g 1 o en [0,1]; g e L log+L y

X g e L(1og+L)2 siendo 0 < a < B < 1.(a,B)
Sea f:R2 + R definida por

g(y1) si S 1 0

f(Y1-sy2) -=

luego sop f S S.

Sea (y1,y2) E So entonces

‘M-Nt-m‘mín-num.crm-u..

-w
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b d

j ( sup J E12411 dn)d0M M f(y ,y ) = sup
1 2 1 2 C<y2<d d c

b-a
a<y1<b

b
1

= sup .J f(0’y2)d0 = M1f(y1,y2)a
a<y1<b

pues si c S n < d es f(0,n) = f(0,y2) = g(0) y el promedio
d

1
d-c J f(0,n)dn es mayor si (c,d) E [0,1]. t

C

Obviamente f e L log+L y X f Q L(log+L)2 para algún intervaloI

I, 153°.

COROLARIOu. Exiáte 6 e L ¿09*L taz que x16 e L(Kog+L)2 (I un

¿ntenvalo ¿al que I E So) y que ¿atióáace

M1M2f < +m
cjhñ

3
¡a

"h II

(Oh-W

¡'h 23' II

[ha

El resultado cs consecuencia del teorema 1 y lu Proposición L.

Este último corolario nos demuestra, que la íntegrabilidad sobvc

todo conjunto de medida finita, es una condición esencial para la
+_,

caracterización del producto de operadores M1M2con L(log b)¿. }
Ver [2].

TEOREMA4. Sea 6 6 L¡(Rz) taz que J 6* < +w; ¿uego (X16)* ¿A ¿nte
_.,:_.

'S
gnabie ¿ohne todo conjunto acotado cuakqu¿cna ¿ea el ¿ntenvaio

r g 50.



H5.

1 1

A = {(y1,y2) e S/I f*(y1,n)dn < +m; J f*(0,y2)d0 < +m
0 0

y f*(y1’y2) < +w} luego IAI = ISI = 1

Ahora definimos

B = e = A = 1
{(y1.y2) A/IAY1I l y2I l y

C = {(y1.y2) E B/lByll = IBYQI = 1} luego

IBI = ICI = ISI =1

Dado 80 > 0 se elige (p1,q1) G C tal que

II(p1,q1) - (0,0)" '= ||(p1,q1)|| <óo.

Por definición IB | = IB | = 1
q1 P1

Como IBq I = 1, se puede seleccionar (p2,q1) tal que
1
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"(p2,q1) - (1,0)“ < ¿o siendo (p2,q1) e B.

I = IA l :71, SO considera q2 E n n A
P1

Puesto que IR
P PJ 2 P?

que satisface;

"(p19q2) - (0,1)" < 50, "(p2,q2) - (1,1)" < 80

Luego (p1.q1) E C; (p2,q1) y (p1,q2) e B; (p2,q2) G A.
. . . 0 .En consecuenc1a, exlste un 1ntervalo I C S con vértlces

(pi,qi) (i = 1,2,; j = 1,2) arbitrariamenfe cercanos a los v6:
tices del cubo unitario S, de tal manera que (pi,qj) e A,
(i = 1,2; j = 1,2).

Fíg. 1
(p .q >

1 2 5‘ l/ (p2.q2)1 I l l I l l I n l I I I l
.1

(p1.q1) ‘""“'“ """" '* "*¿:-:;¿:::J‘\ (p2.q1)



Ahora consideremos los conjuntos (0.) <. que se muestran1 1\1\°°

en la fig. 2.
4 y2 Fig. 2

Qu s 05

‘ y1

06 07 Q8

Sea g = XIf, siendo.I el intervalo recientemente construído,
y f la función de la hipótesis.

Dado e > o, Si g*(y1,y2) < +co (g* < +oopp) y (y19y2) e 089

existe un intervalo H para el cual (y1,y2) E H, y

i 1
¿“(y1ny2) < TfiT J g(0,n)d0dn t e =

H

= g(0,17)d0dn + e < I g(0,17>d0dn+ e
HnI Ilñ'r
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1 -'___ g 2:
IHnST I f(0,n)d0dn + e f (p2,q1) + e,

Hns

pues si H es un intervalo, tal que IH n II > 0 y (y1,y2) E H n QB,
entonces

(p2,q1) E H.n s (ver Fig. 1; Fig. 2)

Por lo tanto g*(y1,y2) < f*(P2,q1) PP en Q8

_Sea D un conjunto acotado

:': < -:': ' n no e e
J g Í (p2,q1)|D QBI < + pues (p2,q1) A.ñ
D Q8

El procedimiento es análogo con D n QB; D n Q1; D n 03.

Sea (y1.y2) E 05 y g (y1,y2)-< +m.

Dado e > 0, existe H, tal qúe (y1,y2) e H siendo

i 1
g (y1.y2) < TÍT I g(0,n)d0dn + e <

H

1 -¡
S - . ' S z:

.I._”__TnsI f(0 ,n)(10dn + E. J (¡>2.Y2)
Hns



H9.
Luego,

J g"(y1,y2)dy1dy2 = J (J 8*(y1,y2)dy1)dy2 <
nn n

05 o (D 05)y2

1 1

< ( f*(p2,y2)dy1)dy2 = J [(DñQ5)y2|f*(p2,y2)dY2
o (DnQ ) o

5 y2

1

= M I f':(p2’3’2)‘13’2 < +°
0

pues (p2,q1), (p2,q2) e A y como D es acotado,

n <
¡(D Qs)y2l M.

El procedimiento es análogo para Qu n D; Q7 n D; Q? n D.

Luego f (XIf)* < +m.
D

COROLARIOs. Exióte 6 e L ¿99+L tal que 6 e Ltzag*L)2, y tal que

6* ¿A Zocaimente ¿ntegnabte.

Demostración. Es consecuencia inmediata del teorema ppcvodonto.

TEORÉMAs. Sea 6 e L ¿og*L, y ¿ea 5* ¿ntegnabtc en [5* > l},

¿Á w(x) = ¡((Zagíbx)2 ¿e cumple;

..——:1Tr

1.

‘D

.n-ro«n.—

-'¡\‘

4?“.‘D

|.fl\.wr:r.
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“¿mom <+m :(i =.1,2),
{gá>(f-k)}ñs

siendo

N
1 1 .

8 (0 ,fl ) = X X (n ) - í I-(0 ,n )dn
N k=1 Ik IIk' I

k

N
2 1

g (0 ,fl ) = z X g(9 ) J f(0 ,n )d0 s
N k=1 Ik IIk' I

k

con 1h ¿ntenval04 d¿¿junto¿ en R taieó que u 1h = [0,1];
h=1

IIkI = É, y K:R + R una ¿unc¿ón medib€e no negativa que uehiáLca;
1

J W(k)dx < fm.
0

Sea A = {(y1,y2)/f*(y1,y2) > a},

A es abierto y A

junto de medida finita.
1 R para casi todo y1 pues A es un col

Luego A = U Q., siendo los conjunto Q.-cuboe semi-abier
y1 j21 3 _

tos, disjuntos y tales que para cada j se tiene,

ver Teorema u, Capitulo I

(Teorema de cubrimiento de Whitney).

\v_vw.

x\xxsïs
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Luego, existe una expansión Q? de Qj con mismo centro que

Qj y tal que IQÏI = c2 IQj . Es claro que eligiendo conveniente

mente 1a constante C2, que depende únicamente de la dimensión,
se tiene

Q? Ó A í 0, y por lo tanto si a < y1 < b
se tiene,

1 ( 1 b f<0 >d0>d <
TÜÏT b-a ’n n \ a'J a

luego,

b
1 1IAI=ZIo-I> z] [w

‘Q? a
J

1 1 b _ 1 1 b> f — f
a.c2 b-a a.c2 b-a

U Q. a A a
[21 3 yí

luego,

c 1 b
(1) I{y2/f*(y1,y2) > a}l > — sup b _ r.

_ a a<y <b ' .
1 a (f='=>a)y

1

siendo c una constante que depende únicamente de Ja dimensión.

.|

“An.‘n‘w‘-—I.WI‘I
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Por (1) y la hipótesis:

+m> J fú > J lfú > a'da : J(J”I(f* > a)y Ida)(]y1
(f*>1) 1 1 1

/ c ( (— sup b ( f(0,n)dn)d0)da)dy1
a a<yl<b —a a (f*>a)

y1

b a)

> c J ( sup 31- J (J(J f(0’n)X(f*>a)(n),% da)dn)d0)dy1
a 1

c J ( sup

b

bl J (I f(0,n) Log+f*(y1,n)dn)d0)dy1—a
a<y1<b a

Para obtener mayor claridad en la notación sea

gfi(0,n) = gN(0,n) definida al enunciar el teorema.
Claramente

- . N

3': 3 : 'f (y1.n) M12N(y1,n) z XI (n) th(y1)k-1 k

1

(Siendoh = J y ) pups
k ITkI T ’ 7 9

k
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M1gN(y1.n) = sup 1 b ( ? x (n) 1 f(0 )d )d0
< < b-a ¿ I ¡I ’y2 y2a y1 b a k H

b

1 J 1 J .
= sup —:— ( f(0,y )dy )d0 = Mh.(y ) Sl n E I

a<yl<b b a a IIjI 2 2 3 1I.
3

Luego

b
1 + ¿

c J ( sup. b_a J (Jf(0,n)log f"(y1,n)dfl)d9)dy1 >
a<y1<b

b 1 '
+ . .

c I ( sup bía I (J f(0 n) Log MÍgN(y1,n)dn)d0)dy1
a O

Il O
h

A U1 C
"U cilIH

0.! “a

U‘

A

IIMZ

Log+th(y1) J f(0,n)dn)d0)dy1k 1
Ik

b N
1 1 + 1

= c I ( Sup - J ( Z Log Mh (y )( J f(0,n)dn))d0)dy¿(y {b b-a N k=1 k 1 |1k| . 1
1 a 1k

1 N += - >
c J N M( z (Log th(y1).hk))(y1)dy1k=1

c + 2 .

3 ‘-ï J Z hk(y1)(L0g hk(y1)) dyl pues,
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1 + 1 +

N

< M('Z Log+'Mh (y ) h ) y
k=1 . k 1 ’ k

J (Log+th).th dyí 2 j (1+log+a)Ith > alda 2
1

m 1+]o +a
> cte J (—-a8—) J hk<y1)dy1 da >

1 (hk>a)

h
1 k + 1lo? a ctc + 22 _’_ : 1'

cte J (J a da)hk dy1 2 J hk(y1)(lo¿ hk(y1)) dy1
0 1 0

En consecuencia si k:R + R es la función antes definida;

1 N N
+ 2 

c2.J Z hk(y1)(log hk(y1)) dy1 2 C2 Z I (f-k)(Log+(f—k))2dy1dy¿
2“ o k‘l 2” k=1 {hk>f—k}fis

> °2 J (f-k)(Log+(f¿k))2dy1dy2 > C2 (f-k)(Log+(r-k))?dy1dy2
2N N 2“ {g >(f-k)}ns I 3

( U {hk>f-k})ns N lk=1

por definición de gN.
Sea v(x) = x(log+x)2. Comov es convexa entonces É

É

¿üxfifiüï
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IO 1 c f w(k)_ -_ 2 __ _ _____2 w(I k)dy1dy2 2 ÍW(2) 2 ¡dyïdYQ
{gN>f—k]ñs {gN>f-k}ns

rx)
N Z

luego,

c f c 1

F “5)(‘3'1‘13’2< TÍ 5 “(f-'kmhdb +
{gN>f—k}ns N {gN>f_k}ns

1
c 7* c m

+ 2 J W(k)dy1 < J f dyidy2 + 2N2 J W(k) < + ,0 (f*>1)

COROLARIO6. Sea ¿:Rz + R una ¿unción que ¿at¿¿6ace [0'4iguiente:

V: [f(0,.)] < k(0) pana todo 0 G [0,1], o i

V; [f(.,n)] < k(n) pana todo n G [0,1], Aiendo

v; [f(0,.)] y VÉ[f(.,n)] Lab uaniacioneó en [0,1] de

[(0,.) y de J(.,n) naópcctivamgnta, y k:R o R rat que

1

I k(Lóg+k)2 < +m, k 2 o. SupongamOA-ademá4 que
'o
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f e L log+L. Luego f e L(log+L)2, 4¿ y ¿dio ¿¿ f* ¿4 ¿nte

gnable en {f* > 1}.

Supongamosque V3 [f(0,.)l < k(0) para todo 0 e [0,1] y
f* < +m, luego

(f!:>1)

X (n)
N I

_ k _

If(0,n)-gN(0,17)I —|f(0 ,n)-k;1 ¡Ti-¡- f(0.y2)dy2l 
Ik

_ 1 _ a.

_ If(0 ,7?)- {(0,y2)dy2I (01 1]e Ij) g
‘ I i

S J If“) 9n)-f(0 ,y2)Idy? < V3)[f(0 ,_)] < k(0)j I.
3

para todo (0,n) G s_

Luego {EN 3 (f-k)} n S = S para todo N 9 1

En consecuencia J W(g)dy1dy2 < +m.

Ahora Si f e L(log+L)2 la desigualdad

.1. C +f.

I{(y1,y2)/f"(y1,y2) > ua}I S a I f(log ï)dy1dy2 Ver [HI

prueba la propiedad recíproca.

Puntos de excentricidad absoluta.

Observaciones: Sea f E L1(R2) y f 1 0. Si (y1,y2) es un punto

A.\1‘1.'..‘.‘-."*<I5

¡.45.‘2‘:\‘1

.2.“rr“quát‘w\\1¿.x

Se“:

A\\¿._.._

;‘.-C\.\e.d.“.‘ .

‘*‘NÏ¿ri-'\\'

.1._.«vth
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tal que S = S
y1 y2

tn¿c¿dad abóoluta. Por lo tanto, tampoco puede ser de cxcentni

= d Juego (y1,y?) no puede ser de ¿emi-0x00"

c¿dad abóoiuta.

TEOREMAe. Sea L;0(R2) = {f e L1(R2)/f > q y sop f g s}

H : {f E L;0(R2)/ casi todo punto du f cn S es dc cxccntvicjdud
absoluta}.

Luego H ¿A de ¿egunda catcgonía en L;0(R2). Máó explícita

mente, Hc ¿A de pnimena categonía en L;0(R2).

Sea EM='{f e L;0(R2)/IA?I > %}, donde AMdenota el conjuntoL f

de todos los puntos (y1,y2) e S de M-excentnicidad pahciafi para
f o

Las siguientes condiciones se verifican:

i) EE es cerrado en L1(R2).

li) RÏ es nunca denso cn L;0(R?).
M L1I .

1) Sea (fn)n>1 _ EL tal que fn+ f.

s R {I ' 1 / 1 < |11| < M I I I } Pea = 1nterva os — x x = x
M M |I2y ’ 1 2

y sea

M

f (y1,y2) = sup T%TJ f(0,n)d0dn. ,(y1,y2)€I ' I y
e h

I RM

Claramente, (y1,y2) e A? si, y sólo si fM(y1,y2) = f*(y1,y?) ‘
Se cumple



M¡{(y1.y2)/If:-f”l > all < ¡{(y1,y2)/(fn-f) > a}| <

siendo c una constante que depende únicamente de la dimensión,
m .

luego f: + PM,en consecuencia existe una subsuccsión (f:)“>]

tal que f: + fM pp
: ' < < z': T:': . - _

Sea vn ig: fk, 0 x wn fn y wn z’f. Luego wn./’1 . Vea
mos esto; sea (y1,y2) e R2 y B e R, B > 0 tal que f*(y1,y2) > H,

luego existe un intervalo I tal que T%T[f > B, (y1,y2) e J, nd:
I

1 1 1 ‘. >

más TTT í wn + TÏT í f, por lo que TTT í wn > B “J n z no. En
consecuencia, w:(y1,y2) > B si n >»n Por este razón eso.

lim 93(y1,y2) > f*(y1,y2), se concluye entonces que
. _ .n 2

13m93(y1.y2) - f"(y1,y2) para todo (y¡,y2) e R .
_ —.- M

Sea A - 11m Af y
n n

_ .M M
B —{(y1,y2)/1n(y1,y2) f f (y1.y2)}a

luego IBI = 0.

".4Como IAI = Ilim A? I 2 lím IA? I
n n

\)y
—l

>.1,, ¡MI IAI
Sea (y1,y2) €.A-B, luego (y1,y2) E U A? y (y1,y2) Q B por lo

' j>1 n.
que J

.4NW.,«W

-.'.\Ï\¡.x-i.eq""‘

¿N

K.x.q.

tMiiti‘xïfit.3

a‘l'¡M\‘ 



M
1': ' S 2': :

an(y1.y2) fnj(y1.y2) fnj(y1,y2) y

. _ . ¿ . :M _ M

f*(y1.y2) - 13mW3j<y1,y2) < 13m inj(y1,y2) - f (y1,y2);

que implica que f*(y1,y2) = fM(y1,y2) para todo (y1,y2) e A-B.

En consecuencia A-B S A? y IA:| > IA-BI > %,

ii) EM 1 2
L es nunca denso en L20(R ).

Dado e > 0, si VE(f) = {g E L;0(R2)/l|g-f||1 < e} veamos que
M

VE(f) ñ L log+L g EL ñ L log+L.

Se define para N > 1, H E N

1 ¡Skl ( ) e— si y y B
N IEkl 1’ 2 k

gN(y1.y2) =
’ 20 51 (y1,y2) E Bk (k

Skl ?siendo = H a(H) (k > 1) S , B intervalos a(H) = I
lEkl k k k=1

| U skl = 1 y U Ek g s.k>1 k>1

(Construcción de Bohr; Ver Teorema 2, Capítulo I).
m m

sea f una función simple tal que 0 < ? < f y "f-fnl < C/2.1
dado que gN í 0.

1m

f + gN a f,
N+m N+m

1)

1 .

í N Jog H;

Dado e > O,

Luego

"una



F+ €L1+Lg+ €L1(R2) "(L )f||< 'N>NgN og Q - y gN" 1 e Sl

m

Falta ver que f+gN e EE si N 9 N Se sabe queo.

(1) ¡{(y1,y2)/g:(y1,y2) > a}I + 0, para todo a > 0
N "¡w

y para casi todo (y1,y2), existe un intervalo IN para el cual
(para H suficientemente grande)

1 . . a .

(2) TÏET í gN > N, y (y1,y2) G IN Ver Fcovcma 3, Cdpltulo I
I

N

Ahora dado a > 0, Q.€ RMcon (y],y2) G Q, existe cierta

subsucesión (gN)N>1 (N > 1) tal que por (1)

M 1¡{(y1.y2)/gN(y1,y2)> a]| < W
2 .L

m .

Además, si N > R+a donde R = Hme, se tiene usando (2) quo



61.

1 1 m M <

TET- gN + -|—QT f < gN(y1,y2) + R \ a+R < N <
Q Q

< T%T í gN < T%T í gN + T%T J Ï,I

. M _
51 (y1,y2) G [(y1,y2)/gN(y1,y2) > a para algún N > 1} - B

Luego, para casi todo (y1,y2) e BC = S-B, dado Q E RMtql

que (y1,y2) E Q, existe un intervalo IN siendo (y1,y2) E IN que
satisface,

1 m . 1 ’b

f+g S a+R < _ I f+g para N > R+a.IQI J N IINI N
Q IN

IN e RMsi N > R+a, pues si se cumple a la vez que

I; J gN >IN y IN e RM para algún N > R+a
I

entonces gfi(y1,y2) > N > R+a 2 a siendo (y1,y2) e B; lo que es
absurdo.

Por lo tanto casi todo (y1,y0) e BC no esta en Am si N > R+u,

|B°| 2 1 1 31‘" |n| < 1; ' I+RNy 2L "‘” N 2L'

. MEn consecuenc1a IAN | < l si N > R+a.L
f+gN

"‘.’\.;M\ïá-¿‘ïiiïiu33?:“Alt-tis=\\\=.\.s::vbb-X'xiaïnïjÉ‘ïfñffiïi‘h-v- r‘N-¡‘J-www-ml.

'\

u\

V1“-I.ur|\I“¡a"unm.

-xv

_.‘._yq-¡

{Ax};ÏÑ-¿‘ü'i
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Se concluye que,

N

f+gN e EE Si N > Hfflm+1 (se elige a < 1)

Por lo tanto V€(f) n L log+L É Er n L log+L, con Jo ¡no
. _í _ ,M

Ve(f) Z EL ' LL'

ComoHC= U EE, la tesis se verifica.

Problema abierto: Existe f e L log+L, con sop f E S, tal que casi

todo punto de f en S es de excentnicidad abóotuta.

TEOREMA7. Sea c = { X M21 X (y ,y m. e p_(N>}
__——_———— neL n Jn 1 2 f

k21 k

A¿endo Pf(N) ¿a claóe de tod04 ¿04 AubconjunIOÁ ¿LnLIOA de N,

Ez Lo¿ cub04 que ¿e ut¿ü¿zan en ¿a conótnucc¿6n de Bohn y
_ H(n)Log H(n)g - —--¡-—--—n x U En ta4 ¿unc¿one¿ deáinádaó en ei Teonema ó.

k>1 k

Luego exióte 6 E U taz que ca¿¿ todo punto (g1,y2) E S Q5 de

excentnichad abóoiuta pana 6. (Ver Capítulo I, Teorema 2) (C es
1 2

la clausura de C en L>0(R )).
M

Considero los conjuntos (EL)L M>1definidos en el teorema 6.
9

Obviamente i) Ü n EE es cerrado (L,M > 1)

Veamos que íí) E Ñ Er es nunca denso cn Lí0(R2) (L,M > 1)

Sea e > o y f e É ñ EE.
N N

Sea f e C tal que Hf-fll1 < 5/2.
m W

Como f e L con los mismos argumentos del teorema 6 para N
. '\¡

sufielentcmcnte grande f+gN G UM
m

I pero Í+gN G C. Ruta última
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afirmación se verifica tomando N > max L siendo

'“ _ H(n)Log H(n) _
f -' Í —-—n—- Xup (y1.y2); L E Pf(N). Además.)nEL k

E .

IIÏ-‘+gN—fn1 < n?—fn1 + ngNu1 < 5 + rclm

= e si N 2 N .
e

Luego para N suficientemente grande

— '\I

g+g E V (f) n C f+g Q BM con lo queN e y N L

— M —

V€(f) n c g EL n c

Entonces comose verifican las condiciones i) y ii) y E'es

completo

._ M —U n o ) '
C EL í C o vea que cx1ste



CAPITULO III
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IEOREMA. Ex¿¿te una ¿unción 6 e L Zag+L tai que 6 É L(Zog+L)2 g

tai que 6* ¿A ¿ntegnable en el conjunto {(x,y)/f*(x,y) > 1}.

Demostración

Sea B = {(x,y)/Max(Ix-1/2I; Iy-1/2I S 1/H}

lia. 1

(0,1)

(0,3/u)
n

(1/é,1/2)
(0,1/4)_

a á *
(0,0) (¡,0) (3,0) (1,0)

Se considera la rotación en un ángulo n/u centrada en (%,l)

/_ + + Jï - +
R(x,y) = ( 2(x2y) 1, íï2X) 1)

XB(X,y)
g(X,y) = 3; y sea sz2 + R definida por(y-l/H)Ilog(y—1/H)I

umn.v\“_nx3-2.«s
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x (/3(x+y)+1 /ï(y—x)+1)
B 2 ’ 2 _

f(x,y) = goR(x,y) = J. J- 3 '2 2(yl-IX)+1I108(2

X _1 (x,y)
_ R (B)
’ — 32/2 — +1 2/_ - +1

(lux) Ilog( 2(vux) )|

m

y = x___
(0,1) /g

R‘1(B)

&
\Qís\

\
(0,0) (1,0) ’

. . . _ 1 1 1 _ 1
f es 1nf1n1ta en C — {(x,y)/ï s x < 5 + ——;y —x - -—}JE JF

y es decreciente en las rectas perpendiculares a C que estan inclui
das en'R-1(B).

Veamosque {(x,y)/f*(x,y) > 1} es acotado.

Para probar esto será suficiente calcular promedios sobre

intervalos I con lado mayor paralelo a] eje x y [al que 1 r Q

'n'ïx.ÍRMX¿Gin

(,.\g‘.

..\.e

;.'.--\...'.A¡u
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\ T

03 Q”
L (xo’yo)

02 Q1

. __ _ 1 1 o 1 1
Slendo (xgy)’ (x’yo) e g x < y + 78-,5 - E < y g T}
Y

01 ='{(gry)/x > %; y < %} Q2 = {<x.y)/x < %; y < 5}

Q3 = {(x,y)/x < %; y > %} Qu = {<x,y)/x > %; y > ¿1

Veamosesta última afirmación:

Dado un promedio sobre un intervalo I que no es como el que

se indica en la Fig. 3, más explícitamente I ZIQ o lado mayor1

que no es paralelo al eje x cumo se indica on ln Fin. H.)
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Fig. u
\ r

NI

se considera el intervalo Ï que satisface;
N

i) III = III

longitud del lado mayor de I ’\:

11) sea e(I) = longitud del lado menor de I’ luego e(I) = e(I)

iii) hi(I n R'1(B) n oí) = i n R'1(n) n o"(¡) (í = 1,9,3.")
siendo flzflu + nu una permuación, nu = {1,2,3,H} y siendo

las funciones hi composiciones de Sx (simetría respecto

de la recta y = %), Sy (simetría-respecto de la recta
x = %) y S (simetría respecto de la recta y = —x+1), pu

diendo repetirse en la composición alguna de las simetrías

q pudiendo cualquiera de ellas no ser usadas.

"“‘\‘-"VH‘ÑF‘ZXfiV‘EW‘ÏWï’Z"'\'"A“'“‘‘'

'Á'ET‘m.-.-\e.3‘:n‘:r\.m.'.

.-:SJNn.‘Íi

_.'\.‘.'\\‘ÏTJ

u..\\“.3xprgru-\\.-M'P"r
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iv) Max IQ. ñ I ñ R”1(B)| s |Q1 ñ Ï ñ R'1(B)I
'iaru 1

m
v) Lado mayor de I paralelo a1_eje x

Existe un único Ï asociado a I que satisface estas 5 propio

dades.

lx

Fig. b
03 Qu

¿j ////:/// ‘x l >
. L - /" l"b

I

02 01

Supongamos que J f < f (i = 1,2,3,H)- {b —

IñQiñR 1(B) IÑQIÑR 1(B)

que será demostrado enseguida. Luego,

H

1 : .__1 f : 1 Z f S
III -1 Ï| —1 |I| 1-1 - -1

InR (B) InR (B) InQinR (B)

< —%— J f < —mï———- fI| m _1 Ianl m
IñQ ñR (B) (Iño )nR (B)
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a) Si (5,?) G 03 ñ I ñ R'1(B) (ver Pigs. u,5 y 2)

f(ï,ï) < f(sx(ï,ï) < f(sysx(ï,ï)) = f(ssysx(ï,ï))

pues cuando a e Q n R—1(B), f(a) = f(Sa). Además,1

v.-\h'..‘.

1
"ra:Nwww-r":

_ ' m ..

SSny(Q3 n I n R 1(B)) S Q1 n I n R (B) por propiedades iii)
y iv)

1
b) Similarmente si (ï,ï) e Ql+n I n R- (B), es

T‘'A\\“vV'X-MBR:'.\""¿“ZI"..'.‘

f(ï.ï) < f(sx(ï,ï)) = f(ss (ï,ï)), y
W‘“v‘IA\.A'\<ITV

-1
ssx(QI+ ñ I n R'1(B)) g Q1 n Ï ñ R (B) por propiedades iii)

y iv)

Se usa la simetría S cuando el lado mayor de I ñ Qi (i = 1,2,3,u)
es paralelo al ejé y como en la Pig. 4).

c) Si (2,?) e Q2 n I n R'1(B), es

f(ï.í) < f(sy<ï,ï)) = f(SSy(ï,ï)) y á

-1 m 1
ssy(02) n 1 n R (n)) S Q1 ñ I ñ R“ (n)
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d) Si (ï,ï) G Q1 ñ I n R'1(B)

f(ï,ï) = f(s(ï,ï)) y

-1 m -1
s(Q1 n I n R (3)) S 01 ñ I ñ R (B)

Usando a) se tiene,

I f(ï,ï) <-J f(ssysx(ï,ï)) < J f(ï,ï)
1 N

QañIñR'-(B) QanIñR'1(B) oiñIñR'1(B)

Igualmente en los casos b; c) y d).

Consideremos ahora un promedio sobre un intervalo I E 01

con lado mayor paralelo al eje x. Se tiene,

1 1 _

W r f“ 3 (my _
IDR-1(B) (3-31255111)|Log(3«31ï;x)*1)|

1
Y - Y+-1

= .1 J o dy “É 1 dxI - 3

l I y (2/5(X;x)+1)|L08(2/2(y;x)il)l

(Ver Fig. 3)
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Como

a dx _ 1 a 1-b
_ aSi 0 < B < a <

B (ax+b)ILog(ax+b)|3 2a(Log(ax+b))2 B

se tiene,

y __m“- 1I 2 _
y 5 Ílog(25(y;x)+1)] x

: .__1___ yo dy III
_ _ J. _ _ 2 = (xo-ï)(y0—ï)

(xo'x)(yo_y) 2 ï [log(2ïgílfiñlil)]

(Ver Fig. 3)

1(13)Como(ï,ï); (ï,y0) e R

- - -- - 1
31 y < y S yo, es Max(|x+y|;|x-y|) < -—

2

En consecuencia,

_7 (y-ï) + ¡l 1 por lo mw



72.

h(y) =' . 1 es creciente y acotada en
J‘ 4 2

[log(_-2—2(y-x)+%)]'

[Yu/01', luego

1
_sup 1 = <— 2 -— 2

y<y<y0 [loa-'21Z (y-ï)+%)] [log(á3 (yo-ï)+%)l

< /_ 11 1 2 = (1 1 2)2, con lo que
[log(5¿ ——+ í)] og/í

1 .YO 1

_—:_'TL MYMY‘ -— 2 — < 1
v’ï(x0-x)(y0-y) y /2 (log 2) (xo-x)

Si x —ï > —-———l—-—-— N 1
Íï (log 2)2

En eonsecuencia'{f* > 1} es acotado.
+ + 2 ' _ .f e L log L y f e L(log L) , pues f —goR Slendo

XB(x,y) + + 'g(X,y) y g e L log L, g G L(log L)2.
(y-1/u)llog(y-1/u)|3

Ahora veamos que
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I 13%.: < 1.a).R'1(B)

Si a e Q3 n R_1(B) se sabe ya que

1 .
:‘c <f (a) ¡4 mi _1 SlendO_ 1 InR (B)

1 1

S Sxa e I n R-1(B) S Q1 n R- (B). Similarmente si a e Qi n R_ (B)y

i = 1,2,u.

Se afirma que para todo a E 01 n R_1(B) es

(2) H sup T%T J g ___ÁEL__5 fÉ(a)aGISO1 InR-1(B) (log 2)

siendo fÉ la función maximal sobre intervalos ratados en un
ángulo n/u en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Dado a e R‘?(B) n Q1, fÉ(a) = g*(Ra).

Si Ra = (a,B) luego

-1 B dy
g:':(Ra) : 1 q :

(e-¡) (y-1/u>llog(y-1/u)1‘1/"

1 _ 1

2(B-%)Ílog(B-1/H)Í2 2d(d,L)Ilog(d(d,L))]2

V."¿31;-r.,\:.ygw‘uw‘u.t.mvon-ww;;'r:\<: ‘



siendo “L = {(x,y)/y = x - ¿:1Je

Fig. 6

/ R4”)
\ a '

y d(a.L) = d<Ra,RL) '= má = (¿'3- (y-x) + 22-)-%

= ¿Z'(y-x) + É siendo a = (x,y) y

RL = {(x,y)/y = 1/H}¿

Luego,

2 1k = ___________ .
fR(x,y) 2/?(y-x)+í ' 9/7(y-x)+1 2

[J.og(———-—u—-—)|

7M.



Ahora dado un intervalo I S 01 con lado mayor paralelo al
eje x es:

m +1Y y ——

1 f = 1 Í dy J F8 dx -— 3

(B) y ï (Zïzílgïlil)|10g(31311«5311)lq

y x

+ .1. J o dy J 0 dx (Ver Fíg. 7)3

g _ (2/ï(y;x)+1)¡log(2/E(Z;X)+1)¡

N

1 y -1
_ 2 dy +

ï m log<—————2“2‘-V;““>I z

y _

+ 91- I o 1 dy QI 2

I I fïl log<—————2"ï‘ygx)“)1 3?Y

< (y’ï) . 1 +
N — 2

Jï<xo—;>(yo-ï) llog(3ïzïl¿ïlil)l

Y
+ __l___ ° ¿Y g_.r\,_ 2

Jï |I| y [log(2/2(X;x)+1)l

n.www.-—\—“\‘:\:\-mswmi:ha.

xy-.>-r.\

-n.ma.-.*::.-‘‘.‘
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g 1 l 1 1 l _
/ï(x -ï) Íï 2/ï(yo-ï)+1 2'

o -' -—--ï—-—-)]
2

2 (xo-2)] [log([log

(pues y = x -l— (Ver Fig. 7))

= 1 l 1 + 1

fiuO-X) [log(% (xo-Í)” Moyá-:- (x0—;+5))]
2] (H)

1

pues y0 = xo-7g + 5 (o < 8 S 1//E) 6 = y0_;.
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Ahora 0 < 5 < yO-ï < xo-ï pues los promedios se tOman sobre

intervalos con lado mayor paralelo al eje x. Luego,

1 S 1
y¡5 _ 2 _ 2

[log(-ï (xo-x+6))] [10g(/ï (xo-x))]

y usando (u) basta probar que

(5) _ 2- . 1 _ 2-<C fáfa) =
/2(x0_x) llog(/ï (xo-x)>l

2C
2

H(2v/Ï-(y-x)+1)llog(2-'iZS-X—:ïïlii

o equivalentemente

. — 2 2

(e) (Éïïílfiilií)l10g<3ïÏíï31111)1 < É /5(x0-;)Ílog(/ï(xorï))]

para cierta constante C que no depende de a = (x,y). La función

x(log x)2 es creciente en el intervalo [0,1/U71 y docrncívntu en

Í1/¿2,1I con maximo (É)2 < 1 cn [0,1I. Por OTPOlado vw.k’
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ig (y-x) + 1/u < ¡5 (xo-í) < Íï —lf = % pues2/2

_> ¡L
como xo-x z y0—y luego

(xo_ï)+;_y 2 y0_y 3.0 Z ï-x, por lo que

‘ <( “)+”-( ‘)+ 1 c'a
y+x-x xowx y — xo-x _30—/_ y en consecuen 18

1 .
y — x + ——S 2(x0—x)¡E

Luego es suficiente que

C 1 1 2 _ 2 2
í 5 (log 5) —1 > (g) por lo tanto

8 .
es C = -—-———ï con lo que se obtlene (2).(log 2)

Usando (1) y (2) se obtiene,

u
i'e

f = [J f* <—1282 ffi <+m
R-1(B)I 1:1 QinR-1(B) (log 2) anR-1(B)



pues claramente,

u

Ahora sea R-1(B) = U Ji y sean
1:1 Fin. n

Si:Hi + Ji las correspondientes

simetrías. Obviamente si a e Hi “3 H

luego f*(a) < f*(Sia) (i = 1,2,3,u) 3 2
Luego

J ff: < «fa: Siendo Hll

Fig.
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S.:Ai + Si las correspondientes simetrïas. Claramente

f*(a) < f*(Sia) si a e Ai, (i = 1,2,3,u).

Lo mismo ocurre con Ri y los cubos (Hí U Ji) (i = 1,2,3,u).
u u

Luego si T = ( U Ai) U ( U Rj) U P sc tiene, J f* < +w.i=1 i=1 '

Con un procedimiento recursivo se obtiene que f* < +m

para todo conjunto acotado H. H

En particular se cumple que.

f‘o’: < +0.

(f’a':>1)

COROLARIO.Ex¿¿te una ¿unción 6 e L(Eag+L) tal que 6 e L(1’,og+L)2

y tai que 5* ¿ó ¿ntegnable ¿ohne todo conjunto de med¿da 6¿n¿ta.

Sea f = goR siendo

XB(X,y)
g(x,y) 3(y-l/H)Ilog(y—1/H)I

si a = (a1,a2) es tal que Max(Ia1-1/2I; Ia2-1/2l) 2 Mcon M
suficientemente grande luego por el teorema anterior se tiene

que f*(a) < 1.

Luego si
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H = {(a1,a2)/Max(la1-1/2I;Ia2—1/2|) < M}

y D es un conjunto de medida finita; es

y;

ï lr'ifi. 10

\/’\

CJ f* dxdy < |H°rï D| < |D |
H nD

y como

f* dxdy < I f* dxdy < +m
HÜD H

pues H es acotado, se concluye que

f* < +m.

cy“
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