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INTRODUCCION

En este trabajo se desarrolla una noción de estabilidad para campos

vectoriales complejos semejante a la conocida para campos reales;

con ella se obtiene un resultado de estabilidad para campos comple­

jos lineales paralelo —pero no igual - al teorema de Hartman sobre

campos lineales en un espacio de Banach real (ver 1.1.). Sin embar­

go la formulación del teorema de Hartman no es conveniente como mo­

delo para un teorema sobre flujos complejos, debido a que en general

no es posible hablar de "pequeñas perturbaciones" analíticas acota­

das para un campo complejo.

La siguiente idea es más razonable: si T1 y T2 son campos complejos
lineales "cercanos" - en el sentido de la topología de las aplica­
ciones lineales - se trata de decidir cuándo las fibraciones defi­

nidas por los flujos 01 y 02 son topológicamente conjugadas.

Se debe resalter que sólo se ha pedido un homeomorfismo que trans­

forme T1—órbitas en T2-órbitas, y no una conjugación simultánea de

los homeomorfismos 01(2, ), 02(2, ), para todo z. De manera más pre­
cisa, se define en G1(E) - para B un espacio de Banach complejo - la

siguiente relación T1 E T2 significa "existe un homeomorfismoth + E

que transforma T1-órbitas en T2-órbitas". (Nótese que las órbitas
en este caso no son "curvas" integrales sino variedades reales de

dimensión 2, más precisamente, inmersiones de C en E.)

La relación precedente es de equivalencia, según se constata fácil­

mente: se dirá que un campo lineal T es estructuralmente estable si



hay un entorno V de T en Gl(E) tal que T' E T para todo T' e V.

Lógicamente el conjunto 8 de los campos estructuralmente estables

es un abierto en Gl(E) y el objetivo de este trabajo es tratar de

caracterizar al conjunto É , o por lo menos a una parte del mismo.

En el caso real una condición suficiente —que además surge en for­

ma muy natural —es que el flujo sea hiperbólico. Sin embargo al

trabajar con parámetros complejos esta hipótesis se torna inade­

cuada, y las demostraciones de los teoremas de estabilidad de cam­

pos reales no se adaptan a este caso.

El camino que se adoptó fue asociar a cada campo complejo un campo

real sobre una variedad compacta, y la técnica empleada para hacer­

lo impuso la condición de que el espacio E sea de dimensión finita.

Los resultados obtenidos permiten afirmar que el conjunto 8 contie­

ne a todos los campos lineales T que verifican las siguiente dos
condiciones:

H1)Los autovalores de T están contenidos en un semiplano abierto cu­

yo lado pasa por el origen.

H2) Ningún par de autovalores de T está alineado con el origen.

Cabe señalar que la condición H2 es realmente necesaria para la es­

tabilidad estructural. Se ignora aún si lo mismoocurre con la con­

dición H1, no pudiendo dar por el momentouna respuesta definitiva a

esta cuestión. En todo caso la técnica utilizada no es adaptable de

ninguna manera al caso en que esta condición no se verifique.



I.1.

Si X es un espacio de Banach real, un isomorfismo lineal L:X + X

es hiperbólico si y sólo si existe una descomposición del espacio
u

X = X 0 Xs invariante por L, de modo tal qu LIXu es una expansión
S il

y LIX es una contracc1on.

Se considera al espacio C2(X,X) de funciones uniformemente continuas

y uniformemente acotadas de X en X munido de la topología uniforme,

y se definen los siguientes conjuntos:

Bu(L) = {A = L+A :A e C2(X,X) es lipschitziana, acotada
por u, y con constante d: Lipschitz < u}

I = {h = 1+g g e C2(X,X)}, donde 1:X + X es la identidad.

Con esta notación el teorema de Hartman para flujos se puede enun­

ciar así:

TEOREMA DE HARTMAN [P]

Si eL es hiperbólico, y v es pequeño, entonCHs para cada A e Lv(L)

existe un único H = HAe K tal que H0\(t,x) 0L(t,Hx) para x e X,

t e R, donde 0L y oAson los ’lujos de L y A. HA es un homeomorfismo

que depende con continuidad «e A e Iv L) .

Sea E un espacio de Hilbert :obre C, sea T un campo vectorial en

E, que se puede interpretar como una 'unción T:E + E. Una solución

del campo en x0 e E es una función @:' + B, londe Q es un entorno

de 0 e C, que verifica:

(i) ¿(0) = x0

(ii) ¿13(2) = wz) = Twzn



-u­
Si U es un entorno de x e E y Q un entorno de ú e C, una función0

0U29KU+ E es flujo local en x0 del :ampo T si se verifican:

(i) ÓUes diferenciable

(ii) ÓU(0,x) = x para todn x e U

(iii) gïou(z,x) = T(ÓU(z,:))

Cuando los entornos U de x0 y Q de 0 considerados en la definición
de flujo local son respectivamente E y C, la función correspondien­

te o:CXE + E se denomina flujo gZo>aZ de T, y el conjunto de pun­

tos {o(z,x) z e C} C E es la órbita por x coflrespondiente al cam­

po T, también llamada órbita por x del flujo o.

Hay numerosos teoremas que dan conditiones sufizientes para la exis­

tencia y unicidad de flujo local o gLoba], por ejemplo el clásico re­

sultado que asegura que si eL campo es analítizo en un punto enton­

ces existe flujo local en dicdo punto, y es ünizo salvo prolongacio­

nes [D]. Cuandoel campoT es lineal, existe flujo global, y está

dado por:

OzCXB + E , o(z,x) = eZTx

según puede verificarse en forma directa.

Suponiendo que E tiene dimensión finita, se prcvee al espacio de cam­

pos vectoriales complejos sobre E de la 1opologïa compacto abierta;

el subespacio formado por los campos linrales Iesulta homeomorfoal

espacio de operadores lineales IC(E,I)c01 la tcpologia uniforme de
operadores.

DEFINICION1: Un campo lineal T en 2 es estructuralmente estable si0
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existe un entorno w de T0 en el espacio de los campos lineales tal
que para cualquier T c w existe un hcmeomorfismo th + E que aplica

órbitas de T0 en órbitas de T.

Es conveniente destacar que en la deiinición anterior, si o y wde­

signan a los flujos de To y T respec1ivamente, no se exige que
h(Ó(z,x)) = Ó(z,h(x)), que es el con<epto análogo al de conjugación

topológica que se utiliza en el desaIrolo de la teoría de estabili­

dad de operadores reales. Esto se dele a que cuando se usan paráme­

tros complejos, una definición tan rígida produce clases de equiva­
lencia excesivamente chicas.

1.2.

El resto de este capítulo se dedica ¿ remarcar algunas nociones vin­

culadas a la teoría de estabilidad do camposvectoriales reales, y

que serán de utilidad a lo largo del trabajo.

Sea Muna variedad real compacta y Stan ¿ty wt familias uniparamétri­

cas de difeomorfismos de M, es decir, flujos. ¿ty mt son topológica­
mente equivalentes si existe un homecmorfismode Mque aplica las ór­

bitas de ot en órbitas de wt­

Si x(M) es el espacio de campos vectcriales sobre M, y x E X(M), exis­

te un flujo gt tal que %%(x) | = X(x). Se dice que X es estructural­t=0
mente estable cuando pequeñas perturlaciones en x(M) ro cambian la

Clase de ot, o sea que no modifican su estructura de (rbitas.

Al analizar la teoría de camposvectcriales desde este punto de vis­

ta, se presenta de inmediato la necesidad de distinguir entre sí las



órbitas de un flujo ot:M + M de aCU(
ción:

(a) Puntos fijos son los puntos

todo t e R; son los ceros dc

(b Orbitas cerradas son aquéllaV

piedad de que existen número

que ot(x) = x y 05(x) 1 x. L

mínimo al número to, donde 0

(c)0rbitas ordinarias son aquél]

piedad de que la aplicación

yectiva.

Los dos primeros conceptos se englob

críticos, e hipótesis adecuadas sobr

suficientes y condiciones necesaria:

Tambiénserá de utilidad precisar la

es cualquier punto x e M que tenga L

( u ot(U)) n U
ltl>to

= o par;

Los puntos no errantes forman un cox

que se denota usualmente Q(°t) o sin
de confusión.

1.3.

A1buscar condiciones suficientes pa

surge en forma natural eltoriales,

Zíco del flujo ot. Un punto fijo de

_ 5 _

do c>n le sigunente clasifica«

e Mtale: que ot(x) = x para
camwodr vect>res.

cuyos puntos < tienen la pro­

reaLes [)sitivos s y t tales
este cas) se Llama período

< to = in {t t > O, ot(x) = x}.

s cuvos {Intos x tienen la pro­

+ 0_(x) para x fijo es in­

n con el nombre de elementos

los mismos dan condiciones

para la rstabilidad.

noción de punto errante de ot:
entorno U tal que

algún t 0.
o >

unto invariante por el flujo ot
lemente fl si no hay posibilidad

a la estabilidad de campos vec­

oncepto de punbo fijo hiperbó­

t se diCn hiperbólico si es un
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punto fijo hiperbólico del difeomorfismo >1:M+ M, o sea, si exis­

u
ten dos subespacios FS y F de TxM, invariantes por Tx01:TxM + TxM

tales que TxM= FS 0 Fu y además "Txóllr;" < 1 y "(TxollFu)_1" < 1.

Para que un punto fijo sea hiperbólico es suficiente que Txoi no
tenga autovalores de módulo 1, y cuando el campo es lineal esto

equivale a que ninguno de sus autovalores sea imaginario puro.

Para extender la noción de hiperbolicidad a las órbitas cerradas es

menester hacer un trabajo más delicado. Si y es una órbita cerrada

del flujo ót ,y x e y, existe una subvariedad V de M, de codimensión
1, que contiene a x y es trusversal a y . Esta variedad se llama sec­

ción trasversal al flujo, y es posible determinar en ella un entorno

V' de x tal que para todo y e V' exista un nünero real positivo T

que verifica que 0T(y) e V. Eligiendo T(y) = Lnf{t > 0 : 0t(y) e V}

se define una función f:V' + V dada por f(y) = )(y). Esta función0 t(y
es un difeomorfismo local y x es un punto fij) del mismo. Se denomi­

na transformación de Poincaré [S]

y es una órbita cerrada hiperbólica si x es un punto fijo hiperbóli­

de la transformación de Poincaré i que se des ribió en el párrafo

anterior . Se puede probar que la definición no depende del punto

xe y que se considere, ni de la sección trasversal V que se utilice
en la construcción de f.

Si WÏ0c(x,f) denota la variedad estable del difeomorfismo f en x,

es decir, WÏoc(x,f) = {y e V' 1k(y) + x, k + m}, se define 1a va­

riedad estable de ot en y por:



SSw (Y) = U o (w (x,f)).
tcR t loc

Esta definición no depende del punto x e Y que se considere, ni de

la transformación de Poincaré que se haya construido.

Las variedades inestables de los elementos críticos hiperbólicos de

Gt son las variedades estables correspondientes a dichos elementos

críticos por el flujo.‘l’t = 0_t.

I.H.

Con la notación que se ha utilizado a lo largo de este capítulo, se

tiene el siquiente teorema, debido a Palis y Smale [P.S]

" Sea Muna variedad compacta y sea x(M) el conjunto de campos vec­

toriales Cr sobre M. Sea X e x(M) tal que

(a) 9(X) es la unión de un número finit) de puntos críti­

cos x1,...,x y un númerofinito de órbitas cerradasm

de X, y1,...,Yn.

(b) Los elementos críticos xi y Y:Íson hiperbólicos para
todo i y para todo j.

(c) Las variedades estable e inestable de dos elementos

críticos di tintos tiene intersección trasversal.
Entonces X es estructuralmvnte estable".



II.1. _ g _

Sea E un espacio de Hilbert complejo de dimensión finita n, y sea

( , ):EKB + C el producto interno. Se considera en E una base de

Hilbert B = {ei 1 < i < n}; de este modo, si x es un vector de E
n

resulta x = z (x,eí)ei , y el producto entre dos vectores de E,i=1

x e y, es
n

(x,y) = X (x,ei)Ïy,ej7i=1

que utilizando la notación xi = (x,ei) , yi = (y,ei) se transforma

n -—­

en (x,y) = X xlyi
i=1

Sean LC(E,E) y xw(E) el espacio de transformaciones lineales de E
y el espacio de camposvectoriales analíticos de E respectivamente.

Se considera la función lineal inyectiva

i:«CC(E,E) + Xm(E)

que a cada transformación lineal T le asocia el campo i(T) dado por

i(T)(x) = (x,T(x)). Pcr comodidad se usará el mismo símbolo T para

designar a la transformación T y al campo i(T).

A continuación se distinguen dos subconjuntos del espacio LC(E,E)
que serán mencionados con frecuencia en el resto del trabajo.

DBEINIQIQN2: Sea T un isomorfismo lineal de E y sea Sp(T) el conjun­

to de autovalores de T. T tiene la propiedad H1 si Sp(T) está conte­

nido en un semiplano cuyo lado pasa por el origen, es decir, si exis­

te una transformación R-Jineal ozc + R tal que 0(Sp(T)) > 0, o equi­

valentemente, si existe ¿T e C tal que aT.Sp(T) está contenido en el



semiplano {z c C Re(z) > 0}

DEFINICIONg: Un isomorfismo lineal T de E tiene la propiedad H2 si

ningún par de autovalores de T está alineado con el origen, es decir

que Si A-a A 9 SP(T), Í í k, entonCns A..¡'1 7 R,Jk 3k
OBSERVACIONu: El conjunto de isomorFismos de E que verifican H1 y

H2 es un subconjunto abierto de LC(E,E).

El objetivo central del trabajo es demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA5: Sea T0 un isomorfismo lineal de E que tiene las propieda­

des H1 y H2, entonces To es estructuwalmente estable.

La demostración se desglosa en una Serie de lemas.

II.2.

LBMA6: Sea A un isomorfismo lineal de E y sea S = {x e E:(Ax,Ax)=1}

entonces el conjunto S es una subvariedad real compacta de codimen­

sión 1 en el espacio 2n-dimensional E.

De aquí en adelante T0 será un isomorfismo lineal de E que tiene
las propiedades H1 y H2, y el isomorFismo A será tal que la matriz

1
de la transformación AT0A_ en la base B sea diagonal.

LEMA7: Existe un entorno de T w C IC(B,E), tal que cualesquiera

sean x e S y T g w los conjuntos S y {eZTx z e C} tienen inter­

o!

sección trasversal.

CONSECUENCIA8: Cualesquiera sean T w y x e S, si E(x) designa al

conjunto {eZTx z e C} , entonces E(x) ñ S es una curva diferncia­

ble en S. Las curvas correspondiente: a T y T0, parametrizadas en
forma conveniente, son las solucione; de sendos campos vectoriales
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sobre S, fT y fT e x(S); estos son campos vectoriales reales sobre
0

una variedad compacta.

Los proximos lemas llevan a demostrar que existe un homeomorfismo

de S que aplica las órbitas de fT en órbitas de fT.
0

LEMA9: Sea x e S y sea E0(x) = {eZT°x z e C} , entonces el con­

junto S n E0(x) es conexo.

CONSECUENCIA10: Si para cada T se considera el campo vectorial real

f :S + TS dado por fT(x) = -——;¿———. Tx , entonces las curvas solu­
T ÍAx,ATx)

ción son las componentes conexas de S n {eZTx z e C} . Por lo tan­

to la curva solución de f por un punto x e S será el conjunto
T

0

S n E0(x). Es decir que si yzRXS+ S es el flujo de fT entonces
0

S n Eo(x) = {y(t,x) t e R}

OBSERVACION11: El campo fT no tiene puntos críticos y por lo tanto
0

en su estructura de órbitas no hay puntos fijos.

Con el siguiente lema se completa la descripción de los elementos

críticos del campof
TO

LBMA12: El campo fT tiene exactamente n órbitas cerradas, una por
0

cada autovalor de T0.

Si se denota con yj 1 < j < n a las órbitas cerraias de fT y con0

se obtiene:Q(fT ) al conjunto de sus puntos no errantes,
0

LEMA 13:
n

: U
Q(fT ) El Y]
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Con esto queda demostrado que el canpo fT ¡erifica la condición (a)
0

del teorema de Palis y Smale.

LEMA1a: Las órbitas cerradas de fT son hiperbólicas.
)

En la demostración del lema 1h se C)nstruye explícitamente una trans­

formación de Poincaré asociada a caia órbita cerrada de fT y se
0

calculan las correspondientes aplicaciones tangentes. Los autovalo­
m.Ak m.xkres de la j-ésima aplicación son de la forma e J y e J don­

de k f j, 1 < k < n y rnj es un com)leio tal que Im(mjAj) e 2n.Z. Co­

mo por hipótesis T0 tiene la propielad H2, se concluye que ninguno
de estos autovalores tiene módulo 1.

Los cálculos que se hacen a lo largo de la denostración del lema 1a

permiten caracterizar las variedades estable 3 inestable locales de

cada órbita cerrada; a partir de elLas, y utilizando el lema 9 se

determinan las variedades estable e inestable correspondientes a ca­

da órbita cerrada de fT

LEMA 15: Sean yj # yk dos órbitas czrradas de fT , y sean w“(yj) la0

variedad inestable de yj y ws(yk) 11 variedad estable de yk, entonces

wu(yj) y ws(yk) tienen intersección trasversal.

Comoconsecuencia de los lemas 1k y 15, se tiene que fT está en las
0

hipótesis del teorema de Palis Smale. Por otra parte, dado un entor­

no U(f ) de f en x(S), existe un entorno U(TO) de To en xm(E)
T0 T0

tal que si T e U(To) entonces fT e U(fT ). Por lo tanto, existe un
0

entorno W de T0 tal que para todo T e w hay un homeomorfismo de S



g:S + S que lleva las órbitas de fT en 3rbitas de fT.
(

Sea H; un semiplano abierto que c0Ltiene a todos los autovalores

de T0 y cuyo lado pasa por el origeï (su existencia la asegura el

hecho que Totienela propiedad H1); es cLaro que existe un entorno W

0
. + . . .

sus autovalores contenidos en Ho . Ior c)n31gu1ente es pOSible de­

de T en xm(E) tal que cualquier canpo vzctorial lineal T e w tiene

terminar un número complejo a de ta] mod) que los isomorfismos li­

neales aTo y aT tengan sus autovalcres contenidos en el semiplano
{Re(z) > 0}

Sean 0,? :CxB+ E los flujos correspondientes a T0 y T respectiva­
mente, es decir

zT zT
O

©(z,x) = e x , y H(z,x) = e x,

y sean

Rt = {0(ta,x) x e S} y RÉ = {W(ta,x) x e S}.

LEMA16: Con la notación anterior St tienen las siguientes igualda­

des de conjuntos:

E - {0} = U Rt E - {0} = U R;te< tER

Y finalmente se demuestrn un lema qte completa el desarrollo del teo­

rema 5.

LEMA17: Sea th + E la función daia por

Wtdogoo_ta (x) Sl x e Rt
h(x) =



h es un homeomorfismo de E que lle

de T.

NOTA18: Los lemas 7, 9, 16 y 17 so

fismo lineal T0 no tenga la propied
se con las mismas demostraciones qu

a

d

_ 1g _

de T en órbitaslas órbitas o

válidos aün cuando el isomor­

H2, hecho que puede verificar­

se proponen en este trabajo.



III.1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 6:

La función p:E + R dada por p(x) = (Ax,Ax) es diferenciable res­

pecto del parámetro real y por lo tanto el conjunto S es una varie­

dad diferenciable real de codimensión 1 en E. Comoademás se ha su­

puesto que E es de dimensión finita, se tiene que S es compacto.///

Se ordena la base B y el conjunto de autovalores de To de modo que

Sl 1 < k < n entonces 0 < arg(A1Ak) < arg(A1Ak+1) < n . Esto es

posible pues T0 tiene la propiedad H1.

OBSERVACION19: Existe un entorno w de T0 tal que para todo T e w

se verifica que (Ax,ATx) # 0, cualquiera sea x e S.

En efecto, se prueba en primer lugar que (Ax,AT0x) # O para todo

x e S, pues en caso contrario existiría y = Ax e E tal que
n

(y,ATOA_1y) = 0, , que equivale a Z A.Iy.l2 = 0, en contradic­
j=1 3 J

ción con Lipropiedad H1 que To posee.

Sea Gl#(E) el subconjunto abierto de B(E,E) formado por los isomor­

fismos lineales que tienen la propiedad H1, y sea uzGl#(B)XE + C

la función dada por p(T,x) = (Ax,ATx) . Es claro que u es continua,

y como S es compacto, p({TO}XS) es compacto; además se vio en el

párrafo anterior que 0 t u({T0}XS). Por lo tanto es posible deter­

minar un entorno w de T0 tal que para todo T e w y para todo x e S

sea u(T,x) # 0, de donde resulta la validez de la observación 19.

DEMOSTRACION DEL LEMA 7:

Sea w el entorno de T0 cuya existencia asegura la observación 19.
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si x E s n E(x), los espacios tangentes de S y E(x) en el punto x

son:

TxS = {u e (Ax,Au) + (Au,Ax) 0} =

= {u c Re(Ax,Au) = 0} = {u e E (Ax,Au) e iR}

La última caracterización es equivalente a {u e N : (Ax,Au) = 0}

donde ( , )designa el producto interno real asociado a ( , ).

TxE(x) = {a.[%ï e x lo a e C} = {aTx a e C}

TxS es un subespacio de codimensión real 1 en E, por lo tanto basta

probar que no contiene a TxB(x) para asgurar que se trata de una
intersección trasversal.

Suponiendo lo contrario, sea T e Wtal que para a e C se verifica

que (Ax,AaTx) e iR;se tiene que para cualquier valor de a,É(Ax,ATx)

es imaginario puro, y por lo tanto debe ser (Ax,ATx) = 0, en con­

tradicción con la observación 19. ///

DEMOSTRACION DBL LEMA 9:

zTo zToSea a:C + C la función dada por a(z) = (Ae x,Ae x), y sea

zT0
P = {z e C a(z) = 1}. Es claro que S n Boix) = {e x : z e P} y

por lo tanto basta probar que P es conexo para demostrar el lema.

zT0 zT0
Da(z)(u) = 2Re(Ae x,AuT0e x)

n 2Re(A.z)
2Re(Aju)e 3 c

.¡,n)

ll
M

í=1

donde los cj son constantes reales que depencen de x pero no de z
ni de u.
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En virtud de la propiedad H1, exi ten u0 e C y 6 > 0 tales que si

lu - uol < 6 entonces Da(z)(u) 0 indepenlientemente de z, lo
que asegura que

lim a(z+tu) - a(z)
t+0 t

> 0

y por lo tanto a(z+tu) > a(z) para todo t 0 y todo u e C tal

que lu - uOI < 6, esto es, en un (ono con vé'tice en z.

Sea r e R y sea u e C tal que u - uOI < 6, rntonces el conjunto

{r + tu t e R} ñ P tiene a lo sumo un pnlto, pues la función a

es estrictamente monótona a lo largo de re tas con dirección u.

Sea n:C + R la proyección sobre e] eje real vn la dirección de uo,
entonces n es continua e inyectiwa. Se pro ará que es también a­

bierta y suryectiva.

En efecto, n(P) es unión de intervxlos y por lo tanto para todo z

n(z) es interior o n(z) es extremo de un inttrvalo, pero la última

alternativa no es posible si n es inyectiva.

Para demostrar que "IP es suryecti/a, se con:idera r e R tal que0

r é n(P); en este caso ocurre necesariamentr una de las siguientes0

alternativas:

(i) a(ro + tu) > 1 para todo t e P,

(ii) a(ro + tu) < 1 para todo t e R.

< 5}, como U Ct = C ySea C = {rO + tu + Au A > 0, 'u - u teR3 I

además a(r0 + Iuo + Au) > a(r0 + tuo) cualquiera sea A > 0 se obtie­

ne que, si a(r0 + tuo) > 1 entonce a(z) > 1 Jara todo z e C. Esta



contradicción descarta la altornativa (i).

Considerando Cé = {r0 + 1u0 1 Au X < 0, lu —uol < 6} se conclu­

ye que a(z) < 1 para todo z t C, lo cual tdmpoco es posible, y

por lo tanto no existe r0 E R —“(P). ///

DEMOSTRACION DBL LEMA 12:

Sea x E S tal que la órbita que lo contiene, Yx, es cerrada; en­

zT zT0
tonces existe z í 0 tal que e x = x. Comoe y T0 tienen los

mismosautovectores, resulta que x debe ser autovector de T0.

Si x e y son autovectores ie T0 correspondientes a dos autovalores

distintos Áj y kk respectivamente, entonces Yx n Yy = Ó ; en

zTO wTOcaso contrario existen z,w E C tales que e x = e y , es decir,

zx. wA (ZA- - kk )
3 _ k _ j k .

e x - e y , por lo talto y —e x .Aplicando T0 se

(ZA. - w\ ) (zx. —al )
- - J k _ J k _

tiene que Toy - e Tox - e ¡jx - Ajy, en contra­

dicción con la elección de A. # ¡k .

Si x e y son autovectores no nulos de T0 que corresponden al mismo
autovalor A., entonces ex ste A E C, A fi 0, tal que y = Ax. Se con­

zl. zTo
sidera z E C tal que e 3 = Á, y resulta que y = e x En conse­

cuencia y E Yx . ///

DEMOSTRACION DEL LBMA 13:

Es inmediato que si la órbita Yx es cerrada entonces todos sus pun­



tos pertenecen a 9(fT ).
0

Sea x e S tal que yx no es cerrada, entonces existe un entorno V

de.x en S tal que para todo y e V la órbita yy no es cerrada.

Si se supone que x e 9(fT ), entonces para todo to > 0 y todo en­
0

torno U de x en S el conjunto (I U yt(U)) n U es no vacio, yt >t
0

por lo tanto se pueden determinar dos sucesiones en S y R respec­

tivamente, (yr) C S, (tr)p>1 C R , de manera que yr + x cuan­r>1

do r + m, It PI + o cuando r * W y Yt (yr) + x cuando r + 0, y enr
consecuencia existe una sucesión de números complejos (zr) r>1 tal

r 0
que e yr + x cuando r + w .

Sea xj = A-lej donde ej es el j-ésimo vector de la base B, y por

lo tanto Toej = ¡jej . Claramente la familia de vectores {xj} ní=1

constituye una base de E, y para todo j, xj e S.Utilizando dicha
base se tiene

n z T n z A.
y = Z a. x e r 0y = X a. r Jx.
r j=1 Jr j r j=1 Jr 3

Como

3‘ ïa. x. a. e x. -———+ 0
j:1 JP 3 j:1 Jr J p+co

se tiene que

n p .za.<1-e 3)x.—>o
_ JP J3-1 r'->Q



De donde se deduce que

er.
a. (1 - e J) ———+0 para todo 1 < j < n,

JP r+m

y como yx no es cerrada hay por lo menos dos índices j para los

cuales (air)fi>1 no converge a cero, pues gn caso contrario x se­
ría autovector de T0. Para dichos valores de j se tiene

z x.1-er]——+0.

Y por lo tanto

zrxj ———+i2n.Z para al nenos dos subíndices j,
P+cn

por lo cual

arg(zrxj) = arg(zr) + arg«Aj) ——+0 para al menos dos
p+oo

índices j, en contradicción con la propielad H2 que T0 verifica.En

consecuencia , si la órbita yx no es cerrlda, x no es errante. ///
III. 2.

CONSTRUCCION DE UNA TRANSFORMACION DE POI CARE PARA CADA ORBITA

CERRADA:

Si y es una órbita cerrada de fT existe < j < n tal que y es la
0

órbita de xj = A e y Tox. = A.x. ; s:gün 1a notación adoptadaitk.
Y = Yj. Más aún, yx :R + S está dadn por yx (t) = e ij, don­

J' 3°

de kj es un número real determinado )or f , ya que

(t) I = FT (yx (t)). seg.n puede verificarse de
' =o o j



inmediato.

Sea E. = a x : a. e R} sea V. = E. n S entonces V. es
J {kglkk J ’y J J ’ J

una sección trasversal al flujo en xq. En efecto, Tx Vj = V. y
o. 3

Tx yj = {itijj t e R} , por lo tanto Vi y yj tienen interseccióní
trasversal.

Se elige un entorno Uj de xj de manera que la función que se cons­
truye en los próximos párrafos esté bien definida.

gszj n Vj + Vj es la transformación de Poincaré asocia­

da a yj y Vj,dada por:

gj(x) = yT(x) de modo que

(i) YT(x) e Vj

(ii) r = inf{1(x), 0 < T(x), YT(x)(x) e Vj}

zj(y)T0
Dado un punto y e Vj n Uj , se tiene que gj(y) = e y para un

valor adecuado de zj(y) e C, pero
n

y = 2 ykxk con y. e R, por lc tanto
k=1 3

n . A . A._ 23(y) k 23W) J
g.(y) - 2 yke x. con y.e e R.

Luego

zj(y)Aj = aj + 12hj(y)1 , con aj e R, hj(y) e Z.

Comola función hj es continua, en un entorno de xj es constante e



i al a h.(x.).g" JJ
En la demostración del lema 14 es necesar o conocer en forma explí­

cita la aplicación tangente de gj, y un cnmíno adecuado para calcu­

larla es considerar la siguiente extensión de gj:

G.:w + E, con wj un entorno de V. en Ej, y Wj C U.,33' J 3

dada por
1/2 —1/2

Gj(x) = (Ax,Ax) .gj((Ax,Ax) .x).

Es claro que Gle n Uj = gj, de modo que si u e Tx Vj, entoncesí

T '. u = DG. . ).x g]( ) J(x])(u
J

OBSERVACIÓN20: Para todo u e Tx Vj se tiene que
Í

z.(x.)A. z.(x.)T-d JJ] 330DG.(x.)u -— . .+t .A. .+
J J ( ) dt wJ(xJ Intl0 Je xJ e u

-1/2
donde wj(x) = zj((Ax,Ax) .x)

En efecto
1

. . = ' L . G. . - . . =
DGJ(xJ)(u) ¿ig t ( J(xJ + tu) G](x]))

w.(x.+tu T
1 1/2 e J 3 ) O(x + tu)

= lim í . {(A(x. + tu),A(x.+tu)) . j 1/2 - x.} =
t->0 3 3 (A(xj+tu),A(xj+tu)) 3

w.(x. + tu)T w.(x. + tu)T
= 11m — (e 3 J 0x:I + te J J ou - x3) =t+0



".(x. + tu)A. “.(x. + tu)T
. 0

= lim % (e J J-1)x. + 11m 3 J u
t—>0 J t+0

z.(x.)A. z.(x.)T
= g? ".(x. + tu) I .A..e J J Jx. e 3 J Ou.J J FO J J

OBSERVACIÓN21:Si u e T V. entonce: u = 2 u x , es decir, u no_________———— x. 3 . k kJ k?)

aT

tiene componente según xj; en consetdencia e u tampoco tiene com­

ponente segün xj.
n

Para demostrarlo, sea u = 2 u x e P V , como u e T S debe serk k x. J x.
k=1 j 3

Re(Ax.,Au) = 0, y como el vector u lartenece a Ej se tiene que su

j-ésima coordenada es real, es dec r,uj e R.

Operando
n n

: l :
Re(uj) Re\ej,kzlukek) Re(ij,A(kziuka))

= Re(ij,AJ).

Por lo tanto uj = 0.
aTO

Además, como los xk son autovectores de e para todo a e C, se
aT al

. 0 k . .
tlene que e u = X uke xy ,es dezlr que es un vector Sln compo­

kilJ' ‘

nente según xj.
z.(x.)lk z. x.)A

OBSERVACIÓN22: Los autovaloves de T_ gj son e J 3 y e J
3

donde k toma todos los valor(s entre 1 y n salvo j.

En efecto, six # 0 entonces \es aut valor ie Tx gj si y sólo si
J'



_ Qu _

existe u e Tx V. tal que Tx gj(u) Au. De acuerdo con las obser­í i

vaciones 20 y 21, esta condición es (¡uivalente a

z.(x.)A. 2.(x.)T
I A.e 3 3 Jx. + e I J Ou =A.u, donde los vec­d

—— . . + tu
3”] ) o J Jdt t

z.(x. T
tores u J 3) oy e u no tienen compon nte según xj.

Zj(x.)ljComoe 3 # 0, la ecuación tiene solución si y sólo si

z.(x.)T
3 J 0u = Au, y por

04at Wj(xj + tu) I = O, y en tal caso 'esulta et O

z.(x.)"
J Jlo tanto A es un autovalor de e correspondiente a un vector

z.(x.)>\k z.(x.)>\k
sin componente según xj. Debe ser A = e 3 J o A = e J 3

para algún k # j, 1 < k < n

DEMOSTRACION DEL LEMA 1M:

En virtud de las observaciones 20, 21 y 22 se tiene que el conjun­

zi(xj Ak z.Ïx.)Ïk
to de autovalores de Tx gj es {e , e ‘ k # j}.í

Este conjunto tiene intersección ¡ací con 1a circunferencia unita­

z.(xj)A
ria, ya que le J k! = 1 sólo es erdaiera cuando zj(xj))\k e iR,

y esta última condición es incom>ati le con el hecho que zj(xj)Aj

es imaginario puro, pues T0 tiene la ropiedad H2.

En consecuencia Tx gj no tiene autova ores de módulo 1, es decir,
J

g. es hiperbólica. ///



III.3.

CALCULO DE LAS VARIEDADES ESTABLE H IN ÉTABLE DE 1; (1 < j < n)
J

Tal comose comentó en el capítulo I , para calcular las variedades

estable e inestable de una órbita cerr.1a h:perbólica es preciso

determinar previamente las variedades (stable e inestable locales

de una transformación de Poincaré asocilda a la órbita que se está

analizando:

S

wl°c(xj,gj) = {x e Vj Ñ U. g2(x) + x. cuando n + 0°}.3 J

Sea x e Vj n U., entoncesJ

n n z.(x.)A_ _ 33k
x- Z a , a e R, y g.(x) — X x e x ,

k=1 kxk 3 3 k=1 k k

donde

z].(x)>\j = r:í + i2nkj, rj e R, k:Í e Z,

A . h. . .
y ademas zj(xj) = 12nï] , con hj e Z; ya se V10 que por la conti­j

uuidad de z.(x) debe ser h. = k..
J J 3

Componiendo % consigo misma

z. (x)T
2 32 0.( = .( .(x = egJ x) gJ gJ )) x ,

y en general

z. (x)T
8?(x) = gj(gg 1(x)) = e Jn 0x,>ara todo n e N,

y los zjn se relacionan por la fórmila:

. X. = . A. . '? . . .z]n(x) J z](n_1)(x) J r rJn + 1 uk], rJn e R



Por lo tanto

Ajzjn(x) = Ajzj(n_1)(x) + rjn + 1211kj =

. . . + 1 . . ' . =AJz](n_2)(x) + r](n_1) J21ïkJ + rjn + 12nkJ

: ... = A.z.(x) + (r. + ... + . + nk.i2n =
J J 31 ran) J

r. + r. + ... + r. + n+1 k.i2n
( J 31 Jn) ( ) J

s
Estas relaciones permiten asegurar que x e Wloc x. . si sólo si( J,gj) y

zjn(x)TO _ ne ¡(-2
k:

zjn(x)Ak
e xk ——-+ x. ,ak J

1 n+1-.0

y una condición necesaria y Sinciente para que esto ocurra es:

z. (x)A
ake 3“ k ———+o si k g j

(*)
zjn(x)Aja.e

J n-Nn

Si x está suficientemente pr6<imo a xj se puede suponer que aj > 0,
y en ese caso las condiciones (á) son equivalentes a:

z. (<)A
ak = o ó e 3“ k——u—+ onun

z. .
JD(X)AJ(¡.6 —> 1

J n -‘; no

que equivale a

ak — 0 o Re(z n(x)>\k) -——+ -w
n+1»

z- (x)A­
aje Jn ]————»1
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Si la sucesión {e J coxver;a, entonces la sucesión

{Re(szjn(x)) = r. + r. + ... + r. n e N}es acotada.

Por otra parte
_ . A

Re(zjnxk) - Re{[(pj r r. + .. + rjn) + (n+1)kji2n]ï:},

por lo tanto, si Re(zjnkk) ————--w entonces
n -> o

[+0Re(Lk.(n+1)k.21ri)- —> -0.
Aj J

La condición recién mencionada :quivale a:

2nn.Re( %k . i) > -wj n+>

y esto ocurre si y sólo si Re( ák . i) < 0.í
En consecuencia, para que se vanifiquen las condiciones (*) es nece­

sario que g < arg( ák . i) < gn , est. es, 0 < arg( %k ) < n ,o seai í

que debe ser 0 < arg(Akïj) < n

Por el modo en que han sido ordenados 1 s au1ovalores de T0, esta

inecuación se verifica si y sól) si ak 0 para todo k < j .

Queda entonces caracterizado W'Js)c(xj,gj por

S n

wloc(xjgj) = {x e Vj ñ Uj = kzlakxk tal que ak=0 Sl k<3}.

Por definición

u _ S _1
wloc(xj’gj) wloc(xj’gj )
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y por lo tanto,cálculos análogos a los efectuados para el análisis
de la variedad estable local permiten demostrar que

nu : ñ - : : ° '
wloc(xj,gj) {x e Vj Uj . x kzlakxk, ak 0 Sl k > J}.

Se ha demostrado en el lema 9 qu Ec(x) n S es conexo, por lo tan­

to y e Hs(y.) = U 0 (wS (x.,{.)) si y sólo si existen z e Cj t loc J ]teR

s T0x e W (x.,g.) tales que y = e x ; esta condición equivale aloc 3 J

zAk
y = X a e x a # 0 , z e C .. k kk?)

zTo s
En efecto, Sl ak # 0 para un k < 1 , entonces e x í Wloc(xj,gj) ,

independientemente del número cor)lejo z que se considere.

En consecuencia

s —

w (Yj) - {x e S X alxk , a. # O} .

Análogamente se obtiene

Hu(yj) = {x e S X akxk , a. # 0} .

DEMOSTRACION DEL LEMA 15:

Sea x e w“(yj) n WS(yk) , con j k, entc1ces

a.x. , donde a. í 0, a # 0 7 además
1 1 k

IIM’Ji 1

ai = 0 para todo i < k. y ai = ) para todo i > j.
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Se observa en primer lugar que j es nayor que k. Si para 1 < i < n
+ .

se denota Ei {y e L y t¿iytxtl , y Ei {y e E

entonces los espacios tangen es a las variedades estable e inesta­

ble en x son:

k .
u _ + S =wa (yj) sz n I]. y 1xw (yk) sz n E

Por lo tanto wau(yj) tiene «imensión 2j - 1, y was(yk) tiene di­

k) 1. Además 1a intersección de ambos subespaciosmensión 2(n

es:

u STw(y.)nTW(y) {y TS Ïyx
x J x l x k<t<j t t

k) 1.cuya dimensión es 2(j

Por lo tanto:

. u s . . _
d1m(wa (yj) + Tx‘ (yk)) 2]-1+2n—2k—1-(2J-2k—1) —

2n — J = dim T<S,

y en consecuencia la intersección de Las variedades considerada es
trasversal. ///

DEMOSTRACION DEL LEMA 16:

Sea 0 # x e E, y sean u , í :R + R las fJnciones dadas por

saT saT0 _ saT saT
u(s) = (Ae x,Ae x) y u(s) = (Ae x,Ae x).

y = z y x }a0’11:t



Se observa de inmediato que u(0) = ¡(0) = (Ax,Ax) > 0.

n saTo n
Si x = ajxj entonces Ae x = X Aa.e x. , y comoj:1 :

O

Re(aAj) > 0 , resulta que Ae x + 0 cuando s + -° .

Considerando el conjunto {x5 , 1 < j < n} de autovectores de T co­
n

rrespondientes a autovalores{A! , 1 < j < n} y x = z a! x! ,se
3 j=1 3

saT n sal!
tiene que Ae x = X Aa!e x! , y como Re(aA!) es positivo pa­

j=1 J 3 J
saT

ra todo j, Ae x + 0 cuando s + -m

saT0 saT
Si s + +m , entonces IAe xl + +m y IAe xl + +w , pues A es

saT saT
isomorfismo lineal y continuo, y tanto le xl como le xl tien­

den a infinito con s.

Por otra parte, derivando u,

saTO saTO
p'(S) = 2Re(Ae x,Ao Toe x) =

saT saT
= 2Re(Ae 0A_1y,(AuTOA_1)(Ae oA'1)y) ,

donde se ha tomado y = Ax.

Luego
_1 saTo _1

u'(s) = 2Re(y2AaT0A 30 con y'= Ae A y,

y por lo tanto:



n , _ n 2
u'(s) = 2Re 2 y.aA.y! = 2Re X a .Iy!l .

5:1 J J J ¿:1 1 J

La elección que se hizo de a permite asegur.r que u'(s) > O.

La función Gl#(E)KE + R, que a1 par (T,x) Le asigna el número

Re(Ax,AaTx) es continua, y toma valores pOSÍïÍVOS en (T0,x) para

todo x e S, por lo tanto es positiva en (T,x) para todo x e S y pa­

ra todo T en un entorno w de T0. En consecuencia, para todo x e 8*

y T e W, se tiene que Re(Ax,Aan) > 0.

_ saT saT _
Como u'(s) = 2Re(Ae (,AaTe x), queda )robado que u'(s) > 0

para todo s e R. Entonces E* C U R y Eú C U RÉteR teR

Ambasuniones son disjuntas:

Suponiendo que existen t f t tales que 5(t1a,S) n 0(t2a,8) #Ó1 2

t uTO 2aT0deben existir x,y e S tales que e x = e y, lo que impli­

-t1aT0 t2aTO (1:2-t1)aT0 . .
ca que x = e e y = e y . omo u es biyectiva,

para que esto ocurra deben se t, = t1 y x = y.

En forma análoga se demuestra q1e RÉ n Ré = Ó. ///
1 2

DEMOSTRACION DEL LBMA 17:

Es claro que h lleva las órbitas del cam>o T( en órbitas del campo



T; para probar que es homeomorfismose consid ra la aplicación

d):CxE* ——-—> Ef:

zTo
(z, x) ——+e x = 0(z,x),

de la cual sólo será de interés 1a restriccióï a R.aXS.

Como

D0(z,x)(¿,v) = e 0v + ¿e oïox = ‘ 0(V + ¿TOX)

resulta que

Nu(D®(z,x)) = {(g,v) : v + ¿T(x = 0' = C.(1,—T0x) .

Este conjunto es un espacio vectorial rtnl, y una base del mismo

es: {(1,-Tox) , (i,-iT0x)}

Por otra parte, el espacio tangeñte a R.¿xS eL un punto está dado

por:

T(z’x)(R.axS) = {(g,v) Re(¡:,Av) = 0 y E = at, t e R},

de modo que

Nu(Do(z,x)) n T (R.axS) = {(at,-a1'0x) t e R y Re(Ax,A(-atT0x))=(z,x)

Se vio en la demostración del lema 16 QL Re(Ax,AaTox) > 0, por lo

tanto Nu(DQ(z,x)) n T(z’x)(R.axS) = {0]

Más afin, como Re(Ax,aATx) > 0 para todc T e h se obtiene que

Nu(Dw(z,x)) ñ T(z,x)(R.axS) = {0} .
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En consecuencia ÓIR.aXS y WIR.aXS son difeomorfísmos, y por

lo tanto homeomorfismos entre R.aXS y Ek

Lo único que queda por ver es que h y su inversa son continuas en

el origen.

Una sucesión (xk) C Bfi tiende a cero si y sólo si existe una su­

cesión (tk) C R de tal modo lue

t —+'°° sy x ER 9
k k++m k tk

por lo tanto si xk "-+ 0 se tiene que h(xk) e Ré y tk -+ -m,
k+m k k+m

y en consecuencia h(xk) -+ 0 .
‘ k-Hn

Análogamente se prueba que si (yk) C E* converge a cero enton­

ces h-1(yk) -—+ 0 . ///
k+w
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Se desarrolla a continuación un ejemplc que demuestra que no es

posible omitir la hipótesis de que T0 posea La propiedad H2 en
el enunciado del teorema 5.

En el espacio B = C2 con la base ortonormal B = {e1,e2} , se con­

sidera T0 e L(B,B) dada por

To(x1e1 + x2e2) = ¡lxle1 + rA1x2e2 donde 0 # A1 es un

número complejo y r = g es un número racional, cociente de los

enteros p y q.

Dado e > 0 sea A e R tal que lx - p| < e y sea TA e L(B,E)IAI
1

la transformación

TA(x1e1 + x2e2) = ¡ixle1 + AA1x2e2 ,

entonces

(T0 - TA)(x1e1 + x2e2) = (r - A)A1K2e2 ,

y por lo tanto

IT0 ’ TA“ < Ir ' A“¡1|

Es decir que

l _ I
T0 TA < e .

Las orbitas de T0 y TA por un punto x = xle1 + x2e2 son:

zT
_ 0 .

E0(X) - {e (x1e1 + x2e2) z c C



1
- {e xle1 + e x2e2 z e C} , y

zTA
E (x) = {e (xle1 + x2e2 z e C} =

zAl ZAX1
= {e xle1 + e x2e2 z e C}

Cualquiera sea x e E, la órbita E0(x) tiene entrecruzamientos, y

por lo tanto no es homeomorfa a C. En efect):

tiene soluciones no triviales. Basta considzrar z e C tal que

zAi y erl sean múltiplos enteros de 2ni, lo cual se cumple si
A

z=k—l—2—.q.2ni keZ.
Illl

En campio si A í Q, las únicas 6r>itas de TA no difeomorfas a C

son aquéllas que contienen a e1 o e2 , ya qne el sistema

no tiene solución no trivial. En efecto,si para un par de números

enteros k y k' el sistema

zAl = (2fli)k

zAA1 = (2ni)k'
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tiene solución no trivial, se concluye que A = g, , en contra­

dicción con la elección (e A .

Si en el ejemplo expuestc se considera [All # 1 y Irlll # 1 , se
T

advierte que no es razonable imponer la condición de que e sea

hiperbólico para obtener resultados satisfactorios sobre la esta­

bilidad de camposvectoriales complejos.



APENDICE I

VARIEDADES DEFINIDAS EN FORMA IMPLICITA

TEORBMA

Sean X e Y variedades de clase Cr modeladas en espacios de Banach

E y F respectivamente, y sea f:X + Y una aplicación de clase Cr y

A = f-1(b) . Si A # m y f es sumersión, entonces A es una subva­

riedad cerrada de X, y para cada a e A , el espacio tangente TaA

se identifica con Nu(Taf).

DEMOSTRACION:

Sea a e A y sean (w,w,E) y (w',W',F) mapas centrados en a y en

b = f(a) respectivamente, tales que f(W) C W'; si Q = w(w) y

9' = w'(w'), sea g = w'°f°w_1:9 + 9'. Es inmediato verificar que

Dg(0):E + F es un epimorfismo directo y que g(0) = 0.

Sea wzgl + go un difeomorfismo CP entre entornos de 0 en E,

go C g, de modo que g0w(g) = Dg(0)(g) para todo g e 91 ; conside­

rando U = w_1ow(91) y u = w-1°W:U + 91 se obtiene un difeomor­

fismo Cr tal que el diagrama

U ——B+ 91f 1 1
V = W'———+9' = Q2 es conmutativov=w'

Se obtienen así mapas centrados (u,U,E) en a, (v,V,F) en b, tales



1
que vof °u_ - Dg(0):91 = u(U) + 9 ‘ v(V).2

Por consiguiente u(A n U) ' u(f-1(b)) - 91 n Nu(Dg(0)). Como

Nu(Dg(0)) es un subespacio directo de E, resulta que A es subvarie­

dad. Para obtener una caracterización de TaAbasta observar que

Tau(TaA) = Nu(Dg(0)), de modo que

TaA= (Tau)‘1(Nu(ng(o)) = (Tau)'1(ng(o)'1(o)) = (Taf)-1(Tbv)-1(0)=

-1
= (Taf) (o) = Nu (Taf). ///



APENDICE II

TRASVERSALIDAD

DEFINICION:Sean X e Y variedades diferenciables , Z C Y una subva­

riedad y fzx 4 Y una aplicación Cm, f es trasversal a Z en x0 c X

si f(xo) J Z o f(x0) e Z y la composición

T X ——+ T Y ——+ T Y / T Z
x0 T f f(x0) f(x0) f(x0)

xo

es un epimorfismo directo. F es trasversal a Z si lo es en todo x n X.

La condición de trasversalidad entre f y Z se puede resumir mediante

las siguientes dos condiciones para todo x e f_1(Z):

. -1 . .
(1) (Txf) (Tf(x)Z) es subespac1o directo de TxX

(ii) Tf(x)y = Tf(x)Z + Im(Txf),

remarcando que en el caso de que las variedades sean de dimensión

finita la primera condición es superflua.

LEMA:Sean X e Y variedades, Z C Y subvariedad y fzx + Y de clase Cm;

entonces si x g f-1(Z) son equivalentes0

(i) f es trasversal a Z en x0.

(ii) Existen mapas centrados en xo y f(x0), (u,U,B) y

(v,V,F), y subespacios suplementarios F1 y F2 de F

tales que

(a) f(U) C V
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(b) v(V) = 91x92 con gi entorno de 0 en Fi (i = 1,2)

(c) v(V n Z) = 91x{0}

-1 .’
(d) pQOVQfou :u(U) + 92 es sumePSJOn.

BEHQSTRACIOE:Si vale (ii) se tiene que 1a composición p2oDvofou-1(0)

es epimorfismo directo, y como u y v son difeomorfismos, resulta

que f es trasversal a 7.

Si vale (i) y (u,U,B) y (V,V,F) son mapas centrados mïxo y f(x0)

para los cuales valen (a), (b) y (c), vüfou-1 debe ser trasversal

a 91x{0} en 0, así que la diferencial de 32 = p2ovof u en 0 es

epimorfismo directo. Entonces p2°vof u_ :Q + Q2 es una sumersíón

en un entorno de 0 e Q C u(U). Considerando U = u-1(Q) se verifica

(ii). ///

PROPOSICIOH:Con las mismas hipótesisque en el lema precedente, se

supone que f es trasversal a Z, entonces:

(i) f_1(Z) es subvapiedad de X

.. . -1r -1 - '1 r
(11) Sl x0 e f (Á), Txo(f (Z)) - (TxOf) (Tf(xO)¿)

(iii) Si x0 e f-1(Z) entonces Tx f induce un isomorfis­
-1

mo entre T X / T (f (Z)) T Y / T. 2.
x0 x0 f(x0) f(x0)

DEMOSTRACION:Si f-1(Z) í o, con la notación del lema previo se tiene

f-1(Z) n U = f-1(Z ñ V) ñ U = u_1(g;1(0)) . Como g es sumersión,2
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g;1(0) es subvariedad de u(U) y por lo tanto f_1(Z) n U es subva­

piedad de U.

1 (F ), lo que prue­T u(T (f'1(z))) = Nu(Dg2(o)) = (Dvofou'1<o))'
x0 1xo

ba (ii), y (iii) es una consecuencia inmediata de (i). ///

DEFINICION:Si X1, X2, Y son variedades, dos aplicaciones f1:x1 + Y,

f2zx2 + Y de clase Case dicen trasversales si la aplicación

fle2:X1xX2 + YxYes trasversal a la subvariedad diagonal AYC YXY.

OBSERVACION:La trasversalidad entre f1 y f2 equivale a que para

todo (x1,x2) e Xlxx2 tal que f1(x1) = f2(x2) la aplicac1on

TX1X1XTx2X2—-+ Tf(xl)Y dada por (v1,v2) + Txif1(v1)-Tx2f

es epimorfismo directo, que a su vez puede enunciarse mediante el

siguiente par de condiciones:

(1) {(V1,V2) Tx1f1(v1) = Tx2f2(v2)} es subespa01o direc
to de T X XT X

x1 1 x2 2

(ii) Im(TX1f1) + Im(Tx2f2) = Tf(xl)Y

Por lo tanto, si f y f2 son trasversales el producto fibrado1

X1 ; X2 = (f1Xf2)-1(AY) es vacio o es una subvariedad de X1XX2.

este último caso, si f1(x1) = f2(x2) entonces

T(X1,x2)(X1 ; X2) = Txlx1 X Tx2X2



= {(v1,v2) Txlf1(v1) = Tx2f2(v2)}

Es inmediato que la trasversalidad entre una aplicación f:X * Y y

una subvariedad Z de Y equivale a la trasversalidad entre f y jZ ,

donde j es la inclusión de Z en Y; en tal caso la aplicación

x + (x,f(x)) define un difeomorfismo entre f-1(Z) y X x Z.
Y

Finalmente , dos subvariedades X1, X2 de X se dicen trasversales si

lo son las inclusiones j1 y j2, o lo que es equivalente, si j1 es

trasversal a X . En tal caso X1 n X2 es una subvariedad de X , y2

ñ = ñ n
además Tx(X1 X2) TxX1 TxX2 para todo x e X1 X2.

En efecto,pj:X x X + Xj (j = 1,2) son inmersiones regulares­
1 x 2

x2 = (j1x52)'1(Ax) = {(x,x) x e x1 n x2} y>< X

X = x = n

T(x,x)(x1 x x2) T x T x2 {(v,v) v e TxX1 Txxz},

M, 23.01%
%“Qfimüuï
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