BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Una nocidn de estabilidad para
campos vectoriales complejos

Fauring, Ana Maria Patricia

1982

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matematicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliografica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:

Fauring, Ana Maria Patricia. (1982). Una nocion de estabilidad para campos vectoriales
complejos. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1754_Fauring.pdf

Cita tipo Chicago:

Fauring, Ana Maria Patricia. "Una nocién de estabilidad para campos vectoriales complejos”.
Tesis de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1982.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1754_Fauring.pdf

UBA

Universidad de Buenos Aires

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1754_Fauring.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1754_Fauring.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

UNA NOCION DE ESTABILIDAD PARA CAMPOS

VECTORIALES COMPLEJOS

Por
Ana Maria Patricia Fauring
Director

Angel R. Larotonda

Trabajo presentado para optar
al titulo de Doctor en Ciencias

Matemdticas.

Departamento de Matemdtica
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Universidad de Buenos Aires

Noviembre 1982

375y



MUCHAS "GRACTAS

Al Dr. Angel Laro
problema aqui res
bisqueda de la so
Al Departamerto d:
d6 el espacic fis
indispensables pa
Al Instituto Arge
me facilitdé ..u in
de la redacc 6n d.
A los doctor:s Ma
Fava, que me expr
reiteradas o)ortu
A los amigos y co

jaron y alentaron

onda, :(ue me propuso el
clto, ' me orientd en la
ucidn.

Matem.atica, jue me brin-
0 y e apoyo econdmico
a real .zar esce trabajo.
tino d¢ Matemditica, que
raestructura 2n la etapa
finitiva.
uel Ba..anzat y Norberto
saron :u confianza en
idades
panero:., que ne aconse-

a lo 1. rgo de los afios.



INTRODUCCION

En este trabajo se desarrolla una nocién de estabilidad para campos

vectoriales complejos semejante a la conocida para campos reales;

con ella se obtiene un resultado de estabilidad para campos comple-

jos lineales paralelo - pero no igual - al teorema de Hartman sobre

campos lineales en un espacio de Banach real (ver I.1.). Sin embar-

go la formulacidn del teorema de Hartman no es conveniente como mo-

delo para un teorema sobre flujos complejos, debido a que en general

no es posible hablar de "pequefias perturbaciones'" analiticas acota-

das para un campo complejo.

La siguiente idea es mds razonable: si T1 y T2 son campos complejos

lineales '"cercanos" - en el sentido de la topologia de las aplica-

ciones lineales - , se trata de decidir cu8ndo las fibraciones defi-

nidas por los flujos ¢, ¥y ¢, son topoldgicamente conjugadas.

Se debe resalter que s8lo se ha pedido un homeomorfismo que trans-

forme Ti-érbitas en T2—6rbitas, y no

los homeomorfismos ¢1(z, ), ¢2(Z, ),

una conjugacidn simultdnea de

para todo z. De manera mds pre-

cisa, se define en Gl(E) - para E un espacio de Banach complejo - 1la
siguiente relacién T, 5T, significa "existe un homeomorfismo h:E =+ E
que transforma T1-6rbitas en T2-6rbitas". (Nétese que las drbitas

en este caso no son '"curvas" integrales sino variedades reales de

dimensidn 2, mids precisamente, inmersiones de C en E.)

La relacidn precedente es de equivalencia, segiin se constata ficil-

mente: se dird que un campo lineal T es estructuralmente estable si



hay un entorno V de T en Gl(E) tal que T' = T para todo T' e V.

Ldgicamente el conjunto & de los campos estructuralmente estables
es un abierto en Gl(E) y el objetivo de este trabajo es tratar de

caracterizar al conjunto & , o por lo menos a una parte del mismo.

En el caso real una condicidn suficiente - que ademds surge en for-
ma muy natural - es que el flujo sea hiperbdlico. Sin embargo al
trabajar con pardmetros complejos esta hipdtesis se torna inade-
cuada, y las demostraciones de los teoremas de estabilidad de cam-

pos reales no se adaptan a este caso.

El camino que se adoptdé fue asociar a cada campo complejo un campo
real sobre una variedad compacta, y la técnica empleada para hacer-

lo impuso la condicidn de que el espacio E sea de dimensidn finita.

Los resultados obtenidos permiten afirmar que el conjunto & contie-
ne a todos los campos lineales T que verifican las siguiente dos
condiciones:

H1)Los autovalores de T estédn contenidos en un semiplano abierto cu-

yo lado pasa por el origen.

H2) Ningin par de autovalores de T estd alineado con el origen.

Cabe sefialar que la condicidén H2 es realmente necesaria para la es-
tabilidad estructural. Se ignora afin si lo mismo ocurre con la con-
dicidén H1q, no pudiendo dar por el momento una respuesta definitiva a
esta cuestién. En todo caso la técnica utilizada no es adaptable de

ninguna manera al caso en que esta condicidn no se verifique.



I.1.

Si X es un espacio de Banach real, un isomortismo lineal L:X » X

es hiperbdlico si y sblo si existe una descomposicidn del espacio
u S 3 . u s> o
X = X° & X~ invariante por L, de modo tal qu LIX es una expansion

s .
y L|X” es una contraccién.

Se considera al espacio cg(x,x) de funciones uniformemente continuas
y uniformemente acotadas de X en X munido de la topologia uniforme,
y se definen los siguientes conjuntos:

£u(L) = {A = L+)x ) ¢ Cg(X,X) es lipschitziana, acotada

por pu, y con constante d: Lipschitz < u}
K = {h = 1+g g € Cg(X,X)}, donde 1:X » X es la identidad.

Con esta notacidn el teorema de Hartman para flyjos se puede enun-

ciar asi:

TEOREMA DE HARTMAN [ P}

Si eL es hiperbdlico, y v es pequefio, entonces para cada A ¢ Lv(L)

existe un dGnico H = HA e H tul que H¢\(t,x) ¢L(t,Hx) para x ¢ X,

t ¢ R, donde oL Y ¢Ason los ‘lujos de L y A. HA es un homeomorfismo

que depende con continuidad (e A ¢ £v L) .

Sea E un espacio de Hilbert :obre C, sea T un campo vectorial en
E, que se puede interpretar como una ‘uncién T:E » E. Una solucidn
del campo en Xy € E es una funcién ¢:* + E, londe Q es un entorno
de 0 ¢ C, que verifica:
(i) ¢(0) = X
(i) §2 (2) = ¢'(2) = T(4:2))
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Si U es un entorno de x, € E y € un :ntorno de 7 &€ C, una funcién

0

¢U:QXU + E es flujo local en X0 del ‘:ampo T si e verifican:
(1) ¢U es diferenciable

(ii) ¢U(0,x) = x para tode x € U
(iii) L9 (z,%x) = T(¢ (2, :))
dz'u* "’ (A

Cuando los entornos U de x., y Q de 0 considerados en la definicidn

0
de flujo local son respectivamente F y C, la funcidn correspondien-
te ¢:CxE + E se denomina flujo gloral de T, y el conjunto de pun-

tos {¢(z,x) z ¢ C} CE es la érbita por x co-respondiente al cam-

po T, también llamada 6rbita por x del flujo ¢.

Hay numerosos teoremas que dan condi‘:iones sufi:ientes para la exis-
tencia y unicidad de flujo loc:al o global, por z2jemplo el clisico re-
sultado que asegura que si el campo es &analiti:o en un punto enton-
ces existe flujo local en dicho punto, y es ini:zo salvo prolongacio-
nes [ D] . Cuando el campo T es lineal, exféte flujo zlobal, y esta

dado por:

$:CxE > E , ¢(z,x) = eZTx

seglin puede verificarse en forma dir:cta.

Suponiendo que E tiene dimensidén finita, se prcvee al espacio de cam-
pos vectoriales complejos sobre E de la 1opolosia compacto abierta;
el subespacio formado por los campos lincales resulta homeomorfo al
espacio de operadores lineales £C(E,I)c01 la tcpologia uniforme de

operadores.

DEFINICION 1: Un campo lineal T, en . es estructuralmente estable si

0




-5 -
existe un entorno W de T0 en el espacio de los campos lineales tal
que para cualquier T ¢ W existe un hcmeomorfismo h:E 5 E que aplica

drbitas de TO en Srbitas de T.

Es conveniente destacar que en la deiinicidn énterior, si ¢ y g de-
signan a los flujos de T0 y T respeciivamente, no se exige que
h(¢(z,x)) = $(z,h(x)), que es el concepto andlogo al de conjugacidn
topoldgica que se utiliza en el desarrolo de la teoria de estabili-
dad de operadores reales. Esto se dele a que cuando se usan paréame-
tros complejos, una definicidén tan rigida produce clases de equiva-
lencia excesivamente chicas.

I.2.

El resto de este capitulo se dedica ¢ remarcar algunas nociones vin-
culadas a la teoria de estabilidad d¢ campos vectoriales reales, y

que ‘serdn de utilidad a lo largo del trabajo.

Sea M una variedad real compacta y scan $+Y Wy famii.ias uniparamétri-
cas de difeomorfismos de M, es decir, flujos. $¢Y ¥y SON topolégica-
mente equivalentes si 2xiste ua homecmorfismo de M que aplica las &ér-

bitas de ¢y €D drbitas de ¢t'

Si x(M) es el espacio de campos vectcriales sobre M, y x ¢ X(M), exis-

te un flujo ¢, tal que %% (x) | = x(x). Se dice que x es estructural-
t=0

mente estable cuando pequefias certurlaciones en y(M) ro cambian 1la

clase de Qt, o sea que no modifican :fu estructura de (rbitas.

Al analizar la teoria de campos vectcriales desde este punto de vis-

ta, se presenta de inmediato 11 necesidad de distinguir entre si las



6rbitas de un flujo ¢t:M > M de acuc
cidn:

(a) Puntos fijos son los puntos
son los ceros dc

todo t € Rj

(b) Orbitas cerradas son aquélla
piedad de que existen niimero
que ¢t(x) = Xy @s(x) # %x. FE

minimo al namero t donde O

o’

(c)Orbitas ordinarias son aquéll
piedad de que la aplicacidn

yectiva.

Los dos primeros conceptos se englob
erfiticos, e hipbétesis adecuadas sobr

suficientes y condiciones necesaria:

También sera de utilidad precisa» 1la

es cualquier punto x ¢ M que tenga .

( v ¢t(U)) NnNU =
|t|>to

¢ par:

Los puntos no errantes forman un col
que se denota usualmente Q(¢t) o sin
de confusidn.

I.3.

Al buscar condiciones suficientes p«
ratural el

toriales, surge en forma

lico del fluijo ¢t. Un punto fijo de

- 6 -
do co>n 1li siguiente clasifica-
€ M tale: que ¢t(x) = X para
camyo de vectores,
cuyos puitos < tienen la pro-
reaies [ sitivos s y t tales
esto Llama perfodo

cac»» se

< tO

in {t t > 0, ¢t(x) = x}.
s cuvos [ intos x tienen la pro-

+ ¢ .(x) para x fijo es in-

n con el nombre de elementos
los mismos dan condiciones

para la c¢stabilidad.

nocidn d. punto errante de o,

entorno U tal que

algin t 0.

0 >

unto invariante por el flujo ¢,

lemente ¥ si no hay posibilidad

a la estubilidad de campos vec-
oncepto de punto fijo hiperbs-

se dicw hipe:rbdlico si es un
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punto fijo hiperbdlico del difeomorfismo )1:M + M, o sea, si exis-

u

ten dos subespacios r® y F~ de T_M, invariantes por T ¢ :T M > T M
X x 1 x X

S -1"

_ u . ; u
tales que T M = F~ ® F y ademés "Tx¢1|F h <1y H(Tx¢1]F ) < 1.

Para que un punto fijo sea hiperbdlico es suficiente que Tx¢1 no
tenga autovalores de mbédulo 1, y cuando el campo es lineal esto

equivale a que ninguno de sus autovalores sea imaginario puro.

Para extender la nocidn de hiperbolicidad a las drbitas cerradas es
menester hacer un trabajo mds delicado. Si y es una dérbita cerrada
del flujo ¢t ,Y X € Y, existe una subvariedad V de M, de codimensién
1, que contiene a x y es trasversal a y . Esta variedad se llama sec-
etén trasversal al flujo, y es posible determinar en ella un entorno
V' de x tal que para todo y € V' exista un ninero real positivo 1

que verifica que ¢T(y) € V. Eligiendo t(y) = inf{t > 0 : ¢t(y) e V}

se define una funcidén f:V' - V dada por f(y) )(y). Esta funcidn

¢
t(y
es un difeomorfismo local y x es un punto fij> del mismo. Se denomi-

na transformacién de Poincaré [S]

Yy es una d8rbita cerrada hiperbélica si x es un punto fijo hiperbdli-
de la transformacidn de Poincaré i que se des'ribid en el péarrafo
anterior . Se puede probar «(ue la definicidén no depende del punto

X € Yy qQque se considere, ni de¢ la seccidn trasversal V que se utilice

en la construccidn de f.

Si wioc(x’f) denota la varicdad e:stable del difeomorfismo f en x,

es decir, Wioc(x,f) = {y e V! 1k(y) > x, k > »}, se define la va-

riedad estable de ¢, en y por:



WE(Y) = Ve (W] (x,£)).
teR

Esta definicidn no depende del punto x € Y que se considere, ni de

la transformacidén de Poincaré& que se haya construido.

Las variedades inestables de los elementos criticos hiperbdélicos de
Qt son las variedades estalles correspondientes a dichos elementos
criticos por el flujo.‘l’t = ¢_t.
I.L4.

Con la notacidn que se ha utilizado a lo largo de =2ste capitulo, se

tiene el siquiente teorema, debido a Palis y Smale [P.S]

" Sea M una variedad compacta y sea X(M) el conjunto de campos vec-
toriales C” sobre M. Sea X & x(M) tal que
(a) 2(X) es la unidn de un nimero finit> de puntos criti-

COS X ,--.5X Yy UN nimero finito de S5rbitas cerradas

m
de X, YyseoosY -

(b) Los eleémentos criticos X; ¥ Yj son hiperb8licos para
todo 1 y para tocdo j.

(c) Las variedades estable e inestable de dos elementos

criticos di: tintos tiene interseccidn trasversal.

Entonces X es estructuralmente estable".



II.1. -9 -
Sea E un espacio de Hilbert complejo de dimensidén finita n, y sea
( , ):EXE » C el producto interno. Se considera en E una base de

Hilbert B = {ei 1 €< i € n}; de este modo, si x es un vector de E

resulta x =

nes-1s

(x,ei)ei » ¥ el producto entre dos vectores de E,

i=1
X ey, es
n —
(x,y) = z (x,ei)fy,ej)
i=1
gue utilizando la notacidn X; = (x,ei) s ¥; = (y,ei) se transforma

n
en (x,y) = E X.Y.

Sean IC(E,E) y xw(E) el espacio de transformaciones lineales de E
y el espacio de campos vectoriales analiticos de E respectivamente.
Se considera la funcidn lineal inyectiva

izfc(E,E) > Xw(E)
que a cada transformacibén lineal T le asncia el campo i(T) dado por
i(T)(x) = (x,T(x)). Pcr comodidad se usari el mismo simbolo T para

designar a la transformacidén T y al campo i(T).

A continuacién se distinpuen dos subconjuntos del espacio LC(E,E)

que serdn mencionados con frecuencia en el resto del trabajo.

DEFINICION 2: Sea T un isomorfismo lineal de E y sea Sp(T) el conjun-
to de autovalores de T. 7T tiene la propiedad H1 si Sp(T) estd conte-
nido en un semiplano cuyo lado pasi por el origen, es decir, si exis-
te una transformacidén R-lineal ¢:C + R tal que ¢(Sp(T)) > 0, o equi-

valentemente, si existe ip € C tal que aT.Sp(T) estd contenido en el



semiplano {2z ¢ C Re(z) > 0}

DEFINICION 3: Un isomorfismo lineal T de L tiene la propiedad H2 si

ningiin par de autovalores de T estd alineado con el origen, es decir

que si Aj’ Ak € Sp(T), j # k, entonces Aj.lii ¢ R.

OBSERVACION u4: El1 conjunto de isomorfismos de E que verifican H1l y

H2 es un subconjunto abierto de £C(B,E).
El objetivo central del trabajo es demostrar el siguiente teorema:

TEOREMA 5: Sea T0 un isomorfismo linecal de E que tiene las propieda-

des H1 y H2, entonces TO es estructu~almente estable.

La demostracidn se desglosa en una soerie de lemas.

11.2.

LEMA 6: Sea A un isomorfismo lineal de L y sea S = {x ¢ E:(Ax,Ax)=1)}
entonces el conjunto S es una subvariedad real compacta de codimen-

sidén 1 en el espacio 2n-dimensional I.

De aqui en adelante T0 serd un isomorfismo lineal de E que tiene

las propiedades H1 y H2, y el isomorfismo A serd tal que la matriz

de la transformacidn ATOA_1 en la base 3 sea diagonal.

LEMA 7: Existe un entorno de T W C £C(E,E), tal que cualesquiera

sean x ¢ S Y T ¢ W los conjuntos S y {eZTx z ¢ C} tienen inter-

09

seccibén trasversal.

CONSECUENCIA 8: Cualesquiera sean T Wy x ¢ S, si E(x) designa al

conjunto {eZTx z ¢ C} , entonces E(x) N S es una curva diferncia-

ble en S. Las curvas correspondientes; a T y TO’ parametrizadas en

forma conveniente, son las soluciones de sendos campos vectoriales
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sobre S, f, vy f ¢ x(S); estos son campos vectoriales reales sobre

T T0

una variedad compacta.

Los proximos lemas llevan a demostrar que existe un homeomorfismo

de S que aplica las &6rbitas de fT en S8rbitas de fT.
0

LEMA 9: Sea x € S y sea Eo(x) = {eZT°x z € C} , entonces el con-

junto s N Eo(x) es conexo.

CONSECUENCIA 10: Si para cada T se considera el campo vectorial real

-1

f_:S + TS dado por f_(x) = ———— . Tx , entonces las curvas solu-
T T

(Ax,ATx)
cidn son las componentes conexas de S N {eZTx z € C} . Por lo tan-

to la curva solucidn de f por un punto X € S serid el conjunto

To

s N Eo(x). Es decir que si Y:RxS »+ S es el flujo de fT entonces
0

s N Eo(x) = {y(t,x) t € R}

OBSERVACION 11: El1 campo fT no tiene puntos criticos y por lo tanto

0
en su estructura de drbitas no hay puntos fijos.

Con el siguiente lema se completa la descripcidén de los elementos

criticos del campo fT

0
LEMA 12: E1 campo fT tiene exactamente n dérbitas cerradas, una por
0
cada autovalor de TO.
Si se denota con Yj 1 < j €S n a las érbitas cerrailas de fT y con
0
Q(fT ) al conjunto de sus puntos no errantes, se Obtiene:
0
LEMA 13:
n
Q(f, ) = VYU v
To j=1 J
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Con esto queda demostrado que el caapo fT serifica la condicidn (a)
0

del teorema de Palis y Smale.

LEMA 14: Las drbitas cerradas de fT son hiperbdlicas.
)

En la demostracidn del lema 14 se coinstruye explicitamente una trans-

formacidn de Poincaré asociada a cada 6rbita cerrada de fT y se

0
calculan las correspondientes aplicaciones tangentes. Los autovalo-
m.kk m.Ak
res de la j-ésima aplicacidn son de la forma e y e ] don-

de k # j, 1€k S<n y mj es un com>lejo tal que Im(mjkj) € 27.Z2. Co-

mo por hipdtesis T, tiene la propielad H2, se concluye que ninguno

0

de estos autovalores tiene mdédulo 1.

Los cdlculos que se hacen a lo largo de la denostracidén del lema 14
permiten caracterizar las variedades estable 2 inestable locales de
cada 6rbita cerrada; a partir de ellas, y utilizando el lema 9 se

determinan las variedades estable e inestable correspondientes a ca-

da 6rbita cerrada de fT
0

LEMA 15: Sean Y5 # Y dos drbitas c:rradas de fT » Y sean wu(yj) la

0

variedad inestable de Yj y wS(Yk) 11 variedad estatle de Yy s entonces

w“(yj) y WS(Yk) tienen interseccid trasversal.

Como consecuencia de los lemas 14 y 15, se tiene que fT estd en las
0

hipbétesis del teorema de Palis Smal:. Por otra parte, dado un entor-
) de f en x(S), existe un entorno U(T_.) de T, en x (E)
0 0 0 0 w

tal que si T ¢ U(To) entonces f, e U(fT ). Por lo tanto, existe un
0

no U(fT

entorno W de TO tal que para todo T € W hay un homeomorfismo de S



g:S > S que lleva las drbitas de fT en ‘rbitas de fT.
(

sea HY un semiplano abierto que corntiene a todos los autovalores

de T0 y cuyo lado pasa por el origer (su existencia la asegura el
hecho que Totienela propiedad H1); es claro que existe un entorno W
de T, en xw(E) tal que cualquier canpo v:ctorial lineal T € W tiene
sus autovalores contenidos en H' . for co)nsiguiente es posible de-

¢

terminar un nimero compl:jo a de tal mod)» que los isomorfismos 1li-

neales aTo y aT tengan sus autovalcres contenidos en el semiplano
{Re(z) > 0}
Sean ¢,Y :CxE »> E los flujos correspondientes a TO y T respectiva-

mente, es decir

zTO zT

¢(z,x) = e X . Y v (z,x)

]
m

X,

y sean

R, = {¢(ta,x) x € S} vy R{ {v(ta,x) x € S}.

t

LEMA 16: Con la notacidn unterior s¢ tieren las siguientes igualda-
des de conjuntos:

E- {0} = U R, E - {0} = U R
te teR

Y finalmente se demuestr: un lema qu2 completa el desarrollo del teo-
rema 5.
LEMA 17: Sea h:E + E 1la funcidn de la por

Wtdogoo_ta (x) si x ¢ Rt

h(x)



h es un homeomorfismo de E que 1lle
de T.

NOTA 18: Los lemas 7, 9, 16 y 17 so
fismo lineal T0 no tenga la propied

se con las mismas demostraciones qu

a

d

- 1l.|. -

las 3rbita:s de To en drbitas

vlidos adn cuando el isomor-
H2, hecho que puede verificar-

se proponen en este trabajo.



ITI.1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 6:

La funcidén p:E > R dada por p(x) = (Ax,Ax) es diferenciable res-
pecto del pardmetro real y por lo tanto el conjunto S es una varie-
dad diferenciable real de codimensidén 1 en E. Como ademds se ha su-

puesto que E es de dimensidn finita, se tiene que S es compacto.///

Se ordena la base B y el conjunto de autovalores de To de modo que
si 1 < k < n entonces 0 < arg(A1Ak) < arg(xlkk+1) < m . Esto es

posible pues Ty tiene la propiedad H1.

OBSERVACION 19: Existe un entorno W de T0 tal que para todo T ¢ W

se verifica que (Ax,ATx) # 0, cualquiera sea x ¢ S.

En efecto, se prueba en primer lugar que (Ax,ATox) # 0 para todo

x € S, pues en caso contrario existiria y = Ax € E tal que
n
(y,ATOA_ly) = 0, , que equivale a I Ajlyjl2 = 0, en contradic-

j=1
cidén con la propiedad H1 que TO posee.
Sea Gl#(E) el subconjunto abierto de L(E,E) formado por los isomor-
fismos lineales que tienen la propiedad H1, y sea u:Gl#(E)XE - C
la funcidn dada por p(T,x) = (Ax,ATx) . Es claro que u es continua,
y como S es compacto, u({To}xS) es compacto; ademds se vio en el
pdrrafo anterior que O ¢ u({TO}xs). Por lo tanto es posible deter-
minar un entorno W de T0 tal que para todo T ¢ W y para todo x € S

sea p(T,x) # 0, de donde resulta la validez de la observacidn 19.

DEMOSTRACION DEL LEMA 7:

Sea W el entorno de T0 cuya existencia asegura la observacidn 19.
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Si x € S N E(x), los espacios tangentes de S y E(xXx) en el punto X

son:

sz = {u ¢ (Ax,Au) + (Au,Ax) 0} =

{u e Re(Ax,Au) = 0} = {u € [ (Ax,Au) € iR}

La Giltima caracterizacidn es equivalente a {u ¢ I : (Ax,Au) 0}

donde ( , )designa el producto interno real asociado a ( , ).

T E(x) = {a.[gu eZTx ] a e C} = {aTx a e C)
X dz 220

sz es un subespacio de codimensidn real 1 en E, por lo tanto basta
probar que no contiene a TXE(x) para asgurar que se trata de una

interseccidén trasversal.

Suponiendo lo contrario, sea T ¢ W tal que péra a € C se verifica
que (Ax,AaTx) ¢ iRj;se tiene que para cualquier valor de a,a(Ax,ATx)
es imaginario puro, y por lo tanto debe ser (Ax,ATx) = 0, en con-~

tradiccidn con la observacidn 19. /77

DEMOSTRACION DEL LEMA 9:

zTO zT0
Sea @:C + C la funcidn dada por a(z) = (Ae x,Ae Xx), y sea

zT
P = {z ¢ C a(z) = 1}. Es claro que S N Eolx) = {e ox : z €Tl oy

por lo tanto basta probar que T es conexo paira demostrar el lema.
zT zT

Dg(z)(u) = 2Re(Ae ox,AuTOe Ox)
n 2Re(A.z) .
= z 2Re(A.u)e L e
= j :

donde los cj son constantes reales que depencen de x pero no de z

ni de u.
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En virtud de la propiedad H1, exi ten u, € Cy 8§ > 0 tales que si

lu - uo[ < & entonces Dg(z)(u) 0 indeper lientemente de z, lo

que asegura que

alz+tu) - q(z)

lim > 0

t-+0 t

y por lo tanto q(z+tu) > q(z) péra todo t 0 y todo u ¢ C tal

que Iu - uol < §, esto es, en un c(ono con vé - 'tice en z.
Sea r ¢ Ry sea u € C tal que Iu - u0| < §, 'ntonces el conjunto
{r + tu t €e RFNT tiene a lo sumo un puito, pues la funcidn a

es estrictamente mondtona a lo largo de re tas con direccidn u.

Sea m:C -+ R la proyeccidn sobre el eje real 'n la direccidn de Uy
entonces 7 es continua e inyectiva. Se pro arid que es también a-

bierta y suryectiva.

En efecto, n(T') es unidn de intervilos y por lo tanto para todo z
m(z) es interior o m(z) es extremo de un int«(rvalo, pero la {iltima

alternativa no es posible si 7 es inyectiva.

Para demostrar que nlr es suryectisa, se con: idera ry € R tal que

r. ¢ m(T'); en este caso ocurre nec:sariament¢ una de las siguientes

0

alternativas:
(1) a(ro + tu) > 1 para todo t ¢ },

(i1) a(r0 + tu) < 1 para todo t € R.

< 5}, como v Ct =Cy

I
) teR

ademés a(ro totug ¥ Au) > a(r0 + tuo) cuilqui:ra sea XA > 0 se obtie-

ne que, si a(ro + tuo) > 1 entonce aq(z) > 1 jara todo z € C. Esta



contradiccién descarta la altcrnativa (i).

lu - u | < 8} se conclu-

A A <
v 0

{r_ + 1u. 4 0,

Considerando 0 o

' o=
Ct

lo cual t.impoco es posible, y

/77

ye que a(z) < 1 para todo z ¢ C,

por lo tanto no existe r, € R - @(T),

DEMOSTRACION DEL LEMA 12:

Sea x € S tal que la o6rbita que lo contiene, Yx’ es cerrada; en-

2T
tonces existe z # 0 tal que e X = X.

zTO
Como e y T, tienen los

mismos autovectores, resulta que x debe ser autovector de TO.

Si x e y son autovectores e T0 correspondientes a dos autovalores

entonces Y Ny = ¢ ;

respectivamente, v

(l ist in‘l()s A y A
.| k
2T

tales que e

. . 0 0 .
caso contrario existen z,Ww € C X = e y , es decir,

zA, WAk (zA. - kkk)
e Ix = e y , por lo taito y = e ] X .Aplicando T0 se
(zA, - w\)) (zA, - wA))
; - ] k - ] k') x = A _
tiene que Toy e T.x = e <X = .Y, en contra
0 3 3
diccidn con la eleccidn de A, # X .

Si

autovalor Aj’

sidera z € C tal que e

cuencia

€
y Yy

X € y son autovectores

entonces ex

zA.
]

DEMOSTRACION DEL LEMA 13:

no nulos de TO qQue corresponden al mismo

ste A € ¢, A # 0, tal que y = Ax. Se con-

zTO

y cesulta que y = e x En conse-

= A

3

/77

Es inmediato que si la &érbita Yx e cerrada entonces todos sus pun-



tos pertenecen a Q(fT ).
0

Sea x € S tal que Yy no es cerrada, entonces existe un entorno V
de x en S tal que para todo y € V la &érbita Yy no es cerrada.

Si se supone que X € Q(fT ), entonces para todo to > 0 y todo en-
0

torno U de x en S el conjunto ( ? Yt(U)) N U es no vacio, y
t]>t
0

por lo tanto se pueden determinar dos sucesiones en S y R respec-

tivamente, (yp)P>1 Cs, (tr)p>1 C R , de manera que Yo =+ X cuan-

do r » o, ltrl + ® cuando r + » y Yy (yp) + %X cuando r + ®, y en
r

consecuencia existe una sucesidén de nimeros complejos (zr) 1 tal

z T
r
que e Yo * X cuando r » »
Sea xj = A—lej donde ej es el j-é&ésimo vector de la base B, y por
lo tanto Toej = Ajej . Claramente la familia de vectores {xj} n
j=1

constituye una base de E, y para todo j, xj € S.Utilizando dicha

base se tiene

E erO E zr 3
y_ = a. e y_ = a. e X
r j=1 ir ) r j=1 ir ]
Como
n n 2, 5
a X Z o e X, — 0
j=1 ir ] j=1 jr ] P > o
se tiene que
n z A,
a. (1 e ])x — 0
j=1 ir J
r>w



De donde se deduce que

Z A
a. (1 e Iy Lo pa
jr
>0
y como y_ mno es cerrada hay por lo menos
cuales (ajr)ﬁ>1 no converge a cero, pues

ria autovector de T,.. Para dichos valores

0

Y por lo tanto

zZ Ay — i2n.Z para al nenos
J r-+>o
por lo cual
arg(zrxj) = arg(zr) + arg|xj)

indices j, en contradiccidn con la propie

20

ra todo 1< j € n,

dos indices j para los
n caso contrario x se-

de j se tiene

dos subindices j,

—— 0 para al menos dos
p—Ho

lad H2 que T, verifica.En

0
/177

ida, X no es errante.

CARE PARA CADA ORBITA

consecuencia , si la Orbita Yy DO es cerr

ITI. 2.

CONSTRUCCION DE UNA TRANSFORMACION D! POI

CERRADA:

Si y es una drbita cerrada de f. existe
0

6rbita de xj = A_lej y Toxj = ijj ; S

Y = Yj' Mas afin, ' :R > S estd dad. por
3
de kj es un nimero real determinado »ror f
g—tyx (t) | = £, (y, (t)). seg
j t=0 0 j

€ j € n tal que y es la

:glin la notacidén adoptada

itk
= Jx.
j

Yx.(t) don-

J

€ ]

ya que

2

0

.n puede verificarse de



inmediato.

n
Sea E. = a, X, : a. € R} sea V. = E. N S, entonces V. es
j {k§1kk j » Y j j ’ j
una seccidn trasversal al flujo en X, . En efecto, Tx Vj = V., vy
1 3 ]
Tx Y. = [itk.xj t € R} , por lo tanto Vi y Yj tienen interseccidn
j

trasversal.

Se elige un entorno U. de xj de manera que la funcidn que se cons-
truye en los prdximos padrrafos esté@ bien definida.

g.:0., NV, » Vj es la transfornacién de Poincaré asocia-
da a Yj y Vj,dada por:

gj(x) = YT(X) de modo que

(i) Yr(x) € Vj

(ii) v = inf{t(x), 0 < T(x), Yr(x)(x) € Vj}

zj(y)T0
Dado un punto y ¢ Vj n Uj , se tiene que gj(y) = e y para un
valor adecuado de zj(y) ¢ C, pero
n
y = Z VX ©onm ys € R, por lc tanto
k=1 ]
. . A
i n zj(y)Ak zj(y) 3
g.(y) = 2 Yie X. con y.e € R.
] K&q < 3

Luego

zj(y)xj = oy + i?hj(y)1 » com ay € R, hj(y) € 2.

Como la funcidn hj es continua, en un entorno de xj es constante e



igual a h.(x.).
gu 3 (%5

En la demostracidn del lema 14 es necesar o conocer en forma expli-
cita la aplicacidén tangente de gj, y un ¢ mino adecuado para calcu-

larla es considerar la siguiente extensidn de gj:

G.:W. = E, con W, un entorno de V., en E., y W. C U,,

. ] ] ] ] ]
dada por
1/2 -1/2
Gj(x) = (Ax,AXx) .gj((Ax,Ax) .X).
Es claro que Gjls N Uj = gj, de modo que si u € Tx Vj, entonces
3
T g.(u) = DG,.(x,)(u).
x.gj( ) J( J)(
]
OBSERVACION 20: Para todo u € Tx Vj se tiene que
3
z.(x.)A, z.(x,)T
= 4 I R itticno
DG, (x;)(u) = Fx wolxs + tu)tlo.xje X+ e u
-1/2
donde wj(x) = zj((Ax,Ax) %)

En efecto

. 1 -
DGj(xj)(u) = %ig T (Gj(xj + tu) - Gj(xj)) =

w.(x.+tu)T
1 1/2 I3 ‘ O(x + tu)
= lim T {(A(x., + tu),A(x_.+tu)) . 3 v/ X.} =
t+0 ] ] (ACx +tu),ACx ttu)) :
w.(x, + tu)T w.(x. + tu)T
= 1im % . (e 3 Oxj + te 3 7 0u - xj) =



1 W, (x, + tu)i. Wo(x, + tu)T,
= 1im T (e -1)x%x. + lim ] u =
t>0 t+0
z.(x.)A. z.(x.)T
= %; Wo(x, + tu) | az.e d 3 dx. e 33 %
j czo 3 j
OBSERVACION 21:Si u ¢ T_ V. entonce: u = 2 u, x, , es decir, u no
X. J . kTk
j k#j
aTO
tiene componente segin xj; €n consec.uencia e u tampoco tiene com-

ponente segiin xj.

n

Para demostrarlo, sea u = z u, x, ¢ . V. , como u € T. S debe ser
£ k7K X. ] X.
k=1 j 3

Re(ij,Au) = 0, y como el vector u ] :rtenece a Ej se tiene que su

j-ésima coordenada es real, es dec r,uj € R.

Operando
n n
= ( -
Re(uj) Re\ej,kglukek) Re(ij,A(kzluka))
= Re(Ax.,A1)
Por lo tanto uj = 0.
aT
Ademéds, como los X, son autovectores de e para todo a € C, se
aT aAk
tiene que e u = Z ue X). »es de :ir qQue es un vector sin compo-
k#3 ‘
nente segiin xj.
z.(::.)kk z . x.)Ak
OBSERVACION 22: Los autovalores de T gj son e J y e 3
"3

donde k toma todos los valore¢s entre 1 y n salvo j.

En efecto, si A # 0 entonces \es aut valor le Tx gj si y sbélo si
3



tal que T (u)
X

i

g.

i e T V.
existe u X '3 3

j
vaciones 20 y 21, esta condicibn es ¢ )
2. (x.)A.

J( 173

e X .
]

7z .
|

+ e

tores u y e u no tienen compon

. L)AL
z (x])

J

Como e la ecuacidn tiene

y en tal caso

aja

w
v 5 (%

z.(x.)"

lo tanto A es un autovalor de e ] ]

sin componente segin xj. Debe ser A =

para algin k # j, 1 < k < n

DEMOSTRACION DEL LEMA 1u4:

En virtud de las observaciones 20, 21
Zj(xj
to de autovalores de T g; es {e
i
Este conjunto tie.e interseccidn raci

z.(x.)Ak
ria, ya que |e 13 | 1 sbélo es

esta Gltima condicidn es incomrati

y

es imaginario puro, pues T, tiene la

0

Fn consecuencia Tx “j no tiene autova

3

g es hiperbdlica.

'esulta e

24

Au, De acuerdo con las obser-

uivalente a

(xj)T0

u =)x.u, donde los vec-

‘nte segin X5

solucidén si y sdlo si

z.(x.)T
] Ou = Au, y por

correspondiente a un vector

z.(x.)A z.(x.)A

e 3 k ox=z=ed k
y 22 se tiene que el conjun-
A Z.(X.)A

ko, e 173k g5y,

con la circunferencia unita-

erda.lera cuando zj(xj)kk € iR,
le ¢c>n el hecho que z.(x.)Aj

4 3 (%5023
ropi:dad H2.
es decir,

ores de médulo 1,

/77



ITTI.3.

CALCULO DE LAS VARIEDADES ESTABLE ). IN 3TABLE DE y. (1 < j < n)
J

Tal como se comentd en el capitulo I , para calcular las variedades
estable e inestable de una drbita cerr: la h: perbdlica es preciso
determinar previamente las variedades ¢ stable e inestable locales

de una transformacidén de Poincaré asociida a la drbita que se estéd

analizando:

wS

loc(xj’gj) = {x ¢ Vj N Uj gg(x) > X3 cuando n + =},

Sea X € Vj N Uj’ entonces

n n zj(xj))\k
x= kzlakxk , aj € R, vy gj(x) = k§1xke X) s
donde
zj(x))\j = rj + i2ﬂkj, rj € R, kj € 2,
y ademés Zj(xj) = i2n;j , con hj € Z; ya se vio qu=2 por la conti-
J
nuidad de zj(x) debe ser hj = kj'
Componiendo % consigo misma
z.,(x)T
2 j2 0
.(x) = g.(g.(x = e
g;(x) = g;(g (%)) X ,
y en general
n n-1 zjn(X)T
gj(x) = gj(gj (x)) = e x ,>ara todo n € N,

y los zjn se relacionan por la férmila:

= i
zjn(x))\j Zj(n-l)(X)Aj 3 rjn + 1.nkj, r._ ¢ R,



Por lo tanto

.z, (x) = A,z
AJ ) AJ

.+ 1 . =
in )(x) + Pjn 12wk]

j(n-1

= Ajzj(n—Q)(X) + rj(n—l) + 12nkj + Pjn + 12nkj =

= o o e - e 2 . X y (P. + “ e . t . t Dk.i?" -
- r. 1 r. + LI t r. ) + (n'l k.i?“

. . s . - .
Estas relaciones permiten asejurar que X ¢ wloc(xj’gj) si y sblo si

ezjn(x)TOx _ g ezjn(x)xk
L oy X, — xj .

y una condicidn necesaria y sificiente para que esto ocurra es:

z. (%)
ae in k — 0 si k # 3
. no>o
(*) z. (%)
a.e in J _ 1
] N>

Si x estd suficientemente prdcimo a X5 se puede suponer que aj > 0,

y en ese caso las condiciones (%) son equivalentes a:
z. (<)
- - jn k
=0 &6 e —_— 0
N >

que equivale a

=0 8 Re(z.n(x)kr) —_— -~
) N>

it

z. (X))
a.e in J————» 1
n-o>ow
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Si la sucesidn {e J coiver: 2, entonces la sucesidn

{Re(Ajzjn(x)) Pyt ra ... bt n ¢ Nles acotada.

Por otra parte

- . A
Re(zjnxk) = Re{[(rj " le + .. + Pjn) + (n+1)kjl2“]T§}’

por lo tanto, si Re(zjnkk)'———-- —c entcnces
n = 9

Re( %k.(n+1)kj2ﬂi) - —_— -»

J I. &> o

La condicidén recién mencionada :@:quivale a:

27n.Re( %« . i)
j n o+ o

y esto ocurre si y sblo si Rel %k . 1) < 0.
3

En consecuencia, para qQue se verifiquen las condiciones (%) es nece-

sario que % < arg( %k . 1) < %n , est es, 0 < arg( %k ) < m ,0 sea
j 3

que debe ser 0 < arg(Aij) <

Por el modo en que han sido orc:nados 1 s autovalores de TO’ esta

inecuacidn se verifica si y s81)» si ay 0 para todo k < j .

<
-

Queda entonces caracterizado w])

C(xj,gj por:

s

M1ioc apx, tal que 0,=0 si k<j).

- = V. N U. =
(x]g]) {x € 5 5 .

]
nes~—3g

k

Por definicidn
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y por lo tanto,c8lculos anflogos a los efectuados para el andlisis

de la variedad estable local permiten demostrar que

n
u
= N . = = i 1
wloc(xj,gj') {x € vj Uj D 4 kzlakxk, ak 0 si k > ]}-
Se ha demostrado en el lema 9 qu Ec(x) NS es conexo, por lo tan-
to vy € ws(y.) = U o (W (x.,'2)) si y sblo si existen z € C
Jj t loc J J
teR
s T0
X ¢ wloc(xj’gj) tales que y = e X ; esta condicidn equivale a
zkk
y = z o, e X a # O , 2 € C .
.k k
k23
zTO s
En efecto, si ay # 0 para un k < j , 2ntonces e X ¢ wloc(xj’gj) s

independientemente del nimero cor >lejo 2z que se considere.

En consecuencia
s
W (yj) = {x ¢ S X a x5 A £ 0} .
Andlogamente se obtiene

u -
W (Yj) = {x e S z.akxk > ay ¥ 0} .

DEMOSTRACION DEL LEMA 15:

Sea X € w“(yj) n Ws(yk) , con j k, euntcices

n
X agXs o donde a. # 0, o) # 0 7 ademés

a, = 0 para todo i < k, y a, = ) para todo i > j.
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Se observa en primer lugar qQie j 2s mayor que k., Si para 1 € i € n

+ -
se denota E., = {y e L : y = z y.x,}) , vy E. ={yeFE :y= 2 y.x. ),
1 t<i tt 1 t>1 tt

entonces los espacios tangen es a las variedades estable e inesta-

ble en x son:

u _ + s -
T (v3) = T,SNTL y T W (y) = T,SNE .
Por lo tanto wau(yj) tiene «imensidn 2j - 1, y was(yk) tiene di-

mensién 2(n - k) - 1. Ademds la interseccidn de ambos subespacios

es:
wa“(yj) N was(y]) ={yeTs y= ] yxl,

cuya dimensién es 2(j - k) - 1,

Por lo tanto:

. u s = oL k1 (54—t -
d1m(TxW (Yj) + TV (Yk)) = 2j-142n-2k-1-(2j-2k-1)

= 2n - 1 = dim T(S,

y en consecuencia la interseccidn de las variedades considerada es

trasversal. ///

DEMOSTRACION DEL LEMA 16:

Sea 0 # x ¢ E, y sean u , p :R + R las finciones dadas por

saTo saTo _ saT saT
p(s) = (Ae X,Ae x) y u(s) = (Ae X ,Ae x).



Se observa de inmediato que u(0) u(0) = (Ax,Ax) > O.

n saT0 n .
Si x = Z a.X. entonces Ae X = z Aa.e I, s Yy como

saT
Re(axj) > 0 , resulta que Ae X + 0 cuando s + -«

Considerando el conjunto {xé , 1 < 3j < n} de autovectores de T co-

n
rrespondientes a autovalores{A! , 1 € j < n}ly x = 2 a! x! ,se
j g2 373

saT n saxl

tiene que Ae X = X Aale Iyt » ¥y como Re(a)!) es positivo pa-
551 3 i

saT

ra todo j, Ae x + 0 cuando s - -=
saTO saT
Si s »+ +o , entonces |Ae x| > +o y |Ae x| » +o , pues A es
saTo saT

isomorfismo lineal y continuo, y tanto |e x| como |e x| tien-

den a infinito con s.

Por otra parte, derivando yu,

saT0 saTO
p'(s) = 2Re(Ae X,AG Toe X) =
saT saT
= 2Re(Ae OA-ly,(AuTOA—l)(Ae OA-i)y) .
donde se ha tomado y = Ax.
Luego
-1 SaTo -1
p'(s) = 2Re(ykAaToA D) con y' = Ae Ay,

y por lo tanto:



n
u'(s) = 2Re z ytak.;! = 2Re z a .ly!|2.
: iT7373 524 1073

La eleccidn que se hizo de a permite asegur.r que u'(s) > 0.

La funcidn Gl#(E)XE + R, que al par (T,x) Le asigna el nimero
Re(Ax,AaTx) es continua, y toma valores posirivos en (To,x) para
todo x € S, por lo tanto es positiva en (T,») para todo x € S y pa-
ra todo T en un entorno W de TO' En consecuc¢icia, para todo x € E_
y T ¢ W, se tiene que Re(Ax,Aalx) > 0.

_ saT saT _
Como u'(s) = 2Re(Ae <,AaTe x), queda »robado que Wu'(s) > O

para todo s ¢ R. Entonces E, € UR y E. € UR!
% t o t
teR teR

Ambas uniones son disjuntas:

Suponiendo que existen t, # t tales que b(tla,s) N ¢(t2a,S) 7o

1 2
tiaTO 2aT
deben existir x,y € S tales que e X = e ys lo que impli-
-t aT, tyal, (tz—tl)aTo _ )
ca que x = e e y = e y . omo u es biyectiva,
para que esto ocurra deben se t, = t1 y X = y.
En forma andloga se demuestra qe R% N R% = . /77
1 2

DEMOSTRACION DEL LEMA 17:

Es claro que h lleva las &rbitas del camjo T, en &6rbitas del campo



T; para probar que es homeomorfismo se consid ra la aplicaciédn

Q:CxE* _— E*

zT0
(z, x) —> e ¥ = ¢(z,x)

]

de la cual sdlo serd de interés la restriccid

Como
zT zT

Dp(z,x)(g,v) = e Oy + Ee 010

resulta que

Nu(D¢(z,x)) = {(g,v) : v + ET x

= 0

a R.axS.

zT

0(v + ETox)

= C.(1,—T0x) .

Este conjunto es un espacio vectorial rc¢il, y una base del mismo

es: {(1,-T0x) . (i,—iTox)}

Por otra parte, el espacio tangente a R. (xS e1 un punto estd dado

por:

T (R.axS) = {(g,v) Re(/

(z,x)
de modo que

Nu(D¢p(z,x)) N T(z (R.axS) = {((at,-at’

»X)

Se vio en la demostracidn del lema 16 qu

tanto Nu(Dp(z,x)) N T(z’x)(R.axS) = {0}
M4ds atn, como Re(Ax,qATx) > 0 para todc

Nu(Dy(z,x)) N T(z’x)(R.axS) =

1,AV)

Ox)

0y & at, t € R},

t ¢ Ry Re(Ax,A(-atTyx))=

Re(Ax,AaTox) > 0, por lo

T ¢ b

{0}

se obtiene que
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En consecuencia ®|R.axS y ¥[R.axs son difeomorfismos, y por

lo tanto homeomorfismos entre R.axS 'y T,

Lo inico que queda por ver es que h y su inversa son continuas en

el origen.

Una sucesidn (xk) c E, tiend: a cero si y sdlo si existe una su-

cesidn (t,) C R de tal modo jue

t, —* - s Y X
k k¥4 k tk

por lo tanto si X T 0 se tiene que h(xk) € R{
ke k k+wo

y en consecuencia h(xk) —* 0
) k>

Andlogamente se prueba que si (yk) C E, converge a cero enton-

ces hl(y,) — o . /17

ke



IV.CONTRAEJEMPLO

Se desarrolla a continuacifn un ejemplc que demuestra que no es
posible omitir 1la hipdtesis de que T, posea la propiedad H2 en
el enunciado del teorema 5,
En el espacio E = C2 con la base ortonormal g = {e1,e2} » Se con-
sidera T0 ¢ L(E,E) dada por

To(xie1 + x2e2) = A,%4€; + rA x,e, donde O # A, es un

nimero complejo y 1r = % es un nimero racional, cociente de los

enteros p y q.

Dado € > 0 sea X ¢ R tal que |x - r| < £ y sea TA e L(ELE)

I, |

la transformacidn

T}‘(xle1 + x2e2) = AqXq€0 t AX X8,
entonces

(Ty - T)‘)(xle1 t x,e,) = (- A)r .8,

y por lo tanto

lTo - TAH < Ir‘ - AIlAll

Es decir que

" - i
To TX < €
Las 6rbitas de TO y TA por un punto x = x,e, + X,e, son:
zT

EO(X) = (e (xle1 + x2e2) z ¢ C



= {e x,e, t e X, e, ze C} , ¥
ZTA
E (x) = {e (xle1 + x2e2) z ¢ C} =
zkl ZAxl
= {e X €y + e x2e2 z ¢ C}

Cualquiera sea x ¢ E, la 6rbita Eo(x) tiene entrecruzamientos, y

por lo tanto no es homeomorfa a C. En efect»:

Zr) 1
X

€ 2

tiene soluciones no triviales. Basta consid:rar z ¢ C tal que

zAl y erl sean multiplos enteros de 27i, lo cual se cumple si

Ay
z = k — - q - 2m1i k ¢ Z.
[2q]
En campio si ) ¢ Q, las finicas dr»itas de TA no difeomorfas a C

son aqQuéllas que contienen a e, © e, > ya que el sistema

no tiene solucidn no trivial. En efecto,si nara un par de nimeros

enteros k y k' el sistema

zAl = (27i)k

zkkl = (27i)k!
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tiene solucidn no trivial, se concluye que A= %, , en contra-
diccidn con la eleccidn ce A .,
Si en el ejemplo expuestc se considera IAll 1y Irkll 1 , se

T
. _ . . e 0
advierte que no es razonable imponer la condicidén de que e sea

hiperb6lico para obtener resultados satisfactorios sobre la esta-

bilidad de campos vectoriales complejos.



APENDICE I

VARIEDADES DEFINIDAS EN FORMA IMPLICITA

TEOREMA

Sean X e Y variedades de clase C' modeladas en espacios de Banach

E y F respectivamente, y sea f:X » Y una aplicacién de clase c” y

A = f-1(b) . S1i A#¢ y f es sumersibn, entonces A es una subva-

riedad cerrada de X, y para cada a ¢ A , el espacio tangente TaA
se identifica con Nu(T f).
a

DEMOSTRACION:

Sea a ¢ Ay sean (Ww,W,E) y (w',W',F) mapas centrados en a y en
b = f(a) respectivamente, tales que f(W) C W'; si Q@ = w(W) y

Q' = w'(W'), sea g = w'ofow_1:9 + Q'. Es inmediato verificar que
Dg(0):E » F es un epimorfismo directo y que g(0) = 0.

Sea q,:g1 + Qg un difeomorfismo C* entre entornos de 0 en E,

Qg C Q> de modo que g, y(g) Dg(0)(g) para todo ¢ ¢ Q4 3 conside-

w-low:U > Q, se obtiene un difeomor-

"

I |
rando U = w “oylg,) y u
fismo Cc* tal que el diagrama
u 2,

U
£ l l Dg(0)
W

vV = —_ Q' = 92 es conmutativo
vaw'

Se obtienen asi mapas centrados (u,U,E) en a, (v,V,F) en b, tales



que Vvof ouTl = Dg(0):R = u(U) > 8, = v(V).

Por consiguiente u(A NU) = u(f-l(b)) = Q N Nu(Dg(0)). Como
Nu(Dg(0)) es un subespacio directo de E, resulta que A es subvarie-

dad. Para obtener una caracterizacidn de TaA basta observar que

Tau(TaA) = Nu(Dg(0)), de modo que

T,A = (T_u) “(Nu(Dg(0)) = (T_w) *(pg(0) 1(o)) = (1 £)" (T v) " (0)=

-1
= (T_f) "(0) = Nu (Taf)' /77



APENDICE II

TRASVERSALIDAD

DEFINICION: Sean X ¢ Y variedades diferenciables , Z C Y una subva-

riedad y f:X + Y una aplicacidn ¢, f es trasversal a 7 en Xy € X
si f(xo) d 7 o f(xo) € 2 y la composicidn

T X — T Y — T Y /T Z
0o T £ f(xo) f(xo) f(xo)
%0

es un epimorfismo directo. F es trasversal a Z si lo es en todo x ¢ X.

La condicidn de trasversalidad entre f y 7 se puede resumir mediante

las siguientes dos condiciones para todo x ¢ f—l(Z):

1

(i) (Txf)- (T )Z) es subespacio directo de TxX

f(x

Y =T

(ii) Tf(x) Z + Tm(Txf),

f(x)
remarcando que en el caso de que las variedades sean de dimensidn
finita la primera condicidn es superflua.

LEMA: Sean X e Y variedades, Z C Y subvariedad y f:X » Y de clase Cm;

entonces si x,. ¢ f-l(Z) son equivalentes

0
(i) f es trasversal a Z en Xg -
(ii) Existen mapas centrados en Xo ¥ f(xo), (u,U,L) y

(v,V,F), y subespacios suplementaries F1 y F? de F

tales que

(a) f(U) CV
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(b)) v(V) = @Q xQ2 con Qi entorno de 0 en Fi (i = 1,2)

1
(c) v(v.NZ) =g x{0)

- "1, ‘2
(d) PQOvaOu :u(U) » @, es sumersidn.

DEMOSTRACION: Si vale (ii) se tiene que la composicidn pQODvofou-1(0)

es epimorfismo directo, y como u y v son difeomorfismos, resulta
que f es trasversal a 7.
Si vale (i) y (u,U,E) ¥y (v,V,F) son mapas centrados en x, y f(xo)

para los cuales valen (a), (b) y (¢), v(,fou—1 debe ser trasversal

a le{O} en 0, asi que la diferencial de gy = p2ovof u-1 en 0 es
epimorfismo directo. Entonces pgovofou_l:g + Q, es una sumersidn
en un entorno de 0 ¢ Q@ C u(U). Considerando U = u—l(Q) se verifica
(ii). v

PROPOSICION: Con las mismas hipétesis que en el lema precedente, se

supone que f es trasversal a 7, entonces:

(i) f—l(Z) es subvariedad de X

o s -1, -1 - -1 7
(ii) si xg ¢ (z2), T, (f "(2)) = (Tx £) (Tf(x )é)
0 0 0
(iii) si Xy € f—1(Z) entonces T  f induce un isomorfis-
0
-1
7
mo entre TXOX / Txo(f (z)) vy Tf(xo)Y / Tf(xo)”.

FEMOSTRACION: Si f-l(Z) # ¢, con la notacibén del lema previo se tiene

Yy nu=fYznv)ynu = u—l(ggl(o)) . Como g, es sumersién,
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g;1(0) es subvariedad de u(U) y por lo tanto £71(z) N U es subva-

riedad de U.

1

T u(Tx (f-l(Z))) = Nu(Dg,(0)) = (Dvofou-l(o))— (F,), lo que prue-

xo 0 1

ba (ii), y (iii) es una consecuencia inmediata de (i). i
DEFINICION: Si Xl’ XQ, Y son variedades, dos aplicaciones f1:X1 - Y,

f2:X2 > Y de clase C se dicen trasversales si la aplicacidn

fle2:X1xX2 + YxY es trasversal a la subvariedad diagonal AY C yxy.

OBSERVACION: La trasversalidad entre fl y f2 equivale a que para

todo (xl,x2) € Xlxx2 tal que fl(xi) = f2(x2) la aplicacidn

Tx1X1XTx2X2 —_— Tf(xi)Y dada por (V1’V2) -+ Txlfl(vl)—Tfo

es epimorfismo directo, que a su vez puede enunciarse mediante el

siguiente par de condiciones:

(i) {(v1,V2) T, fl(v1) =T f2(v2)} es subespacio direc

1 Xy
to de T X, xT_ X
Xy 1 x2 2
(ii) Im(Tx fl) + Im(Tx f2) = Tf(x )Y
1 2 1
Por lo tanto, si £, v f, son trasversales el producto fibrado
_ -1 X
X1 ; X2 = (fle2) (AY) es vacio o es una subvariedad de XIXXQ.
este Gltimo caso, si fl(xl) = f2(x2) entonces
T (X x X,) =T X x T X
(xl,x2) 1 Y 2 x4 1 X, 2



= {(vi,v2) Tx1f1(v1) = Tx2f2(v?)]

Es inmediato que la trasversalidad entre una aplicacidén f:X > Y y
una subvariedad Z de Y equivale a la trasversalidad entre f y jZ ’

donde jZ es la inclusidn de 7 en Y; en tal caso la aplicacidn

x * (x,f(x)) define un difeomorfismo entre f-l(Z) y X x 2.
Y

Finalmente , dos subvariedades Xl, X2 de X se dicen trasversales si

lo son las inclusiones j1 y j2, o lo que es equivalente, si jl es

trasversal a X2. En tal caso X1 N X2 es una subvariedad de X , y

N = N N
ademés Tx(X1 X2) T X TxX2 para todo x € Xl X2.

x 1
En efecto,pj:X1 X X2 > Xj (j = 1,2) son inmersiones regulares-
X
. . -1
= = N
Xy ; X, (]1X32) (Ax) {(x,x) x € X, X2} y
= x = N
T(x’x)(x1 X2) Txxl TXX2 {(v,v) v € TxX1 Txxz}.
X T X xX
(x,x)

TH Jooda

%“Q.Ciww(



BIBLOGRAFIA

[D] J. Dieudonné, Fundamentos de Anflisis Moderno. Editorial Reverté.

[H.S] Hirsch,M.W. / Smale,S. Differential Equations, Dynamical
Systems, and Linear Algebra. Academic Press.

[L] Larotonda, A.R. Notas sobre Variedades Diferenciables.Universi-
dad Nacional del Sur.

[P] Pugh,C. On a Theorem of P. Hartman. Ame—ican Journal of Math.
Vol XCI N©°2 1969.

[p.s] Palis,J. / Smale,S. Structural Stability Theorems. Proceedings
of Symposia in Pure Mathematics. Vol. XIV

[s] Smale,S. Differentiable Dynamical Systens. Bulletin of the

American Mathemarical Society. Vol 73 N°6 1967

O)JUU

G

g\.?-‘\'d\\)z‘m{ %w{”



	Portada
	Abstract
	Introducción
	Apéndice I: Variedades definidas en forma explícita
	Apéndice II: Trasversalidad
	Bibliografía

