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CAPITULO l. EL PROBLEMA DEL CALCULO DE SUMAS RETICULARES

1.1 Introducción

Las interacciones electrostáticas desempeñanun papel fundamental en la
determinación de las propiedades fisicas de los materiales, y en particular
de los sólidos cristalinos. Muchasde esas propiedades sólo pueden estudiarse
en el marco de la Mecánica Cuántica, pero para otras puede usarse una descrip
ción clásica en términos de la interacción coulombianaentre distribuciones
de carga. Entre éstas citaremos la contribución electrostática a la energía
de cohesión y a la energía de los defectos, el campoeléctrico local y su
gradiente, las constantes elásticas, etc. .

Al evaluar una cantidad física originada en las interacciones electrostá
ticas que existen en un cristal es necesario sumar las contribuciones de un
númeromuy grande de celdas. Ello se debe a que el potencial coulombiano es
de largo alcance, de modoque el resultado de la smna no puede de ninguna
manera aproximarse calculando las conü'ibuciones de las celdas más cercanas.
El cálculo de estas sunas, que llamaremos "sumasreticulares", presenta dos
clases de problemas: uno es la lentitud de la convergencia; el otro es que
para algunas sumas la convergencia es condicional, lo cual implica que el
valor de la magnitud en cuestión depende de la forma del cristal.

Dadoque sumar estas series término a término insume un tiempo muy largo,
se han propuesto muchosmétodos para acelerar su convergencia. Unode ellos,
llamado "de suna por planos", ha sido extendido por nosotros en varios artícu
los, ampliando considerablemente su campode aplicación y su practicidad.
Desde el punto de vista computacional este método se compara favorablemente
con los de otros autores, incluyendo el conocido método de Bwald.

El principal objeto de esta Tesis es el de describir extensamente el método
de sumapor planos, con especial referencia a nuestras contribuciones al mismo.

Otro objeto de la Tesis es el de ofrecer una discusión exhaustiva de las
propiedades de convergencia de las sumasreticulares, cuyo conocimiento es
necesario para un correcto empleo de los métodos de cálculo. Untratamiento
unificado cono el desarrollado aquí no se encuentra en la literatura corriente,
pues por sus características no es adecuadopara rm trabajo de investigación.
Por eso creenos que su inclusión en esta Tesis se justifica de por sí, y no
solamente comouna introducción al método de suma por planos.

Dentro del mismoespíritu, también henos incluido discusiones aclaratorias
de aquellos puntos sobre los cuales existe cierta confusión en la literatura
(dependenciade la energía electrostática con respecto a la forma, significado
físico de la fórmula de Bdald). Estas discusiones se basan en el tratamiento

de las propiedades de convergencia recién mencionado.



La Tesis está estructurada de la siguiente manera.
En el capítulo 1 trazanos un panorama general de los métodos propuestos

para el cálculo de sumasreticulares. Este tratamiento no pretende ser exhaus
tivo, pero una revisión completa de la literatura excedería ampliamenteel
marco de esta Tesis, pues los U'abajos sobre el tema se cuentan por decenas.

En el capítulo 2 estudiamos las propiedades de convergencia de las sumas
reticulares electrostáticas y discutinos su interpretación física.

En el capítulo 3 tratamos el métodode Bwaldy las dificultades asociadas
con el mismo.

En el capítulo ¡4desarrollamos en detalle el método de sumapor planos.
En los capitulos 5 y 6 cOnsideranos dos aplicaciones de las fórmulas obte

nidas: en el primero hallamos una expresión de uso práctico para la energía
elecn‘ostática de los cristales iónicos; en el segundodescribimos un estudio
de las propiedades ferroelécu‘icas del ferrocianuro de potasio trihidratado,

KuFe(CN)6-3H20,en el cual hemos supuesto que éstas se deben a las fuerzas
electrostáticas que actúan sobre las moléculas de agua.

1.2 Métodospara el cálculo de sunas reticulares

los métodospropuestos para acelerar la convergencia de las sunas reticula
res pueden, grosso nodo, dividirse en dos clases. Algunos, llamados "de suma
directa", consideran contribuciones de grupos de iones elegidos en forma tal
que 1a parte de convergencia más lenta se cancele. Otros en cambio efectúan
una transformación matemática (aplicada a toda 1a serie o sólo a su parte de
convergencia más lenta) que lleva a una sumatoria sobre la red recíproca.
Una variante de los primeros la constituyen los que denominaremos"métodos
mixtos": en éstos las conü‘ibuciones de los iones cercanos son sumadasdirec

tamente y las restantes son reanplazadas por una integral, que luego es
transformada en otra expresión más fácil de calcular.

Las sumasa las cuales nos referir-mos en este capítulo son 'del tipo

A

{qu|%-?u—;¡|'1 (conzqu=0) (1)
A1,)2,A3 (¡:1 (1:1

o bien n
5——3——x——|?—FA|‘1 (n>0) <2)

A19A2ax3 x1h 1 n

donde FA = A131 + A232 + A333 (Si = vectores primitivos de la red).



La expresión (1) da el potencial en un cristal fornado por A subredes

de cargas puntuales qa ubicadas en Fa; la (2) da el campode una red de
cargas puntuales y sus derivadas sucesivas*.

En la literatura han sido tratadas sumasreticulares electrostáticas
más generales que la (1) o la (2): por ejemplo, en el estudio de los modos
normales de vibración de un cristal aparece la suma (2) en la cual cada
sumandoestá multiplicado por el factor de fase exp(2ni í-F); en otro
contexto se han considerado cristales fornados por distribuciones espaciales
de carga no puntuales. Estos casos no serán tratados en esta Tesis.

1.2.1 Métodos de sumadirecta.

En cristales de alta simetría los momentosmultipolares de orden más
bajo de la celda elemental suelen ser nulos: esto pernúte obtener una
serie de convergencia muchomás rápida que la dada, mediante el expediente
de sumarlas contribuciones de las celdas enteras en lugar de las contribu
ciones de los iones individuales. Para ello naturalnente hay que poder hallar
una expresión explícita de la contribución de una celda genérica.

Unode los prineros trabajos en los que se emplea este método es el de
Evjen (1932), que se refiere al cálculo del asi llamado "potencial propio",
o sea el potencial en un sitio de la red (ec.(1) con 3:0, emitiendo el
térnúno A1 = A2 = A3 = 0). Un inconveniente muy conocido del método de

Evjen es el hecho de que cuando la celda elemental es tal que sus caras
tienen una carga neta no nula el limite de la serie no es único, pues
depende de la elección de la celda. POr ejemplo, en el caso del CsCl para
el potencial en un sitio Cs+se obtienen dos valores distintos según que
las caras de la celda elegida tengan iones Cs+o Cl—.Para evitar esta
dificultad otros autores (mjendal 1938, Frank 1950, Roy 19514,Dahl 1965)
introdujeron nuevas maneras de agrupar los iones para fornar la celda
elemental. Unavariante consiste en elegir comocelda un agrupamiento
lineal de iones c0n momentosdipolar y cuadrupolar nulos (Calara y Miller
1976). Todolo anterior se refiere al potencial propio en estructuras
cúbicas. Resultados para el potencial en puntos cualesquiera de la celda
por un método de sumadirecta fueron obtenidos por Hajj en una serie de

* Nótese que la serie (2) con n=0 diverge. Esta es la razón por la cual
hubo que escribir el caso n=0 por separado (expresi6n(1)), imponiendo
ademásla condición de neutralidad del cristal.



trabajos referidos al NaCly al CsCl (1972), estructuras cúbicas cuales
quiera (1973a y b), ortorrómbicas simples (197l4a), hexagonales (197%) y
triclínicas (1979). Hajj logró acelerar la convergencia de las sumatorias
construyendo una serie alternada y aplicando tm teorema demostrado por
él mismo.

1. 2. 2 Métodos "mixtos"

Una variante de los métodos de sumadirecta consiste en sumar las

contribuciones de los puntos-fuente más cercanos al punto-campoy reemplazar
la sumasobre los demáspuntos-fuente por una integral. Este procedimiento
ha sido empleado por Jones e Ingham (1925) para 3:0 en redes cúbicas, con
3 < n < 31 (para n=1,2,3 la convergencia de los términos smnados directa
mente es demasiado lenta), y fue mejorado por Misra (19%), quien adenás
determinó el error de la aproximación.

Recientemente Redlack y Grindlay (1972) han encarado el cálculo de la
expresión (2) con n=0 para un cristal finito de una maneraoriginal,
hallando una solución en témúnos de una sumadirecta sobre los puntos-fuente
más cercanos, más 1mdesarrollo polimmial, más términos que dependen de la
formay del tamañodel cristal. Al considerar un cristal iónico los términos
que dependendel tamaño (y que divergen cuando éste tiende a infinito) se
cancelan debido a la neutralidad de la celda elemental. En el artículo

citado se considera una red cúbica; en un trabajo posterior (Redlack y
Grindlay 1975) el método es extendido a una red ortorrómbica.

Cabenotar que el método de Evjen citado en la sección anterior es en
realidad del tipo "mixto", aunqueal considerar las estructuras del NaCl,
CsCl y ZnS el mismoes usado comosi fuera de suma directa, pues la contri
bución de la integral resulta despreciable.

1.2. 3 Métodos que emplean una transformación matemática

Según ya dijimos, los métodos de sumadirecta son en su mayoría aplicables
solamentea situaciones de alta simetría. Por otro lado, existe una amplia
gamade métodos que se basan en alguna transformación natemática, y por lo
general no adolecen de esta limitación. En la gran mayoría de los casos la
transformación empleada lleva a expresar el resultado comouna suma sobre
la red recíproca. Debidoa su mayorflexibilidad en cuanto a las aplicaciones
estos métodos en la actualidad han desplazado casi por completo a los de
sumadirecta. A esta clase pertenecen el método de Bdald, que es el más
universalmente conocido y empleado, y el de "suma por planos", del cual nos
Couparenos en esta Tesis. Los métodos más importantes de esta clase están



estrechamente relacionados entre si, siendo a menudoel uno una generali
zación o una extensión del otro.

Una forma general de tratar sumas reticulares en un espacio de m
dimensiones, del tipo

+ exp(21ri ÏÉ’É )
S(m,n)(r’psí) : Z + i 2 2A(n+1)/Ï

{(r —rx) + O }A1...Am

(n20) (3)

fue desarrollada por Epstein (1903, 1907). Obsérvese que para m=1 (m=2)
el parámetro p representa la distancia a la recta en la cual (al plano en
el cual) se encuentra la red de puntos-fuente. Epstein usa la relación

dt
I'(n/2) x_n/2 = of tri/2"1 e_xt

y la así llamada "transformación theta":

exp-r-r t+21r1k-r ={(-> +A)2 . ->->A

A]...Am . + +

Tam/2 e21r1 k'r X exp{_n2(íu+É)2/t + 211iÏu°;} (¡4)
111...}!

f-N

1_
vm

m

.(vmes el "volumen"de la celda unidad y Í” un vector de la red recíproca).
De esta manera se puede expresar el resultado en forma de dos sumatorias
rápidamente oonvergentes, una sobre la red directa y otra sobre la recíproca.
Este procedimiento, sin embargo, no puede aplicarse para n<mcuando p=0
y ÏÉ=0.Dadoque para una red tridimensional el caso palocarece de sentido
fisico, los resultados de Epstein no puedenaplicarse a la suma(1) o a
la (2) con n=1,2.

La primer aplicación de un procedimiento de este tipo al cálculo de lo
que más tarde se llanó "constante de Madelung"de un cristal fue llevada
a cabo por Madelung(1918). Este autor halló el potencial de todos los
iones que se encuentran sobre una recta o sobre un plano en puntos externos
a los mismosmediante una transformación de Fourier (la conu‘ibución de los

iones de la recta que contiene el punto-campoes hallada por sumadirecta).
Unacondición bastante restrictiva requerida por este métodoes que las
cargas puedan agruparse en rectas o planos elécufiicamente neutros.

Más o menos al mismo tiempo Ewald (1917, 1921) encontró una fórmula
muyconveniente para el cálculo del potencial de una red de cargas q
sumergida en una distribución espacial uniforme —q/v(v = volumen de la
celda), que también emplea la transformación theta (ec.l¿). La fórmula de



Ewald omite el término 1-2“= 0 en la suma sobre la red recíproca, de modo
que el potencial queda determinado a menosde una constante aditiva. Sobre
este punto y las ambigüedades que surgen en conexión con el mismovolveremos
en el Capitulo 3. Aqui nos limitaremos a decir que en los casos de interés
práctico dicha fórmula lleva al resultado correcto lo cual, junto con su

relativa sencillez, explica que sea la másusada en esta clase de cálculos.
Por derivación de la fórmula de Bwald, Kornfeld (192u) encontró expresiones
para las sedes del tipo (2) con n=1. Dadoque el númerode sumatorias a
calcular aumenta con el orden de la derivación las fórmulas de Bdald-Kornfeld

no son de uso muypráctico salvo para n pequeño. La extensión del método
de Bwald a sumas con n > 0 fue tratada también por Aung y Strauss (1973),
Phílpott y Lee (1973) y Cumuinset al. (1976 a, b).

0110 método muyconocido para el cálculo de la expresión (1) es el de
Bertaut (1952). Este autor reemplaza las cargas puntuales por distribuciones
esféricamente simétricas, logrando con esto una mejor convergencia para la
serie sobre la red recíproca. El resultado de Bertaut queda expresado en
términos del así llamado "factor de estructura", muyusado en cristalografia.

Una variante con respecto al método de Bwaldfue sugaida por Nijboer y
de Wette (1957) para la serie (3) con p=0, y consiste en introducir una
función auxiliar u(A) para mejorar la convergencia de la serie dada:

X s(A) = Z S(A) u(A) — Z s(A){ 1 -u(A) }

{A} {A} {A}

Dicha u(A) debe elegirse de modoque la primera de las sumas del segundo
miembroconverja rápidamente, que ningma de ellas tenga términos infinitos
y que la segunda sumapueda transformarse amliticanente al espacio recí
proco. Conla uu) elegida en dicho trabajo se llega al mismaresultado
que Epstein. Posteriormente, Nijboa' y de Wette (1958) modificaron su enfoque,
pasandoa considerar por separado la contribución de cada plano cristalino.
Si el plano en cuestión no contiene el punto-camposu contribución tiene
una expresión muysencilla, que para el caso del potencial coincide con
la de Madelung(1918); de lo contrario se introduce la u(A) recién mencionada.
El procedimiento de Nijboer y de Wette (1958), que pasó a ser denominado
"métodode sumapor planos", fue posteriormente extendido y gena'alizado
por los mismosy por otros autores, incluyendo al que escribe. Este método
es el tana principal de esta Tesis y será desarrollado en el Capítulo ll.
Una generalización del trabajo de Nijboer y de Wet-te (1957) fue propuesta
por Williams (1971). Unade las fórmulas obtenidas por este autor coincide



con la correspondiente de Bertau‘t (1952), lo cual constituye un ejemplo
de los muchoscasos en que los métodos de transformación al espacio recí
proco resultan estar intermlacionados.

Para finalizar, citaranos el métodode Pis'mennyi (1980) (para sumas
del tipo (1)), que es uno de los pocos en los cuales la transformación
matemática empleada lleva a una suma sobre una red que no es la recíproca.



CAPITULO 2. PROPIEDADES DE CONVERGENCIA DE LAS SUMAS

RETICULARES

2.1 El potencial en un cristal perfecto: notación a emplear

Uncristal perfecto está constituido por un núnero muygrande de
unidades idénticas,llamadas celdas, que se repiten en forma periódica en
las tres dimensiones, y puede caracterizarse dando los siguientes elementos:
—una red ideal de puntos (red primitiva) espaciados regularmente de

acuerdo con la fórmula

É
A

que da el vector posición de uno cualquiera de ellos. Los Ai son enteros

=Á131+Á232+Á333

cuyo rango de variación está determinado por el tamaño y la forma del

cristal, y los Si son tres vectores no coplanares llamados "vectores
primitivos de 1a red" (el subíndice Aes en toda esta Tesis una notación
abreviada para el conjunto de enteros (A1,A2,A3)).
—Unadistribución de materia que ocupa el espacio del paralelepípedo

determinado por los 31., y que componela celda elemental del cristal.
Dadosestos dos elementos, el cristal resulta de asociar una celda a

cada punto de la red primitiva de manera que puntos honólogos de las celdas
(por ejemplo los centros, o determinado vértice de cada una) coincidan con
los puntos de la red, y que todas las celdas tengan la mismaorientaci6n*.

Desdeel punto de vista electrostático lo que interesa es la distribución
de carga en la celda elemental, o sea la densidad pG‘). la función Mr)

* En conexión con la notación cristalográfica usual conviene hacer una
aclaración. Supongannsque la distribución de materia que forma la celda
elenental consiste de dos átomos idénticos ubicados el uno en el origen de

la red y el otro en %(31+32+33).La estructura resultante es una red centrada,
que ya no es primitiva: los verdaderos vectores primitivos serían ahora
1 + + + 1 + + + 1 + + + .
ï(a1+a2-a3), ï(-a1+a2+a3) y ï-(al-a2+a3). En este caso Sln embargonosotros
seguirïamos usando los vectores convencionales 31.comovectores primitivos.
Si se tiene presente esta aclaración no hay inconveniente en usar la
nomenclaturarecién descripta .



tiene, obviamente, la mismaperiodicidad de la red:

o(? + FA) = p(?) (a)

(aquí, por supuesto, tanto .1:corroMA corresponden a puntos pertenecientes
al cristal).

Para los cristales reales la celda es eléctricamente neutra, de modoque
mi) satisface la condición

I p(;) d; = o <7)
VA

Aquí VAindica que el volumende integración es el de la celda caracterizada
por A1,A2,A3(que en este caso por supuesto son arbitrarios). En esta Tesis
llamaremos v al volmnende la celda primitiva:

V = ¡(31X32)'33I (8)

Eneste capitulo empleamos la siguiente notación (ver fig.2.1):

É = vector posición del punto-campo P con respecto al centro O de la
celda a la cual pertenece;

É' = vector posición del punto-fuente Q con respecto al centro 0' de la
celda a la cual pertenece;

FA= vector posición de 0' con respecto a 0 (va' ec.5).

Á
o R

Fig.2.1. Posiciones del punto-campoP, del punto-fuente Q y de los
centros Oy 0' de sus respectivas celdas.



10

El potencial en P está dado por

uneovai)=X f ¿Ed? <9).y

A vA IrA+É'—_R)I

Nótese que si en el punto-campohubiese un multipolo puntual (o sea si p(Ï5')
contuviese un término q6(MGM-É” debería excluírselo del volumende
integración correspondiente a la celda con A1=A2=A3=0.

Las derivadas sucesivas del potencial se obtienen fácilmente a partir de
la ec.(9). Por ejemplo, para el campoeléctrico tenemos

'
uneosiaï)=—z IMM?) dñ' (10)

A VA IFA + R" — íïl3

y para el gradiente del campoeléctrico

3(r .+R!—R-)(r + '- )—6. I? +ñ'—ñ|2
uneoukcíï) = - 2 j Mi 1 1 M R“ R" 1k A p(ñ') dñ' (11)

1 AVA la“? _ñ|5

(i,k representan componentescartesianas).

2.2 Dependenciade las sumasreticulares con respecto a la forma del
cristal

Antes de empezara discutir las propiedades de convergencia de las sumas
reticulares conviene aclarar los términos del problemadesde el punto de
vista físico.

El hecho fundamental es que nosotros estarros considerando el caso ideal
de un cristal formadopor un nümab entero de celdas idénticas, apiladas e.n
forma perfectamente regular. Por supuesto, esta situación no se da en la
realidad, pues los cristales suelen tener toda clase de imperfecciones en
su volumeny de irregularidades en su superficie. Gonrespecto a éstas
últimas, de particular importancia a los efectos de nuestra discusión son
las distribuciones de carga que aparecen en la superficie de un cristal cuya
celda tiene momentodipolar no nulo. Bertaut (1958) ha demostrado que para
una muestra perfecta de un tal cristal la energía asociada con la superficie
es muygrande (diverge con el tamaño). Por lo tanto dicha superficie es
inestable, y tiende a apartarse de la configuración ideal por reacormdación
o desorción de los iones de la estructura, o por adsorción de los iones
presentes en la atïñsfera. Estas cargas superficiales, comoveremosmás



adelante, hacen que la dependencia de muchasmagnitudes físicas con
respecto a la forma de la muestra, que teóricamente debería manifestarse
en cristales perfectos, no sea observable experimentalmente".

A pesar de que tales efectos, que son el reflejo de las propiedades
matemáticas de un modelo ideal, no se den en la realidad, es obvio que
un conocimiento riguroso de dichas propiedades resulta necesario, pues de
todos modoslas series que aparecen en los cálculos corresponden al caso
ideal: por lo tanto es importante entender estas propiedades para explicar
resultados que de otra manera parecerían absurdos, o para mejorar los
métodos de cálculo. Además,no se puede descartar a priori que en situaciones
especiales (por ejemplo, para una transición paraeléctrica-ferroeléctrica
que tuviera lugar en el vacío) la dependencia con respecto a la forma pueda
llegar a observarse. De hecho eso ha sido intentado (Schacher 1966), aunque
hasta ahora sin éxito.

Hechaesta aclaración, volvamosa nuestro problema, o sea al cálculo de
una dada magnitud electrostática en un pmto dado de una celda dada en 1m
cristal perfecto con m tamañoy una forma dados. En principio el resultado
dependerá de la posición del punto-campodentro de su celda (que llamarems
"celda-campo"), de la ubicación de ésta denu'o del cristal, y del tamañoy
forma del mismo. Estos últimas parámetros (es decir, la ubicación de la
celda-campo y el tamaño y la forma del cristal) determinan el rango de

variación de los Ai en las sumas (9-11). A continuación vamosa estudiar
de qué manera el potencial depende de dichos parámetros.

Veamosprimero la dependencia con respecto al tamaño del cristal.
Varrosa considerar fmicamente cristales macroscópicos (o sea, de dimensiones
no menores que algunas décimas de milímetro); asimismo, nos ocuparemos de
calcular propiedadesreferidas al interior del cristal y no a su superficie
(en otras palabras, supondrenos que el punto-campo no está demasiado

próximoa ésta). De este nodo los límites superior e inferior para cada A1.
son, en valor absoluto, varios órdenes de magnitud mayores que la unidad
(típicamente, 105 o más). Ahora bien, el valor de una sana reticular no
varía apreciablemente cuando los limites de la mismatienen ese orden de

* Este es el motivo por el cual muchosresultados obtenidos por autores
que no se han preocupado mayormente por tomar en cuenta la dependencia con
respecto a la forma de la muestra concuerdan con los datos experimentales.
Unejemplo de ello es la energía electrostática de cohesión de los cristales
iónicos (Campbell 1963, Colpa 1971, Redlack y Grindlay 1972, Massidda 1978a,
Smith 1981; capítulo 5 de esta Tesis).



nkqputlmh [or más lenta que sea su convergencia. Por lo tanto en los casos

que nos interesan las nugnitudes a calcuLar son prácticamente independien
tes del tamanodel cristal.

Por-otro lado, el resultado del cálculo de una sumareticular corres
Londiente a un punto dado de una celda dada puede depender de la forma

del cristal y de la ubicación de la celda, comoveremos en la parte 2.3.
Esta cuestión debe discutirse con cuidado para aclarar cuál debe ser el
procedinúento de cálculo a seguir y a qué situación física se refiere
el correspondiente resultado (Nijboer y de Wette 1957, Campbell 1963,
Colpa 1971).

Desde el punto de vista matemático la mencionada dependencia se debe a
que las series correspondientes son condicionalmente convergentes. Esto
implica que la serie dada puede hacerse tender a cualquier valor prefijado
eligiendo convenientemente el orden en que se efectúa la suma. Pana cris
tales perfectos cono los que estamos considerando esta elección no puede
ser totalmente arbitraria, pues no se puedensaltear celdas (el cristal
no tiene "huecos"). Por ejemplo, en el caso de un cristal unidimensional
el orden de sumano puede ser otro que el natural, y el resultado queda
unívocamente deternúnado aun para series condicionalmente convergentes.
Para cristales bi- y tridimensionales, sin embargo, aun queda un margen
de arbitrariedad: en efecto, puede sumarse sobre todas las celdas en
cerradas por una superficie (o una curva) de forna arbitraria, y después
hacer tender a infinito las dimensiones de la mismasin alterar su forma.

Conviene observar que cuando el valor de una dada magnitud depende de la
forma de la muestra, para que el resultado esté unívocamente deterndnado
debe especificarse no solamente la forma de la superficie exterior (por
ejemplo, lámina circular), sino también la orientación de los ejes cris
talográficos con respecto a aquélla (por ejemplo, eje c perpendicular al
plano de la lámina) y, en principio, también la ubicación de la celda
campo. te ahora en adelante, al decir que una magnitud depende de la
forna de la muestra sobreentenderemos que también depende de la orienta
ción de los ejes cristalográficos con respecto a 1a superficie.

Es fácil mostrar que si (a) el resultado no depende de la forma de la
muestra y (b) la celda-campo no está demasiadopróxina a la superficie,
entonces el resultado tanpoco depende de la ubicación de la celda-campo.
En efecto, por la hipótesis (a) la sumatoria puede efectuarse sobre las
celdas contenidas en una región esférica, centrada en la celda-campo,
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perteneciente en su totalidad al cristal dado. Por la hipótesis (b) el
radio de la mismapuede hacerse suficientemente grande comopara que el
resultado sea prácticamente igual al que se obtendría para la celda central
de una esfera infinita. Dadoque este razonamiento se aplica cualquiera sea
1a ubicación de la celda-campo, queda denostrado que el resultado de la
sumatoria es independiente de aquélla.

El teoremarecíproco no es cierto: en otras palabras, si el resultado
no depende de la ubicación de la celda-campo no es necesariamente inde
pendiente de la forma de la muestra. Para demostrar esta afirmación basta
con dar un contraejemplo, para lo cual considerarenos el campoeléctrico

É 16) de una red de dipolos puntuales en una muestra de forma elipsoidal.e
Este está dado por

+ _ + + + L +
Éel(p) ——(prxex + NyPyey + Nszez) + 360 í + A ¿sf Ï(p>‘) , (12)’

donde ÉsE/v es 1a polarización, los Ni son constantes llamadas "factores
de depolarización" que dependende la forma del elipsoide, y el ültin'o
término es la sumade las contribuciones de los dipolos interiores a una
superficie esférica que contiene al punto-campo(el radio de esta esfera
debe ser suficientanente grande comopara que dicha sumahaya alcanzado
prácticamente su valor limite) (Kittel 1971, pp.u5|+—8).Eh la ec.(12) se
ve que todos los términos son independientes de la ubicación de la celda
campo, a la vez que el primero depende de la forma de la muestra. Gon
esto queda completado el contraej emplo.

De todas las discusiones anteriores surge que para series condicionaJJnente
convergentes el resultado depende de 1a forma de la muestra y eventualmente
de 1a ubicación de la celda-campo. En tales casos la manera correcta de
efectuar el cálculo es la siguiente. Se enpieza sumandolas contribuciones
de las celdas contenidas en una región pequeña que tenga la mismaforma
que la muestra y cuya posición con respecto al punto-camposea análoga a
a la del cristal (másexactanente, la superficie de la región considerada
se obtiene a partir de 1a superficie del cristal medianteuna Tarotecia
de razón menor que la unidad, con centro en el punto-campo). Posteriormente
se repite el cálculo para regiones análogas a 1a recién descripta, con un
volumencada vez mayor. Para cristales macroscópicos el resultado es inde
pendiente del volumen, de modoque para fines prácticos (por ejemplo, para

efectuar una transformación de Fourier) los índices Ai pueden hacerse
tender a infinito, teniendo cuidado con que el orden en que se los hace
variar corresponda a la forma de la muestra considerada. La expresión
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"cristal infinito" tiene pues sentido en esta clase de cálculos solamente
si se especifica la formadel cristal, en cuyo caso es equivalente a
"cristal macroscópico". Este punto no siempre está debidamente aclarado
en la literatura.

2.3 Propiedades de convergencia y nomentos multipolares de la celda

Las propiedades de convergencia (o sea, el carácter divergente, abso
lutamente convergente o condicionalmente convergente) de las sumas (9-11)
están regidas por las contribuciones de las celdas que se encuenu'an a
distancias grandes del punto-campo. Másexactamente, ellas dependen de

cómovaría la contribución de cada celda con los ángulos el ,o)‘ que
caracterizan la dirección de su vector posición con respecto a1 punto
campo, y de cómodichas contribuciones tienden a cero al aumentar la
distancia. Para estudiarlas convienehacer el desarrollo multipolar de
p(ÏÏ' ), conservando sólo la serie correspondiente al multipolo no nulo de
orden más bajo. Por otra parte, en el estudio de los cristales es muy
comúnconsiderar nodelos según los cuales la celda elemental está formada,
ya sea exclusivamente o en parte, por distribuciones puntuales de carga
(multipolos puntuales). Por ejemplo, para estudiar las propiedades elec
trostáticas de los cristales iónicos suele usarse nodelos de cargas
puntuales. Comosegundo ejemplo, puede considerarse un cristal formado
por átomos cuya disüibución de carga en ausencia de campoeléctrico es
esféricamente simétrica. Si el campolocal en el sitio de los ¿tonos no
es nulo, entonces aquéllos adquirirán un momentodipolar inducido. El
desplazamiento del núcleo relativamente a la nube electrónica es usual
mente nncho menor que las distancias interatómicas, de modoque el mcmento
dipolar inducido puede con buena aproximación representarse comoun dipolo
puntual. Análogamente, si el gradiente del campolocal no es nulo, puede
decirse que en el sitio atómico considerado aparece un cuadrupolo puntual
inducido. Por todo esto, las series correspondientes a redes de multipolos
puntuales merecen ser consideradas de por si, y no solamente en conexión
con el estudio de la convergenciade las series correspondientes a distri
buciones de carga más generales.

Comopunto de partida, vamosa considerar la expresión para el potencial,

ec.(9), en la cual desarrollamos IÉA+ÏÏ'-ÉI_1en serie de potencias de Rí:
+ " 2

1 (rA-ÏÏMÉ' 3(r)\’i-Ri)(rx,k-Rk)—IrA-ÉI ¿ik +1 1
= _ + — z R'.R)'<3 2 5

¡ram |33| ¡am ¿k 1 ¡sx- m
+ (13)
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Reemplacemosesta expresión en la ec.(9) y efectuemos las integraciones
sobre d'R”. El primer término del desarrollo es de la forma

ABA-ñ2 —-—l——-ífp(í') dñ' (1a)

y se anula por la condición (7). El segundo queda expresado en función del
momentodipolar de la celda, cuyas componentes son

pi= f D(ñ') dí,
v

Análogamente,el tercero contiene las componentesdel tensor cuadrupolar
eléctrico", definido por

Qü= ¡páwRíqdÑ mm
v

B1 potencial queda pues expresado en ténninos de los mmentos multipolares
de la distribución de carga de la celda unidad:

-> 2

u"€OV()‘Z{'z _, 3 +2): _, 5 +
A 1 |rA—ÏÏI l,k IrA - ÏÏI

+ } E uned z V(ñ;pi) + XV(ÏÏ;Qik)+ } (17)1 i,k

De la ec.(17) puede verse cuál es la expresión del potencial de una red de
multipolos puntuales de orden n. En realidad, las sumatorias que aparecen
en 1a ec. (17) también sirven para expresar otras magnitudes electrostáticas.
Para ver esto oonsidaenos el potencial de una red de cargas puntuales q:

¡+1180V(ñ;q)= 2 TL
A IrA - Él

B1 campoeléctrico producido por dicha red estará dado por

r .-R.
a A

L“TEoEi(ñ5C1)= - ¿TÍ ‘:q‘— = - q Ï 73-1-35
1 IrA-ÏÏI IrA-ÏÏI

* Nuestra definición de Qik coincide con 1a de Panofsky y Phillips (1962)
(ec.1—u8). Estos autores introducen además el "tensor n'omentocuadrupolar",
definido por

Dik = 3 Qik ' ¿ik E sz'
Otros autores usan para esta última cantidad el simbolo Qik (ver, p.ej. ,
ec.(u.9) de Jackson (1962)).



Comparandoesta ecuación con la (17) vemos que V(É;pi)/pi = Ei(É;q)/q;
dicho en palabras, la componente i del campode una red de cargas puntuales
es igual, a parte un factor c0nstante, al potencial de una red de dipolos
puntuales paralelos a la dirección i. Másgeneralmente puede escribirse

(derivada de orden n del potencial de una red de multipolos puntuales
de orden m) a: (derivada de orden n+1 del potencial de una red de multipolos
puntuales de orden m-1) a: . . . o: (derivada de orden n+mdel potencial
de una red de cargas puntuales) (18)

Cadamiembrode las relaciones (18) es igual, a parte un factor
constante, a la serie

n + -13 { r'-É }
s (ñ) a Z —r-l———J-.— (19)
21...9.n A 3x21...x + +I

ln I" :1"A

Esta es la expresión general de las sumasreticulares de las cuales nos
ocupamosen esta Tesis (ver ec.2). Para estudiar las propiedades de con
vergencia de esta serie observemosque las mismasestán dictadas por las
contribuciones de las celdas alejadas del punto-campo,y que para r'
suficientemente grande los multipolos puntuales pueden ser reemplazados
por una distribución multipolar continua uniforme. Por lo tanto la serie
(19) tendrá las mismaspropiedades de convergencia que la integral

ao n +' —1
I (ñ)= {Mil-"¿Lia? (20)
21...’Ln r ax . . . 3x

0 El ln

(ro es una cantidad no nula arbitraria). Resulta másconveniente trabajar

con las cantidades SDmCÉ)definidas por

Ymn(ex,ñ’°x,ñ)
smcñ) = g I? ¿IM (21)

Las SRl 2 (É) son combinaciones lineales de éstas (ver parte L4.2):. . . n

ñ n ñ
821...2n( ) = ¿n ¿nmsm( ) (22)

Por analogía con lo anterior, las propiedades de convergencia de las

SMG?) serán las mismasque las de la integral

o» Y (e" 4:")
InmGï)= j a?" (23)

r0 r"

(aquí É" = 3'45). Consideremosahora la integración llevada a cabo en



un ángulo sñlido 63'),alrededor de la dirección 60,00, entre r'=rm y
V- o

r -rM (ro<rm<rM).

1"M

dr>'=Y (e o)sene Geóf
nm o, o o or

m

I‘M Ynm(e',q>')
+Fm 1

1p.2dr.
rm“ (2h)6?. r

m

Es obvio que cuando el volumende integración tiende a infinito la contri
bución del ángulo sólido considerado es infinita para n<2 y finita para
n>2. Observemosque la serie (17) no contiene el término con n=0, que
correSpondería a una red de cargas puntuales: este caso, para el cual la
contribución del ángulo sólido tiende a +0 en todas las direcciones, de
modoque la integral es divergente cualquiera sea la forma de la región

de integración, será tratado más adelante. Para n>0 el signo de Ym(eo,4zo)°
seneo puede ser positivo o negativo, según la dirección considerada. Entonces
para n=1 y n=2 la integral puede hacerse tanda" a cualquier valor prefijado,
eligiendo la forma de la región de integración de manerade asignarle a
cada dirección e' ,45' el peso adecuado. Los términos con n>2 en cambio tienden
a un límite finito, independiente de la forma del volumende integración.

Para canpletar esta discusión consideraremos el caso de una muestra
bidimensional. Este caso es de mucha importancia pues uno de los métodos
más prácticos para el cálculo de sumasreticulares (el métodode "sumapor
planos", que discutire'nos detalladamente en el Capítulo 1+)se refiere
justamente a muestras laminares. La expresión análoga a la (2k) es ahora

1"M

r' dr' do' = Ynm(%,tbo)60f r'_n dr' (25)r
m

r
M Ynm(6 ' ,cb')

,n+1
645 rm r

(pues puede tomarse rm suficientemente grande com) para que 0=%en todo
el rango de la integral anterior). Ahora la integral converge para n>1 y
diverge para n=0 y n=1. Si n=0 el límite es siempre ha, mientras que si
n=1 la integral puede tender a += o 4, según cuál sea el valor de oo.
Por lo tanto el resultado es infinito para n=0, dependede la forma para
n=1 y no depende de la forma para n>1.

Los resultados de 1a discusión anterior se resumen en las Tablas 1 y 2.



Potencial Chapo Gradiente Derivadas de
del canmo orden superior

Cargas Divergente Dependiente Dependiente Independ.
de la forna de la forna de 1a fórma

Dipolos Dependiente Dependiente Independ. Independ.
de la forma de la forna" de 1a forna de 1a forma

Cuadrupolos Dependiente Independ. Independ. Independ.
de la fonma de la fórna de la fonna de 1a fbrna

Multipolos de Independ. Independ. Independ. Independ.
orden superior
al cuadrupolar

de la forna de la forma de 1a fbrna de la fórma

Tabla 1. FTOpiedadesde convergencia de las series correspondientes
a las derivadas sucesivas del potencial de una red tridimensional de
multipolos.

Potencial Campo Derivadas de
cmdensuperior

Cargas Divergente Dependiente Independiente
de la fórna de 1a fauna

Dipolos Dependiente Independiente Independiente
de la forma de 1a fbrna. de la forma

Multipolos de Independiente Independiente Independiente
orden superior
al dipolar

de la forma de la forma de 1a fbrna

Tabla 2. Propiedades de convergencia de las series correspondientes
a las derivadas sucesivas del potencial de una red bidimensional de
multipolos.
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Y EL METODO DE EWALD

3.1 El modelo de cargas puntuales

El conocimiento del potencial electrostático comofunción de posición
en una estructura cristalina formadapor cargas puntuales es de la mayor
importancia en el estudio de los cristales iónicos, dado que para éstos
la energia coulombianaes por lejos el térnáno dominante de la energía de
cohesión (Kittel 1971, pp. 111-5). Ahora bien, un cristal formadopor
cargas puntuales es un modelomuyadecuado para representar a un cristal
iónico, pues el potencial creado por una carga q distribuida en forna
esféricamente simétrica en una dada región es igual, en el espacio exterior
a la misma, al de una carga puntual q ubicada en el centro de dicha región.
La condición de simetría esférica se verifica, con buena apmrndnación, en
los cristales iónicos.

El cálculo del potencial en un cristal de cargas puntuales presenta
problemas de convergencia que en el pasado han dado lugar a considerable
confusión. En este capítulo examinarenos algunos de estos problemas, y
en particular aquéllos que surgen al trabajar con el más conocido de los
nétodos para el cálculo de sumasreticulares, el nétodo de Bwald (1917).
Dadoque éste, comotodos los que emplean una transformación de Fourier,
trata cada subred por separado, vanos a discutir el caso del potencial
creado por una red de cargas puntuales.

3.2 El potencial de una red de cargas puntuales

B1 caso del potencial de una red de cargas no ha sido incluido en la
discusión de la parte 2.3 debido a que la celda de un cristal real es
neutra, de modoque el desarrollo (17) empieza con el térnúno dipolar.
Sin embargo, si se levanta la condición de neutralidad dicho tratandento
se puede extender de inmediato al presente caso.

El potencial en el punto-campoestá dado por

V(?;q) = Z —1— (26)“neo
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La sumase extiende a todas las cargas del cristal, salvo que el punto-campo
coincida con un sitio de la red*, en cuyo caso éste debe excluirse. Es
evidente que la serie (26) es divergente: para verlo basta con repetir el
razonamiento de la parte 2.3 poniendo n=m=0en la ec. (21). En este caso la
integral sobre dí: ademásde ser divergente es positiva para todo e y o, de
modoque al integrar sobre todos los ángulos el resultado diverge. Para un
cristal infinitamente grande el potencial creado por cada subred de cargas
es infinito. Por supuesto, en un cristal real las contribuciones divergentes
se cancelan debido a la neutralidad de la celda elemental, pero la divergencia
de 1a serie (26) impide tratar cada subred por separado, a menosque se
recurra a algún artificio.

Unrecurso muyusado para calcular el potencial en un cristal formado
por varias subredes de cargas puntuales en términos de series rápidamente
convergentes consiste en introducir para cada subred una distribución
espacial uniforme tal que en promedioneutraliza las cargas de dicha subred:

más concretamente, si cada sitio de la suhred a tiene una carga qu, a esa

subred se le asocia una distribución uniforme pN’a (llamada "nube neutrali
zadora") igual a -qu/v. Para el sistema "subred a de cargas más nube neutra
lizadora" el potencial es finito, pues la serie correspondiente,

qu 1 d'ñ'

A r-ra-rAI VA Ir- -ra-r>‘|

(ver fig.3.1) es convergente: de este modo, la contribución de cada subred
puede calcularse por separado.

Uncristal con una red de cargas q más su nube neutralizadora es un
modelo aproxinado para un metal simple (por lo cual lo llamaranos "rrodelo
metálico" o simplemente "metal"), de nodo que el potencial creado por el
mismotiene interés de por si y no solamente para el estudio de los
cristales iónicos.

* En esta Tesis, al considerar un cristal formadopor una red de
cargas (o de multipolos puntuales) identificarenos a las posiciones de

éstas con los puntos determinados por los FA, y las llamaremos "sitios
de la red".
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Fig.3.1. Ubicación de la subred a y del punto-campo (proyección-m
bidimensional). La línea de trazos delimita la celda genérica A.
o: origen; o : sitios de la subred a; x : punto-campo.

3.3 El método de Bwald

Por ser relativamemte sencilla, por contener series rápidamente
oonvergentes y por aplicarse a un punto cualquiera de una celda de
simetría arbitraria, la fórmula de Bnald es sin duda la de más amplio
uso para el cálculo del potencial en un cristal de cargas puntuales.
El procedimiento de EWaldpermite obtener el potencial en un meto
cualquiera de un cristal "metálico" y consiste de los siguientes pasos
(Tosi 196'4, Ap.I).

1) A la distribución de cargas puntuales qu) = q I:A¿(F-Él) y a
su nube neutralizadora pNG) = -q/v se le sumay se le resta un conjunto
de distribuciones gaussianas, cada una de las cuales está centrada en
una de las cargas:

Ü) — q z { 6* )2/D2}
°G r ' D3H372 exp ’ P’rx

A

La función pG está normalizada en forma tal que su promedio espacial es q/v.
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2) Se calculan por separado los potenciales creados por pq - 0G y por
pG —pN, que denotaremos respectivamente V16) y V2(F). El potencial VM?)resulta

1 —NIF-É I/D) 2
_, _ A 11D

V1(I‘)— ——Iï—+—|———- T} (28)A rx

donde F(x) es la función error:

F(x) = 2 [me (-t2) dt (29)
717° xp

3) Se aplica a V26) la así llamada transformación theta (ec.l&).
Mediante ésta el potencial queda expresado comouna suma sobre los puntos
de la red recíproca, excluyendo el origen*:

q 1 '1 2 2 2+

V2(1‘)- k—2exp(—1rD ku
u

+ 211i EnÉ) (30)

Aquí í; = 11131+ IJsz + uaÉa, siendo = X31 COTI(i,j,l) =
= (1,2,3), (2,3,1) 0 (3,1,2).

El resultado de Bdald está dado entonces por

VEG) = w?) + vzuï) a q VEG) (31)

Esta ecuación vale para puntos-campono coincidentes con un sitio de
la red. El potencial en un sitio de la red se obtiene por un procedimiento
análogo y resulta ser

1 - F(r /D) 2
_ ' A 1TD 2 =

vB(0) —SWCD{ X ——PA - —v - FD} + v2(0) _ q vE(0) (32)

El parámetro D puede ser elegido de forma tal que las dos sm'natorias
oonverjan rápidamente (es fácil comprobarque las expresiones (31) y
(32) son independientes de D).

* En toda esta Tesis el simbolo 21'11 representa una smnatoria que
no incluye a1 término n] = nz = = nl = 0.



Es importante observar que el método de Dwaldsólo permite determinar

V2(É) a menos de una constante aditiva, pues el término Éu=0 que debería
aparecer en la ec.(30) es indeterminado. La elección hecha al omitir dicho

término implica que el promedio espacial de VEGÏ)es cero. En cambio en la
ec. (’27)el potencial está definido con respecto a su valor en el infinito.
Obviamente, será

VEG) = VMG) - VM (33)

3.a Dificultades asociadas con la fórmula de Ewald

En conexión con el uso de la fórmula de Bdald, y en general con la
introducción de nubes neutralizadoras, existen algunos puntos delicados
que si no son tenidos en cuenta pueden dar lugar a resultados incorrectos.
Conviene subrayar que a los efectos de la canparación con los datos
experimentales el uso del potencial relativo a su valor medio lleva a
resultados correctos, debido al efecto de las imperfecciones que aparecen
en la superficie de los cristales reales (ver parte 2.2). Los problemas
que aqui discutimos aparecen al considerar cristales perfectos.

Segúnvinos en la parte 3.1, la introducción del modelometálico se
debió al deseo de calcular por separado la contribución al potencial en
un cristal iónico debida a cada subred de cargas. El empleode dicho
modelopara estos cristales suele justificarse observandoque al super
poner las distintas subredes las nubes neutralizadoras se cancelan
debido a la neutralidad de la celda. Al hacer eso se supone iJrlplicitanente
que las contribuciones de dichas nubes al resultado final se cancelan,
de manera que ellas a 1a vez que eliminan las divergencias asociadas con
las subredesno alth el valor del potencial resultante. El uso
indiscriminado de esta hipótesis es una de las causas de las situaciones
confusas que pueden encontrarse en la literatura, pues la mismano tiene
por quécumplirse siempre. En efecto, así corro las distintas subredes que
formanel cristal están desplazadas la una con respecto a la otra, lo
mismoocurre con sus nubes neutralizadoras (Massidda 1976). Por lo tanto

dichas nubes se cancelan mutuamenteen todo el espacio ocupado por el
cristal, excepto en una región muydelgada en la superficie del misnn,
donde su superposición es incompleta. La contribución de esta carga
superficial no compensadano tiene por qué anularse cuando el volumen
tiende a infinito, y más adelante veremosque ella puede efectivamente
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ser distinta de cero cuando 1a celda elemental tiene momentodipolar no
nulo. A pesar de que esta afirmación sea muyelemental, no la hemos encon
trado en ninguno de los trabajos que han tratado esta clase de problemas,
previamente a nuestro artículo de 1976. Esto es tanto más sorprendente
por cuanto varios autores (Gurney 1953, Roy 195“, Campbell 1963, Tosi 196M,
Dahl 1965) han reconocido que el cálculo del potencial presenta problemas
cuando las caras del cristal considerado tienen carga neta no nula. Campbell
(1963) encuentra un caso particular en el que la fónmula de Ewald da el
resultado correcto: se trata de un cristal con fbrna de paralelepípedo,
cortado de modotal que sus caras son eléctricamente neutras. Pbr supuesto,
no cualquier estructura cristalina pernfite obtener una muestra comoésta.
Vemospues que las ambigüedades asociadas con la no cancelación de las
nubes neutralizadoras desaparecen si se toma debidamente en cuenta la
contribución de la densidad superficial no compensada.El cálculo de esta
contribución, que es prácticamente imposible para cristales de forma
arbitraria, es elemental en el caso de muestras laminares.

Otra cuestión que tanpoco está debidamenteaclarada en la literatura
es la que se refiere a la independencia de las fórnmlas de Ewald (ecs. 31
y 32) con respecto a la fórna de la muestra, en oposición a lo que cabría
esperar para el nodelo metálico. En efecto, si aplicamos las conclusiones
de la parte 2.3 referentes a la ec.(17) teniendo presente que la celda
elemental de la red "metálica" tiene carga y momentodipolar nulos, pero
momentocuadrupolar no nulo, vemos que el potencial en dicho modelo
dependede la forma de la muestra. Para resolver esta contradicción
conviene recordar que en la fórnula (30) para el potencial VZCÏ)la
constante aditiva (que el métodode Ewaldno pernfite deternúnar) corres

pondiente al térnúno Éu=0fue tomada igual a cero. La contradicción
quedaría resuelta admitiendo que dicha constante (que no es otra cosa que

el potencial promedioVi) depende de la forma del cristal, y lo hace de
manera tal que cancela la dependencia de VM(É)(ver ec.33). Esta expli
cación requiere que el potencial VM(É)sea independiente de la ubicación
de la celda-canpo dentro del cristal, ues únicamenteasí podría diferir

de VB(Ï) en una constante. Que esto se cumple puede verse recordando los
siguientes resultados del Capitulo 2:
- a los efectos de las propiedades de convergencia da lo mismoque los

cuadrupolos sean puntuales o no;
- la serie para el potencial de una red de cuadrupolos puntuales es la

núsna que la correspondiente al campode una red de dipolos puntuales
(ec.18 con n=0, m=2);
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- dicho campodepende de la forma del cristal pero no de la ubicación
de la celda-campo.

En la sección 14.6.” hallaremos VMpara un caso particular (el de una
muestra laminar cortada de distintas maneras con respecto a los ejes
cristalográficos) y comprobarerrosque la explicación propuesta es correcta.
Es interesante notar que recientemente 'Iïlpizin y Abarenkov (1977) consi
deraron la aplicación del métodode Bwalda un cristal iónico cuya celda
tiene carga y momentodipolar nulos y mmto cuadrupolar no nulo,
encontrando una expresión para la constante aditiva. En concordancia con
lo anterior, dicha expresión resulta depender de la forma de la muestra
pero no de la ubicación de la celda-campo.

Unasituación análoga a la recién discutida ocurre al calcular la
energía electrostática por unidad de fórmula de un cristal iónico mediante
la fórmula de Bdald (ver ec.28 y ec.A12 de Tosi (196W):

EUF= 7:17? {qu { qu VE(0) + Z qu, vga-Fan} (3M)a'ía

(aqui nUFes el número de unidades de fórmula por celda y vE(0) y VE(;)
están dados por las fórmulas (32) y (31) respectivamente). Este resultado
es independiente de la forma del cristal. Por otro lado ha sido demostrado
(Colpa 1971, Redlack y ü'indlay 1972, Massidda 1978a, Smith 1981) que si
la celda elemental tiene momentodipolar no nulo la energía electrostática
para el caso ideal dependede la formadel cristal (va también parte 5.1).
Vemospues que en este caso la fórmula de Bwaldno da el resultado correcto.
Si en la ec.(3ll) se hubiera introducido el potencial relativo al infinito

(VM)en lugar del relativo al potencial promedio (VB)el resultado hubiera
sido el mismo, pues los ténninos con VMse cancelan por la neutralidad de
la celda. la explicación a esta contradicción debe buscarse en el efecto
de las nubes neutralizadoras, que según virros más arriba no se cancelan
del todo en la superficie del cristal cuandola celda tiene mmentodipolar
no nulo. La energía electrostática por unidad de fórmula en el caso ideal
puede calcularse en forma explicita para muestras laminares juntamente
con la contribución de las distribuciones superficiales no compensadas
(Massidda 1978a), pudiéndose comprobar que la explicación que acabamos
de dar es correcta (ver el Capítulo S). Cálculos análogos fueron realizados
por Smith (1981) para estructuras cúbicas y muestras cúbicas o elipsoidales.
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CAPITULO 4. EL METODO DE SUMA POR PLANOS

1+.1 Idea del método

Eh este capítulo desarrollare'nos un método para el cálculo de sumas
reticulares que en la mayoría de los casos es más práctico que todos los
que han sido propuestos hasta ahora: nos referimos al asi llamado "método
de suma por planos", que de aquí en adelante será abreviado comoMSP.
Las fórmulas obtenidas por este métodoson relativamente sencillas y las
series que en ellas aparecen son gena‘alrnente de convergencia rápida.
El MSPfue propuesto por primera vez para un caso particular por Nijboer
y de Wette (1958), extendido por de Wette y Schacher (1965) y generalizado
por Sholl (1966). Otros aportes al MSPfueron hechos por el misn‘oSholl
(1967), por Browny Lo (1971) y por nosotros (Massidda 1976, 1977, 1978a).
Recientemente hemosgeneralizado el método hasta abarcar todas las
situaciones posibles (Massidda y Hernando 1980). Posteriormente, basándonos
en este trabajo, henos escrito un programade amputación para el cálculo
de las sumaselectrostáticas reticulares hasta el orden n=u (Hernandoy
Massidda 1981).

Según vimos en la parte 1.3, el MSPse originó a partir de una I'm-mera
general de calcular sumasreticulares en n dimensiones propuesta por
Nijboer y de Wette (1957), que emplea una transformación de Fourier para
acelerar la convergencia de 1a serie. En el MSPla transformación de
Fourier se efectúa sobre dos de las 1res dimensionesdel cristal, a saber
en el plano xy, lo cual es equivalente a sumar primero sobre los índices
A1,A2 entre -ooy +0»y después sobre X3. Esta manera de sumar significa
físicamente que se está considerando un cristal en forma de lámina infinita
cortada paralelamente al plano deternúnado por los vectores primitivos
31 y 32. Las sumasa calcular corresponden a cantidades electrostáticas
tales comoel potencial de una red de dipolos puntuales y sus derivadas
sucesivas. Deacuerdo con la Tabla 2, el resultado es independiente de la
forma de la lámina*, excepto en el caso n=1. Para éste nuestro cálculo se
referirá a una láminacircular.

* Desde el punto de vista de la convergencia, un cristal laminar de
espesor finito (¿Nogsm equivale a un cristal bidimensional (A3fijo).
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El MSP,al igual que todos los métodos que usan transformaciones de
Fourier, trata cada subred por separado. Por lo tanto en lo que sigue
considerareros una sola red. Por otra parte, también es de muchointerés
calcular el potencial en un cristal iónico. Eneste caso las series corres
pondientes a cada subred divergen, a pesar de lo cual también aquí es
posible aplicar el MSP,comose verá en la parte H.H.

En este capítulo vamosa hallar la expresión de las sumasreticulares
dada por el MSPpara una red ortorrómbica simple con dos de los ejes crista
linos paralelos al plano de la lámina; cuandose trate de calcular el
potencial de una red de cargas puntuales consideraremos una red ortorrómbica
simple inmersa en una distribución espacial neutralizadora, o bien un
cristal formadopor varias subredes ortorrómbicas simples interpenetrantes
con una celda elemental eléctricamente neutra. Los resultados para redes
de simetría mayorse obtienen de los anteriores comocasos particulares.
La deducción para el caso más general (red triclínica) es esencialmente la
misma, pero las fórmulas correspondientes son algo más complicadas: por
lo tanto en esta Tesis oonsiderarenos solamente subredes ortorrómbicas.

¡4. 2 Notación

Vanosa referirnos a la fig.l+.1. Elijanos el origen de coordenadas, Q,

o ¡al

x celdas
9' . 3 .

-P

' 1———Xcelüas-i
nace das 1

.0 . .
.——n1celdass

X

Fig.l+.1. Ubicación del punto-campoy del punto-fuente (proyección sobre
el plano xz). Q: orígen de coordenadas; P: punto-campo; Q': sitio de la red

l c n ) umas cercano a P en las direcc1ones +x, +y, +z; Q": punto-fuente generico.
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en un sitio de 1a red* (usualmente el centro del cristal). Sea P el punto
campo, Q' el sitio de la red más cercano que se encuentra en las direcciones
+x, +y, +z con respecto a P y Q" un punto-fuente genérico. Supondremosque
Q" está desplazado en A1, A2,A3celdas en las direcciones 31, 32, 33 res
pectivamente con respecto a Q' y que éste lo está en nl, nz, n3 con respecto
al origen. Cadacelda se supone centrada en el sitio de 1a red asociado con
ella. Sea É el vector posición de un punto B con respecto a un punto A.AB
Tendremos

;Q¡Q" = X131 + X232 + A333 E Éx (35)

a

En el MSPla posición del punto-campo con respecto a la red de puntos
fuente está caracterizada por tres coordenadasfraccionarias jl , jz, j3

(Osjl.<1) definidas por
+ . + . + . + _ +
I‘PQ' = 3161 + 3262 + Jaaa = Pj (37)

El vector posición del punto-fuente con respecto al punto-camposerá pues

F = É + 33. = (x1 +j1)31 + (¡2 + jzfiz + (¡3 + j3)33 s F (38)PQ" A Mi

En esta Tesis denotanos por ñ al vector posición del punto-campocon
respecto al centro de su celda. La convención del MSPcon respecto a los

ji (o sea, la condición Usji<1) hace que no haya una relación entre r3. y Ñ
válida para todos los puntos de la celda. En efecto, tenemos

ñ = + mlgl + 1112-52+ maga , (39)

donde cada mi vale 1 o 0, según cuál sea la posición de P dentro de la
celda. Para el ejenplo bidimensional de la figura “.2 tenemos: para P ,

m1=m2=0;paraPB,m1=1ym2=0;paIüPcam1=m2=1;paIüP,
m1: 0 y m2 = 1.

* Para uniformizar (en lo posible) la notación empleadaen esta Tesis
hemoselegido el origen en una posición corrida en (31 + 32 + 39/2 con
respecto a la de Massidda y Hernando (1980).
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run-mueva

Fig.l+.2. Ejemplo bidiJnt-msionalde la relación entre los vectores ñ y É]..
o z sitios de 1a red; l : puntos-campo;la línea de trazos delimita la

celda-campo.

Vamosahora a introducir un sistema cartesiano con origen en Q y con
. . . + + -> .

los ejes x,y,z en las direcc10nes a1,a2,a3 respectivamente. Deeste nodo,

+ + + + -> +
a1 = alex , a2 = a2ey , a3 = agez , ('40)

+ . -> . + . + _ + + + _ +
rQP = (nl-30a] + (nz-32)a2 + (na-33hs: x ex + y ey + z ez = r (¡41)

Las sumas neticulares de las cuales nos ocupamosen esta Tesis se
escriben, en la presente notación,

n
+ = a (1/14)

821...z (3) “2 ax' ...ax' ("2)
n 9.1 9. +, +A n r T

MJ"

Comparemosesta expresión con la ec.(19) que aqui transcribimos":

* En toda esta Tesis denotarams f6), f6) o f(ÏÏ) el valor de una misma
magnitud física f en un punto P, según querranos expresarla en términos de

las coordenadasx,y,z, las j1,j2,j3, o las Rx,Ry,Rzde P.



an(
|

9.1...1 3X2 8x
<‘ (ii) a X—l—l—1/Pq? ) (“3)

n A l
1 n É' = F

Á

p 1» (39) t + É - + + m + + m + + * - - ‘
or .4 cc. > enanos rA— - r)“j 1a1 2a2 m3a3. vemos pues que

las sumas (H2) y (H3) expresan 1a misma cantidad, siempre que en cada caso
se elijan correctamente los límites de las mismas.

La derivada n-sima del potencial de una red de cargas puntuales es

and/l? —F
mag) z z Anl) (un)3x ...ax uneo ax ...ax

21 2 21 9.n A n

De las ecs.(35—41) resulta F —FA n = -ÉA j. Comparando pues las ecs.(u2)1 9

y (uu) entre sí obtenemos

_'
+ = _ n unen 3nV(]¡g)

821...! (3) ( 1) q 3x ..ax (“5)
n El En

(el cambio de signo asociado con cada derivación se debe a que en la ec.(u2)
se deriva con respecto a las coordenadas de los puntos-fuente, mientras
que en la (HH)se deriva con respecto a las del punto-campo). Por otra
parte, una derivación con respecto a1 punto-fúente equivale a un aumento
en el orden de multipolaridad (ver ec.18), de modoque

an-1V(Ï;pz É )
S (+) _ (_1)n unen 3nV(í¡g) _ (_1)n-1 unen 1 l] _¿1...2 3 ' q 3x ...ax ' p 3x ...ax 

n 21 l El 22 1n n

an’zvÜ- Q 3 ‘é )
= (.1)n‘2 2' 3151. 3’ ¡liz 11 12 =

' l 2 3x2 ...axl
1 2 3 n

=n! 1#0—v<ï; T1L z 3132) (us)
El...2n l... n 1 n

donde TRl 2 es el tensor multipolar eléctrico de orden n. De ahora en... n
adelante, para fijar ideas, toda vez que discutamosel significado físico
de alguna sumareticular de orden n supondremos(salvo que se diga explíci
tanente lo contrario) que ella se refiere a la derivada n-sima del potencial
de una red de cargas.

El MSPno se aplica directamente a las Sil ..ln(ï), sino a las Snmque
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introdujimos en el Capítulo 2 (ecs.2|+-5):

We . 4, .)
- ’

SMG) —z ——=J-—¿L“3M A m7)
A rx,j

con

n

811ml (3‘) = X amsnm6> (ua)n
m=-n

Aquí rx j, 9Aj, QAj son las coordenadas polares correspondientes a r’ Q ’

Para el cálculo de los coeficientes anmver Massidda y Hernando (1980).
Los arnónicos esféricos están dados por

Aj'

939,9) = lel(cose) aim (49)

donde I Id m P (x)

Pimlbc) = (-1)m (1-x2)'"‘¡/2 :1 (lesl), (50)dx

siendo
n 2 n

n 2n n! dxn

“.3 Técnica de la transformación

En esta deducción seguirerms esencialmente los procedimientos de
de Wette y Schacher (1965) y de Sholl (1966). Bnpezarenos por considerar
el caso n>0.

Tal com) lo adelantárams en la parte “.1, en el MSPla sumatoria (H7)
se efectúa de 1a siguiente manera:

M Ym( Me ., o .)
s (3‘): 15m 2 z n fi A s lím {s (3‘33). (51)

“m M N-m r"? M N» "m
, Á3'—'-N ¡I’lz ¡,3 ’ Á3=-N

Para trabajar con variables adimensionales pondremos

-> + + +

rhj - a1{(o>\ + oj) + cez} (52)

COD



32

¿A = MEX + A2(a2/a1)gy (53)

3]. = jIÉx + Meg/ans}, (su)

C = (A3 + j3)(a3/a1) (55)

Escribanos Snmde la siguiente manera:

le}{;//(02+c2)}+_ _1 +++ n qua-r
Snm(],l3) - ;fiïï Í{ Z ¿(O-OA-Oj)}{ { 2 + 2} n+1 2 e } do (56)

1 AI’AZ o C

(aquí introde inos las variables adimensionales ox E x/al y oy E y/al;
4>= aro tg o /ox). Esta integral puede ser calculada haciendo uso del
teorema de Parseval para transformadas de Fourier:

f f*(3) g<3>dÉ = j mi) G(É) dí (57)

siendo HÉ) y GG) las transformadas de Fourier de f6) y gG) respecti
vamerrte :

. + +

FGÏ) = j f6) (a21Tlh'° *da (58)

y análogamente para GG). Elijamos

f6) s z ¿(É-2.3-33.)= m3) (59)
Ala)‘2

y

gG) s (02 + c2>‘(n*1)’2 Piml{c//(02+c2)} em (60)

La integración en el plano ox,ay será efectuada en coordenadas polares,
de acuerdo con

R 211

lïm f o do f dcb g(o-,4>)
R-HD 0 0

De esta manera, en los casos en que el resultado depende de la forma de
la lámina (ver Tabla 2) éste corresponderá a una lámina circular.

De las ecs.(58-9) tenen‘os

. + + +
HH): z e2111h'(°x+°j) (s1)

A13A2
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Los vectores del plano hx,hy conviene sean escritos en térndnos de los
vectores primitivos de la red recíproca, Él y Éz, definidos por

+ .
ai-Ék = a1 ¿ik (1,k = 1,2) (52)

Ellos son

+ +
bl - ex (63a)

BZ = (al/a2) ¿y (63h)

Entonces pondremos

É = h 3 + h _ + +
x x y ey = "i bl + ví bz (su)

y la ec.(61) toma la forna

r<fi> = z exp{u{(A1 + jl) + u5<x2 + j2)} (es)
Alalz

Esta expresión puede ser transformada en

+
r<fi) = Ée-ï exp(2ni 0.-Év> c<fi>ñ ) = 1—-2exp(iJ ) ¿(ñ-ñ ) (se)0a J u 0 u u¡J au

(Nijboer y de wette 1957), donde

J = 2fl(j1u1 + jzuz) (67)

2
oa = m/al = (31.32)/af ; (se)

la relación ¿join = jlul + jzuz sale de las ecs.(5u), (63) y (su);
ul y uz son enteros, y ÉLindica el valor de la ec.(6u) cuando (ul',u2') =
= (u1,u2):

+
É = uláx + u2(a1/a2>3y s h (59)

e + h 3
u u,x x u,y y

aqui y en lo siguiente el índice u representará el par de índices (u1,u2),
del mismomodoque A y j representan (A1,A2,A3)y (j1,j2,j3) respectivamente.

El cálculo de G(É) sólo puede efectuarse si c í 0, pues para c = 0 la
función g(É) no tiene transfornada de Fourier. El caso c = 0 ocurre cuando
j3 = 0 y A3 = 0 (o sea cuando el punto-campo pertenece a un plano cristalino
paralelo a la lámina y se calcula la contribución de dicho plano).
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L4.3.1 El caso C al 0

Para galo Gcñ) está dada por

_) l .
(30110)= (210“ em” hn“1e’z‘ml‘;I (n = o,1,2,...) (70a)

G(0) = 211sgnc 6m cmo (n = 1,2,...) (7Gb)

con 9. = ImI si c>0 y 9. = n si ¿<0 (Massidda y Hernando 1980); u; es el

ángulo en coordenadas polares del vector É, o sea

ima: _ . m
e —{(hx + 1hy)/h}

Reemplazando las ecuaciones (66) y (70) en (57) tenemos

s("’q)-L")n{5 5 (A+')+
nmj’3 - n+10 nl m0sgh 3 33a1 a

Ïn-Iml 5! u u u

donde

exp(ii|mlwu) : {[pl i i(a1/a2)u2]/hu}lml (72)
y

Hu = 2n(a3/a1)hu (73)

Antes de seguir conviene destacar cuál es la interpretación física de
los dos términos de la ec.(71). Para ello hay que recordar que nuestro
método implica efectuar una descomposición en serie de Fourier de la
distribución de carga que está en el plano A3. En particular, el primer

ténnino de la ec.(71) será igual a la contribución a Snmcreada por una
distribución uniforme de carga

I' E q/w (7'4)

ubicada en dicho plano. Esta distribución crea un campoeléctrico

É(Ï;q;>\3) = —23359103 + j3) Ez

Deaquí ven'osque las contribuciones a las Sl1 l (5'33) provenientes.. . n



de É=O(para n>0) son todas nulas excepto Sz(ï;A3), que está dada por

‘ Line +

82(3";Á3) = TOEZ(];q;A3)

(ver ec.u5). Dadoque 82(3) = —Slo(ï) (ec.u8), relación que obviamente
vale para las contribuciones de cada plano por separado, se compruebaque
el primer térnúno de la ec.(71) es efectivamente la contribución de la
distribución de carga (7M). De lo anterior se deduce que el segundo término
de dicha ecuación es creado por la red de cargas puntuales q a la cual se

le ha superpuesto una distribución PN= —q/m.En lo que sigue las distribu
NE-Pserán llanadas "capa promediada" y "capa neutralizadora"

respectivamente. La separación
ciones P y P

red de cargas = (capa promediada) + (red de cargas + capa neutralizadora) (75)

aparece pues en todas las fórmulas del MSPdebido a la transformación
a la red recíproca que allí se efectúa.

Volvamosa la ec.(71), recordando que vale para A3y/o ja no nulos.

Para j310 el valor de Snm(ï) se obtiene directamente reemplazando la ec.(71)
en la (51) y efectuando la sumasobre todos los 13; para j3=0 la ec.(71)

permite calcular la contribución a Snm(3)de todos los planos con Aaío.
En ambos casos el orden de las sumas sobre los ui y sobre A3 puede
intercambiarse debido a que ambas son absolutamente convergentes. La
sumasobre A3puede calcularse explícitamente por ser una serie geométrica.
Los resultados buscados son entonces los siguientes.

Para j3#0 tenemos
M

snm(ï> = lim z snm(ï;A3) =
M,N+un ¡3=_N

1 , (210“ ilml ' -iJ imlp -1
=—-— 11m {21t6 6 (M—N+1)+ _ 2 e ue uh 

an+1 oa M,N+m nl m0 ¡n ImIS! u u

. —(M+1)H . -NH
-{<—1)me'Hu33 119---E-+ (-1)“ e“1'33)Hu 1:2___H }} =-H -H

1 - e u 1-e u

n -|m| . _. . _

a1 Oa(n-|m|)l u

_ (-1)m e'“uj3 + (-1)“ e-(1_j3)Hu
1 - e_ u

(76)
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Aqui hemos supuesto que al tomar el límite M,N+°°la diferencia M-N(que
llamamos K) se mantiene constante. Conviene notar que tomar el límite M,N—>ov

implica considerar puntos-campoalejados de la superficie del cristal;

para puntos-campocercanos a la superficie el valor de la sumaSnmG) Se
obtiene de la ec.(76) emitiendo el paso al límite. Por otra parte, si al
tomarse dicho límite K se mantiene finito esto implica que el punto-campo
está muycerca del plano medio de la lámina. Podría suceder que K tendiera
a infinito juntamente con My N: en ese caso el primer térnúno de la ec.(76)
tenderia a infinito para n=1, m=0. Si la magnitud que se está calculando
es el campode una red de cargas, para un cristal eléctricamente neutro
los términos divergentes se cancelan cuando se sumanlos campos creados
por todas las subredes. Si dicha magnitud es el potencial de una red de
dipolos, debe tenerse presente que en la realidad 1mcristal con un momento
dipolar macroscópico no nulo tiende a acumular sobre su superficie una
distribución de carga que compensa, en promedio, los efectos de dicho
momentodipolar, y por consiguiente la divergencia del primer término de
la ec.(76). En una situación ideal en la que no hubiera cargas externas
el potencial seria efectivamente divergente.

Para j3=0 la contribución de los planos con ¡aio está dada por
M

U

333w) = lím z snm(o;x3) = (77)
PLN-N1n A3=_N

= —1——{ 2wK6 6 + (2" n ilmlu-n" + (—1>’“}2' emu hn“1 ¿l
arlfil oa n1 m0 n- m . u u 1_e-Hu

u.3.2}:1caso;=o,ï=o
Consideremosahora el caso I;=0, o sea calculeïros la contribución del

plano A3=0para un punto-campo con j3=0. Para ello deberemos emplear otro
procedimiento, pues al no existir 1a transformada de Fourier de gG) no
es posible aplicar el teorema de Parseval a la ec.( 56). Aquí pueden darse
dos situaciones diferentes, según que jl y/o jz sean distintos de cero o
bien que j1=j2=0. En amboscasos existen formas de hallar S(0)(ï) que
llevan a fórmulas bastante más complicadas que la ec.(76). En el primer
caso sin embargono es necesario usar este tipo de fórmulas, pues Según
veremos más adelante se puede seguir usando la ec. (76) mediante una nueva
elección de los ej es coordenados. En esta sección calcularemos la contri
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bución del plano A3=0para el segundo caso, o sea j1=j2=j3=0. Ia expresión
a evaluar es

PImI(O) imei)(0) n ' e A ' +s (0) = —— —— s Z s(o ) (7a)
nm al?“ Alfikz OÏ+1 ¡1,12 A

Notemosque esta expresión se anula tanto para nfln impar comopara m impar
(lo cual equivale a decir que se anula para n y/o m impares). En efecto,

para n+mimpar an (0) = 0, pues

|m| _ 2Iml I‘{(n+|m|+1)/2}
Pn (0) - Tcos{n(n+|mI)/2} H n_lmI) 2+1} (79)

(Abramowitzy Stegun 1965,ec.8.6.1, p.33”) (para la función I‘(x) ver ec.83).
Por otra parte, si las contribuciones de los puntos de la red se tomande
a pares opuestos con respecto al origen (o sea al punto-campo), entonces

para un punto-fuente de coordenadas polares (awóx) estará también el punto
(o +1r). Sumandolas dos contribuciones se tiene

A’ÓA

uno JH» inm in»

:n—+á+——e0;+Ï =:n—+’i{1+(-1)’“} ,
A A A

que se anula si m es impar.
A continuación hallaren'os la expresión general de la ec.(78) para una

red ortor'rómbica en términos de dos SUITESrápidamente oonvergentes. Para
ello introducinos una función uG) que cumplacon las siguientes condiciones:
a) UG) tiende rápidamente a cero para 0‘40;
b) el límite para 3+0 de {1-u(É)}s(3) es finito e independiente de la

dirección en la cual É se acerca al origen;
c) la transformada de Fourier de {1-u(3)} puede expresarse en términos

de funciones conocidas.
Escribanos entonces 1a sm'ratoria (78) en la forma

| | V

s(°)(0) = z s<3 ) = z s<3 )u«F) + z {1—u(3 )}s(3 ) a 21 + :2 (80)nm A A A A A
A1,>\2 AI’M A19M

La primera sumatoria converge rápidamente (por la condición a)) y puede
evaluarse por sumadirecta. En cuanto a la segunda podenos escribir,
usando la condición b),

22 = z'{1-u(3A)}s(3¡) = 2{1-u(3A)}s(3A) - +1ïm{{1—u(3)}s(3)} s :3 —L . (81)
IQAI AI’M 0*0
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La sumatoria que aparece aquí puede ser trensfomlada usando la igualdad
de Parseval, tal comose hizo para j310, obteniéndose, por la condición c),
una expresión que contiene funciones conocidas. Una función que cumple
con todas las condiciones es

(+) _ F(a n02)u o - —-’—-I.(a) (82)

donde a es una constante a detemu'nar. I‘(a) y I'(a,x) son las funciones
gamnay gammaincompleta respectivamente, y están dadas por

F(a) = f ta_1 e’t dt ( Re(a) > o ) (aa)
0

I‘(a,x) = f *c°"1e_t dt (su)
X

(ver ecs. 6.1.1 p.255 y 6.5.3 p.260 de Abnanowitz y Stegun 1965). Por
otra parte,

P(a,n02) = y(u,n02)
1 ’ ”(°) = 1 ‘ P(a) P(a)

donde

x -1 -t
y(u,x) = F(a) —P(a,x) = f t“ e dt < Re(a) > o ) (85)

0

(ecs. 6.5.2 y 6.5.3, loc. cit.). Asintóticamente I‘(a,x) se comporta como
xo":1e_x (ec.6.5.32, loc. cit.), con lo cual queda satisfecha la condición
a) de convergencia rápida. Para la condición b) teneIrDs

1 1 _ l a.
mag-1:3 y(a,x) - a O(x ) (86)

(ecs. 6.5.'+ y 6.5.29, loc. cit.), de n'odoque

-> + Pimho) "a 2a-n-1 um'
L = 11m {{1-u(o)}s(o)} = —n+T— ¿im (o e ) (87)

0+0 a1 aI‘(a) 0+0

Para m=0este límite es independiente de la dirección en la cual É se
acerca al origen, no así para malo,salvo que dicho límite sea nulo. Por
lo tanto hay que requerir

2a-n-120 sim=0 (88a)
2a-n—1>0 Simio (88h)

Si estas condiciones se cumplentambién lo hará la b).



Ahora vamosa calcular, usando la igualdad de Parseval, la sumatoria 23
que aparece en la ec.(81). Al hacerlo comprobaremosque la función u(É)
elegida en la ec.(82) satisface también la condición c).

Piml(0) i Hanoi)
n+1
A

23 = em) (89)+
a? 1 P(u) A1,Á2 O

Procediendo comose hizo para j3#0 tenenos

23 s al?“ f f*(3) gG) a: = ¿1+1 j mi) Ga?) dí (90)

con

f*(3) = f6) = z ¿(3 —3A)
y Alaxz

m

gG) = ¿(gg Ï(—:r’l-ÏÏ—2)-em (91)

La transformada FG) está dada por (ver ec.66)

°|HK) = 1 {Mi —ñ) (92)
a u u

El cálculo de GG) es distinto según sea Éío o 3:0, y su resultado
es el siguiente (Massidda y Hernando 1980).

Para É = 0

n imw
+ _ ImI 'n 1 e n-1 2

G(h;lo) —Pn (0) M n+ m +1 2} h I‘{(-n+ImI+1)/2,1ïh )} (m1) . (93)

A esto se llega tomando

a = (n+lml+1)/2 , (su)

lo cual satisface las relaciones (88) y la condición Re(a)>0requerida
en las ecs.(83) y (85).

Para h = 0

n/2
G(0)=wz} emo (m1).(95)

Si n=1 la suma32:)(0) se anula, según vinos que ocurre para todo n impar.
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Cbnel valor de a dado por la ec.(gu) el limite definido en la ec.(87)
resulta ser

1 cos(nn/2) 2nn/2

L z an+1 PÏn/2+15 Ïn+15 GmO (96)

Ahora podenos reemplazar las ecuaciones (92-3) y (95) en la (90),
ésta y la (96) en la (81) y finalmente ésta última en la ec.(80). Con
esto obtenemos

I I 

SÉ:)(O) = a?+Ïn:{:::ImI+1)/2} { ¡1,12 :EÏÏA r{(n+lml+1)/2,WOÏ} +

+ 2' aimu hï‘ï I‘{(-n+lmI+1)/2,1rh3}+a u

+ 2n(n+1)/2 [ (ñ:%36;-- ¡3%ïï-)6m0 } (n y m pares) (97a)

Ség)(0) = 0 (n y/o m impares) . (97h)

La sumareticular para jl = jz = ja = 0 es entonces

_ (0) (1)
Snm(0) - Snm (0) + Snm (0)

donde Sáfi)(0) y SÁ;)(O) están dados por las ecuaciones (97) y (77)
respectivamente.

u.3.321caso;=o,3';lo
La deducción de 1a sección anterior puede aplicarse al caso de un

punto-campoperteneciente a un plano cristalino alaz y no coincidente
con un sitio de la red (j3=0, jl y/o jz #0) (de Wette y Schacher 1965,
Bnmwny Lo 1971).

La contribución de los planos A3i0 es

(2")n ilml_+_(1) . _ -r _

snm (33-0,3#0) — n 1 o { K ¿nl amo +l a

(-1)ln + (-1)m ' -iJ 1'an n-1 e’Hu+ e u e u h ——} (98)
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Pala 1a contrLDU'ión del ¡lano A :0 la serie a evaluar es3

Jlml -'

S(O)(_ :( 110) In (O) emoA .
rm; 13 "] ' n+1 n+1

al A1,Á2 Ox’j

(aquí pusimos oA j E |3A+Éjl). Según ya dijínos, PLmI(O) se anula si’

n+mes impar (ver ec.79). La suma sobre A1,Az se descompone de acuerdo
con las ecuaciones (80) y (82), obteniéndoseH

plm'm im .
n e A 2

‘Wll P{(n+ImI+1)/2,no¡,j}+
la].

(0) . +s (33:0,310)———
nm a?“ F{%(n+|m|+1)} A1,A2 o

n I
n 1 -iJ im n-1 _ 2

+ tnm + ——6;-— E e u e u hu P{( n+lml+1)/2’"hu} }

con

211(n+1)/2

tnm = 737150: ¿mo sl mi

tnm = o si n=1

Desdeel punto de vista práctico, el cálculo de las sumasreticulares
para los puntos con j3=0, 310 se efectúa más contenientemente en téxnúnos
de las fórmulas válidas para j3#0 (para ello se considera una lámina
cortada paralelamente al plano a1a3c>al a2a3, según se verá en 1a sección
u.6.5): no solamente estas fórnmflas son más sencillas que las que acabamos
de dar, sino ademásel forwalismo de 1a parte “.6 pernúte hallar directamente

las componentescartesianas de las sumaselectrostáticas (o sea las 811...; )
sin pasar por las Snm. n
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u.u El potencial en un cristal con cargas puntuales

Hasta ahora al considerar el cálculo de las sumasreticulares hemos

tomado n>0, pues para n=0 (potencial de una red de cargas) la sumatoria
diverge. En la práctica, según vimos en el capítulo 3, lo que se precisa
es el potencial en un cristal iónico o en un metal, que suelen representarse
respectivamente por una estructura de varias subredes de cargas puntuales
(neutra en su conjunto) o por una red de cargas puntuales inmersa en una
nube neutralizadora. Eh amboscasos las divergencias se cancelan. Dado
que el MSPtrata cada subred por separado parecería que su extensión al
caso n=0 no fuera posible. Sin embargo, en la sección l4.3.1 vinos que
el métodointroduce implícitamente distribuciones neutralizadonas planas,
y para el sistema "red plana más capa neutralizadora" el potencial es
finito. En las secciones que siguen describiraros la aplicación del MSP
al cálculo del potencial en un metal (Sholl 1967) y en un cristal iónico
(Massidda 1978a).

|+.l&.1B1 potencial en un metal por el MSP

Consideremosun cristal cuya celda elemental es un paralelepípedo de
aristas 31, 32 y 33 mutuamenteperpendiculares, con una carga puntual q
en su centro y una distribución espacial uniforme —q/ven todo su volumen.
La densidad de carga de la celda está entonces dada por

mai) = q mi) - (q/v) O(Rx,a¡) G(Ry,a2) e(Rz,a3) (99)

donde la función e(u,uo) se define así:

0(u,u0) = 1 si |u|g|ro2
0(u,uo) = 0 si |u|>|uol/2 (100)

Supondrenosque el cristal es una lámina cortada paralelamente al plano
a1a2. Se trata de calcular"

* El cristal metálico que tratanos aquí es un caso particular del que
fue tratado en el capítulo 3, pues al emplear el MSPnos restringitros a
muestras laminares. Para denotar el potencial en una muesu'a metálica laminar

usaremos el subíndice S (por Sholl) en lugar de M. Noterros que VS es el
potencial relativo al infinito (el que está dado por la ec.3.11 de Sholl
(1967), no la 3.15, que expresa el potencial relativo a su valor medio).
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+
L], n

—%ïïvS(ï) = Z ¡1-7- - é-f Éfir (101)¡,3

para lo cual vamosa seguir el procedimiento de Sholl (1967), con algunas
modificaciones en cuanto al tratamiento de la parte divergente.

Recordandoque al tratar el caso n>0 encontramos que las fórmulas del
MSPcontienen dos términos, correspondientes a1 reagrupamiento de cargas
descripto por la ec.(75), vamosa sumary restar a la ec.(101) para cada
plano cristalino paralelo a la lámina la contribución de una distribución
plana P = q/m. Reagrupando los términos tendremos

ïïíl V (í) : { Z
q S A

2 +

_ l_ Í a dG } +
m ¿a +c2)172Asj a1(02

2 + +'
I a2 d; 1 2 " E [HT-ea{V'GD+ V163}. (102)

A3 a1(o +C ) q

Aquí la cantidad que se ha sumadoy restado ha sido expresada en térndnos

de las variables adimensionales ox, ay para las cuales el diferencial de
superficie es dx dy = a? dox doy; cada integración se efectúa sobre un plano
A3= constante; 1a integración sobre d?’ se lleva a cabo sobre todo el espacio
ocupado por la lámina.

Calculemosprimero V'(ï), que es el potencial de una estructura reticular
de cargas en forma de lámina, con capas neutralizadonas en los planos cris
talinos paralelos a ésta. La cantidad V'(Ï) tiene muchaimportancia en el
MSP,pues también aparece cuando se calcula el potencial de un cristal iónico.

Empecenospor suponer ¿#0 (o sea j3#0 y/o Aaío) y consideremos la contri
bución de un plano A3 genérico.

.y

EIEn.Vv(ï-A ) = 3;. 1 _ 1.. ____ÉE____ }._________7_
q ’3 a1{A1ÉA2 2 12 of 2+C2)1/2(ox,j+c2) a (a

31-1] f*(3) gG) dÉ (103)

COD

fla=fmas z ¿6-3 -3)- L- (mm
A 3 O

A1a>\2 a

y

gcá) s (02 + c2)‘1/2 (105)
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Recordando las ecs. (61) y (66) tenemos ahora

. , .

r<fi> = ÉÏ-{ X elJp a(*—ñ ) — a<fi>} = %—-z elJu ¿(ñ - K > (106)
a Ll u a L! u

Con respecto a G(Ïi), para ÉíO su cálculo es el mismoque para n>0, pues
la deducción de las ecs.(70) es formalmente válida para n>—1/2.Poniendo
n=m=0en la ec.(70a) tenemos

1 e-2nhlcl(¿(310) = H (107)

Para É=Ola transformada de Fourier de gar?) diverge, pero ese término
no aparece en la fórmula de Parseval pues está excluido de la sumatoria
de la ec.(106). Físicamente, se trata de la contribución de la densidad
superficial promedio, que fue justamente cancelada por la capa neutraliza
dora. Reemplazandolas ecs.(106-7) en la (103) tenemos

=_9_1_ ' “íJ ‘1 -HI>\3+J'3I
“naoaloazl: e “hu e u

v'(ï;A3)

Esto permite obtener V'G) para jailO, y la contribución a V'('J') de los
planos A3960para j3=0.

Para j310 obtenems, procediendo en forma análoga al caso n>0 (ec.76),

-iJ -H j3 -H (1-j3)
v + __. g 1 ' e E e H + e E .

v (3) “no alo 2 h _H (33m) (109)a u u 1 - e u

Del mismonodo (ver ec.77) para 3:0 se obtiene el potencial de todos los
planos de cargas con sus capas neutr'aJizadoras exceptuando el ¡3:0:

v'mm) - Z'V(0°>\) - Li- Z' h‘1 Lg"- (*-0) (11o)
= ’ 3 - Nneo a10 u -H J

Á3 a IJ 1 - e u

Para hallar la contribución del plano A3=0para 3:0 Sholl en vez de
reagrupar los términos cono se indica en 1a ec.(102) calcula directamente
el potencial creado por las cargas puntuales del plano A3=0más la dis
tribución espacial -q/v asociada con éste (o sea, comprendidaentre los
planos z = (n3+1/2)a3 y z = (n3—1/2)a3)).A esta cantidad por analogía con

la ec.(78) la denotarenos Vá0)(0). El procedimiento de Sholl enplea una
suma "por rectas" cuya idea es análoga a la del MSP.El resultado es
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. 0 m m
“É )‘°) = míafi 8 Z Z Ko<2na2A2v1/a1>+ 2C +

'0 1 Á2=1 u1=1

+ Í%á31 - log(16n2aÏ/m2) } (111)

(aquí K0(x) es la función de Bessel modificada de orden cero y C =
= 0.57721566H9es la constante de Buler). Esta cantidad es el potencial
producido en 3:0 por la porción de metal comprendida entre los planos
z = (n3+1/2)a3 y z = (n3-1/2)a3, y por lo tanto podemosusarla directamente

para hallar VS(0). Antes de hacerlo, sin embargo, conviene completar el
cálculo de V'(0), para el cual faltaba la contribución del plano A3=0z

V'(0)(0) = Vé0)(0) + {potencial de una densidad espacial q/v comprendida
entre z = (n3+1/2)a3 y z = (na-1/2)a3} - {potencial de una
densidad superficial q/m distribuida sobre el plano z = naaa} =

= vé°)(0) —V1(0;A3=0) (112)

La cantidad V1(0;A3=0)es la contribución del plano A3=0al potencial
V1(0) introducido en la ec.(102):

V1(j3;A3) = {potencial de una densidad espacial —q/vcomprendida entre
los planos z = (n3+A3+1/2)a3 y z = (n3+A3—1/2)a3} +

+ {potencial de una densidad superficial q/m distribuida
sobre el plano z = (n3+A3)a3} (113)

Para calcularla se halla previamenteelcxnïïspondiente campoeléctrico,
para lo cual se usa el teorema de Gauss:

_ . + . 1 . 1

É1(33;A3) = - 53;; (1-233)ez para 335 73 ¡3:0 o 33> 53 A3=-1 (llua)

É1(j3;Á3) = Ü para jaS %3 A310 O j3> 13 A3Í-1 (114D)

para puntos internos y externos, respectivamente, a la distribución de
carga. Deaquí resulta

. a . 1 2 . 1 . 1

V1(]3;A3) = %Esi-(]3-Ï) para 335 53 ¡3:0 o 33> 73 A3=-1 (115a)

V1(j3;>\3) = 0 para jgs x3an o j3> ¡31-1 . (115b)
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Volviendo a la er".(1.12) tenemos

(O) (0) g a3 . 1 2' : _ __ :
V (Ü) VS (0) 260w (]3 2)

; EÏESEÏ { aA {1 {1 Ko(2na2A2u1/a1) + 2C _ 10g<16n2aÏ/m2)} (116)

De esta expresión y de la ec.(110) obtenemosel potencial V' en ï=0z

v'(o) = v'(°)(0) + v'(1)(0) (117)

Para completar el cálculo de V'G) faltaría considerar- el caso j3=0 con
jl y/o jz #0. Aquí también, igual que para las sumas con n>0, el resultado
puede expresarse en términos de las fórïmilas deducidas para j3#0, y por lo
tanto este caso será tratado conjuntamente con el de dichas sumas (sección
L4.6.4). Nótese que para n=0 el procedimiento allí descripto es el único
que permite efectuar el cálculo usando el MSP;para n>0 expresiones para
las sumasreticulares en el caso j3=0 con jl y/o jz #0 fueron obtenidas,
cono ya vimos, por de Wette y Schacher (1965) y por Browny Lo (1971).

Volvamosahora al potencial VSG) (ec.102), para el cual nos falta
calcular la cantidad V16), o sea el potencial de las capas promediadas
más la distribución espacial -q/v. Recordandola definición de V¡(j3;A3)
(ec.115) y usando las ecs.(105) se ve de inmediato que

+ _ . _ _ a . 1 2

v1(3) —¿a V1(]3,A3) - 280m (33 - 50 (118)

Este resultado vale cualquiera sea ja.

Es conveniente resumir los resultados de esta sección para el potencial
en una muestra metálica lanu'nar. 1

Si j3#0 se reemplazan las ecs. (109) y (118) en la (102):

. —H 3-3 ‘l1J —1 e p + e a . _l 2
u h"l + fija 2) . (119)v (ï) =L—1 2' e‘ ¿“(l-33)

S lMil-:0a10 a u 1 - e u

Si 3:0 se reemplazan las ecs.(117-8) en la (102):

_ 9
VS(0) 

+ gï- eA {1 {1 Ko(2na2A2u1/a1) + 2C —10g<1sn2aÏ/m2)) + %%í-} . (120)2: H1:



¡+7

El caso j3=0 cond y/o j2 #0 será tratado en la sección u.6.u.

Los resultados de esta sección permiten comparar entre sí los valores
obtenidos mediante las fónmlas de Bwaldy de Sholl para el potencial en
un cristal metálico. Para una muestra laminar 1a ec.(33) pasa a ser

vEdï) = vsá) —vs (121)

El potencial promedio VSse calcula usando la ec. (119): el primer
término, V'G), no oonü‘ibuye, de nodo que tenemos

2
— : a ' ' -1" 2 : a
vS MzeomvVI de dRy a3 d33 (33 2) 3-1246“ (122)

Esto puede reemplazarse juntamente con la ec.(119) o la (120) en la
ec.(121), para obtener el potencial de Bwalden términos de las expre
siones halladas por Sholl mediante el MSP.Nosotros hemos comprobado
nméricamente que las fórmulas (31) (donde se han reemplazado las
ecs. (28) y (30)) y (121) (donde se han reemplazado las ecs. (119) y
(122)) dan efectivamente el mismoresultado; lo mismovale para las
fórmulas (32) (con la (30)) y (121) (con las (120) y (122)) (Massidda 1977).

1+.l+.2Potencial en un cristal iónico

El potencial en un cristal laminar de cargas puntuales puede calcularse
usando el resultado de Sholl para el nodelo metálico, siempre que se tome
en cuenta el efecto de las nubes neutralizadoras no compensadasen la
superficie de la lámina. Hacer esto es elemental, aunque algo engorroso
cuando el nfmero de subredes iónicas es grande. Nosotros hemos encontrado

una maneraalternativa de efectuar dicho cálculo que evita el empleode
nubes neutralizadoras (Massidda 1978a). Puede demastnarse que el resultado
obtenido por nosotros concuerda con el que se obtiene usando la fómula
de Sholl y efectuando la corrección por las nubes neutralizadoras.

Sea pues un cristal laminar ideal (fig.|+.3) cuya celda elemental

contiene A cargas puntuales qa ( a = 1,2,... ,A). Los vectores de posición
de éstas con respecto a un origen arbitrario los escribimos en la forma

+ + -> + + + +
s + + s + + 23

ra xmex ymey zmeZ xo“1 a1 xa’2 a2 xma a3 (1 )
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Fig.u.3. Corte según el plano xz de una muestra lanfinar de un cristal
iónico generico (proyección sobre el plano y=0). La línea de trazos
encierra la celda elemental.

La lámina tiene Mcapas de celdas en la dirección +z y N capas en la
dirección —zcon respecto a la capa a 1a cual pertenece el punto-campo P
(por lo tanto tendrá un total de M+N+1capas). El cristal en su conjunto
es neutro:

’ï : o (121+)
a=1 qu

Asignamosel índice a de manera tal que sea za, ‘ za" para todo par
a',a" tales que a' < a". Sea

->:—> + +_ + + +
PP _ xpex + yPey + zPez - XP,1 a1 + xP,2 a2 + xP,3 a3 (125)
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el vector posición del punto-campo P. LlamemosB al índice de la subred
que satisface

21 s zz s ... s zB_1 < zP s zB s ... s zA (126)

Para un punto-campo comoQ (ver fig.u.3), para el cual z e 21 s 22 s

< ... s ZA, será B = 1. De acuerdo con la convención del MSPel vector
posición de un punto-fuente de la subred a con respecto al punto-camposerá

+
r '-' (11 + ja,1)gl + (¡2 + ja’2)32 + (A3 + ju’3)<ï3 , (127)A,ja

donde 0 s ja,i < 1 para todo a e i. Para el punto P vale

0 s je,3 s jB+1,3 s ... s jA,3 < ji,3 < ... s jB_1,3 < 1 (128)

y si B = 1 (punto Q)

0 ‘ ji,3 s ... s jA’3 < 1 (129)

A los puntos-fuente pertenecientes a 1a mismacelda no les corresponde la
mismaterna (A¡,A2,A3), salvo que sea 8:1: en efecto, puede verse que A3
varía entre -N—1y M-1 para a<B y entre -N y Mpara a>8. Introduzcamos la
nueva notación

+
I‘ -?ma- x';

_ . + . + ., +
Já - (¡1 + Ja,1)a1 + (12 + Ja,2)a2 + (XC + 36,3)433 , (130)

donde Ac es un entero que toma el mismovalor para todos los puntos-fuente
pertenecientes a la misma celda, de nodo que varía de —Na Mpara todo a.

Los subíndices x' y já denotan las ternas (A1,AZ,AC)y (ja’1,ja’2,j¿,3)
respectivanente. Los já 3 que satisfacen esto son

9

j' = j - 1 para a<B
“’3 “’3 (131)

j¿’3 = jm,3 para a>B

de nodo que
'I 'I 'I '1

-1 < 31,3 s ... s 36_1’3 < 0 s 38,3 s ... s 3A’3 (132)

El potencial en P está dado por

q q
uneOV(P) = Z 2 r a = X Z o + .a + . + . (133)

A a 1,3“ A' a |(A¡+3a,1)a1+(xz+3a’2)a2+(xc+3¿’3)a3|
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Si P coincide con un punto de la subred a', lo cual implica jo“,1 = je“,2 =
ja,,3 = 0, entonces para a=a' el término A1 = A2 = A3 = 0 debe ser excluido
de la suma. Por tratarse de un cristal laminar debe sumarse primero sobre

A1 y A2 (que van de —wa +0) y después sobre Ac (que va de -N a M, pudiendo
posteriormente tomarse M,N+°).El análisis llevado a cabo en la parte 2.3,
cuyas conclusiones se resumieron en la Tabla 2, mostró que el potencial en
un cristal laminar depende de la forma del misn‘osi la celda elemental tiene
nomento dipolar B no nulo. Para ser más exactos, hay dependencia de la forma

si pXy/o py son distintos de cero; que pz sea no nulo en cambio no trae
ninguna dependencia con respecto a la forma de la lámina, pues la suma

reticular para el potencial de dipolos paralelos a Ez tiene n=1, m=0,y
siendo Y10g3o) = cos%-= 0 la contribución asintótica dada por 1a ec.(2S)

se anula. POrlo tanto si px y/o py son distintos de cero, al sumar sobre
A1y A2 debe tenerse en cuenta la forma de la lámina.

La aplicación del MSPa la serie (133) se efectúa de manera muyparecida
a 1a empleadapara la serie más general (ec.|+7), por lo cual no repetiraros
aquí toda la deducciónde la parte l4.3, sino nos remitirenos a ella, limi
tándonos a destacar aquellos puntos en que el procedimiento actual se aparta
de aquél. Unacaracterística de este caso es que para evitar las divergen
cias asociadas con cada subred hay que sumar primero sobre a y después
sobre los A. Otra diferencia menorestá en la definición de las funciones

f(É) y g(3) a las cuales se aplica el teorema de Parseval. Ahora tenemos

f6) = Z ¿(É —3A) (131+)
A19M

y
qu(3) = (135)

g E {IBMj I2 + ¿0231 2G

La transformada de Fourier de fG) ahora es

¿(ñ —Hu) = P*(É) (135)
:2E: u

Oraa "lauz
(comparar con la ec.66). la transformada de GG) sólo puede calcular-se si

¿a í 0 para todo a; dado que ahora ca = (Ac+j¿,3)a3/a1 = (A3+ja,3)a3/a1,
ga: 0 implica estar considerando el plano ¡3:0 para la subred (o las subre

des) con ja,3=0. Para estas subredes AC=A3. +
Tomemosprimero el caso ja,3 al 0 para todo a. Para halo obtenems, por

comparacióncon la gG) correspondiente al potencial en un metal,

emm) = X%e-2Hi(ja,1ui+ja,2up e'21T"al h (137)a
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(ver ecs.(105) y (107)). Vemosaqui que el resultado puede obtenerse tra
tando cada subred por separado, lo cual facilita mucholos cálculos. Desde
el pmto de vista físico ello se explica recordandola discusión subsi

guiente a la ec.(73). Allí se mostraba que los ténninos con ÏiuíOrepre
sentan las contribuciones de las cargas puntuales más las capas neutrali
zadoras. Ahora bien, la serie que da el potencial de una red elemental de
cargas puntuales más sus capas neutralizadoras es convergente, pues la celda
de este "cristal" tiene carga neta nula. Depaso, observemosque también
tiene B = 0, mientras en cambio 3 al 0, por lo cual las propiedades de
oonvangenciade la serie respectiva son las correspondientes a1 caso n=2.

La dificultad inherente al caso n=0 surge cuando se calcula G(0):

G(O) = f 2 (138)q“ dá

a {Is + Ej ¡2 + cama

De la discusión anterior se deduce que esta cantidad es proporcional al
potencial de un conjunto de planos paralelos, cada uno con Lmadensidad

superficial miforme Pa=qulm(las capas pranediadas). El potencial de
cada plano es infinito, pero al SLmIarsobre a las contribuciones divergentes
se cancelan de modoque el potencial del conjunto de planos es finito.
Antes de calcular G(O)observenos que allí es donde también se manifiesta
la dependencia del potencial (133) con respecto a la forma de la lánfina.
Para ver esto hay que tener presente que cada capa pnmediada está centrada
en su respectiva carga puntual, de nodo que la celda eleJIeIrtal de m
hipotético cristal formadopor las A capas pranediadas del cristal ión-ioo

dado posee el misno momentodipolar '15que la celda de éste. Si px y/o py
al 0 vinos que el potencial depende de la forma de la lámina, y lo misma
obviamente se aplica a G(O), pues el argumento de la parte 2.3 vale inde
pendientemente del espesor de la lámina oonsida'ada. El cálculo de G(O)
debe efectuarse con cuidado, a fin de cancelar correctamente los términos
divergentes. Nosotros SUPOI'IE'JTDSque 1a lámina es circular, lo cual se
manifiesta en la manerade llevar a cabo la integración en el plano 3.
El. resultado es válido a meros de términos del orden 0(d/R), siendo d la
distancia entre el punto-campoy el eje de revolución de la lámina y R
el radio de la misma:

G(O) = -2n Z qulcal (139)
C!

Reemplazandolas ecs.(136-7) y (139) en (57) obtenemos el potencial V(P;Ac)
de la capa de celdas Ac, cuando todos los ca son distintos de cero:
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V(P;AC) = V'(P;AC) + V"(P;AC) (1u0)

con

, _ 1 ' 1 -iJ - A +" H
V'(P,>\c)- qu h- e a,u e I CJa,3l u (1'41)

a l'¡I’NZ u

(j #0 para todo a y/o A #0) Y(1,3 c

H . : _ _aa_ 0' o . .
V (P,AC) 250mg anAc+]a’3I (ch,3 y Ac arbitrarios) (142)

(Jel se define por analogía con la ec.(67)). Sumemosahora sobre Ac.9

Para V'(Psxc) tenenos dos series geanéüicas (una para AC>0y 1a otra
para Ac<0) que se pueden sumar explícitamente:

M

V'(P;M,N) s Z V'(P;AC) =
1

3-1 ' h-l e-iJa u, _ _. _ _ _.

21 X u1—_H [(1-e MHu)eJ(1,3Hu+ (1-e (N+1)Hu)e(1 36,3)Hu) +a: “19u2 ' e H

A h-l e-iJa ul 3 __ _- _ _ _.

a=B u1,u2 1 - e u

LassmasenlascualeSonvadelaB-ldesaparecencmndoBvale 1.
Para puntos suficientemente alejados de 1a superficie (a los cuales nos
limitarenos de ahora en adelante) tenemos M,N>>1,con lo cual*

* Conrespecto a la notación conviene observar lo siguiente. En las
secciones anteriores, en las que tratábamos una estructura formadapor una
sola red, cada punto de la celda elemental estaba caracterizado por una

terna (j1,j2,j3), de Il'DdOque el potencial podía expresarse cono VG).
Para 1a estructura considerada en esta sección a cada punto le corresponden

A ternas (ja,1,ja,2,ja,3), de nodo que Lmanotación análoga a la anterior
sería demasiadocomplicada: por este motivo se prefirió escribir simplemente
V(P). Sin embargo, dado que al término V'(P) cada subred contribuye en forma
separada, para cada una de estas contribuciones puede usarse la notación

VC;(ía) , que tiene adanás la ventaja de recalcar la dependencia funcional de
| . . .

Vacon respecto a las variables 3a,? Ja’2, Ja’a
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A

V'(P) = lïm V'(P;M,N) s M3311) (j 3alo) (m)
M,N—>oo a=1 °"

con

q y - -j H —(1-j )H
, + : a —1 —1J e a 3 u + e a 3 u

va(]a) Uneoalo Z hu e a’u , -H , (luS)
a 111m2 1 — e u

Por otro lado,
M

n . = _ a

v (P,M,N) —LZeomA E N ¿qalxc+j¿,3l
C

Recordandolas desigualdades (132) y teniendo en cuenta la ec.(12u) y
A

_ 'I
pz - a3 “El quja,3 (1H6)

resulta
M M —1

.‘1 _ -' _ .'
a3A ;_N E qulAc+Ja,3I - a3{l El E qa(xc+]a,3) A z_N E qu(xc+3a,3) +c c

A ' 8-1 . 8-1
+ X an¿ 3 - X un¿ 3} = (M-N+1)pz + 2aa X clau-Ja 3) ,

a=8 ’ a=1 ’ a=1 ’

o sea

1 _ . . . .u _ _ _ _

V (P) - 2€0m{(MN+1)pz + 2a3 “El qa(1 Ja’3)} (36,3 arbitrarias). (1h?)

Aquí se supuso que la diferencia M-Nse mantiene fija para M,N+w,de
modoque V"(P) no es afectado por el paso al límite:

V"(P) s lím V"(P;M,N) = V"(P;M,N) (pana M-NEKfijo)
9

El primer térnfino de la ec.(1u7) representa el potencial de M+N+1capas

planas infinitas con momentodipolar por unidad de área (pz/u)Éz, para
N de las cuales dicho momentoapunta hacia el punto-campo y para M+1en
la dirección opuesta (PanofSkyy Phillips 1962, p.20); el segundo térndno
representa la corrección debida a que, salvo que sea 6:1, el punto-campo
está entre distintos planos de cargas de la mismacapa de celdas, de modo
que dicha capa no es vista desde aquél comouna capa dipolar.

Pasemos ahora a los casos en que j =0 para un dado valor de a, quea,3
de acuerdo con nuestra convención (ec.128) denotaremos B. B1 caso en que
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jB’3=0 con jB,1 y/o jB,2 #0 será tatado en la sección u.6.u*. Aqui trata
rerms el caso jB’1=jB’2=jB’3=0,o sea hallarenns el potencial en un sitio
de la subred B.

Empecemospor notar que la expresión hallada para V"(P) (ec.1l+7) es

válida incluso si alguno de los jm,3 es nulo.
Eh cuanto a V'(P), según ya vinos podemostratar cada subred por separado.

Si cie v¿(ïa) está dado por la ec.(1u5). Por otro lado, para la subred e
la contribución de las celdas con A010 sigue estando dada por la ec.(1|+1),
de modo que

2 e4-I8,11—u‘ oh-l e-lJ
—H

1 - e u

(1) + _ ' B 'V' ( :0) = V'(0'A ) = ——
B JB E B ’ c uneoaloa E uc

lo único que falta es la contribución de las cargas qB con su capa neutra
lizadora -I'B que están sobre el plano AC=0.Esta es la cantidad V'(0)(0)
calculada en la sección anterior (ec.116):

q 2 u
v'(°)<3‘=o>= —B—{ e z 2 mmm + 2o _ log16n—a1-}.(1ll>9)

B B uneoal 12:1 “1:1 a1 m2

Podemosresumir los resultados de esta sección diciendo que el potencial
en un cristal con forma de 1ámina**se obtiene de la siguiente expresión:

V(P) = V'(P) + V"(P) (150)

Si ja 310 para todo a, V'(P) está dado por 1a ec.(1uu). Si ï¿=o para un
3

cierto a=B y jel 3110para «#8 tenerms9

. = .+ .(1)+= + .(0)+___
v (P) age va(3a) + vB (38 o) vB (3B 0) (151)

dondeV¿(ï¿) está dado por la ec.(1u5), v¿(1)(ïa=0) por la (1ua) y v¿(°)(ïe=0)
por la (1u9). Si jm 3:0 con jm 1 y/o ja 2 #0 para uno o más valores de a9 9 ’

hay que emplear los procedimientos que se describen en la sección MBA
(ver ec.19l+).

En todos los casos V"(P) está dado por 1a ec.(1|+7).

* Por supuesto, podria tenerse ja 3:0 con jel 1 y/o jol 2 #0 para más de
a 9 a .

un valor de a, pero el tratamiento seria esencialmente el misma.

** Si el nomentodipolar de la celda elemental no tiene componente
según el plano de la lámina la forma de ésta puede ser cualquiera, de lo
contrario nuestros resultados valen para una lámina circular.
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u.u.3 El potencial en un cristal iónicc y las fórmulas de Bwald

En las páginas anteriores hemosinsistido sobre el hecho de que las
cantidades elecnostáticas de las cuales nos ocupamosse refieren a
situaciones ideales y no siempre pueden compararse directamente con los
datos experimentales. Unejemplo de esto lo constituye el resultado que
acabamos de obtener para el potencial V(P) en una muestra laminar de un
cristal iónico. la celda que hemosconsiderado tendrá en general un mnento

. ->
dipolar neto p dado por

A

Pi = ai “El qa Xa,i (152)

El potencial de una lámina paralela al plano alaz contendrá pues un

término dependiente de pz (ver ec.1l+7). En un cristal real, si 3 al 0 es
inevitable que sobre la superficie se acumuleuna distribución de carga
tal que anule el campoeléctrico que ve una carga externa. Para una nuestra

laminar ello ocurre cuando una densidad superficial PS = pz/agm se acumuló
sobre la cara que mira hacia la dirección -z y una densidad opuesta sobre
1a cara opuesta. Estas capas están separadas por una distancia (M+N+1)a3,
y el potencial que ellas crean en el punto P está dado por“

I‘

v1.(P) = 2-30- {(M+N+1)a3 — 2(N + xP’3)a3} + VC. , (153)

donde VC, es una constante que depende de la ubicación exacta de las capas
superficiales fl“. El potencial en 1a lámina sobre cuyas caras se han acum
lado las capas fl; será pues

V ](P) = V(P) + VI.(P)

donde V(P) está dado por la ec.(150). Usandolas ecuaciones (102), (118),
(121-2) y (11+7)obtenemos

a3 1 1. 1 2
{W - ïgma —ï) } - (1su)

_ qa

vrealm —VE(P) + z eo“
3-1 p1 . z

_ ——[2€om(M-N+1)pz mas“;1 qa(1-]a’3)} + 260m {(M+N+1)-2(N+xp’3)} + vc, ,

* El potencial entre las placas de un condensador plano está dado por
(P/2eo)(d—2z),donde I‘ es la densidad superficial de carga, d la distancia
entre placas y z la distancia entre el punto-campoy la placa positiva.
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Esta expresión se simplifica drásticamente si se reemplazan los jcJl3 de
acuerdo con ’

ja,3 = 1 + Xa,3 ’ XP,3 (“(8)

3a,3 = Xa,3 ‘ xP,3 (“’B)

y se toman en cuenta las fórmulas (12H) y (152). El resultado es

V ](P) = VE(P) + VC (155)

donde

1 A 2

vC = VC, + Ésa; (pz —a3 021 qa xa 3) (155)

En este ejemplo veïros pues que en un caso realista el potencial está
dado por la fórmula de Bwald (a menosde una constante aditiva).

“.5 Componentescartesianas de las sumasreticulares electzostáticas

Las cantidades electrostáticas que en la práctica interesa calcular

son proporcionales a las SR1 2 que definims con anterioridad (ec.l+2),
O O O nosea

n
s G)=XM (157)
¿1...2n A 3x21...ax¿ ++

Aquí las x1 son coordenadas cartesianas, de modoque las Szln_2n(ï) para
un n dado son las ca'nponentes de un tensor de rango n. Las
fórmulas que dedujinns anteriormente mediante el MSPse aplican a las

SMG), que son combinaciones lineales de las 8210”,” (3) (ecs.u7—8).
Ahorabien, si bien no es difícil escribir una SEI._ en témúnos de
las Snmpara cualquier n, saía útil tener una expresiSn general sencilla

que diera directamente las SMPHRÏl
las expresiones correspondientes a los ptmtos-campocon jaalo, según
va'enos a continuación (Massidda y Hernando 1980).

. Esto puede efectivamente hacerse para

4.5.1 El operator gradiente

Para empezar, expresararos el gradiente en coordenadas cartesianas en

términos de las derivadas con respecto a las coordenadas fraccionarias ji:
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(x1 = x, x2 = y, X3 = z). De 1a ec.(l+1) resulta de inmediato, para una

(158)

red ortorrómbica ,
aj.
_1 — 1_
axk ’ ‘ ai ¿ik (159)

Las expresiones que queremos derivar (sumas reticulares para puntos-campo
con jgio) son del tipo

SiG) : 2' 31(3) = 2' e’iJu(A e_Huj3 1 B e'Hu(1‘j3)) (160)
u u u u u u

(ecs. 76 y 119), donde Au y Bu no dependen de las ji. De las ecs.(158—60)
resulta de inmediato

aSÏG)
E = 2ni i +
ax —al hu,x Su(3) (161a)
+ +

38"(3) .
u _ 21r1 t +
ay - —al hu,y Su(3) (161b)
+ +

aS‘(3)
u _ 211 z +
az - —alh‘J Su(3) (161o)

l4.5.2 Las derivadas del potencial en oanponentes cartesianas

Las sumas S’L1 2 G) pueden ahora hallarse fácihnmte por aplicación
reiterada de las ecsr.1(161)a la expresión de Sholl (ec.119) para el poten
cial en un metal. Para ello naturalmente hay que tener en cuenta el efecto
de la nube neutralizadora. Tenemos

+ _ EL ' -1 . . _12
VS(]) - Lam) m E hu enga) + Lua” a3(33 2) , (162)

donde

_- -H ja -H(1-j3)
Q(j)=e1Ju e " +ÏH" (163)

u 3 1 - e u

El campoeléctrico en un metal por supuesto está dado por ÉSG) =
=-VVS(Ï). Aplicando las ecs.(161) a la (162) tenenDs
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-r _ _ i ' —1 .

Es,x(]) — QeowE hu’x hu 9u(33) (1sua)

+ : _ ' _1 '
Es’y(]) 260mE hu’y hu nu(33) (1sub)

+ = _ _q_ ' - - _CL « l
28,2(3) 260m E nu(33) + com (33 + 2) (15uc)

con
_ _- -H j3 _ -H(1-j3)
9 (ja) = e lJu e u eH “ (165)

u 1 — e LI

E1 campoen una red de cargas se obtiene a partir del campoen un
metal descontando la contribución de la nube neutralizadora:

É(Ï;q) = ESG) - ÏNG) (155)

Observeros que de acuerdo con la Tabla 2 el campode una red de cargas
(sin la nube neu'tmalizadora) depende de la forma de la lámina, contraria
mente a lo que ocurre con el campoen el modelo metálico. La diferencia
se debe, obviamente, a que el campoen el interior de una distribución
espacial uniforme que ocupa una región laminar infinita depende de la
forma de la misma. Nosotros nos limitaremos al caso de una lámina eliptica
o rectangular, de espesor finito y superficie tendiendo a infinito, con
una distribución espacial uniforme —q/ven su interior, y oonsiderarenos
puntos-campocercanos al centro de la misma. Puede demstnarse que para
éstos se tiene

ÉN(3) = - E%;'(n3 —ja) É , (167)Z

a menosde témúms de orden 0(d/L), siendo d la distancia al centro de
la lánúna y L una dimensióncaracterística de su superficie, y de términos

0(Lz/L), con LZ = espesor de la lámina. En un trabajo anterior obtuvimos
este mismoresultado (ec.(166) donde se han reemplazado las (164) y 1a
(167)) mediante ono método (Massidda 1976).

Las derivadas de orden superior, para j3#0, pueden ahora obtenerse
aplicando las ecs.(161) a las (16H)o (166) en forma iterativa.

Para n=2 tendremos
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32m6) n , 2 _1 .
ax ' coma] E hu,x hu 91.1(33) (168a)

3B (5') ,_Szy_= ¿q__ 2 —1 .
ay somalg hu,y hu “¡4‘39 (168b)

BES 2,6“) n , '

az _ _ €Oma1 g hu Q11(33) — eo v (168c)

aE (3) a}: (5’)
S x S 11' V _1 O-—’-——= —1-v— : _9_

By ax coma] E hu,x hu” hu 9u(33) (168d)

3B (3’) 3B (3‘) ,S X S Z n 1 ' _ ._2__ : _L_ =_ 9.
az 3X SomalE hu’x gu(33)

aB (3‘) 3B (3) .
S = S¡z = _ n91 ' _ _
az ay Equal 2 hu,y 9u(33) (168f)

Para una red de cargas puntuales resulta de imnediato

336-) aE .(“>
1 Jaq _ S l J 6___ + . 6 (169)
axk axk eov 13 k3

Para n>2 las derivadas del potencial son las mismaspara una red de
cargas que para un metal. En general puede escribirse

+ n
a"V( ) _ a 211 -p+s ' p s t-1 (t) . 

__J_axpaySazt_ Luna“ (¿al 1 E hu,xhu’y hu nu (33) + f(n3,33) (170)

(p+s+t = n; n = 0,1,2,...; jaalo). Aquí VG) puede ser VSG) o V(ï;q),
excepto si n=0, en cuyo caso tiene que ser VSG); Out (ja) es igual a
Qu(j3) o a ñu(j3) según que t sea par o impar; f(n3,j3) se obtiene de 1a
ec.(119), las (16H) y las (168) para n = 0, 1 y 2 respectivamente, cuando

VG) = VSG), de las (166) y (169) para n = 1 y 2 resPectivamente,cuando
VG) = V(Ï;q), y es nula para n>2 cualquiera sea VG).
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¡4.6 Relaciones entre sumasreticulares en láminas cortadas según
distintas orientaciones

En esta parte van‘osa mostrar de qué manera se relacionan entre sí las
sumasreticulares que expresan una cierta magnitud física en un punto de la
celda unidad en láminas cortadas según distintas orientaciones. Dichas
relaciones fueron halladas por nosotros (Massidda y Hernando1980) genera
lizando resultados anteriores nuestros (Massidda1976, 1977). Los resultados
presentan muchointerés por las razones que discutimos brevemente a conti
nuación .

L“5.1 Interés del problema

Eh las secciones l4.3.1 y ¡4.14.1henos encontrado fórmulas relativamente
sencillas para el cálculo de sumasreticulares en cristales con formade
lámina cortada paralelamente a dos ejes cristalográfioos (a1 y a2), para
puntos-campono pertenecientes a un plano cristalino alaz (o sea, con j3#0).
Posteriormente, mediante una deducción algo modificada, enoontranos expre
siones para dichas sumaspara puntos-campocoincidentes con un sitio de la
red ('j=0) . Si n>0 expresiones de este tipo, que son más ccmplicadas que
las obtenidas para jailO, también existen para puntos-campopertenecientes
a un plano cristalino alaz pero no coincidentes con un sitio de 1a red
(j3=0, j] y/o j2 #0). Las relaciones que vamosa hallar en esta parte, al
expresarunasmlareticularenunadadalánúnamtérminos desumas
correspondientes a una lámina cortada según otros ejes permiten efectuar
el cálculo en un punto con j3=0, jl y/o j2 #0 utilizando fórmulas que
valen para j3#0. Si se quiere usar el MSPesto constituye, para n=0,la
única manera de efectuar dicho cálculo, y para n>0 una manera más ventajosa.

Desde el punto de vista computacional el procedimiento recién mencionado
tiene otras dos ventajas. la primera procede del hecho de que las series
que aparecen en las fórmulas válidas para j3#0 convergen tanto más rápida
mente cuanto más cerca de 1/2 se encuentra ja y cuanto más grande sea el

factor a3/a1 que aparece en Hu (ec.73). Los resultados de esta parte permi
ten optimizar la convergencia mediante una adecuada elección de ejes.
Además,el poder calcular una mismacantidad de varias maneras independien
tes constituye una ayuda invalorable para detectar los errores que en forma
casi inevitable suelen deslizarse en todo programade computación.

Las relaciones que van'os a deducir revisten muchointerés también desde
el punto de vista conceptual. Eh efecto, ellas ej emplifican de manera
cuantitativa la dependenciade las sumasreticulares con respecto a la
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forma del cristal que fue discutida en el Capítulo 2 (recordemos que 1a
especificación de la forma de una muestra incluye la de la orientación de
los ejes cristalográficos con respecto a la superficie). Finalmente, el
procedimiento empleadoen la deducción permite hallar una nueva interpre
tación física del potencial de EWald.

H.6.2 Planteo del problema

Supongamosque se quiera calcular una cierta suma" Sil“ .2 G), para
una red cuyos vectores primitivos son 3, É y Nosotros n estamos
considerando cristales en forma de láminas cortadas paralelamente a dos
de estos vectores, lo cual implica que hay tres posibilidades: (1) la
lánúmes paralelaaÉy-É; (2) idemaÉyÉ; (3) idanaÉyÉ. Deacuerdo
con nuestra notación los vectores primitivos se identifican con los 3. ,
en los tres casos, de la siguiente manera: (1) 31:3, 32515,33:3; (2) a1=ÏS,
32:3, 33:3; (3) 31:3, 32:3, 33515.De aqui en adelante los tres casos se
llamarán abc, bca y cab, respectivamente. Bs conveniente introducir dos

manerasdistintas de escribir el vector í]. que caracteriza el punto-campo:

353-= 3'131 + 3'232 + 3333 a (1713)

+ .ri : + . + . +
j 3aa+3bb+3c (171b)C

Obviamente, ja, jb y jC se identifican con los ji de la mismamanera que
3, Í; y É lo hacen con los ai. La ec.(171a) es igual a la (37) y se emplea
en el caso genéricn; la ec.(171b) se emplea cuando se quiere especificar

a qué dirección cristalográfica corresponde cada ji. A los efectos de la
dependencia de las sumasreticulares con respecto a la forma, láminas
cortadas de distinta maneracon respecto a los ejes cristalográficos deben
ser consideradas comomuestras de forma distinta. Por lo tanto, el valor de

811.“! (31")para n=1,2 en un punto dado de la celda elemental depende de
la maneBaen que está cortada la lámina; lo mismoocurre para V(P) en un
cristal iónico cuya celda tiene un momentodipolar y/o cuadrupolar no nulo

y para V86). Nosotros supondren‘osque 1a lámina para la cual qua-veros
hallar las sumasreticulares está cortada paralelamente a É y É (orienta
ción abc). Entonces deberemos tomar

31:3, 32:3, 33:3

* Aquí conviene trabajar con las Sll 2 (3*)en vez que con las SMG).. . . n
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con lo cual

j1 = ja , j2 = jb , ja = jC (173)

'3’ -z . . .

Para la sumaSllnoz (3) usamms la notacion Shu-Enhagbgcmbc) o,
más simplemente, S . J. (ï;abc). Supongamosahora que queremos considerar9.1 .
una lámina cortada parallellamenteal plano bo o al ac. En otras palabras,

queremos calcular SILi. . _Er,1(jb,jc,ja;bca) o 821... olg(jc,ja,jb;cab), que
representan sumasreticulares correspondientes al mismopunto-campode la
celda elemental, pero en muestras laminares cortadas en forma distinta a
la anterior con respecto a los ejes cristalinos. Si la sumaes independiente
de la forma de la muestra, lo cual ocurre si n>2 (ver Tabla 1), tenemos
simplemente

Sil...ll:l(3b’3c’3a;bca) = sgínullvjfjcajadbícab) =

= 821...2n(ja’3b’3c5ab°) (n>2) (17a)

(aqui las "primas" representan los nuevos subindices que resultan al

intercambiar los vectores primitivos: por ejenplo, SxxyG'abc) = Szzxfirgbca) =
= S z(31";cab)). En cambio, si n<2 habrá que hallar de qué manera

Si1 l (-3')depende de la forma de la muestra.n
l+.6.3 Cristal con una red de cargas puntuales, cuyo potencial no

depende de la forma

Para el caso n=0 las relaciones buscadas entre las sm'nasreticulares

pueden deducirse directamente de las ecs.(121—2). En efecto, sabiendo que

VEG) es independiente de la forma podemosescribir

vE(ï;abc) = vE<ï;bca) = VB(ï;cab) (175)

de donde, reemplazando dichas ecuaciones, obtenemos

2 2
+. _ 9C = ü. _ a = +. - b

VS(] ,abc) NEW VS(3 ,bca) ¿MOV VS(] ,cab) LQHEOV. (176)

Sin embargo,es instructivo describir aquí el procedimiento mediante
el cual dedujimos por primera vez estas relaciones (Massidda 1977). Desde
el punto de vista conceptual nuestra deducción es quizás más satisfactoria
que la anterior, pues no requiere el conocimiento previo de la independencia
del potencial de Bwaldcon respecto a la forma (propiedad ésta que resulta
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de las fórmulas de Bwaldpero que no tiene una justificación teórica obvia),
sino por el contrario permite dar una interpretación física para dicho
resultado.

Introduzcams un cristal ficticio cuya celda primitiva es la del modelo
metálico más una distribución de carga tal que el potencial sea independiente
de la forma de la muestra. Esto ocurre si la carga y los mnentos dipolar y
cuadrupolar de la celda elemental son nulos. Unamanera muysencilla de
lograr esto consiste en agregar sobre las caras de la celda del modelometá
lico las siguientes distribuciones superficiales de momentodipolar:

_).

7:: = iraex sobre la cara bc orientada hacia la dirección 1x; (177a)

ÏÉÏ)= irb-ey sobre la cara ac orientada hacia la dirección ty; (177b)

É): = i-rc'ez sobre la cara ab orientada hacia la dirección iz. (177o)

(o sea, si q>0todos los vectores apuntan hacia afuera). Estas distribuciones
dipolares no modifican el momentodipolar neto de la celda ni su carga. Su
momentocuadrupolar en cambio es distinto de cero, y por lo tanto podemos

elegir las Ti de modotal que también el tensor cuadrupolar neto de la celda
sea nulo. LlamenospB(ñ) a la densidad de carga de la celda del cristal
ficticio*. Tendremos

pEcíï) = psdï) + pnadi) + pT’b(ñ) + pT’CÓÏ) me)

con

pT’a(ñ) = —1a 0(Y,b) 6(Z,c) {6'(x —%) —wx + 3-5} , (179a)

pT’bÓÏ) = —Tb e(x,a) e<z,e) {6'(Y - 123)—6'(Y + gn , (179b)

emm?) = —TC 0(X,a) 9(Y,b) {wz —g) —wz + %)} . (179c)

Aquí pS(ñ) es la densidad de carga de 1a celda metálica (ec.99), la
función 0(u,uo) está definida por la ec.(100) y 6'(x) es la derivada de

la delta de Dirac. Vamosa hallar los valores de Ta, Tb y Tc tales que
el tensor cuadrupolar

* El empleodel subíndice E se debe a que el potencial en este cristal
ficticio resulta ser igual al de EWald.
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sea nulo. Obviamente,

35 = 35 +31,51 + ¡Sub + 3m s 33 + 31 (181)

El tensor cuadrupolar de la celda del metal se calcula de inmediato,
obteniéndose

2
qaiQs’ik:_ ik (182)

Para calcular las contribuciones de las capas dipolares oonsiderenos en

primer término 6T a. Bs evidente que todas las componentesde este tensor’
son nulas excepto la xx. Para ésta tenen'os

Qr’a’xx:-1abcfx2 {5v(X-%)-cv(x+%)}dx:2v1_a (183)
+

Después de un cálculo análogo para ar b y ÓTc se llega a
9 9

Comparandola ec.(18¡+) con la (182) veIros que la condición

33 + 31 = 0 (185)

se cumplesi los Ti se eligen así:
qa;

Ti =W - (186)

De ahora en adelante supondrenos que valen las ecs. (186) , de nodo que el
potencial en nuestro cristal ficticio es independiente de la formade la
nuestra. Ahorabien, a medidaque las celdas de este cristal se van adosando
la una a la otra para formar una muestra dada, las distribuciones dipolares
que se encuentran sobre caras adyacentes se cancelan entre sí: de este nodo,
una muestra cualquiera de este cristal ficticio es igual a una muestra aná
loga de cristal metálico sobre cuya superficie se ha super-puesto Lma
distribución dipolar detenninada por las ecs. (179) y (186). El cálculo de
1a contribución de dicha distribución superficial para un cristal de forma
arbitraria es en general muycomplicado. Sin embargo, para una muestra
cortada corroun paralelepípedode caras perpendich a los ejes crista
lográficos el mismapuede realizarse en forma elemental. En efecto, en ese
caso la superficie de la muestra está constituida por seis rectángulos,
cada uno de los cuales tiene una distribución dipolar uniforme. El potencial
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de una tal distribución es proporcional al ángulo sólido Qque la superficie
subtiende con respecto al punto-campo (Panofsky y Phillips 1962, p.20):

(187)

Aquí el ángulo sólido Q debe tomarse comonegativo si el vector 7: apunta
hacia el punto-campoy comopositivo si apunta en la dirección opuesta.
Consideremosel caso de una lámina rectangular cortada paralelamente a los
ejes cristalográficos a y b (el potencial en una lánu'nametálica no depende
de la forma de la misma: ver Tabla 2). En el límite en que las caras ab se
hacen infinitas el ángulo sólido subtendido por las mismases 211,mientras
que los subtendidos por las otras canas son cero para los puntos-campocuya
distancia al origen es finita. El potencial creado por las capas dipolares
es por lo tanto

VT(abc) = (188)
_L

2lleov

Si la lámina es paralela a otro par de ejes cristalográfioos el resultado
es análogo. El. potencial en un punto de una celda cualquiera en una
nuestra de formacualquiera de un cristal ficticio cuya celda tiene 1a

distribución de carga pE (que, de acuerdo con 1a ec.(1ull) y con lo que
acaban'osde ver es igual al potencial en ¡ma lámina "metálica" con dis

tribuciones dipolares T: sobre las caras que miran en las direcciones tz)
está dado entonces por

vBG;abc) = vscï;abc) - 5% (189)

Esta ecuación coincide con 1a (121) escrita en la orientación abc, donde
se ha reemplazado la (122), de lo cual se canprueba que el potencial de la

distribución pE(R) coincide con el de Bwald. Sabiendo que para una lámina
el potencial VEes independiente de la manera en que 1a mismaestá cortada,
de la ec.(189) se obtienen de inmediato las (175-6), que volveras a
escribir aqui:

VE(Ï;abc) = VB(Ï;bca) = VE(Ï;cab) , (190)

2 2
+. _ gc = +. _ ga = +_ _ gb

VS(3,abc) “¿cv VS(3,bca) 2%“ VS(],cab) zuEOV. (191)

Estas son las expresiones buscadas, que relacionan entre si los valores
del potencial en muestras metálicas cortadas de distintas maneras“.

* (Ver página siguiente)
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Los resultados aquí obtenidos muestran que las fórmulas de Bdald expresan
el potencial en un cristal de cargas puntuales másuna nube neutralizadora
más una densidad dipolar superficial dada por las ecs.(179) y (186). Esta
distribución tiene el mismoefecto que las cargas acumuladasen la super
ficie y hace que el potencial sea independiente de la forma de la muestra.

u.6.l4 Aplicación al caso jC = 0 con ja y/o' jb #0

Las fórmulas (191) pueden aplicarse al cálculo del potencial en un metal

en un punto con jC=0, ïato. Por ejemplo, sea una lámina metálica paralela
a los ejes a y b, y se quiera calcular el potencial Vs(j;abc) en el punto
(ja,jb,jc) = (0.l+,0.1,0.0). Por la ec.(191) tendremos

2 2

vS(o.u,o.1,o.o;abc) = vs(o.1,o.o,o.u;bca) —ïígív-(b - c ) , (192)

donde VS(0.1,0.0,0.l+;bca) puede calcularse usando la ec.(119) con
(j1,j2,j3) = (0.1,0.0,0.l+), 31 = '15,32 = É, 33 = É. De esta manera vanos
que la ec.(191) complementalas ecs.(119-20) para el cálculo del potencial
en un cristal metálico.

Las mismasecs.(191) permiten también hallar el potencial en un cristal

iónico cuando alguno de los jm,3 es nulo siendo los correspondientes jm,1
y/o ja’2 no nulos (ver sección l#.l+.2). Supongan'osque ello ocurre para
a = B, 8+1, ..., B+m.De acuerdo con la ec.(150) tenenos

V(P) = V'(P) + V"(P) ,

donde V"(P) está dado por la ec.(1lt7) y V'(P) es la sumade los potenciales

V¿(ja) de las subredes, cada ma con su capa neutalizadom. El problema
pues está en hallar VáGa) para a = B, ..., 6+m,casos para los cuales no
se aplica la ec. (1%). La solución consiste en reemplazar las ecuaciones
(102) y (118) en 1a (191), con lo cual se obtiene un conjunto de identidades

para la función V¿(j1,j2,j3;a1,a2,a3), o mejor, independizándonosde la
carga, para la función

. . . _ 1 . . .

V'(31a]29335a19329a3) = í‘ V¿(319329333a19a29a3) (193)a

* Es interesante notar que las ecs.(189-91) permiten deducir una conocida
propiedad de la función trabajo de un metal, a saber el hecho de que la
mismacontiene un térxmlnoproporcional al cuadrado del espaciamiento entre
los planos czristalinos paralelos a 1a superficie (ver la discusión de Lang
(1973), pp.268—70,sobre la anisotropía de la función trabajo).



Efectuando los reemplazos recién mencionados obtenemos

2 2v-r. C_ ._12_1__ +0 a . 12 1 _
V (Jsabc) + 28W {(JC 2) 12} - V'(J,bca) + ——2eov{(ja - 7) - ñ} _

2
_ . +. b . l 2 1
- v (j,cab) + 25W {(3b - 2) - —12} (191+)

Conesto tenemos todo lo necesario para calcular V(P) de acuerdo con la
ec.(150), puesta en la forma

V(P;abc) = X qav*(3¿;abc) + V"(P;abc) (195)a

Aquí v'(ja;abc) está dado por la ec.(1|+5) en forma directa si ja cm,
9

por las ecs.(1l+8-9) si ja=0, y a través de v'(ja;bca) o v'(ja;cab) (ec.19l+)
s1 ja,c=0 con Ja’a o ja,b #0 respectivamente.

4.6.5 El caso n>0

Veamosahora cómose efectúa el cálculo de las derivadas sucesivas del

potencial de una red de cargas, o sea de las SIL1 l (j;abc), cuando jc
es nulo siendo ja y/o jb no nulos. Para fijar ideas n supondrenos j¿#0.
Empecemospor notar que una Si (jgabc) es una componente de un tensor
de rango n. Este tensor está dáhïÉBo con respecto a los ejes cristalogpáfi
cos, o sea está, por así decir, fijo al cristal. Cuandose pasa de una
lámina cortada segL'mla orientación bea a una cortada según la abc, los
ejes cr'istalogpáficos rotan con respecto a la terna xyz, que está fija al
laboratorio (recordems que hemosconvenido en tomar el plano de la lánina
paralelo al plano xy del laboratorio). Parecepïa pues que el problema

consiste simplanente en aplicar al tensor ¿{Si z } la mismarotación
que lleva los ejes cristalogr‘áficos de la orientacionn bca a la abc.

Sin embargo, ocurre que para n=1 o n=2 los tensores Én(j;abc), gn(j;bca)
y Én(j;cab) no representan la mismamagnitud física. Para tener debidamente
en cuenta esta circunstancia vanos a seguir el siguiente procedimiento.

1) Introducimos el tensor de componentes

+ anvEG)(J) E————
SE,R.1.. .ln 3X2]. ..axzn

n = 1, 2, ... (196)

Dadoque VBG) es independiente de la forma del cristal, también ÉE nG)9

lo es. Este tensor será igual a la sumaque queremoscalcular menos
un término dependiente de la forma:
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+ + +

S H (3) = Sll_nln(3;a¡,a2,a3) - SDF’EIN.2n(J;a1,a2,a3) (197)

En la orientación bca esta expresión toma 1a forma

DF,21...
+ _ +_ _

SB,21...2n(3) ' 821...2n(3’b°a) S 1 (ï;bca) (198)n

2) Calculanos las componentesS (Í) en la orientación bca.
nE,21...E

3) Rotamosel tensor ¿E65 de la orientación bca a la abc.

u) Al tensor ¿56) rotado le SUITBIIDSel tensor ÉDFGmbc).

Si n>2, entonces ¿BC-1*)= 36*) independientemente de la orientación, de

modo que los pasos 1) y 1+)pueden omitirse. Llamando R.J a la matriz de
rotación que lleva de la orientación bca a la abc el procedimiento recién
descripto puedeescribirse así:

g63abc) = Rbcficïmoa) —ÉDFGmw} + ÉDFGabc) (199)

Para una red ortor'rómbica la matriz Rl está dada simplemente por
0 0 1

Rl = 1 0 0 (200a)

0 1 0

La matriz para 1a rotación que lleva de la orientación cab a la abc es

0 1 0

Rea.b = 0 0 1 (200b)

1 0 0

Vean'os cómo se relacionan las SE ¿1 z (-5) con las Sn 2 (3*)., . . . . . .

Por de pronto, dado que el potencial en m%tal difiere de VER-3*)en ma

constante (ec.189) las SE”.an (5') para n>0, multiplicadas por (-1)n q/lhreo,
coinciden con las derivadas del 1potencial en un metal: llamando SS 9.1 1 (3), . . .
a la suma que aparece en 1a ec.(|+5) cuando se reemplaza V(Ï;q) por n

VSG) tenemos simplemente
+ +

2
88’21“.En( (J) (n>0) ( 01)

Las smras correspondientes a una red de cargas metuales se obtienen de

las SS l l (Ï) restando la contribución de la nube neutralizadora: el
, 1 a I I n



campode ésta fue calculado con anterioridad (ec.167), y la relación

entre el campoy las Si es

o + = unen +.
ui(]) q Ei(] ,q) (202)

(una relación análoga vale para ES l.). De aquí y de la ec.(201) resulta’

+ _ + a _ .
Si(3) - SE,i(]) - m (M N+233) 613 , (203)

y por derivaciones sucesivas

+ _ + un

(3*) (n>2) (205)

Conesto tenemostodo lo que hace falta para relacionar entre sí
sumasreticulares correspondientes al mismopunto en láminas cortadas
de distintas maneras (ec.199).

Lo anterior permite hallar relaciones entre las sumassobre ul y ul
obtenidas en la parte u.3 que expresan, a menosde factores constantes,
las derivadas del potencial V'G) de una red de cargas más sus capas
neutralizadoras. Denotandocon una prima las magnitudes referidas a
esta estructura tendremos

+ _ + .
214m) - m3) - (M-N+1)¿o? «sia (3310) (206a)

(ver ec.76), y

B ("- ) - E'mÜ) - (M-N) -9——6 + B(0)(+' ) (' -o) (206D)i Jaq ’ i J 260m ia i Jaq 33‘

(ver secciones u.3.2 y l4.3.3). De las ecuaciones (203) y (206a) resulta,

si todos los ji son distintos de cero,

+. _ , +. a . _1 = +.
E}'{(J,abc) - Bz(3,bca) + 307061 2) E;(j,cab) (207a)

b . 1
Eb',(_3';abc) = E;(Ï;bca) = BZ'(Ï;cab) + 23,4355) (207b)

+_ c . 1 _ +. _ +.
B'z(3,a.bc) + ¿The-7) - B&(3,bca) - E);(J,cab) (207c)

Si alguno de los ji es nulo valen ecuaciones análogas a éstas en las cuales
se hace uso, donde corresponda, de la ec.(206b): por ejemplo, si jc=0 en

'_,_ C __g .. .(1 +, (0) +..
vez de Ei(] ,abc)+%o—v(]C2)6i3 debe escribirse B i (J,abc)+Ei (],q,abc).



Para n=2 tenemos, de la ec.(u6),

IÏ‘ + :m +.+
Jik(J) P Ei(3,pek) (208)

Llamando pa, pb, pC a las componentes de B según las direcciones
3, É, É respectivamente y haciendo uso de la ec.(20U) podemosescribir

Ex(Ï;paÉx;abc) = BZ(Ï;paÉz;bca) + 5%; = Ey(Ï;paÉy;cab) (209a)

Ey(ï;pbgy;abc) = BX(Ï;pbÉx;bca) = EZ(Ï;pbÉz;cab) + 5%; (209b)

Bz(ï;pcÉz;abc) + 553-: Ey(ï;pC3y;bca) = Bx(ï;pcáx;cab) (209e)

Ex(ï;pb3y;abc) = Ez(ï;pb€x;bca) = By(ï;pbÉz;cab) (209d)

EX(Ï;pCÉZ;abc) = Ez(3;pcgy;bca) = By(Ï;pcÉx;cab) (209e)

Ey(Ï;pCÉz;abc) = Bx(Ï;pcÉy;bca) = EZ(Ï;pCÉx;cab) (209f)

Podrían escribirse tres relaciones más, para Ey(Ï;paÉx;abc), BZ(Ï;paÉx;abc)
y EZ(Ï;psÉy;abc), pero éstas son equivalentes a las (209 d, e, f) respec
tivamente, debido a la relación

+
Bicipáp = Fkhsp'éi)

que resulta de inmediato de la ec.(u5) y vale para cada orientación por

separado. Las relaciones (209) escritas en térnfinos de las Sik pueden
sintetizarse así:

- +. EI_ _+_ 411
v 613 6k3

u
= Sinkn(ï;cab) + _:; Gina Gkna (210)

Aquí las primas indican las direcciones de los ejes rotados.
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CAPIHHILO 5. ENEHNSIIX ELEKÏPROSÏHVTICHX DE)(3RISÏ?XLES IUDNICKDS

5.1 La fórmula del MSPpara la energía electrostática

Comouna primera aplicación de los resultados del capítulo anterior,
vamosa hallar una expresión para la contribución electrostática a la energía
de cohesión de los cristales iónicos en térndnos de las fórmulas obtenidas
para el potencial.

La energía electrostática (que abreviaremos comoEE) por celda está
definida por

EC = lím E(N)/N (211)
hhm

donde E(N) es la EEtotal de un cristal fonmadopor N celdas, y el paso al
límite asegura que la energía asociada con la superficie sea despreciable.
Consideremosun cristal iónico comoel de la sección u.u.2 (fig.u.3). La
EBpor celda está dada por

A

X qa Va , (212)a=1

dondeVaes el potencial en el sitio de la carga qa (ver p.ej. sección
1.11 de Jackson (1962)). El factor 1/2 se debe a que en 1a ec.(212) la
energía de interacción de cada par de iones aparece dos veces. La energía

ECpermite definir la constante de Madelunga, que es un parámetro adimen
sional característico de la estructura cristalina considerada:

= _ unend
° 2 Eur (213)

q

con HUF= EC/nUFy nUF = numero de unidades de formula de la celda unidad.
Aquíq es alguna carga característica y d alguna distancia característica
de la celda unidad (por ejemplo, q es la carga del protón o el máxfinocaunün
divisor de todas las cargas, y d la constante de la red o la distancia entre
pmúnmmosvecinos).

Antes de empezarel cálculo conviene discutir la cuestión de la dependen

cia con respecto a la forma. Para ello reemplacemosVa por su expresión
explícita:

1 A— X (21a)
:1

V :a a'
>¿M

Q
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(Fa es el vector posición de la carga qa de la celda de referencia). De
acuerdo con un razonamiento que ya hicimos en la parte 2.3, las propiedades
de convergencia de

A A qu qa!-1B'2C (215)
a=1 a'=1 IFA + Fa, - Fal

están dictadas por los términos correspondientes a las celdas muyalejadas
de la de referencia. Dadoque cada celda es eléctricamente neutra, el
térnúno dominante en 1a energía de interacción entre dos celdas muyalejadas
entre si es el que corresponde a sus momentosdipolares*, o sea

3r .r —r26.

¿k pi pk_X¿¿:Í_A_lk +“al pi le OMA“)+ (216)

Aqui '15y a son por supuesto el momentodipolar y el tensor cuadrupolar de
la celda elemental. Utilizando los resultados de la parte 2.3 (Tablas 2.1
y 2.2) y teniendo en cuenta que el término dominante de la ec.(216) se
comporta comoel de una suma reticular con n=2, vemos que la EB de un
cristal iónico dependede la forna de la muestra si la celda elemental
tiene momentodipolar neto no nulo (no está de más recordar que este
cálculo se refiere al caso ideal de un cristal perfecto fornado por un
númeroentero de celdas: para un caso realista cuandoBïo ver la parte
5.3); también vemosque para una muestra laminar dicha energía es indepen

diente de la forna de la lámina cualquiera sea B. En nuestro cálculo de EC
vamosa utilizar para Va las expresiones dadas por el MSP,que se aplican
a láminas circulares.

Recordandola ec.(123), a saber

+ = + + + + +
ra - Xa’l al Xa’2 a2 Xa’a a3 9

tendremos (ver ec.1u9)

A p a

v0L= 2 V'Gaa.) - (M-N+1) z - fi I qa.(1 - j ) (217)a'=1 a'=2eou

donde

* Matemáticamentese puede llegar a la mismaconclusión desarrollando

cada sumandode la ec.(215) con 3* muy grande en serie de ;¿ y de ?¿. y
aplicando la ec.(12u) a las sumassobre a y a'.
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aa',i = xa',i ' Xa,i Para xa.,i a xa’l- (218a)

: . — . + . .xo“,l xq,l 1 para xa,’1 < xa’l (218D)

Aquí E es tal que 1a última sumaen la ec.(217) incluye las subredes a'

para las cuales xa,3<xa 3 (si todos los xa 3 fueran distintos entre si
1 - . ’ - , ’

seria a=a—1)".Sustituyendo la ec.(217) en la (212) y recordando la ec.(193)
tenemos

1 A +
Éc = '2' E Qaíqav'mh ,2 qu.v'(Jaa.)} a-l ah

a3 A a
_ 280m“El qa “'21 qa|(xu,3 - Xa|,3) (219)

Una forma más práctica de esta expresión en la cual se han eliminado los
térnfinos repetidos es

A1 2 +E = -v'(0) + v'( )
c 2 “El qa “:1 “,26 qu qu' Jaa'

A
a3

- 260w 2 2 qa qa' (xa',3 _ xa,3) (220)a=1 a'>a

Esta es la expresión de la EEpor celda para un cristal iónico de fbrna
laminar deducida por nosotros (Massidda 1978a).

5.2 Algunos ejemplos: NaCl, CsCl, BaTiO3

Resulta interesante aplicar esta fórmulaal estudio de la dependencia
de la EEde un cristal iónico con respecto a la forma. Anteriormente dijimos
que para una muestra laminar la EE no depende de la forma de la lámina,
pero esto es válido en tanto se considere una mismacelda elemental. Ahora
bien, es evidente que para un cristal iónioo no existe una única manerade
elegir la celda elemental: esto se ve más claramente si se observa que
láminas de un cristal dado cortadas en forma tal que sus caras sean paralelas
a distintos planos cristalinos puedenpensarse comoconstruidas a partir de
celdas elementales distintas (ver másabajo las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 para

NaCl, CsCl y BaTiO3respectivamente). Para tales láminas la EE no tiene

* Recordemosla convención de la sección u.u.2 sobre la asignación del

índice a (xa, 3sxa" 3 para todo par a',a" tales que a'<a").
3 9
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por qué Ser lamisma cuando las celdas elementales a partir de las cuales
han sido construidas tienen momentosdipolares distintos el uno del otro.

Comoun ejemplo reciente de la confusión que existe en la literatura
sobre este punto vamosa discutir brevemente los trabajos de Momanyet al.
(1974) y de Derissen et al. (1977) sobre la EBde tres variedades polimórfi

cas de la glicina ((C02)(CH2)(NH3)), llamadas a, B y y. Estas variedades
difieren entre sí esencialmenteen la orientación relativa de los grupos
atómicos (o sea, se obtienen la una a partir de la otra mediante rotaciones
de los grupos alrededor de las uniones C-Co C-N), y en la disposición de
las moléculas en la celda unidad. Los nanentos dipolares de las celdas de
los polimorfos a, B y y son 0, L+.1Dy 28.9D respectivamente. Fbmanyet al.
calcularon la EE por suma directa, considerando un número muypequeño de
celdas («,100) y conformándose con un grado de precisión muymodesto (error
del 1096).De esta manera estos autores obtuvieron para la glicina Y una
energía de cohesión muchomenor que la de los otros dos polinorfos. Momany
et al. tomaroneste resultado por buenoy sugirieron una posible explica
ción en térnúnos de la distinta ubicación relativa de las cargas en los
tres polinorfos. Sin anbargo, Derissen et al. anunciaron algunas razones
(fundamentalmente,el valor experimental de la diferencia de entalpía
para 1a transición y-ra)por las cuales este resultado es pocorealista, y
repitieron el cálculo de la ELE.Eh primer lugar procedieron de la misma
manera que Momanyy colaboradores, sumandodirectamente las contribuciones
correspondientes a una muestra muypequeña en forma de paralelepíped), pero
considerando, contrariamente a los otros autores, muestras de distintos
tamaños. La sucesión de valores obtenida para la glicina Yal aumentar
gradualmente el tamaño de la región en la cual se efectúa la sumano parece
converger a ningún valor. Este hecho puede explicarse teniendo en cuenta
que al aumentar el tamañodel paralelepïpedo Derissen y colaboradores no
cuidan que su forma se mantenga constante, y que la celda unidad de la
glicina y tiene un nomentodipolar muygrande, de modoque el resultacb
de la sumatoria depende fuertemente de dicha forma. Sin embargo estos
autores atribuyen el hecho mencionadoa la lentitud de la convergencia de
la sumatoria. Para superar esta dificultad ellos efectúan un segundo
cálculo utilizando un método (Williams 1971, ver sección 1.2.3) que utiliza
una transformación al espacio recíproco y que por lo tanto corresponde a
un cristal infinito. El resultado obtenido de esta maneraconcuerdarazona
blemente con la experiencia, lo cual era de esperar pues el método de
Williams, corroel de Bwald, elimina implícitamente los efectos de las cargas
superficiales no compensadas (ver sección L+.l+.3).De este modo, venos que
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los autores citados en primer térnúno trabajan con un caso ideal correspon
diente a una muestra con un momentodipolar macroscópico no nulo, obteniendo
un resultado que corresponde a una situación no realista, mientras los
segundosautores, si bien obtienen el resultado correcto, evidencian no
entender en que consistió el error cometido por los anteriores, ni el motivo
de la falta de convergencia de su primer método de cálculo.

Para aclarar la cuestión del cálculo de la constante de Madelungmediante
el MSP(o sea, considerando muestras laminares) cuando la celda elemental
tiene momentodipolar no nulo vamosa describir los resultados que obtuvimos
en el trabajo citado anteriormente (Massidda1978a) para las estructuras

NaCl, CsCl y BaTiO3(en su fase cúbica). Para cada cristal consideramos
láminas cortadas de dos maneras diferentes, a saber: (a) perpendicularmente
a la dirección [001] y (b) idem, a la [110]. En todos los casos tomamos
q = e (carga protónica) y d = a (constante de red) (ver ec.213).

NaCl. Las celdas empleadas en los casos (a) y (b) se muestran en la
Fig.5.1. En el caso (a) se tienen 8 subredes cúbicas (al = a2 = a3 = a),
de modoque la celda elemental contiene H unidades de fórnula; en el (b)
se tienen 16 subredes ortorrómbicas (al = a3 = Jïá; a2 = a), y la celda

o Na

(a) ° CI (b)
| _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ____

--r——————t—--1——--— F ,1
| l ,,’/ Í Í ' ,’I
I Y ' ' ' / I
I ' l l I ' |

I I l | I I |

I I l l I I ll/ "T"+::t""t:*> 1
,r-—:——1-;4r——:—-———,¿ _:r H;

“"Ï‘"-i'"f—'r"i"“ g y" ¿x l,
I I | | / l/

: i r : I : L 44l /‘":T"T’?b"”‘ï" jg'
,15/““".‘7’/"“‘ ‘/ /

¡é Í! _.
3 1 (33

————>
._ 92 e2

(¿Ta/

Fig.5.1. Celdas elementales y direcciones de los vectores 31, 32 y 33
del NaClen los casos: (a) lámina cortada perpendicularmente a la dirección
[001] de la estructura cúbica; (b) idem, a la [110].
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contiene 8 unidades de fórmula. Ambasceldas tienen momentodipolar nulo,
de modoque Ja EEde las láminas construidas a partir de ellas tiene que
ser la “asma. Aplicando la fórnmla (220) obtuvinos, tanto en el caso (a)
como en ul (b),

quCI = 3.a951292 (221)

en perfecto acuerdo con otros autores (p.ej. Sakamoto (1958) y Redlack y
Grindlay (1972)). ”

CsCl. Las celdas empleadas se muestran en la Fig.5.2. En el caso (a)
se tienen 2 subredes cúbicas (a1 = a2 = a3 = a), con una unidad de fórnmla
por celda; en el (b) H subredes ortorrómbicas (a1 = a3 = Jïá; a2 = a), con
dos unidades de fórmula por celda. Ahora los valores obtenidos son

acsc1’001 = 0.H6H56519 (222a)

aCSCl,110 = 2.035361505 (222b)

Esta diferencia era de esperar, pues las celdas elementales (a) y (b)
tienen momentosdipolares distintos.

/ 7|
z l

/ I
’ l/

\\\ r |
\N I '/\\\ / lx / lNi |/ \/ \\ i/ \ I, \/ \\x \/ \' \
z//

z/
z

Fig.5.2. Celdas elementales y direcciones de los vectores 31, 32 y 33
del CsCl en los casos: (a) lámina cortada perpendicularmente a la dirección
[001] de la estructura cúbica; (b) idem, a la [110].



lkHUU3,¡dbü Cúbica. Las celdas empleadas se muestran en la Fig.5.3.
En el caso (a) Se tienen 5 subredes cúbicas (a1 = a2 = a3 = a), con una

unidad de fórmula por celda; en el (b) 10 subredes ortorrómbicas (a1 = a3 =
= /ïa; uz = a), con dos unidades de fórmula por celda. Los valores obteni
dos son

2 _ 2 2

e aBaTio3’001 - 0.80505226 qBa + 1.81524026 qTi + 2.1557273H qBa qTi (223a)

= 1.15u11810 qga + 1.6u07o73u qïni + 0.759u639u qBa qTi. (2231;)
2

e aBaT103,110

Ianbién ahora los momentosdipolares de las dos celdas difieren entre
si, lo cual de nuevoexplica la existencia de una diferencia entre los
valores obtenidos para las constantes de Madelung.

Para explicar en formacuantitativa las diferencias obtenidas para los

valores de las constantes de Madelung del CsCl y del BaTiO3 VBHCBa proceder
análogamente a comolo hicimos en la sección 4.6.3 para encontrar el poten

cial independiente de la fonma (VB), agregando a las cargas de la celda
dada distribuciones tales que su momentodipolar sea cero: de esta manera
1a EEdel cristal ficticio así definido es independiente de la formadel

OBa
OTi

° ° (b)

,’ / /

,1 l l! > llll _

l ' ’ I r” rP\ [qu/jr?)
C) J ¡4' l (o

Il 1
l, o) ¿ja «(JJ/finca l/C" " l \\ /

," i

É i
1 es

——>É2 92

e11

Fig.5.3. Celdas elementales y direcciones de los vectores 31, 32 y 33

del BaTiO3cúbico en los casos: (a) lámina cortada perpendicularmente a
la dirección [001I de la estructura cúbica; (b) idem, a la [11o].
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mismo. La manera más simple de conseguir esto consiste en superponer a
cada carga puntual una nube uniforme neutralizadora.

Veamospor ejemplo el caso del CsCl. La celda elemental del cristal

modificado tiene una carga e en (0,0,0), una carga —een (.5,.5,.5), y
distribuciones uniformes —e/a3y e/a3 ocupando regiones cúbicas centradas
respectivamente en (0,0,0) y (.5,.5,.5) (las aristas de amboscubos
naturalmente son paralelas a las direcciones [100], [01o] y [001]). la red
primitiva por supuesto sigue siendo la cúbica simple, con constante de
red a. El cristal modificadoes igual al cristal iónico dadomásdistri
buciones uniformes en la superficie del misnb. Para una lámina cortada
perpendicularmente a la dirección [001] las distribuciones no compensadas
forman dos capas planas de espesor a/2, una con densidad de volumen e/a3
en la cara +z y otra con densidad —e/a3en 1a cara —z. En el espacio
ocupado por 1a lámina estas distribuciones producen el mismopotencial

que dos distribuciones superficiales iI‘S = (a/2)(ie/a3) ubicadas en las
carastz respectivamente, a saber

VPCZ) = (FS/eo) z + v (22a)C

La constante VCdepende de la ubicación exacta de las capas cargadas y
de la definición de VPO»),pero su valor no afecta a la energía de la
celda elemental. Aquí y en las situaciones análogas que se presentarán

más adelante tomaremos V :0. La contribución de Vr(z) a 1a energía por
celda (ec.212) se obtien: de inmediato:

EC,P=%Equvr(za)=%:—:Eqaza=ïï—%l (225)

En el caso del CsCl tenemos

Er,c«.=,c1,oo1= =’ 83:0 ' (226)

Tomandoen cuenta la definición de 1a constante de Madelung (ec i213)

vemos que EII.’(_.:SC]_’001contribuye a la misma en la cantidad 1r/2. Por otra
parte, para una lámina de CsCl cortada perpendicularmente a la dirección
[110] las caras de la mismason eléctricamente neutras. Las distribuciones
no compensadasson ahora prismas rectos de base triangular apoyados sobre
las caras de la lámina como"techos a dos aguas". Estos prismas tienen
longitud infinita, corren paralelos entre sí y tienen alternadamente
densidades positiva y negativa. El valor promediode la distribución no
compensadasobre cada cana es cero, de modoque la contribución al potencial
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en el interior de la lámina dada por las nubes no compensadases nula*.
De todo esto concluinos

+ n/2 = (227)
aCsC1+NN= “Csc1,oo1 aCsCl,110

(NNsignifica "nubes neutralizadoras"). Este resultado concuerda con
nuestro cálculo anterior (ecs.222), y con el valor comúnmenteaceptado

Para 0‘cSc1'

Para el BaTiO3puede procederse en fbrna análoga, introduciendo una
nube neutralizadora para cada subred iónica. El procedimiento es algo más
engorroso, sobre todo para la lámina cortada perpendicularmente a la
dirección [110] (para la cual las regiones de carga no compensadatienen
fornes irregulares), pero directo. El resultado es

_ n 2 2 2

aBaTi03+NN' aBaTi03,001 + ïí ( " qBa + qTi ‘ ” qBa qTi)/e

_ E_ 2 2 2

’ aBaTiO3,110 + 9 ( qBa + qTi * 2 qBa qTi>/e , (228)

en pleno acuerdo con los valores dados por las ecs.(223). La forma
explícita de la ec.(228) es

2 2
(1.503183u q + 1.9897732 . + 1.us7ssss q .)/e2. (228')Ba 1 Ba quaBaTi03+NN = qT

Para finalizar esta parte digamosque las cantidades estudiadas
aquí fueron calculadas por Redlack y Grindlay (1972) por el método que
mencionamosen la sección 1.2.1. Estos autores definen un potencial
"intrínseco" (que en un trabajo posterior denuestran coincidir con el
potencial de Ewald (Redlack y Grindlay 1975)) y un potencial "extrínseco",
que son respectivamente independiente y dependiente con respecto a la
forma de la muestra. Las constantes de Madelungson calculadas por ellos
enpleando el potencial intrínseco y sus resultados concuerdan con los
hallados aquí para los cristales con nubes neutralizadoras. Por otra
parte, la EEde láminas ideales es calculada por ellos usando el potencial
total (intrínseco más extrínseco). La contribución a la EEdada por el
potencial extrïnseco resulta nula en los casos del NaCl (a) y (b) y del

* Para convencerse de ello hay que considerar que toda distribución plana
periódica neutra puede pensarse comofornada por redes de cargas puntuales
con sus capas neutralizadoras, y que el potencial de éstas tiende a cero
exponencialmentecon la distancia entre el plano de la distribución y el
punto-campo (ec.108).
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CsCl (b), en los cuales 1a celda elemental tiene pz=0(o sea, cuando la
c0ntribución dada por las nubes no compenSadases nula). Sin embargo, los
resultados de Redlack y Grindlay difieren de los nuestros en cuanto a las

EBdel CsCl (a) y del BaTiO3(a) y (b): por ejemplo, para el CsCl la dife
rencia que ellos obtienen entre las dos constantes de Madelunges n/3 en
vez que n/2 (ec.227). El hecho de que las constantes de Madelunghalladas
por nosotros satisfagan las relaciones deducidas utilizando las nubes
neutralizadoras prueba que nuestros resultados son los correctos, lo cual
para el caso del CsCl fue confirmado recientemente por Smith (1981).
Nosotros creemos que el error de Redlack y Grindlay se origina en su
“tratamientode la contribución al potencial dada por las distribuciones
superficiales no compensadas.En efecto, estos autores consideran una
muestra elipsoidal y argumentanque para ella dicha contribución es nula.
Sin embargo, aun admitiendo que esto fuera cierto, nos parece que el
razonamiento no puede aplicarse a una muestra laminar, pues en una super
ficie plana no puede producirse ninguna cancelación de distribuciones no
compensadas comopuede ocurrir en superficies curvas cuando se promedia
sobre muchas celdas .

5. 3 Fórmula para la constante de Madelung "verdadera"

En la parte 5.1 hemosvisto que para cristales cuya celda elemental
tiene momentodipolar no nulo la constante de Madelunghallada a partir de
la EE depende de la forma de la muestra, y en la 5.2 hemos canprobado
esto considerando muestras laminares cortadas de distintas maneras. Esta
situación, según hemosvisto, es correcta desde el punto de vista físico,
pero corresponde a un caso ideal, que no se da en la realidad. En efecto,
en la práctica ningún cristal puede crecer teniendo un momentodipolar
macroscópico no nulo, de modoque o bien parte de las celdas ubicadas en
la superficie serán incompletas, o bien sobre ésta Se acflierirán iones
presentes en la atmósfera: en amboscasos el momentodipolar macroscópico
resultante será nulo. Entonces la EEque aparece en la energía de cohesión
medida experimentalmente debe calcularse teniendo en cuenta esta circuns
tancia. A la constante de Madelungdefinida cano en la ec.(213) a partir
de la EBindependiente de la forma la llamaremos "verdadera". En la lite
ratura se suele dar por descontada la existencia de la "constante de
Madelungverdadera", siendo raro encomrar una discusión clara de los
aspectos relacionados con la manera de hallarla cuando la celda tiene Sato
(Campbell 1963, Colpa 1971, Redlack y Grindlay 1972, Smith 1981).
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A continuación doducirenos una fórnmla general para la constante de
Hadelungverdadera, válida para todo E. Para ello emplearemosel artificio
introducido en la parte 5.2, consistente en asociar a cada subred de cargas
su nube neutralizadora, y considerar una muestra laminar (la celda del
cristal ficticio así obtenido tiene 5:0, de modoque la EEes independiente
de la forma). Dicha muestra es igual a una lámina ideal más distribuciones
no compensadasen la superficie que sinmlan_el efecto de las cargas super
ficiales en los cristales reales: el momentodipolar neto de éstas es igual
y opuesto al de la lámina ideal. Las distribuciones en las caras laterales

de la lámina, que resultan de las componentespx y py, no contribuyen al
potencial en el interior de la misma, según se demuestra fácilmente para
una lámina circular. Las distribuciones sobre las caras tz, que llamamos

irs, estarán dadas por la condición (Psw)(Fa3)= -sz, o sea

PS = - pz/v (229)

(Kag= espesor de la lámina). El potencial de estas distribuciones es

pz ( oVI.(Z)---EWZ 23)

(ver ec.22u). De acuerdo con nuestro argumento, la EE que detenmina la
constante de Madelungverdadera es la del sistema "cristal ideal + capa
superficial". Esta está dada por

- l
Bc’real _ 2 E qu(Va + vP a) , (231)

donde Va es el potencial producido por las cargas del cristal, que según

el MSPestá dado por la ec.(217), y VT,“ el valor dado por la ec.i230) en
el sitio de la carga qu. La presencia del factor 1/2 puede justificarse
rigurosamente imaginando que el cristal se construye mediante un número
infinitamente grande de pasos, en cada uno de los cuales se trae desde el
infinito una fracción infinitésima ¿Ade todas las cargas presentes (Bott
cher 1952). En una etapa genérica de este proceso se habrá traido una
fracción Ade las cargas dadas. E1 trabajo realizado en el paso siguiente es

¿w = g {6A qu A (va + vr,a)} = g qa(Va + vr’a)x 6A .

Obviamente,
1 1

j sw = 5-2 qu(Va + vr’a)Bc,rea1 =

Reemplazandola ec.(230) en la (231) se obtiene de inmediato
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P2 P2—l __L— __Z
Ec,real _ 2 g qava Zeov ' Ec 2eov (232)

ESte es el valor buscado para la EE independiente de 1a forna. Los cálculos
de la parte 5.2 resultan ser casos particulares de esta relación. Para el
primer térndno de la ec.(232), por supuesto, puede usarse la ec.(220).

Si en la expresión anterior 1a cantidad v'(ï) que aparece en la ec.(220)
se reemplaza en términos del potencial de Ewald de acuerdo con

+ a 1 . 1 2
V'G) = vEg) + 2-33 {1-2- (33-7) } (233)

(ecs. 102, 118y 189), se encuentra que la energia electrostática "verda
dera" puede obtenerse usando directamente el potencial de Ewald:

_ l_ +
Bc,rea1 - 2 “za, qa qa' VE(3aa') (23H)

9
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CAPITULO 6. EL CALCULO DE LA CONFIGURACION DE ENERGIA

ELECTROSTATICA MINIMA EN EL FERROCIANURO

DE POTAS IO TRIHIDRATADO

En este capitulo se describe un trabajo en el cual hemosempleadoel
MSPpara calcular los campos locales que actúan sobre las moléculas de

agua del ferrocianuro de potasio trihidratado (KuFe(CN)6°3H20,que
abreviaremos comoKFCI‘)con el objeto de hallar la configuración energéti
camente más favorable (Massidda 1978b). El KFCI‘es un material que tiene
una transición de fase ferroeléctrica-paraelécüica- cuya naturaleza no
está aun del todo aclarada. La mayoria de los investigadores está de
acuerdo en que se trata de una transición asociada con el desordenamiento
de las moléculas de agua entre dos configuraciones de equilibrio, pero
existen discrepancias con respecto a las orientaciones de las moléculas.

6.1 bbdelo adoptado para el KECI‘

El trabajo mencionadoestá motivado por el deseo de corroborar la
hipótesis de que el mecanismoque origina la transición ferroeléctrica
del KFCI'es esencialmente un ordenamiento de las moléculas de agua debido
a la interacción coulombianaentre sus momentosdipolares y de decidir
cuál de los ordenamientos propuestos con anterioridad es el correcto.

Esta hipótesis está respaldada por varios datos experimentales, entre
los cuales los principales indican que los átomos de hidrógeno incrementan
su movilidad a medida que la temperatura se acerca a su valor critico desde
abajo y que las uniones hidrógeno que pueden formarse en el cristal son
más bien débiles (para una discusión más detallada ver Massidda-1978b).
Por esto es razonable considerar las n'oléculas de agua corrounidades rígidas
que al no estar fuertemente ligadas a la estructura puedenreorientarse con
relativa facilidad, y suponer que las fuerzas que determinan su orientación
son electrostáticas. Conrespecto a esto último es importante observar que
las uniones hidrógeno débiles tienen esencialmente carácter electrostático
(p.305 de Coulson 1960).

Deacuerdo con esta idea, aproximms el KFCTpor una estructura rígida
formadapor los iones del cristal y por moléculas de agua, ubicadas en
lugares fijos, que puedenreorientarse libremente con respecto a sus oxigenos.
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Si el modelopropuesto es físicamente razonable deberá explicar, en
primer lugar, la configuración de equilibrio del sistema, o sea la
orientación de las moléculas de agua a baja temperatura (fase ferro
eléctrica). Por lo tanto hay que determinar cuáles son las orientaciones
de las mléculas para las cuales la energía electrostática del cristal
es mínima.

Para efectuar este cálculo cada molécula de agua fue considerada
cono un conjunto de tres cargas pmtuales de valor y distancias relativas
fijos, siguiendo un modelo exitosamente introducido por Baur (1965)
para un cálculo análogo al nuestro en cristales hidratados no ferro
eléctricos. Los parámetros del modelo de Baur son los siguientes.

Carga sobre cada hidrógeno E qH = 0.5e (por lo tanto para los oxígenos
será qO = -e), cbnde e es la carga del protón; distancia oxígeno-hidrógeno
s dOH= 0.97 Á; ángulo H-O-H s aw = 109.50. Para las cargas iónicas

adoptamos los valores qK = e, qu = 0.l+2e, qC = qN = -l+.|+2e/12 (Alexander
y Gray 1967).

La estructura del KFC'I‘fue resuelta por rayos X por Kiriyama et al.
(196M): la celda unidad puede aproximarse por un paralelepípedo recto
con a = c = 9.l+ Á, b = 16.8 Á, y contiene cuatro unidades de fórmula.
Los iones de la estructura están dispuestos en capas dobles paralelas
al plano ac, que se alternan con capas de igual dirección formadas por
las moléculas de agua. En la fase de baja temperatura existen tres tipos

de mléculas de agua no equivalentes desde el punto de vista cristalo:
gráfico, que llamarems 1, 2 y 3 (en la fase de alta temperatura las
aguas 2 y 3 se vuelven equivalentes entre sí). la ubicación de las 12
moléculas de agua de la celda unidad se muestra en la fig.6.1 (para
simplificar los cálculos, hermsnodificado ligeramente la ooordernda y
de las moléculas del tipo 1, para que estén en el misn'oplano xz que
las del tipo 2 y 3)*. Las moléculas a, «+3, (¡+6y a+9 (a = 1,2,3) son
equivalentes entre si. La 8+6 tiene la mismaorientación que la B
(B = 1,...,6), mientras que las orientaciones de las a+3 y a+9 se
obtienen de las correspondientes a las a y a+6 mediante una reflexión
en el plano xz.

* Al hablar de "posición de una molécula de agua" nos referimos a
la posición de su átomo de oxígeno.
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Y

0L=1,7
2,8
39
4,10
5,11
6.12DPCIIO.

Fig.6.1. Ubicación de las noléculas de agua de la celda unidad del KE'CT.

6.2 Método de cálculo

La cantidad en la cual estanos interesados es la energía electïostática
por unidad de fórmula de KFCTasociada con las orientaciones de las mléculas
de agua. En nuestro modelo dicha energía, w, es función de los 9 ángulos de
Buler que describen las orientaciones de las moléculas 1, 2 y 3. Las rota
ciones de las moléculas se efectúan dejando fijos los respectivos ¿tonos
de oxígeno. El procedimiento a seguir debería entonces ser el siguiente.

- Expresar las coordenadas de los H de las mléculas 1, 2 y 3 en función
de los respectivos ángulos de Buler.

—Hallar las coordenadas relativas ja, jb, jC entre cada uno de dichos
hidrógenos y todos los restantes hidrógenos de la celda unidad.

—Idem, entre cada uno de los hidrógenos y todos los oxígenos y los
iones de la celda (en este punto y en el anterior hay que excluir los pares
H-Hy H-Opertenecientes a la mismamolécula).

—Expresar la energía electrostática H-H, H-Oy H-ión para todas
las subredes de hidrógenos, oxígenos y iones en términos de los ángulos
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de Euler a través de los ji.
—Calcular la energía correspondiente a cada par de subredes y la

debida a la interacción de cada H de la celda con los demás H de su propia
subred (para la cual obviamente es Ï=0).

—Hallar por computación numérica los valores de los ángulos de Buler
para los cuales la energía por celda es minima.

Desdeel punto de vista práctico este procedimiento tiene el inconve
niente de requerir demasiado tiempo de computación. En efecto, para hallar
el mínimade la energía ésta debe ser calculada para algmos centenares

de orientaciones: cada vez hay que hallar las coordenadas ji entre subredes
y calcular las sunas reticulares respectivas (nótese que la celda unidad
contiene ’¿uhidrógenos, 12 oxígenos y 68 iones). Nosotros por lo tanto
hicimos el cálculo de otra manera, con la cual las sumasreticulares se
efectúan una sola vez.

Considerenos un nodelo en el cual las moléculas de agua son representadas
por dipolos puntuales ubicados en los sitios de los oxígenos. Estos dipolos

tienen módulo p = 2 qH dOHcos(a.w/2) y dirección

3a = qH (12,1 + Fay/p , (235)
el vector posición del hidrógeno n de la rrolécula a con respecto

¿22;
la molécula y de la celda A¡,A2,A3y la ¡molécula B de la celda de refaencia
en las aproximaciones de dipolo puntual y de n'es cargas puntuales respec
tivamente; en forma análoga se definen las energías de interacción ión-Irolécula

w;2?x(pq) y WGK_A(pq).Estas cuatro cantidades se expresan fácilmente en’ 9

términos de los 3a 1., los cuales a su vez dependen de los ángulos de Euler.
9

Escribanos la energía Wde la siguiente forma:

. +Siendo r a n
9

a su oxígeno. Sean w pp) y WBY,A(pp)las energías de inta'acción entre’

XX 1? izw: w_(pq)+- W,(pp)=
A a,K aK’A ZA =1 y=1 BY’A

=w(°) + z 2 {WGK;A(pq) - W22:A(pq)} +
pq A a,K

3 12(0) 1 (0)

+ wpp + 7; 621 ¿1 {WBY;A(pp)- WBY;A(pp)} (236)

Las dos sumatorias del ültin'o miembropueden calcularse por sumadirecta,
pues su convergencia es bastante rápida*. Nosotros heïros incluido en la
primer sumalos pares ión-molécula cuya distancia no supera un cierto
valor R, y hemosobtenido una convergencia satisfactoria (error de aproxi

* (Ver página siguiente)
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madamente el 1%) para R = 15 Á. La segunda suma converge aun más rápida
mente, y es suficiente incluir en ella las mléculas de la celda de

(0) (0)
referencia y de las adyacentes. Los términos wpq y wpp están dados por
las siguientes expresiones.

3 3 68 3(O)
w : _ E . . : — E . . (237)
pq azl i=1 a’l pa’l a=1 K=1izl GK’l pa’l

Aquí ÉGKes el campo creado por la subred K de iones en el sitio del
agua a (i denota las componentescartesianas).

12 12 3
(0)"—1 l f ' P 'P (238)- u 8:1Y:1i’k:1 8,1Y,k

La cantidad f es la componenteik del factor de harentz entre lasBy,ik
subredes B y y, y determina el campocreado en un sitio B por la subred
y de dipolos a través de

18,1'WÏ f .
uk BY’Jk pY’k

Las cantidades BaKi y f son obviamente independientes de la orien
9 BYaj-k

tación de las moléculas, y están relacionadas con las sumasreticulares
de orden 1 y 2 respectivamente:

q +
Si(]a )

E .:_L
aK,1 Hneo K

_V_ +
fo,ik _ un Sik(JBY) + 6i3 6k3

Los Si y los Sik fueron calculados por el método de sumapor planos.
Una vez hallados los valores numéricos de los E . y f . se losax 1 By,1kS

reemplaza en las ecuaciones (237) y (238) respectivamente. De esta manera

* Cada corchete de la ec.(236) puede pensarse comoreferido a una
"nolécula" obtenida superponiendo a las tres cargas del modelo de Baur
un dipolo puntual igual y opuesto al de la nolécula dada. Esta "molécula"
tiene carga y nonento dipolar nulos. Lo mismovale para el conjunto de
los iones de la celda. Por lo tanto, si se efectúa primero la sumasobre
Kel térnfino genérico de las dos sumasreticulares en la ec.(236) corres
ponde a una interacción cuadrupolo-cuadrupolo. La convergencia de estas
sumas es absoluta, y muchomás rápida que la de las cuatro sumatorias que
aparecen en la ec.(236) si se eliminan los corchetes.
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tenenos

(0) (0)
W + W = - Z b . e . + 2 Z a . e . e

Pq pp a’i “al “al B’Y i,k BYalk 891 Yak

donde los coeficientes b . y a . son conocidos y los e ., definidosa,1 By,1k a,1
en la ec.(235) dependen de los ángulos de Euler.

Conesto podemoscalcular la energía w (ec.236) en térnúnos de los
ángulos de Euler para buscar las orientaciones que 1a minimizan. Para
efectuar el cálculo de minimización utilizamos el programa MINUIT(James
y Roos 1975).

6.3 Resultados

La solución numérica del problema muestra que existen dos configuraciones
de energía mínimaequivalentes, relacionadas entre sí por la simetría del
cristal. En la Tabla 3 damoslas posiciones de los hidrógenos relativas a
sus oxígenos para una de dichas configuraciones. La otra configuración

Molécula Vector Resultado del cálculo Modelo (b) de Kiriyama et a1.

x y z x y z

* Ár1 1 —0.19 —0.94 0.13 —0.20 —0.87 0.00 ( )’

1 Él 2 0.69 0.10 —0.68 0.71 0.07 —o.5u (K)’

31 o.us —0.75 —o.u9 o.u7 —0.73 —o.so

* Ár2 1 0.50 0.H5 0.71 0.52 0.10 0.71 ( )’

2 ÉZ 2 0.61 —o.u9 —o.57 0.59 —0.36 —0.77 (Á)9

31 0.99 —o.ou 0.12 0.97 —0.23 —0.05

+ Á
r3 1 —0.3H —0.N3 —0.80 —0.52 -0.10 —0.71 ( )’

3 33 2 —0.73 o.u5 o.us —o.59 0.36 0.77 (Á)
9

33 —0.95 0.01 —o.30 —o.97 0.23 0.05

Tabla 3. Posición de los H con respecto a los O de las correspondientes
noléculas de agua y dirección de los dipolos de las moléculas de acuerdo
con nuestro resultado y con los datos experimentales de difracción de
neutrones interpretados según el modelo (b) de Kiriyama et al..



está deterndnada por

(r' r' r' ) = (-r r -r
1,n,x’ 1,n,y’ 1,n,z 1,n,x’ 1,n,y’ 1,n,z)

a *= — r2,n 3,n

:«v - 1:
3,n _ 2,n

(n = 1,2). Ambasconfiguraciones se muestran en la fig.6.2.(a). Los discos
y líneas llenas se refieren a las posiciones dadas en la Tabla 3, las

(a) ° " ( b D
ff «of 7 ) «9p 75—”

¿se ¿kv ¿No ¡á «o; ¡Si

Rw «o» w y 5v- y
lx?) É of va

__ _. . . 7....-- --._. --‘.-r

Fig.6.2. Orientaciones de las moléculas de agua de la capa ubicada
en y = 0.50 de acuerdo con nuestros resultados (a) y con los de Kiriyama
et al. y Taylor et al. (b).

líneas de trazos a las posiciones caracterizadas por lOs ?¿’n.
Es interesante compararnuestros resultados con las dos configuraciones

(mutuamentecontradictorias) propuestas por Kiriyama et al. (196M)y por
Lundin et al. (1969) en base a sus respectivos datos de resonancia magnética
nuclear. Kiriyamaet al. trabajaron con cristales maclados*, y sus datos
admiten dos interpretaciones posibles, que describinos refiriéndonos a la
fig.6.2 (b).

* El KFCTtiene una fuerte tendencia a fornar maclas, de nodo que las
muestres con las cuales se ha efectuado la mayorparte de los trabajos
están compuestas por dominios monocristalinos relacionados entre sí por
una rotación en 90° alrededor del eje y.
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A) Las dos configuraciones energéticamente equivalentes están dadas por
: círculos llenos pam todas las moléculas;d

:1: círnulos blancos para todas las moléculas.
B) Las dos configmeciones energéticamente equivalentes están dadas por
b: círculos llenos para las moléculas 1 y 2, circulos blancos para las 3;
B: círculos llenos para las moléculas 2, círculos blancos para las 1 y 3.

Las configuraciones b y 13concuerdan muybién con las obtenidas por nosotros
(ver Tabla 3, donde fi guren los vectores correspondientes a la configuración
b). Kiriyama et al. eligen la interpretación A) comola más probable, en
base a argumentos cualitativos no ooncluyentes. Sus datos concuerdan con
los de Taylor et al. (1970), quienes determinaron la posición de los hidró
genos por difracción de neutrones. Tambiénlos datos de estos autores se
refieren a una muestra maclada, y por lo tanto adolecen de la mismaambi
güedad. Segïmla interpretación A) todas las moléculas de agua tomarían
parte en 1a transición de fase.

Por otro lado, según Lundin et al. (1969) 1a transición se debería
únicamentea las mlécula del tipo 1. Ademásla dirección de la polariza
ción espontánea sería la [100], que no es la predicha por los autores ante
riores y por nosotros y observada en varios experimentos (Wakuet al. 1960
a y b, 'Ibyoda et al. 1960, Tsang y O'Reilly 1965, Helwig et al. 1978).
Las moléculas 2 y 3 estarían fijas, y orientadas fuera del plano xz.

De todo lo anterior se desprende que nuestros resultados concuerdan
con los datos experimentales más confiables, y en particular con los de
difracción de neutrones, pero que la interpretación que se suele dar de
éstos es incorrecta. La reinterpretación sugerida por nuestros resultados
está ademásrespaldada por el acuerdo cualitativo con Lundin et al. en
cuanto a la no participación de las moléculas 2 y 3 en la transición,
y sobre todo por la relación entre las orientaciones de dichas moléculas
y el campolocal que experimentan. En efecto, los entornos iónicos de
las aguas 2 y 3 están relacionadas entre sí por ma inversión, de nodo
que en ausencia de interacciones intermoleculares las aguas 2 y 3 deberían
tener orientaciones opuestas. La energía asociada con interacciones entre
moléculas es apreciablemente menor (aproximadamentela quinta parte) que
la asociada con las interacciones n'olécula-ión, de nodo que las moléculas
2 y 3 deberían tener orientaciones casi opuestas entre sí comoen nuestro
modelo (y no casi perpendiculares comoen el modelo aceptado por Kiriyama
et al. y por Taylor et al.). W

41W f“
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LISTA DE IDS SIMBOLDS DE USO MAS COMUN, CON LA INDICACION DE LAS

PAGINAS mNDE SB DEFINE SU SIGNIFICADO

+ + + . . . p aa1, a2, a3 (vectores prnmtlvos generlcos)

a, b, c (vectores primitivos)

C (constante de Killer)

É (campoeléctrico)

É(Ï;q) (campode una red de cargas)

ÉNG) (campode la nube neutralizacbna)

ÉSG) (campode una muestra metálica laminar)
ñ

É
LI

H
u

+
J

jla j2’ j3

ja, jb, je

3a,1’ 3a,2’ 3a,3

Jaa',1’ Jaa' ,2’ J4::c:',3
J

u

K

Ko(x) (función n‘odificada de Bessel)

M, N

n (orden de una suna reticular)

0a

B (mmento dipolar de la celda)

P (punto-campo)

PILmI(x) (función asociada de Legendre)

a (tensor cuadrupolar de la celda)

s1

us

1o

53

53

57

32

33

3a

29

28

51

ug

73

33

35,53

us

25,u8

33

15,55

31

15



É (vector posición de un punto genérico)

É]. (vector posición del punto-campo definido por 3')

Fa (vector posición de un sitio de la subred a)
.p

PA
+ +
rx,j’ rx,n
ñ

SE] . En

E,9.1 ln

nm

S(0)
nm

S(1)
nm

v (volumen de la celda)

V (potencial electrostático)

V(;;q), V(Ï;q) (potencial de una red de cargas)

V(P) (potencial en un cristal iónico)

vE(?)

v'(ï)

VE (potencial de Búald)

VM (potencial en un metal)

VS (potencial en una muestra metálica laminar)

V' (potencial de una o más redes de cargas con
sus capas neutralizadonas)

v" (potencial de las capas pmrediadas de un
cristal iónioo)

v¡<?), v2(?) (en el oap.3, potenciales auxiliares de Bwald)

V16) (en el cap.|+, potencial de una red de cargas
más su nube neutralizadona)

YY: (antónico esférico)

a (índice pana denotar una subred)

a (parámetro auxiliar)

a (constante de Madelung)

2,19,29

2,28

2

2,8-9,28

28

16,31

37

36

10

19,30

ug

22

se

22,55

20

u2-u2

u3,52

52

22

“3

31

2,2o,u7

38

71

9a



F

F(a), P(a,x), y(a,x)

C

ha A2, A3

u

¡11) “2

ui, ui
+

su

38

32

2,8,26

33

33

33

32

32

22

37

u7

su

33

57,59

95
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