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P R EEA C 39....

La finalidad de este trabajo es contribuir a precisar la imagen

fisica del átomo, investigando para ello el comportamientode la vg
locidad del electrón en.la teoría cuántica relativistat Delos po
cos casos tratables analiticamente se han elegido algunos de los que

presentan mayorinterés fisicos el movimientolibre y el movimiento

en un campocentral, este último con sus espectros continuo y dis

creto, asi comolas transiciones entre uno y otro.

Con este propósito se han empleado las autofu1ciones hipercomple

Jas de la energia, que son las que mejor permiten establecer el sig

nificado físico preciso de los diversos elementos de transición de

una magnitud dada, y que ponen de relieve los elementos correspondien

tes a los procesos de inversión del spin y de modificación virtual

de la carga.

El presente trabajo se componede tres partes. En la primera se

consignan las autofunciones, se definen los Operadores cuyos elemen

tos de matriz se calculan en la segunda parte, y se indica el signi
ficado fisico de los elementos de las matrices engendradas por los

operadores de Dirac en el espacio de las autofunciones hipercomple

Jas. Además,se calculan las velocidades en la aproximación no rela

tivista. A ello se dedican los tres primeros capitulos.
En la segunda parte se calculan los elementos de matriz de las

distintas componentesde la velocidad en coordenadas polares, refe

-I



PREFACIO II

ridos al estado libre y a los espectros continuo y discreto del cam
po coulombiano. Ello ocupa los capitulos IVal VI.

En la tercera parte,que comprende los Apéndices A,B y C -- y que

llevan numeración independiente, de A1a A121- se resuelven los prg
blemas de integración originados en el texto. El volumendespropor

cionado de esta parte se debe, en primer lugar, a que si bien la re

presentación hipercomplejasimptirica la tarea de la interpretación
física y aun hace posible el descubrimiento de prOpñedades que que

dan ocultas en la representación habitual, exige en cambiocálculos

más largos y complicados que esta. El segundo motivo es que la mayo

ria de las integrales radiales que se presentan se calculan, sea por

primera ves con métodos propios, sea una vea más pero también con
métodos nuevos.

H. A. BO

Noviembre de 1952
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C A P I T U L D I

LAS SOLUCIONES HIPERCOMPLEJAS DE LA ECUACION DE DIRAC

1.- Soluciones de la ecuación de Dirac en coordenadas cartesianaa

1.1.- Impulsoz velocidad en la teoria cuántica relativieta

Ea sabido que en.la teoria de Dirac del electrón, el impulso y

la velocidad ee representan mediante Operadores independientes en

tre ei, a diferencia de lo que ocurre en.lae dende mecánicas. Este

hecho proviene de la naturaleza relativieta de la teoria . En e

fecto: consideremos un paquete de ondas representativo del estado

de un electrón libre de energia E e impulso í . Su velocidad de

gruPO .8
a -a

v . gg. E (1,1)

En la mecánica no relativieta, por aer dE/dP a P/mo -eiendo mo
la masa en repoeo-- la velocidad de prapagación del paquete ee

_¿ eVa2
Eete resultado ee incluye simbólicamente, en la teoria de Schru

dinger, en.la fórmula

zaioï -——-L—emd
no 2M i no

En cambio,enla mecánicaII relativieta ee tiene

E a 3 c ( P2 + ¡302 )i (1,4)

1 cr. H.A. KRAIERS,uantentheorie dee Elektrona und der Strahl
Egg (Leipzig, Akad. Verïagegeeeïïecíeït,I955¡,p. 29?.
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de donde dE/dl’ . z czP/E , y finalmente

4'02'5 o?- (1.5)
E (22 ¡3.29+

0 sea, a un mismovalcr<iel impulso le corresponden dos sentidos

apuestas de la velocidad de prepagación. bsta bivalencia esta conp

tenida,también simbólicamente. ezlla representación de la veloci

dad por medio del Operador algebraico (número hipercomplejc)3?t

e»,42 a; 09+ ago“= .2 I (1.6)
cuyas componentestienen los autovalores (valores instantáneos)
3 c .

En consecuencia, a cada grupo de valores de los parámetros y

númeroscuánticos que especifican el estado de un sistema descrip

to por la teoria de Dirac, no le corresponde una sola función de

onda sino una solución con un minimo de 4 componentes.

1.2.- Los sginorea

En la teoria corriente, cada solución de la ecuación de onda

de Dirac posee 4 componentes, que son las de un spinor. Esta ma

nera de escribir las soluciones no es cómodani natural. Se obtia

nen soluciones más generales, resultados más completos y una in

terpretación fisica correcta si, ademásde las coordenadas ( o im,
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pulsa) se introducen en las minas los Operadores[5 y Zde la ve
losidad.

Tal es lo que hiso Sauterz, quien.llegó a la representación hi

percompleja por consideraciones matemáticas, al buscar un método

general y sintético para resolver las ecuaciones de Diraes general

pues debia poder aplicarse a resolver el problemadel electrón en

un campoarbitn rio, y sintetico pues debia prescindir de la esci

sión de la ecuación dada en 4 ecuaciones diferenciales parciales

de primer orden. El principio de este metodoes el siguiente: se

escribe la solución buscada comommbimción lineal de los 16 ope

radores que forman el grupo de Diraes

4, (¡3453), (¿53), (ph/55:), ¿1‘ (1,7)
con coeficientes indetem im dos que dependen de las o ordenadas y

del tiempo (o del impulso y de la energía.ei se trabaja en el es

pacio conjugado). Introduciendo dicha expresión en la ecuación de

onda, se obtienen 16 ecuaciones que deteminm los coeficientes.

Pero la representación hipercompleja no fue generalmente adopte

da pues sólo se conocían sus ventajas matemáticas. Fué Beck quien

le dió sentido fisico a este método, mostrando además que en los

casos de interés físico basta considerar las 4 variables oinemáti

cas de la teoría, a saben/¿y 07).
En el presente trabajo se adopta el metodode las soluciones hi

2 Fritz Sauter."L6sung der Diracschen Gleichungen ohne Specialisig
runs der Diracschen Operatoren", Zeits. 1. P_h1s., 6 , 803 y 6 .
295 (1930)

3 Guido Beck, "Introduction a la Théorie des Quanta",Rev.Fac.Cienc..]._0_,
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percomplejas. Por lo tanto, escribiremos

s7 y J t’ o

4);KP(X,KJ¡X}' , (X:1) J:Opl.l¡3¡
9

donde Ü' es el operalor de la cuadrivelocidad:

o 4 —> —>

{GEF}:fi. ¡ _ b/=—(¿0‘ : ¿Cds ds
y kv el cuadrivsctor de onde (que es constante):

p P 5 'm 17' (1 10)K7: 1.El = m = -'__°_ o .
L v; 0 MÁ-V¡/cll H———————A-vz/CL

1.3.- ¿glución hipercompleja en coordenadas cartesianas
4

Se verifica que una de las soluciones completas del tipo (1,8)
de la ecuación del electrón libre

es , _ - k a o- .L(¡30+(XP-+- +—0) Po-¡Li-ñ.870)
en coordenadas cartesianas es

xP(E):N(Ko).(I<o+/L\—É?). e°/6(K°x+'“?) (¡,12)

donde

A : ¿V 2-: 3,88,. lo-“ Cw. (1013)—.—
¿”WOC

Si se adopta la normalización en un cubo de arista L ( la llamada

4 G. Beok,¿gg. cit. y "Field concepts in quantum mechanics", Rev.
Mod. Ph s. l , 187 (1945). w. Heitler The QuantumTheo '3!
HEHIEÏI%E(o: 0rd, Clarendon Press,19363.p.86, empIun.una sque
cÏEn parecida.
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boxnormalintion) , el factor de normalización es
.,/z

Nm) = EL; 2 Ko“0+ H] (1,14)

Si las ngnitudes (á y S? se representan mediante matrices de
cuarto orden, comoes habitual, la (1,12) es um matriz de 4 11

las y 4 columnas, o sea, un spinor de 16 componentes. Cada una de

sus columnas constituye un spinor ordimrio de 4 componentes. y en

consecuencia una solución particular de las ecuaciones (1,11).
Comolas matrices en cuestión son

-l
-11 (1.15)

1

la forma matricial explicita del spinor completo es

EL'ÜÏF'- Kox°) ECO:3- Kox") ef(|:?+ KoKo) eiUÉFH. K017

K0+ k o Kb KK_.. (l

‘ 1O k°+th ¡(Xi-tk} (
‘ÏN

—K1!- -(Kx—ir) Ko+L o3 /\

—(Kx+CKá,) ki o ¡[0+/¿\
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Las dos primeras columnas describen respectivamente tos dos es

tados cuánticos del electrón ( determinados en el sistema coordeng
do propio); y las dos últimas corresponden a los dos estados de

spin del positrón.

Según lo muestra el esquemaanterior, convendrá a veces separar

la solución completa en dos partes, una de las cuales representa

la solución del electrón (las dos primeras columnas)y la otra, la

del positrón (las doe columnas restantes). Llamándolaa7+ y'fiy ,
respectivamente, se tiene

4): '4) +112 = #42075) + xDLL(4+ (s) (1.18)

1.45- giggiiicado fisico de los_elementcs de matriz

En la teoria de Schrudinger, el elemento de matriz

+ r —>

(wm z muy?) m wm) dr (1,19)
del Operador H es un númeroy corresponde a una transición entre

estados cuánticos, a saber, la simbolizada por k «>k' . donde k y

k' englobaz todos los parámetros que caracterizan a los estados en

cuestión. En cambio, en la teoria de Dirac-— como lo pone de mani

fiesto la representación hipercompleJa- cada elenantocle matriz
es a su vez una matriz de 4 x 4 . cuyos índices son las variables

del "carácter" del electrón. En otras palabras, la transición

k.a.k' está asociada a 16 transiciones posibles entre estados de
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diferente carácter. En el Capitulo II volveremossobre esta cues

tión. Por ahora baste observar la ventaia de la representación hi
percompleja, que exhibe sistemáticamente las 16 transiciones posi

bles, a cada una de las cuales puede atribuirsele un significado
fisico deteminado.

Tomemoscomo ejemplo el operador de la velocidad. que habrá de

ocupamos en lo sucesivo. El elemento de mtflzccorresponüente a

la transición k —>k' es, por (1,12) y (1.14),

(a: 3') =(51-c315")
2:: a ¿ ¿w (1.20)

TP; ¿55.e xcz- ——s—_¡de P .Jss'L ¡+V‘_017CL
Los elementos diagonales en todos los indices, incluso los del

"carácter", están dados por el primer término, que representa la

velocidad mcroscópica del electrón. El segundo tem ino, que no es

diagonal en el caracter, corresponde a las fluctuaciones de la ve;

locidad en torno a su valor medio v entre sus valores prOpios + o

y -o. Comose ve, estas fluctuaciones inobservables alcanzan su

máximo(igual a c) para el electrón en reposo. Ila componente 0Q,

por ejemplo, es diagonal en todos sus índices tan sólo en el caso

limite vxa c , vys vga 0. Las fluctmciones mencionadascorres
ponden al "movimiento de temblor" señalado por Schrudinger, y son

características de todas las magnitudes(salw,por supuesto,la uni

dad) que aparecen en lateoria de Dirac.
El objetivo central de esta tesis será, preci mente, encontrar

las expresiones corre spondientes a (l , 20) en coordenadm esféri cas ,
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en particular mn el fin de estudiar la distribución de las velo
oidades en el ¿tomo hidrogenoide. Conviene advertir desde ya que

la solución (1.12) representa um ondaprogesiva. en tanto que las
autonmciones del campocentral, que se enplsan habitualmente, son

ondas estadourias. Si en lugar de la onda progresiva (1.12) em
pleamosla onda estacionaria formadaa partir de ella, a saber

(pp); ¿[4453+ PPS/1: ¡J(190+mc)c0572?-c?33w2?f(É: Ito/ro

obtenemos

a, A a a ' o
dr _ V_ 04 P P f 3; e Lfi ¿Ko X

(PÍ ¿7; ' P)_ c E p————o(P°HMC) I (1,22)

r Dque carece de elementos diagonales en ee "caracter.

Exactammte lo mism oourre con el impulso .1? en la teoria de

Sohrüdinger: su valor medioreferido a la onda estacionaria
\

‘ L‘ólz. ¿1?? “¿(21-11“WPF 3 [e + e (1.23)

es nulo, ya que

ídï‘m S CPM)d?
H

/ - 9

É . L SÍSG/wzrï’ws Él? de:O_(l,24)
3L

«Estosresultados son obvios: significan simplemente que la ve

¿a
in

locidad de grupo de una onda estacionaria es nula, comodebe ser

lo por definición.



2.- La ecuación de onda en coordenadas esféricas

Ia ecuación de onda del electrón relati vista en un campocen

tral 50(1').Í - 0 exterior, ee

(F°'ÉA0+;F+¡’>Woc)\P= o (1,25)

Para integrarla es conveniente pasar a aaordenadaeesféricas r,9,

Q . Ello impone una distinción entre las componentesoovariantee

y contravariantee de los vectoree z y 5) , diferencia esta que en

coordenadas cartesianas no existe ( a menos de un eventual cambio

de signo ei ee adapta la métrica deza 4:5 - dig).

.->
2.1.- Lae componentespolares del vector °(

a a
Comola energía cinética D<Pes un escalar y el impulso ee une

vector covariante, el operador o< de la velocidad resulta aer un

vector contravariante de componentes
x D

o( z (XXz Sw9wstf>dr+ roosacmnfol -f‘SCuS'SCuf ¿XP
8

di: dá: “495wa oír-4-rws95mpd _,_“(#9 compMP (1.26)
t &

a = oq: cms of- rseuS u

donde, a eu vez,
K0<z gi;X 1'36149¿asflx(+

3 K

°( z 2-; °‘ -: ‘: [Co‘S3C/OSY'XS-00395mfdg-5msxï(1'27)

og‘?_ D‘p dk___ IE- w«w
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En cambio,

D _ DKKD _ Sms-c4” a _ Saf %
5; ' '37; UTC" _ 7o ¡- 975 rsusl Y)

K_ D (1282,, QE. ln—5m95mfïï_+ 60535qu+ Co-S‘PL ' )
‘33 '33; 'Dx r 949 ru“? 3p

C

1% = 'D_x 3.:: c239 9. 56449 Do} 2x ar r- a9
Merceda las relaciones anteriores, el operador de la energia

cinética ae escribe
3 ra 9 30

o( 4. 04 _, .4- 2.;
_ _ 2. a! .3.

3.; DJ Dz + m9 +- a? 1 (1,29)
y le ecuación de onde. (1,25)

A Q kL3 z "a 'D m9 ¿VX () —O(1—-«+_. ._ o(_-f— __..— r ,, 30LM “5+ «ar+ w w e Ao M .)
donde o(ea la constante de estructura fine y A 1a longitud de on

da de Compton:
. e M

o( z ¿É .-. 73.71. (1.31)

2.2.- rropiededea de las matrices 0<¡‘

Teniendo en cuente que

«xx605++513 swf :: “x(00sf+o(xfi sw): «K(auf-,4.(¿gefjuüz
0( efg}?= x

“ámfi*o<x ¿me = «J e “¿P (1.32»)

93)

lee (1,27) ee convierten en
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í"
o( z 06gt 561.494- (1.33.8)

9 , d ¿Fe? 9 y . 9°< ‘- ’rE “9 C“ ‘ ¿MÍ (1.33»)

«Y,z ___4 al eta?
r’SC'uS j (193390)

Comoel tensor métrico tiene por couponentee

., z 7. ¿

Érrï ' ‘-'1/ 580 7- -.- t T I 31W): : Y- Q“ ‘91 (1'34)3'" 3" 3
las componentescovariantee en función de las contravarianbea son

o - P
0< : 0‘:- ¡ «0.: r 04 “LP: ¡“255053 0€ (1035)/

Ia representación matricial de las componentescovariantea ee

o o coa 9 eenÜ . 04‘10

Jr; o o eenS .014J -coe S- (1 36 a)
con 8' een 9'.0'1 “f O 0 ' '

een 9.91 LP -coa 5' 0 0

o 0 -een9 c053 «4"?

o 0 0069. e”) -een«9-' (1,36»)
0Q,: V- ¿“9’ coño.“J 0 0

0083.0 “ng, o o
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o o o .161"

o o 1.1“? o

«1); (¡57449. o .1°_1Y) o (1936¡°)

1.31“? o o o

°e verifica ein dificultad que las propiedades fundamentalesde
estas matrices son

t‘L‘
r1 8 Z w ¿ 1 ‘ dc Z

(d ) : 4/ Kd ) = ¿a ) GX ) :_;ÉÉ::ZÉ IL l ' ? (1.37)
Z z

d} :1, No —_fl , Moa: rzstS ; ‘23“: (1.38)

r 9 A
al y = — x ol — 50143 GV)

L (1939.3)

l 9
o<dk _ a“ z L o'r

rlSWS (1039ob)

xkpdr- - draw; L o}
554.19 (1.39.o)

'rd :.— . : ._Á;— G.
0‘ G alo yr 964M} P (1.40.3)

Nadirpz- “far: ¿rseua (7,.
(194°vb)

d? Oh-= —-d}<X49= z¿SQ4S GB
(1.40.0)

donde Cíaon las componentescovariantea del operador del spin.



1.3

3.- Soluciones generales en coordenadas esféricas

3.1.- Sepgmciónde variables

5
La (1,30) puede resolverse en la form prOpuesta por Beck ,

quien separa variables en la forma

' 4 l K X0
y: Limp) + 51,LPM/5)] ya,“ cr), e ‘p ° , (1,41)

donde el corchete indica la componenteradial, mientras que las Y

son las-llamadas amónioas esféricas con spin. Introduciendo esta

expresión en la (1,30), se verifica que el problema dado se sepa

ra en un problema angular y otro radial de valores propios. El pr;
mero se reduce a

r9 rxpv \ "Pa ‘ <9
r(*d%+olo< Ñ)Y:r("5¿«9€ {5- 57:7873%)y

= J- (ogo2.-- o; a_)\/, AY, (1.42)
F5049 "¿a 3gp

(que en realidad no contiene r porque las componentesoovariantes

del spin contienen r en form multiplica-tiva). El problemaradial
es

-217; [Do g 0‘, o _ .+/5(A Mc)/Z4.Ïí+2 A+=O (1,43)

_:,7¿ P e o o ¿(X ,i 1¡5(o+/;EA +wc})f+ ¿{4.7/1 o

5 Guido Beck "Solutions of Dirac's equations in hy ercomplex
form", A e da Acad. Brasil. de Cieno., la, 321 ïl947).
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3.2.- La comgonente3MB:

Los autovalores de (1,42) son

ÁzaL-H. Coh ct: C PoreJZ>o «J gti-4 PNá 9e¿o)(l.44)
y las correspondientes autofunciones son

w I/ ¿x

yxz Z{mmm¿(wwe (“‘70HI7(€+'M+I)!

PQW+IÍGOSOJ[Ud-FIÍÑF} (1.45.a).
Pa-I'a Xt-Ïrl v y

¡la - tu i

VX”: ,c, {mu}Pes/c019)em“?¿uuu-m)!
lla-H \

+ ur, PM (cow) e ‘ °É {WN}, (1.45.b)
para X2€. En estas expresiones.

r.

a, 5— 17%?) , r“: r.o<‘} (1.46)
¿C es el númerocuántico asociado al impulso angular total, repro

aentado por el Operador
9 -> -> -9er'AF-Í-LLO' (1947)2- ¿fl

/
y cuyos valores propios son

_., .

atJ = VHF.) ¿5; z [Iori/q ¿1%, a} -:I>d-'/z. j (1’48)
de donde

J; e_ L a1 ¿=í=4.2.3,... (1,49,a)' 2.

1’“ L “1 “"6" = “val-sy“ (1.49.b)a.

1'41número Náutico azimutal o mamótico I_n_toma, en esta represen
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tación, exclusivamente valores 2081t1V08,a diferencia de lo que
ocurre habitualmente:

W1:O,Í.Z,‘.. ¡XÍsÁzO- (1’50)

Por último, las PZ (cos ) son las funciones esféricas:
M z “L K z "-2- (m e

Pm)=(“W ¡”LPd»)= L} W") “.5”
fun ¿teï ¿(fl-Ha

3.3.- Propiedades de las soluciones mgglares

Destacaremoslas siguientes relaciones, contenidas en 1as(1,45)n
¡u l“ “k T tu T

V1 = Gr Y-«X z (Yan) 1' (Y-K) rr (1,52)

mr l“ ' w Í-\ Ml Z
(VX) yz' : CLK) /—x' por ser C“: 3 ¡ (1,53)

Además,se verifica que

al
“P

I"as autofunciones mgulares estampar supuesto, normalizadae

.a QY+ ¿(w+J¿)\/C;_¿ (1,54)
N‘l‘a

Q)

a la unidad: ln
n ¿”tu T 1“, n w Mi I 8‘

Sims” íLYzJ 71' ¿Si = g“‘9 ¿9K(Y-I') \/.;’ ¿LP= 8”“ 9€) (1,55)
o O o D

comose verifica en el Apéndice A,Capituio II. En cambio, las

soluciones mgulares correspondientes a números cuánti me Xy le

de signos apuestas son ortogonales entre sflct. _1_o_g_.g_i_t_.)t
i\ r7 | .Zn I > ¿[7 l

sw “Jr”. -c- (“TM o(156)w un) Y, u = sw v1)La «h o
o o D

.1
O



SOLUCIONES GENERALES EN COORDENAMS ESFERICAS 16

3.4.- Las 4 tramiciones del númerocuántico mln

¡or Humo, observamosque al calcular los elementosde matriz

de un Operador cualquiera por medio de las (1,41) debemostener en

cuenta las 4 transiciones posibles del númerocuántico angular s

(--) ¿(o —>acr>o {3:
(+*') X>o-—>2r>o {}++ (1,57)
(- t) 240-2 xl>o {},_+
(+e) 262092,40 {}"

Identificaremos estos cuatro tipos de transiciones mediante signos

a y - colocados en la parte mperior derecha de la mgnitud de que

se trate. Así, por ejqnplo, {M}.+representará la densidad de la mag
nitud H correspondiente a le transición X <0 —>¿ego ..



4.- Solucionesradiales del electrón libre
4.1.- Ondaslibres estacionariae

En ausencia de campoexterior, las

'í’ïip (P mod/¿1+
Á/ eli;15 -(-—ülf Ipatzo

3*
_2_%/; {P0+N0C)LPJI+d 4.. LEE/x :0Él

17

ecuacioneaí-ediales son

(l,58,a)

(1.58.13)

La estructura de las ecuaciones muestre. que um. de las dos compo

nentes, ¡X o 30 , debe contener el operador 45/5g eligiendo la segun
da dtermtiva, se despeje,Z de la primera ecuación, introducien

dosela en le. segunda; con se procede análogamente.
nen dos ecuaciones de Bessel:

Z

ti E L K2...¿(xi)] __'E 371'+' r dr +' rz‘ '2; ’ o

o“ e si. puxa-í) _[371+rd/r+ (ijfx'o)
donde

k=%—7.P- -¡Ï—Jï-(PÏ-mgc2)¡>0

es el número de ondas. Las soluciones de las (1,50) son

La (kW)== A JI-«x-l (tr) = Aídkr)

kh (K1!)1: ¿(3'27JLX (KF): B ¿[FH (kr)

mu): Agp/ur) = Ajew/

{uk/r :4? 5 ¡A = "73 8 fifa-íÍ'Ïr/

Así se obtig

(1.59.a)

(1,59.b)

(1,60)

(196103)

(1.61.”

(1.61.0)3:6)0
(l,61,d)
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Las z son las llamadas funciones de Bessel esféricas, fu ciones a
su ves de las funciones de Bessel de orden semientero:

00
. 41 e n ¡ 2€

1gíx):(¿%)J (x) t 2€)?Z (wn X (1,62)
’hzo

e l

+3 WÍ/2P+2n+l}/
Ias primeras de ellas mn

J'Om = 5er (1.63.9.)X

'l (K) z ¿mx ._ (¿MX (1,63.b)
J X¿ x

¿im = J: Stux_ mx (1.63.0)

Las constantes A y B son /l/L ’7.

_ LH.M _, .LA-[J PJ] _ {¿D+W (1.647»)
fi 4L

L __ mac , 4’5:[z(‘ 37)]1'{20" “'64'“
y verifican las relaciones

A2 + 32 a 1 (1.65.3.)

2 2 ,2 2iA-B .m.(1- /c) (1.65.19)
Po

i
21m. ( 1 - 25:22.) ag (1.65.0)

Comopara pequeñas velocidades

¿»W FDo2 'WOC
'0'<< Cse tiene
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limA-l , mago, (1.66)
v<<o v<<c

de muera que en el limite no relativiata sólo es Üpeciable la.

"componentepende" A , sanción de la correspondiente ecuación

de Schrbdinger
Z

2 P '

dr‘ r

4.2 .- Normalización

Las funciones de Beasel esféricas no pueden normalizaree con

2 en el intervalo (0,0) de la manerahabitualmeroel "peso " r

si pueden ser normalizadas sus autodiferencinles. En el Apéndice B,

Capitulo I, se demuestre.que la normalización de las autodiferen

ciales quivale a la ortogonalidal delta, y que puede ponerse
°° 00 49. K'zk,

23.)“: [JUV] Je (K'r) 1"Zd/f': ¿(K/«Í:J
168

o ¿Lp¡(/ÏKM)0

de mom que el factor de normlización de las Je ee

N(k) .( g fi k (1,69)
J]

La integral de normalización es entonces
¿ ,L- . Z

{Lgcupul (gr) 1‘;farm”) {kw/4] r dr
'0

c<

t ¿ñ ¡«(IE [AA’ (¡e(¡dj/¿(Hd i- 66/3'0f (tr) Í;:\ (lc/J] (¿GLP
‘ (1.70)

V

í (AAIÏ 6 67) (Jr/¡(I-h) : /A¿t 6?.) ¿(YK-4:)
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Conesto, y con lqbrtonormalidad (1,55) de la parte angular, las

autorunciones completas (1,41) en el casaciel electrón libre ve
rifican la relación de ortonormalidad

.T I ÓC' f l

54”“) :: {gr}13/054)+ ¡0x(kn)“Pz'Ü‘JÍJÍ-g-M'
O

' (íC/IW}TYXÏI = ¿{É(SL/U4JKrlc l (gc/lc É J/I</'K/ (1'71)

Debeobservarse que. si bien la densidad de probabilidad es

(/61! +36qu YrY —{KW4"!) 7:0 Y,
al integrar sobre los ángulos se anula el seglndo térnino debido a

(1052) y a (1.56).

En lugar de la ortonormalización delta se podria emplear el

análogo de la box normalization utilizada para las ondas planasges

decir,podriamos imponer la anulación de las autofu ciones radiales

sobre una esfera de radio R. Pero, si bien las integrales de inte

rás fisico serian entonces convergentes en su totalidad, también

serian muchomás complicadas.

4.3.- Ohdaslibres progresivas

Las (1,61) son las componentesradiales de ondas esféricas esta:
ciomrias, que resultah de la superposición de ondas esféricas pro

gresivas emergentes (de la fuente situada en el punto r.5'.f ) y
convergentes (hacia el mismopunto). “lamando R+ a las primeras y

R' a las segundas, podemosescribir
Y‘ + 

JQ(h-) .IiL lte (kr) + 3Q (1:10] (1,72)
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donde

+ . k U) ' _ 07

Re : Je+Ln¿ E ¿e l :¿I?c+)*= (/e-l‘meráe (1973)
las n¿ son las funciones de Neumarnesféricas, y las R‘ y R' son
respectivamente las iniciones de Hsnkel esféricas de primera y se

gunda especie. Por ejemplo, las ondas progresivas S y P son

Ruz) a ¿2)(1) a - 01’ . ¡13(1)a ná2)(x) - ¿“tu (1,74,a)

nïu) . hílhx): -Q + me“, Rí(z) = 142%) .(¡1¡-1).e'1h.74.b)X
X

Las soluciones de la ecuación de Dirao que representan ondas pro
gresivas son, en correspondencia con las (1.61),

t i- i" ‘ 6 fit Irr/ 9‘40
XX (Mr) : A Ré (kr) ) XP! (k’r/ 7 ¿[5 Lp+'( I (1.7503)

FM : A (WW), 1097”")= “73 6 'ïÏ-I W "‘>° (1.75»)l

Comolas funciones de Hankel divergen en el origen, estas solu

ciones no son autofunciones en el sentido corriente del término. En

cambio son normalizahlee delta. En efecto, para una onda s se tiene

.00 00 , l jÍ + f' + ¡ Z I ¿(K4 P J ír ch:.— e dr: (M4
571W] Ro(K!) ní j (1.76.9.)J .o O

+'1’-/"—¿—,-—
y para una onda p, 'm J7(K-1;)

00 _ ( /
I “F ‘ ' ¿(IK-t/I

ïíïfl‘ïwl We'er 2%Í ( L—9(-é;+')eo

fl o (1.76.11)
lu si 4 ¿__

:á'(k—//+—’Ú',0 — —7- k, K
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El simbolov.p. (valor principal) significa que, al integrar la
función afectada de este Operador, es preciso tamar el valor prin

cipal de la integral en el sentido de Cauchy.

Ahorabien: las expresiones del tipo (1,76) adquieren sentido

físico cuando se laa integra sobre un ¡aguila paquete de ondas

de ancho espectral ¿3k arbitrariamente pequeño centrado en k.Efeg
tuando esta integración se tiene en amboscasos

lol-4% .00 1K

gEKZúd] fiZm‘r}rzdï :4Si cLK'k-AK
z

donde se ha hecho uso de las fórmulas
E

(¿grata/H, le'íEL/É = ot

(¡to!) (1.77)

tf
¡p

Concluimos así que las ondas pragresivae (1,73) gozan de las mismas

propiedadys de normalización(délta) que las ondas estacionariae,aun
cuando no son funciones propias ya que Goninfinitas en el origen.
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5.- Soluciones radiales del electrón en un cago ggulombiano

(_e_spectr9_continuo)

5.1.-Ondas estacionarias

Las ecuaciones radiales del electrón en un campocoulombiano

A=Ze
o -—r- , Z 5 1.2.000

son

" Po-—c x. ‘ \
¿y€’( N dll/1+ % -l- .17; ¿fx + Mi; [Lx :0 (1'78’a)

zn 9 o( ¿fr Iii/l 4- ¡122 :0
_ 75W 00+». )«fx+ 7; + r 7 r (f9! (1.78,b)
Las soluciones generales son5

-I1,6(F‘r):A 6-1” +¿e
P'l 

+10“), B (kr) e 1]" [11 - á . 12] (1,7b,b)

d nde
x Lg f; ¿Í

,v IN‘- Kao 7140€ __ ac“ 7554: IEIZ:,(

c‘ 92+ ¿z ’ 9-11.13 ' (1.80)(Q0 Ka” ¡UDC
7. 8

z ¿ z'h , \ _ A _ a N 3 — '

É):(9í —Zo() (fly/XI Si Zzl),á0——-s-m¿rot‘ ¡"(1,33

Las r1 son funciones hipergeométricas de Kumer (o confluerrtesm
degeneradaehue dependen del Operador de la cargas

‘Z f) . . '43 kr- J, - L._ 2 4
¡”CMV (“{3} ¡g Kao ¡uïc ’ ff“ J

f'2: FíÍHLJe‘U'fi'P A___. +r12kr]moMoC/ f I

ÏÑ
l

(108293)

(1.82,b)
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Estas funciones, que satisfacen a la ecuación diferencial
N l

ïLL+ (¿mafia —(4% :o, (1.83)

admiten el desarrollo en serio
— . . - (un 2“ _ , .— H.“ _
l-(oL,r,2/ _ (“N 7-, , (V11- o<( } /at+u l) (1’84)

4L:

Dado que

¡(MM -z) a e" FU-ouX; z). (1.85)

las conjugadas son

11*.e." :2 . r;- e" Il (1,86)
por lo cual

X- Y" _¿'¡<r' F: 4K_ AOw) 6 1 +5 f:
Lx _ f "7 (l,87.a)

14 Í,*' _(‘K¡— t‘_ Kr ‘ F _. E F
LF; , 6! ) e [ ¿ J (1.87.10

Si l ss una matriz que anticonmuta con/e , las F cumplen las
siguientes relaciones:

url-ría. Itzar'z‘l (l,88,a)
donde

Bus) = {Zu-fi), 57/5) z a ((5) (1,88,b)
LlamaremosI y \{ a las soluciones en que se ha reemplazado ¡1
por Fï.

Los productos que aparecen bajo el signo integral son, debido a

las relaciones anteriores,
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it , y __¡ L \ ,

IMM/CME») 1- %rfnr/gfixrmr) = (m9 (KL/P' é—c(I<+t/'F
‘I ' I v /

{MA/isa")[5“ “‘55 ¿“MT-66) [8’6 a HW, 6']
á _' / (l’agia)

¡(:(lorÍ/(f/k'nj j Y2:(Klr)szkr/r/ z (Kr)f (¡CIF/JC'l e -('[lc¡¿t'//:
n l Ï _ , _ * I I Í _ .

{MAte/wfe r, +2? F,¡17+/AAMMO; a ¡5+ EyF‘57}

_ L \ (189.b)
lx’llkrr/fuk’m/t fixed/nur): (kr/1°'(Ú/F Ïp-r¡k+l<’)r

‘ | \ Í I l ) I Í f

{me i‘AéÜDS‘; v ¿“e’ñ F2]+ M6 “WB-“VF, Ñ —e FLFLJ}
(1.90%)

r
y en particular, para 1 al , k'nk,

f' K
ÁÏ -— ,

Z “6+5” — o (1.90.b)

ya que el coeficiente de 2ABes

Z

( 1 - |s( ) 3112 .. o por (1,:1).

Los coeficientes A y B cumplen las misma relaciones que en

el caso del electrón libre. Además, comoee ve en el Apéndice C.

Capitulo II, el examende la ecuación diferencial muestra que tene
mos nuevamentela ort onorunlizcción delta:

íïïÏÍKIr/Xz (ar) +“PJ/WWW] radr: (AA’+66')MW“ 91)

En el cas: no relativieta, tenemos
2.

¿L ¿L 2 e f F
EL4. .2?I; + ¡4 -1¿,2 T:7X6 z: O (1,92)
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cuyasolución es
2

la“) a (kr) om “¿HERE? IM“) ¡É 211m) (1.93)

En efecto, al pasar al limite no relativista debemostomar¡ó a -1

(pues los estados positrónicos desaparecen) , Po + moc3'2moc ,

Po- mocn E/c en las ecuaciones radiales (1.78). Comoen la segun
‘ Z

da de ellas podemosdespreciar í; frente a 2moc. 2j7 h , obtene
mos para ï> el valor apr0;1mado

' x, ‘ x
W * ‘9( 75’?+"—17”}’

que sustituido en.la primera de las (1,78) nos da la ecuación de

Schrvdinger (1.92).

6
5.2.- Orbitas parabólitn.

Para hallar las soluciones correspondientes al punto de aaxmula

ción Po: mbcdel espectro, es preciso volver a las ecuacionest di
ferenciales. Despejandollkde (1,78,a) y sustituyéndola en (1,78,b)
obtenemos

1 Z ¿ ¿ '

¿L 3 0L_ . ¿ J. --.-o (194)
E 271. 4’ 7 Z} {/5 aO/g I" + ¡“7' 1 ’

cuya solución es

KF;(rip): (1.95)
¿PN-7?)_Ï_ ,

donde

6 Mario Bunge. "Solución de la ecuación de Dirac correspondiente
a las órbitas parabólicae". 20a. Reuniónde la Asociación Físi
ca Argentina,Rosario,setiembre de 1952.
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5:5 F gubzw‘zl
5072 ’ (1.96)

Introduciendo este resultado en 1a primera ecuación radial,obte
nemos

¡afin/á)-_- (“4) (VL-ES)_ sz+I(V’Éf)
x2 L Í

En el limite no relativista, /¿ n-l, f-Hhe , 1a componente"gan

.L
z

de" del spinor radial se reduce a

2/6 0C Jzé-H ) (1’98)
W7

que es precisamente la solución de la correspondiente ecuación de

Sohrvdinger
¿al
El + r d] ¿10/2r r4 Á (1.99)

En cuanto a la otra componente, para ¿A O es regular en el origen

pues S)¡l O, pero se torna infinita en dicho punto cual-¡b e: 0, mo
tivo por el cual debe excluirse dei tratamiento no relativista, en
el que del este moó queda una sola función, comodebe ser.

Estas funciones, que clásicamente corresponden a las órbitas pa

rabólicas del problema kepleriano, no pueden normalizarse, ni en

la forma corriente-- pues rvï y r. ‘P no son de cuadrado inte
grable- ni con el métodode las autodiferencialee.

5-3o-Quem
Análogamentea lo que se hizo con las ondas esféricas libres,

las soluciones estaoionarias (1,79) pueden descomponerse en ondas

progresivas emergentes y convergentes, con sólo emplear la conoci
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da descomposición

I (Mb/i z) air [INN 33/32)+ F"(°Hb’n)] (1.1004
donde

, i “‘P («-1 (¿r-or) . (.01 /r—o<)(a'—d+n)

¡”ha a tu) . e 2 Ü+ ——?L—_+¡_¿—«—L————-'°‘¿2€ 2! (1,101.a)w]
-CX

rm ¡au) .CL’)(-2) [1-mu “ML (1,101.1!)
(-(Ol) Z 2212," _“‘]

El comportamientode las correspondientes autoruncioms/ty KF:
en el origen y en el infinito es análogo al de las funciona de Han

kel esféricas; vale decir, tupoco éstas son autofunciones, si bien
los desarrollos aaintóticoa indicados son los adecuadospara ciertos
problema .

7 WoGordon.zeits. fo Phïao.iq.
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6.- Soluciones radiales del átomode hidrógeno (espec ro discreto)

Las funciones de Kummeradmiten un desarrollo en serie, el (1,84).

que converse para todos los valores Po),noc de la ensréïo. Para

P°<_m°c , en cuyo caso k se torna imaginario, dejan.de‘conv3ggersen
¡(k

efecto, al ser i É‘ï\
ik=Kag.'2(lg°2-Pg)

h

\
3 ‘

ï,(1,1voz)
9

dichas series se convierten, de oscilantes, en funciones creeientes

de r. Psra que la función de Kummerde variable reel, comolo es ps
¿ \

rn P°<fm°o , este definida para todo valor de la misma, su primer
parámetro-o sea, X -- debe ser igual s un entero negativoÁ En nues

tro csso.debe ser ¿i
'Ll-t- "Z. L:_hr< 44:0«1 .¡Ï'(1103)
Su+-Z(-(5)+/b Kav "¿C -0, r I I j g

Esta ecuación de los autovalores se verifica para \
6:—I z —hr (110
‘l ’ 6 WOC ’

Las F1 se reducen así a polinomios de Kummer,ode Jaeobi:

r1. r( -nr;:ï+u2xr) , r2, r( -nr¡{f+l¡2Kr) (1.105)

“e (1,104) deducimoslos autovalores discretos de la energia(fórmu

la de Sommerfeld): l/
L " 7* —+71 .

POZ7MOC[1+<%{\)]¡ 7:“ u'woc/(ría f7) (1,106)

O bien.
_. .—//¿

.. Z Ir ¿«r- 2 e : _J—-—-———
Ñ - a [(Ï‘M) 2 M] wap/z» (1.107)

donde n , que sólo es entero para ur: o, hace las veces de número
cuántico principal.
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Usandoestos resultados, las constantes que aparecen en las au
tofuncionea resultan

A=[La + ¡Mi (1.108,3)
. 'ï

B= H'¿SOY-‘ J (1,108.13)

7ïr ___ _')1_,— (19109)

I- V('nr+“1+Ñ ¿6‘71
Las amplitudee A y B cumjnlenlas relaciones

al _ 1 a 1 l

ww ó 39 a [H- (¿HP (1,110.3)
AJA ——6* 6 = 1 (1,110,b)

Mg 4- 4 5* -; o (1,111.20
. É r

¿VG-¡48‘ : a RMÍJÏ = ¿{L (1,111,»9° mr +f

“nando el número cuántico radial nr >O , laa funciones de onda
radiales no nomalizadae tomanla form

-|

A: A (2Kr)tu.‘Kr [r(-nr¡29+ 1; 2Kr) +¿J'(-nr+l¡ 2f+1g2Kr)Y
(1,112,a)

" »—I

lb: n (zm-f (¡r Croata“ 1; 2Kr)o E.F(-I5+1|2Jo+1;2Kr)]
(1.112,b)

En particuñar, para nr=0, por (1,109) es ó :0, y estas funciones
se reducen a
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A A -l
= (auf .e'n (1.113)

“Ft 3

donde

K:._ ï o eea, 1’:._€—4: _h-¿,—3¡v.. (1,114)lao
Este oaeo corresponde a las órbitas ciroularee de la teoría de Bohr.

Loe productos que aparecen en loe integrandoe de los elementos

de matriz son f, Í
-I / ü K

lri‘flqrj/rxr((¿’,r/Í %x1((klr)F},(tllf/ïr [íkr/F (K-f-
' r l l , ( l

¿{/AilAl-tógó’) [HF-¡#69 F2 pz )-¡- /A{ÁIT—816)(E FI BI'FEF-n F¿/}I (1.115")
...I I. .. k6 {Iq /r'1+ J l, fu ¡JL

ÍÉ(MÜÍV(HM)Ï'WX(hd/XKÍkJ)'= (2KC) {ikrj

> I f II 5 / l

{n’e'rAófimfiL es szz’)+/A*5 : Aav/(c’p‘g-5 Facl ¡f<1.ns.b)

Enparticular. por (1,111.a),

f , "Y . ./
lr th + {.2 X1 = O (k :K) (1.116)

En la aproximaciónno relativietan las autofunciones eon lae

(1.93), con

€+l+ . %-°.l’2.0o00
de donde
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2
1k=x.J_. nanr+L+1, En.-_z_.33_ (1.117)

'.° 2 ao n2

y É

[mr a. (an) o’n r( -nr ¡ 2(L+1) a 2Kr) (1,118)

o bien,empleando los polinomios asociados de Iaguorro.
e r 1€“

¡[me = (m e‘k LW (2er (1.119)



CAPITULO II

LOS OPERADORES DE LA VEID CIDAD

1.- J"as componentespolares de la velocidad en mecánica clásica

La energia cinética de una masa puntual es
L' i k

T = ¿22(2) a i n°(v1 1k) a ¿no ¿“v v n imagikvivk (2,1)

Recordandolas (1,34) obtenemosla expresión correspondiente e las
coordenadas esféricas:

ol ' Z
T a fi no [f2 + r29 + r2 senza ¡0 J; (2,2)

de mamra que las componentespolares covariantes y contravarian
tes de la velocidad lineal son

11.21.? ¡Tragrr'raí' (203)

u 9. o

15-1-29 .115)";9 vana-(.09 (2,4)

vLF- r2 senzsm} , vip: ¿{Pva - xp c LDLP (2.5)

De aqui se obtienen las couponentee del impulso generalizado para

todo campo que no dependa de las velocidades:

PJ: 2,8.z -: ¡1401):
ací“ Mi ’

Observemos que, en un campo central, eolamntc ph’oes una cons

F‘: QI. : Wav-L (2.6)
2/0";

tante del movimiento;pr y p8 no lo son ni siquiera para le parti
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cula libre.

De las 6 componentes polares de 3’ , solamente la velocidad ra
dial

71.811.81.13? (2,7)
tiene la dimensión de una velocidad lineal. Las componentescova

riantes son,dimensionslmente, velocidades areolares; en tanto que

las castravarisntes tienen la dimensiónde una velocidad angular.

“Edoque se trata de magnitudesfísicas, conviene sacrificar su

carácter tensorinl en aras de su significado fisico, adOptandolas

siguientes definiciones convencionales de velocidad lineal, que son
las que se emplean corrientemen‘tet

V8795 ¡VB-Pará ,ïfa__.!¿_arsen9% (2,8)r r r seua

Esta adeptción corresponde, geométricamente, a la elección de un
F»

sistema de base constituido por vectores uk unitarios:
-+ 2

ik a ok . 3-23 I aint-(¡ü (2,9)
Üfikk BXK

Conservaremos, en cambio, las definiciones (2,6) de los impulsos

generalizados- aun cuando solamente pr - pr tiene las dimensiones
de un impulso-- pues son las que intervienen naturalmente en todo

formalismo canónioo,como lo son los de las teorias de Schrbdkger y

Dirac.

En cuanto a la velocidad areolsr, suelen emplearse las siguien

tes expresiones:
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2 ' 2 2 °

A3. rvt9 a r a a pÜ/mo , A10: r eenSV‘P-r een af: ¡Ho/mo
(2. 10)

En resumen, en mecánica clásica se emplean habitualmente las ei

guientes velocidades:

¿loci dad 2195219::

(latitudinal). 03W-«(3 (azimutal)
(2,11)

velocidad lineal

vr: 1°-(radial) . ver. rá (latitudinal), x/fa r sen sp (azimutal)
(2,12)

Midad areolar
4 .-.r2 éüatitudinal), A .r2

e een29. (azimutal)

(2.13)

De las 7 componentespolares de la velocidad, tm sólo las 3
9 .

primeras - 00, 00%r - se definen sin ambigüedad,es decir, sin

necesidad de convenciones 9_d_h_og. Esta ambigüedad que afecta a las

demás componentesee trasladará, por supuesto, a la mecánica cuánti

08o
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2.- Los Operadores de la velocidad en la teoria de Schr‘ódiger

Los operadores representativo de í', ¡9 y f se obtienen emple
ando la fórmula de derivación

(2,14)(i [7/ t ._ Z r: c‘rv.‘ f ,, —,, .(mu), .,-Maymmw)
JL L7i y

donde
,¿7 N7- ¿mm D rio ' o a I 2215)¡i — . - _. ._ -+ ———-— .— seu9 __ ¿_ '

¿ri/“MOLFL3"( 9’) ¿W128 39( 38)+r‘59u249 wz +
Es fácil comprobar que

e — l v '
¡'1 M 2m W + r) :4!’ (2,16)
. 8 9

1 v b l. ¿047;? _. —(9:13; :¿(53+¿ }-°‘)"" (2,17)
(b _ l k I D u)w.= f
' v '* (2918)¡“o rLSeuZÜ MP

Por medio de estos Operadores, que son her-míticos, definimos las

componentespolares del impulso; las contravariantes son

Pr: wovr P9: wav-a) PV):- «¡mov-70. k2,19)

y las coveriantes

v ' -_L(9_ .‘Fr=¿%’(f+7)l P9- gn“ 39+L
Se verifica que estos Operadores hermflcos cumplenlas reglas de
comutación

P1 ‘13‘ 131,1' t ¿2921)
(

Adenfls, son los que permiten conservar la forma clásica del hamil
Itoniano en “minos de los impulsos canónicosz

\
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(2,22))z “¿2* 7392* 3,5775?“
Al adeptar las representaciones (2,20) de los impulsos generalizados
hemos abandonado 1a definicl ón

33 . i;_g;:dJn;

que vale en coordenadas cartesianas. Ias componentespolares del

vector gradiente son

D _L 2, __Li__ EL (2.23)
Í)? / r 'DG' ’ r5ém9 "a?

No podenos fundarnos en esto para definir las componentes polares

del impulso, aun cuando ello se hace a menudo; el motivo es que los

Operadores
A 9 1L. L. El. k- 1 a

272737’ 9"" ’73) 27771-7245 v7
no son hermiticos. Y. ademas. no cumplenla definición lagrangiana

(2,24)

F; - EEE (2,25)
_ a? j

motivo este por el cual no permiten escribir el hamiltonimo en la

forma (2,22).

Las velocidades 11.é ya? son las únicas que pueden definirse di
rectamente en mecánica cuántica,análogamente a lo que ocurría en la

cinemdüca clásica (cf. el parágrafo anterior). Unicamentepor am

logia con las relaciones clásicas (2,12) y (2.13) podemosintroducir

las componentesde la velocidad lineal y de la velocidad areolar en
la mecánica ondulatoria.

Se obtienen asi las siguientes expresiones de la velocidad en la
cinemática cuántica no relativista:
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gg;ooidad angg;g!

QÑt'Tuo FL .38 2

(0% ’ . : lt, ' 1L
inlho rlíóqzü ')f

Velocidad lineal

A9 z F¿& 2-: I |

2/".140 la?

. _. QJfYD) :'.i_217410 30 Z ¡“o

,quflguswïr1x. z t ¿Mi

3B

(2,26,a)

(2,26,b)

(2,27.a)

(2.27,b)

(292703)

(2.28.3)

(2,2e,b)
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En coordenadas polares, los únicos Operadores que pueden definir

se directamente son,nuevamente,los de i. . Los demásdeberán
construirse por analogía con las magnitudes clásicas con-respondien

‘\
tOSo

Como ahora r 9 W

“='° [’ÉA°"’*(“‘°C+°/P’+°/Ps+o? F? (2.29)

la (2,14) nos da

. o ‘ 9 a ¡p
f':-—C:>¿¡ 8:—Co¿ l \F":—-Co¿ (2'30)

Sacrificando nuevamenteel carácter tensorial al dimensional.
definimos

o ' 8 ' 50

vr a r , v5. re. —cr‘o<, vr. “maga-ww 0‘ (2.31)
En cuanto a la velocidad areolar, si quisiéramos fundarnos sobre

la ley de las areas tendriamos que definirla en la foma
‘19 .9 4.1 L-á_; -9 ¿“TÍA_RJ_EFFAF+¿M ,

pues entonces sus componentescartesianas seria: constantes del mo

(2.32)

vimiento. Pero, dado que en esta teoria el concepto de velocidad

se introduce independientemente del de impulso. es aconsejable con

venir en llanar velocidad areolar a las magnitudes
2 2 2

senZMD's-cr een20< a -o ¿Y?
(2.33)

. 9Aerea-Grada-OOK.ASÏ
9 L9 '70

Estas cantidades ya no serán constantes del movimiento.

En resumen,he aqui las velocidades cuyos elementos de matriz ha
bremos de cal mlar:
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Velocidad aggg;gg
9 - 9

r2

szP::—Cuw:- c y?
¡“z-501418

lggocidad linea

VQ': É Z -—Ckflr : ._ C a?

V3:Váz-Cl‘ds=_í0(
. r' ‘9

e W

V=r_.rM.9 :_C"J€«.90( :h C M
“P f mus 70

Eglocidad areolar
. S

Aa: ‘: —-Crl°< T -——
o w

Auf: ¿44.29 í :- FCal-¿J'ana- 04 I _—C

40

(2.34.3)

(¡.34gb)

(2.35.3)

(29359b)

(2935nc)

(2.36.3)

(2,36bb)
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4.- Significado fisico de los elementos de matriz de un Operador

en la representación hipercompleaa

Ya hemosvisto, en el Capitulo I, que la representación hiper

compleJapone de manifiesto la diferencia existente entre los ele

mentosde matriz de la teoria no relativista y de la teoría de Di

rac. En la primera, la transición k4>k‘ no tiene otro significado
que el de una variación del impulso de la partícula (Variación vir

tual si se trata del problemakepleriano). Pero en la teoría de Di

rac, a cada valor de k le oorresponóen ahora 2 valores del spin y

2 de la energia( o de la carga). Eb decir, cada valor 4 está asocia
do a 4 valores

transición k->k'
del "carácter" del electrón. Por eonsiguiente, una

implica, en esta teoria, 16 transiciones entre es
tados de diferente"caráoter" ( 4 de ellas, laa diagonales,son tran

siciones idénticas y,comose sabe, representan valores medios).

Estas 16 transiciones asociadas a la transición k.,k' puedenes

quematizarse en la form

Qflflílfi) z

Mu

(BT-9 6T

Mu.

EBf->Gï&

ML.)

eii» e»

Mu}

A A
9‘96“

Mu

Aeieel

M11.

<5+e_eú

M¿¿

9+->€W

M24

GN/eej‘

M3¡

et-aáï

“¿L

quaeb

M53

91/ aabt

M34w
¿4%

GMT

A49L

_649N9Y

M45

€4\?eáh

mc,

efes?

C9 69

’I‘b
car a

Sp¡n (2.37)
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(3 y <9 simbolizan respectivamente un estado electrónico y un es

tado positrónicos las flechas verticales indican que el spin esta
sobre sus ejes principales en el sistema de referencia ligado al
electrón.

El esquemaanterior sólo es completo tratándose de las autofun

ciones de1.espectro continuo, las que pueden.separarse en 1a forma

(1,18):
' +

42:w e = Wim/¿H “(mg (2.38)
En cuando al espectro discreto, comoel positrón carece de estados

discretos en el campode u núcleo de carga positiva, la segunda

parte de esta descomposición es nula, quedando solamente las dos

primeras columnas de La solución:‘
42 = uy ¿(I-¡9) (2,39)

Las formas bilineales (densidades) correspondientes al espectro

discreto, + +
WW = W“ M '¡u e i (.75) ww ¿(n/5) (2.40)

resulta: asi del tipo

9a (9 (2,41):{u} a

0

0

O

O00HH OONN OOOO

Vale decir. las transiciones discreto-discreto solamenteestán

asociadas a procesos de inversión del spin.
En el caso de las transiciones continuo-discreto y discreto-conp

tinno, quedan solamente 8 elementos de matriz. En el ceso discreto
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continuo(que comprendelos procesos de ionización), las formas bili

nealss son del tipo

(2.42)
1 X X 1

+ - x I X z Z e
ÁN‘HÜW = o o o o ex“;

o o o o

En el caso de las transiciones continuo-discreto(qus comprendenlos

procesos de captura), se tiene

z

+ +- 1

{QW}-+¿fi M} z (2.43)

I
"HHH

En uno y otro caso, una transición k-ak' engloba cambios de

spin y cambios(virtuales) ds carga: pero en la ioninaoión estos

últimos se verifican únicamente en.el sentido C3-9GB,mientras

que en el de la captura se produce el cambio apuesto.

Vemosnsi que los elementos de ls matriz de "primers clase"

(2.44)
{{M‘r -.

OOHH OO"n HHOO HHOO

corresponden, físicamente, a transiciones ¿gentions (respecto del

"cardotsr') y a transiciones entre. estados de gijerente orienta
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ción del spin. Las matrices de primera clase van acompañadasdel

factor exp 1/5 (1:;>- ko) ot . que significa una simple transición
to» Pa de la. energia.

En caubio, los elementos de la matriz complementaria de la ante

rior, o untriz de "segundaclase",

IW} z (2.45)

HNOO NHOO 00HH OO"H

corresponda: a. transiciones entre estados de diferente signo de

la carga; o sea, a procesos de producción y aniquilamiento (rea

les o virtuales ) de pares. Las mtrices de segunda clase van acom

pañadas del factor exp i (¿0:3 + ko), que no representa ya una sim
ple transición de la energia sino la creación o desaparid. ón de un

m! Pofi(-

J
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5.- J“atados estacionarios x ondas prqgesivas

Se ha visto en el Capitulo I, 1.4. que el empleo de ondas planas

estaciomrias conduceen ciertos casos a valores medios nulos, en

particular cuandose trata de la velocidad lineal: tal ocurría, en
coordenadas cartesianss, con 3) y con: . Lo mismoocurrirá, segd1

veremos en el Capitulo IV, con el Operadordr de 1a velocidad radial.

No ocurría igual en coordenadas cartesianas cuando el estado de la

partícula era descripto mediante ondas planas progresivas. Veamos

que ocurre con las ondas esféricas.

A6.1.- Impulso radial de una onda esférica estacionaria

Consideremos la matriz del operador del impulso radial

fÁ D L 
v, - ¡”7‘ (j? + ) (2.46)

en la aproximaciónno relativista. Si tomauns el estado estacionario

libre S, de componenteradial(norm lizada)
Ill

. .2. , sen kr clona) (A)k T 2.47)
obtenemos

oo

(k 'Prl k‘) =Q%-¿-?ñk'jsen kr. cos k'r .dr
O

"ste. integral divergente se calcula en seguida por cualquiera de
los métodos conocidos s

a)ao

( ' r ' I

(KlPr‘k) = 2an En k ¿{JOSWÚHJ/fM+ESW(K'K/rdr}:2%7
JB

Lata es una matriz de indices k,k' continuos; es inginaria pero
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hermíticax x
(1:41:14 k) a (klprl k' )

Para hallar eu valor medio debemosintegrar sobre un paquete de on

dae de ancho espectral Ak centrado en k, pasando finalmente a una

onda monocromatica (¿1k -> 0). Teniendo la precaución de tomar el va

lor principal en la discontinuidad k‘nk resulta
I<+ou/Z

T: r l l

rr 3 f2”; g(l<(PrÍk) CLK:O (2’49)
o k-oK/Z

Ea decir, el mismoresultado que en coordenadas oartesianas.

En rigor, esto eólo demeetra que el procedimiento elegido para
definir valores mediosda resultados con sentido fisico.

6.2.- Imwuleoradial de una onda esférica progresiva

Tomemosahora la onda progresiva emergente l,tanbién libre y en

la aproximción no relativieia 6ei’.(l,74))a
+ ¿KF

k. e II< -: —' \
RD ( r) nI/l “a, 2.50)

La "matriz" de pr (las comillas de deben a que R; no es una fun
ción prepia) es ahora

\‘ \ r ‘

(k Iprlk') . LK'J. íe‘ (“"der: UIE‘WKLKH (2.51)2'? 20n ‘
fl‘lo , L

+ P _/‘l(l<'-k
El valor medio, dcfinido comoen el caso anterior. ee ahora

0

r {44-45 [cf-¿W/L
‘ a r Ñ- / y r r (yj .: ¿wn v K0(k_kld,k+1;1)': v ¿IK __—.._K=
t r ¿lt-‘90 1/7 b“ J? F k4 - 2'” P,

¿ Kwir/L

resultado concordante con el obtenido en coordenadas carteeianas.
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6.3.- Eglggiggd radial de una onda esférica progresiva

Exactamente el mismoresultado se obtiene, por supuesto, en la

teoria de Dirac, no solamente con pr sino también con la corrien

td radialïdá. Aunquela matriz de este último Operadorse estudiar‘
en otros capitulos, mnviene anticipar algunos resultados para mos

trar desde ya cómose calcula y para Justificar fisicamente el em-‘
e d'na ¿»de ¿e ¿(ver eute.

pleo de la delta z,del Operadorv.p. y de la parte finita
La componenteradial que determina la parte de primera clase de

la densidad de 1a corriente radial es

A ‘r‘ ¡A ,

t¡01oír)0(r(/Ï¿ -_-11(k'¡}({&{klr)+ WÍ/¿Irj/ïx{li/lr)
,4

Tommio la onda progresiva 8 (gc 9-1) dada en (1.75) se tiene
Í[/K4:)"

¿(W-kfiíïxrf ¿{A6'(á;+t)+ Alófi-¡[Fi-Ü}fix-7::
En el Apéndice B, Capitulo I, se ve que

oo

Plíí 6‘“ cu: gue)- ¿de/-(j,
X

de manera que

ro“! “26)rzacr- {M6 A8,)[L ¿(K’«)+¿ ¿“(H/+1" c]00‘4+“? “ fl 7:" 7;; z jï' '77

1 / nA A' (HK-tua .iif]+[ 6+ ME P J7(K'—Ic/ l
donde C es la constante de Euler, 3 ¿(t) indica el escalón unitario

simétrica, y Pr la parte finita en el sentido de Hadamard.Por con

siguiente, al valor mediocontribuyen las integrales
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, - i )

‘a A6 ' I ,., A6 A r f
gía? —7 )E(lc—l<}amo, My? —7<_?)Z«/e.qpu“, oAt

l /

[(Agïu'e) g(t</—I<)0Lk/:22,46} 47.¡).J(A6+A(6) a o
A“ AK. ¿(-K

Recordando la (1,65,c), 2ABa: v/o . queda finalmente

07‘,¡(9% y por lo tanto "ir u 47x:- - [5 v, (2.53)

que en la apmxinnción no relativista (fi s-l) coincide con el re
eultado (2,52).
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6.- Las fluctuaciones

6.1.- ¿ignición

La fluctuación, o dispersión cuadrátios media, o desviación stand

ard. o incertidumbre de la distribución de los valores de una magni

tud física I en torno a sus zglorss medios'l es
(AI); ¡2 - ¡2 (2,54)

Si Mes una matriz de indices discretos (1.3) , su fluctuación

está dada por sus elementos no diagonales, los que según la teoria
corriente no son observnbles:

Z L

All-¿“(JHr (¡A/“¿li—-(Mii) : Z) (2.55)
J?"

En general, los indices (1.3) de nuestras matrices comprenden:

indices (discretos) del llamado "carácter" y de los númeroscuánti

cos, e Indices (discretos o continuos) del númerode ondasik,k').

Ue manera que tendremos fluctuaciones en el "carácter", en el mo

mento angular (.Xy'm) y en la energia. Las que más nos interesan I

son las incertidumbres en el "carácter",pues no parecen haber sido

estudiadas anteriormente. Conriene dar un ejemplo sencillo antes
de entrar en detalles.

6.2.- Ejemplo

Calculemosla fluctuación en el"carácter" de la velocidad de un

electrón libre que se mueveen la dirección Oz. Por (1,20),
- 2 c‘ ksa(WW ¡wmo- eP2X
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Llamado (1,3) a loa Indices del "carácter", ae timo
2

‘(Kl'cuxlkLII = Ja
Z 2 ¿ 2.¡(tt-wm!z 01+czÜ- I+V¡_vz7cz. ’

d d

emooquo Clí M/Ca Z7. _
(AU) l ¡+VI‘ül/(LÏ

La fluotuacidn miam, gue es la raiz de esta expresión, oa

(2.57)

cparav=0
._..__. l zJ L: 1-1L, - (258)

AW- E43”) Cl: l+m .. oOparavso

6.3.- fluctuaciones en el cnrdcto

l‘as mamitudw fisicas (elementos de matriz) que se estudian en

el presente trabajo son algo más complicadas que 12.56). En general

mn de la form;

53,1.22m.ml¡ ¡“ko ' D13 Ï(ÏoX/Illol'¡kok')o .1 t k0)ct ¿2.59)

donde D es una de las matrices del grupo de Dirac (de manera que los

índices del "carácter son 1,3); y F es una función, o matriz, de 6

índices, que consiste en el producto de una integral radial por una

integral angular. Comoae dijo, es preciso distinguir tres checa d
de fluctuaciones.

Por (2,55), las fluctuaciones en el "carácter" (que indicamos n
con el subindice c) son

ACM= ¡FI C W 4.517% (2.60)
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ComoD es hemitioa,
"‘ O

._ 1‘ _ l n

(Dll: D D ‘ 1’ 3 _ {ti ’ (2,61)
de manera que

ACll n 0 si D es diagonal
(2.52)

Ac l a 1‘ 81 D no es diagonal

6.4.- Fluctuaciones en el 1mulso a ular

Por (2.55).
¡ Oo lx'l-I

2 D (KOÏ :X° I
¿(WM : J). GLP k) Z l ¡F¡,,,¡u'h,;Klk/)¡¿ (2,63)

-60"h o “ha
Comúnmente tendremos

I I 'l Ñ

l‘h‘n‘ i “‘I‘M/ Klkl) °C olx/,xtp ‘ ¿”INI / (2.64)

en cuyo caso

Z (' (ÏKÁ: Ko)X0 <- Z.
A“. Mr D e fi ¿I ) [172,11- p)! (2.65)

Pio

6. 5. - Fluctuaci ones en la enel-ga

En el coso del espectro discreto, la sumasobre k' equivale a

la suma sobre ¿{y ni. , de manera que

- AM1= D ¿al 2;", Maxi.) mr,m’)}¿ ‘2.66)
o r

r Para el espectro continuo,
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u z ,almm-mkv) . wrx”; mv). cum) (2,67)

donde c(k,k') es una función propia o imprOpia, continua o con sinp

guleridades(generalmente en el punto k'=k) 3 vale decir, es una ma

triz continua ‘aun cuando tenga singularidades, a menudosobre la

diagonal principal) de indices k y k‘. Tenemosque definir el valor

medio y el cuadrado de esta matriz.

Ya hemos visto en el parágrafo 5 que el valor medio de C(k,k')

debe definirse comoun promfidásípor unidad de intervalo espectral:[c

C(k,k') a ( C(k,k') dk' (2,68)
JK‘AK ¿

En cuanto al cuadrado de esta matriz cantinua C, comoes sabido ae

lo define por generalización del.producto de matrices de indices

discretos: en la expresión

2 Z(c )mn a \ cmicin
L

se sustituye la sumaoiónpor una integración; comonos interesan

números reales.definimos el móduloelevado al cuadrado:
2

\c(k,k')| = íc*(k,k"). C(k",k'). dk" (2,69)
La integración debe hacerse sobre todos los valores admisibles de

k", tomandoeventualmente valores principales en losbuntos de dis

mntiniudad. Aplicando a esta expresión la definid. ón (2,68) de va

lor medio, obtenemos el valor medio del cuadrado del módulo!
K+ flkh

lC(k,k'O|z a |c(k,k')lzdk' a Sdk' Sefikfic") C(k",k') dk"
Ak‘Akfi

De maneraque, finalmente, la fluctuación cuadratica de la fünción

C(k,k') es
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f .
(Acrsgdk' gc (k,k") C(k",k') dk" 

AK,

y por lo tanto la fluctuación,respecto de la energía, de M, es

2

Ím'k') dk' l (2.71)
K

¿

¿Ai/.4:D.J.{ S ' Scfikm) c(k",k') dk" - Í fuma) dk' Í} (2.72)I AK
AK

Enparticular, ai C(k,k') a t(k,k') J(k-k‘), ae tratará de una
matriz diagonal, esto es, de fluctuación nula. El cálculo de su

fluctuación nos servirá para verificar las fórmulasanteriores:
r 00

(ACV 1 J dK' ( .SL*(A,K") (¡J/td) ¿716qu ¿(U-H) dk"
AK, La)

k+Ak/¿ 2

'“ J 3C(K‘K') ¿YK/“Ü (¡CK/l
“¿k/a

: í S:*(K)K)g(K,K'){hd-dc)¿(K/— l{(k,k),Z=O,
Ala
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C A P I T U L 0 III

LA VELOCIDAD DEL ELETRON N0 RELATIVISTA

1. Elementos de matriz. Expresiones generales

lolo- IntrOdUCC1ón

El comportamientode la velocidad del electrón no relativista

no parece haber sido estudiado sistemáticamente en coordenadas po

lares. Convendráhacerlo aqui a fin de comprarar los resultados oh

tenidos en la teoria de Dirao con los que da la teoria de Schrodin

ger tratando de identificar, en lo posible, los efectos relativis
tas y del spin. Además,en el caso particular del espectro discreto

del átomo de hidrógeno, será instructivo comparar los elementos dia

gonales que dan una y otra teoria con los valores que se deducen en

la teoria semiclásica de Bohr. Estos últimos son, para órbitas cir

culares (1:0) y despreciandola corrección relativista,

p.
3

Gon/22€?(2”). 2' ZZ_'__ . 4.10“? ‘
o ns 63 m3 713.1)

‘?_._¡CO(ZW “f‘ï

V=r° Luli-¿121612.22 2.08 . -'
‘Ï “f 'h L, 11 l w 563' (3.2)

A‘f' rn Y : nao Cd: 41 L ÏÏ 41 ¡[la “42.563-!¿"7110
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r a ng. ao/z n n? ha (3 4)
n 4117132 ’

es el radio de la enésima órbita de Bohr.

En este parígrato daremos las expresiones generales de los elemen

tce de matriz de los Operadores (2,26 a 28) respecto de las autofun
ciones en coordenadas esféricas. Las funciones de onda no relativis

tas correspondientes a un problema de simetría esférica son

_ ¿“í/Letu (w
“PQ!”(K"(19'Y)=M6[K)/XZ(KJ)NL. Pem(wfc9)e f C 4, ,

donde

" ’t ¿t I '/¿ ( 6)
K: gp: QV-ZMEl A/e___[2€ I Ï 3’Í» A, 4/7 (IMM)!

y donde I¿(k) es el factor de normalización de la componenteradial.
Comode costumbre, los elementos de matriz de un Operador Mcorres

pondientes a la transición (k,Z ,m)—9(k',€lun') son
.*

(kaiom| ll k' .¿(om’)a S%,n wea“!(ki/Í d T
OO '7 .LI'] F

ngrzdrg senSdQS ¿“(lo xro,“ (M (Pad) (3.7)

Los elementos no diagonales de la velocidad tienen poco interés f1

sico, por lo cual hemosconcentrado la atención sobre los valores

medios; en cuanto a los primeros, nos hemoscircunscripto a estable

cer las reglas de selección de los númeroscuánticoe,las que deter

minan el comportamientocualitativo.

Las expresiones generales se dan en el apartado siguiente.
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1020-Velocidad
' 2/7515 eve + o”9 ' ‘ I' Il - I f

(K'e' Ml“) z Sl K!L' h") : ¿fl'ïtïz'e Í '¿(K/¿(“,j/ZÉGJÍ/g’flídaü':
0

q l
k I W“ LM! Zn

É“ ‘“ 3P! . I ¿Ath
.Ne ¡le San (0059)[ 3,54-z (¿35,49€JSWSGÍADSOGI(

(3,9)

K'álw 1' , ( VJ . \ I il)“ K W
( lla) — ¡Min ) z e 1 (k’MPI/((,)]/K(v(hr/)4[{KLr)fi

._)

’7 Zn

lu m' put P“, . r'M M: ( (co-38) (¡(cojS) SW)” ecóufififip
JO ¿M9 ¿70‘9

Las integrales singulares noe dan, comode costumbre, las reglas de

selección, por lo cual es preciso calcularlas primem. La integra

ción sobre el azimut da, en este aaa) y en tome los demástratados

en este capítulo,

La ‘( ’ ) 5 kec M—m Nf t ¿n tu,“ 3,10)L w
las integrales obre 1a colatitud se reducen entonces a.

r1 .. MIA
(A 1“. ¡K W MA

m/ Mi pe Wu ._ y PI] 5.44949: ¿1'0ch (3.11)e e“? +2m7e ee
O

que se trata en el Apéndice A, Capítulo 1,1; y e la conocida exprg
sión
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n

NN php“MMM/c c e 5m9dz9- le“ o<\w|ee
-*-1r' 2mSent} (3.12)

0

Llamando
ao

¿F ' 4

n¿(k) {g(k') S/Ï¿(k,r) /%¡(k',r) rp dr a RZQ,(k.k'),(3.13)
0

notación que conservaremos en todo este capitulo, queda finalmente
, o mu’É na47k

9» I ' 1 " l r

(KIQI'MIUJIK/cll“) 1' J€,€Ï(3-í+\) ‘Jmnua ¡zac/(htlÁt/(e2M)“,

l 2.o (¡-576
(MAMAI (4,)",3l I<',( lux): (le ¿(«lun (K,ZI)(€+//¿) C t 4

20m, I (3’15)

JSnparticular, los valores medios son
“75
“0 z o (3.16)

T - (Ü '¿ o < (I
L0 - 2mm + /) Rm («.l) (3.17)

1.3.- Velocidadlineal

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de 1a comanente angular.a fl (E-C/t
(menu l<'¡€(.’\«')2. Jg'e (Sula; e La .

201m0
, (3,18)

4 ‘” # rI ¿(kvKe(Klrjf r'zíf/Í¡o br
La velocidad lineal latitudinal es
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'IV<¡I¡‘_(¿ l í #13594"
(k.< ml 9|. ,(nv) - ¡charro 5M“ ¿ah ' Rama) A} e h“ 43'19)¡Mo

Enparticular.
l/ÜZ0

,I'or último, la velocidad lineal azimutal es,11amando
r n

lu UL lu W “¡A .

¿HA/e¡Ve'í ?“———(w°)¿(“9) sum z 13m (3’21)
l

o Stu9 oc 32’ 61-1-7

(cf. ApéndiceA,Capitulo 1.1),

v v I ‘ “W "f/ 't

(MM WHK'm'nu)= e’,t-1-¿í . ¿WimÜ PIM/(my Bm! e‘T “¡(332)_—-—

20”":

bl valor medio es

— 7-“ «a,
: Él“- Rm (HW 89,: (3023)

te 20m0

1.4.- yelocziozladareola;
51N [ff

(me! M] A“ K’¡('.wl)-_- Jair-¿(2,34 LJ.“ ¿fino Rílp’Ílelj Am’ e a
(3.24)

y en particular

¡L :0 (3.25)

La componente azl mutal e.

(um! A?! '46?“ r Je'eo‘w'wW Ría (m9 e ‘25(¿EI/¿(3.26)217%0
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Si el espectro es discreto, esta integral radial convergey su valor
medio es R(k,k) nl: para el espectro continuo,su valor medio se defi

nirá según (2.68),encontrándose también R(k,k') al. Por consiguien

te,en todos los casos

Km —Vista/6.9:? = ¡'¡oïtf = ‘I' ¿m 7- ÉG‘IÉL¿ (3927)" Mo ln

1950- “asumen

Los resultados que acabamoso e obtennr son válidos para la par

ticulq de Schrodinger en un campocentral cualquiera. Todos los ape

radores son diagonales en (mm'); lo que. según (3,27),no es sino

una forma de decir que vale el teorema de las áreas. Los que tiemn

elementos no nulos para ¿(a L son solamente la velocidad radial y

las componentes azimutales; de manera que solamentee stos Operadores

poseen valores medios diferentes de O. listo no es de extrañar si se

tiene en cuenta que el eje polar oz es un eje de simetría privilegia

do, y que el formlismo se ha hecho precisamente de manera tal que

Lz-- y no Lx, o Ly-- este sobre sus ejes principales.
Iflats-velocidaúealatitudinales tienen elementos asociados a las

transiciones (le)¿3 (2q+l). Y el Operador VP admite, además,de ele
mentosfiagonales. los correspondientes a las transiciozs s ¿#21 2g.

En cuanto a los indices (k,k' ), la matriz de los mismos--o sea,

la integral radial en cuestión-- depende de la forma del campo;con

la excepción de RZL'L(k.k‘), que es la integral de normalización.
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2.- gg velocidad del electrón libgg

2.1.- Introducción

“ebe observarse, ante todo, que los elementos de matriz de un

Operadorcualquiera con referencia a.las autofunciones del electrón

libre no tienen las mismasdimensiones del.0perador, debido al tipo

de normalización propio del espectro continuo. Por ej emplo, los ele
mentos de matriz de rn tienen la dimensión Ln+1. Se obtienen canti

dades que tienen las dimensiones correctas si, en lugar de conside

rar el estado k',por ejemplo, comobien definido, se toma un paque

te de ondas de ancho espectral arbitrariamente pequeño; comoentonp

ces se integra sobre k', queda el resultado deseado. En el Apéndice

B,Cap.l, se ve que tal es, precisamente,e1 significado físico de la

normalización delta. Por lo tanto,las cantidades que tienen sentido
fisico no son

I

(k,¿ ,m l r“ IMC ,m' ), de dimensión 19"+1 (3,23)

sino las mismas promediadas sobre un paquete de ondas:

(k.e.m I rnlkv, e',mo )= lim gm. t,m(r"( k',e’,m') dk‘ (3,29)Ak-vo AK
donde, eventualmente, se tomará el valor grincipal.

Las integrales radiales se calculan en el ApéndiceB, Capitulo I.

Nolas reproduciremos aqui para no abultar inneCesariamente; tan só

lo utilizaremos algunos resultados para mostrar un par de casos tipi
003.
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2.2.- l oe resultados
31'15

Por Apéndice B(74), la velocidad angular azimutal ee

lí ( K a Kl>Kr¿ 27 )

w ¡ \ Í (y! | (4e U.) k6. : ___ Í

(k1¡ml l I 7") ¿e W“znmo E: K (K> ¿ K

le: ¡(tzk

Teniendo en cuenta la definición (3,29) del valor mediorespecto

de la energia,resulta

DOW:0
El significado fisico de esta relación es el siguiente: la velocidad

angular de un paquete de ondas de momentoangular finito y distancia

media al eje de rotación infinita, debe ser nula por el teorema de

las áreas. Quela distancia mediaal eje de rotación es infinita, ee
inmediato por ser r oo

. I ¡e , 3

F =Émm 6.a") CLK', (www. w = «mm/«Mía«wm/I r ¿ro caAK ,_ cz?
La velocidad radial ee,por Apéndice B(167),

ELHJ'Í-lr L 4 l
(K.(’.ml\/rl Mit“): 56,6¿“Ju e h 53;, UL“)R“ (k'k/ (3.32)

z

"' ROM-H(K373
Ya se ha visto en el Capitulo 11,5 que debe ser nula para las ondas

estacionariae que estamos considerando; tal es, en efecto, el resul

tado que encontramos para (ao promedtando B(168) conforme a (3,29).
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Encuanto c la velocidad lineal “1mm. par-C .0 e. O,ccnc
dcbc ser | la rccón mtcn‘ticc cc que no anula a la integral angu
lar; el motivo fisico ca que e .0 corresponde precisamente a un nc

vimicutc dc mcacutcangular nulo. Pine-DI. ha fórmulas M7) y
13(160) noc dan

(k,1,1|{elunan . h ¡[Í-223 1.13% .2] j (3.33)kk'ano
cuyo valor medio es 0.

Fanatico, la velocidadareclar ¡sinnqu cc. por 30.8),
m -’91(5 E/b

(k.€,wl/lu¡lk',e',¿)= ¿o “f; ¿(H-K) e (3.34)

dc modo me el valor medio ca (3,27).
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3.- La Elgoidad de;L_e_lect1_‘6nen un campo coulombiano

3.1.- gaggiciones continuo-continuo

Las integrales radiales se tratan en el ApéndiceB,Cap1tulo II,

donde se las obtiene en forma de integrales másaccesibles. Las he

mos dejado en la forma indicada a la espera de que sean evaluadas o

tabuladae. Por no haber obtenido expresiones numéricas de las mismas

no damos los elementos de mtriz. Con todo, hacemos notar quen. de

acuerdo e la discusión que se hace en el lugar mencionado,lae inte

grales- y en consecuencia los elementos de matriz-- no difieren
esencialmentede las del electrón libre. Difieren cuantitativsmnte,

en motores que contienen a x z/kao y que.por supmsto, representan
la influencia de las fuerzas exteriores sobre el electrón.

3.2.- Transiciones discret o-discreto

Las integrales radiales se calculan con todo detalle en el Apén

dice B,Capitulo III. Nuevamente,sólo daremos algunos resultados t!

picos.
Por B(227)ey B(213 )v

LP 1 ¡(X

(noe¡mlw{theom)B¿Omz '% ir: /2.1] Ino

que coincide exactamente con el valor (3.1) de la teoria de Bohr.

Por B(228), la velocidad ndial es 32
l ' l ‘ - (Ïr Ï ' '

(NLM Vrl tmbn ) _, VMChsxu‘. 'Ï(Ï_o) (¡'1- áü) RpI((Klky(3,36)

e ¿#IL{IE-EH
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Por 13(229), la velocidad radial media es O - a diferencia de lo Que

ocurría con el electrón libre---—aun para las "órbitas elipticaa" (nr
¡í 0); y así debe ser,pues de lo contrario el electrón no quedaria con
finado dentro de una cierta zona.

Por A(6) y 18(214), la velocidade lineal latitudinal ee L
, -."*’“ rl.’ .3.r..(zF-J7(memlvm.r LM. n ' J m '

V m) “nm 7.1 ¡ao/e) (f-rIÍ/r-m/ÍVHI.’ r! €5.37)Cm

y en particular, por M7).
L

. ¡ , (1“! 1 .14(“Mx/fm“) : (Lil;ï ( +/¿) 7340/2 (3.38)
Comparandocon el valor aemicláaico (3,2), ae ve que el valor cuán
tico es del mismoorden.

3.3 .- Transiciones continuo-discreto

Las integrales radiales se calculan en el ApéndiceB, Cagítulo

IV. Se presenta una dificultad de orden dimensional: la dimensión

de la integral RPcorrespondiente a esta clase de transiciones ea

Lp'3/2 . Vale decir, los elementos de matriz de la unidad tienen

la dimensión Li. Este resultado desagradable proviene de la distin

ta normalización de las autofuncioms de los estados ligdos y li
bres. Cuandose trataba de elementos de transición entre estados

del cepectro continuo, obviúbamosla dificultad dimensional inte

grando sobre un paquete de ondas. Pero en este caso ello no conduce
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al resultado deseado. En principio puederecurrirse al artificio de

elevar RP al cuadrado, integrar sobre un ¡aquete de ondas y final

mente extraer 1a raiz cuadrada. Pero las funciones RP (k,n) son de

masiado complicada: para prestarse a esta Operación.

Es obvio que los valores medios de cualquier magnitud (incluida
la unidad) deben ser nulos. Esto se ve particularmente en el caso

del impulso azimutal y? a L. a mo.A , que en los casos armariot
res era la única cantidad que estaba sobre sus ejes principales.

Ahora, por la ortOgonalidad de las autofunciones del continuo y del

discreto (cf. B(233)) se tiene

(“te 9ml Lg, kee e m) B (koeeml Lzl no e. m ) = 0 (3'39)

Aquella de las velocidades cuyos elementos de matriz más intere

san en la velocidad radial; por B(240),ee

(WHEN?! 13,92“)= "‘(el?) y" “¡L’lwl/

: Xe'eSW.“- ‘lz[(550)2+"ZÍ' aim [KM]QÜI‘MD
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C A P I T U L 0 IV

LA VEEDCIDAD DEL ELECTRON LIBRE DE DIRAC

1.- las densidades de los operadores de la velocidad

Las densidades de los operadores 3Qson, si se tienen en cuenta

las relaciones (1,40),
‘f‘ . x _' ___ lcc o

{4'3 = (1‘4s v’i) 7 Y P "(K“ jx
+ z

a Í‘c- -— g) o+(X7\4“V)Yxoy €“ó' k X (4,1)

lxe — v-/)“M— /3J .4‘ Vi? Y e‘fi‘““woüs
y} v á L TquS ‘Í

+f/Y?+W«) L yuvyewmunm

(4.2)

Í - / 1/ .Í/t) e (/5(koÍ‘K:)XoÏxï}:‘r‘fi‘fi'% "7' ‘&
+ ,

4-r HW sus/“w ¿r Vaya y e’fi / "“f’kv‘ÏXo
(4.5)

Cada una de estas expresiones engloba a su vez las 4 transiciones

posibles aeñaiadnqen (1,57): l- -), (+ +), (—+). (+ -). Conviene

reducir las partes angnlares a expresiones que contengan únicamente

67
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IE; y (ÏT)+ , por ser éstas las más sencillas. Ello se logra con ayu
da de las relaciñnes (1,40) y (1,52). El cálculo se hace en el Apéndi

oe A,Cap1tulo 11,2 (pp. A8 - A11) .

fas componentesradiales de los elementos de matriz resultantes
de la integración contienen las integrales

00
r

N(k) N(k‘)g;|¿(kr) 3€r(k‘r) rpdr a RFC,(k,k‘) (4.4)

que se calculan.en el Apéndice B,Capitulo I, y se tratan nuevamente

en el Apéndice 0,1. Ellas son:

ao

y X‘Xt{‘n/ )"' r9 dr . A(k)A(k’)Ril(k,k' t B(k)B(k') R‘P’Ámk')
ooo (49593)

(¡U/x 1' (Y) Y" rp dr a A(k)A(k') 1161:,(k,k') t B(k)B(k‘) RÏIIE«_(|k,k')
L (4.5.b)

((z'x try) )'+ rp dr n A(k)A(k') (k,k’) I B(k)B(k')R3,¿('km')
í; (4.59c)

SSWX-¿f‘cf0“ r9 dr . A(k)A(k') nz, (k,k') ; B(k)B(k') nzl'ás‘km)
(4.5.11)

yoo J .4. V "" r n P l ' o P . i

Lu t/ -1 X ) rPdr. irsLA(k)B(k) Ru.+'(k,k ) +A(k )B(k) swing: )]
ao (49603)

LUV :6 y“! )++rpm-if (Mmmm) RÏ¿L¡(k,k') ;A(k‘)B(k) ¡{Mumkvfl
d. (4.6.b)

Si W t 7/7)"+ ¡Jara-1% [A(k)B(k') Rïe¿'(k,k') tA(k')B(k) RgLQKkmfl
ao F (406’0)

S(JAHWX )*‘ rpm 1(¿[A(k)3(k')ngdfium) han )B(k)nï'fimkmü
0 (4.6.d)
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La integración de las densidades respecto del azimut es elemental;

es tratada en el Apéndice A,Cap.II, 1 y 2, donde se demestra que só

lo quedan los elementos diagonales en (m,m'), lo mismaque ocurría

en la teoria de Schrodinger.
Las integraciones sobre la cohtitud son un tanto más complicadas;

se tratan en el Apéndice A.Cap. II,pp. A 12 a A 18. Empleamoslas

siguientes abreviaturas:
n

ll m'

(7€.11 . ¿“tu 2nj(9¿_9q) sus vw oC 52',(¿aim (4,7)
DFI

"1,7335 a Sw'uxzn Jf{9¡-9¿)36u34- /%+ 9g) 0059] SMWVOKQGZ? (4,3)
0

'7

Ó

fl

mom’I¿a una zn {(33490 34d” °" ¿Ref/916%.“) (4'10)
1,6 D 3844.9

al

"¡09'15E 5d» 2.“J[Swz&(QI—-9L)+‘SC“‘9má/Gj+9v)]5h9(0,9
M a oc ¿Ef-2;

É q
0

donde las ed son funciones de los polinomios de Ilegendre asociados,

que se definen en A(18) y A(l9),y donde q: 01W)"
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Podrá objetarse, no sin razón, que abuso de las abreviaturas.

Diré en mi descargo que es inevitable extremar el empleo de abrevia

turas cuando ee trabaja en la teoría de Dirao, ei no ee quiere perder

totalmente de viste lo que ee persigue. De no usar las abreviaturas

menciomche tendriamomara cada uno de loa 7 operadores que noe 1n

tereea, 4 expresiones comola que se escribe a continuación, y que

indica los elementos de untriz de la velocidad angular azimutal para

eetadoe del mismo signo de Kan 0”

“¿ami WQ‘I<'.1,<01“') -—-—cpfg ¿[-7mc’JEAN)óln')/'¿(Kr)/¿'ÍK7'/
0

, \ , I L I ’/z

+A(«’)ama“. (m JMHJFM. 2/7.¿la? “(WW’“¡' ] .Ñ lrmHN/I’H. H/j
qa

l

{Emma/AW) Pe“PL“-Few“51”]
D

e Í

+66,78 'n-H) PeWPx+l+((,+m+,)pewflpfij} su)”. totflfko_;(o)ci_
a0

.__CL'ZÏfi KK‘ (gr)J,P,{{clf}+6(lc/6(É7J}+’(krj/ifftlfk'rjïFW
° a

l /L
m, L //’“/"/€— M4}! l g ¡k "af-I l 4".“ u

'fln 6 l“ “fl BMW-H) Pe“‘ Www-¿Ja6,143.
0

e ¿,9(¡4+ Irak t
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2.- La velocidad angglar
3' v Í

(k 291-1 mu>=- ° “Ü k' ¿”É-1 m')
o o ' :2 l I o

a -o:|,{b5e"¡t(zq+0 , ¿mln [A30 3%(.H(k,k') + MB Ril‘chm'fla'ï'll 01P(k<'>'ko)¡t

moll Seu-¿z? . ¿un LAA' Rita, (k,k') + 33' ná, ¡493021312 01(B(k¿+ko)¡4
(4,13.a)

9 í '
(kg; -¡llw i k..J—-L pm.)

u . 1 l w 1 k'-k

-c 3Q ¿Quiz? ¿“JM L AA. R3}! (k.k‘) + BB' Bel ¡(km3 “¿.112oiflká‘ko)‘2-.
(4,13.b)

9'

(k. ¿noi-1,01“) (k. ¡2.2.6 .lll’ )

I l ! wm O

g -ci/5 ‘1156,912.3.¿tuM, [AB’ Ritïlüpk') -A'B Rihflkgk'fl “'12 oitho l{oh

-c”C ¿e'xuzm 1¿Miu [M' al . (k.k') - mv nl .(k.k')]"5311 o‘P(k3*‘o)*('t ¿“fl-u
(4.13.0)

9 l

( koizflmlwtl k',lg-e,_1. mi)

- 01,6% Jefe“? ¿mm [AB' R:E\+‘(k,k').pg 30%,.“qu 7;.‘¡2¿Mg-ko):

N l l HH 1 (ICN-k )!
+0 L ¿('¿tním ¿Miu [un R('e¡(k,k‘) - BB' ¡alá'lgk'fl "dl o F’ o o

(4.13.6)
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‘p cd l Í
(1:,er .1,m{w3- 4.3 Ik',x =-e-1,m')rlSChz

g -c(56¿.5¿',,¿¡gr .5“ [AB' 11:9.“(k,k') + A'B a?“ ¿(1910277513 eiflkb’ko)‘c

0° ¿t áti‘fhi#fl.6\fl'%[ M. 33:6 (kok') + BB. Ríl'fL'(kok')17(1I4 91/¿(k¿*k°)z€
'(4,14.a)

(k, JL: É,mIa)” k',1(=€{,m')

a (36:01.¿SF¿“ha [ AB' Riga, (k.k’) + A'B 11:“! (k'k‘ ¿í 3715 31/5(k5'ko)‘4

+0 (serlef{zq_rl)¿WIN “v (k,k') + ¡3' Ríh/Ákfi'fl 7,714eimkífiko)‘.
(4.14,b)

( ÏIÍF " e‘lom‘wfl k' IX!”afan")

. .c (e;¿gl/ft(zí+¡).J-m'm[AB' nte,“ (k,k') -A'B nine: (1910)] 37‘14e1(5(k¿'ko)*«

mix} ágfilí 5d,“ [ ¡w after (k,k') - nao¿“‘Ukmi ¡“ha .1(Kk¿+k°)z‘
(4.14.c)

(k, x. É,n Ito“?lk', 1,. -Él-l,m')

"' ‘(b ¿5' “:(zw -¿miEl" ¡llum(k.k') wn Ri,,¿'(k.k')] 27‘44eirïká'kJ‘o

‘ 1 1 u 1 (k'+k z
-° ¿og¿mz? ¿m [w a“. (k.k')-nn' a“; ¡(km>1"un,o (5 o ¿o

(4.14.d)
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Desde el punto de vista del "carácter" tenemos dos grupos de
elementos de transición:

a) los diagonales ( transiciones qee se verifican con conserva

ción del spin y de la carga), y

b) los de segunda clase.

Ia parte diagonal en el "carácter" de (4.13,a) y (4.13.12)corres
ponde a la fórmula (3.14) de la teoría de Schrudinger. La parte dia

gob‘l en el "caracter" de (4.14,a) Y (4.14,b) correrponde a la (3,15)

de la teoria de Schrüdinger. Las partes no diagonales en el "carlos

ter" no tienen, desde luego, análogo clásico; tampocolo tienen las

partes diagonales asociadas a transiciones entre valores de ¿3 de
distinto signo.

Los elenantos de la Velocidad angular latitudinal que son diago

nales en el "carácter" no lo son en el momentoangular, resultando

asi, al igual que en el caso no relativista. que su valor medioes 0:
—
wa a. o (4.15)

Los elemantos de la velocidad angular azimutal que son diagomles

en el "carácter" tienen ele nantes diagomles en el momentoangular;

pero. adonde, tienen elementos de transicidnéae i 2q que no apaan

recen einla teoría de Schrbdinar. El factor 13, que es igual a l
en la teoria no relativieta, es ahora del orden de la unidad y, en

particular, 13:1 para ¿am (eri. Apéndice A,¡pág.A 15 ). Puesto que
las integrales radiales son del mismotipo que las que se presentan

en la teoria de Schrbdinger, también aqui tenemos

Ñ = o / (4.16)
valiendo el motivo expuesto en el Eapitulo 111,2.2 (p. 61).
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3.- Ia. velocidndnlinenl

(kgz. 'e '1.‘ 'f‘cdrl k‘,X’-'ü-l,lll‘)

. i 2 ' 

41/9 Jee ¿”DE RMu (k,k') - A'B Rima(k.k')] tai/¿(ko kono
(401705)

(¡mz-e ,n l vr] kai-2' ,m')

. + cif; ¿yaJu'níu' nf,“ (k,k') - A'B nine (k,k‘ )] e1f(kc'>’ko)‘o
(4,17»)

(k.18-(-1'l [vr] k‘,1'-É/ ,m')

. .0“: 02k¿un [un nz“ (k,k') + mv Ríllf_l(k,k')] o1¡5("3*"o)*o
(4.17»)

( ¡“Ls (¿un ¡vr! k‘.ÁÍB—€I-l,m‘)

a .07: (5;, ¿"Ju[AM 112m (k,k') + mr Rí‘lmücfir‘ )] .1/“1‘3*"o)‘o

(4.17.4)

La parte diagonal en el "carácter" también lo es en}: . Su prome

dio respecto de la energía oa

Vr n 0 (4,18)

al igual que en el caso no relativista y por el mismomotivo, esto

es, por tratarse de ondas estaciomrias (cf. pp. 45 y es.) Para ob
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tener este resultado no es necesario aplicar le prescripción (3,29):
ya los integrandos son nulos para k'alu es decir, la corriente ra
dial mismaes nula.

La parte de segunda clase está asociada a um inversión del sig

no de ae g por (1,49), esto significa una inversión del spin(con con

servación. por supuesto, del momentoangular total,que depende del

valor absoluto dex. ).

Las integales radiales que figuran en la parte de segundaclase

se obtiemn sustituyendo e por 61 l y poniendo nal en B(82). Resulta
asi

R2
e (k,k') a - ¿(k-lv) + función cuyo promedio (3,29) sobre un pe.«¿han

quote de frecuencias se anula.

De muera que
¡“l-AT" ¡ci-All i

r \ ' , ‘ 1

koyk'x = ’ e‘lv“ l vr l k'o ï=í .m) dk’ saégzkkas É, mÍVrIkptujm dk'
K-QÏE ¡sz-4;:i

a «tu? .. 32) eflfikoxo . -o'¿'(1 - v2) gifl‘koxo
c2

por lo anal le fluctuación.en el "cardctercdela velocidad radial,“

(por (2,62)) i c para v=0
z]ch a o (1 —v2/02) -.. (4,19)

0 para v=c

Lo mismoque en el caso (2.68) de las componentes rectangulares de

le velocidad. la fluctuación alcanza su valor máximo c cuando el

electrón está en reposo, disminuyendocon la velocidad.
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Los elementos de matriz de la velocidad lineal latitudinal Va di
fieren de los de 009 únicamente en que las integrales radiales son

de grado ¡».2 . Por este motivo no los escribimos. Son dignas de men

ción las caracterisfi. cas siguientes.
l

Las partes de primera clase son, por eJeuplo para Í n (-1,

o 2 y g 2 . 1 (k'-k
«VEB RM (k,k ) + AB nmhhmc fio!“ o ono, 14

Por (4.19). el promedio de esta expresión respecto de la energía el
nulo.

Las partes de segunda clase, por ejemplo para (¡C , son

- 2 2 i k' +k z
0er LA.“ Re,e (k,k') + BB' R¿*Ló+l(k,k'í 12 e ¡M o o) o

a c oli(AA' + BB!) ¿(lv-k) eifiko‘koko 12

Por consiguiente, la fluctuación en el "carácter" es igual a 012; es
to es. del orden de o. independientementede la velocidad total.

Lo mismoque en el caso no relativista, la velocidad latitudinal
media es nula; la característica nueva es la fluctuación en torno a O.

Finalmente, los elementos de matriz de la velocidad azimltal son
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/

( k.l: C'e-1 ¡ml v I 6d“; k. .1: ná -1 ,lll')Q " r una

I COÍQJÍÏAYÜR-tzíchkLAB.RÏ‘J‘H(k,k') + A‘B R02“! (k’k'fl 01(5(k¿.k0)!0

"dt ÁtrltlzíH)T[NH RÏCI (kgk') + BBORÏHIQL.(k.k|)] Il .*5(k'o#ko)zo
m (4.21.0

(lui-e ,ml v? I k',1r.€/,m')

. WM ¿zgtláÑuEAB'359;, (k,k') + m nave, (kmfl 12 o‘fiu‘á’koho

+0111¿5”thk Duo 32M (mv) + mai níh(¿‘(k.k')] Il e‘(5(k3*ko)‘o
¿”EN (4.21.11)

A k',lu -ÉÓI’ml k'.xí8€, 'm‘)

’ 2 2 16(k' -k x
¿Pág/¿(Líflfidhán' RUC!(k’k') .A'B Ri+l.t'(k’k'fl I]. e ’ ° °) °

+oid¡.ág;(:¿íáhu¡@v32“! (k,ko) .330 3Ïl.fíl(k,ki)] 12 eifi(k3+k°)zo
(4,21,c)

Í /

k‘,X-L, m)v“ k',.x : -€.1.n')ñ

4p Jair: (15“)? LAB' 112(¡UH(km) - ¡un ni“, num] ¡1 eifiukkok.
NN

-o¿u¿ ¿{ha TEAMRic. (k.k') - 33' R62.”e¡+ík,k'):(12 91/5(k5*"o)‘o
óm‘m (402194)
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Si ae integra B(97) sobre un paquete de ondas, se anula. Por

consiguiente,

v; .. o (4.22)
a1 igual que en la teoria de Schrbdinger y por el mismomotivo.

l

La parte de segunda clase para e a e (cf. (4.21) c y d ) ea

g + 2 2 1 k'+k )z
- cala?[AN RM (k,k') - BB' Raneïfkm'fl Ize A o o o

Por (4.19). al promediar sobre un paquete de frecuencias queda

i c1d¿(A2+Ba)12 em 2‘0‘0

de manera que la fluctuación en el carácter es

ACV9: Act/(f z c IL (4,23)



79

4.- La velocidad areoler

La diferencia entre A1,-y V3reside en las integrales radiales,quo

ahora son R3 en lugar de R2. Comola integral de 13(101) sobre un pa

quete de ondas es 0, queda 1;.0. Tambiénson nulas las partes de se
gunda clase con conservación del momentoangullr total.

En cuanto e la componenteazimutal. sus elementos de matriz son

(k.la-É.l'ml I ’1’m')

. 4,962.5¿“23 . 6.a,“ [AB' ¡35H (k,k') + A'B a?” ¡(1920115 «at/¿(ko’koko

.oyc ¿(gra . ¿“tu [ ¡w n20! (k,k'-) + BB‘Rihúfikfi'fl 16 «ai/¿(ká’koko
(4.2403)

» l

(kvea’i ,m, l A‘fl Ivy-¿(.6 ,m')

-r T‘ í' AB' R3 (k k') A'B R3 /(k 1m] I e1/5(k3"3‘a -OÏÜ¿.J¿(Iglp_zí. ha,“ (JL! g + (“le ’ 5 o
(

+ air. Jaja». .Sw'w {:AA‘Ría (k,k') + BB' Ralf/“(mw )] 16 ¿“kvkoho
(4.24.5)

/

(k. 18-6-1.m l Ik"7€{=e.m')

a «(a ¿deu -Jw'u [AB' R316“(k,k') - un a?“ ¿«(142,10fl 16 01(5(k'o'ko)¡o

, 3 3 1/b(k'+k )z
+ ic dt ¿“45+ ¿“IM [MU 1:1“e (k,k') .330 RRHH-51:“.Ü ¡5 e ‘ o o o
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“west ,nl A“ k‘l gel-415w)

a «¡(5 ¿(CH-u'(SM‘M[AB' nat/H (k,k‘) - A'B si“! (k,k')] 16 e1fl(k¿’ko)‘o

- 93,01itÁdtmfi. Ju,“ [MI R3“,(k,k') - mr nal'f‘ákg'fl 15 eifiufi‘koko
(4.24.3)

Las reglas de selección del númerocuántico angular son en este

caso diferentes de las mteriorss: hay transiciones?» É-2q yÍ-pét1.
La parte diagonal en el carácter y en 2: es, por ejemplo parax a-É -1,

-crbg LAB'Ram (k,k') + A'B Rifle (k,k' ):{ 15 .1¡5(“3'ko)‘o

Por B(87).

AB'íR-‘É’IM(k,k') + A'B Ra“ (k,k')]-[- AB' (,5,((1,!41) + A'B/gí (é+1,¿jJ(k'-kf
+ una función que se anula al promedisr sobre un paquete de

frecuencias

Por B(47.a) y M42).

,¿I(plp+¡) z !'(.{()_ (iia/(¿td z L [I’_fi)_ (('+I)/F+z)e ki L K k,

{c¿l({+.,(2}__(L¡(f+¡)_ ¿{j/(I 3 L [Hard/(+2) _ ¿{f-H)K Ka L K!
“acordando que z ¿(2) a 0, finalme nte queda

| 3 3 ‘ r l

(I

Por último, intemndo respecto de k' queda
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AK?z -C/¿JÏ ¿A8 {MH} 7,,{36t VHF/ccL NHL, (4.25)k w. Jn ’ z: 4-:

Aqui, (8+1) 15, donde 15. A(58), hace las veces del m de la too
rh de SchrUdinger.En particular, para Ésa-0, se tiene la contri
bución del apim

MM=ÉÉQ5IW %=__"1°__‘
VI‘Ü/c¿
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5.- Conclusiones

En la teoria relativista aparecen, ademásde términos de primera

clase- en los que estan contenidos comoprimera aproximación bs de

la teoria de SchrUdinger- terminos no diagonales asociados a proce

eos de inversión del spin y de cambio (virtual) del signo de la car

ga. (Es el momentode aclarar que los términos de segunda clase no

indican um variación real de la carga. Ia interpretación correcta
de estos términos se desconoce; pero si se acepta la teoria de las

lagunas no pueden corresponder a otra cosa que a una producción vir
tual de pares.)

La frecuencia del movimientode temblor se halla en el factor

exp i (52koct que acompaña a los términos dezsegundaeclase. Esta
frecuencia es a)- 2koc, cuyo valor miamoíáogetpgnde efectzgón
en reposo (v-O) macroscópicamente. En el caso de la velocidad ra

dial, la anplitud de las fluctmciones es máximapara v-O; en todos

los casos. la frecuencia aumentacon la velocidad.

Ambosmovimientoa,el mecánico propiamente dicho ( de traslación

en el caso del electrón libre) y el de las modificacioms del "ca

rácter", no pueden separarse entre si Ms que en el caso extremo

no, donde cesa el movimiento mecanico y tiene lugar únicamente el

movimiento de temblor; en el otro extremo. vac, el movimiento de tem

blor es nulo en el caso del electrón libre, dondesabemosque -si

representamos el electrón mediante ondas progresivas-- la única com

ponente no mla de la velocidad es la radial.



CAPITULO V

LA VELOCIDAD DEL ELECTRON EN UN CAMPO COULOHBIAHO

1.- Densidadeg

Teniendo en cuentas las relaciones (1,88). se obtiene

1. . 1

{dr}= y Yet#(ko-ICo)Xo

+{Áwiffrsï/ [#qu {,íl/BÍ/‘o-fko/ko
(5.1)

. j 7‘ l, (¿l‘I-t/
{MP “NW W) M ya; y e rs .x,

+ {Www yt“ y a«rsnum.

+ . , l (5,2)

{CW}: A: (¡’V‘fr/L) ¿»19 \/ o} y ¿1/4 /k—o-q/L’D

1- L. , (o

+/Á«í—fwï;) yxvwa/S(Á°+’/Ko

(5.3)

Cuando, finalmente, pasemos las matrices ¡l de segunda clase a la

izquierda‘de los factores radiales, tendremosque efectuar la Ope
ración

wir ¡mz/M+wm i W) ‘5"’
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2.- Ia velocidadMg;

(k,ï=-(’—1,m l LOSz —C_°/2I midi?) = - (kg-É , m] wal wget-fl,“1-1

¿a

I -° 3e;¿i(21+¡)5M“. Il 91(6(k¿’ko)xo Il(k)flxl(ko )íïÁ*Y)l,_\fÍ/Yur1 f- ¿r
O

+ Odtggflfzí JJ... 12 ¡“(kgfi’koko N1(k)lí((k')YE/¿:Ül;r—fir(¡02,1¡rd/r
° (5.5.a)

r G l

(k.z=-e-l,m|w°l w,x'.c ,m’) .. - (k,x.€ ,mlw I y,z’,-e—.,m.)
ao

4

a o 62 Se“: za (Sula; 12 01/¿(ka-koko l1(k)nll(ko )S[r(1flfe' '- ‘10,X127" d)”
O
00

'37 ¿El/thzídr')‘Ïw'uIl oiflka+k°k° ¡2(kmfuc') [77:X"_ (¡pzfiïo’Jrfir
(5.5.1!)0

mz .- 1-1.nlwfi ko,a'.-eïi,m') .. - (¡ni-É ,mÍwPIk'fic’:8,...)
,0

¿ic 0'?¿(30:23 su!“ 13 ama 'ko)¡o N1(k)NZ,(k')g['Z:\f/- 75%,] :- ¿r
ao

nl(k)n1,(k')ífí*p{of 74,er
D (5.5.c)

(k,;2=-e-l ,mla)“ k',2(=n¿I m‘) = - (k, x =€ ,m k',<II--€.-l,m')

C
¿“(un

a'
' il I 41 I

a ooí. ¿(thfiifl ¿“tu I4 01fi(k0.k0)¡0 H¡\(k)Nx(k‘4D.”; P1 —-501/15,]r'c9¡

+ cut San? 5m“I3 ¡iPu‘b“‘3‘0 N((k)N¿(k')í[í*/ïxr_(¿i‘ij I. ¿r
0 (59596»)
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3.- La velocidad lineal

,
(k,X¿o,m¡v1.84a,] k',l<0.m‘) g + (k,z>o,m Ivrf k'.x'>o.m')

00

a -c Je'eJw‘u. 01p(k‘0-k0):0“¿(0011405)ítr: Y; 4 (fit/1 ] rial/r (5,6,8)
D

(k,x¿ 0,m ¡VrI k',¿’>0,m') a + (k,1>0,ml Vrl gin/(0,119)

. .0": ¿{eJu“. 31W?) +1‘o)"‘oMew, (¡J/Sk¿’¡k¡1,‘(,a)+7ïf¿«375,6»)'11rLdLr'
O

Comoel integrando de la parte de primera. clase ee 0 para k'ak (of.

(l,90,b) ), al igual que en el caeo al electrón libre ee tiene

7; a 0 (5.7)

Ila componentelatitudinal de la velocidad lineal difiere de la

velocidad angular eorreepondiente en la integral, en la cual figura
2r en lugar de r. En cuanto a la componenteazimutal,»

(k.x¿0.m Iv "¿EL .k'.x'< om') = - (k.x>0.m mp}k'.z’> 0.m')
“P rscus 00

, 110-1: í“ ,I“..a‘.
g «cr7kJelena 5qu 12 e (5‘ o o)‘o 1 N¿(k)Nx,(k°) BDSMY’, (id-«MG I ¡Jr

dll“ Je',12:12:44)¿du Il 01/5(k¿+k°):0 Nx(kmxlk' )L[Z;‘IJ,I(I:')—WÚ<)701/00] ¡“LM(59893)

(k,x¿ 0.a H“ k',;e'>0.m') a - (k,>¿>0,m \V\F(kHz/<0, m')

K ifi‘k'd‘ k n (k)N (mí/zm ¡(a W; ¡{I/jr?
.4Cc‘let(1í+i)áwíh Il. o ° o 1 x 2' L Y' "”kÁ'

oo

+ ci a? ¿“tii Mm 12 .1/’(k¿+k°)xo n¿(k)1q1((k.)SGC/“¿WP {14M(¿dq/F20
° (5.8.12)
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4.- Velocidaderecg

La componentelatitudinal digiere de la corres) ondiente velocidad

angular en la integral radial, dondeahora figure r3 en lugar de r.

La componente azimutal es

(Inge/.0,m “hp row] k',x'.<o.m') a - (k,:r>o ,m IA“ k',x’> 0,m’)
00

a -c o; (5¿"P_¿í¿“(a 01P(k¿-k0):0 .1 NL(k)N11(k') Yz’úy-frÍ’J/{PÚ’ZZ
65° . Tjár'

.. c1? (Sp:(1' (Lulu, 91/¿(k¿+k0)x0 ¡(k' {(¿*(K)Á’{tl/-yltfifJW)!r("l/]r3dr
(5.9.3)

r r

(kntL 0,111[AQ] k',at>0,m') a - ( k,.X> 0.a [AY] k',ï’<0,m‘)
ac.

y

- -o 56m“ Mi . 16 o‘flka'ko)‘o 1.120s) N/(k'iÍÁ(K/Y2’/k7-YÏ(k%r/e’¿a

+ “OQ 649.41 (íw'w. IS 01IB(k¿+kO)x0 N351!) "110€. )J([í:(l<)flzl(ll}— Y¡/(k://r‘36€
° (5.9.13)

5.- Caracterieticas generalg

Ia estructura de las matrices es exactamente igual que en el

caso del electrón libre. La influencia del campoeléctrico nuclear
radica. íntegramente en las integrales radiales,las que dan le acele
ración producida por el campo.Aparte de diferencias cuantitativas,

debidas e la aceleración mencionada, se ve que el númerode las tren

siciones independientes se reduce e la mitad, debido a que n las au

totunciones radiales ya no depenien del signo de at.
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6.- Desarrollo en ondas libres

Un modode apreciar la influencia del campocoulombiano sobre la

velocidad del electrón. es desarro laudo las aztofunciones corres
pondientes en serie de las autofuncionea del electrón libre:

COUe‘ LCLFQ K

4Q = L 4).“ . CK. I (5.10)
tí

donde la sumtoria indica sumacionesabre todos los númeroscuánti

coe e integración sobre el númerode ondas. Los coeticientee ct. ee
calculan de la manerahabitual:

í + "00‘ ‘ ¡b 1' Lib t

b) cdt = Z ) WK"d?" CK“
d N

V ,, I Cfi CIC (5.11)(/(K,_z) K" :- — K'

K"
Escrita en detalle.la (5,10) .3

tu ‘l Ko X9

me [2mm vr tfxKm] 71 e f5

00 oo Ixt{_'
KaEM

, L L L ‘Al l‘ [(0, a

z íiKZ ZNz' {K7[Xx‘ (Mi)+ O/rl‘Fx/(Crlr)]yll'e fl 1‘ Chi/xl“,
o o

’ sl:-60 ""

Premultiplicando por la conjugada tm apuesta de la autofunción del

electrón libre, e integrando, resultan los coeficientes:
KXM Lila 1" Couf

C = (4M,) wm dt
| I Mir H L C ¿OL

z e-‘W'Üím yxm MMA/z"’JVÜ‘M/WVÏWfx“)er
o +
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(7.

' ut L C L L l‘

4M fiaon u. , A/¡{x'M/am [KIM/W, (k)—ï:(t17,/«)]riceer e IBM"0

Recordando que

X

(cf. A(22) y A(26) ), resulta finalmente

(¿Mi u. 5;:Jun. (YÏ’Wr‘Z '“7-=2'- ¿I-x' 54“!

off: -5m‘,u[5x'n Gx(k,k')oifl(k0'ko)xo +Zíï,_g(k,k')oifl(ko+ko)?g,13)J

donde

L' C a L; Lt‘ C L

Gz(k,k') a N¿!}N1'(K)í[[1(ld)ll(kl 4- “Pat(K!)Kfl F ¿il-l" (5,14)
0

a)

mek‘) - Nim MSM [fifa/(f. («2-«¿IW/X: (¡4] ,-1¿y (5'15)
o

Los coeficijntoa del desarrollo están normaliEdna. Por (5.10), Ku“,

Mi NMi a: z Z g ( c512...)7(+:wfi»,¿u.,umm,-.
Ku K,”

: Z 2; (/C’Ïixï/Kn)r()_(km—k"/(KlumCra/m“C I"
K" ¿m

f

= ¿J ( C Kuzflhu ) C KIIXVMH
KH

Introducienio (5,13) y recordando que el primer miembrovale ¿(kh-k),
‘49 1- /

u 2* 7 Jura ) KK“S (íK. Á.) ¿J (¿WWW CK" “1,344”
O r¡«(l2"

H
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cÁ

u .\ «¡l 'Í l , , ¿\ (/13,- X

= g CLKZ 2 L 61H(“IEN)6x" (kr!Km)+ Hz" (lcll(l} FL" (K'IK P a) o
o 2" ,.« z {05,44)

Y finalmente. integrando sobre k' , por ser k >0,
0° IK” 4

4 It, (¿S (lo o, o
[ 6x” ("1‘") 61"(K'I‘u‘jí- H1"(K.t”) Haz" {Kík 6’ [lo Kjx

oo oo

[OCW (o dk" Z
1“:-Z_ 1‘|":o

= ¡ (5,16)

Esto nos asegura que

¡<qu 7. 7. 2 i (KcÍ-—l<.)>(o

‘Cklx'ua'! = (kllclÁ+l |+X(KIM)! } e fi (5'17)
. /

es el peso estadístico del estado lio! (k', x ,m') en la distribu
ción deleatado liado (k,—L,m)sobre la totalidad de los estados
libres.

La descomposición (5,10) en ondas libres nos de los elementos de

matriz de una magnitud ll referido. al campoooulombiano, en foma.

de combinación lineal de loa elementos de mtriz b la mismamagni.

tud referidos a los estados libres:

, _. r (WL 't- ¿uu-Q, y

(K¡X,Ml NH I<I’)(/I‘L.\) : S(\PK1M) (PNG/IM, d?

((1 u ac "í pau, T m .V ,, Ll‘b Krjh‘,

7 í dk í dk Z Z Z (CK/’13")(¡6;th lMlkl‘r' l“ ' CAM/"M"Jo o 2If WII lïl ml” (5'18)

Como en general JM!!!“

fl l” Li; é A:Ílxll1 k". k")(kn, x .mn lu lkno. í .nn) .. K“1.”. Á o - o ¡o

+SI:,.::.,,'0114"¿”k3ko I (5,19)
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donde P y 8 son matrices de primera y de segunda clase reapectiva

mente. se tiene

LA) ’
n '" ,, fl

( egin." y (knox om" | Il kMOI om“) (gritan. ¿51"“4Jh'b' Crmmflu".1 m

¿'10 1r- I
. ,, , M 2 (k .. Ko Ito

{ 1:). Jltuxr[Rm¿m Gx (Rut) 611(K¡x/ e fi o )
ll I

XK ' Ï,‘ l I

+ SK'I'XM(7109” Gx' MCU”)t '/5(k°+K°)XOJ

h q
K X v-X ‘ '

4- (51",?(l‘th [Plan Im 2' (z (“e”) Hu, (kv/km) e (/>(k°+to}zo

xL'lx” 1‘ I k,_“ }(
+ bk’ïr'“ t Gx (16.1")Hx' (K',t"'} e 75/ ° 0 o]

H ‘ÍKx __.{

‘i' (511-2. (51'71,(7'. 26",.» H) Mx") er (HW) e '73(fi + M)“
(I u

K x f ,, I. {"or-ko)x t
+ 2'. Ski/¡tm HK (lfiK-H}61¡(K; /( 1/ F P o]

N u‘ Ka ¡c I lu a {kol’kO/k
+ 813-1 ¿"C‘kl PKWI'”T Hu (ICIKN)Hx’ (km ) € p

ku)!” —* / Ir.‘ ‘ {ko'w‘kq/ko

+2, gK’”-z"'t H1 {k¡¿"}HX,(1<,K/€(/5 J

donde ma) . «(-¡4 ), í(/5) . ¡{(-(5). Intrnduciendo en (5.18) queda
por último
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00 ao

(kai om l I t 1‘.le ell') a ¿M'Nídk" ídk'"0O

KHz, * Kí-z F

[any Gx(k,k") (i.(k',k"‘) +ÏEK"I'_¿IÏH¿(k,k") er(k',k"")
kuL XVI-,1 r

+ , “CG(k,k") H,(k',k'") +1“ S m I a (k,k") o ,(k',k"') e1¿(k¿"‘o)‘o
{Kc-1' z X K ¡x x a!

U

"I¿_* ¡él-2€ _-F
+3. “CG(mm muuy») feliu . a (mw) Gr(k',k'")

K/_z¡ 1 x x 1
U H

KL l< w!* I r_ " 0

+SK...1.Gz(k,k") Gx.(k'.k'") +1” Shïxmnzugn) Hz,(k',k"’ )]eifl<ko*ko>=o

(5,21)

Eeta expresión conste. de una parte de primers clase (el primer ps.

rénteeis cuadrado) y de una de segunda clase (el segundoparéntesis).

Los dos primeros términos de la parte de primera clase constituyen

simplemente un promedio ponderado sobre los estados libres. Los dos

términos restantes de la parte de primera clase contienen la parte

fluctuantdde segundaclase) del electrón libran Vale decir. son 3.;
contribución observeble de lssvglngtgscionea del electrón libre. El
campoelectrico del núcleo hace,pues, que las partes fluctuantes se

manifier‘ten en form observsble, influyendo sobre el movimientodel
electrón.

De modo,pues, que e lo que clásicamente consiste en um simple a

aceleración del electrón producida por el camilo, se añade un fenó

menonuevo. tipico de la teoria de Dirsc. Este fenómem puede atri
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buirse a le modificación de las propiedades fisicas del vacio por

la acción de la carga exteriar Ze, y la consiguiente influencia de

este "vacio polarizado" sobre el movimientomecánico del electrón.

En particular, la velocidad media del electrón en el campono ee

un simple promedio ponderado sobre las velocidades del electrón li

bre: a la parte ObserVable de la velocidad no sólo contribuyen las

prOpiededeeclíeicae del camposino también.las propiedades fisicas
del vacio.

Análogamenteqa la parte de segunda clase de (5,21) contribuyen,
no solamente las fluctuaciones del electrón libre (contenidas en los

dos segundos términos), eino también le parte de primera clase. Est.

ee una prueba más de le intima unión de las prOpiededes mecánicas

del electrón con las variables del "carácter" (spin y carga).
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LA VELOCIDAD DEL ELECTRON DEL ATOMO HIDROGENOIDE

1.- Densidadee

Se vió en 1,6 (p.29) que una condición de existencia de autova

lores discretos es f>-l (lo que significa que el sistema proton
positrón carece de niveles estables). Por (1,18). esto implica que
es preciso eliminar las dos segundas columnas de las autofunoiones

del espectro discreto; o, en otras palabras, que es preciso postmul
tiplioarlas por el Operadoridempotente

'1 0 0 0
n o o 1

ira-{5)- 0 o o . [Ml-(3)] -i(l-(3)
0 O 0

selectivo de la clase. Comoconsecuencia de esto, la densidad de

valor mediodel OperadorI. referida a las autofunciones del espec
tro discreto, será

z

-m=¿u—wwau-w N ”0 0

0 0

Las matrices de segunda olase. al ser pre y postmultiplicadae

por el operador selectivo de la clase. se anulan:
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¡(l-¡3)071H1-P) -o. ¿(l-{3)ïi(1-(6)=0 (6.2)
Encambio,

1 O O -i 0 O

¿(1)Í%(1)1000 ¿(1 Macu) °°°-{bx -Fgoooo ' -FJ - 'oooo(6'3)
O 0 O O 0 0 0 O

l 0 O 0

O -l 0 0 i -i:
¿(l-(Hífll-p-o o o .¿(1-p)or“¡(1-,e>-m-¡2>e

(6.4)
0 O 0 O

Vale decir, las dos únicas transicionespoaibleaéntre niveles dis

cretos se cumplencon conservación o inversión del/win.

Las densidades de los Operadores de la velocidad son
4 “ + | l‘ (Koi-“to)°

{en} = (x v3+56 x) LL(“(5) Y Y 3MB) e Í’ ‘ (6 5)

¡2/2 (kai-Ka/Ko

+

HW“ ¿("V 'H’V") ¿a("(5) 57:13 YQ” y ‘32("(5) 6 (6.6)

J 4 . + Y I Í ) €‘\/5(k°/fik°)’(°
{44} = W “‘“W‘z"'{"“‘“9 YQ ï "I" (6,7)
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2.- Lavelocidadaga

(¡1,24 0.a lwgn- 97:22l n', 1/6 0,m') a: - (n,X>0,m[w9(n' , xl)0,m')
ao

1' “(l'fi )J€:€t(zífi)JJuIl 01(ko-ka)!° "¿(11) “¿’(n' ) [l:/1)fl,/Ífi’}—fl:/¡)Á1/¡2]rdy
° (698,3)

(n,x¿ Walt/09‘null) 0,m') = - (¡1.2) 0,m\u)&'n',y(( 0,n')

. win-p )0;i(1-¡3 Menu? “¡h12 e:¡.(ko-k.',)1to.

Jl(n) N¿'(n'{Eïfluw/wp gif/“¡Ár/¡jrammw
Nuevamente. al valor medio es nulo:

—_‘

wa :0 (6.9)

(n, x¿o,nl wwn-:ïïgehvflkom') a - (n, x>0,m¡u)”p¡n',x’>0,m')

a ein-(5 Miu-(6 Hegeugjum 13 e1(ko‘k¿)*o .

.1JL(n)Nx,(n' 43:0){,rlu')—KfÍ(u)/í¡'(m')]r dr (6.10.3)
o

(n, X(0,nlwwln(,>€‘)omo) . - (¡un o.m¡w"|n'.>c < 0,m')

I 4

= Wifi-P ) 5m(22+.>5;.I4o““°'k3)‘o Nk(n)nl.(n') 1g[Xzírltfr'h'l-Vx¡»mI/n‘JW“
° (6.10.b)
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El valor mediode la velocidad angular azimutal es, ¡or C(45).

(¡59x4 09m ¡WW nro 14 09m) '-'-'' (nr¡x>oomiwwlnrv X) 09m)

¿qu (M-Ulr(29+hr+4)
[20/2 of 71.4P r(¿F-+|) [.('h—x)"+hr[¿f+71r)]

a —1¿(I-/B)0_2 ¿zh-(5)

Z

(14-1)

° 0.a 15 Mr” (6.11.9.)

Y,por C(51).para arco (y en consecuencia para¿ a -¿ -l),

(nr30.X= -¿ -1. El“)?! nrpo. ¿9-6 -1,m) I

. . . Z ...

'- 10-19% 3-015) 2/7: ¡al-xl' 1.5) mr' o (Gol-lab)

——..|_ {1- M}. 1 flv) 932.. 1 15 , (6.11.6)
' L” (5 ¿ f 620/?(Mi [/uul- ¿MÍ /¿

Este resultado coincide, a menosdel doble signo y del factor I3
(que ea del orden de la unidad) con el valor (3.1) dao dan laa teorias

do Bohr y do Schrbdinger, en la aproximado «1st y para n a É+1. Ia

integral angular 13 representa la corrección debida al spin; la co
rrección relativista está representada por la constante de la estruc
tura fina.

bra compararlos resultados de la teoria cuántica modernacon loa
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de la teoría de Bohr, es preciso tomar un; clásicamente, esto eig

nifioa queman grandes valores del momentoangular, isa órbitas tien

den a disponerse sobre el plano ecuatorial (como,ennefecto,oourre en

mecánica clásica). En este caso, por “53), 13.1, de modoque

rr . a L .- sia: .L 1
(0‘? =- 2075) * ¿l 1/") ¿20/2 (ami Üf+:)¿- 2¿o<‘]’1. (6’11'4)
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3.- La velocidad lineal

La velocidad radial es nula:

(n,,;<¿0.a [Ha-co“ ,n, 92,40,m) a (¡1,30 o,m (Vrl n', xí>o.m')
.00

_ Ó ¡ .l , 1K , Z

I .0 )(S'e'e¿“(ML JOE/(1Íhr)‘IÜZ(¡r)+WX/hr)/}/f{wr)‘]rd0
por C(52). (Si nrpní, el integrando es nulo por (l.lll.a); si nrgná,
la corriente radial no es nnla,pero e! lo es su promedioespacial,

por la ortogonalidad C(32) de los polinomios de Kummer.)

(¡1,24O,m|vrl n', Xl>0,m') a (n, x4 O,m lvr) n',X/>0,m') a o
(6.12ob)

La componentelatitudinal 79 difiere de la velocidad angular
correspondiente en que, en las integrales radiales, figura r2 en lu

gar de r.

La componente azimutal ea

(mu 0.a vïrgfiflg n', ae<o,mv). - (n,x>o.ml Vkp(n',1'>0,m')

.. c ¡(l-(6 )í¿ ¿(l-(2. ) Jer/¿Hi . Sum 12. e1(ko'k¿)*o .

.1 í [lxlfhrj(fx!('hr'}_ {‘L¿úr‘(6013.3)
0
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¡(n/.140“: Í WI n31>0,n') . - (n,x>0,m |qu n',a</,(O,m')

- -c ¿(1- (5)¿fit/24+.)¿Ju Il. ¡“ko’kako

°1 "¿(nr){’(ni')í[/(:Úr) V2471»" (Mr)AUN”? rzd'r (6.1391’)

La velocidad lineal azimutal media es, por C(40),

(¡1924000 “qu noxlovm) I - (nox>°om ¡10.790.110

- ¡ñ (¿’21,{M-X}z_)1r(¿6+hr) ll
í ‘h-x L ¡- + r

m, Ü J +71 (2.9 Tú] (6.143)

Para ¡Ir-00

(5.0.x. - (í-l,m lv? [ur-O,Xa- (4.a) (6,141))

l . Z

. —ímfi 0'; 1075) 3:? v Ia

A menosdel signo y del factor 12, que es del orden de la unidad,
este resultado coincide con el (3,2) de la teoría de Bohr. Para

m a ¿>O, por M498).

V‘u ‘J¿["(5)ó:¿l-¿{'"/5)
C‘Zo/ {27”+Í) J7

.f) ' Ï
W>o

’m-H zm j (644°)
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4.- La velocidad.areolar

La componentelatitudinal A8 se obtiene a partir de (6.8) multi
plicando el integrando de 1a integral radial por r2.

La camponente azimutal es

(n.x¿ 0m] A; 4d?! n" 120,111.). - (n,1>0,nf A,“ nt, 180m.)

-o ¡ru-{Mcg ¿(1- ¡6) Juez? un 15 e“"o"‘¿)‘o

d; .3

01Iz(nr)lzl(n¡',).í[lxfi(n,)fx! — r/W'r/Jr ¿04
o f (6.15.a)

(no1<°’n ¡NH mol/>09“)I - (no2>°on n'o2<°on')

I .0 ¿origil¿“MIG01(k0-k¿)¡0o
aa

.1 Ix(nr)l;,(nl'_).{[¡Xflh/(¡Dymj —tf'ÍhJ/gr/nu] r3 auo (5.19)

El valor medio para nr- 0 ea, por A(58) y C(Sl),

(MOMOJ ¡Ap! ngoofloom)

l“!

. - La(I-(s)72: (¡-(5) c dao [y + fi) l (Z’“")[/7“+'/’“+”+')J (6,16a)
L (216+¡)2‘/2fi+5)

Para comparar con la teoría de Bohr ponemos 6.a. vemosae! que el

Valor obtenido coincide con el clasico a menosde un factor provenien

te del spin.
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5.- Egsnsiciones discreto- continuo

Las transiciones posibles del electrón en.un campoconlombiano
son cuatro:

s)transiciones libre-libre (CapítuloV),
b) " ligado-ligado (Capítulo VI)

c) " ligado-libre (ionización)
d) " libre-ligado (capture)

Las densidades de una magnitud I asociadas a las dos últimas

transiciones son, recordandols (1,18),

Ionizsoión
x x x z

Ï z x x x
¿l (HP) kpx(nf) M wx' (k) N o o to o

0 0 0 0

Capture

3 X O 8

+ x z 0 O

WithN1tfldnd ¿_h-P) AJ x z 0 o
z z O 0

Las densidades de los Operadores de la velocidad son, indicando

con el subindioe i 1a transición discreto-continuo y con o 1a

inweree,
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 .4 J' ‘ (k' x) - + ' {Kol+*)Ko

{04h - ¿(ha {{x «,r-Wx) Y Y 97‘ °' °x°+(x"x +77} YdrY€((5 ° }

+ ‘ ’ + (6'17C)

{Jrkc ={(,ï4\f+ Y E‘Plko—Ks)Zo+[x4X+Y‘/Y) Ydry €,‘/5(Iq,.4-t0),(oÁ%7
nL(¡- }

¿ {5 (6,171))

1' . ,

M = ¿(A-r”{- “Km-w 5’- Vo;y r/sm¿143

_ - + r ’
+ (x‘x —WW) YmY 6 ¡5 ¡“fi/wm} (6,186)

e + . _,

{We = {“ ’K‘P-r“x)á.9 YQ»Ye'fi‘ho «me
‘ + ' /(,4-¿o x. 6 18!)

4-{X‘jr-k//Vj7M.)y€'/’/o )}‘l¿ )

_ + ‘ {K,_R)X
{DAP};= ¿¿{1—(5){Á/I’V—y"x)5e«9 YQY ¿‘15 ° o o- + t‘ 6,1uwhwaWVe/s )}D(9.)

l + ‘ '..r<o

(“Ph r (“XV-WHMAB Y de‘fï’m" ¡4

+ . (¡Co/4 ¡(0),4'0} ¡ (Gllgb)+/x"X— WW Y Chuy“? 7 “79
Las integrales radiales correspondientes ee tratan en el ApéndiceG.4.

En las transiciones continnoódiscretoJas partes de segundaclase ee

tdn asociadas únicamente a procesos («D-9(9 .como es obvio, en tanto

que en las transiciones inversas las mismascorre spon‘lene procesos

C9a Q . Puedeverse que, a diferencia de los casos anteriorest

velocidad radial. para transiciones ¿'zat. es diferente de O, lo mismo

que en el caso no reletivistn.
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LA IMAGEN FISICA DEL ATOID

La primera imagen fisica del átomo fué el modelo geométrico de

Rutherrord y Bohr. En la primitiva teoria de Bohr, los electrones

describian en torno al núcleo órbitas newtonianas perfectamente dg

Iinidas, con la sola restricción de que estaban cuantificadas (con
dicionee de estacionariedad). En cada instante, el electrón que rg
corría una órbita poseía una velocidad bien definida.

De acuerdo a la interpretación corriente de la mecánicacuanti

ca, formalizada en las teorias de Schrbdinger, Heisenberg y Dirac.

en general ya no es posible atribuir valores bien deterndnados a

una cantidad fisica dada, sino una distribución de valores. En pa;

ticular, en lugar de posiciones y velocidades tenemosahora distri
buciones de las mismas, las que permiten obtener los valores medios

y las fluctuaciones, o desviaciones standard, de dichas cantidades
en torno a sus valores medios.

Subsiste empero una estrecha analogía entre la imagen del átomo

de hidróyeno provista por la mecánica cuántica y la imagenprimiti

va de Rutherford y Bohr. Por ejemplo, el valor medio de la distanp

cia del electrón al núcleo, asi comola velocidad media del mismo,

son vecinos a los correspondientes valores de Bohr; y los valores

propios del impulso angular lb coinciden con los valores cuanti
ficados de Bohr. De manera que, en grandes lineas, la imagen del

átomo dada por la teoría de Bohr resulta comopromedio de las dis
tribucion s cuánticas.
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Asi comola mecánica de Schrodinger contiene a ¡I de Newton, la

de Dirac generaliza a su vez a aquélla con el objeto de dar cuenta

del spin del electrón y de los fenómenosrelativistas. Ambosefect

tos conducena correcciones cuantitativas de los resultados obtenil
dos por la teoria de Schrbdinger. Las principales modificÁÉÏÉÏÁÉÜWM

introducidas por esta teoria son el doble signo de la energía, y

el spin del electrón. La inclusión del spin, conformea la teoria

previamente propuesta por Pauli, conduce a una nueva clase de fluc

'tuaciones, las del spin, que ee añadena las fluctuaciones ordina

rias de la mecánica ondulatoria, y a las que podemosasociar la img

gen de una procesión del spin durante su movimiento.

Una modificación tanto o más radical que la provocada por el de!
cubrimiento del spin fue la referente a los dos signos de la ener

gia, que corresponde a dos estados diferentes de la carga del elec

trón; Esta bivalencia de la carga conducea fluctuaciones; en par

ticular, las fluctuaciones que correspondena transiciones entre ee
tadoe de carga diferentes, aparecen en el formalisno hipercomplejo

comoelementos de matriz de segunda clase, y tienen.propiedades ma

tematicas y fisicas distintas de las fluctuaciones del spin.
En el caso de la velocidad. estas fluctuaciones aparecen formal

mente comooscilaciones muyrápidas y de gran amplitud , que se ia

tentó erplicar colo un "movimientode temblor"(¡itterbewcgggg). Uno

de los pr0p6sitos de este trabajo fué poner de manifiesto las fluc

tuaciones de segunda clase de la velocidad en coordenadas polares.
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Cuando pasamos de la cinemática a la dinámica nos encontramos

con la siguiente situación. En la mecánica clásica ee puede aproxi

mar cada arco de una órbita por su tangente; correopondientemente,

en la mecánicaondulatoria no relativieta, cada estado del electrón

en un campo exterior puede describirse comoun promedio ponderado

sobre los estados del electrón libre(análieis de Fourier), y por
consiguiente los valores medios de una cantidad son valores medios

ponderados sobre loe estados libres. iLeroen.la teoria de Dirac,la

intervención de los eetadoe libres de energia negativa (o de signo

positivo de la carga) en la composiciónde un estado ligado, exclu
ye la interpretación anterior dada por la teoria de Schrvdinger.En

particular, en la teoria relativista la velocidad mediano puede
ser considerada ya comoun valor medio ponderado de la distribu
ción de loa movimientos de un electrón libre: además de estos valo

res medios intervienen las fluctuaciones de segunda clase, que con

tribuyen a los valores observables. Tal es lo que ee muestra en el

CapItulo V,6.

Esto muestra que la dinámica del electrón de Dirac es más complg

ja que la dinámica de Schrbdinger, ya que el campono sólo modifica

directamente la distribución de las velocidades sino que también ig

terviene indirectamente, por intermedio de las fluctuaciones de ee

gunda clase. Esta intervención simultánea de los dos estados de ca;

ga es la caracteristica cualitativamente nuevade la teoria de Dirac,

y lo que impide considerarla comouna simple generalización de la
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teoria de Schrbdinger para movimientosrápidos.

Careoemoetodavia de una imagenfisica satisfactoria de los ee

tadoe cuántico: de un átomoen la teoría relativietn. Es probable

que una imagenmás correcta no ee limite a una sola partícula. ei

no que haga intervenir un númeroindetenminado de partículas (o de

grados de libertad). En erecto, el experimento de Lamby Retherfoin

noe muestre que la teoria de Dirac no describe con entera exactitud

la posición de los niveles energéticos del átomo de hidrógeno. Pa

ra llegar a una descripción másexacta debe incluirse la influencia
de las fluctuaciones del campoelectromagnético en el vacio-- tal

comoes deeoripto por la electrodinámica cuántice- y la polarización
del vacio, según los nuevos métodos elaborados por Tomonaga, Schwinp

ser, Feynmany otros.

-_—
1 WoEoIanngro y Roc.Retherfom, EEES.ReVo'lg.
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INTEGRALES ANGULARESDE LA TEORIA DE scrmbmmm

10- B
Antes de calcular la integral

n

Bm“?gif! Nm < EL. sen? d? A(1)
t»‘ Q e “x sen?

“0

observemosque, por razones de paridad, su regla de selección es

,_ rm, ‘le

bar, O¿ chf‘tzí ) q = 0.1.2.000
El cálculo se hace fácilmente para los elementos diagonales, que

1son los másinteresantes.Pkra ello utilizamos la fórmula
€

[PLM(C059)JZ: (CLM)! Z (—‘)r+w hr}! ((+r)'I SÓVL-QrÜ'me)! (r-m)_'/rm)! “¿y (P-r}! ¿(3)
F1144

y el conocido resultado
n

g SCMUQ VL9 z; " 5‘ °/"‘ (lr-f) .17 ¿(4)2‘“... 21’
O

Con esto, se obtiene e
7 n

y [Düwssüz ¿a9: J7LW“ (-0 “mr” r (U)!o {p’M/Ï (F-"ÍÏ/F+Wd!/¡-’)Ï erfl-ïuzr (5)
r:m

l E.w. Hobson, The Theo of S henioal and E111 soidal Harmonia!
(Cambridge, Uñïversïty Pïess,I93 , p. .
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y por lo tanto a
7.

M“ "*r í ’ (hr)!
EPÉ T 47((+I/¿) (‘) K +rl‘ l í /I /r_m)g(r1..,.¡¿{é-r/_ r. 24/...“

{tm
f

En particular. para ¿= ¿a m , result;
Zw,m l ..é¡1.

¿Mmm-(+/)-’7[M{2'q“.2h m o ACI,
y para nao,

o80: Z “Z
Z

20- Integg A

En la integral n

‘mm H u. u: m h

A“ z m ¡VeMu [opaL 27.; +.¿ mi?» Mme M9)
introducimos las conocidas relaciones

w w w-rl

aPe' z «4001!? fi Pe' “10)‘09

Pla-H l [(fl+l«n){pr-wa) Pez: —((L”) Nim-H) Je‘=m Am

m9 ice“:-_-(zw-H) ¡[Mil-w) Pa'—l-4-/pl‘"”+') PPI-H] A(12)

w “1' N

a Pe' : _ l- [(€'-W+I) 82H ‘(pl-4' ¿MÍ8,4]b “WS “13)
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De esta manera, la integral dada se reduce a una combinación de

las tratadas anteriormente:

4M)“ I; w
A66, z ¡_ f ({sHIqu)L x

IM í “al”

1+!_ +M) óclecq]

lo que nos muestra que la regla de selección es

“¿lu
' /Af'cl°( q=0.1.2....

M14)

M15)



CAPITULO II

INTEGRALES ANGULARES DE LA TEORIA DE IIRAC

1.- nggguoción

l'anúltima instancia, los integrandoa angulares que aparecen en

la densidad de una magnitud cualquiera( en coordenadas polares)

son , a menosde factores no matriciales. los 6 siguientes:
1* 1M, H Í ' 144,

5; Y-x’ , (\-2()(¿ e l FFFy-x' ¿(15)
donde las ¿á son las componentesrectangulares de . Esta simpli

ficación se debe, por una parte,a que cualquier componentepolar

se expresa en términos de las cartesiams; por la otra, a las rela
ciones (l,52), que permiten emplear exclusivamente las funciones

Y: correspondientes a x<0.
Demostraremos,ante todo, las relaciones de ortonormslidad (1.55)

y (1,56). El producto interno de dos soluciones engulares corres

pondientes a números x y 9L,del ¿152 signo es

HMJWJ‘ Mi= Wi r“ vil, u
(G; [Q/W'+k4+')‘lo,daa

= H( Gua-DL)e tu“ L‘ïyWQa-Qe/e M17)

donde l l/Z
_ _’_ (LW)! {É-W')! / ““ “‘l

(Q‘Ï 9L) _ M7 [((+M+|)_//('+hí+l)!] CM+M+JU+MI+J PP DP]
, A(18)41+: w+t

¿- Pe Pe,
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A , " r ‘_ " , u «+1

(ej-:4”)- _ zw (e w). [mw Pe Pe,
- qn ((+m+|) !(€'+MIH)0

twin/H) BW 87"] “19’

son abreviaturas que empleamosen todo el presente trabajo.

Lasintegracionessobre el azimutson W
2.a ,

l [(2 (M'M) V I
{n( e ¿{Arz un“.

Jo

Zfl \r[ , ) rl i ‘¿ “A "Hari '

¿77g e M: C”) 4“) A(20.b)
Pero, por (53450), las transiciones mk) -(m+1) no existen, ya que

Iny m' deben ser siempre >, O. Por consiguiente, la segunda inte

gral es 0. Asi queda finalmente, teniendo en cuarta la ortonormali
dad de las funciones esféricas

,_l

X 3M) ¿WMA/l = Je’e .1..- “+’“¡" M21)
I ¿F-H (Í-N)!

la relación (1,55)

u‘ T V) m + '

ULL) \/_x_u: (‘lx / ¿4: ¿(le5m,“ M22)
,

Las soluciones angularea correspondientes a númerosX y X de

signos apuestoa son orsogonalee entre si. Icademostración es een

01118. Por (1952). ,
m tu" WÍ’M(mfnrm/u, f

: Y—:'
\ f:rMÜWMefimfi+#MJÏ;
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—_; ¿“(Él-(92)sw9+ (9:3 ¿“GOGOTSJ C ('Íg(ua+4u.,.¡)\’0

“ \ .‘ 1 f 2'-»
+ a k«ra-ams —mom.) «9]6‘ “‘ ’5”
A1integer respecto de .‘P. el primer término ae amla por lo que
ae dijo anteriormente, quedandoasi

¡A + h" wx + “A,

nou vw r Um arv4,al
n

z q, 2/7(La “79,- (9¿)w:9-—/l9¿+9u)íe«5] EN ¿“9
Ahora introducimos las reíaciones de recurrencia A(12) y

A _ -l ‘ “'+' I w+|
m9 P¿ = (¿P-H) á PH»: -— ¡3.0.4 7, A(23)

con lo cual el intemndo ae mnvierte en
x ' ( ¡”10’ l/

(gl'%)(059—{9¿+9gr)30u9-_ '_ r(€—w)_(( L] L.“n (¡I'ku'fijf(¡J-uuu)"
.f . F. “L

l {((+u4+\)((--L4|+')L(p+1q)pp}:_. (Ú‘h+¡) PPI¿(+I

¿ w-H M-H l m4.! 141+! ¿«+I
' ha ‘ 3 n

__—“’)’(€‘*“"+') 'Hn pc” * —_/(Ïm+’)[@'+l-()€'_¡ [PC }2€+| zf-H
La integral de esta capreaión difiere de 0 únicamente 31

+

l r
f, ne: 1. Tomemospor ejemplo e a Í -1(la demostración para el

caso restante es igualmente inmediata), Por AWD};
¡7

H kseuscw_W ¿(iii-L "¿fl _z_Jiu/L
2€+| zh: N-N-I)! zf-l 219+] {Í-w-t)’,

Hemosdemostrado así la (1,56):
Ik.

1TY: dl = “(Vxth st’ 42 = o ¡«(24)
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De paso hemos obtenido un resultado que ae emplea en el texto:

lu Í k, us T‘ \ tu,

“(V-x) 9" Y“ “L z “(yx )°‘r /2' 41- = 0 M25)

dl que se complementacon este otro, equivalente a la relación

A(22) si se recuerdan las relaciones (1,52):

SSH:u v: u zg una}y: MzT. e;



2.- gpresionea explícitas de los integggndoe

Recordandola definición de Y y teniendo en cuenta las abre

viaturas 9; definidas por (A,18) y A(19), ae obtiene
Mx 1- 0.4! L\ “AI-‘I‘Hfl (xa, u,

(Y-X‘ (x \/—x': (x [9. e w,- QL e ¿( +W+Z)W]

f G [9:5 eoqfuLm-«¡N-L99 e (‘Q(ul—h-¡)gfJ
lMI

(Y‘lvos \/“‘ -: (J [9. 64:55 ¡“IMM-¡- (9¿ e ‘Tt/M-‘WHNJ

+L‘ e r.f¿(Ml-u+l)‘7p— e (avi/“I‘W-JWJ
m 1‘ h. (¡hdr/wlan) "

(Y-X] (il Y-x' = (ri (9,—Q¿)€ t - no;(aj+9v) e‘ÚÏ/“jï‘w*'}y
AM}

W 1p 1“, < ¿4/ t‘ (“l-"I(v4)mmm, game) e m WM 6;(c%+9v)€‘z' ”
A (.50)

¡q T (-6 LF\ 1“. ¿ í/u’-+M+I/Y’
(Mag e e ¿”si (en-Hi) e e

e((¿(Ml-M/f
'Í' x k , — ,

Lu. ¡Ml 0' —o«+¡) [F / —al—¡“mew/Wdew“ ’ïae e“ ¡Ü
4. 6 e t‘Ú}(h/+M)*/__9C,e ¿Q(«/+1«+2)/]X

Abe.)
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Mediante estas expresiones podemoscalcular los integrandos
+ 7‘ \ + .Y'XFY) ydó'vl

I
para las 4 transicioneeá+1 mencionadasen (1,57). E1 efecto, mer

ced e. las (1.33) resulta
w T I W 1' “I

(Y-x)°¿r VJ: : (Y1)°(' Y?“ T
"A T \ h, 'r "M56hs l3()( blaYsg’.

-—

z 0Q[usa ((2-94 -Seqs (95+ 9Q] e “Fdw-“¡70

+ dx[su M-¿Lans {asu-MÍe “WWW” mw

w 'f" \ lu, ¡M 1- m, ¡Ik +\ 'Iu/
(Yq ) O/f‘ ¿(I = {51"Yy’ = 2' —;€) /‘x’

' ¿0: (“J-W)“; c 0:1fragua-pdf= r . e e u 9-9 e
(9+ L) -l-< (7/3 9') A Hab)

1' 1“ '\ 1' MÍ lu.

018Y-x’: —(\/1)°¿S VX,
/

u.' m 1. M

= ms (vnrlzxet'Cv-ww_- r- mm ver

= - su [mw (wen roo-38{83+9.,¡j e<‘°1f"-W>0
(.5 lu, ¡0+1

4. olx [76038 (9.-9L)‘ r- saS (95+ 9d] e ¿»Í + N’
AGM/a}
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w T "N, w 1‘ "l \ w 1‘ h,

(yq)&/9Y¡’t-(Yx)){SY-x’:- 51:43(Y"X y-X’

por (l,40,a).

w 1' IM, w 1‘ k.’ w T ‘ I

“1.2441 Y”! :- (yx ) dv) Vaz= r5a9(\/.¿) 0/a Q‘Q‘f vr;

z ¿T hseqs {as-9“) 6172044“)? 4- al; r1h9(9‘+9¿) e I‘Q/ml-rnnw/Y)

A/rN/a)

u. + M, w h, ‘Í' 144/

(Y—¿)O(\fVal: _ Y-x’:¿SMS \/_;(/
Aha)

por (1940.0).

Ahora integremoa respecto del azimut. Por lo que se V16 en el

parágrafo anterior, sólo quedan los términos para los cuales m'nm.
Los resultados son:

xln 1“ h, ‘an 'f‘ ¡A4,

( OZr\/—X’ t ) d!"Vx' ¿(4,0
o“o

t 5m,“ ln o/i [Q49/9,-Q¿],J6k9 (93+9q)] A/jéa)
l

XIV-1):)+°(rY)?! A? = LFiÜLr \/_:’ M

t ¿“(tu gn?“ (62-4-92!) ¡“365/
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Zn w + 1MI Zn.“ + hr

g (YNX)(YQY-,\"df: * ) b[Ü\/)(/0
0

= San“ ¿2/70/¿[1'5‘m9 (91-9¿)-+ rmó (695+QV)] A/Hq)

Zfl r l 2/7

LN“) dl)"ya“ d‘p = - [(Yzwfioa \/..:’ M

r 5m!“ 3m“r r (93‘90 Amy
2“ \

'Í‘ 1m w‘h ¡Mr

{whwüww=—íM}wvww
: ¿“JM 2/7 ¿2' mew “95 —(94) A/ggza)

x1" m + 1M, ¿nm + 1Mr[mdwfiwwz‘fiflhwmww
° o

____ (yer ¿Zn ¿de [rSWZS (9| ‘QJ‘L r‘geqS w8/%+QV2Z

A (50%]
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30- n
[Elf/I( : (Sutra-a 2,7 J{9¿*9q) 51449 ¿0.49

0

l
‘ l l/z 7v+l

(«ü-Ma)! (i “hd, Í m MH r ' qq
- .L _————'—- . p t I _ Í
‘ 2.[((Hmnflqwfl)! Ü+"+){)P(}l)pc Í Www-0€)

" M39)

J"afácil vor que la regla de selección de esta integra]. es

'W/M.

¿ht/l. M Sap-1' {2.1+4) I j C0/ Í; Z/"'A(4o)r
En particular, para? a Z +1, ¿un ,utilizamio los conocidas fór
mulas

P: (coa ) n 1.3... (21-3) (Zn-1). sonná- M41)

31 n ea impar/ M42)

ae obtiene

ww} 3 1 M43»)
W“! l = ï “¡En'.)‘f"

A(,42,b)
“MM

aq,w-,1¡ : O



4.- Integral 12
r7

H\

finíBWS/¿‘GJ+ w (afiaflxeusw
O

I'M /' ¡(a n W\ L. ' _lu . / “4 h + W'l‘Í= LíÏ/‘fl'WÍ/“WPePu-Ve6' ¿”"9
m m4: r lu+l u(_+- Q¡Del-+ 144+!)pe plf

Merceda las relaciones de recurrencia A(8), A(23) y

“¡19271 . (2¿+1)'1[(€+m)(€+m+1)r"- (MHz-ml) r“ ], M44)(q (-H
el integrando ee conmierte en

f

23;;[(€m+1)1’m r',“ - (¿-m+1)P"Ï*lr"! Ï M45)2€+1 Ü ¡H C 4*"

Es fácil ver que la regla de selección es
/‘ ¡st

LWIL o<‘ Je; (Í ¿í ) S :0) (,2/_

Para m-é , ,7
444,)“ l ' u 2

4,4 IL r ¿L (“MJ fm“) 544449,¿“4449449 M48)(24.4,)!
Por A(41) y A(4). o

H

eÜ
Z a ¡tv-fl

KPH“) M49. 5844941449 (/45...(2x4-5)(2u._,)] [5,6% z/ ¡(EL¿S
0

x Z

z Luv--¡2443)(244)] 417 “48)
LC]... ¿(m-H)
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Por consiguiente,

2m m

m:m 12 _ 2m+l 2m t) . ¿Z (m‘> o)(2.4...2m) a

Para uno.

0 O
0:012 ' ¿1

A 14

A(49)a)

A(49iob)
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n

Í

AMI ¡u

FJ‘Ió : BW'M3/! ííl9/‘9¿)4’ ¿Lv-13(954- Qq)]5ü“9dh9

E1 integrando es el de 12 dividido por acné} . El primer ténnino
contribuye con

86 2111-“
n

7 — 3043¿9 1' (7 #
O

r
El segundo, en cambio, difiere de 0 ai É a é í 2q . De modoque

1a regla de selección es
w,“
6,0’;[j {MÍ áéí€¿—¿j , i : Q,l,2,.-. ¿(52)

r

En particular, ai m: Ü: É , el segundo término del integrando ea

nulo y queda

3:31, . Jue M53)
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Ñ

mn (“kin {(854%} ¿(“SN
o S” M54)

C tu
r Y{J z

r7

- I N'M)({el*wl\l ]l/L phDW-H / 4H+IDHfi z (“MH/.‘Ñu’wfln o +MH)€ (0' ’ (¿4-4414 lea/¿49'

La regla de selección es

M55)WIN
(¡9'14 OC ¿{Wifi-5+1) , arquz,

7.- IntoEgl I5

¡MMM
r1

m’ S»: 5m. anfwm Í9,—<9¿/+¿“SMWQfiQQÜJuSMB MSG)
El integrando es el de 12 multiplicado por sen 9 3 o sea, es

, I l 'Íz w “‘"H “1‘! - 4“

L l] ¿Ej mm.) (w913¡PM —/(7:.1u+¡)/J€u9Fe ) PA,¿ /(’+m+l)_{f Muy), ¡(LH ¡“57)

Inn-aduciendo A(23) en el primer térñino y A(44) en al segundo.

la llave se convierte en
ha+l "1+! 411+! “HI-I-l 3 7

(Ihr-I) {(Í‘FW‘H) í ¡”+1 ¿{+1 " P04 ÚI-H]
aq "‘ 1“

_.((/+M+')[((+4“)(pl+""“)ppm-IPe'w‘quJ/Z‘M'“) ¿W
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Por la ortogonalidnd de las funciones esféricas, la integral de
¡I

la expresión anterior admite dos valores, según que ¿a Í o
é a É —2>/ O. Los valores son

mm! _ í(2m-1) ( (Ú+l)2 + m(m+1) )
«2' 5 (22m2 ( 2€+3) “58)

¡Firm15 . - ¿“(2mm (É+m)((+m+1)([-m) (¿dll-1) M59)
‘v 'Z (2 6-3)2(2 (+1)

8.-
WI

l :
l'?1¿ ¿Wu‘u7g(%-QQ)S%S-JWS&S

o

¡7

r I r ¡ I/L f ¡L m “4+! m

= ¿[(-M/‘lfl-N)‘ ï ÍLÍÍ+qujlï Pfr+L/(+;u+t)a- P¿/]Seut9-I¿ü‘9wL ((+au+¡)((€+1u+¡)'_ o ¿(60)

Introduciendo A(23). el integrado se convierte en

bm]. Pm]. Pull _ P¡Ml Pm'1]_ É+m+1 Email-+1 _ 1¡,¡n+2l.¡¡.lI|+/J.]2 ¿+1 (H e L1 ú 2 ein-1 ( (+1 é f-l

f

La integral de esta función se anula a menosque ¿a ¿É 1. Obte

nemosasi, merceda la relación de ortonormalizadón,

/ fi
M.“ (- Q 1M+L)]
¡mile =Ü M N + A(61)1€+3
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CAPITULO I

ELECTRONLIBRE

1.- Introdgcción

Las integrales e evaluar son

ct)

un. (k.k') a n¿(k) N¿'(k') í ji(kr) jer(k'r) r9 dr 13(1)
J
0

oo

. ná(k) Nadk') J-Ta-(kk'Yi JQ ¿(1:10 Je,+¡(k'r) rp‘ldrnu')

donde I f

P = 0.19293 i a = ¿

II 2h
t Iz B(2)

(2n+l) ' m Q ’I|+

y ‘02

Ginny) a ¡((k) N¿(k') {rr} [gFZHK'rJ-i-T',¿[el/¿J rack 13(3)
o

Algunas de las integrales B(l) convergen. otras am oacilantea

y finalmente otras divergen. En particuflal', es oscila nte la inte

gral de normalimción, de la: que nos ocuparemosen primer témino.



2.- Normalizaciónde las autoditerenciales

Unacaracteristica de las altofunciones del espectro continuo

ee que no eon de cuadrado integrnble. (En el caso de las componen

tee radiales noe referimos, naturalmente, a las funciones r.)í(kr),
ya que lasz son de cuadrado integrable.) Este inconveniente se
salva empleandoel método de ortonormalización de las autodiferene

ciales. debido e Hellingerly a Weyl y adoptado en la mecánica

cuántica por Born, Heisenberg y Jordan . Este procedimiento consie

te en normalizar. en lugar de las autofunciones ¡€¿(k,r), las co
rrespondientes autodiferencialea

‘LJ-orfi

JXEÜ‘I")‘- {km}dkMHZ nu)
Comoveremos, con la normalización adecuada resulta

.-/

e Z Z l

J (Sle(l<,f}{ F ¿(/f' : Í 13(5)
O

Fieicamente, este procedimiento equivale a considerar un ’Qquete

de ondas de ancho espectral AKen lugar de una onda monocromática.

Para obtener convergencia, que es lo que se busca, basta tomar

l E. Hellinger, "Neue Begrundung der l‘heorie quadratische Formen
von unendlichvielen Veranderlichen", Journ. ;¿“fieine u. A951.Mathqlzó,210(1909).pp. 231y aa. "'_‘

2 H. Weyl, "Ueber genbhnliche Difíerentialgleichungen mit Singula
ritaten",etc.. Math. Annalen , gg, 220 (1910).

3 ü. Born, w. Heieenberg u. P. Jordan, "?ur Quantenmechanik",II.

Zeits. f. Ph 3.. 38, 567 1926;,pp. 590 y es. Vénnse además E.
Fuee ¡nn. Pfigs.. , 367 1926 g A. wintner, Ann. Pgls.l.81,1 y 37 o J.R.0ppenheimer,Ze Se e .0.
ii. 268 19277} Ph e. Rev" :3. 57 (1931). L.E""—“.Roess, e.OVe.21. O
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4
una onda y eu correspondiente autodiferencial. comohace Sommerfeld.
Másprecisamente, hasta considerar sólo el estado k‘ comoditueo,for

mandoel producto interno de¡{e(k,r) y (k',r) . La condición
de norhnlización es entonces , , \ /

N a." K+ 4:5 l St K 64/:
. J l l l

Eldur) Jfific'lr}rz ¿(:J/ÏG (k,l’)f'2¿{TJ (KM)¿UC=
Ü o fue; O SI‘ I< 4;? AK!

Para demostrar esta relación multipliquemos la ecuación difereg

cial de X¿(k,r) ,

2d 2d 2
[-z'} ;—*k’€i€_;%líraso B(7)

por¡(d/5;};luego multipliquemos por/¿flujla ecuación diferencial que
define a ¿ZP/Ü], y restemoe ambos resultados. .Obtendremosasí, dee

puós de multiplicar por r2 / k2 - k'2

l 1 " lr l 25/ {kll/

¿{km/lrÍK/Írí'á = {kik 2/ ¡{{k”)¿[rz%í%4ft/já[rn(á ‘//

Ahora integremos entre 0 y R >),\ ,siendo Á la longitud de onda;

después de um integración por partes queda
R

Z ¡A ,

Ke(m) le («'11rz olx= .3. RE]. (¡jgfif/HZÉ/k’x/ ¿{lg/t, (g)
d ÁL ¿14€o ¡cz-k“

Introducimos la expresión aaintóüica

4 A. Somerfeld, Vorlesu en über Theoretische P sik, Bd. VI, Par
tielle DifferentïEIEÏeíchn en Her PhyeIE ¡WieagademDieterich'l

Oeche Verlagebuohhandlung 9 7).Po 213 y es.
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¡(km/VM , kR>>1 B(10)
L kR

en el segundo miembro; luego integramoe respecto de k'. Después de

una transformación trigonométrica elemental queda
Q ,k'+oe/¿ k 4-0k/¿ l

J‘rzobrlí ¡r (hr/XKÍK'J) ¿{JCI-.-L (MNK) VHF) ¿WÜ‘HJÍQ ¿k/
° k‘—AI<//¿ z J, I KK' Kr__/<

l K"Ó'/¿
kI+AI</¿

' c' ‘ IC-f-Ic' /

“(HIÉL {lt/((rlfi/(JU/ 3014.[7 dk Ban)z ¡ l ¡(K'
IC- AK/b

En la primera integral-- a la que llamaremosIl - hacemos

(k'-k)R a x; obtenemoses; una expresión del tipo
(K- K+3! m,

I a á fl! ) een z
1 R -———-¡ d!

«Í- K- ¿{Mi
Si k no pertenece al intervalodkr . los dos límites de la integral

tienen el mismosigno; por lo tanto, 11.; 0 para 3-) cn. En cam
/ l

bio, ei k pertenece al intervalñ (k' - A25, k' + A?“), y en perti
cular si k'ak, amboslímites tienen sentido cpuesto y se tiene el

conocido resultado (k(,k¿A_ZK/)¿

11mi‘í(fi)senxu_ fi 2
Ram x ¿ I(0) B(1 )

(¡M-o}. rc
Vale decir, I ' ¿ ) Z /

¡ua-5% ¡1 [MM] I /< é 4KZ K

m ¿ \ MMM ,Mdk. , m3,
R oo et ,. kk' k‘-k

e Jue; 'O y k «¡É¿xk/l
¿

En la segunda integral que figura en B(11) hacemos (k'+k)R = y.

Se ve que los dos límites de integración tienden a oo con R, cual
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quiera sea la relación en que es:th k y k'; de modoque

¡(I-‘- ¿El

¿JM ‘_ ( NH") MH“) 3‘“ “¡ficha ¿(lc/:0
Rqoo Z y , l ch' l<‘+k BÜ-4)

.JK _2E¿

Llevando B(13) y B(l4) a B(11), se tiene por último f
¿+0.? & n [MM/[2 K €- 4/4" o x ï K l

¿w- CLK!( 16(K,r)/Ïe (k',r/ r'z df: B(15)
R-wo ¿ /

KC-éír J° C7 K sé At
z,

Por consiguiente, el factor de normalización es
. L

2
N (k) a (77):: j B(16)

y la relación de ortonormlidad ae escribe (suponiendo que puede

invertirae el orden de las integracionee)
¡ ¡cl-LAL' K l 00 K’_¿gif

¡(A/w Í o I Z. , Z ¿f’ /

Race J, ¿(,K’(¡L/(,(gfl'l¡(le{KJ‘}I' dar; (¡gr/¡- ¿Lr ft; {kflijdk’
¡(sa-g" JD JD K;íkr

1445/ R 1 l K é ¿SKI
, ¿ .

Ir - ’ - ‘ ‘ r 7.

: La» ( l ¿CK {rd}le[Kr)F W z / Bu”)Reca JK-¿w/ J ' Ó o K f 4K'i 0
Comoeste resultado no depende del ancho ¿k' del paquete de

ondas, podemos imaginar que hemos pasado finalmente al límite

Ak' = o, can lo cual la relación ee inclusión k ék' se con
vierte en k'nk. Aa! se alcanza un resultado análogo al que vale

en el espectro discreto: ku ¿kr 1, ¡(I-:k2
r r' 00 \ I l r

é‘ ¡ Á {k/r/r2 (u-t ¡(€(Kr') CLK7.. (JKlL:
Aid-90 l

o k- ¿15’ Ou ¡(“44€¿
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Ahora bien: el métodode las autodiferencialee puede extele erae,

en principio, a todas las integrales del espectro continuo; pero ee

im'gracticable n salvo a1 el caso de la" integral de normalización,
dondehemospodido utilimr la ecuación diferencial, que nos ha evi

tado el cálculo explícito de la autodiferencial. La importancia de

este método no reeiae en au poder. que es restringido, sino en que

a veces permite asignar un sentido fisico apropiado a las funcionen

R‘Z¿v(k,k') que resultan al integre respect) de r mediante otro m6
tddo. En otras palabras, a mi Juicio la importancia del métodode

Hellinger- "veyl radica en que gg equivalente a l_a_o_rtonormalizatióg
delta.

En efecto. la B(17) equivale a
"cf 00

I l l \ \| ’ L — r

Jí/ÏH‘WF/Idem) r ¿{1: í chdt. (“j/¿qkr/ r CLK- ¿7k IC) HUB)D
o

puesto que, integrando respecto de k‘ sobre el intervalo espectral

k‘, ee obtiene la unidad cuarxlok 6 Ak'.

Esta equivalencia ae extiende a todo paruete de ondas de perfil

arbitrario CO?)(perg de_‘cuadradointegrable):
K+ ef

.3 _. .4 -> .

54; (KE) t í (KM/(2,?) cu] cu; =dk,de ¿ig/Bug)a. ¡bA
N

¡Ls

siempre que la amplitud espectral está normalizada a la unidad:
. J __3

S ÍCÜ‘H d/K :1 13(20)..)

En efecto, la integral de normalización de estos paquetes es
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¿+95 {4012"
4-4 Z "’ a -" «A‘:L -. .n' .{4 ¿la o¡mm! ¿ur M ou C (HC/«1% (km)MMM?

f:_.)¡: 4’ .J'
'fi '00 12 K-€É

oo
, A, '

-::. Q d/tÏ JER C*(R‘)C((<) «{Jy[r,?)w(ïl,7‘) cb?¿El .06
Pero, como

f 4 ¡4' q “Hdf!” (fair).4z[4]” ¡Hp L l B(21)
queda

"a 1/ .x 4! "4', 4 —)/5 CLKc (UCM) (ff/«¡cua
42/

Q.E.Do

.gk

.ac Z _?

“¿wm-u cbr

, {fm/2 (¿1221.
De manera que la normalización delta de las autofunciones es equi

valente a la normalización de los paouetea de ondas.



3.- Métodosde sumggiggde las integrales divergentes

Para calcular las integrales B(l) divergentes se puede emplear

cualquiera de los métodos de sumación conocidos. En nuestro caso,

los de aplicación más sencilla son: a) la sumaCesaro ¡2) la suma

Abel,cuyocálculo se facilita por la existencia de tablas de trang

formadas de Ïaplace, comola de Doetsch¡ 3) el empleo de la repre
sentación integral de la delta, según el método que hemos encontra

do. Se verá que solamente este último permite obtener expresiones

generales; los demásson practicables en cada caso particular, es

decir, para cada terna (Po0,€(). y nos servirán de control.

Aplicaremos estos mitades a dos integrales particularmente sen

cillas, a fin de mostrar sus caracteristicas; en los parágrafoe si
guientes haremos los cálculos de manera general} Sean

0€ 06

33,0 (k,k') 41009:.) 10(k',r) rzdr a? míaour) 3°(k'r) r2 dr
o 00 oo ° 00 .

a 3 í son kr. sen k'r dr. ¿{Ícos(k‘-k)r dr -J cos(k'+k)r dr}‘n b O
ao 13(22)

35,1(km) {lana/¿(kun r2 ar =Ïn'J un) aluc'r)r2 dr
o so o oo

= { Ring. senk'r dr - ísen kr cosk'r dr}C

{l zo r co{son kr sen k’r dr uiíïysen(k+k‘)r ¿LV
o

r 00

b oísenhc-k' )r dr]

¿[to N‘IH

m

IN

wIH.1

B(23)
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La integral emergente que figura aqui ee del tipo de Frullania

(w '00
‘zeen kr een k'r ¿r a i g¿2539(kh-klr - con gk'+k)r dr
«o r ¿o r

, i ml .k'_+l¡. ¡Ji-K M24)k'-k

Las integrales divergentes que tenemos que sumar son las de

eoe(k'h)r y een(k'Ïk)r. EnplearemoasucesiVamenteloa tres métodw

dos mencionados, que nos darán un mismoresultado.

3.1.-.Sum Cee‘aro

Ia ama Cee\arode orden o/- o sum (C, d) - de la integral

divergente
,00

Jflr) dr
0

ee 0., A,R d

(c,o<)t(r) a“. um \(1- a) :(r) dr 13(25)Rem R
° “o

En nuestro caso hasta tomar °(= 1. Asi obtenemos
00

(0,1)Écoenrdr- 11m (l-Z)coaerdrR-rcn R

o ok 1 R 1 l-coeaR

slim l. (1-!)eennrl +-&aenardr-—211m RBaco I R o R B Ryu:

81 nao, la expresión diverge antes de pasar al limite; pero si 5,40,
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el oorchete tiene e O con R> cn. De manera que
oO

(G.1) goce nr dr a conet.á(a) B(25)0
Para determimr esta constante integramoe respecto de g entre -u

y u 0. El primer miembroqueda, invirtiendo el orden de 1a inte

gración,
00

0°

(0,1)Xdr(ooeardn=2 war .J7/. B(26)._ 1'

o J_u’
y como el segundo mimbro dz 13(28) ee convierte en Comet. deepuée

de la integración, teneme finalmente
¿o

(0,1) Écoe er dr a fl (a) B(27)
D

En el caso fisico que nos interesa, a: k' Í k, de-modoque la

B(22) queda, comodebe ser.
06

R:.o(k,k‘) a Xeon kr een k'r dr a: ¿(kb-k) - cí(k'+k) allá-(104:)B(28)

ya que, por ser k,k'>0, debemosponer,siempre que estos parámetros
eimbolicen números de ondas,

¿(k' + k) = o. 13(29)

La otra inteml, que ee nula para a=0 y osoilante para. af 0,

se integra por partes:
oo

(G.1) \sen ar dr = 11m
J R400

D

K
(1-!)eenardr

R
0

(1- nena!)ll l .afio,
en e.II'"w-fi¿"Éa



METONS DE SUMACION A 30

0 eee,
oO

(G.1)Seener dr = í. . af 0 13(30)
O

Asi resulta

‘70 _k_. . u kn
(CH) sen kr coa k‘r dr s k2 ' k'z BOI)

O -—1-— , k ak.
4k

3.2.- Sum Abel

La suma Abel de la integral divergente
, oo

A {l f(r) dr

ee el limite de la transformada de Laplaoe de f(r) cuando el pará
metro de le tranetormeción tiende a 0:

po ac

(A) r(r) dr = 11m .‘sr ¿(r) dr B(32)3.,0
o o

En nuestro caeo,poniendo el cosem en forma. exponencial se obtiene
inmediatamente

00 ’í 0 ei ná 0
LA)coenrdralill ¡í 1' + 1 aeao 8-18 e+1aj msiaao

o

13(33)

Vale decir, nuevamente tenemos
oo

(“la coa ar dr a Canet. (ha)
O
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La constante se determina comoartes: integrando B(33) respecto de

2o

(‘u/
11m r a da s 2 11m arc tang 3 u sfl B(34)
seo a2 + s2 s+ a

de modoque se tiene nuevamente la B(27).

La integral del seno se trata del mismomodo, obteniéndose igual

resultado que con el método de Cesare.

3.3.- Empleode las delta:

CombinandoB(21) y B(30) se tiene, eobreentendiendo que se tra

ta de sumas Casero o Abel,
¿n

Lgoiiudr- L í Í ¿y 5+(a) B(353,)in 1 jïz: v
0

o x ‘ r B(35b)

¿[PÏWÚÍ z ¿{‘J(a)1 Ü.()-fijé-f]? (y: (a) I-a:
00 \ B 5

Lg 6*sz (M) (3.o)2/7 ._oo

donde J¿(a) son las deltas positiva y negativa de Heisenberg, y
dnnde!¿n¿ significa que al integrar zespecto de g es preciso to
mar el valor principal en el sentido de Cauchy.

El empleo de estas fórmulas nos ahorrará el cálculo explicito

de las sumas Abel o Gesaro. Por ejemplo, se obtiene automáticamenp

te
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ü¡
.00 _

( sen kr cos k'r dr . l [[ei(k+k‘)r
S ’71

0

_ °-i(k-k')r _

J7 ñ o -0 - - |
7;.“ka ) +Á+(kk) ¿(kk )

comoantes (cf. B(31)).

+ ei(k-k')r

- ¿(“1:01 . __¿r___ (k'fik)- kia

Los métodos de Abel y Casero pueden aplicarse en casos sencillos,

comoson los ejemplos que hemos tratado en este panágrafo, pero son

impracticables para obtener resultados generales. En cambio, el m6

todo de las deltas puede generalizarse fácilmente, comose verá en

los parágrafos siguientes, en los que se eXpondráun nuevo método

para calcular las integrales Rp convergentesy oscilsntss indistinp
tamente.
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4. - gg_nuevo método pgrgkintegggg Eggductso de funciones ds Bos

gg¿_esféricas

El método que expondremos es una generalización del que acabamos

de ver, y se aplica a toda integral de la forma
0°

Si (Xot) dl 13(36)o
cuyo integrando pueda descomponerse en ls forma

t (x,t) = 31(x,t) o“x + 32(x,t) s'itx B(37)

donde gl y 32 son polinomios de potencias crecientes o decrecien
tes de z.

4.1.- Transformacióndel integrando

Doscompondremosel producto 3€(kr) 3€(k'r) en la forma B(37),
para lo cual rscurrirenos a la conocida expresión

Jah) a Ï{Pn+¿(z) cos ( x - (n+l)"ï ) - omfiu) sen (x - (n+1)g_)}B(38)

donde los polinomios P y Q son

¿Him=1- W . ¡:3+uma-makina>m41-422 2: 2 41

- ... B(39.8)

Q (x) a ngn+lz ¿:Ï _ n(n2-1)(n?-4)(n+3) ¡:2 + . o. B(39 b)
mi 21 1: 23 3: '

Para nuestros propósitos conyiene escribir B(38) en 1a forma
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L 1 7*

aah) a 12; [una+1 s¿(1z) e“ + sun) e'i‘] B<4o)

donde SL (ix) es e1.polinomio de gradoáÍ,

s ( ) 1 Z 1 4‘ ( )
i! II P + Q a a — B 41

Q (*¡ 5+} n(:)
Mto

con

y el.ao,1, al ¿Lau , 82, ¿3.79M,
2. ll 2 . 2% ( ). ,7- B 42Q“¡1-1)“Z-4)oooi(."

an g n2 nl

En virtud de esta descomposición, nuestra integral es

P / o? - l p

RM'Ú‘J‘)’ 3" M É ¡((“’)JCI(M} r d;¡7
0

, ,00 r ‘ ,.‘í _. g -_ , ¡((K-I-K/f

z e +C+2 k rp z {¿N+€;C(Mr)_w/urjc¿r7 Jo

A4 xt _¿'(,<—+g/r ¡ o . ¿F ‘ f ¡(k-k7:.4. 52(‘(l/(r/ é +(-|)-HJp/1K’/Sp/("l<r/€

ÉI‘H nf [1/ I<’—Kjr '
+(—t) De(inf) .Se’(ik?) } ku. l

donde
9+9

s (m) s ,(1k'r) a Z oz."(¿Y Bm)L í r“:0

3511:)sfiik'r)- 13(45)
41
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/

Los coeficientes, que son númerosreales,difieren según que f >€

o ('¿E .

Para ( >¡ g

C(o Z 1

, l

YI = + “Q'
In 72'

. r Í

1L: ‘Éi 4- aIQ¡ _(_ a-l;
k1. KK, I<'¿

, , . I ,Í r
3%: JJ. + “(o-L3; .4. ._. + u (fr-l (¿eKe “¿a-I v "_ 4-1 “F

K k /< K k e

l l

XH- - Q "i Q R /'*|_ (7 l e-¡ z , _ l (9+!e + "73’72 + +
Í< l< K K ¡(+1

an I - «L r“ Q a“
“"7 -' ‘ L__(__:..\Í_:.'_—.+ “f’ —_‘__,._.‘;_

KC Krf’_¡ K’k,_l K,cl

Y I /

{(-«4 ae (L9
K6 K'Ú'

B(46,a)
/22124;; Í

ae intercambia; los índices í y e de la expresión anterior. B(46,b)
Los coeficientes restantes son
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Para "ZC

,‘Ï/c" Í
l LI __ ’4‘

(5‘- _ÍT K’

' l

JL = EL ___ QIQJ + (a.
K¿ K (z, (Z.

I,. - p r
¡Je ___ ___ (e-L a. q. + Í-l) a! aah»! + [-t’ ¿La

Ke KM K' K I<'p_' L"

{Jo-H =- ((ÉLÏ' 4v- H‘" h 4. 4- ("') th“
UK' H7" (C'L KM.“

Í l
, -n v l r

IÓ(+('_‘ : {-Ja iQ’—l+ 'Q(—ÍaÍ’
¿ I

el K?W“ «M K"
1 Í f l

(36.4,(r : (-g) a?

Para 'Ï é Q
/

se intercambian los indices C y Í de la expresión anteriorB(47,b)

Ahora tenemos que calcular las integrales que aparecen en 13(43).

Ellas son las transformadas de Fourier de x'n y ¡n en (0,0)) y en

el intervalo completOCenel caso de integrandoe pares).

4.2.- Transformdae de Fourier de ¡"n en {0.o l

Ice integrales

Igfifl: g eit: d‘ o n=1v293o---° B(43)I
0
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son divergentes. Podemoscalcularlas Operandoformalmente con las

deltas de Heieenberg B(35) -esto es,integrándolas-- o bien utili

zandoexplícitamente la noción de parte finita de una integral di
vergente.

En el primer caso, partimos de B(35,a)z
OC

.ï em a“ nm) + mp. f
J

0

Integrando respecto de 2 t obtenemos
00

eit! dt+1Vopo -cz t-c

donde C es una constante de integración. Ahora recordamos quedt
ï7'= d ln It] e introducimos la definición diferencial de ({(t):

(SH) = t -d—-¿(t) , donde ¿(12). o , t. o 13(49)
dt -1 ,t ¿o

(Usualmente la función ¿;(t), que es la función signo, no se define

en el origen.) De esta maneraresulta
‘00

¿“ax =1%E(*)' “M 'c 13(50)
Jo X

Iterando este procedimiento obtenemosun valor de In (t) en que

figuran n constantes arbitrarias. El valor de estas constantes se

determina si, en lugar del camino formal que acabamosde seguir,se

usa explícitamente la noción de parte finita de una integral diveró

gente, que fuera introducida por Hadamard y explotada exitosamente
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por Schwu'tzó.

Si fix) es sumahle en ( a +5 , b) , E>0 y diverge en (a,b), ee

llama parte finita de le integral de fix) al número
b b

Pf \t(x) dz a 11m ¿Ïí 51(1) dx - I(e )I B(51)JQ C‘O L- a_+¿
siendo I( ¿) la parte infinita que se ha sustraido ( I(0) n cn). Por
ej emplo ,

y en cambioI(¿ ) a: - lnf/ . La mismaparte infinita tiene la inte
gral

00

(cost: dx,
J :I:0

ya que su divergencia en el origen es logaritmica. De manera que
OO A “Cn

Hímdx= unLSE-‘L'Jiax- (-1n¿)]z 5+0 6 x

a lim [- Ci(6lt( )+ ln e] B(52)
5,0

donde Ci (x) designa la función coseno integral. Para pequeños va

lores de x,

Ci (¡d/,14,ln ÍX= lní + ln x a C + ln x . C - 0.57721... 8053)

5 Jacques Hadamards , Lg ¿1931.9919de Cauch et les uations ani
¿(rivas ¡Mallas Linéairee guerïolïgueolParïa. Hermann.Ï932),pp. y SB.

6 Laurent Schwartz, Moria dee Distribution: (Paris, Hermann,1950),I. pp. y Ba.
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(c es la constante de Euler). Por consiguiente,
Oo

Pírgcostrz‘h:11m[_c_1n¿¡t|+1n¿].-1n\tl-C B(54)! 6'90
O

Combinandoeste resultado con este atroz
Oo

(son tau . Jl ¿(6), B(55)
"' x 2.

0

obtenemosel valor de la integral Il:
r c‘ÉX‘ __ g _ a 4 ..C

Hg e ¿x _ ¿16M ÍÍ / B(56)x

que coincide con B(50),pero, ahora, con la constante de integración
determinada.

Las demásintegrales se obtienen a partir de ésta. Por ejenplo,

para m2 una simple integración por partes nos ds

("w 00 't'x 00 m
l‘ ‘ ( 4‘

\ (1“: dxt“íetéyít_(-}¿}{Ü<:—Ll+tïíeékdk
La contribución de

a
¿(66 : L+ ¿4- (¿6) ¿46 5 ,l'

a 1a parte finita es it , de manera que
oo oa

it: 2 ".113! e fl _ ,1
PI?“- 11: 1+ PI}: dx =1.2_t¿(t)-1tL1n|t[

D

o + o .. 1] 13(57)
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En general. n-l integraciones por partes nos dan
a

g 91:? dx .3 1 . 1 + it 12 ‘ n ' 1 8"" (mua-2) 5”"

+_._Li_t_)í___.___ 1 + + (11:)n'2 , _1_} .1t6(n-l)(n-2)(n-3) ¿”’5 (n-l)t e

+ unwlíéu u Mm)
(n-l): 6 x

Como 1311“í/¿.“‘ contribuye a la parte finita con (it)'/ m! , queda
finalmente

00

' it! _ f

Pil ° n a: a 1“ ¿L tn'l , t) - L¿IIÏ_Ï.í ln [tl + cE ‘ 2 (n-l): (n-l)!

- (1ai+ ,7m
B(S9)

7
Al mismoresultado se llega aplicando la definición de Schwartz

\fi r \Ú ‘wl l
PfÑMaxz Mau, W»)é__Ï+fL/ï/á__J x“ Seo e x" oq 4+. u —n+¿

0

/l-¡) ' h/4' " "'" ‘f o) _ 'o)6+ r,’

.
1 L. 92.910,1,p.42.
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4.3.- Tranegormada de Fourier de x'n en g-oo , oo 2

Para que las transformadas ordinarias de Fourier de z'n tengan

sentido, no basta tomar el valor principal: . o eee,
a —E 0‘

Vop. í 8 11m [: 4. í Í ¡J_0{ __;>O J-Ó‘A‘ a

pues ya a partir de n=2 es

Vopo gl :3 0 I 1‘ >l Z¡n
ida

el.

Al igual.que envcaaoanterior, habrá que tomar la parte finita.
Pero, por supuesto, no es necesario hacer todo el cálculo, ya que

de B(58) ae deduce
\o . M r“_ ¡‘75 *‘

P€ í ¿ff Ax: (H) .fq Í 9d“ dx]x“ L Jia o oX’ ¡1

¿ (1")! (774),, L
s _.

'H‘Í \ ¡trip i '(nf;L. (Li)
por lo cual

Pr Sem dx a inn tn'l . g (t) B(61)¡n (n-l)!
El mismoresultado se obtiene formalmente, tratando las integra

les comosi fuesen transformadas de Fouaier verdaderas. En erecto,

recordando que
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oc.

.. :'* y ‘f x ——}.LÉÏÏT_({(€C Xia)áx í__cf ríf] ,
“X « ¿ B(62)'d‘

a partir de B(55) obtenemos
f, OO

, 0‘ ' Ó" , ‘f (

P4 \ 2‘“ ¿(x:- P4J<"”i(1)cb(= «ft/‘49]e: dX:Kan/ty
J X2. _ _ ¿(A X X-oo -'/ "’00

y del mismo modolas demás. Schwartz8 sigue este camino, obtenien

do el mismoresultado que nosotros.

4.4.- Transformadss de Fourier de ¡n en g-oo¡ o: l

Derivando formalmente la delta de Dirac B(3S,c) obtenemos

Foo (7')

Bei“ ¡“dx . (-1)“ 2J7 (Su) , n; o B(63)

Comoes sabido, ¿“ah-to) significa que, si fit) es continua,
b (h)

É su) J (“c-to) dt . <-)u t(n)(t°) ,toe (a,b) B(64)
q

Las integrales que figuran en B(63) no deben entenderse comosu

mas generalizadas (p.93. según Cesáro) sino comodefiniciones de la.

transtomda de Fourier de an en conformidadcon la regla
11'11: .Lr fix BG

Í: ( Ü dt Í: )] l ( 5)

válida para las transformadas ordinarias. Pues si se las considera

comosimples integrales de funciones -- en lugar de tratárselas co

8Lo 02.013.. 115.



NUEVO METODO A 43

modietribucionee- se llega a resultados tales como

(A)Jun: xzml u a um ¿2ío-(s-itk x2n+ldx _ í.-(s+it)¡2n+l dz}e-> o o c

CO

-00

. (2n+l)l11m - 1 la osto (8_1t)2(n+ (¡+1t)2¡n+l)
v (Zn-H) B( 66)

y nos vemospróvados de la representación integral de 5 (e).

Sin embargo,conviene advertir que, para las aplicaciones fisicas

consideradas en este trabajo,la diferencia entre 13(63)y B(66) no

aparece en los resultados finales,ya que al final siempre integra

mos sobre un pacuete de ondas; en efecto,

J_w(1 ¿(t .70) 7|>O.

4.5.- Transformdas de Fourier de ¡n en {0.o Q

Tambiénlas integrales

S eit: zn a:
0

pueden considerarse comodistribuciones o comosimples integrales

divergentes. Domoantes, adaptaremos el primer punto de vista. De

rivando la delta positiva B(35.a),

oo i ..

ge‘ de : n ¿{0+ ‘Wf‘ ¿6
O

resulte. ¿(M nX?“:‘u-(-1)nn[(t)+n 13(69)
0
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En este caso, Pt indica que, al integrar respecto de t , habrá que

tomar la parte finita de la integral, del mismomodoque v.p. signi

ficaba que en la integración debe tomarse el valor principal. Pt g(t)
es lo que se llama/mtribución seudofuncióni

Ahora ya podemosencarar el calculo de las integrales RP. Pero

antes haremosun par de ots ervaciones que facilitarán la tarea.

4 4.6.- Clasificación de las intemles

Los integrandos de las RP (k,k') son pares o impares. Como

É

J (-3) = (-) J (1) B(69)
IL Z

son E2 los integrandospara los cuales
rp=0,2,eee
r + _ ¡n 30'1’2,eeep a 1, 3, yíae -(2n+1)>/0

En este caso podemosponer con ventaja (pues sólo aparecerán las

deltas comunesy sus derivadas, en lugar de las deltas de Heisen

berg) ooo oo

Í = á íD ‘00

En cambio, son impares los integrandos para los cuales

p=0 , 2, y Mi t (2n+1)>/0
p a l ’ 3’ u. y el: e: zn xo , m0,1,2,... B(71)

Debido al papel decisivo que desempeñap , ordenanemoslas intem

les por orden creciente de p.



5.- Integales de integgndoa pares

5.1.- 3°, í .É t 2n>/0

Por BUS) y por la paridad del integrando,soc
“o ('+l+h í [a ‘ lr I, . a 'I (k k r

“(,é-ful(k.")= >¿(4Kr)bc'hkr}(“l + / ¿byn o ,2.‘oc

DO

, (+1 o \ f, \ , ¿(bd/r _

+ Comfl- (ok‘J. + (-I) Jq(((kr) Se (¿krj 6’ r2- ¿C/r4.C07} B(72)

Recordando las expresiones B(44) y B(45) de los productos de lee

S, y aplicando el resultado B(61), se tiene

r“ \ \, 5+1: r' . \

&>((lkr)Ser(“<‘f) o( [A e((k+t/)r_M
"o" rL h __———{_m+¿

l/(in) 14+,

‘- n “K”? (..)"'+'oz... (KH’LI
(Wu-+4).

x0° \ “to Z(!Ïk) a9 ( I/
. > ‘ — I 2 \ k-c l.

kgefikr) Sfrfit'r/ e _l_{_.t____.k/r-6L!“: (¿W ¿“í C M, 2_ ¿LF'00 l. + '“ao
+ 10:0

ent") lut 1“.+|
: JT¿(K-4€}EL.) «spa iv“),’M-H .

Por aer Xuyflurealgg' ¡no 2“ )t-n
o (+11 l / / < ¡ M+/

RplfjÍh (kltyï' (‘J Í (_¡)“¡xk (I +62)
{A 1 19‘70 )u+/)

(+1 Z _" ¡K K I 4"“ B(74)

+ ¿(“KV (-1) Z Í'I) F.” í 43,1¡1+1 ,'0M 
0 bien, explícitamente,
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¿('i‘n)

o ú‘ I MH P fi 4'

Rílt-Q-zrn(k,K’>l<Í: (-n)“1L Z (3-me (K+k +(") “(su ¡(I-d if_ z “:0 ("1+1, (nm)! n(75,a)
zlfgn)

¡y o m+l

han (k, 4K) _(—.) liar“)! m(l+k) {n} FM (75»)
¡:0

¿{(1%) N IÁ _ +

(«4, K LP" I (-—y" 0/ (2k) ', _ ¡k 7:(-' _' . —
211 ( ) ) 2 W (W+IH B(75.c)

¡“:0

Enparticular, para m0.

Ro ) K¿e (K'" = 3T M76)

Í5.2.- ali .f i (Zn-51));o

Ia B(45) nos da a,
L“ “HIM-t) \ i/ur’)"

‘ Ü \ \ I ,

RQ'(Ï(ZM*|) (K'Kl):M__L______{—JS€((KF)S€’/‘lkr) _€_r-___ AJ"4a no

,5” "l , (/t‘Kl/r .
+ clc. + (—.){+' Sffikr} 3€, (ik r/ é r ¿pr_ c. C' }

¿fl 13(77)

y la B(61) ‘ ¿”MIN
‘ .li /n+.)| I e l K

Rupiah“) (KIM): L ï {fu-m) (su) 2 (a)de {kz/í/
1a—o n

2/(ÏH}:—,
. , w- B(78)

+ ¿(MHZ uff.” (¿i/
.mzo tu:Explicitamente,
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¿Wifi-¿l

' , ,A-Hznu) HM _ I m I h

Run: un“) (KÍ K 7K} ___( ¿z [(-1) 3/,“(¡(+14) -—/5.,t{k4} Í50:0
szi'fi);"l

l \ 4- “La F I“

Iza“, (Nm) (k, ¡<'¿4 z Lli (n l) _I_Z El]. LÍ-I)06a(Hz) +16.“ {lc-K7w]‘ Z ’". B(79,b)
luto

'¿Ntul-¿l

4 1+{ ) e w (2x)“R + - \ __2n+n (..) /_,) ¡ym e
m- (“+0 (K. K) » L ¿- M B(79.c)

mll'o

2 Í5.3.-n¿ a? i 2n20
‘ al?

z (‘+"n+\ h N , ‘ , ¿(K-NJ!"
. (-n) bgfi'kr} Se [l/cr) e

R P4- (KIK =' { Je,M 2 T W

oc /. 'Í ‘ lv ¡(kv/(I r
+C\C\4- FI)!“ ¿(“MÍ Sc’f‘kr)( ¿(1+ C‘C‘}

La“ B(80)

Aquí ya aparecen las deltae; además de B(61) debemos tener en cuen

ta B(35,c)¡ con esto,

¡{if-Lau (¡HU = (-011 {(-JM ¿(K’+K)+ ¿(H-K)
eru) M" ZÍ'in) m( . -l

.4. ¿mw (3).“ (4))"0/». {kr/6’} + €(t—k7¿¿ (JH/6a LRI!¿ (Qu-I)! (¡W-'H
k, B(81)¡14:1
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Ya se ha visto (of. B(29)) que en las aplicaciones físicas es pre

ciso poner S(k‘+k) a 0; de manera que, explícitamente, queda
,7. í M x ( l

Rpl{:2h (K0 K 7K) : {-I} o (K-K)wn
( JM“ r“ (K’¡”:2+'ï m“) ‘76“‘k 82")

w:¡
/¿ r
¡{mi 2M (K, k/¿K/ z (_.)“ {37k —K/

ZWir) ¡a «¡si l _
-+ L Z (¿2, FWD“ (M7 + vb.“(“y ’

L w“ (¡u-0“ /
En particular. paéa mo se verifica, deepuós de un cálculo tedioso

peroCelemental , que

(-4 E-JÉ‘F(dm(¡1+t!) '4' (K_k(}m"] Ï O)
(1M I! 13(83)

'nl fl
con lo cual la integral de normalización toma el valor que ya cono

)M ‘(Ivll

ciamoa:

I ; . , Z l

ÍQÏJ (luk') r 3 K" JW/Krjjé (K r} r- Ü: ¿”CMS/(44n

D

Í

5.4.- R3 6.6: 2n+1)>/0
oc

r'“ ‘i' {ZM-u) - I ¿(“kr/r.

Rhünmn”“7= ti—¿——- 'fSÜWWïVNÚ6 fidr
¿m _w

¿'(3

,. l y ‘11 y í, _l , F

+ CIC. + (--l)(—'-li 86((kf/ ser/[kr/ F (K (/l fnCCzrfc-C\)}J B(85‘00
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Los coeficientes de xoy (¿oson deltaa; los de 0/,37/4.aon'derivadas
primeras de las deltas, por B(63). El resultado es

1‘ 'h |

Ríi'4-(211+\)(Klkv = ¿li (1 flv) {(‘Üpi‘JE JI/Kíi-K) — D“ ¿[IC/+k/J
- I ¿{'¿"Átt M‘¿I Í

__{5/04ch -(3, Ó-(kl-tjj-F Í-ÚÏ 2' ¡(H-H) Z [fif'ndw {k+ 1:))Iw:¿ (¡‘4" .

. M*L

-(qk-K' _'_Z ‘ H3 (K-Ic) j) Z A) w (wa)! mas)«4:2,

Debemosanular no aólo ¿(ln-lv) sino también su derivada; en efec
I

to, siendo zá(x)=0,es ¡6+ ¿ía O; por ser ¿ao y #0, resulta
l

Jam Así,puea, queda

3 / l Mi , I l I
RLFÏ (211+!) (KMC>K/ t: LÏ'ÍZ +)+l [5| ¿(k*k) ‘ á. {kflej

Zlf’gh)i_l

_'_ (—')(+”+'o<m(«+H1“? ¡3MN- k/MÍ}
l

ï ("v-e)! ‘h:¿
.L.

B(87)a)

A, \ (11' l / /

¡{LH/ZM) {mk’ac/ z ¿Í 2 4/1“ {fu J/K-lc/__ J [k-e/
WWW B(87.b)

\ I —¿ m-L

4- L {Jim [(")(+'°(M[k‘H‘l/W- f4. {k’hl/2' (¡4-2
441: l

Por ejemplo, l

112,1(k,k') = - Rï’o(k,k') . ¿(KL/J B(88)
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6.- Integ‘glee de integgndoe images

6.1.- 19,3. Z +¡g2n+l)_Ï/_Q

Por 13(43) . Go

,{3 ’ ’Ï(ZI’I+|) Ñ l \ l y}(,Íf(zn+|)(Kill)': M—”L___ “P; “(((kr)5‘ ('I‘r/QT”
sL O r

C
¡‘ 1/ ¡ ¡(k'k/jl'

4- c.C\ 4- Fu)“, P‘É g; “7”; SC’N’C’) €_—————C-C}B(89)
- r1

O

Teniendo en cuenta B(59), la primera de ¿3.99¡Integrales indicadas esr ‘ - " r l 'J- , 70'”
Q , JÏ{I( +¡c /f' " ¡r

lg’\ .>({lKr/Srl/¡nd í ¿uuu el/K‘rk/drJ" 1M+L¡“:0 r2/¡Ïk):/ o
MA l h4' 1 a ' l

: ¿004 +136“(¿L/fi {5(ka/¿¿1+¿[allt+kl+C-(l+í+...+mí| 90)
Las denia se calculan del mismomado; reunlendo los resultados,

Ro (K ’ - (‘l)ú+)‘ l“ I “Mi, I
U4: (bm) Ik/ - 2’: .__ ("Í "l MWÚ<+U [Kafka-«LEC

¡7 "¡1:0 (““PIJI
l .L.

— 'L'f' + ¡“1rd
B(91)

H-')( ¡"su(«-¿JH'ÜA IM'I +C- 0+3. +á*"' + ¿7" U}
l

6.2.- RIJ g Ci 2n zo
l ’ > ‘50 (¡f/(44:7?

RJ‘IPÏÍN (k. ,41) = ——-/"‘J2(+I+”{ É58(íkr) S‘I/l‘klr) É-—r,_ M+C'CO¡1 o

{-14 ¡ 1‘ l ¿(k-K7"

+(-4) Í 36(1'kr)Sel(lkr) + cnc.)nr’
o B(92)

Por e Janplo ,
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6/ ¿(Íf‘d oo

,. i ., ¡{k ¡r'/r l‘ I

P'g SUM”) JT,(’kl")g; H : THB/¡u p‘FvíÉ (kHz/F(LI'
Mi“ o 13(93)

)’fi { I)” x: (-1 .‘¡m «+1: \ r M l ' I

Z! y T {LEÍKJ-k/Üí-LÍfk+kl+c— (l-+_¿+,.“(:0 '

Resulta asi

J a ZM"
r) I -1) h _¡ "A 'M ‘

RPM-tan(km) = (T Z (7:2, {MhflHc} [&lk+kI/+(‘(l+ífn')]Auro '

+ Mp“ ¡gw (KHz/mí ¿u(una! +6 _ (1+ ¿L+ -v 13(94)

r
6030- R2. e. 2n+1> O

(+1 ‘ÍÍZ‘h-H) \ a: Y ,
_——_.(_.)L -' [Se (¡Krj Ely/(1'Hr) e 1 t 1“R/Pfir.

0

2

Rafi/11‘14) (K‘KI) 3 'ín
60

' y ‘ l

.4- C.C‘-+(-¡)(+' [Se/Á‘Kr) SPI/¡‘k'r/ €Á{/<-sk//;cf}o B(95)

Aqui ya aparecen,como coeficientes de aa,y fio , las deltas positi
va y negativa. ror ejemplo,

a0 ‘ A

g Sc(J'Kr)Se'h'k'r} €'(‘+'</" (tri; CIC‘; ‘201°o ¿(K-rk')
¿(italia

M Iu-l

s. l: 7-2 Lil. 34M(¡(+K‘) lk+xll+(‘- /’+_¡á+“_)]
¡wz! (Im-I)!

El resultado es
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e ‘Í(ÏB+¡)+| a (
.‘Z (-11 l I (_‘)

{ZM-fl)[k'k'j: 1’?n K+k' I<—k'
ali-tuu.

+21 3%{RMK7 [M"+"'/+C“('*ï*“')] 13(97)

+fiw(-¡)€(K—K'/h-'[alt-KY-GC-(1+1l-4-«I
Por ejemplo,

"‘ /

Rfi'l(k,k')a É}?La, (.14. B(9B,8)/¿_kl k'C_K¿

RÏ,°(k,k') . RÏ’I (k',k), B(98,b)

resultados estos que habíame obtenido anteriormente en el parágra

fo 3 (01’- B(24) y 301)).

Í

6.3.- R3. 6.6 t 2n >¿o
a)

Í l' K (’r

RólpÍZk(Ki‘ï')= Mi?" { PF S Sum} Se'ftkrr) P { ""/ ral-ro
ac

+c.c. + A)?“ p; íS‘e/¡kr/sr,mr} e‘(""‘/'rctr+ c. c. feo B(99)
Ademásde las deltas positive y negativa ee presentan-- por B(68)

sue cbrivadae primeras. Por ejemplo,
I I l O

. _ , , ¡{mw/F \/\ , p AN _ f " I n 5 (/‘+K/_' f _..—.ar——
pf ibpn/u/ Se (mr) 6 r- r- ¿‘_ /K+K7¿

‘ 1 Y (Í 'v‘. -_L_ B(100)+¿91'í7V/Ic+r.+ pr/‘í
ZÍfrn)

2: W «L+ (:1 0/.“ (I(+K’/l“ (:cgz ¿_(k+K,/+¿Klk+kr/_C-(¡+1¿4“7]
Mz). ("1)!
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E1 resultado es

B(101)

P-H
‘lóV , -’)€+|4-'h 7 l P lp.)é; ¡lt = ( _ | ‘

(¿zu (k / JT 1(:(K+IK')¿ YC (K-K'V'

¡4!
__ o(, ‘ l __ 17‘ _ (-I)

r K+K' fi. f k-k’

¿(Í-1h) “Pl

+ É L1)“ [dm /¡<+k’) {le+r<'l+C_ /I+J¿_+.\‘))(M-z)’(“4:1 '
u-¿

+LJUÉWÚ“K7 (LlhKLLC—p+¿+»Hu]}
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7.- Unsem o métogopara calcular las intgrales cmermtgs
gel producto de dos funciones de Beeael esféricas

mi este parágrafo expondrcnos otro metodopara calcular las inp

tegrales que nos interesan; es menosgeneral que el anterior. pues

sólo se aplica a las integrales convergentee. La ventaja de este

método forml radica en que a menudopermite obtener expresiones

más compactas que los polinomios a que se llege con el método en
terior.

7.1.- Descripción d todo

El métodoque proponemosconsiste en sustituir, en los integren

doe de RP. las funciones de Bessel esféricas por sus representacio

nes integrales JJ
-n iz n' 43%

ahh)- e ¡“y fu)df. iwh) - ¿z go. r PJ)” ‘f‘nuoa
donde un cos a} y Pn(cos9) es el polinomio de uegendre de orden n.
Etectuando la sustitución indicada e invirtiendo el orden de he

integracionec, se obtiene

Í
m los intemndoe me g p +6+ Q El

oo

3‘;c,(k,k') - 3 mag ¡(una dexk'r) 1-"dr u EÏLgJe(h‘) jafik'r) r9 dr
o | "°o

¿cg u’ u ' I i(k -k")r n

.4” 1 ír’erSrC(/u)re‘(r)o [L I“ ¿fui/L
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(¡ °0
kk' 6-6' r ’1 i(k -k' ')

n -2- 1 S PI,(F)¿9}‘dr2—J'7í0 P tp dr

r ‘ ‘ '

'1Le-PÉP()P(')5(I(31 1;")4 a’ B(10)""2’ ¿PM /"/* f‘ I“ 3
/

y 2ra los integandoa imparea gn + 3+ e ignarz
00

RP ,(k,k') g 3 ¡avg 3 (kr) J,(k°r) rp dr(“.0 ¡7 e e

D l 0.o

' e'- | , / 1 _ o Í

kk 1 “PE (¡o P691) a} dI/u,2—J-7-K309“ kl‘)’ ¡P dr-. ofl

Q'J. p . w

.Lkln fiin”) 124,1)5+ (qug'flj) d/Lala” n(104)

El próximo pam conalste en aplicar la propiedad integral B(64)

de la delta y de sus derivadas. Para ello es preciso distinguir dos

canoa, según que k' 7k o k‘< k, ya que el argumento de las funcig

nes esféricas debe mantenerse, en valor absoluto. menor o igual que 1.

a) k'>k
l

En este caso debemos integrar primero respecto de ¡M, porque

¿(w-w = 711GW" ¿M Wir/LIS! 13(105)
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¿(P)(ky—k'y')= L JUJ- EN
K‘P‘“ ¿F‘P B(106)

\ y (__ L j
. ‘ ___ _I ¿V Í‘ '

_l{kW/{PJ}? _( 13(16‘7;u
6+w- «+2= 1:f mr ) ., ¡y

(P) H p r

6+ (k}l—k/J/z. {42? á; [ILL_K'P‘f‘l
)P ñ (P K P J B(108)-: L: L L cr '- 5 - f a -,; P

k‘IHI L [x ¿“M F K'f) P 77/ fflfl- %rf/P+' Í
Introduciendo este resultados enB(103) y 13(104).y teniendo en cue;

ta B(64), resulta
/Mm , l P

P z k 4-0-? Pr (¿í
{17 ’ (I<,K' k) 1' —«—7 L GL e “1/ dH ) L "P “fluir” ¡L 13(109)-l

, x

y ra +f+€1m ,
; Á

P ,_ P

Ru’ (¡wc/M): L i‘Í-{f{f Pr/y) d Pe’fíz/V
L d

2. k'f’ -, d (¡í-fl)? FK1

l ft l PV l) fi /

.—P"L77J_,PG/F)dll- €(pl:-k ÏjP'“ }vt 7<"

l í
,(_í‘-p_tK ¡JP {MLL — . d B(110

“ em K'P p -, e (P) ¡L ¡F —I “Ál- lzí'H P.“ )
ya rue el integrando de la. primera integral es siempre impar para

p + e + U impar.
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bio

b) 1.9.4..

Ahora debemosintegrar primero respecto de fk , porque

v l ' Í (__ t] " kn! ' é
:;‘('\{L—K,J): 725-0 ïfi/ I (2P{‘( B(111)

(P, l f V r
(I: -k í = . ———C( " 5- 7

5 f‘ . 2 Kw ¡{w fi K F 13(112)

C ( II) l Y ( k, ’)u k —-Í< z .._ C4. '— __
+ F F k, k/‘L 13(113)

.'\ I P 1
Ii 1 CL Yu-LÍ l‘: -¡' I _-'_'-7/—

«a(w) m ¿L San“f WW“) Waz-535;]

introduciendo estos resultados en B(103) y B(lO4). resulta

¡gra p + 9+ (¡par ¡
* I

P , P- 5

RM’ (lg/¿Id :- Jít li. (M)?¡Í136,0") LM) ¿(LHB(115)
Ki¿"n-H

vmjdtlrim . A ¡
P ¿LE-HI i P " ,

Im,» ww
{6,0(IH <'/ALT ¡279/ ¿[G.ïklfiibxlló)

I

Estos resultados exhiben claramente una prepieded de las integra
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lee RP que ya hemos podido observar en parágrafos anteriores: son

funciones de ¡a k'/k que a menudotiemnun punto de discontinuidad

(en ¡:1). El valor de Rp(k,k) podrá deteminarae, cuando sea finito,

e partir de los valores de Rp(x<l) y 19(1) 1) en el entorno de nl
mediante la convención

nPu) a i ( RP(1+o) + 39(1-0) ) 13(117)

El cálculo efectivo de nuestras integrales se reduce. entonces,

a la evaluación de integrales en prind. pio muchomás sencillas, co
mo 80D

I I

!

\1>É(H) ¿EJE-¿1 ¿ya sf,(a) B(118,a)
J dba/tk )P r‘ /

| 2 Ú+ É E;

X11"(¡L) ¿Eli-(BLI a/L. a? (a) n(ne,b)
_¡ ¿(ar/>13 6,6

¡ l

p: gP((p «¡JK{gnfifi' a (3) ‘ B(119,a)-I j r-(if" /1 ,1 Mim
pt XPL‘UL)¿[4M a 11h) B(119,b)' t

«u _‘(/L -ar‘)p+1

en términos de las cuales,laa que nos interesan son

(¡J-F
p , _ 1 B. P .15

R“ (k,k'>k) 2 k'p 3¿I¿r(k.) B(1!O,a)
(i, p n + ( +(’ pg!‘ “P

P r n 1 .15... .. p p .15.



SEGUNDO METOID A 58

(LL-p-l
RP (kik'>k)a-j-'-————— .15. TP r 15

2 ka, u (w) p +€+ ¿r B(121,a)
(_(_ h ' 1

RP (ko ¡“(H " 1! P I 15 (“pu cie (El?) M B(121.b)

A continuación nos ocuparemosde las integrales S.

6.2.- Las¿nteflles S

Trataremos ante todo el caso p=0. Para ox’ag’l , los polino
/'

mios PQ(ao ) no son ortogonales a los P(I(ÍJ.). Si f =Í ae encuen
tra fácilmente

1

exo ' e3,o’(a)= P )Pa J:¿á 2
Q, g {K}! ¿( ¡4) F 20+! B(12)-l

Por consiguiente tenemos, por ejemplo,

é

—,“——(5 12') k B(123.a)2 6 + 1 k'

R0 (k '/ k' (“je k‘<k 13(123b)p") 'r 2€ + 1 F- '

1‘ k‘ = k B(123,c)
2( + 1

resultado que ya ee conoce por otros métodoe.9

9 G. N. Watson, A Treatiae on the Theo of Beesel Function (Cam
bridge, Univeraïïy 5933.1911) ,Za. eg” p. ¡05.
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f

Para Ü¡{É debemosrecurrir el teorema de adición

l . " f

2Pn[cosí’oosü + son}: son?) oooO-4 )]
n

f _ l f

- Pn(oosg ) Pn (cos u ) + 2 {fis-f con ¡IW-f) 1’:(coss)1’:(€w5)

¿“:1 13(124)

Tocando ,

oCOSS=a o n‘el'
resulta e,

o 6/-“ j W M
Pc.(4p); Pull) ¡{ION-z l ) °°“‘% ¿'(a) ¡DC/"¡Baza

¡kh (Fr-Hu}!

Multiplioando por P e ( yu) , integrando y recordando 1a relación de
ortogonalidad

¿P 3' _ _5_ Sr , B(126)
C" ¡r )- ¿0+1 00

obtenemos l

5°, z XW rr a d z m cu{e (a)! _IF H p /. ¡4) y r 2M, o

{f' wi' n P“ IP " M127)

101:] ' v!
Las integrales que figuran bajo el signo de sumoión se calculan

idealmente en cada casa particular; son diferentss de 0 solamente
l .

si [a f , (+2, (+4.... Por lo tanto,la regla de selección es

SM" (a) 0€ JF;/7+2A ¡7470,- ’/¿/"' B(128)

Andlogammte, 6 ¡M

.0 I 7

SIMM): VMA) (Ïr'e4- 9- 3- U-‘HÍ' css“; ¡(/a)
2m, “43! mw!

l _ M 13(129)

É ¿"N P4(N ¿flv'I
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Las integrales que figuran en la sumatoria son diferentes de 0 eó
, Ilo eiíaá + 2a , de modoque

O

Espai (a) o( á¿¿¿_¿n 20 , n a 0.13.2.3.... B(130)

Para p > 0, las integrales Sp(a) ee reducen a las 8° gracias a
la fórmula

d. Per/ap) = '_ (p-,)_'[m;.)/zw-,).., (d’- ¿p+3)]/2F/—¡2P+I)Peíp ÚZN
¿(ar)? (9-4!

,4, [ffiïj/zpl-Y/m (2€"7P+')]/JI’ZP‘3) peLp-LMF)
1

4. (Kill ([(z(’_;//zfl.7})_,_[z/L2/>—¡)]/2F:2P-J/ PÉLP_9far) _,¿,.; ju,
Z l B(131)

que terna en 1no Si ¿{'P °s Par! Y en P1 si [-P ea impar. Asi
resulta

l 0

86:1(i) :(FJJ-ï! {/p-JÍÜzf'l-«l/zfïj) . .. {JL 2P+;V)]/zí—e¡>+¡)Sei/7) (a)
_ O

l \ l I / / ‘ _

+ %((/Zr—5)/Zpef/+‘H (7p'lj’4’)] I/ZP_Z/)-3)5¡€l-p-¿ (a)

o-r.’ ’ ' ," ’ '. 'or "’
+ (ÉL. [(¿(-J’)/Z(—l/-n/2p—¿f")7/2 p-¿p-¡Z/ S;¡;_/)_V (A)20.32) jo

P ) l
Análogamente, desarrollando A B/fiden lugar de ¿(Lilia/4.) ,

. P C/,1P

10 E. W. Hobaon The Theo o! 81%erical and Elli aoidal Hermoniee(Cambridge, Ünïversïty kosa, 931:), p. 55.
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P
I — ‘ Il -I ' - 7 - o

S“? (a) ¡(ví-H {WL (a? m“) ("‘Z/“J/fl ZP“)sip-p (4/

+ [/ZPJÍÍZÍ-Í/m “kz/“’ÜKM-¿F'M Serio-Pq {‘ï/4.,

4- (¡)+')í\¿{-_ HI 7€» 2*ll - ,1- 1:3 I I\‘ A
___[( 5/(2 j / 2/ )]/¿/z/ 4/ 5€a NV/q)4 }«¿ l F B(l33)

Teniendo en menta B(128) y B(130), resultan las reglas de selec
ción

v

a; l r p/* ’ /

N416( L)\ 6€¡(7_J_p-f¿nJ /A) x (L, fl_ P52), ¡
que para mayor comodidad escribimos

23, “.25 ,
3m (a) o< Je:“¿/í+h/ / 5da ""-" °C ¿(C‘-«NV/ONU”)

¡A44 (+314
T / Y \ ', Q

".¿r' m) “X °=,/+?/;+u/+/, “¡y '/*) X "r.-v’-¿(<1Z+a/—l>,3(135’b)

Empleandolos resultados indicados se encuentra; tras un breve

cálculo,los siguientes resultados particulares:

Í

(-15)H k'>k B(136.a)k!

R1 (k.k') = 0 k'<k B(136.b)
0/{+|

i kn. k B(136,c)

o e 1:0> k B(137,a)
al] (k,k') . k’¿k B(137.b)
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ll
las que figuran en la literatura

las demásintegrales se calculan con igual facilidad en cada caso

particular. Las dejamosindicadas con las respectivas reglas de se
lección. que son lo más interesante:

¿í ¡I ¿í
Rhe’ (Kik' 7/4] : (-1) Í K,,://;¿¿/;+h)n 2 gti SMN/¿w (5,} B(138.a)

I.

3 *‘ / \ h / ‘20
'\{Ié' /I<¡Í(<Ic/ ': C'[:p_¿/í+h/ [-I) L 1LL / B(138 b)

3-kz? “I‘d/zw Q] '

ali“ , r, n ¿í-H
Km' (KN‘M/ : G(,í+¿{j_4—k)+a(")¿Z ¡Élrw” . ( “de HI/ (¡É/3059.9.)/ +1 I

21+! 234/H /

{i I (k kfák/ .—(Jka/ 2/ / } I ¡k g /
l. I ¡j l I b{r l if! Í ¿ «zi-(I {lf..2/n+h/-¡ )

Watson, gg-citup. 406. w. Hagnusu. 1?. Oberhettinger, Formeln
und Bltze fur die S e 'ellen Funktiqnen der Hathemstiscïíen PE!
eIE ía. ea. (Berlín. Springer. 1918) ¡P0 0
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6030- Las integ:gee T

Observemoe, ei primer lugar, que las transformadas de Euler de

orden p de la función Pn ,
l I

fi (8,1“)' —,._—_Pn(P) dr P "' 0919290.. B(140)
A ¿l (J’aúr

se obtienen a partir de las de orden 0 por derivación:
I

’r f I '

"¡21(8) a ¿la lP._n.(.'“.)d“ = -1—ELE: 13(141)
p‘ ¿(art)?"¡/1!4h pi “(aiL )px. l

Si fuesecqy>1. laa ¡2, efinirían las funciones esféricas de ae

gunda especie. No siéndolm, además de las Qn(a}L) aparecerá una
parte imaginaria; pero ésta última en definitiva ee eliminará al

calcular las TP que nos interesan. Por ejemplo,
Io _ l

Mo 2 \ ik... v: €44-Iiü .- [flfzmqu
o“ ¡(-ay. (+61};

-: —z: (un) -- ¿a7meu). PoMH Bum

En general, se tiene
l

MU (ip) 7. X1)Pitt-(Ji) ¿PI : - (pp/(Of!)-—(náhufi’ [Qu/[- B(143)' \._' l- ¡L I

o bien, tomandoel valor principal del logaritmo,

IISl(ag) = - 2 en (afl- 0.1) 13(144)

Por B(l4l),

M" y . mu ) u.
a W ———3, I e ,.,_°__j:t*+ [¡7/2n+// L ((645) Bms)

' ¿(hd/,1)? wal}:
de modoque, en definitiva,
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I l

P" W {W ') a '

Tx ¡É ¿(K (’(Fmr(a PL< H ILh.W
1

D'Ï/ P
:_ ZJ d (No(Qfl)C{/J—¿J7/271-H)5; p/(a/

.4 ¿(GF)? '

Las Tae se obtienen, en forma Pd recicla.
Ahora bien: laa Ta! que figuran en B(121) son aquellas para las

Í
cuales p + ¿+2 es impar. Y en este caso ei segundo término de

B(146) es nulo, comoya se ha visto. Por este motivo, queda
I

_zq, 2;.
[Epi/2):“) (a) :"2' ípeU‘) 0L QÚibmw) (af) d

l_ (¿MHZ? x“ 13(147)

0.5:

zi.“ 4 Lj-Hd )
Tfjífzh (Q) : -Z( Perfil) «011.2%(¿L/A B(148)

J-I ¿(QP)ZQ+Í

Comoagp) (x) diverse logaritmicamente en 3:1, resulta que to
daa las integrales RP (p fi O) de integrandoa imparea poseen una

singularidad en k‘ak -- lo que ya habiamos encontrado al tratar-laa

mediante el método expuesto en el parágrafo 4.

El cálculo efectivo de estas integrales se efectúa sin dificultad

en cada caso, utilirzando las fórmulas

genius“, ¿F{(QML.)¿¿{’ÏI_Q{+2(É-LQÍ+...+¿)}13(149)1-: 'n-H "' ‘ 5 "
“a CL n Lugar

CL

m1 3 n

EL? d! I ln 'ÏÏ C2 (Ï+ g’+0..+'3-)-X
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He aquí algunas muestras:

’:.1(‘) ‘ H ¿(El e“ B(151.a)

Tio“) " ‘ 7::+ '55 ¿“Í É; B(151.b)

rio“) " 1% ¿M B(152,a)

mmm. á.- msm)
’Ï.1(°)-‘ " ,‘Ïzz' ¿:- É“['7+:%/ B(15!.c)

Tío“)= - ¿{hay + á h“ Bust»)

Tag“) - — (7442* B(154,a)

3 4 c, ‘ ¡A ¿a1' (a) n x . 1-» _.._. -55- __ »' “La BCI-54 b)

Gracia: a estas fórmuhambtenemoa los resultados que se con

signan en el parágran siguiente.
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6.4.- Integrales de intefigdos impares

Ias integrales de integrandos pares ¡en de calculo muchomás sen

cillo que las de integrandos impares¡ por tal motivo nos limitaremos

a señalar algunas de éstas últimas, ya que aquéllas se reducen a las

integrales elementales Sp.

‘ IZ ¿ /
K __ {C (c e

Rg'l (k,k'> k) B 2—'n—í T ¿K {FTC-3k 4- 2- K] B(155..)

Z / L r, V
a K ‘IC ’ Í‘: 1'"; __ ZK

Rg'l (kok' (k) a ïn í "MKJ LM/ ¡(«4Ll í B(155.b)

¿ o
ll l C c l

Hg“,(k,k')k) a í a. / _4_Zlc]:QC“(K,n¿7/B(156'a)K/ (l-(C

o o l.
nl’o (k,k'( k) . R0,; (K, k M) B(156,b)

Estos resultados concuerdan con los hallados en 6.1. pg; otro m6
todo. Para k' = k podemos usar la fórmula que da Watson a

A o f
¡"<le ('(IK}: 2 K ¿al /¡_(,}n/¿

e+ “I f ’- P 13(157)

de donde.para nl“.
o , nuse)

R;a (K.k) m“ ¿a 4
r — ' :2n (Zn-¡»JEZF-Hi mm]

1 Watson, o . cit.. p. 404 ,fórm. 7.

H
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\ . r<Ï+K
sin (k,k'¡¿ k) . 7 ¿K Et; Í M159)

I

, \ 2 /¿ . l

silo“ k) e 2-“ { K +“ ¿e l KH ll- a}? B(160)kk' I<-K

que ya habíamos encontrado en 6.2.
/

Para ps1 se conooe una fórmula general válida para ¡y! cuales

quiera: es la de Sonine y Schsrheitlin:
¿a '.l. 4-}? In — r P + a

{dr (KF)uy (k'r/¿{z _(_¿J i-(LJH/ N1):“4+” LL]:K'“*' Mi“) mm ¿ "O

E I<'I> k] 3051.3)

d/lur/Jv/k'r/¿cr: L 77') , +(r‘+__::‘,-/I%HMu;¿fag K "H -- «
sy, r(F_¿_)r/J+l) B(161,b)

Cr<l< K

Pero estas expresiones, que son series infinitas, son de manejo muy

incómodoy no permiten ver -—nisiquiera en los casos más sencillos

el comportamientode las integrales. Jfor ello. para las aplicacio

nes fisicas Juzgamospreferibles las expresiones que hemosdado,sun

cuando no hayamos obtenido fórmulas generales.

He aquí algunos resultados para p=28

2 . _ \ __:"_._¿__ J K'+k

R0.1|.(k’k>k) - 7; { ¡(laws + /<’ K/_K 13(162’8')
2 . g J_ fi k z'k ; r

110.1(m <k) Ü { P +1 La /I< +r B(162.b)I<’—k
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2 .
121,0 (k,k >k) a . [gfi K

2 l Í

31.0 (kik'¿ = 7.,[Ir

Por último, para pa}.

32,2 (k'k' k) . i i _’
¡7 k’ K12_KL

3 ; f k ÉK¿.— k'¿ ‘ I
n (k k‘ k) - » _ ¿- ¿w I<002 , 20 K' (K(—J<”/L k’z . (ZÏÍ’I

B(163oa)

B(163.b)

B(164.b)
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7.- Integral de la velocidad radial

La integral B(3) ee reduce a dos integrales ya calculadas si
empleamosla fórmula de recurrencia

¿{J}nx)__ J ¿f _ ¿7
7a? ‘ 7 J "+‘ N165)

1a que nos da

4. (f ik 2 :' ÍV“A 222. -‘ J:”+'
dx ¡[z Kill X'/z_ B(166)
E e(K“/ .— é ° r / l r

11377 " 7- }? (kd- K /€-H [kr/Se tiene asi
(x.

h ' l: | 2
J (kr)L 5%.Je(kr) + r J¿(k r)] r dr

l,

ágïí(k)k') a N(k) N(k')
JD

a (€+ 1) R1 (k,k') - k'. R2 (k,k') B(167)
¿É Cfi+l

En particular,utilizando resultados anteriores obtenemos

// /
; ,_ z kk

o ——
B(168)

r7 kia-kz,
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ELECTRON EN UN CAMPO COUIDMÏBIANO ( ESPECTRO CONTINUO )

1.- Introducción

Las integrales son
00

¡4 ar

nft, (km) . ¡{(k) n¿n(k') í 12/09:) ¿(han rP dr B(169)

+ oof '
a . v '3 ',+ r} 2

ficha]: ) IL(k) Nexk ) Íe(k,r)[5/%(K.) ¿(7911- dr 13(170)

donde

f e :¿‘KÍ' \Ï ‘
7¿(K,r): ,21 {w} = ¡«r/ e F(/+/1_- ¿ño/'¿{€+p)}r¿¿m7) 13(171)

Í 6: 2n
P=0,1.2’3 , n=I0, 1 g2,...

.¿t (2n+l)



A 71

2.- Normalizaciónde las_autodiíerenciales

Como rWZ' no es de cuadrado integrable, normalizaremos las

autodifsrenciales correspondientes. Ello puede hacerse, lo mismo

que en el caso del electrón libre (cf. Apénd.A,Cap.I,2) gracias a
la ecuación diferencial. Tratando dicha ecuación de la mismamane

ra que en el caso dei la partícula libre, obtenemosla mismaexpre
sión ¡lilzittln B(9). l¿nella introducinndnel valor asintótico

5M» (¡GQ/+- cÏ (U)X2(IU) m Qu) o R»)
Mi I 13(173)

donde la amplitud ss

Zn

C€(K_): 6- ita-0
|F(2—H+ 5.3.04)!

13(174)

y la fase, que representa la acción del campoa grandes distancias,

5m)= i ¿w 2 KKL+oze _ ae 13(175)
¡(ao z

siendo «gel argumento de la función rfi:
t'a/

. E - l .2 e
Ï'(G+l+‘fiïo) - lr((+l+‘7r«ag)l € B(176)

El término logaritmico que figura en la fase es muchomenor que

kR , de modo que tomando R suficientemente grande(en comparación

con la longitud de onda) podemosdejarlo de lado.

Introduciendo B(173) en B(9) e integrando respecto de k' sobre

un intervalo espectral ¿Ak‘, se tiene
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k'+°_‘<' p» “+44?

z «fi é z I

( dit, íÁ/fulfleüÚ/Ïelk")¡“k/f) T dx: ¿{TKM Mu") “(EL
L‘AÏE D KL Aki/L

(3M,¿(“<4 smfmfi+Jem] Cos[dm ¿(“9] _ swa'K+ o’crxvlcostL-múfiK K' 13(177)

Apartir de este punto, el análisis es igual que en el caso del

espacio libre, con la única diferencia de que ahora, en luga' de la

función NL(k), aparece el producto N¿(k). C¿(k). El resultado ft
nal es

a ¡(+9,15 1 , K e AKI

a“ r2 d’r A/G(¿/”€(KIl/Ee[lclr))/f(kírj¿LK':
flaco , . I 13(178)

o K-tÉ O, K á 4k
o bien

oo

New A/eu‘)PMA 1QMr) r2 ¿a : ¿(z/-4 , 13(179)
o

donde el factor de normalización es

n 2 \

M204: (¿f/Z .L = É. I/llc e z EE”lr(p+l + “¡tf/KM B(180)” (“em (n) u

Observemoaque éste se reduce al de la partícula libre para 2:0.



3.- Ensayo de_aplicación de algoritmos de convergencia

Las demas integrales son muycomplicadas. A diferencia de las del

electrón libre, a priori no podria decidirse siquiera cuáles conver

gen y cuáles no. Contodo, teniendo en cuenta que para iz/ka° sufi
cientemente pequeño nuestras autofunciones pueden aproximarse tanto

cuanto se quiera por medio de las funciones de Bessel esféricas, es

posible suponer que nuestras integrales conVergeno divergan exacta

mente en las mismascondicions en que lo hacen las del electrón li

bre correspondientes. Queesto es asi,se demostrará al final de es

te capitulo.
Conviene empezar por inquirir si las integrales que nos ocupan

son eumables por alguno de los procedimientos conocidos. A este res

pecto no interesa que converjan o no, ya que, si son convergentes,

después del paso al limite que caracteriza a todo algoritmo de sumg

ción no queda huella del mismo. Lo que interesa saber es si los re

sultados que se obtengan.son utilizables. Para ello lo mejor parece

ser ensayar la sumaAbel, por ser la más potente y, a la vez, la más
sencilla.

El producto de las autofunciones B(l7l) puede ponerse en la ferh
lll

/ / .
€ IP Í f _ {Mí-k7

XQ&ÚXHMÜ:Mü/fivw kl< f+ 6 t r
. lr:¿(f+f(181,a)'F(°‘f a“; "¿kd‘ F(°‘IÍ fl) (¿KH } XÉ€+l+ÏÉZLo

:fi/e{K)A/e’(a=7¡JK/NF?" (l 65".“ “rr/r

oc OC M n
Z 2/ 0X)“ (“(711 ah“) (¿sk/r} ¡l (adn,-':.oder-H)... (01+w -')(m (Y). w.‘ a!
¡Mio 41:0
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{res
y en otrasvforms equivalentes, resultantes de las combinaciones
de gti-kr con etik'r e La sum Abel de Rp es entoncee,suponien

do que fuese lícito el intercambio de la integración por la suma

ción, oo

(A)REF (MK')' ¿La SE-SF’V€('<)A/P’Ü'Í/Ïe(hr/¡('(kÍr/rf W
O

‘

ao

0' ' I I 3

hr: ¡la (¡In “1.01, —>oo B(182)

N oo \ I I

3 Mgmt/MW ¡((#ch w)“ (¿A ¡mr/¿“7" ¿L9 íe—[s+u{k+n)1rrp+í+e+m+ndr
lun)

Como

u r(P+(4-€,+’WI+7I+I} 1 (¡0+ (1-1,)! (pi-(+9514) Aya-wn )

queda finalmente ¿I

(A)RP [K I) ___Ú(")Ml(k') (P+P+¿MK ) .m’ ’K _ ¿P+€+"+' (¡<+I<')P+' U“! K”

Í

’ . 'Z ’ ‘j‘ . P z/P’ --¿_", :3.“
‘ Fl p'f'erf'l¡ p+l+¿{á-o, ¿grab) if 44)) 'H}/Kfl, k

donde 1‘2os la serie hipergeometrioa de 2 variables estudiada por
Appell y Kampéde Fériet s

Fth‘Ib'bl} (¡C/ v,flj) ._:Z Zta'hH-‘n (b)h /ó,)41 XÏCL" B(184)
¡“to 1':

(c)M (6),, w.’ "nf

13 Paul Appell et J. Kampéde Fériet, Fonctions h er éometri nea
et userephérigues. ¿ngQmes d'Herïïte (Parísfifiáa. PLN. enera e r eogeïïïc serías (Cambridge, niversity

ey, E %Ee EPresa, ,cap. I o'
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Ahora bien: esta serie converse (absolutamente) para

III + lïl< 1

pero en nuestro caso |z( + (yl a 2.
Naturalmente, la serie podría converger para ciertos valores

especiales de los parámetros que en ella figuran. Pero, aun asi,

su convergencia sería demasiadolenta para que pudiese ser utili
Jbada en fisica.

La falla no reside ciertamente en la debilidad del factor de

convergencia e'ar . sino en el hecho de que la serie hipergeome

trica confluente no converge uniformemente, por lo cual no puede

asegurarse qse sea lícito efectuar la integración término a térmi

no que hemos hecho.

En lo que sigue eXpondremos dos nuevos métodos que nos acercan

a una solución satisfactoria de este problemamuchasveces tratado

pero que hasta ahora no ha sido resuelto.
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4.- Métodode la representación integral

Si encontramosuna representación integral del tipo
b

Mu) g í em t 412mdt suas)
a,

el cálculo de nuestras integrales podrá hacerse a lo largo de 11

neae paralelas a las seguidas en el caso de la partícula libre.

Para obtener la transformada LPQintroducimos B(185) en la ecua
ción diferencial satisfecha por le , que ee

‘ z

[xa (¿- + 2x é +X2 *€/j+l)+ ZEXÏ/Ke“) : O B(186)¿xl dx

A fin de encontrar la representación integral de cada uno de los

términos de esta ecuación, partimos de las relaciones

5 ¿“e ¡xt/b .
je 695€;su : Pe 6’ ¿— ¿XL/K) 13(187)

0L dt

J.» a ¡3
r‘xf d e _ ¿( \ z

Le dí: de- (‘É_¿x‘t{)¿)w—x lea) nuse)

Derivando reapecto de z la primera, obtenemos 1.6%}:, y derivanx
2

do dos veces la segunda resulte :2 ¿El . La ecuación diferencialXL
ee convierte así en

b II /

Sa[(fz_1)(& + 21': (KQ__ (¡(+l) f€ + Z ¿a kPeli] ¿Li
_ 5

+ [041) (“Fel-¿MM-2 36%] e '"í : o M189)a
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vale decir, la transformada es la solución del problemade auto
valores

d. z _ L‘ ¿É

B(190.a)

A
. ¿ 6

[mw 3% s4‘X‘fe)'Z‘5%]5 " {a = o B(190.b)
Ia primera no es del tipo de Stum-IAouville. pero es la convierte
en tal efectuando la sustitución

cg.¿‘ t
Lf¿({-);(PCIe).exp ¿é = (Pe(fl. B(191)

La función (PCsatisface entonces a la ecuación
x Z

é_ []¡_tl) 4¿Ïe] 1p crz+q) ¿y -— 0‘5’ (Pa -: C) B(192)df (ft. J’Íl
o L‘ ¿‘5

Esta ecuación define los polinomios de Legendre 1°¿E(t) y Qe(t) de
orden entero y grado imaginario. Para -1 ét é l son

i —¡ t‘E \ ’ ¿tPeíft):[r(I-C€)] (g)ïlï(_e//+U1_¿¿l IT
13(193)

L‘E [E \ —c‘EQ‘ ‘LMJE.PH_M) Pem]
e ÉL 25 SME e l rÜ-Hsc‘E) M194)

Por lo tanto, 1a solución general de B(190,C) es

“Few = 033)? [ A PÜÉH 6 (¿MN/J M195)
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La condición de contorno B(190,b) es satisfecha por b- -a al,

de manera que B(195) resuelve el problema de valores prepioe pro

puesto.

Ahora bien: debe exigirfie de la solución B(195) que sea regular

en el dominio (-1,1) para todo valor de á , y en particular para

i = 0, puesto que en tal caso la ecuación de onda se reduce a la

que define las funciones de Bessel esféricas. Pero, si ¿-= 0, QÉE(t)
diverge logaritmioamente en los límites t a: 1 de integración. De

manera que en B(l95) debemosponer 3:0. Así resulta, finalmente,1a

representación buscada:
1

¿("7 = CHUÍÉ‘XV'TÉÉ)

(.. É
2

P
¿‘5

e ¿L6, CÚKJTZB(196)

que, efectivamente, se reduce a 32(x) para ¿iso (cf. B(102)).
Parece preferible evitar el uso explícito de las funciones esfé

ricas de grado imaginario, a las que no estamos habituados; ello se

logra si, en lugar de emplear la representación integral de /C , ee

representa en forma integral solamente una parte de ella, a saber,

el coeficiente de (kr)e . Se sabe 1 que1-5 _a-, a-/

9*? FM; LL?) =—L)——¡ï(aïHifi) Áíeizt («-Üb A“) 13585;?)

0.¿Re a ¿pe b

14 Magnusy Oberhettinger, op. c1t., p. 114.
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Merceda esta representación, el integrando de RP ,que hems indi

cado en 13(181), es

/
P e

Nc(K)/Vc'(k'}[c {klrÍ Xe/ (t'jr) F P l'- ‘De,p’ (MF!) r P+ + '

l j \ (f f...i \ (¡I (-i p 4-'
í g edkt“ “rm-t) ’“w{lu} 4¿mw/14") W”//+l"/ matar

—' _I

B(198)

donde I Z/hég) í. ,V - l /

D (k .2) — M/K)w(«a¡k":<’ 2 (2m! Mu).e I —

rm 1+«'¿10)r/Im- gw)mw «¿WW-H- 1‘i Jk’fc‘o B(199,a)

: MEÍÚIVP'Ü'ÍI<(k'pl Í-ZN-H-‘U/Zf-H/ {(18,44}!

(FH-H4- ¡É-QÓHZ (r(€'+1+ ¡ft-aa)“ l BCI'999b)
por ser

¿
r(?+l+ ¿8) l-(LH‘M) z ¡[Vi-+14-Fi“

—_—)(I+[€)(2+('g)... (¡15(5) Í-{l-r- (‘ï/{Z

2/76
: (12+el) /2¿+ EV"- /«”?+ 51) ‘€fl¿_e_fl¿ M200)

° bien. introduciendo el faczor de normalización B(180),
n .2. _'_ t. h _,

D I (K ¡(,1 ‘ kÍ-H ¡(M-H e Ï a“ ( ¡(4' (<1) (¿LH/¡I [ze/4”) .) ¡ha/[1!!!
{’t l - z/H-¿’l-H ‘3 o f í

fl :2 [FTP-H+ i’m“. ]F(€+1+ ,aaN M201)K
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5.- Lasintemlee

A1multiplicar B(198) por dr e integrar entre 0 e oo. después

de invertir el orden de las integraciones aparece la distribución

que ya conocemos:
60

‘ kt K't‘h‘ u (h)

' g €‘( + r“ abr z (w) 5+ («un Mi)27;
o

: ¿11”[N’nu5t)+ 915 ¡(202a)¿HW "’ J7{t’+ tfl'” ’

.. (-v)"[th ¿{0+ "71[——"(4)nm{áe “w K “bh ¿FL/¡MÍ B(202,b)
Ia. forma (a) debe utllizarae para k'> k, en cuyo caso debe inte

grarse pri.er reapecto de t'; ae emphnrá la (b) y en integrará

primero respecto de t ai k' < k. Recordandola prOpiedad integral

de las derivadas de la delta. queda
+F1-f/

RP ’(K kl>k) - D€,C'ÍK:K'/17 (47,)
a‘e ' ‘ K’ p+fl+ ¿'14

4 1 e z ¿C r2 I x(7- ‘ V+ pH’ e 0+ I
oLt(l-t) m“//+1‘) (m __.__d+ (Hu) Fufi-L t} “2°

¿(5 1/¡HF-¡(l k' k'k]

4 4 , \eu;
I-t') Kh/H-Íí)

\ . p’w‘á
\ 9+9“ "Hgm - “’43? ( “2°.L - p e' I (-t H-‘t' . P

+n(Ü (P‘ff' j. ' ) / j d’t AF (tl+5_t)P+€+71-—ll k'

ottf

_\ ..

B(203,a)
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' p+f+fDm'fitm) J7Í-“)

‘<P+i+el+l
P l

R1”), (K¡K<K) 2.

{ l x? l \9_ r .2(_t_. (4.4., P-¿P'H 8-1.... //+'_.

l K'ao( I “¿o ¿g / ’I Kao ’ me]
- ¿+1 l ¿it LK

Sum Jr) ) ¿(EH)P+I+€,[+K / Í .5)
-¡ K

l

' [-‘2 [+¿i
u-) kall+fj “a. dá’

(u Lia} F+'+l'+'
K

l r t
dal e- c3, p’+(ir. f

+ L (-«)P (¡wm! {(14) "“"/4+1') “http;11 'l

B(203.b)

Cuandoz/kao, que representa la acción del campo, se hace cero,
estas integrales se reducen a las B(lO9-llO-115-116)del electrón

libre, Esto se ve con mayorclaridad si se tiene en cuenta que las

expresiones que acabamosde obtener son idénticas a las que se chp

tendrian utilizando la representación integral B(l96).
Nohe logrado aun evaluar estas integrales,gor lo que las dejo

indicadas; probablemente todo se circunscribe a encontrar caminos

de integración adecuados. Contodo, se trata evidentemente de ex

presiones manuables.

Unaintegral parecida a las integrales interiores que figuran

en 13(203)fué calculada por Husjeliehvili 5 s
‘a' ./ ¡{4 n/ +a' I/—Ar

(un) HK(aut) Z Cu-:2m‘{/a+e) z ((2-2) z M204).4, t't +¿€‘”y /2+.2¿u/}’

15 a." . ncxmmw 3mm cugníwrnbln. Hnmsme/E YPAQEÏI(Mcscú-Leningrado,l9463, p. .
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Las singularidades de las B(203) no degenden del gggpo aino úni

camezne de p,€ ,e’ y de k/k'. En efecto: la influencia del campo

aparece solamente en el factor DNr(k,k’), que ee constante y valeI

l para 2:0, y en los términos del tipo
+ z

1+ t) E a‘01- t

Ahora bien: este último es un factor oscilante que sólo puede dia

+ 1+1:. .. 1 L. ln B 20
erp o 1—_t ( 5)

minuir el valcr de la integral en mayor o menor medida. Por consi

guiente. laa RP convergen o divergen exactamente en las mismascon

diciones en que convergen o divergen las integrales correspondían»

tes al electrón libre, tal comolo adelantáramoa en 3.

De las dos integrales que figuran en las 13(203)la primera conver

ge siempre, ya que el integrado carece de singularidades en el do

minio de integración. En cambio,el integrando de la segunda posee

una singularidad en t' = - gd: , de mod) que ella es la responOa
ble de las pr0piedades de convergencia de las RP. ior supuesto que

el problem de la convergencia queda circunscripto a los valores de

la relación k/k‘ l toda vez que ee toma la parte finita de estas in
tegrales; con todo, es interesante saber que algunas de ellas conb

vergen.
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6.- La intggral de la velocidad radial

La 13(170)se calcula en términos de las integrales tratadas pre

oedentemente observando que
. l

. e -¡k‘r .r \ WH'ÉaoiZ/pfilfiím‘
amm, 9?¡(WL ¿(man ¡«'r)e . ¿MN/“¿0). B(206)

df ¿{fl-H)

Así resulta,en efecto,
oo

NC“)MW] [f [/r,r/[ DIP/ki”).L ¿r Ïefe'J/Ir'z de“.ar
0

1 \ , z

j: /p-+') Rap/F(¡fit!) - ¿k lzp/Ptfk/k/j

l ‘ 09 (IM) ( l

+ [K (if). jej {KM} rdár [ei(fl+k’f')r’z(r+.) . '
o " Jai

(i.
€+ Hao+lidéca¿/(2-1 (¿f «-3

¡(“Ü (m (Mt/h "4° {(47 "00+, (If-1’)
B(207)
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ATOMO HIDROGENOIDE

1.- Lgtroducción

fas integrales a evaluar son
ao

P P

R%UMM)ERm%m7:MhMWWíÉwth/W/TPW_ B(208)
oo D

(ReM) = Mau/«firm [813 + 21,7% dr
D Df r 13(209)

donde

e -KF
¡[me (r) r (zm) P Ff- “ri 1”“)? 2”") M210)

o bien K: {á
e _K 26+!

¡que {FI -: (¡L/cr) Ü r Lh+e (2 kr) B(211)

y

r (t 2P
p a0,l,2,3 , e ne + (2p +1) , n._= ¡»+64 1 B(22I)

Se conocen diversos métodos para calcular las integrales RP,

algunas de las cuales han sido evaluadas muchasveces. Pero, salvo
r

en el caso n'sn, É a K , que es ciertamente el más importante.

ningunode ellos conduce a expresiones compactas. El más conocido
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es el de Schrodinge: , consistente en el uso de la función genera

triz de los polinomios de Laguerre que figuran en B(211). Pero el

más sencillo es, sin embargo, uno que no parece haber sido usado has

ta ahora, y que consiste en formar el producto de los polinomios hi

pergeométricoe, integrando luego ténnino a ténnino. Tal Vez no haya

sido usado porque generalmente se escriben las autofu ciones radia

les en térninos de los polinomios de Lagucrre.

Antes de ocgparnos de estos métodos citaremos algunos resultados
bien conocidos que nos servirán.de control.

32€(n'n) ' M5(¡(+42) (Gol/2V M213)

Ritual) .. M‘l (¿Ii M214)

nie (n,n). ¿»Jn 13(215)

nïtmm) a ‘ï {5711 - WHO] a? 13(216)

326m“) a 11; [5.11144 —-BNF-+0] M217)

1 E. Schrüdinger,Annode o. 80 ,pp. Y88.
E0Fuga.Annode P Se . g P.S. Epstein,Proc
Nat. Acad. c .. I}. 629 "('Igas). A.Unsvld, Ann. d. Ph —s.,gg.

5 . .Kupper, Ann. d. P s., gg. SlÏ ¡19555. K. Be
ohert, Ann. d. zgxq¿, g, 756 (19%5).

2 H.A. Bethe, Qïantenmechanik der Ein-und Zwei-Elektronen roblemo,’ s 856Handbuchder Ei IE. 21,; lBerIIn, Springer,1933¡, p. .



2.o Métodode la función generatriz
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La función generatriz de los polinomios de Iaguerre ea

<n)‘*(1-z)’1(1{;)q e' Ï: .ZL:(x) .2:
5:3 3‘

La del producto es entonces
_, __, 18+! 2 ¿6+1 ul.

(uan-w (Tí-¿J -,—.—;) ve

¿lr/'27,
i-a,

ao ao I
25+! le“ S 5/

-:.Z [2]")Lgl/Zkrr/EL ElS 5. ’IS r‘\S :zm S': 2?'+¡

Muñtiplioando por

MÍKNVe’ÍKV{kr/F (zar)r e" “fa/P hp

+

B(218)

¿IC/I’Ïzj1‘¿'¿

B(219)

e integrando respecto de r, resultan las Rp comocoeficientes de
la serie doble

((—¿0" (l'í¿)_l /¿LI-¿¡

o” z r“ I SLKí Liig f I/

¡íe'*‘<+t+l-¿I+ I‘fi‘a] YPFT‘+
o

_ , ¿(4] ¿(i/+4
(04444,“ MM M/ru') /2x/’Mi" 2' ez

¿fi-Í \¿(,+' f Í/
) MMA/«27W/2K//2k') 

dar

(x

¡“el
_ , I - /

{¡—€,)/I-8¿)(¡-2,)u*' /I-2L)”‘“ L k+:</.+ ZKÉI + -<k/¿‘€-]P+“(1V
00 ao l

p 5 5

í Z ¿1 Rm,(8.3')¿1 if.
S:2Í+I S'=Z(I+Í

l-Z’z.

B(220)
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Finalmente, se desarrolla: el segundo miembroen serie de potencias

de zl y 22 y ae homologanlos coeficientes con las del primer miem
bro, obteniéndOScasí las RP. kero este procedimiento sólo es prác

tico en el caso n'zn, el que permite un donan-ollo send llo del de

nominador. En el caso general, este método es dem”siado complicado.

En lugar de la función generatriz de los polinomios dx.-Laguerre

se puede emplear con alguna ventaja la de los polinomios de Kummer:
xe °°

e“ 7:5 . \ z)l
W- : Z F(“7¡¡¿{[x) BT!- B(221)

"nro

que con un cálculo análogo conduce a 19. expresión levemente más sen

oilla

MmM/mé-Nzk/"fzwze (¡2+ mv!

{I-il‘)u+z {l—e¿)‘€'+z Ek+ k’.¡_ ffs, 4. ¿krefLT ¡7+€+(’+I“I I“ ¿ B(222)
00 oo

Í

P / 'hr hr
2 ch’ (WWW) /2/+1)n, (HHH, il- ¿2€

I0 r.m mi!l,nr'JO rr:



3.- Integgoión directa

El producto de dos polinomios de Kummerde grados ur y n; es

un polinomio de grado ur} n; z hr mi

n-nr; r; rij FM: ;2/;m; 1' Z ¿»M-ji)»¡afan "14*"
¡“o ¿Oo/fu}, ,¿w/ 13(223)

Nuestras integrales son entonces simplemente
f I

Rppm(wm) z Menu)Mm!) (u) mv" .
í

'hr 'h, A la 60 l

(4")?LW)"(2“)a“) íe‘hH’Í" rP+I+"+)‘f-') au(1%))» (ze'+z) y f1! v!

Pto 0:0 e f 7V Mi
= Mm)Vu(1.:)hn) (227"(MM .' (Madman¿muuuy/2k É/u’)

(k+n’)P+“ "H y o (any/zen)»er \K+K'/Úwfl/w :o 8[¿L3)

P e, ( ++l
R r ’ , I h ’ I r /8,! (mr,'nr)= Mb")M (71,)/ í'h') [Se 0471) /P+Í+€),4' 71+h/

Í
Í

[p+l+e¡+ (¡mm-.71! >2F+2,u4-2 ¡El Él ) (¿(2.29)/1«+)¡' m+w

donde 12 oe ol polinomio hipergoométrico ¿e dog variables
l

r 7Vi v
R = 57m L‘Mr,—-‘h(.' ha]; m7): > ÑW/H/‘M/w/‘W" X”),

“4 {ar/NH.) ¡A! V.’
¡“to V:O g
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La fórmula M224) vale para toda cuaterna á ,n-z5.+é +1; ¿luv-25',
+2.+1 . y es muchomás sencilla que la que se obtiene mediante el

métodode la mación generatriz.

El factor de normaliEaeión Ne(nr) de B(210) es

//¿

/%n4=1ïïiu.mbw=rwnh,[ 4 }mr ¡l ( 139225)¿zo/2Pm! n“[/m+e).']3

donde N¿(n) es el de N211). bon esto, la expresión explícita de las
RP, en forma completamentegeneral y relativamente sencilla, es

‘ p 13-2. y I b
R. ' . ’ : 9.3 I (744" ! {ZÍ-Fil r{2€+2)11,/.- l

m {1‘7') L2) “0+ ) h mr! h'r .'fluw'qÜnfilf/W’M'Í/JB

e / .¿n/ 2M
f

' P-H 271 e 2h, " ’ ’ p "0+2 —-»
'(W) ri /P*€+€+’¡—h"*n’}2 +2’ 4 [011-11]¡rw-Wm' 'h+h' 7:5}

(¿[30]
B(226)

Para ; o Bea.para n_n' = é -á = o. il. i 2,0000
:P -Z l I l‘ ‘l/C

Rae' (“1%(/=((í—°)P('P+/+P/,’ 6"[fiámá/¿€+Z).//Z’+2)j

,p+: e e’ Beanwn) fi) (a)



4.- Intefl; de la velocidadradial

Para. calcular B(209) multiplicamoe le. ecuación diferencial de

la, que ee
1. at 247w e Z t/f) 2;,
rL¡rí' 7-} ‘ MVW‘ “Él/¡”ïfiz‘F/‘W’O

por ¿“(me ¡ luego multiplicanoe la correspondiente 3X,“ por

r3. Íufie . reetamoe y finalmente integrados. Tenemosasi

LÏÜ{/Ïm,c¿[r2 ¿Lg/’26],¡(r/{C5:7[r2 W
Z «70a- I I d

ía _ ;)//Kw€/Z4Ü€r W
o

El primer término ee, integrando por partes y teniendo en cuenta

el comportamientode las autofunoionesen el prigen y en el infinito.

Z

J I‘ [libre d/ÏMK __ [mg ¿{I/(1’! ¿a0 ¿Í- W
4:0

{If I a
: —2. ¿Xi/¡1,0 .72;- + 7 ¡Zn/,0] 1'" ¿{xr

Con esto, quede finalmente
00

fiïn 11‘); ll (n) N(n')[[,fie ¿(Á/«Ke4.. _LX [1€]r-¿oozf
o L ¿ o I 7/, ,_ me 1,,

z 2 1 l 3 g
I Í (-3) ( :2 - 32).. Rele(mn ) B(228)

Como113;“(n,n) fi O resulte en particular

agan) = o 13(229



CAPITULO IV

TRANSICIOBES CONTINUO-DI SCRETO

1.- Introducción

Las integrales a evaluar son
o”

¡{:(P' 01,"): Me{7\)I1/(,'(k) J lnx (dle, (lor) FP (¿r
o B(230,a)

06

‘ Z
1M m[ ¿lr/(c I«/+ ¿r ¡y W] F C” M231.“
D

¿Re(MK) : MMM/¡(k1

(transiciones discreto-oontinuo) y
no _ P

RP“, (m) z Mm Mi [11){le (¡N/¡Mz fr} Max.- fea/(Kmmzsom
JO /

a)

Qt (Km/ : Mit/M/MÍÍ/(p/"fl/Zjlr/G,e—+.;Imp/rich
D

B(23n.b)

(transiciones continuo-discreto).

Ante todo, recordemos que las autofunciones del e Spectro conti

nuo son ortogonales a las del discreto. Para ello muktipliquemoala

ecuación diferencial de ¡6’ (k.r) por ¡"Ig , y la de ésta parla/(kw);
restando e integrando, resulta

rxIca-4- ¿7 R2 . (sgh) : (WP-H)—€7f/4I’] gif/Km)L (n69) Ci B(232)
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U

De aqui,para€ gli ,

122(1m) = ni (mk) - o 13(233)
1.a ¡,6

Para calcular las demásintegrales podemosusar cualquiera de

las dos represent acionea de la autofunción de espectro continuo,

sea en forma de serie o de integral. Elegremos el primer camino,

sugiriendo que también se ensaya el segundo.
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2.- Qáloulo de las integaloa RP

El integrando es
.. 6 ff —-[i —L[lc r'

¡[me/Jlfífinr/FP: /2"/ C) ¡(4° '
hr 0‘

.a' _ l
. ‘ .C I

(_h’){/ 2‘ ([,+l+(:—ü}t (¿f/(v) r_¡>4—f+(’+í"+t
(¡o una); a} T o (¡(4.1)1“ «C! B(234)

Como
oO 00 a,

{e {a 2: a, r z ¿J a,“ ¡www M235)
D 'h-o ":0 S ’h-f1+!

resulta un polinomio de ur téminos cada uno de los cuales es una
función hipergeométrica ordinaria t

F ' . Q

R '{41 K) ——MMA/uz) .2 z ,i ‘ ‘ .

m [iio-FMI“. 4+Hm% 2-4-57“

.)‘l' a ¿a

Z (‘hrJr (P+í’+€/J—°').I 7. ((69-m- ¿\%°)¡(’P+€+€,+O'+ “¡V/11"”
_D(uma «r: “Lane; ¿ (26’42)t r .’ (¡É-¡M

T=o B(236)
l

e Q

._ mm Num) ( z 2 )- . P-H . ' e. '2 ao Iv ____.
(ïao+¿k) ¡+ucm í + "00K,

mr , r

Z /->»r)9—ÍP+ “"8 4m}'I/ 2 ).F(2’+1+<\%M)P+f+”;f+lp(237)(:0 j(244-2) .6‘! (¡+[Kdlflo
e 2'
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En particular, para transiciones desde y a las "órbitas circula

res" nrz O, (
P A// ¡v! / L / 2 e

R/(J’g’ (MMC) z. Í ") f {K} \ ,
(%m+¿,¿)p+u k l+itcna_;_/ (¡1.4. "e K)

É

___ ¡ \ / 9 l . ZEK’ B 2 8.r(e+l+t,(i,¿°u>+e+"+'/WM (3)
Para las transiciones de y al punto de acumulación n=oo del

espectro, tenemoslas integrales
oo

Z e ’ Vïgr) P
¿”MJ (zm) F/ihd dauáár), Jze+n( Q0 ¡- au

JD Hg " 13(239)

1. Éero e steeCada uno de los términos de este polinomio se conoce

expresiones carecen de sentido fisico, porque las eutofunciones co

rrespondientes a las órbitas perabólioae carecen de normalización

en el sentido ordinario, por lo cual no pueden siquiera dimension;
se correcta mmte;

G. Doetsch, Tabellen z La laca-Transformation (Berlin,Sprin
ger, 1947). Ïarm. 3‘35 ip.- Ï I.



3.- Intoggglee de la velocidad radial

Procediendo en forma análoga a comolo hicimos en el Cap.III,4

de este Apéndice, se obtiene la relación¿fra -meírlel} a”
OO

‘ e l z 3
=[&ÉW+K]fÁMWUÓMflr fi

O

Integrando dos veces por partes y teniendo en cuenta el comportamienp

to de las funciones en el origen y en el infinito, el primer miembro
ee *‘”

-L]Á{I<}[d'ZI/e—l á. firm] r¿ W
o

+ z m, fiat.) 4 z,Arq/War ,0 ‘ fir’
de manera que, finalmezte, se tiene

6’24(“W 3'62! f“) T ‘3¿(fija K2] Ría (Im) B(240)

La diferencia de signo entre la integral de captura y la de ioniza

ción corresponde a1 hecho fisico de la diferencia de signo de la

velocidad radial en uno y otro proceso fisico.
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1.- Electrón libre

las integrales son
CD

N(k) N(k') SEAN:I¿(kr) Mm) t un Mu) 1,0020] rra:t ¿ eu

n AB'album) t A'BRÉÁLW) ¿c(i)
oo

n (k) N (k) gEAA'agua) 164m) i BB' un) 1,,(k'r):(rp dro e 2'

. AA’Rïa¡(k,k‘) t BB' n‘filka) c(2)ec'

donde ao

Rige,(k,k') g n (k) N (k‘) í j¿(kr) acák'r) 1'p dr C(3)
O

Las RP ha: sido calculadas en el Apéndice B,Cap1tulo I; repro

ducir aqui los resultados sería abuitar innecesariamenteeste tra

bajo. Sin embargo, para facilntar su empleo consignaremoe las inte

grales que más nos interesan. En primer lugar, la integral de norb
malizaoidn

n (k) mv) ÉEAA'J¿(1a) han) + mv Jé+l(kr) J€+l(k‘r)] r2 dr

= (w + ms.) Jona) c(4)

Integrando respecto de k' sobre un paquete de ondas obtenemos la

unidad, ptr ser A24»32 a 1 (cf. (1,65,a)).

47?
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K (+I ‘ ,
f “¿w/7,) , Í<l>k C/Ja)

r l l 1 1 ’Q+l / C/,é
Aó Rr,p+¡+Aó/\)¡+,,g= A6 {'72 , «¿lc J)

/16 r ¡a2,164; cm}
C

Por ¡3 (¡se 3 ¡31).

¡AV/¿(5,24€ ¡<'>k C (6a)

' Á ' Á As’ (“'e k/CK C Hab)A3 RPM-I+A6 (¿P-¡,2= ’

' C {é 6/

a f '1 I

QMÍ+ I[Ag'_A'ajuík'gcIZ l _ ‘ í __T_—fl K “K n K K k-¡q
{ .

2 Z E‘PKJ
' I

A6fi°'¡—A/5fi"° : C/ïha)
I 2 l rI<

2. (A6 “'4A6K) I (AÚ-A'5.)&A/k'+lcn K1 -K'z K K/ [<¡—¡

k/ij
C/w

¿(/62 14,3).Por
¿7
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(A6 ¿HA/5K) 4 Mafia) ¡AA/¡(+17
l

n'z Ka n K ‘7 73:2
7.

Ae’R,o-AMí,4- MJ mia;, _

' Í l {<2 r

-gM)+l MQJL’gM/¿gc
n K L _‘ ¡(I L h kr K «LL

LIC/KK] ¿[875)

( l Il I
2/Á6"'Á'5L) I A6 ‘¡s ¡«’n
fi “sz K ‘71/7'“ )¿“/ 1€

! 2 l Z

Aó RC“ 4 A6 RW =
l Z

¿ {A6 K/k'- A'rsk‘) ¿la (AB; ¿WA/¡41:17n l<z_l<'l

y (Z ¡MM;-LK)4 “¿Mmfi ¡(11‘ch
Kf7kï C{IOIQ)

Í 2 I Z

Aófllmqf' Aómo'lz I/ I 2
(ÁBK-Aóí} l I I__¿ I<I _¡ A13 A6 A k+t77“——,<2_,4; 4n/7a+-,:) Ha]
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' ó ' 3 / Í / ' lAraÑOHL AMM :(Aói-Aá) (Suuu

/ 5 B I / ,

A6 Rm)4 Aló Rol; : .- /A6,_A6) 6 (¡ct/c)

Por Ó(38)
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2.- blectrón en un campocoulombiano

las integrales son
oo

z ¿t -’F , I J l P

«me Nx(t WD; (m) I, (N) :4;¿“(mpg (“2] r dx M12)
0

oo

Num/ww)íp’fimdwzár) 1 gún/1:, (¿47” dx c(13)
O

P: ,1¿[3
y la integral de normalización

0°
, .r , 1

Nx(k) N2 [tú/(z [kW/‘F“¡01(“:Ü‘fx(¡k/1')J ¡'L ¿(4' CCH)
O

2. l .- Normalización

A fin de aplicar el métodode las autodiferenciales escribimos

las ecuaciones diferenciales (1,78) para k' y sus conjugadas para
k:

‘gá'gfimg'WÜ/ïx {K'H-(¿É/"7+ 1:55(fr/¿7+ ¿gli/“75°(a)

‘ I , .

—<“_%1(e (Ka-¿Wod‘fldt‘l 4- 5757€{k} + ‘ir’f ÁRV-a- 15?? Vaz/0:00,)

\ 1/ y , *¿

+ 2%(2,(Po-Wed/x (kÍ-4- {k/4. fra} —¿fixz //</to(0)
71 +1 4 u 1‘

{Po-HMC)%e(¿Í-4L (¡c/4.ji; Íx/IC/’13; P/‘s/to (d)
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J! 4
Multiplicamos (a) por/Z}{k}y (b) por Fx[/9]. sumando ¡is resultados;

luego multiplicamos (c) po:r,¿r(K’/.(d) porfiúfiy sumamos; sumando los
resultados y multiplicando por r2, se obtiene

\ I Ji 2.

¿GLP(Po-Pa)?! («l/¡(1:74 (¡JIM/50,06)] r'
a 7. 'r ( 'Íl v l

r ¿{r [fzzk)fyík/+%mmxm]
Integramos entre 0 y R, introduciendo en el segundo miembrolos va

o(15)

lores asintóticos

‘ 50"“[K’e‘l’ázd/d]
¡(x«¿A61 kk, 56:..(‘4 ¿o “16’80

‘ ‘ 605 [KK-I'Jxúc/JkhM756QT
ki <5u]

A N A C1 WE K; I k c(17.b)
1 :: € 7 0k?masac

I ( ¿t ¡(Q-z

donde la) amplitud es

-_n___ . _,P_°_
CJ p ¿Kan ¡“oc

X z 2 P C(18)
\ÑP+I+ ¿Fa-Drnoc)!

y donde no interesa el valor de la fase pues termina. por'desapare

cer,al igual que en el cam no relativista. Así se logra
Q,

Jfïjurll’z (tir) 4- fÏMM/ ‘f, {At/,r/j¡“2'¿ar
o

¿ C(19)
L Í Cx Al (kle ’ r JEl; m 727€, ¿JF/u. 7‘ x (AH/kÍ-4 1/

——

_Aló 00-3flufiw‘x] Se“ [k/K-f-Jg
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Integrando respecto de k' y pasando finalmente al límite se tiene
¡Q ¡cr-¿Alf

ju;fl Í Z :3 , «_ , . /r d/r (k/r)lf (tlf/+‘fx(Ki/J¿{x/kIÍ),7M
o ¡(Log

(saco

1 7773 . Ba.
A6. Po. 17 ITP-+1) _I, e“ ïïo “0€

t '2 o c(2o)i .Kñ l'(f+l+faofmc)

si k 6-(k' -Ak'/2 , k' + Ak'/2 ), y O en caso contrario. De donde
el factor de normalizaclón resulta ser

I/ ’/¿ ¿31 (7°

NrÍk): (É) ZK. k í! “ví-14+ ¡(ao71702)! ¡(21)n zAóï’o rw“)

Anfilogameuteal caso no relativista, esto nos zwtoriza a poner f1
nalmento

610

Mi(K)A/t(AFM/wm («:r>+«¿fun 7L,han]sz
0

C(22)

7 (AA’+ 36') ¿VN-lc)
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2.2.- Métodode la representación integggl

Para evaluar las demás integrales empleamosel mismométodo que
en el caso no relativista (cf. ApéndiceB, Cap. II). Las diferencias

principales son, en primer lugar, la presencia de,3 en los integran

dos; ella no molesta pues en resumidas cuentas duplica el númerode

integrales. En segundolugar, la presencia del irracional ‘r9—2€1¿:sf
en el exponente de r; este si es un inconveniente, porque f se pre
senta en el método que prcpusimos como orden de derivación. No obs

tante,para átomos livianos podemosponer en buena aproximación

¿lA-23112181. Conesta aproximación perderemos algún efecto relati

vista, pero no modifiCaremosesencialmente las autofunciones ni, por l

consiguiente, las integrales. Im efecto,e1 comportamientoasintótico

de las autofunciones aproximadas es el mismoque el de 11s exactas:

una simple inspección de C(16H) muestra que la sustitución de f

por Fil sólo afecta a la ¿aplitgg y a la ¿ass de las autorunciones.
En cuanto a1 comportamientoen el origen,esta sustitución elimina_lg

singularidad que tienen las autoíunciones exactas para los estados

Si (1 a ol) y Bi , entre los cuales figura nada menosque el esta
do fundamental. De manera que, en rigor,si nos exponemosa perder

un efecto de segundo orden, ganamos en cambio al eliminar una diver

gencia físicamezme inadmisible y que, según lo señala Sommerfeld1,

es mera consecuencia de la singularidad del potencial.

Las representaciones integrales que nos interesan son, por (1,82),

(1,88) y B(197).
0-»__. v... _——_._.__..

1 Arnold Scmmerfeld, Wellengggggnig (N.York, F.Ungar, s.f.),p. 287.
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\ -1
ed“;- I"(zg=-H)2 f

W“ ¿“173)*/“áo-%)F(f+wzp2+/wá 7520€
J , -' __ (‘Ï' f

\ —¿('+zs7+u ,5 P-ww fi--— —-°—

'SPLkrf’Ü’Hf 1 oc(“Je ¡“3°Windtc(23)'l

‘1
¿“(:1 F'(2F+I) í Jo

.. - ¿e Fo _ ' _ [ha o Iwww mmwzww m53€)
x *—';(II¡'5)-¡5LÉ z; 40.7,»,

.S él'kré/Á-f)íl Ka»Wa(“sf/JC ¿ F-'|

¿3’ ¡”o

m “‘°‘¿át'c(24)

donde fi debe tratarse ahora, no comouna matriz, sino comouna va
riable que toma los valores -l (electrón) y +1 (positrón). Sustitu

yendo estas expresiones en las integrales, y siguiendo el mismoca

mino que en el caso no relativista, obtenemosla expresióquuseadaa

en forma integral. No juzgamos razonable reproducirlas dada su lon’

gitud y debido a que no difieren esencialmente de las correspondien

tes a la teoría de Schrüdinger.
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3.- Electron del átomohidrogenoide (espectro discrogg)

La integral de normalización se calculará en.el apartado alguien»

te. Aqui demostraremos la ortogonalidad de las autofunoiones . Para

esto procedereuos de la mismamanera que en 2.1.; haciendo así obte

nemosla fórmula C(15). Si en ella sustituimoa f5 por -1 de confor
midad con l(104)¡ y si tenemos en cuenta que, por la fórmula de Som

merfeld,

¿z I/
p°-r¿ .moc[P_.á_2:- ii#],n.fl9+mr¡i+id] 1.

obtenemos
_ I

3m."si [pm _ ffl][k¿*(uJ17/a')+ Wiz/x)xxx/u] r'ZeL " "'

e x

: e};{ r‘[Llama/av)+c/ímxm/an}
c(25)

La integral del segu.do miembroes 0, pues las autofunciones son nu

las en el infinito. Por consiguiente,
I a0

.. - h l ‘f‘ ¿

:0
'H

D

o sea, J

le'hr )Nx(¡HííIzfiWÏ/ïx /"r')+%f[h’/Y} :7r2 M C(26)
D

__.. Í_ Ihr = (/Thllh
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3.2.- Cálculo de las intemles para art, ni, ¡é0

El ¿zroblemase reduce a calcular las 4 integrales

¡'00

p -(K+K')r (2 ¡H . fl" ¡.v 2
0

Utilizaremoa el mismamétodo empleado en el cam no relativistases

decir. hallaremoe las transformadas de Laplaoe del polinomio a que

se reduce el integrando cuando se efectúa el producto de las funcio

nes de Kumar. Cabe advertir, de pasada, que el método de la. función

generatriz de los polinomios de Iaguerrea es en este caso singular

mente inapropiado, debido a que el grado de loe mismos no es entero
tino irracioml.

Comoel cálculo es elemerïtízallo reproduciremoe solane nte para R11.hr 00
- I‘ l S I í I

5:0 ¿”(2444): (¿f-uh 5..t! '
o r3+ t. clr'

lAmar“.
(K-Hc') ‘P'H KH" KW“

hr 7x2 I I g

(F+y+p-4)S+t (4,}; (.71r)‘ 1K ) (2k, f
. (¿fr-+123(JF-uh ,Sf 6,] (K+Kl 74%

S” tu c(2a)

Introduciendo
I/z.

7!‘:' í+ )),)2+ ZZaLÏ

y llamado



ELECTRON DLL ATOMO HIDROGENOIDE
l

71‘ m

(«254+(-ms («nt x5Z
S:o

¡73-414p-I)[

m m, mt s! t!

!\P+'
71% í (2'74, J"n-H‘u /

resulta finalmente

nïf‘ Dn,n'

R22: DE,n'

Rïza DE,n'

31' DZ,n'

' rzq‘ïi’l’” '"r' “¡é ¡lr-w, su,

. F2(É+Í'I+P-'¡ “nr+lo"5"+1¡¿f+l .2¡2|+I

e F2(Ï+SJ+P-c; cnr, q)": +1¡¿Jr-+¡’ ¿#41

ó 12(í'4‘fI-‘P-ll onr+1,-nr' ¡441.34%!

3o3o-Más

í: _. ,

J = l-L(d;—hr,_hrlía’,5(
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; f, y)

c(29)

P
__ \ . f3M coo)

t
i “‘23- o "2-n" C(3lol]

n+n' n+n'

' _2_n_._I c(ao’b:
n+n' n+n‘

g 2n' _, 2n C(30,cÏ
n+n‘ n+n'

8lo c(3ood]
n+n' n+n‘

Las expresiones anteriores permiten Calcular todas las integral.

les radiales de la teoria de Dirac. Pero la integra]. de normaliza

ción se calcula con mayor comodidadrecurriendo a la relación que

vincula a los polinomios hipergeométricos con los de Sonine



ELECTRON DEL ATOMO HIDROGENOIDE A l-Oq

2 n
T: 8A9 a 4‘¿“’- - ooo+ Sii-'-

mt ll(m+l)t 2¡(n+2) nl(m+n)t

2
(n entero). no polinomios de Sonine son ortogonalea:

oo
_ h, h,’ "í

S08 X X2? Tlf (X)If (x) «ix = Shin» (¡77%!) ‘71!“ “Ji! ¿(32)

y están vincula dos a los hipergeométricos en la forma

h.- 71"

F[-hr; ¿F44 wc) -_—_(—¡) r(zf>+l) rfh-H) Tajo {x} C(33)

Merceda estas relaciones obtenemos en seguida
¿o

HZ j: hr- a

32 =[_F(..ff“*'”“r*"l{es-¿2 WTer cif
ll (¿K)5 Jo

“[F(2f+l)]zmr! (nao)3——.¿__—_ ‘ÏÏ
r( furl-nn) ¿ Vd N34)A f 2 m,-¡

¿“ww WM] 1 e-‘í 5 Í [Tzf m] dí
MJU} "o

_ Z

f LF/szfl {Mr-I)!(¡mar (rn,¿Ü
F'('lt+”‘r) '22 (¡(35)

2 2

Conesto,la integral de normlización es

2 Véase p.eJ. H. Bateman, Partial Diffe ential Equ_ationsof Mathe
matical aios (N.York,Wenïgui, pp. I y es. n a era
Tfira com-su a a no he Vlsto que se utilicen los polinomios de So
nine para este fin.
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[fin-WIN?) t xtfrmrwxnífl r1 o”
L1

I z / ’ Z.. (A‘lAÉÜJÓ')(RH+5? Razzj4-(A‘A'Ï 65)/¿ll?lz +<c

i I ‘ :5 _ í; / 2.

íah:'11r(AíAi Ü-(¿r-HJ'71r_[l + 6/ (“36)F( ¿f4'mr) 2f+ h "r

Teniendoen cuenta (1,110),1a constante de nc unlización resulta

’/¿

IV¿(H,)—_”_'-’¿ X(í4%')r[7f+hr+’) ) I hrq‘o
Hifi!) (uo/¿Pm! 'n“ [(H-I)¿+'71r(2f+”r)] Í c(37)

De pasada hemosobtenido iras integrales importantes:
G

NK“”’”9/V)J [If/n11}/%U——{Ï/WH Vy/#)]vr¿(ufl
0 :: SMS]y”., hr) (“38)

7L

WW V:PHP/jÍKÍW VIH/h w: w n/n’ri] mar _—_oo C(39)

tantopamnífinrcomopraníanr..0‘

¡V1hr] Nac(hr!) I [ll/x4(’nr!%/ll(hfv)—Y;.;/[hI)/{//( {‘¿Mo

C(40)

-- (Sh'-n - [tu ('Ü‘x)¿—“((Íf'f'h')
r, r _——-— u

71 (m-Xj¿+ "r /¿f+hr}
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3.4.- Integgglos normalizados para ní, nr f o

Si en 3.2 introducimos el factor de normalización que acabamos

de calcular, obtenemos
oa

, P

Nx/uAun”;J EKÏ/mn/MÏ YÍ/»h,)c;1r¡nr/j r ¿ar
0

l 1 l . ‘P r p I h , r p ‘

:_ V1112.-)Á/,’(71r'){/A'lA Ï Ñ“ ¿F6 ¡€2¿)-‘L[Ati/3+ ó{8)(€{€u +ÉRÏI)]
U

ao ?-Z (‘n-zN'hl-‘xu (9*7‘r)(fl‘* '"rl ) F(¿F+ MH") {72 Pl+h’/+‘)

d< rafa] r(2,f'+d ¡nl/WNmr!,h'r L7."_x)l+m,(¿f+hr)][nl-1’/'4Wr/(Zf;

' F(F+€+Phi)(/MhI)P+I(;lg)f-a%lL)le. ¿f+f-+kh+w "+1" 44+N'

I

, y I .I' ‘ l _ ¿1‘ Zn

{AyAt 646)[ÏF¿(Ï+Í+I'7-I;—hr,‘hr¡ ‘f’HI Zf-H/ ¡71,51’ 11+h‘)

Í l 2.71! ‘MI . .4. I +l ' ..— ¿.___
Tic-7V F;(f+P+P..I ¡_>1,-+|,»71,-H, ?f ¡ r 17,44“J WWW)

(h-z)(n'—x')

I

, ¿MI ¿y 77r
7;”, o__‘__——

¿a | ' . _ ' - '+ __
4’ A ¡Th¡345,} (9+J;+1a" l Ihr/ "ff! / If.“ l ¿f l/ m+1ul WI. 7,1

z r ’. - " I‘ 2.7." 2.:.

7-?)

(/41)
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En particular, los valores mediosde r'l y de r sonh
) _'__ (h-x)2 (f+hr) r{2f+hrfl)

‘

G (¡O/3' M1 'nr! f Wap-u) [(ÜI-l)¿-+ hr/2f+hr/]
( 1P

! Z ’ i

'n { z (Zf’1‘hr)_)1r; Zf-P‘IÏf-H '¡ 'l4)+—h:.p—¿Fz(2f;—hr+lIvhr'H/¿f-f-[lif-(q)PH" (M-l) ¡AM

«577! E(2f}—hr,—)1r+|21f+/)2’0,+(;4,l)}“X

r: - (a (h—x)z(ï+%r)7(2p_¿hr+,}
2' Mr! ((Zf) [fm-x}¿_}.71r(zf+)7,}J

‘ Z.

. ’h (2F+Z ¡[‘71,’ -7»; 2f+t,'zïf+l'l¡,v)+(1::)l Efif42/uhrfii- n,+¡/°2f+pl.2ffi/'
f+nr /'4/ J

. ) '

__¿7n- E(1Y+z;—hr,"nr+l ¡NW/¿H’I‘Il ((43)'h-x

Las integrales restantes son
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ao

Mi(hr)Nl'(Mrl)ítXÍ/w (Pa/(7V!)Ï WÏÜI’) Xx’ffir')? r P ¿LF
0

:1 ¡VI/11,)¡mI/n); { (N62 ¡ai/30 ( QE a 95' Rzpz)

“4*6' :A‘ó*)(e’e‘f’z_¿ ¿SML
1/.

, ¿w’f’“tn-xflhha‘) (Pher'Hr') msnm) FM? 74+!)
'— mp.) r{2¡:‘+l) 1,47,“! rm! m,‘f (hu-Jl)2+’Nr(2f+hr)][()1'—17¿+W;/¿fl+h;)1

Í /
, - .1 r.P-f-| l __( P-l f+f+l‘r(fif+1°')(-Ï%') fi)? 711..) '2 '

y. l il 1/ . ’ I fl I r _ 271: El)M 61'10?) ) r7,(Í‘Í'Y'FP'U’n/‘n' / ZP“! ¿ÍH‘I' 51711""+7"

' Ihrnr .' _,_ ’¡.2+/e'-H'É_” ¿7’
- (n-x)(,.—«.,u)‘ñ(9+f+P‘ I “(HI-7“ 2 Í ’ f m+n'

l

hr f: ’ r . z'+ + -I's71 «hwl'z +l 2 +/'_¿7“ 2hM, ¿(f f ¡o , r. ,r ¡f ¡MMHW+ (W! z ¡Mí
/ 1 /

_ “r €(í-+F'+1’-u-“r+'/*W¡¿Mz/w'í! 1%,)
X“ÏL j

Enpartícula, interesan las dos siguientes:
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d)

¡V12(Mr)í ("Jl/x{hr/ír,áf

= ¿2x (hdi ¡“(agu-hrw) .
0022 hthr! rÍzf+.)[(-n-x)l+'hr{2f+n,)]

Z '- r s' ' 'Ál

.{É(Zf;-m,-m¡2f+l,¿p41;4,()-(h7:;)z ¡{(2191n-H, hr+l,2f>-H,2f-+),J}

6/457

o”
y 1' .

¡Via/hr)[Eb/m) x/Ïx(W) .. {x ¡nn/rx {mjjr} ¿tr
D

, ¿dao (hdi (129+mw) (Jul/¿J '
“L! ría-“¡[mwu m(mr+2¡>)j

' z.

. {Efifiz 2“hn-hr}2f+l,2f'1‘l,'44)—(h)°x")b E(2f+2¡—hr+l,‘m+l¡Zf-H,¿f-Hjml

(‘ Me}
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3.5.- Integrales ¡ga nt: ni. g O

El factor de normalización de las autotunciones ¡.(113) es

l/L

IV : gs; g,x {(áD/z)5gq raja-H) C(47)

Las integ'ales son ele nentalesison simples integrales eulerianaa):
7‘. 4/ I

NIN”,íE/Ïrí/Ïxli w¿“fx/J{Pap/r (A A :5 6:6)
0 ‘- O

.oc‘ '— ’ I í

V31xv;JUÍWÏ fin] mor (#5 t A6/
D

//¿ l l

‘ ao P-L- ’30; 'ífficw xx: }>+lz, (“48)
(í) qu’“r(2f+l)r(2f¡+¡) #74:“ x73" x+x’

.171“FHM)
Enparticular,

P-Z
p

00

z z 2 P tula “ E C-I2 ya! 1 abr: ____.Ï I r/Z +1 )N ¡Jr (2?) X, r(2f+,)
,70 P' P'5

a z . -2 P _ [1° F(¿E+E-i)y): - x f d/r-v “- ’ (x!
M1 l ’J (12.) f) |22F+¡) C(5°)

Z y] +1 P \ 1"2 _ __A)N1 {x Í-{{f':liz“ ¿Wifi?2
2 r(2f-+I)

oc
7. , 1/

Nx Sfïififw-F YKXRÏFPCÍ/v": 0o C(52)
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1:De la (¡(49) extraemos los valores medios de r y de r"

c(53)
CF

H
k ..¿l ïí¡y

mrto
c(54)
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4.- Transiciones diecreto-m ntinuo

fas integrales son
00

¡vu-mv¡v1(k) {Cari/mmm) -_LWww/(«1] ru” 3‘55")
D

(1/

¡wm nun {(2530,}f, mi (¿J/1...2/y/N]’P d”
O

C(56)a)

ai53339

que correspondenn las transiciones discreto-cn ntinuo, y

Nx(IC)M’f'nr) 1:“) Ïr'fhr) Í. f'ffk) ¡fx! [hr-l] ’- Píl’r C(55pb)
5/

- 93’! 7‘

Mc.ft) ¡M í (¡fm ‘w/r'rïr/Í (NM/ac"NJ] r Po” c(56,b)
O

(,70

NxM IV);m) ][Ï;f('<}1y’/hr)i' "ff/K) Vw [mi] r P cu c(57.b)
Ü

(transiciones continuo- discreto). pasta considerar solamenteel

grupo (a) o el (b), ya que, si llamamos szv(n,k) e. una integra].
del primer tipo, la concepondiente a la transición inversa es sim

mplemento

n ,(k.n) = Bill-(nm) c(58)
9‘1 1X.
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4.1.- Las integrales para nrfio

Lo primero que hay que calcular son las integralesfi
z '4 .LI

Rï‘ a íc-(¡¡b+ik)r (¡3572; (kr)f r1(diac.) IJ(cont.) rpdr C(59)0
donde

21(discr.) a (1,105). F1(cont.)= (1,82)

Esas integrales son análogas e las correspondientes integrales de

la teoría no relativista. Las calculamos del mismomodo,es decir,

utilizando la representación de r1(cont) en serie. Los resultados
completos son y

f . 4/ p

Nllnr)A/1’(K)J[rrfhr)lxl(k/i all,(Mr)y," F (¿r
O

= Nx[1")/sz(k){[A'er) :4:¡31‘I/ï'lr)6 (Mr)¿¡(k)

«FHM/AM‘I 6%,)604] 4 c3,(w. RI,
._¡ l

N117») A/x’(lc) / .2 f [ 4 9 ’l(%%+U¿}p+l (¡4. ¿kmo/2 (nf-pïïmz
.—

n, , s

y ¿ ¿MJJ r7f+f4-P—4+S) J )
.{[AHJAÍNÍÍÚ("rmhcflíz (¿Mus gg (1+4‘K71úo8'O5-:0

x 1 | l í , 2.ÏK.www/sw” ¿JHHP‘UZWU )+7 m'noc ¿0+4?
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11-!

I_ s

_¿_61(7)r)6’1(‘¡(}Z(’nr-f|)5 r((°+9+{7-I+S)( É ) |
S-o (¿si-ra); _ 5'! l+ Á'KMAaOi'

r n ‘ , _. I ¿(la

,HV-L"TW/4‘¿Éïz 2PVP-'24” i -'
hr

/

+L/Jf/“r’fi/h rey/1V) (3/11)] ¿“(,4 FN); r[f+j:+p—l+s)( ¿("if-r): . S. ¡‘F‘kmdo/Ï)
3:0

k I ‘I

F(S’l“‘"z(“/>)—¡5i - 9° );+¡'+P—I) 2P“;¡(ao ¡FE m+u<

74,4 f

-f- CCHZ [*hr4’l)sf‘(í.+f+p-I1-s) 2 Sx K _ .

(2f+|)5 .sf ¡+1'k71 ¿lo/2‘)370

. _I \ ‘2‘ po -l n'í/ "—2_N(—
¡F(S/4.¿(l+{5)—[á‘ñoW7Ï+Í+PI7 Ï+U_—Z_+¿‘K)

71%

('(J’q)

La C(57) ae obtiene a partir de ésta tomando la compleja conju
Í

gada. permutando k por ur y ¿porx , y cambiando el signo de {9.

En cuanto a las rgstantes, son
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a’

[VJ-(71,!N,’ (lc) E fïrfñlr) Ivy/("l 1‘: (Í: (Mr)Xx’f’dj Í' P 6041
D

l\
w") AW" Nm ó’mi A/mNam] Í RNP* ¿maru R51)

+ [Nm 6m WW 6%,2] («ir/k)R,:_ ¿(w ¡7329.Í}
_ I

¡VK/“r?NH!) / Z )9 '( l )Ï-I. ' Q- I

{High/¿ka-I KJ-f-lknáo/«Z' maak +4,

. . hr

u [\A*(”r/6(u)1-A(¡43“[U] [ Z (-hr),r/f+¡c'+p-«+S)
r 5- (2‘44); . 5.! I+(KH[¿o/-É

I (:(S'fi (“W-¡9' ¿Í ' fl° P+F’+'P—I;zr'+n' 7'22K620 TEC / x
ha.)

[lr-I

—5r(hr)fue) ¿AMI/¡- ¡'(f+f'+ P*'+S)( z S_¿ro ¡2f+.);, y,’ “Humo/a

r | ‘.r' ‘+l("" - ¿.É o . 1 . ’ .¿LL(í L P’Pm'áww‘““"¿HJ
¿2,0

'hr

ÁVE-¡ÚÍU a A c #f r {xq ) (49.-) l'(f+)c'+¡>-I+5) z .
+[ 4. {(18 71fl LSZ j .5} {+4'IIL’háo/t‘):0 (Zf'“)s

"' ‘% , w
.HF “WWW ‘70 Jf‘+?+p*¡;4+) ; ff?)7720+“;

hr-) 2. 9

‘¿2 (mr) Z Fm“), r (f+f—r-P-I+S) (-———-—I+¡kn¡¿°—7v¿-L-}
S:

l ‘ po 2 ‘- "hl ¡ZC/g
/i+/5)—/S.'Ï.€ÏWW;C)E+Í4P'¡CÍ+‘¡%0+¿‘K>.7.

C(é¡>/¿mi
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4.2.- las insulta Ea pra-O.
af

V1Mí/(K)í[l/l*/kx'(k): Vx'flc/j rpdzf’
D

i . ‘_, ,l"

-'- ¡VuN ’(k) ruu'g. 41)-.) / 2 / 4 '.
’ ' ¿(10+ ¿MPH \‘+[K)ïao/i K ¿/ma.,n+c' 1

.\ ¡L ‘ y , (¡k

{EA Mdt 6*61k)]F[f'+—¿(v+p)—(s %¿;f+P+P"¡¿f+'/' Í ¡J¡mo-Fi

¡L , . - ,'
+ Ex,(¡aL-A1104:5304]F(?"É("P)’/5fgí ¡Pi-¿WWIH’J ¡ZÏ+",7¿¿—0+Ü=)}

C (el)

_ Oo

Nx Á/x'Üc)S [It‘ztf'ihr/ i" Yui/(¡(141 ¡'P ¿[4
O

I 13-! 1-.

g NxMu) HHH”) / 2 ) L 4 Y(¿+I\K)P+I (HI/(ng? KL+_M%;_¿

‘ .í' K 4‘ I ‘ . (‘Zl / ' I I 28k

{EA B( )Í 3 AHÍ] +_¿('+/">)-/5‘ a'wfig-C / P*Ï+P‘l/‘Zf+bñï;+(k)

on Hoc ——+1Í<‘52'(K)(A#Ú¡KJÏÜ#AÍK)]F{Ï+l¿(A-(s)_(¿.¿'¿ ¡rflzur‘u ¿FU¡do

Cha).
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