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El punto de partida de este trabajo es el siguiente resultado

de André won (¡wi , pñg. 112):

(W) Seu X una variedad Kühleriana compacta, Y C: X una hiper

superficie compleja, A = (UG) un cubrimiento abierto de X,
N l ,._ . .

{mae PCUG,Q (“Y))} una familia de I-formas d-cerradas con
N

polos sobre Y , y tales que ma - wB es regular en

U0Lñ UB , para todo par (a,8). Entonces, la existencia de una

forma global d-cerrada E E F(X,Q'(*Y)) tal que Ü - Ea sea

regular sobre todo U(I es equivalente a que el ciclo polar

definido por la familia (Ea) sea homólogo a cero en H2(X,C).

La condición (daa = O) es necesaria para que los datos definan un ci
clo complejo. Para plantear el problema sin dicha condición, observemos

que siempre se puede asociar a los datos (Ga) una corriente g-cerra
da T sobre X , de bigrado (1,1) y con soporte en Y , mediante las

definiciones locales

TIU = ResY [ma]a .

donde Res es el operador residual de Herrera-Lieberman [H-L] . En es

tas condiciones, el resultado de Weil puede reformularse de la siguien

te manera, en el caso en que X es proyectiva o Stein:

(W') La existencia de una forma global EEEF(X,Q'(*Y)) tal que

u - Ba sea regular en todo Ua es equivalente a que la clase
de T en H'(X,Q') sea nula



BI objetivo principal de] presente trabajo es o] estudio de

las generalizaciones posibles de este resultado y sus consecuencias.

Resulta natural, en primer término, 1:1consideración del grupo dc í-co

homología

má. (r(x,0'\," )) z “¡H (x,.<z').

de corrientes de X de bigrado (r,.) y con soporte en la hipersuper

ficie Y En efecto, veremos más adelante que el resultado (W')

caracteriza el núcleo de] homomorfismocanónico:

H‘Hl (x,sz‘) _ H' (X,o')

en el caso r=1.

En general, sea X una variedad holomorfa de dimensión n, Y C X

una subvariedad analítica de dimensión pura n-p . Los haces de cohomo

logía moderada KEYIQ' han sido introducidos por J.P. Ramis en [R]

° r_ . - k a: ,r,.
MIY] Q — B lém Mbm0x(O/IR,Q ) _ K 5 ( DY )

para I un haz de ideales que defina Y . Estos haces no se identifi

can con la cohomología local usual WQQ'porque la resolución ('D;'35)
de Qr por corrientes con soporte en Y tiene fibra Ox-inyectiva,
pero no es un compJejo de haces inyectivos.

Consideremos ahora el p-ésimo grupo de cohomología moderada

global:

¡1"[Y](x,n') = r(X,J("[Y]o') a r(x,3cg_ ('vy' )).

Mostraremos más adCJante (cf._cap.I,52), que



HI

¡'(Xflí'a- ('u‘y.‘ J) “"5 (r(.\','v’y”)) ,

representación que será útil para la interpretación del levantamiento

de datos de Hell p-codimensionales, que pasamos a definir.

Sea entonces T {Yl,....,Y } una familia de p hiperp

superficies de X cuya intersección es Y . Dado A =(Ua) un cu
. . . ,N ‘ r , .,.

brimiento abnerto de X y u%l€I(Ua,Q (*UT))} una colecc1on
de r-formus meromorfns con polos en la unión de la familia T , dire

mos que es un gato de Wei] si en UGñ UB se verifica

N N l’ N

wa - m8 = ¡ku “(1)

donde E (i) E P(Uañ UB ,Q'(*}áYj)), o sea JÏi) es regular respecto

de Yi

Observemosque la colección (la) define una corriente a-ce
rrada R sobre X , de bigrado (r,p) y con soporte en Y , definida

localmente por

RIU = Resy [ma]
0. 1 P

donde Res Y Y es el operador residuo-múltiple ([C-H1).¡,..., p
En efecto, en U r1 U

a B

N N P N_

RCSYl,. .,Yp[wa_ m8] - ¡El ResYl,...,Yp[w(l)]

y todas estas corrientes son nulas pues la forma es regular en alguna

de las hipersuperficies del residuo (cf. cap.0). En el caso en que X

sea Stein, o X proyectiva e Yl amplia para 1 < i < p, se

demostrará que las siguientes condiciones son equivalentes:



IV

. . . . N F . r u .u) cxnsle una Lerma meromor!u global w u V(X,Q (¿kW)) , tal que en cu

da abierto m -u> se purlC como una suma de formas cada una de ellas
L1

regular respevto de alguna hipersupcrficie de T

b) la clase de R en H"(X,Qr) es nula.

Por otra parte, mostraremos (cap.II, 52) que toda corriente

É-cerrada T G F (X,'Dx;p)admite una descomposición única

donde R es una corriente localmente residual asociada a un dato de

S E F(X 'D"pq). En realidad este resultado vale para con
’ .Y

que sean intersecciones completas locales con modificacio

Weil y

juntos Y

nes técnicas que serán expuestas en cap.H , 52.

Estos resultados caracterizan por un lado el núcleo del homo

morfismo canóníco

H"[Y1(x,sz')_, H"(x,n') ,(cf.capll, sz) ,

y además permiten definir el "cup-product” en cohomología moderada (cf.

cap.IV).

En el capítulo III, se estudiará una generalización del pro

blema de Weil para colecciones de datos que cumplan las siguientes con

diciones más fuertes de compatibilidad:

Sea T = {Yl,...,Yp} una familia de hipersuperficies en X

con intersección completa (X Stein, 6 X nroyectiva Y- e .
I. <'

J (1 J <1) ). Para todo conjunto J’ C
, nOtCmOS Y = U

1 ¡El Yi . Dado A: (U )a

amplias,<I’) , y sea

de cardinal j



. ," . _ r _. c ‘ __.<_ i
un cubrimiento UhIUFLUde x y \wq& I(Uü, n (¿'T)) } una coleccion dc

r-formus meromorfns con polos en la union de la familia T , diremos que

es un j-duro de Weil si en U ñ UG , ma- mp se parte como una suma de(1 ‘ H

formas cada una de ellas regu1ar en j hipersuperficies de T

A cada j-duto de Weil pueden asociarse las corrientes de X

{RJ} con las siguientes definiciones locales
|1I=i

RJI U = Rosyi , ,YI ,le io]
0‘ l p-J a

donde {i¡,...,ih_j} = {1,...,p] - J (consideraciones análogas a las
anteriores demuestran que R = R en U ñ U ).Jl JI a B

Ud UB

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a existe una forma meromorfa global E G F(X,Q'(*U T)) tal queV

en cada abierto ñ -Ba es una suma de formas cada una de ellas
regular respecto de j hipersuperficies de la familia T .

p-j +l
b) la clase de R, es nula en H (X,n') para todo conjunto

J de cardinal j tal que p EJ.
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CAPITULO 0

En este capítulo recordaremos la definición de las corrien

tes residuo múltiple y residuo múltiple-valor principal de Co]eff

Herrera junto con las propiedades que serán usadas más adelante

(cf. [C - HJ). Fijaremos también la notación.

0.1 Sea X una variedad holomorfa de dimensión n y sea

V = {Y ,c..,Y } (0 ¿_p <n) una familia de hipersuperficies en
1 p+1

x' p+1
Notaremos flv = .9 Y.1-1 1

p+1
UV = U Y.

1:1 1

y Vj : 1 í j i p+1 , v (j) ='{Y1,..., Yj,...,Yp+1} = v- {Y}
Sea ie P(X, €r(* U V)) una r-forma semimeromorfa en X con

polos sobre la unión U y; ÏQÏYi.

Las corrientes p+1-residuo múltiple RV[i] y p-residuo

múltiple-valor principal RPV[Í] cuya existencia está demostra
da en [C - H], tienen la siguiente definición local:

Sea W un abierto de X y o =(ol,...,op) funciones holo

morfas en W tales que (oj = 0) = WCWYj, V 1 í j í p+1.
Entonces dada a e D2n'p'r'1ÜV)

RV [i] (a) = 11m f A A a
6+0 p+1

Tg(6)(0)
y dada B e v2n’P'r(w)

R PV [i] (B) = lím f íAs
5+0 p+1

D6(¿)(ó)



donde

1) ¿(6) = (61(6),..., aé+1(a)) e Rïgl, v a €(0,1) es una
aplicación analítica admisible, o sea

ó (6) + 0 y Vj : 1 í j í p y V q e Np+1

6 - (6)
.__.)- 0

6j+1(5) 5+0
p+1

ii) T9(¿) (o) es el p+1 - tubo

{lojl = ¿j ; 1 í j í p+1} orientado convenientemente
([C — HJ)

p+1 p

y DéCó) (°) = Tgcs) (Ó) “ {'Óp+1' ’ ¿p+1}

P

donde TÉ(6) es el p-tubo asoc1ado a (Q1,...,óp)

0.2

V i e PCX, Qr(* U V)) forma meromorfa con polos en U V

i)“ RV[i] tiene bigrado (r,p+1)

o sea Ry[;] (a) = 0 para toda forma Con a de bigrado»

(t.s) con (ns) 7‘(n-r,n-(p+1))

ii) RPy [i] tiene bigrado (r,p)

0 3
- p+1 - P

sop (RV [A]) g Ü Yí,sop R PV [A] g nl Yi =rÏV(p+1)"1 i:i



QLí. Los operadores

3 ) 3 Qr :7: I' ._ ' ¡"91)
k IV ( J y) '-‘+ V(n+1)

RV z Qr(i: U y) ___) ¡pri/p+1

son homomorfísmos de haces (sobre C) con la siguiente propiedad:

v i e r (w, gr(* u y) , w abierto de x ,

23(pr [A])= Ry [A]

y si además di = 0

b R Py [A] = RV [A]

En particular se deduce que

8 RV [A] = 0

Cuandola familia y: {Y ,...,Y } tiene intersección
1 p+1x p+1

completa (i.e: dim fl Yi = n - (p+1)) se verifican ademási=1
las siguientes propiedades;

i) Si i e Qr (* U V(j)) para algún j, 1 i j í p+1,

(o sea, si i es regular respecto de Yj), entonces

Además, si j í p

Izpy[i] = o



ii)

j = p*1

Rpy Ry(p+1)

Sea y' = .,Y'p+1
' ñ

en X tales que dimC i:

{Y1,. } otra familia de hipersuporficics
7' = ..

1 Xi n (p+1) e Yá S Yj

para todo j 1 ¿ji p+1.

Entonces V i e 9r(* U V), valen las igualdades

Ryti1=nyv [i]

R Py[í]= R Py. [í]

0.6. Notación

I)

II
U

Dada V = 1’... p

R Py = Res P
1,. ,Yp Yp+1

RV = ResY ,0..’Y
1 P

Si {Q1,...,op} son ecuaciones de las hipersuperficies
notaremos

Res = Res = Res
V(Ó1),ooc,v(op) Ó1’°"DÓP Ó

Si X‘ g X, la restricción de la corriente residuo múl

tiple a X' se notará

Res
X',Q

A(j,p) al conjunto de familias crecientes
elementos tomados entre

Notaremos

de j los primeros p natura



Aden‘afí S , V J c A(j,p) notzn'emos Y J = seu Yl



CAPITULO l

5.1. CARACTERIZACION DEL HAZ DE COHOMOLOGIA MODERADA

Sea X una n-variedad holomorfa; V= {Y1,...,Yp} una fami
lia de hipersuperficics en X, Y = fi V ; or el haz de gérmenes

de r-formas holomorfas de X.

Por propiedades generales de los funtores derivados (cf[R]),

el haz de cohomologia moderada con soporte en el conjunto anali

tico Y y coeficientes en or es igual a

H’ (gr) = lím Ext ' r = o '11,. _'
[Y] T 0x (OX/Ikm) H ( DY ,a)

para I un haz de ideales cuya variedad de ceros sea Y, y donde

('D;",í) denota el complejo í de haces de gérmenes de corrien
tes con soporte en Y.

La fibra del haz Ext0x(0x/I,Qr) en un punto x e X, es

precisamente el grupo Extox’x (Ox’x/Ix,9:).
Dado I un haz de ideales sobre X, llamemos 'DÏ” a1 sub

haz del haz 'DP"cuya fibra es

'vr»' = {T e'Dr" : f.T = o, v f e I 1I,x x x

Claramente, identificando un morfismo con su valor en 1a

clase del 1, se obtiene un isomorfismo o

Homox(ox/I, 'vP-') —É+'vï»'

Sea I. nr el haz de gérmenes de r-formas holomorfas de X



cuyos coeficientes están en el ideal I

I.Qr=Ie 9’"
0x

Lema 1.1.1

Si I es un haz de ideales cuya variedad de ceros cs Y

entonces

_'_ | I‘,. ____ ' ¿ | I‘,.

Ha ( DY ) ¿ig Ha( DIk )

donde los morfismos del límite directo están inducidos por las
inclusiones

Demostración:

Sea Te '03 x de orden m en un entorno V coordenado dei

x en x . Por el teorema XXVIII, Cap. III, de [S] , Im“. T = o

ya que

Vo e D2n—q(v)

erO(V) tal que (f = 0) _3_Y
az011 32‘12aa1+a2(fm+ï@L- 0

y este hecho demuestra el 1ema//.



Lema l._1_._2_

Sea U un abierto de X, (fj)1<i<p, fic 0(U), tales que

(fi=0) = ij\ U. Sea I = <f1,...,fp>u
Definamos para todo k e N, los haces de ideales sobre U

Ik = <fÏ,...,f: >. Entonces los siguientes haces sobre U son
isomorfos

r,. r“
lím H¿('D k )= lím H¿('D )TBITBIk
Demostración :

Como I tiene p generadores, V k i 1 resulta

lo cual demuestra el 1ema.//

Sea gr (* U V) el haz de gérmenes de r-formas meromorfas
p

con polos en igl Yi , y A el sub haz

P

A = {1.51mi): Miner (* U ycm}

i.e., los gérmenes de formas que se descomponen como suma de for

mas con polos en p-1 hípersuperficies de la familia V.

Llamemos Q = Qr (* U ïl// A

Lema 1.1.3

Sea U un abierto de X, (fi) fie0(U), tales quelíiíp’



‘ ek(fi=0)=Yiñ U. Sea I=<f1,...fp>, Ik =<i'1,... fp>.
Entonces existe un isomorfismo de haces sobre U 7‘

Bf
lím Qr _———+mi QI"

k k.9

donde el límite directo está construído con los morfismos

Qr/ r 0'k 911/
Ik‘Q Ik+1'Q

(13x ._"—'-"_'—+ f1...fp.wx a

Demostración:

Para cada k e N definamos un morfismo 5k

n B

/Ik.9r -—Ï+ Q

B— k w

“x i ( k k )xf I l Df
1 p

I"

/Ik+1'9

es conmutativo, queda definido un morfismo Bf

que es claramente sobreyectivo.



Para la inyectividad, basta ver que si

P ‘
w - l . n

k k- = X Mi) con wCÜe9r(*UV(i))f . .f i=l
1 p

entonces (os_lo os_2 o ,.. o ok) (w) e IS . ar para algún s 1 k

Pero existen mi e ar y s > k tales que

u . mi

00(1)-s...Ï....f S ;
1 1 p

k P

luego, (os_1o os_2 o ... o ok) (w) = w . (f1...fp)s' =izl fi mi

‘lo que concluye el lema//. Y 3

“PrOposición 111.4

Con las mismas hipótesis de los lemas anteriores y si ade
P

más dim C n Yi = n-p , la aplicación de haces sobre Uí=1 '

gr ¡ tvïap

' w(1)i--*.+Resy
1 P

define un isomorfismo Rf

r Rf p r.... 1 9 '

NOTA:La demostración de la biyectividad se hará en cada fibra pe

ro omitiremos señalar el punto en el que estamos trabajando cuando

no haya lugar a confusión.



Observemos que

i) la imagen de la primera aplicáción está en 'DÏ” por
las propiedades 0.2 y 0.5-i).

ii) Rf está bien de definida por las propiedades 0.4 y
0.54). '

Consideremos

a) la resolución proyectiva de Koszul de (O/I)X

a a -1 a1 w
o + APoP+pAP“1oP 3 + Alop +0+ 0/I + o

p e

donde,si Ce.) es 1a base canónica de Op , paral

todo J g {1,..,p} , IJI = k

k
-1 ea (ev)= z (-1)v f. e. A...Ae. A...Ae. .

k J v=1 3v 31 Jv 'Jk

y b) 1a resolución inyectiva de or por corrientes

0 # gr + ,Dr,o í ,vr,1 + .._‘Ï ,Dr,p + ...
X X y X

Aplicando a la resolución (a) el funtor Homoxx(.,nr)

y a la resolución (b) el funtor Homox’x(O/I,.) se obtienen
dos complejos con cohomologías isomorfas que representan el gru

OX x
po Ext (O/I, Dr).

Este isomorfismo se deduce dei doble complejo

wi: _ al»? a a'c

0 + HomOCO/I,Qr) + Homo(0,9r) + Hom0(A10P,9r)+...RHomO(APO,PQr)
+i* Z

Hom0(0/I,'Dr’% +-... . ' 3
+5



12.
{a +

I 7‘ N

¡DT ’ ) -‘) I I a a n s oc o c oa na c o a o I o I-) [{Olno(:|r)0D,o¡vr,1)
Jr Jr

+ í

Iaoog.,+ '01")r))
+ í

_ mÏH 5€
5'

4.

O + Hom0(O/I,'Úr’p1 + HomOÜL‘Dr’p) ...+3

Veremos que el morffismo o =
P

levanta, siguiendo el diagrama, a n eHom (APOP,Qr)

e A...A e = w(1 p)nm

En general definamos objetos

o e Homo(Ai'1 Op, 'Dj’P'i) para 1 í i í p r

A eO 51 J # ep_(i_2) A... p

Ói(ej) =
R P [ ]si J=e . A...AeY ,...,Y . Y . p-(1-2) p

1 p-l p—1+1 f1...fp_i+1

Por la propiedad 0.5-i) resulta

0 51 J 3€ ep_(i_1) A-uAe
(°i*°1)(eJ)=°i(°‘i (eJD = Res E ‘*’ ]siJ=e . A..Ae

Y1,...,Y . f f p-(1-1) pP-l 100-0 p_i

Tenemos entonces que

a.* 4:51h“ v'1¿5.¿p-1
por la propiedad 0.4._ =Ó ,



13.

Luego, siguiendo el diagrama, e se levanta a la aplicación op

c'k v ¡hn/l.“ :1). I _ = í* o A.. ’z z ' u ‘
(¡P cp)L\] cp) ¿1 [m] nm( 1 Aep) )¡ que 1x forma es
regular, y tenemos lo que queríamos.

Comoclaramente Ja aplicación o

o : Hom (APOP, Q”) ——+ 9P

[(e1 A...A ep) h—+ m] k—g—4 m

es un isomorfísmo, para completar 1a demostración basta ver que

a (an* (Hom0(Ap'1 0P,nr))) = I . 9’
y efectivamente

(-1)í'1f.m.l
p. llM’U

p
ic . .

o(ap [(e1 A...A ei A...A ep) h—-+mi])

con lo cual se tiene demostrada la proposición//.

Proposición 1.1.5

Sea V = {Y1, ... , Y } una familia de hipersuperficies
complejas en X, tal que Y =n V tiene dimensión pura n-p.

El siguiente morfismo de haces sobre X

r p r p>\' | 9

9 ( 191 Yi) ’_* DY

(I)!——+ Rosy [(3]

induce un isomorfismo R

Q ——»R—+HE;- ('vfï“)



La aplicación R está bien definida por las propiedades

0.2 0.4 y 0.5-i].

Sea x e X , U entorno de X y (fi)iïl, fi e 0(U) tales

que (fi=o) = Yirï U . Estamos entonces en las condiciones de los
resultados anteriores y hasta ver, por lo tanto, que los isomor 

fismos

I gr H;('vïg)

conmutancon los morfismos de los límites directos, i.e. que el si

guiente diagrama es conmutatívo

Rfk
r P l 1",9 / r -—+ H_ ( D )

1km a Ik

Ol k 11*
Rfk+1

nr/ p —-——» HZ '01"
I¡(+1Q a ( Ik+1)

lo cual es obvio a partir de 1a definición de ok//.

En los siguientes corolarios se supondrá siempre que
P

Y = {El Yi es un conjunto analítico de dimensión pura n-p.

Corolario 1.1.6
P

Si Beer (* ¿gl Yi) es tal que el germen de corriente

en x ResY1 v [w] - 0, entonces existen formas meromorfas,..,.p
mi, mi e er(* U V(i)) , V 1 í i í p, tales que u = Z mi

i



Más precisamente,

Ley gg dua1ídad: Sea fi una ecuación local para Yi en un en
. " r

torno de x, V 1 í 1 í p, w = -— , w E 9x , entonces

. .ï. p [(Ü] = 0 <=> w E IOQP a para I = <f1) 000, >x

Demostración

Es una consecuencia inmediata de la inyectividad de la fle

cha Rf de 1a proposición 1.1.4. y de la propiedad 0.5-i)//.

Corolario 1.1.7
.. P _

Sea w e Qr (* U Yi), S e ‘Üï’: 1 tal quei=1 ’

ResY ’.. Y [Q] = ES , entonces ResY ,._,Y [Á] = 0
1 ’ p 1 P

Demostración

Este corolario es una consecuencia inmediata de la inyecti

vidad de 1a aplicación R de la proposición 1.1.5 y de 1a pro 

piedad0.5-í)//.

Corolario 1.1.8

Sea T e 'Dï’ï tal que 5T = 0. Existen L e Q: (* U V)

y S e ‘D;:ï—1 tales que

T=ResY,HY[w1+ís,1 ’p



y esta descomposición cs única en el siguiente sentido

si T = Res [nl] + 581, entoncesY,...,Y
1 p

ResY ',Y [wJ= ResY ,'_.’Y [m1] y S = 381
p 1 p

Demostración

Es una consecuencia de 1a suryectívídad de 1a aplicación

R de la proposición 1.1.5 y del Corolario 1.1.7.//



5.2. LIL_(;RUP() DF, (ÏOHOHOLOGIA MÜIÏIïRADA GLOBAL

San Y g X un conjunto analítico de codimensión p dado

localmente por los ceros de p funciones. (i.e. Y es localmente

una intersección completa).

Definumos el p-ésimo grupo de cohomología moderada con
. . I"coef1c1entes en Q y soporte en Y como

HP[Y] (X, or) = r (X. Hp J (9’))[Y

Comoya hemos visto,los haces de cohomología moderada

HEY] (gr) pueden obtenerse con el prehaz

U¡—-> Ker íg I‘Y(U, 'Dr“

írY(U, 'v”’-'1)

P p .
Veremos en este parágrafo que HEY] (X, 9 ) es isomorfo

al p-ésimo grupo de cohomología del complejo de secciones globa

les P(X,®Yr’° ) _ï+ p (x, 103,1) + ... + r (x, 10:,P)+ ...

Si ademásexisten p hipersuperficies en X,{Y1,...,YP},
P

tales que Y = _fl Yi , la proposición 1.1.5 provee un isomorl: 1

fismo de grupos de secciones globales

R
_p r

er, Q) ——+ HEY] (X, n )



Lsea l;2.1

H (a?) = o , v j # p
j
[Y]

Demgïjracign

La fibra del haz en un punto x e X es

j r
1.m Ext (( 0/ ) e )
i 0X,x Ik x , x

donde I está generado por p funciones {f ,fp} talesp 1,.ll
n f,= 0 = Y .

que ¿:1 C 1 )

Aplicando el funtor Ham a la resolución de Koszul de lon

gitud p de O/Ik se obtiene un complejo que resulta exacto sal
vo a nivel p (cf [G - H] , pág. 690) lo cual demuestra el 1e

ma//.

Proposición 1.2.2

Sea X una variedad holomorfa e Y un subconjunto analí

tico de codimensión p que sea localmente una intersección com —

pleta, entonces

HP cx, ar) 9 H-Ï-(PCX,'D”'))
[Y] Y

Demostración
p P

Como HÏY] (X. ar) = r(X,H[Y](9r))= r(X,H5-('v;"))
hay que probar que



p ,, - , p
H; (r(X, 'UÏ")) = F(A, H5 ('vr")).

c Y Y

La demostración será una adaptación al caso moderado del

Lema 0.6 de [S —T].

A partir de los complejos

r o 50 r 1 51 r i ïi——) I ’ —-)- I ’ — —)-o o o —* Í ’ ——)- a 0
0 DY DY DY

3'94 í?" —_,.
0 1 . 32

o -—+r(X, 'v;*°) ___» r(x, '03'1) __.+... ___+ r (x,'0:’1)_¿+ ..

definimos

zl = Ker í? Bl = Im í
l 1-1

Z1 = Ker í. El = Im a.1 1-1

con lo cual las sucesiones cortas

(*) o ——+zi——+'v;’i——+ Bi+1-—+ o, i>0

(**) 0 H1
[Y] (9P) ——+ o , i¿1

son exactas.

Luego, por el lema 1.2.1 , Bi = Zi, V 1 < i < p

Además, para todo i se tiene

zi = r (x, zi)



20.opo 1*: ‘ o=
u “[Y] Q 0 , lucgo Z 0.Y Z

Consideremos cl diagrama conmututivo

0 -———+ BP ———____+ ZP p r
y HrY](X,Q ) —+0

+ + 4'

o —» HX. BP) —+r(x,zp) ——»rtx, Hïntnrn —> H1CX,B“)—> -

Demostraremos que BP -+ P(X, Bp) es un isomorfismo y que

H1(X,Bp) = 0 por lo cual, por el lema de los cinco, resultará

Hp (X gr) z P(X Hp Qr) como queríamos[Y] ’ ’ [Y] '

Para ello, probemos por inducción en i , para 0 í i í p-1

Hk(X,Zi) = o , v k ¿ i

(#)i HkCX, 31*1) = o , v k ¿ 1

Bi+1 = r X Bi+1)Í

Si i < p-1 , y (#)i vale ,

Hk(X, zï+1) = o , v k ¿ 1

pues i + 1 < p =€> Zi+1 = Bi+1como ya vimos.

De (*) y lo anterior se deduce la sucesión exacta

o —»mui“) —> Mx, 'vï’i“) —» roms“2 ) —»o
o

D

como r(x,zi+1) = zi+J y



0 “_+ zi+1 __WF(X, ,vr,i+1) _+ Bi+2 0

es exacta, resulta

B1+2 = I. (X, 81H?)

r' . . ' ,
Comolos haces 'DY’ son finos, todas sus cohomologias

positivas son nulas. Luego, por la sucesión exacta larga de co

homologia asociada a (*),

Hk (X, 81+2) = Hk+1 (X, 21+1), V k 1 1 , y ya hemos

visto que las cohomologías de Zi+1 son nulas.

Para terminar la inducción, veamos la validez de (#)°:

Como Zo = 0 , B = 'Dï’o ; luego

Hk(X,Z°)=0 y Hk(x,31)=o,v1<¿1 ;

además como z° = o , 131= r(x, '02”) = r(x, 31).
En particular, para i = p-1 , hemos demostrado

chx,sp)=o Vk¿1
y Bp = 1‘(X,Bp) ,

comoqueríamos probar//.



CAPITULO II

n.

una família de hípersuperficies en

tersección completa.

51. SOBRE EL PROBLEMA DE LEVANTAMIENTO DE "DATOS DÉ NEIL” Y

CARACTERIZACION DEL NUCLEO DE HÉY] (x,gr) > HP(x,gr)

Sea X una variedad holomorfa de dimensión

V = {Yí,...,Yb}
X con ín

Defínamos, Vj , 1 í j í p

U AH “Aa-w MJ) osrín

H) “j ’Aj-i _'* AJ' 1+1 .1
a. (cm) . ) (-1)“ mx k ,
3 J JeA(J,p) i 1 {.1, ., i,..,Kj+1}

v K e A(j+1,p) , donde mL e arca U Yi)ieL

III)io - ar ——+Ao

í°(m) = (m,m, ...,w)

Conestas definiciones
P

ap_1(Á I) = { 'ziw (i) 3 w(í)p_2 e 9r(* u V(i))}

Proposición 2.1.1
La sucesión de haces

io a (lo a' a _
—-FAo—-JÉooo—)A. ... A H1-1 1 p
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es exacta.

DemostrggLQn : Para p = 1 es trivial. Supondremos p ¿_2.

Es claro que aj+1 o qj = 0 V J ¿ 1.
Además

[a1 0 Íáw)] = [a1 (Us'°-yw)] = w’“= 0
{k1,k2} {R1,k2}

v{k1I k2} € A (zip) ;

recíprocamente Ker al g Im io ya que si G1((mi)ï_1) = 0 ,

entonces, V k < z, -mk - m2 = 0, i.e. todos los wi coinciden

fuera de Y1 U...U Yp y sus coeficientes definen funciones holo

morfas fuera de Y = erl...ñ Yp , de codimensión mayor o igual
que 2; luego, se extienden holomórficamente a todo X y queda

definida una r-forma holomorfa m tal que w = m. V. , i.e.l l

(mí)ï:1 z io (m) 0

Queremos ver entonces que dado j : 2 í j í p-1

Ker a. = Im a.
J 3-1

i.e. dada (mJ)JEA(j,p) e Aj_1,x (xeX), 51 aj ((mJ)) = 0, ex1ste

(YL)L€A(j—1,p)E Aj-2,x tal que

w = [aJ j_1((YL))JJ . VJ e Amp).

Dad existe un entorno coordenado (z,U) dea (NJ)JEA(j’p) I



24.

x y p funciones fis 0(U) tales que:

I) (ff-0) = Yin U

II) w = +—————————J.w, con A c s21" (u) , v J e A(3,p)J Í . f JJ J
1 7

A A' o = ( dz dz = dz A...A dz a e U .sera lueoo XJ IJ A , ( A A A ), J 0( )A€A(r,n) 1 r

Entonces, aj((wJ)) = 0 <=>

j+1 ' 11' A
<=> v K eA('+1 p) o = Z (-1) (n =

J ’ 1:1 {K1""’Ki""’Kj+1}

i=1 l {K1,.00,Ki,oI0’Kj+1} =

f . .f
K1 Kj+1

h

+
A

0 — z (-1) fK, a{K1,...,Ki,...Kj+1}

Probaremos que existe (YL) ( ) con 1a misma polaridadLeA j-1,p é
que (“.1 (con los mismos denominadores) tal que

wJ =Ïaj_1 ((YL))JJ , 4VJ e ACÍ,P). Buscamos entonces 0L e 9r(U)É
í :

i-1 A E;
A .Z . O{J J Ï‘Éo = » b d = m - 1m WM a

L g L zA tal que wJ É _1 VJ g¡0| f
J J. ,

1 J j

AM:



25.

y esto ocurre si y sólo si

1 Ji {J1,...,Ji,...,Jj}» VAÉA(r,n),VJEA(j’p).

Tomemos1a sucesión exacta de Koszul asociada a

I=<f1,...,fp> g 0x

a . e. 1 e
o ___+ Ap oP__R+ AP-lop ___+...___+A30P _1+...A 0p_í+0__+ o __+ o/I

donde

j
_ -1 _

Bj(eJ) - vgi(-1)v {J eJv 1,...,3v,...,Jj’ VJ EAijp)’

(e1,..,ep) la base canónica de 0P , eJ = eJ1 A.,,A er.

Sea dj : Homo (Ajop,0) —+Ap"j 0p el isomorfismo

d. (o) = z (-1)°(J) ¿(eJ) eCJ3 JeA(j,p)

(CJ = complemento de J m1{1,...p} ordenado en forma creciente ,

(_1)O'(J)y 0(J) es tal que elA ,,,A ep)eJUCJ =

Comoel siguiente cuadrado conmuta (cf [G - H] , pág.

690)

. d. .

Homo (AJOP,0) ——1—+ A P'J 0p

B5351 1 Bp-j
. d . .

Hom (A3+1op,o)__2:í AP'3‘1 op
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aplicando Hema la sucesión de Koszul, se obtiene una sucesión

exacta (salvo en las puntas).

Definamos QA c HomO(AjOp,O) , V Aer (r,n)

A A .

o (eJ) = aJ V J e A(J,p)

Entonces V A ¿A(r,n) y V KeA (j+1,P)

e." ¿“(eK) = oA(8j+1(eK)) =3+1

j+1
_ A v-l
- o C Z (-1) f e A ) =

“1 xv {K1,...,Kv,...,}(j+l}
j+1

= Z (-1)“'1 f aA * = 0
v=1 Kv {K1,..,Kv,...,Kj+1}

Como (e ) son base de Aj+10p
KeA(j+1,p)

B * ¿A = 0 => V A sFCr,n), 3 WA tal que QA =B,* WA
j+1 3

Basta definir entonces

b: = wA(eL) VL e A(j-1,p) ,v AeA(r,n)

para obtener lo que queríamos//.

2.1.2.

Sea w e P (x,Q), es decir, datos locales wa e P(Ua,9r(*UV))

asociados a un cubrimiento U = (Ug “EA de X por abiertos, ta



los que on Uafi UB 27'
_ a r

w o - k wK wKe FC Uafï UB,9 (*YK).
KcA(p-1,n)

En esta sección estudiaremos cuándo existo una forma mero

morfa global con polos en (Y1 U...U Yp), cuya clase en r(X,Q)
sea w.

Observemos que estas formas meromorfas locales {wa} A(1€

permiten definir una corriente global que denotaremos

Res [w] , que en cada U está definida por
Y1,. ,Y aP

ResY ’...’Y [wa] , ya que en Udri UB
1 P

Res [m J - Res [m ] =

31,“,Yp a Y1,...,YP B
= ‘ = ' .S-' .

¿1 Resyi, ..,YP [“’{1,...,i,...p}] 0 ’ por la propledad 0 1)

Teorema 2.1.2

Sea X una n-variedad holomorfa e V = {Y .,Yp} una fami1,..
lia de hipersuperficies en X con intersección completa. Sea

r e N, 0 í r í n.

Si Hq(x,g“(*UYi)) =o, Vq¿1 y !J¿C_{1,..,p},
entonces dada w e FÉ;,Q), existe o er(X,9r(* U V) tal que

n* Ó = m si y sólo si la corriente global Resïlvn’Y [m]
define la clase nula en Pfi’(x,dÚ (iie.3SeP(X,'Dr'P“1)p tal que

ES = ResY ’...’Y [u]).
1 p

NOTA: La hipótesis de anulación de los grupos de cohomología
Hq(x al] Y* . . . . .

, J)) se verlfica 51, por eJemplo X es una
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variedad proyectiva e V es una familia de hipersuperfi

cies amplias, o si X es Stein.

Demosgrgción

La necesidad es clara ya que si w = H*o , o e T(x, qug

Res [w] = Res [o] = í(Res P [e] )
Y1,...,Yp Y1,..,YP Y1,..,.Yp_1 Yp

por la propiedad 0.4.

Demostremosentonces 1a suficiencia,

Sea

0 ___* L 'Dr,0í_* ¡01"1 ..._* ’Dr,n._* 0

la resolución acíclica 'Dr’o’ del haz de r-formas holomorfas

por corrientes.
Por la proposición anterior

i 51 .
0*A —-———+A—-'+oo-o --—-)'A

o 1 p
—'*Q—->0(2)0-—-—-—+Qr

1

es exacta, luego A'es una resolución de Qr.

Comopor hipótesis VHQCX,Ai)= 0 Vq 1 1 , V i=0,...,p-1,
se tiene

f Kerí S_r(x,'0r’p)5 A

r x, 3 =P Hp(x,n”)
( Q íCI‘CX','v"’P'1))

H* (T(X,A ))
P -1

nuestro dato w define un elemento en el primer cociente y que

remos ver precisamente cuando su clase allí es nula.
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Yu QUe Ap y 6P son ísomorfismos,

Ó E FCX; Ap-l) /H* Ó z‘”c> AP o 6p (w) = n

Domostrarcmos que

E(D—1)
2

ResY ’Y [m]l o 6P (H) = (-1) 1’... pP

Definiremos para ello un morfismo de resoluciones

o : A' ——+'Dr"

que envie a nivel de secciones globales
p(p-1)

w F—+ (-1) 2 ResY1 Y [w],..., p
o inducirá un isomorfismo en cohomologia por la conmutativi
dad del siguiente diagrama

HP(r(A')) —°—->HPU‘CDr“)

—1

p Ap

HP(X,QP3 _¿g* HP(X,9r)

(cf. [G] , teorema 472, pág. 182)

Definamos para O i j í p-1.

o z A_ __+ ¡Draj



“j ( (CJ)Jafi(j+1,p)) = (‘1) RCSY ...,Y pY.+1 [C{1,...,j+1fl

UP(Í) = (-1) ResY “’Y [m]

(en ambos casos y en todo lo que sigue debe entenderse que, da

do un germen de r-forma meromorfa en x e X , los gérmenes de

las corrientes son también en x ).

Veamos la conmutativídad del diagrama:

r io P'1 H
0 ——+ Q -—>-A —-+ A -—>..-_+A ——+ Q —+ 0o 1 P'1

o’O Jai JOP_1 Jap

o ____+QPLIDP’OL'Dr’an¡oí-F'Dr’p_1'—-+ Ker í Ür’p—‘*0

En cuanto al primer cuadrado, sea B e Q: ,

oo o 10(8)
o .

(-1) PYl [1°(B){1}]

= PY [B] = f e A -= i (e) , pues B es un germen
1

de r-forma regular.

En general, para 0 í j í p-Z , tenemos :
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1+1

A3 * Aj+1

to] Jgj+1

I’Dr’J a )_'.Dr',j+1

sea ° = (CJ)J6A(j+1,p) e Ajgx

j (5+1)
— — 2a o o.((c ) ) = a ¿(-1) Res P [C . J):J J YlanFYj {1,oq,]+1}

jCj+1)
2

= -1 Res , [c . ] 1 ' c
( ) Y1,...,Yj+1 {1,,.,3+1} . por a propledqd

0.40

Por otro lado

(j+1)(j+2)
‘

2o. o 6. (c) = (-1) Res P [6. (cD . ]=
3+1 3+1 Y1,. . . ,Yj+1Yj+2 3+1 {1,..,]+Ï?}

C J)(3+1;(3+2)j;2 C ])i“1 R P [ Ja — . - es C f . =
1:1 Y1,...,Yj+1Yj+2 {1,...,1,...,]+2}

(j+1)(j+2)
= _ 2 _ j+1 .

C 1) .( 1) ResY Y. PY [c ] (*)1"" 3+1 j+2 '{1,..,j+n
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.x 1" ’+ (pues k 1 < J 2 , c{1’..,Ï"‘,j+2 } no tiene polos en una de las

hipersuperficies del residuo y luego, por la propiedad 0.5-i),

Res P [c ] = 0 .
j+1 j+2 {1,.,i,.,j+2}

Nuevamentepor 0.5-i), (*) es igual a

j(j+1)
2

(’1) Res .. [C{1,..,j+1}] = j

En el último cuadrado tendremos

p(p—1)

o o H (m) = (-1) 2 Res
p Y [m] =1’UQ’YP

p(p—1)

¿(rc-1) 2 ResY P1’..’Y [w]) = í o op_1 (w)Yp-l p

lo cual concluye con la demostración del teorema/l.

A partir del teorema 2.1.2. es posible responder al

problema resuelto por A. Weil en [W]:

"Sea X una variedad compacta Kahleriana, Y S X una_

hipersuperficie, U = (Ud) un cubrimiento de X por abiertosaeA
1

y mas FCUa,Q (k Y)) formas meromorfas d-cerradas tales que
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wa-chr(U{\UB,Ql). Entonces, la existencia de una forma meromorA

fa m d-ccrrada, tal que m—wa sea regular en cada abierto Uq
es equivalente a que el ciclo polar que lOs datos definen sea ho

mólogo a cero en H2(x,m),"

Demostración

A1 ser los datos (wa)¿EAcerrados, 1a corriente de ti
po residual y globalmente definida ResY[(ma)] resulta d-ce
rrada por 1a propiedad 0.4 y su d-clase en HZCX,C) representa

precisamente el ciclo polar (cf [C-H-LJ).

Por el teorema 2.1.2 sabemos que existe una forma mero

morfa global m1 no necesariamente cerrada tal que mllua - wa es
regular, V a e A, si la clase í de 1a corriente RY[(wa)] es
nula en H1(X,91);y esta condición es equivalente a la pedida por

Weil pues como X es Káhleriana y RY [(ma)] es d y í cerra
da, la aplicación inyectiva de Hodge

H1(x,91) —+ ¡120m3

envia

ResY [(waD5_h—-+ ResY [(wa)]d .

Veamos ahora que 1a forma buscada m puede elegirse d-ce

rrada.
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En efecto, como NJIU - ma es regulara

RY [m1] = RY [Cua)] = b S.

Luego por 0.4

PY [dwl] = b(S - PY[m1]) .

Pero dwa = 0 => e = dm1 es regular, luego

PY [dwl] = Í 0 A

es homológicamente nulo, con lo cual existe una forma global o

regular tal que do = e.

Entonces m = wl- o es la forma cerrada buscada.

La recíproca es evidente ya que si existe una forma mero

morfa global m que difiera de los datos localmente en formas re

gulares

ResY[(ma)] é ResY [m] = b PY [w]

luego es homológicamente nulo//.

Después de esta observación llamaremos dato de Weil, aso

ciado a V = {Y1,..,Yp} y ll= (Ua)a€A cubrimiento, a toda colección

dc formas meromorfas (wa) que defina un elemento de P(X,Q) i.e:aeA

wa e P (Ud ,QP(* U V)),V a e A
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y wa - m8 = El m (i) , w(i) e r (Uarw UB, 9’(*Uv (i))),

para todo par («,8).

2.1.4 Caracterización del núcleo de HEY] (x,Qr) ——+Hp(x,fir)

Si X es una variedad holomorfa e V= {Y1,.,Yp} f1ía.de
hipersuperficies en X con intersección completa, hemos demostra
do en particular que el núcleo de la aplicación

rcx,2) —BEE+HP (x,a”)

(wa)aeAh__* ReSY [Cm )]
1,..Yp a

es 1a proyección al cociente de las r-formas meromorfas globales
PI‘

r (LR HileiD.p
Si Y = fl Y. Y

i=1 1

i : HEY] (Lap) —+ Hp(x.9")

es 1a aplicación natural deducida de la inclusión 'Dï" g 'Dr",
resulta claramentre

i o R = Res

donde R es el isomorfismo del capítulo anterior.

Luego

lKer iïclases de residuos de formas meromorfas globales}



52, TEOREMAS DE CARACTERTZACION DEL GRUPO DE COHOMOLOGTA MODERADA

Reuniendo los resultados del primer parágrafo con los

obtenidos en el capítulo 1, se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 2.2.1

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n e Y un

conjunto analítico de dimensión n-p que sea la intersección de

puhipersuperficies globales.

Sea T e P(X, 'Dr’P) una corriente con sop T g Y,

Si V = {Y } es una familia de hipersuperficiesY9-.)
1 P p

en X tal que Y = n Yii=1
, entonces:

a) Existen

i) un cubrimiento abierto U = (UCLMCAde X

ii) im dato de Weil (wa) , ua e r(Ua, cpu U m, asociaaeA
do a V y U

iii)ser(x,"vr’P'1), sop ng

tales que

WI o:

T = ResYl’._.’Y [(wa)] +P



b)

C)
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Esta descomposición os única en el siguiente sentido:

Si V' = {Y'1,. Y =r\v',., Yfi}es otra familia que verifica
= ‘._._ , . , . _

V (VB)BeB un cub11m1€nt0,(m8)fleB un dato de We11 asoc1a

do a U e V' y S'cPY(X,'Dr’p-1) tales que

T = ReSYI’ ,Y1 + í S'
1 p

entonces

ResY,'."Y [(wa)] = ResY,,...’Y, [(m¿)]

y í S = a S'

Si además se verifica

Hq(X,grc*ngY¿)) = o Vq ¿ 1, v J eA(j,p), v 1 í j í p,

N

la colección (w ) EApuede reemplazarse por una forma globalCIC!

r P
weP(X,Q (x U Yi))*i=1

si y 5610 si la clase de T es cero en HP(X,Qr), i.e. si y

5610 si 3 T'e r(X,'Dr’p'1) tal que



imaginan
a) Es una consecuencia del corolario 1.1.8 y de la proposición

1.2.2.

b) Veamos que la descomposición es única en cada punto x e X.

Sean aeA , BeB tales que XeUJWVB. Existe un entorno de
. P I P

x. UXCUaovB y cri)i le o (UX) , (g j)j le o (UX),
tales que en Ux

1) Yi = (fi = o) , Y; = (g; = o) cv 1 í i 1 p)
o 0'

= a ' = B ' re u
2) ma f f , m6 ' ' con oa, GB g

10 0 p OO(gp

lares en UX.

Por el Nullstellensatz, achicando eventualmente el entorno Ux,

3 q e N y ¡laijll eOPxPCUx)
tales que

8'? = Z 3.. f. , V 1 < j < p .
3 1:1‘ 31 1 ’ ’

p 0' og'qÏí..g¿q_1 GBg.=g!' ’ m‘=
J J 3 gglifiigp gl. p

donde UB es holomorfa en Ux.

[oa det(aj.)]Entonces Res [((JJ )] = Res | | ________;l_
Yi,ooc’Y¿ C! x Y1,.¡"Yp gl. .gp x

por la ley de transformación ([DJ)
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Rcomplazando, obtenemos que

o odetCa..) - CB _
Res , ' [ a 11—7 ] = a S” con sop S” C Y

Y1’u00,Yp g ... g x x _
1 p

y por el corolario 1.1.7 resulta

oa 0 det(ai_)3 _

1 p gl... gp 1 p

como buscábamos.

En cuanto a c),después de a) y b), no es más que una

reformulación del Teorema2.1.2//.

Proposición 2.2.2

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n ;

V = {Y1,...,Yp} una familia de hipersuperficies en X con inter
Bajo las hipótesis de anulación de

P .

sección completa, Y = igl Yi.
los grupos de cohomología

l

Hq(x, nro. YJ)) =o Vq>0 , VJg{1,...,p},

dada T e PY(x,W)r’p ), í T = 0 las siguientes condiciones son
equivalentes

a) Existe S e r(X,'DP’p_1) tal que T = í S

b) Existe en X un subconjunto analítico Y' que con
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tiene a Y, con dimC Y' = dimf Y + 1,

y s' e I‘Y.(><,'D"’p“1) tal que T = 'a“ s'

Demostración

Si T = í S para alguna corriente S e P(x,'vr’P'1),
P

por c) del teorema 2.2.1 existe tveP(x,9r(*ilei)) tal que

T = ResY .0 Y [m]+ í T1 con sop Tlg; Y
1!‘ a P

luego S'= Res P [w] + T1 cumple lo requerido:ngongY Y1 p-l P
í Se = T y sop S'g V(p) = Y' (cf. propiedad 0.3)//.

La unicidad en b) del teorema 2.2.1. permite obtener

una caracterización de Hp&] (X,QP) en el caso en que Y sea
localmente una intersección completa.

Teorema 2.2.3.

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n,‘

y sea Y un conjunto analítico de codimensión p dado local

mentepor la intersección de p hipersuperfícies.

Dada T e r (X,'Dr’P), í T = 0

existen '

“¿A cubrimiento de Xpor abiertos.i) U = (Un)

ii) y“: {YÏ,...,Y a} flia. de hipersuperficies en Ua:Pp
YnUa= nY“1:1

iii)macI‘(Ua,Qr(* UV“) , VaeA
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iv) Se rY(x,'vP’P‘1)

tales que

ResYa,.."Ya [wa] = ResYB’...YB [m8] en Uafï UB
1 p 1 p

Y T = (ResYÏ’ “Y; [ma]) + B S

Demostración

Sea U = (Ud)GEAun cubrimiento que verifique ii) ;
eventualmente refinando u, a) del teorema 2.2.1. provee 1a
escritura local

T = Res a a [mu] + í SU 1,... p a

D, - -1
donde wa ¿FLUa,Qr(* U YÏ)) , Sac rY(x,'vP’P )1:1

Por b), en var) UB

ReSY°Ï Y“ [wep= ReSYB,...,YB [‘“BJ
1’ ’ p 1 p

y íSa = aSB

Por la inyectividad de

HÏY] (Xynq) _"—* PCX3HEY] gq )

de la proposición 1.2.2 , existe



S e PY(X,'UP’P-1) tal que

lo cual concluye la demostración del teorema/l.



CAPITULO III

DATOS DE WEÏL GENERALIZADOS

En este capítulo se estudiará una generalización del

problema de Weil para colecciones de datos que cumplan las si

guientes condiciones de compatibilidad:

Sea V = {Y ..,Yp} una familia de hipersuperficies en1,.
X con intersección completa C X una variedad holomorfa de di

mensión n), y sea j e N(1 í j í p). Dado u = (Ua)aeA un cu

brimiento abierto de X y w = {ma e r(Ua,gr(*y))} una colec—
ción de r-formas meromorfas con polos en 1a unión de 1a fami 

lia V, diremos que es un j-dato de Weil si en Uarï UB,ma-mB
se parte como una suma de formas cada una de ellas regular en

j hipersuperficies de V (para todo par (a,B)).

¿Bajo qué condiciones existirá una forma global

o e r(x,gr(* y))) que difiera localmente del dato en una suma de

formas con polos en p-j hipersuperficies (a lo sumo) de la fami

lia V ?

Notemos que dado un j-datodeWaü.u = (ua)a€
balmente definidas, para todo conjunto J e A(j,p), las corrien 

A, quedan glo

tes de tipo residual ÑSEm]definidas localmente por:

y = =RJ ,l ne’Yo . ’ U Y
ua 11 1p-J jeJ j

= ResY Y. ’ Y [ma]11"“, lp_j J
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donde i1<. ..< y .I U {ií o 0.0p-J 1’
En efecto, en U r1 U

a B

m(J')
ma - m8 =J'eA(j,p)

' I"
donde mCJ ) e P(Ua(\ UB, Q (*iyJ.Yi)).

Por la propiedad 0.5 i) resulta

R [m(J')] = Res Y [w(J')] =l .P-J J

= 0 VJ,J'€ ACLP)

pues o bien J = J' o bien i2 e J' para algún L , 1 ¿zip-j

Sea Ap_j_1 el haz ya definido (cap. II, s1) de formas

con polos en p-j hipersuperficies (si j=p, A_1 = 9P) y
a: A , ———+A el morfismo definido porp-J-l p-l

0((w ) - ) = X m ,m e 9r(* Y ).
L LeA(p-J,p) LEA(p_j¿Ü L L L

Consideremos el haz cociente

Qj = Ap-l /0(Á )p-j-i

y 1a proyección
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El problema puede plantearse entonces de la siguiente

manera : dada una sección al haz Qj, ¿cuándo será la proyec

ción al cociente de una forma meromorfa global?

Antes de responder a esta pregunta damos el siguiente

Lema

Lema 3.1

Sea V= {Y .,Yp} una familia de hipersuperficies en1,00
P

B , una bola en En tal que dime .01 Yi = n-p ; sea s<p, sa N;l:
para todo J eA(s,p), sea YJ e P(B,Qr(* YJ)); si se verifi
ca

JeA(s,p)

entonces, V J e A(s,p) y V 2 eJ, existe wJ_{L]€P(B,QP(* y Yi))i L
tales que ieJ

Y :2 “J-{z}J
zed

Demostración

Sean {f],...,fp} , fieo(B),(fi=O){\B = Yi,ta1es que
VJÉA(S)p)

“J r
y.r = , donde aJ e I‘(B, 9 ).

‘ n f
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Sea J un conjunto fijo, J e A(s,p) y sea g: n f.0 O l

Í YJ= 0 => g.YJO = Z S'YJ (i)JeA(s,p) JeA(s,p)
JfiJo

Para cunlquier conjunto JilJo , RJ e Jo - J , entonces

a a‘l al!
_ J = J J . n

g YJ 19a f1 n fi fi n r d°nde a y aicJ ieJnJo ieJo
ifzJson formas regulares.

Reemplazando en (i) n
z fzlr aJ

JeA(s,p) L
_ g.aJo _ a"J _ JiíJog-YJ —————— z ———- ————,

- ° H fi J A(s ) H fi n fi
icJo JE 'P ieJo ieJoo ifl J

luego gc a = Z f a" , donde 2 e J V J,
Jo JeA(s,p) J¿J J J °

J#J
0

I‘
o sea g°a e I < {f } > o 9 ;

Jo 2 LEJO

luego los coeficientes de la forma aJ multiplicados por g
o

estan en el 1dea1 I <{f}¿eJo > (11)

Como (g=0) n ( n (f2=0)) = U (Y.{) (f1 Y¿)) y porzeJ itJ 1 zeJ
O - 0 0

hipótesis la familia Y tiene intersección completa, resulta

dimC (g=0)n ( O (f = 0)) = n-(s+1) , o seal 2
eJo
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{{fgdfiCJ , g} es una secuencia regular; entonces de
O

(ii) sc deduce que los coeficientes de la forma aJ están cn
O

el ideal I' < {fz}g€Jo> , lo cual permite escribir _,

= r
YJ z “J -{2} d°nde “’J 42} e r (B'Q ("igJYiDo ch o o o

o ifiR

tal comoqueríamos//.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el siguiente

teorema .

Teorema 3.2

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n ;

V = {Y ,...,Y } una familia de hipersuperficies en X con inter
1 p

sección completa que verifica

Hq(x,gï“(* YJ)) = o Vq ¿ 1, VJeACs,p) , v sgp .

Dado jíí p y mePCX,Qj), existe o eT(X,Ap_1) tal que

J

Hp'j+1 (X ar), V JeA(j,p) tal que p e J.9

V

n; o=msi y sólo si R [w] tiene clase de cohomología nula en

Demostración

a) J'=p
P

Sea Y = U Yi, los datos locales (ma) son formas con polos
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en Y cuyas diferencias son formas regulares en la intersección

de cada par de abiertos.

Por el teorema 2.1.2

Jo e PCX, Qr(* Y)) tal que n* (o) = w <=> ResY [m] = 0 en

1H (X,Qr) que es exactamente lo que hay que demostrar.

b)j<p
La condición es claramente necesaria ya que

w = n * o => RV [ ] = Res
j J “’ Yi

= í(ResY P [o] )

y .

luego RJ [w] tiene clase de cohomología nula en Hp'3+1(X,Qr)
V J eACj,p).

En cuanto a 1a suficiencia, se demostrará por inducción en

J'<p.
Si j=1 el resultado es cierto Vpe:N, según lo demostrado

en el teorema 2.1.2.
Supongamosahora que el resultado es cierto para j, cualquie

ra sea q 1a cantidad de hipersuperficies de la familia V, con

j < q.

Dada una familia Y = {Y ,...,YP} con j+1<p, debemos probar1

lo siguiente:
V

) es tal que R [m] es nulo en"Si w e P(X,Q. L3+1
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Hp"‘j+1)+1(x,üP para todo conjunto L c ACj+1,p) , p e L,
P

existe entonces una forma meromorfa global o e P(X,Qr(* U Yi))1-1
c- A: . l ) o

Dada w c P(X,Qj+1) , ex1st: U = (Ud)GEA cubrlmlento de X
por abiertos y wa e F (Ua,Qr(* U Yi)), V a e A, que definen w.1:1
Podemos suponer que cada Ua es isomorfo analíticamente a una

bola en Cn.

Y' = Y U Y con
p-1 13-1 p y

, Y¿_1} que resulta

v = ' ' 
Sean Yi Yi 51 1 í 1 í p 2 y

sideremos la família V‘ = {Yi
tener también intersección completa.

’OIO,Y¿_2

Llamemos

.. r‘ ,

A'z-i ' LeA(2?p-1)9 “¿EL Yin V 1í’víP-1

0' : A'p_2_j__.,'-Á'p_2

a' ((mL) )= z mLLeA(p-j-1,p-1) L

t = A'
Q] / '

U(A p_2_j)

Í

H' A'p-2 __+ Q)

Como UV = U v' , ma e rcua, A;_2) y por la compatibilidad
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en las intersecciones, la colección (w ) define una seccióna aeA

w' EF(X,Q;).
V conjunto K e A(j,p-1) tal que p-1 eK

V' ' y
RK [w ] - RKU PEm]

luego, por hipótesis, es nulo en HP'(j+1)+1 (X,Qr) =

= H(p-1)-j+1(x,nr)

Podemosentonces aplicar la hipótesis inductiva:

3 Ó'e PCX A' ) tal que n'*(Ó') = mv .’ p-2 j ,

lue o V A existe una fa 'li d f r a .
g a e , m1 a e o mas {eL}LeA(p_1_j,p_1)

a r . .
eL e P (Ua,9 (* Y'L)) que verifica

ww =Z eg (*)
LeA(p-1-j,p—1)

(eventualmente refinando el cubrimiento).

a
Dado L e A(p-1-j,p-1), si p-1 é L , eL tiene polos en

p-(j+1) hipersuperficies de 1a familia original. Si p-1 e L,

e: e P(Ua,nr(* U Yi)) , es decir tiene polos en p-j hiperieLU{P}
superficies de y. Para concluir 1a demostración, basta ver en

tonces que para cada conjunto L e ACp-l-j,p—1) tal que p-1 e L,
l

existe una forma meromorfa global ¿Ler(X,9r(* U V)) tal que en
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cada Ua, Q; dlfiera de eJ cn una suma de formas con polosJ J

cn una hípcrsupcrfície monos. En efecto, si tomamos

ó = ®' - °L
LeA(p-j—1,p-—1)
p-1 EL

resulta

Il EH* (o)
j+1

¡comoqueríamos.

Dado L e A(p-j-1,p-1),p-1 eL, consideremos la familia de

p-j hipersuperficies VL = {Yi, ieL U{b}} =

={Y ¡000,Y Y.
L1 vaj-2 , P-1. P

Llamemos

L nrc U )= 2'!

A<p-j>-1 VL

L r
n a e Q (3* Y )

A(p.3).2 ¿ELU{p} LU{p}—{l}

o : L -—-—* AA LL (p-j)—2 (p-j)-1

Q L ((Y2)chu{p} ) = ¿LundYL

[QL = AL
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HL: A . -————+ QI;

Veremos

a) (es) 6A define una sección global e de Q1 , conC!lo cual las corrientes locales

Res a
Y ,...,YL , YP_1, yp [6L]1 p-j-2

definen una corriente global T

b) T = o en HP'j (xmr),
con lo cual comoel resultado es cierto para la fa

milia YL y j=1 , existe la forma global buscada

v Ï' .

0L er(x.n UYIVJ Y )) <_2r(x.Ap_1)E
L

Demostración de a):

por (ac)

a _ B: _ B_ a
eL eL me ma + Z (9K 9K)

KeA(p-j—1,p—1)
o sea KfiL

a_ B _ a _ B = **

(eL eL) + (wa m8) + ¿L (6K 9K) 0 C )

donde(e: - efi)er(Uarï UB , 9P (*- U Yi) ; por otro
JsÑÁp}

lado ma - m6 es igual, por hipótesis, a una suma de
formas con polos en p-j-1 hipersuperficies de la fami
lia V , luego cada uno de estos sumandos puede conside
rarse como una forma con polos en una familia de p-j hi

persuperficies distinta de VL; (**) tiene entonces la
forma
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Z YJ:0

JeA(p-j,p)

donde YJ eP(UarI UB, QP(* U Y ‘) = a - B
iEJ j’ y YLU{p} L L

Por el lema 3.1 resulta a).

Demostración de b)

Llamemos I = {1,...p}-L. ComoL g {1,...,P‘1}, PEÏ'
Entonces

T = RÏEe] , ya que en cada Ua

= a =T ,.. ,YL , Y 1, Y
1 p-j—2 P“ P

= a .
ReSY gooo,Y , Y ’ Y (Cfo pI‘OPledad

L L _v_2 p-1 IP J 0.5 íi)) ,

Por (*)

a = , _ _ a
eL 4’ (JJ Z . 6LKeA(p-1-3,pv1)

K#L

Ahora bien , V K f L

Res [ea] = 0
Y ¡00” Y , Y Y K

L1 Lp_j_2 p-1’ I

pues existe algún Índice s dL1,...,Lp_.j_2, p-1} tal que
s é K.



V

T = ResY ' L ’ Y _1’ YI [0'] - RI [m]1 p-j-2 P

Res [9'] =
Y ... Y , Y

L1’ ’ Lp_]_2 p-1’ I

= a(ResYL .,YL ’ Y _1 Py1 [ov])1 p-3-2

y R; [m] = 0 por hipótesis.
Queda entonces demostrado b), y por lo tanto el teore

ma3.2.//.

2;; Observación

Notemosque la condición requerida es la anulación de

las (?:}) corrientes residuales de la forma R: [m] (|J| = j)
con p e J. Esto asegura que las clases de todas las corrien

tes R: [w] son nulas, cualquiera sea.Je A(j,p).
En efecto, de acuerdo con las fórmulas residuales si 

guientes (demostradas en [D]):

v L e A(j+1, p) , CL= {1,...,p}- L'= {11....,IP_(J.+1)}

z ResY ,...’Y Y ,U Y. :0)9

ncL 1 Ip—(j+1) 2 ieL 1iii
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dado J cA(j,p) , p í J, CJ = {I ,p} resulta:1,...,Ip_(j+1)

V

RJ=RCS
YI ""’YI . ’ Yp’igJyl1 p-(]+1)

= - X Res. Y ,..,Y ,Y, UY.UY
JEJ I1 Ip-(j+1) 2 ieJ 1 Pi#l

Es claro que podría hacerse en el enunciado del teorema 3.2 la

elección de otros (?:}) residuos cuya nulidad implique la de

todos los R: [w] en Hp"j+1 (X, n”),

3.4 Por el tipo de condiciones obtenidas en el teorema 3.2, es

de esperar la existencia de una sucesión exacta

13-1) p’2) ( j ) (5-1)r j-l j-1 H j-l I j-1
0+(Q) + Ao + +Ap_j_2 +Ap_j_1 +Ap_1 + + 0

Es posible dar demostraciones de este hecho en algunos

casos particulares (j=2, p-l, p-Z, p-3).



CAPITULO IV

CUP-PRODUCT EN COHOMOLOGIA MODERADA

P

De acuerdo al teorema 2.2.1 toda clase en HEY](X,Qq)

es la clase de un residuo de un dato de Weil (para Y una varig

dad analítica de codimensión p, intersección de p hipersuper

ficies globales).
Dadas Y e Y' dos variedades analíticas de codimen=

siones p y p' respectivamente, expresables comointersección

de p(y p') hipersuperficies globales, usaremos esta representa

ción del grupo de cohomologia moderada para definir el "cup

product":

p p' v p+p' .q q _, +
H[y] (X99 )9 (X99 ) HEYnYt] (X39q q )

si se verifica además que codimC (Y n Y') = p+p|.
*Esta aplicación lineal hará conmutativo el diagrama

p' | P+P' 1
P q . q ___, Q*q

|
HP (X, OQ) 9 HP(X,QQ')__!_* HP+P' (X,gq+Q')

donde u denota el "cup-product" en cohomologïa a valores en

las formas holomorfas.
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¿A _¿

Dada V = {Y1,...,Yt} una familia de hipersuperficics con
intersección completa, consideremos A‘ la resolución de longitud

t de ar por formas con polos (como en el capítulo II).

La exactitud de A' dice en particular que dadas t

formas ai, s

t
a e o” (* y Yj) tales que

g

V i , 1 í i í t y V jfi existen formas meromorfas con polost
en t-Z hipersuperficies Bije ar (* kgl Yk) tales que

k#i
t kfij

“i: jé1 Bij
j#i

En este caso, diremos que la forma a, "se parte” y que
1

8., es una parte j- regular de ai.13

Sea, como antes, Q = At_1/
Im(At_2)

y m = Una)“CA e r(x, Q) un dato de Weil asociado al cubrimien

to u = (Ua)aEA de X por abiertos Stein.
Construiremos a partir del dato una colección de coca 

denas de formas (al)o<2 que verifiquen:<‘t
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11) o: = ma , V a e A

iii) oj+1 es una parte (t-j)« regular de‘ ’a‘>
4 . 1+1

(503) , V 0 í j < t-1
<ao’°' ’aj+1
J 

1V) ct = 6 ct 1

y veremos en el lema 4.2 que estas condiciones aseguran que la
. V

t-cocadena ot es un representante en cohomologïa de Cech, de la

clase en Ht (X,9r) de 1a corriente global ResY Y[m]1,..., t
definida por el dato.

. . n .. , . g ..J . \ .._.. V
Ex1stenc1a gg lg colecc16n (o )0<2<t asoc1ada g m ET(X,Q)

I I n v t

Por def1n1c16n de Q, m- (wa)aeAe C°(U,9r(*ilei)) y

v J
ao, a1 e A , (6m)<uo, a1> se Parte.

. 1 '
Deflnamos o e El ((1,9r (*ÏU1 Yi))°x 1: .

61K es una
ao, a1> parte t-regular de (5m)

<a a >
o’ 1

Como gg =

v a , a w v0 . por lo observado en 1 °
2 1: a2 e A (a 01) a páglna anterior'2 <

ao' a1. U2>se Parte;(U 9P .t—2
, (*iy1 YiJJJ
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2

o<ao’a1’a2> es una parte \t—¡) « regular dc
V 1

(60 )<ao,a1,u2>' _ J. t-i
En general, dado j < t-1 y o] e CJ(U,Qr(* U Yi) tali=1

que oJ es una parte (t-(j-1)) -regu1ar de<0 o.. d..>
o) 9 3V

(603-1)<a0,...,a.> , se verlflca que

v .

(603) se parte V a°,..., aj+1 EA<a ,¡00’a' >
o 3+1 .

V4j_1 . . j+1 "+1 r t'J'lya que 660 = O. Def1n1mos entonces 0 e CJ (u,a (* U Y.)
i=1 1

como

03+1 una parte (t-j) - regular de
<ao,'oo’aj+1>

V .

(60])
<ao,...,aj+1>

q _ vResulta 6 ot 1 e ct(u,9r).
v _

at = Got 1
Llamemos

0° = (w)a acA

Lema 4.2.——_

E1 isomorfismo canónico

V

H'a'(rcxuvq'tn ———>Htwmq) = HtCqu)

envía

ResY [w] F———* a1,...¡Yt
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meostyggifig

Para cada í , 0 í í í t-1 , definiremos objetos

y. .
T e C1(u,'Dq’t'1'1)tales que:

a) í T = Res '[w]o Y

b) v 1 í i í t-1 , í T. = É T

de donde resultará el lema.

Sea

T- = Res P [oi J
1<ao,000’ai> Y1,....Yt_1-i <ao’l00’ai>

a) (í T ) = íRes P [m ] = Res [w J
0 ao Yl’cgu,Yt_1 (lo Y1,OII’Yt 0.o

b E T Ï c 1)j T a) ( i-1)<ao,...,ai> -j=o Ï'1<ao,...,aj,..,ai>
i . .1-1

= (-1)3Res P [o * J
J'=o Y1"'°’Yt-i Yt-i+1 <o‘o"°"°‘3""”°‘i>

J ‘_1
= Res P [(601 ) JY1""’Yt-i Yt-i+1 ‘“o*""°i>

V c

y como 601’1 se parte, por la propiedad 0.5 i), esto es igual a

Res [oi J = íCRes P Ibi J):
Ylgoo’Yt_1 <a°,...,ai> Ylgoooth_i_1 (00,..,di>

-'{a Ti)
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ya que ot es rogular//.

Proposición 4.2

Sea X una variedad holomorfa; V ={Y1,...,Yp} ,

V' = {Y;,...,Y¿J dos familias de hipersupcrficies en X tales

que codimc Zgyuy,2 = p+p'; (wa)aEA y (w¿)aEA datos de Weil

de q y q‘ formas asociados a las familias V e V' respecti

vamente y a1 cubrimiento U = wm)“EA de X por abiertos.
Entonces

Res [(w )] s) Res [(w'JJ =
Y1,...,Yp a Y¿,...,Y¿, a

= Resy ...,Y ,Y' |
1 p 1,...,Y¿' [(waAua)]

\

en Hp+p' (x,9q+q' )

Demostración: Por 4.1 existen
“i q P_] 'e C (“,9 (*ilei))p v 0 í] 1A ’U

p'-k
o e Ek(u,QQÏ*191Yí)), v 0 í k í pr

tales que:
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O ¡o = '

o (wa)a€A , 0 (wa)GEA

cj+1 es una parte (p-j)-regular de
<0, , ,a. >o 3+1

V .J .60 V 0 < < -1
( )<a ,. ,nj+1>’ —J p

ovj+1 es una parte (p'-j) —regular de<a .. a. >
o’ ’ 3+1

V ' .
(60'3) , V 0 í J < p‘-1

v _ n |_
op = 6 ap 1 , O‘P = g q'P 1

’í “p o en H (U,Qq) representa Res [Cm )]en
Y1,...,YP a

HP(X,nq)

V Í I .

o'P en HP (u,9q ) representa Res [(w')] en
Yi,...,Y¿, a

l

HP'(X,Qq )

Por la definición del "cup-product" a nivel de co

cadenas de ¿pch de formas, basta exhibir una colección de co

cadenas de formas meromorfas (yz) con la-siguienteOilíp+p'
propiedad:

Sillamamos Zi=Yi, V1<i_<_p , Z.=Y' ,
V p < i í p‘+p , debe ser

p+p'-l
t

i) Y“ e El (MW (aeU 21)), v o ¿muyi=1

ii) Yo = (wa A m'a)aeA
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... j+1 . í , . A _111) y una parte (p+p -J)-1egular de<a ,tUI’al >

o 3+1

(25' 3') v o - v 1Y _<_J < P+p '

V v '_
iv) Yp+p = 6 Yp+p 1

y además debe verificar

' p p'
V) YP+P' z o A 0'

Definamos entonces

j _ j .
y - w A o' V 0 í J í p'

.p'+k
k ¡p'Y <a a > = o

0’ ’ <ao,loo’ak> <ak,...,dp,+k>,

Claramente í), ii) y V) se verifican

Probemos en primer término que si c e Er+3(u, QÏ*))

es de 1a forma

II S
c<. _ . >3n,00.]r+s

para

> I‘donde c y c son r y s cocadenas de formas meromorfas

respectivamente,
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entonces
V a _ r _ S

(6C)K — (6C )<ko,...’k > A C<k +r+1 r+1""’kr+s+1>

V

+ (-1)r cr > A (scs)<k ’..’k
I‘<ko’°'{’kr r+s+1>

para IK|= r+s+2

En efecto:

v r+s+1
g .

(6€) = Z (-1) C ‘ =
K 2:0 <ko’°"k&""kr+s+1 >

z r
= Z (-1) C ‘ S

= <k ,oo,k ¡9091€ > A C +
2 o o z r+1 <kr+1""kr+s+1>
r+s+1

2 r s
+ z .(-1) C A C ‘ =2=r+1 <ko,..,kr> <kr,..,k2,..,kr+s+1>

r
= c (-1)’¿c“ a )Acs +

¿zo <ko""k9,""kr-+1> <kr+1"’kr+s+1>

r r+s+1 f. S+ c A ( (-1 C ‘ )=
<ko,..,kr> 2=r+1 <kr,..,k2,.,kr+s+1>

v
___ CI' _ “I‘ I‘

)<k ¡osak >+ C<kaH'sk>]0 O I‘r+1

ACS +
<kr+1""’kr+s+1>

r (1)!" (“8)+ c A - 6C '
<ko,,.,kr> <kr,..,kr+s+1>

- (-1)r cS k >r*1”" r+s+1
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* gar) A cs +
<ko" ’kr+1 <kr+1""kr+s+1>

V
+ (“UP cr A (ses)<k ,..,kr> <kr,..,kr+s+1>

Probemos ahora iii)

a) Si j < p'

(53') (V) 'y ' = 50° _ A U'j +
<ao,..,aj+1> <ao,a1> <a1,..,aj+1>

“ j
+wa A (60' )<a a >o o””j+1 '

b).si

v' ¡,1 p

Como(60°)<a e c (u,ar(*_Ulzi)) se parte yo,a1> 1=

o'j+1 es una arte ( 1-')—re 1
<ao,..,aj+1> p P J gu 3T

V .v]

de (60 )<ao’..’aj+1> resulta ser

w A a'j+1 una parte (p+ '-')-re ular
(lo <ao,‘_’u._ > p J g3+1

V ° .

de (6y])<a O a > y estp es precisamenteo’ " j+1

'+1
Y] <a ,QO’GU >o 3+1

0 í k < p-1
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V '+k

CGYP )<a a >=o"“’ p'+k+1

vk [pl '
= (¿a ) A 0' +

' <0‘o""°‘k+1> <0Lk+1""°‘k+p'+1>

Vk p'
z (6° )<a > a > A 0' <a a > ya ueown k+1 k+1"" k+p'+1 ’ q

V ‘ V Í...
(Go'p ) = 6 g o'p 1= 0

V Y

Como ok+1 es una parte (p-k)-regu1ar de 6 ok y o'P
V

es una cocadena regular, ok+1<d a > Ao'p =
0"°’ k+1 < ak+1”"’ak+p'+1>

%k+1
: Yp>

1+k) <a ’CÓO’aes una parte (p+p'-k)-regular de ngp
. 0 k+p'+1>

¡En cuanto a iv)

V + |—1 '0’."

y esto concluye 1a demostración de 1a proposición 4.2.
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4.3 Definición del “cup;prodüct” en cohomología moderada

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n.

Y (respect. Y') una variedad analítica de codimensión p

(resp. p') expresable como1a intersección de p hipersuper

ficies globales.

Supongamos además que codimc (YrïY') = codimC Y +
+ codim Y'.

C
| 1

Dadas T e HEY](x,gq) y T' e Hïy¡] (x,np ) e

Y= {Y1,..,Yp} , V' = {Yi,..,Y¿} familias de hipersuperficies
globales cuyas intersecciones son Y e Y' respectivamente,

por el teorema 2.2.1 existen datos de Weil (wa)aEA
asociados a Y e Y‘ respectivamente (para algún cubrimiento de

X por abiertos) tales que

T = ResY ’..,Y [(wa)]
1 p

T'= Res [ m' J
Y'1,..,Y'P'( a)

La aplicación

“En (“(1) e “¡EM CX»“q” _* “HÏMÜÑÜQÚ

T e T' w————+Res ,
' 9Y [(ma A m'a)]

hace conmutativo el diagrama
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HEY] (X,9q)o Hïggx,aq ) —a——+HÉ;P¿ y.] (x,aq+q')

HP(X,99) e HPEX,QQ')_J¿_;+ Hp+p'(x,nq+q')

h como se deduce de la proposición 4.2.

El siguiente lema demuestra 1a bondad de 1a definición

en el sentido que el objeto final no depende de las particula

res familías V e V‘ consideradas.

='{Z1,..., Z} ; y|=-{Yi,...,Y¿};={Y1,ooo,YP}; F P
F' = {Zi,. .,Z¿ } familias de hipersuperficíes en X tales que

I p P p' p' h
Y = n Y1 = n Z, , Y‘ = Yi = rx Z! . Sea U‘g X abier

i=1 i=1 1 1:1 1:1 1
to

p

m e I'CU,52q(*.Í_J Yin1-1

(U q(* 5 z ))Y e r ’9 'i=1 i

p'
” Cl' v

I

Y' e PCU.9q'C*ig1 Zí))

Asi en U



ResYl, ’Yp[&] = ResZ ’._ Z

= Reszivuzlg'fi'J

entonces

Resyl’ ,YP’Yí,_ ,Y',[a

= Re521,. ,zp,zí,...Z"h7W

’ p

[?] Y Res
Yi, ,Ylg.

Basta ver 1a igualdad en un entorno de oada punto

Sea Ux un entorno de x tal que

i) todas las hipersuperficies tengan una ecuación en U
X

'-< u (f.=0) al

(f¿=o)

ii) existan

si:
si:

A pxp v v

e 0 (UX) , B e 0P xp (Ux) tales que
g = Acf

g'= vi'
iii) 5,: m . Ym; .y-FL10o..

69.
[á']

XeX.
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donde los numeradores son formas holomorfas en U .x

Luego

ResY Y [B] = ResZ Z [;] => (por 1a ley de12..., p 1,..., p _
, 'Uansformac1ón en Ux,cf [D])

ReSZ Z Resz Z 4.... => (por1""’ p g ...g 1"" p g ...g
1 p 1 p

1a Ley de Dualidad)

w. det A -y e I <g1,...,gp>

De la mismamanera, w'- det'B-y' e I <gí,.,,,g¿> ; y
de aquí resulta wAw'.det A'det B - yAy' e I <g1,...,gp,gí,...3g¿,>.

Como

, .
O U3 f1

usando nuevamente la ley de transformación'

Res . [BAG'] =
Y1,..,Yp,Yí,..,Y¿,

[2A2L222_A¿Qsï_á_3 =
i Vaglooog

Res
21,...,zp,zi,..,z'

plp' glíligp

= Resz z ,z',..,z' [YAYÚigno’ p 1 p'

como‘querïamos/l.

__Am__...__._..____.__._._.._......‘_.vn;



[C — H ]

[c - H — L ]

[D1

[G]

[G-H]

[H-L]

[R]

[s]

[S-T]

[w]

ÉIBLIOGRAFIA

COLEFF,N. - HERRERA,M.

Les Courants Résiduel Associés a une Forme Meromorphe.
Springer-Verlag,Lectures Notes 633,1978.

COLEFF,N. - HERRERA,M. - LIEBERMAN,D.

Algebraic Cycles as Residues of Meromorphic Forms.
Springer-Verlag,Mathematische Annalen 73-87,1980

DICKENSTEIN,A.

Cohomología Moderada con Soporte en Intersecciones no
Completas.Tesis Doctoral.

GODEMENT,R.

Topologie Algébrique et Théorie des Faisceaux.
Hermann,l958.

GRIFFITHS,P. - HARRIS,J.
Principles of Algebraic Geometry.
Jhon Wiley and Sons,1978.

HERRERA,M. — LIEBERMAN,D.

Residues and Principal Values on Complex Spaces.
Springer-Verlag,Mathematische Annalen 194,259-294,1971.

RAMIS,J.P.
Variations Sur le Theme "GAGA".
Seminaire Pierre Lelong-Henri Skoda (Analyse)
Spriger-Verlag,Lectures Notes 694,1976-77.

¡«Amhr_

SCHWARTZ,L.

Théorie des Distributions.
nybmmh..“MNAW

Hermann,Paris 1966.

—memmme. ÉSIU,Y.Y.

Gap-Sheaves and Extensionof Coherent Analitic Subsheaves.%

Springer-Verlag,Lectures Notes 172,1972. á
WEIL,A. I í

Sur la Théorie de FormesDifferentielles attacheés a
une Variété Analytique Complexe;
Societate Mathematica“Helvetica,Commentarii
116,1947.

kM.H.20,110

C.jlgE:Sn i14./1E;¡2/ZG;/e}3


	Portada
	Agradecimientos
	0. Notaciones y preliminares
	Índice
	1.Caracterización del haz de cohomología moderada
	2. Problema de levantamiento de "datos de Weil  y caracterización del nucleo"
	3. Datos de  Weil Generalizados
	4." Cup- Product"en cohomologia moderada
	Bibliografía

