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INTRODUCCION

El objeto principal de este trabajo es el cálculo

efectivo de la cohomología moderada, introducida por J. P. Ra­

mis en lRJ, y cuya definición exacta será dada más adelante.

Para ello utilizamos dos métodos, uno basado en la

construcción de un complejo de Üech con formas meromorfas, y

el otro en un complejo de corrientes con soporte analítico, y
con diferencial í

Nuestro resultado fundamental es‘la construcción de

un isomorfismo explícito entre las cohomologías de ambos comple­

jos, fácilmente calculable, mediante los operadores residuales
de Coleff - Herrera [C - Hi .

Existe analogía forma] entre nuestros métodos y la

construcción delacohomología local expuesta por estos autores

en [C - H - LJ . El problema que nos ocupa es, sin embargo, más

complejo, ya que trabajamos con coeficientes en el haz 9p de

formas holomorfas - y no con coeficnentes en C , Comoen [C-H-L]­

y con una variedad residual Y que no es necesariamente una in­

tersección completa.



ii

En particular, la necesidad de adaptar los operadores

residuales a una intersección no completa nos ha conducido a pro­

bar fórmulas que generalizan por una parte la propiedad de anti­

simetria de dichos operadores, y que, por la otra, bajo hipóte­

sis naturales, permiten obtener inversas a derecha canónicas pa­

ra el epimorfismo n en la sucesión exacta de haces de corrien­
tes.

0 _—’ 'DAHB _' 'DA e) 'DB_' 'DA U BJ-+ o

asociada a conjuntos regularmente separados A y B (cf.[L],[M]).

Quizás el ejemplo siguiente sea la mejor presentación

de la cohomología moderada: supongamos que X =C , Y= {O} , y

consideremos las funciones Cunen X - Y que son í - cerra­

das, o sea, el conjunto r(X —Y , Ú ) de funciones holomor ­

fas sobre X - Y . Es conocido que

r(x - no) / poco) = H; (x ,0) (1)



donde el grupo a la derecha representa 1a cohomología local de

X con coeficientes en (9 y soporte Y El espacio

r (X,kD(* Y) ) de las funciones meromorfas de X con polos

en Y define el sub - grupo r ( x, k0(* Y) ) / r( x,l9 ) de

li: ( X,ú ) , que se identifica con 1a cohomologia moderada

HÉY] (X,\9 ) con coeficientes en K9 y soporte en Y
Paralelamente, consideremos el complejo de corrien­

tes '08"(X) sobre X con soporte en Y , de bigrado (o,q) ,
q = 0,1, con í como diferencial . El grupo

, 0,0 —. 0,1
DY (X) / a DY (X) (2)

no representa H; (X,k9) , pese a que el haz 'DO" de co­
rrientes sobre X es una resolución de L9 de fibra lnyectiva.

Esto se debe a que 'DO" no es una resolución inyectíva de U),

y los teoremas generales de haces no se aplican a priori. Ade­

más, las corrientes en (2) son de orden finito y permiten re­

presentar solamente los elementos de orden finito de (1)

Lo que sucede, en realidad, es que el grupo (2)

se identifica con la cohomología moderada HÉY] (X,L9) , obte­



iv

niéndose un diagrama conmutativo

I‘(X,U)(*Y))/I‘(X,L”)

HÉY] (LW) . (3)
/

l 0,1 "'1 0,0
DY (X) / 3 DY (X)

en el que R está inducido por la aplicación f F—+Residuo (f)

y donde Residuo (f) es la corriente

0

g¡—>lím y f.g.dz , gev (X)

Precisamente, en el presente trabajo generalizamos el diagrama



(3) , en nivel de haces de cohomología, a la situación siguien­

te X es una variedad holomorfa, Y es un conjunto analítico

de codimensión p dado por 1a intersección de m hipersuperfí­

cies Y1 , , Ym tales que la intersección de p cuales ­
quiera de ellas es completa, r ( X, dï(* Y) ) / r ( X,kÜ) es

reemplazado por los cociclos de Óech de formas con polos en las

hipersuperficies Yi , módulo aquellas formas que se parten co­
mo suma de formas meromorfas con polos en una hípersuperfície

menos.

Los haces de cohomología moderada se definen como

el funtor derivado

HH] ar: 3 lím Homw (d) ,Qr)
__+ x X/kk J

para J un haz de ideales que define Y ( cf. [R] )

Utilizaremos aquí la representación tí; ('Dí" ) da­
3

da por los haces de cohomología del complejo de corrientes de bi­

grado (r,.) con soporte en Y

O__'+ ,DI‘,O_Z:)__>,Dr,1 ¿hu_í>,vr,n
Y Y
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El operador R se construye básicamente a partir del

operador residuo múltiple [C - H] asociado a cualquier elec­

ción de p hipersuperficies de 1a familia (Yi, ... , Ym}.
Las fórmulas residuales que debemosutilizar son

a) Antisimetría generalizada

b) Descomposición de corrientes soportadas en uniones,

como suma de corrientes soportadas en componentes de

esa unión

= 1 _i

1 Res = Z Res P

Y. , ... , Y. ,.U Y. _ Y. ,..., Y. ,_ y-ï
11 1p_1 JeJ J IJI 1 SÉJ 11 1p_1 }Ïg J S



En el capítulo cero expondremos brevemente la defi­

nición de las corrientes residuales junto con las propiedades y

algunos adicionales que serán utilizados en el trabajo.
En el capítulo I se demostrará una fórmula residual

general de la cual se deducirán las relaciones (*) y (**)

En el capítulo II, con la ayuda de las fórmulas an­

teriores y recurriendo a 1a técnica de sucesiones espectrales,

se realizará el estudio de los haces de cohomología moderada.

Finalmente, en el capítulo III se dará una demostra­

ción analítica directa de la inyectividad de la aplicación

o —> H P 9‘" ——> H_P gr
[ H Y.] Í(\ Y J

i=1 i=1

para { Y1, , Ym} hipersuperficies tales que
m )

codim (¡1 Yi) = codim GH Yi) = Pi=1 i=1

Este resultado es conocido para comohología con so­

porte (sin moderar) y puede obtenerse en el caso moderado apli­

cando un teorema general de Mebkhout [ME] que requiere el uso de

operadores diferenciales de orden infinito.



CAPITULO 0

0.1

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n ,V

- {Y1 , YQ, ... , Yp+1 } (0 í p < n) una familia de hipersu­
perficies en X y A e P (L4?P (* U V)) una r - forma semi­

p+1
meromorfa en X con polos sobre la unión U V = ¿Q1 Yi

Las corrientes p + 1 - residuo múltiple RV[i]

y p - residuo múltiple valor principal RPV[i] (cuya exis­
tencia está demostrada en [C - H] ) tienen la siguiente defi­
nición local

RV [i] (a) = lím Í i A a , a e Dzn-p—r_1 (w)
5+0 P+1

TÉ<6fo)

R pVLRJ (e) = (ing f ¡A e e e 02”?” (w)
P+1

Dgun“)

donde

i) o = (ol, ... , o ), y las oj son funciones holo­p+1



ii)

iii)

iv)

morfas sobre un abierto WS X tales que

u.=0) wnY. 1 jípH
J J 'A

a (5)) e RE*1 v a e (0,1)¿(5) = (51(6). . p“
es una aplicación analítica admisible (i.e.

a (a) ——+ 0 y Vj 1 1 j < p Y V q e N
p+1 6+0 ­

¿.(6)
0

6‘! (5) 2:0 )
3+

P+1 ­
T6(6) (o) es el p+1 tubo

{|45| = ój , 1 í j í p * 1} orientado de manera
conveniente ( [C - H] )

p+1 P
D5<5> (°) Ta(a) (°)¡‘ {I°p+1¡ > 6p+1 }

donde T:(6) (6) es el p - tubo asociado a



O

O

(01.» ).

V i e P(X, ar (a U V )) forma meromorfa en X con polos

en UV

i) R [X] tiene bigrado (r, p+1)
Vi.e.

RV[i](a) = 0 para toda forma C” a de bigrado (t,s)
con (t,s) # (n-r, n - (p+1))

ii) RPV[R] tiene bigrado (r,p)
i.e.

RPV[¡] (8) = 0 para toda forma C"nB de bigrado
(t,s) con (t,s) # (n-r , n-p)

Existen conjuntos analíticos complejos

p+1 - fix
Ve (v) C; 191 Yi y Ve (v) g i=1 Yi
p+1 y p respectivamente, tales que

de codimensión pura



O

í)

ii)

iii)

El soporte de Ry [A] está contenido en Ve(y)

E1 soporte de RPV[í] está contenido en Ve(y)

En el caso de que 1a familia V tenga intersección
p+1

completa, esto es dim f\ Y = n - (p + 1),
i=1

P+1 - p

Ve(V) - {31 Yi Ve(V) - ich Yí

y para toda i e r (X, nP(* U V)) se verifica que el

soporte de RV[a] es igual a la unión de algunas com­
p+1

ponentes irreducibles de {\ Yi.
i=1

Los operadores

RP
V

R

cpu u v) ——+ 'vÏ’P
veu)

n’u u y) ——» 'vm’“
ve(v)



son homomorfismos de haces (sobre 6‘) con la siguiente propie—

dad:

.«v _ p+1 w. = ..
b. RPleJ + ( 1) RPV [d XJ RV [A]

para toda X c r (w, nP(* U Y)), w abierto en X.

'O U'l Lema

v i e n” (a u V)

í(RPy [í] ) RV [í]

Dem: Por 0.2, basta verificar la igualdad para formas de prueba

de bigrado (n - r, n - p - 1). Entonces, por 0.4

R [A] (a) = b. RPV[1] (a) + (-1)p+1 prtd 11(a)V

(-1)P*P RPVli] (d a) + (-1)P+1 pr (d i A a)



u n.Pero diA‘a= aAAa=0 y AAaa =0
luego

RV [i] (a) (-1)P+P RPY (i A í a) =

= (-1)”+P RPY[i] (í a) = íCRPy [11) (a)

como queriamos demostrar.

En particular, se deduce que

O O‘

En el caso de que 1a familia V tenga intersección comple­

ta, se verifican ademáslas siguientes propiedades

P.1 La corriente Ry[i] depende de manera alternada del orden
de 1a familia V , i.e.

VR [i] = (-1)Sgu) RTy [i] para toda permutación TV de V.



La corriente RPV[i] depende de manera alternada del or­

den de 1a sucesión Yi, ...,Yp

P.2 Si i e Or (t U Yi) para algún j, 1 í j í p + 1 (o sea,i .

si A es regular respecto de Yj ), entonces

RV [A] o

lA 'UP.3 Si A e or (* U Yi) para algún j, 1 í jiíj

RPV [A] = o

Si j = p + 1

pr [x] - RV(P+1)[A]

donde V (p + 1) es 1a familia (Yi, ... , YP}.

= O

P.4 Sea V ' {Y1', ... , Yp+1
pFG Y.’ = n - (p + 1) e Y!I)Y.Vj:1<j<p+1
1:1 1 J J —

} otra familia de hipersuper­

ficies en X tal que dimc



Entonces, para toda i e 9P (t UV) valen las igualdades

RV [A] = RV,[A]

RPV [A] = RPy,[A]

0.7 Notación: | | denotará cardinal.

No denotará el conjunto de números naturales con el cero

e In el conjunto de los n primeros números naturales.

nSiZ=(Zl, ... ,Zn) 6C , =(a1, ... ,an)eNo,

entonces

n aZC: n
k=1 k

B denotará la bola unitaria en Cn

B = {Z e Cn : máx IZ.I < 1}
1<i<n 1



Para cada I g.In notaremos

z (I) (zj j J I)

a .
z (1)“ = n z.J

th 3

IIZ(I)II=máx{IZj|3jÍ-'Ï}

13(1) ={z(I) IIZ(1)||<1}

Asimismo, para cada 6 > 0

B (I): ={ z (I) e B (I) || z (I)° || > a }

Si B e Ngxn es una matriz de p filas por n columnas,

denotaremos por Bi e N: a la i-ésima fila.
- = - - pxn

51 I {:1, , 1P} _C_In Y 8 e No

BI es 1a matriz construida con las p filas y las colum­



nas il, ... , ip de B.

Si B e Níp+1)xn , BI(p+1) designa la matriz que tiene

las primeras p filas y las columnas il, ... , ip de B y
8(p + 1) es la matriz construida con las primeras p filas

de B.

Asimismo, notaremos

du = dZiA dÏ.A...AdZi Adï

Una forma m e P (Cn , Éan'P ), 0 í p í n , admite una

representación única de la forma

... = 2 a“M (z, Z) d ZA A ¿IB A dm”
5.a.”



donde A, B, M son subconjuntos ordenados crecientemente de In,

dos a dos disjuntos y tales que IAI + IBI + 2 |M| = Zn-p.

Diremos que a e NgxP es normal si det (a) f 0 y sí
a puede transformarse en una matriz triangular superior median­

te una permutación de columnas.

Si a e ng+1)xp , diremos que

i) a es p-normal si a(p+1) es normal

ii) a es p+1- normal si a es p —normal

y ap+1 = 0.

Diremos también que B e Ngxn es normal si existe A SIn

de cardinal p tal que BAes normal.
Dado el monomio

m = b(Z) dzA A dÏB A du“ e r (Cn.€2“’p)

decimos que w es normal respecto de B e Ngxn 6 B e ng+1)xn
si

B = ó, IMI = n - p (lo que implica |A| = p) y BA es



normal.

Sea b e r (cn, É”) una función C". y e N: e

I g I , |I| - p. Notaremos

3.], = .a_b_ í b a i
aZ. 3 aÏ

3 J

Y' Yi
aY (I) b = ai11 ... ai P b , si I = {11, ... , ip}

1 p

Y (I)! = y. 1 ... y. ! , y finalmentel l
.1 p

bY (I) = —‘—— 3*(1) b

Y(I)! zi =...=zi = o

0.8 Progosición (cf. [C - H] , pág. 86)

Sean a e ng+1)xn (1 í p í n) , y e Nn tal que
p+1 a. °

(ZY - O) g.( _n1 Z 1 = 0) y 6 = (61, ... , 6 ) una aplicación1= - p

admisible. Para toda m e P (En, Éqn'P ), el límite iterado



lím 11m j Z-Ym
p+1

9’6p+1

existe, es independiente de la trayectoria admisible elegida y
n 2n-p .es continuo sobre r(€ , 5' ) con las semlnormas usuales.

Además, si la forma m = b d ZA A dm es normal, se tie­M

ne

11m 11m I z'Ym a o (Zni)P lím f 2(A)‘YbY’ïA) dm“
6p+1*)6+0 a 6+0 Y'

06,6 B(A)6p+1

donde o = sgn (det aA(p+1))

Si w = b d ZA A dÏB A d M no es normal, entonces

lím j z'Y w = o , a > o
6+0 Da6,6p+1

0.9 Para cada A g In notaremos



P={ZeB Z.=0.ieA}

Lema (cf. [C - H] pág. 107)

Sean a e Náp+1)xn e Y= {Y1' ' p+1

Yi={ZeB zi 0}

Entonces

|A| = p y aA es normal)

0.10 Lema : (cf. [C - H] , pág. 129)

Sean oi e (D (F)



con hi holomorfa no nula en B . Sea a 1a matriz cuya i - ésí­

ma línea es ai , 1 í i í p + 1. Y wi (Z) - Z l . 1 1 i 1 P + 1­

Existe un entorno B ErB del origen tal que si y e N: verifica

p+1 a.
(ZY = 0) É:( n Z 1 = 0)

i=1

y si m e v2n'p (É) entonces

lím j Z-Yw = lím f Z.Y w
6+0 . 6+0

D (o) D (w)
M6) 25(6)

para toda aplicación admisible 6 (0, 1) —-+ RE+1

Sea w É X abierto; ol , ... , op+1 eKD (W) y

n H1 -——+w una resolución de singularidades de

Y = (01... op+1= 0). Sean A, M g.In y B tales que

|A| = p , IMI = n-p y B es un entorno de un punto de W1

como en 0.10.



froposición : (cf. [C - H] , pág. 135)

Si n (PA) está contenido en un conjunto analítico de di­
mensión menor que n - p , entonces para toda función b e 0°(É)

11m z'Y b . dz A dm = o
6+0 j A M

Dawn

donde 4* (ol o n, ... , op+1 o n)

Usaremosademás la siguiente notación especial:

Dada V = {Y1, ... , Yp+1} una familia de hipersuperfi­
cies en X , notaremos



Dado I {11, ... ir} C1 I , il < iz < ... < i

notaremos también

ResYI ResY. ’ ,Y.
11 J’r‘

y más generalmente, si J g Ip+1 e Y es una hipersuperficie
en X

= PReSYI,Y PY Resy. ,u Y. Y
J :I.1 lrjeJ J

denotará el r + 1 - residuo valor principal RPF asociado a
la familia F

F = {Y. , , Y. , U Y. , Y }
11 lr jeJ J

jeJ

Además, para todo s e J

JCS) {j e J j # s}



y para toda o e U)(W), w abierto en X

vu) = {ZeW: ¿(2)=0}

0.13

Representaremos consistentemente (cf. [R])

O r

H [y] 9

por la í - cohomología H'_ ('D:") del complejo de corrien­
tes de bigrado (r,.) y soporte en Y

0 _, ¡039°í ¡0391 _,

Si Yg.Y' 1a aplicación natural

. r . r“m” —*“[va“

se deduce de 1a inclusión de complejos ('Dïi', í) i ('0;;°,a)



CAPITULO I

En este capítulo se demostrarán los siguientes resultados:

Teorema 1,1

Sea X una n - variedad holomorfa, p y j números natu­

rales tal que p < n ,e V= {Y1, ... , Yp+j} una familia de hi­
persuperficies en X que verifica la siguiente propiedad P:

P: = Para cualquier elección de 1, k e {p, ... p+j} , a # k,

la familia {Y1, ... , Yp_1, Yi, Yk} tiene intersección comple­
ta, es decir

p-1

dimc (erl kal {:1 Yi ) = n _ (p+1)

Entonces, llamando I = {1, ... , p - 1} , J = {p, ... ,p+j},

para cualquier hipersuperficie Y de X se verifica



N,

1

ResYI Y PY f Z ResYI Y PYUYS

I ’ J J s e J ’ J(S) a.. I

Corolaggo 1.2 : Sea X una n - variedad holomorfa; p, j e

p + 1 í n , e Y = {Y1, ... , Yp+j} una familia de hipersuper­
ficies en X que verifica P.

Entonces, si I = {1, , p - 1} J = {p, , p+j}

Res I l Res I PY
Y ’ YJ J se J Y ’ YJ(s) s

Res Res P
I I Y

Y ’ YJ s e J Y ’ Ys J(S)
I

Observación 1.4

Dadauna familia finita Y de hipersupeficies con inter­



sección completa e Yo e Y,

donde Zk son sus componentes irreducibles, si

Cualquiera sea el par de estas componentes

(Z (W Z ) ¡l ( fïY)
k k' YEV

YJÍY 0

es completa (i.e. la codimensión de 1a intersección es igual a

la suma de las codimensiones), la proposición 1.3 dice que

V m e P(X, ¿q (* U V)) es posible descomponer la corriente re­

siduo múltiple RV [w] , con soporte en H Y, como una suma de
YeV

corrientes residuo múltiple - valor principal, cuyos soportes

están contenidos en cada una de las componentes irreducibles de

Y .
O

Si la condición * es válida para toda YOe V . es cla­

ro que puede iterarse esta descomposición hasta obtener una su­

ma de residuos múltiples - valores principales con soportes en



ygy ZY para cada elección de una componente irreducible ZY
de la hipersuperficie Y.

Este resultado es claro si 1a corriente residual define

un ciclo de integración en {HVY (por ejemplo, un residuo 10­E

garítmico del tipo R [%É] ).

Proposición 1.5 : Sea X una n —variedad holomorfa,

p, J e N , p + 1 í n e Y {Y1, ... , Yp+j, Y } una fa­
milia de hípersuperficies que verifica 1a siguiente propiedad:

Para cualquier elección de g, k e {p, ... p + j} ,

if k

p-1
dim (¡W Y.rï Y ñ Y (W Y ) = n - (p + 2 )

c i=1 1 i k

Entonces, llamando I = I , J {p, ... + p+j}p-1



Nota

En realidad, la proposición es cierta si la familia veri­

fica la propiedad P del teorema 1.1 sin pedir intersección

completa con la hipersuperfície Y , pero se omitirá aquí esta

versión más fuerte porque no es necesaria en el resto del tra­

bajo y su demostración requiere una mayor complejidad técnica.

Demostración del Teorema 1.1

Es claro que se trata de un resultado local; luego, basta

demostrar la igualdad en un entorno de cada punto x e X.

Sea U entorno de x tal que existen

o , o , ... , o , o e (9 (U) ecuaciones locales de las hi­
1 2 p+j

persuperficies, es decir

Y1“U=V(o.) i=1. .p+J'
1

Y ¡N U = V (0)

y n: U1 —+ U una resolución de singularidades (fHIJ) de

Yo = Y U V (91... op+j) , i.e. n es un morflsmo propio de la



variedad lisa U1 sobre U, que induce un isomorfismo

U1-n'1(Yo) -+ U - Yo y tal que v'1(Yo) tiene cruzamientos

normales en U1

Tomemos x1 e U1 Existe un entorno abierto V de x1

y coordenadas (Zl, ..., Zn) definidas sobre V y centradas

en x1, con B ={IIzII i 1} S¿V , y tales que

p+j v45*'fl Ó’f=g°Z
i=1 1

donde

0* :0011

0* =4>iOTT 1í11p+3
VEN:

y g e Ú(V) es nunca nula.

Es claro que existen vectores a,a1, ... ,ap+j e N2

y funciones inversibles h, hi, ... , hp+j e L9(B) tales que

“i* 8 .-Z 1< <+
Ó1'13. hl —1-p3



Más aún, podemos considerar para el
. a.
duos que 01* = Z 1 V 1 í i í p + j

Sea B eNáp+1°xn 1a matriz cuya i

. si 1 <1 _

J n n

Z ap+k , 51 1 ­
k=0

q Si i =

Para todo ko e {0, 1, .. , j}
matriz cuya í - ésima fila es

Si 1 í

J

kgo aP+k ' 51 1 =

k#ko

\ Cl '.' Si =

Dada ¿ e rc (U,
2..

sx“ P (won.

H.

cálculo de los resi­

.o*=z°‘
ésima fila es

<p-1

+ 1

kOnotaremos 8 1a

<p-1

+ 1



n* (;) es una forma semi - meromorfa sobre U1 con polos sobre

n'1(Yo) y su soporte K es compacto pues n es propia. Tome­
mos un cubrimiento finito de K por bolas B que verifiquen

todas las condiciones anteriores. Sea {03, B eB } una par­
tición Cm de la unidad subordinada a este cubrimiento. En

cada B se tiene la representación '

" u)n . “a (w) __
B Zv

B

donde y N2

p+j
V(ZY) g; V(z° o _n Zai)1-1

_ 2 —
y m = z aAB dzA A dzB A de e v n D (B)

A,B.M

En U

Res I P (i)
, YJ Y

= Res P (n - n* (¿))
a B

BÉB Z 1’ , Zap-1, 3|. 7 p+k Zu



Por 0.2 basta considerar el caso en que m es un mono ­

mio de la forma

a dZAA duM IAI=p

ya que para monomios de otro bigrado todos los residuos involu­

crados en la fórmula dan cero.

Si no existe A' g A , IA'I = p-1 , tal que BA,(p, p+1)

se puede llevar por una permutación de columnas a una matriz

triangular superior de rango p-1, 10 mismoocurre con las ma­
k

trices B ° V ko e {0, ..., j}, y todos los residuos dan cero
por la proposición 0.8.

Supongamos entonces que A = {1, , p} , A' = {1, ...,p-1}

y BA'(p, p+1) es triangular superior.

-) Si # O para algún 0 i k í j , 1 < i í p - 1ap+k,i
todos los residuos dan cero ya que

i) BA no es p - normal

k

ii) SAOno es p - normal para ko # i



iii) a; no es p+1 - normal

Entonces, supongamos que ap+k’i
V 1 í i í p-l

..)

...)

= 0 todos los residuos son nulos ya queSi a
k=0 p+k.P

ap+k,p = 0 V k y entonces

k
rg eAcp+1)< p y rs BA°(P*1) < p V ko

j

Entonces, supongamos que kzo ap+k,p # 0.

n a n k

S1 hay un ún1co Indlce o tal que ap+ko'p í 0

G.1

B = a: ek Uka‘k
A aP': A o+

ap o A
k

y B ° no es p+1 - normal.

Si alguno de los primeros p-1 lugares del vector d es



no nulo, todos los residuos son cero ya que 8A no es p+1­
normal.

_ k

Sl ai = 0 V1 = 1, ... , p - 1, BA y BA

son p + 1 - normales, y los residuos correspondientes son igua­
(k 7‘ ko)

les ya que por 1a proposición 0.8 cualquiera de ellos es igual

a

lím j z (A)'Y aY"(A) dm
6+0 M

Y
B(A)(S

y vale la fórmula ya que hay exactamente j sumandos no nulos e

iguales.

----) Supongamos ahora que hay por lo menos dos índices ko í k
tales que

Entonces, sho y 3A1 no son p + 1 - normales porque

(a‘ak) #0, i=0,1.1p



Luego

ResI P (¿)=o i=0,1
Y,Y ZY

J(p+ki) p+ki

veamos que en este C350

Res PY (A) - o
YI,YJ ZY

Sea PA = {Z e B / Zi = 0 Vi = 1, ... , p} Como

BA es normal, por el lema 0.9

j
' k ú t

PA; Ve (41, , op_1 , n o p+k)
k=0

y además

p-1

n (PA)g v (og-ñv (omo) n vcowl)

que tiene dimensión n - p - 1 por la hipótesis de intersección



completa sobre las hipersuperficies. Por la proposición 0.11 ,
el residuo es entonces nulo.

Similarmente

w _
Res I P (:7) - 0 s f k0, k1

Y ,Y YUY ¿J(p+s) p+s

ya que como e: es normal,

j
* * *

PA g ve (ol , ..., op_1 , n o k)k=0 P+
ki‘s

y n (PA) está contenida en un conjunto analítico de dimensión
menor que n - p, como ya vimos.//

Observación

En 1a demostración se usó exactamente la propiedad reque­

rida de intersección completa de p+1 hipersuperficies conte ­

niendo las p-1 primeras, En el siguiente ejemplo se pone de ma­

nifiesto la necesidad real de esta hipótesis:



n

Sea x - C , Yi - (21 - 0) , v2 - (z1 . 22 - 0)

- dz
y son o - ——¿ A o con 9 una (n-l, n-l) forma C'° con so­

1

porte compacto contenido en {|22| > 1},

Entonces

Res (3) ' Res (3) - Zni 3
YIUYQ Y2 I

En cambio,

ResY1 PY2 (o) - 0 ya que Ve (Yi, Y2) - o

ey ResY2 PYi (o) - 0 ya que V (YQ, Yi) - (Z2 - 0)

tiene intersección vacia con el soporte de ;. //



El corolario 1.2 es una consecuencia inmediata del teore­

ma 1.1.

Demostración gg ¿g proposición 1.3 :

La demostración se hará por inducción en j =IJI - 1.

El caso j = 1 está incluído en el corolario 1.2.

Supongamos entonces cierto el enunciado para j - 1 cN y

demostrémoslo para IJI - 1 = j, J = {p, ... , p+j}.

Definamosuna nueva familia de hipersuperfícies

v = v v

V {Y1, ... , Yp+j_1}
donde

Y! = Y_ i = 1 , ... , p+j-2
1 .1

Y' . = Y . U Y .p+J-1 p+J-1 p+J
y sea J' = J - {p+j}

Entonces

Res = ResI I
Y ,YJ Y ,Y'J,

Como IJ'I - 1 = J - 1, por hipótesis inductiva

Res Res P =
YI,Y' seJ' YI,Y'S Y'JKs)



+ Res P . .

I U Y . PÏP'ZYÏ
Res I P

Y ,Y . -1
P+J P+J i=p

Y

Y ,Ys J(s)S e J'
sfp+j-1

y usando el teorema 1.1

+
8 X Res P + Res P

s e J YI,Y YJ(s) YI,Y . YJ( +'-1)S +_1
s#p+j-1 P 3
sfp+j

Res p X Res I PY //
I Y .

J(p+3) SeJ Y ,YS J(s)



Demostración gg 1 proposición 1.5

Si |J| = 2, por 1a propiedad de antisimetría P.1 de 0.6.

ResYI Y Y PY + ResYI Y Y PY = 0
’ p’ p+1 ’ p+1’ p

Supongamos el resultado válido para j - 1 e N y demos­

trémoslo para |J| - 1 = j , o sea ,

V {Y1, ... , Yp+j_2, Yp+j_1, Yp+j} Dada 1a sumatoria

(A) 2' Res p
E

I Y
s J Y ’YJ(s)’Ys

P+j-2

= Z ResYI Y Y PY+ ResYI Y Y PY+ ResYI Y Y Py,s=p ’ J(s)' s ’ J(p+j-1)’ p+í-1 ' J(P+Í)’ P+j

. . . , =
con51deremos la fam111a V {Y1,...,Yp+j_2.(YP+j_1 U Yp+j)}

Por hipótesis inductiva aplicada a V' , 1a primera suma es

igual a



y esto es, por el teorema 1.1 , igua

ú - °­
( ) [Res I p+3 2 PYUY

Y , U i , Yp+j_1 p+i=p

Por otro lado, usando R1 (0.6)

1.1

Res P = - Res
I Y I

Y ’YJ(p+j-1)’Yp+j-1 Y 'Y

_ p+j-2
[ReSYI Y PYU<U Y.) + Res’ p+j-1’ p j i=P

= Res I p+j-2 P ­
Y , U Y.,Y ._ YUY .

i=P 1 P+J 1 p+J

Similarmente

ResYI Y Y PY =’ J(p+i)’ p+j

1 a

+ Res I p+j-2 P
j , U Y.,Y YUY ._

1=p p+3 p+J 1

y nuevamente el teorema

p+j-2 PY =
+._1,( U Yi) U Y +.

p J izp p J

I p+¿‘2ï PYUYp+j1 =a -_o ­
p+3 1 i=p 1

Res I P p+j-2)
Y ,Yp+j_1,Yp+j YU(.9 Yi)1-P

o



1.19

. +j-2
- Res p+]-2 P - Res P .p .

YI, U Yi, Y . YUYP+j_1 YI’ YU( U Yi)Y . Y . .p+3, p+J-1 1=P

Luego, nuevamente por la propiedad de antisimetría

Res P + Res P ­
YI Y Y YI Y' J(p+j-1).Yp+j-1 'YJ<p+j>.Yp+j

P + Res I p+j-2 P

P i Yp+j_1 YUYp+j Y ,igp Yi,Yp+j YUYP+j_1

que es igual a la expresión (*), con signo opuesto. Esto de­

muestra que 1a sumatoria (A) es nula,como búscábamos.//



CAPITULO II

Sea X una n - variedad holomorfa e Y un subespacio

analítico de codimensión p. Sean Y , ... , Y hipersuperfi­
m 1 m

cies tales que Y - (W Yi , m 1 pi=1

En el primer parágrafo demostraremos que los haces de co­

homologïa moderada con coeficientes en el haz de r - formas

holomorfas Or y con soporte en Y, son isomorfos a la cohomo­

logia del complejo de Óech moderado de r - formas meromorfas

asociado al prehaz de cubrimientos que a cada U abierto de

X le aSigna {U - Yi} ieIm(cf. [R]).

Precisamente, si llamamos

A.= e QPUUY2)
J |J|=j+1 zeJJCI

— m
creciente

a los haces de r - formas meromorfas con polos en j+1 hipersu‘

perficies, 1a cohomología del complejo de Üech meromorfo es

la cohomologia del siguiente complejo (A) 6)



P i 51 52 a. 60-»9 —+A°—+A1—+--o+A1-1 3'

donde
i(u)=(w.°°' .m)‘ y

j+1
a. ) ) = (-1)i+1 u)
Ju“ |J|=j K ¿1 K ‘ {Ki}

para todo K = {K1, ...

K g Im.

A continuación en el parágrafo 2 se demuestra que, to­

mando la í - cohomología del complejo de los haces de gérmenes

de corrientes con soporte en Y como representación de los ha­

ces de cohomologia moderada con coeficientes en gr , el isomor­

fismo en el nivel p entre

Ker 6 Ker í í-‘Dï'p
_' rap’l

I 6 3 DY



viene dado por el residuo múltiple, siempre que la familia

{ Yi, ... , Ym} verifique 1a hipótesis

Para todo conjunto J S Im de cardinal p

codimc (.Fï Yi ) pieJ

Nota

Si X es una variedad de Stein, es posible encontrar n+1

hipersuperficies con intersección completa p a p y cuya in­

tersección sea Y , es decir que puede siempre asegurarse lo­

calmente la existencia de hipersuperficies que verifiquen 1a

propiedad anterior.

Esto puede deducirse modificando convenientemente el argu­

mento principal de Forster - Ramspott en Í F - R] .



N _n

Para un r fijo 1 0 , definamos los haces

s,q = ® r,s+1
K IJI=q+1 ‘DYJ

J creciente Irn

S e N, q E N U {0}

Osq = r,1— r,o
K |J|=q+1 'DYJ“va ' q e N U {0}

J creciente í Im

y los morfismos

Si T (T) (í T) = (-1)q .51"
J|J|=q+1



y 6 KS'q ———+Ks’q+1 deltas de éech

q+2 i_1Z _ , L={L1,...,Li,...,Lq+2}
i=1

que quedan bien definidos también para s = o pues

6 ((í TQ) í (6 (TJ))

Notemos además

26 Ks’q = {T e ¡(5’q : a T = 0}

Q’I .._3
ll

zí KS"q = {T e Ks’q 0}



Proposición 2.1.1

Las cohomologias de los complejos

(1) ZGKO'O—3+ 26K’ —.>

_.* _.>0,0 a _ 0,1 5
(2) Zí K Za K

son isomorfas.

Consideremos el complejo doble

K = (Ks’q)
s,q e N U {0}

munido de su graduación total y de la diferencial



Por la teoría de sucesiones espectrales, es suficiente ver

m Hang (K J) ­
| o < .0 |v —l

ll O < U? lv —¡

q s
Y (**) H¿(Hí (K))

pues entonces las cohomologías de los complejos (1) y (2) se­
rán ambas isomorfas a 1a de K.

Ahora bien, (*) es una consecuencia de la sucesión exac­

ta de Lojasiewicz para todos A y B conjuntos regularmente se­

parados (cf. [M] )

como ha sido observado por J - B. Poly en una comunicación pri­



vada.

En efecto, si m = 2

P,. r,. r,. r,.
__. 'v e 'v ——+'v ——»o

Y1nY2 Y1 Y2 Y1UY2
0 —-+ 'D

es exactamente la sucesión exacta anterior.

En general, supongamos el resultado válido para m 1 2

y demostrémoslo para m + 1, i.e. veamos 1a exactitud de la

sucesión

r m r 6 P 6, v - ,, n o- l l " _,0 @ DY. Ii. . —-*0..
1-1 1 IJI=J J

i=1Yi r,.
'va —»0m

U Y.
1:1 1

en todos sus niveles,admitiendo que la sucesión similar asotiada
a una familia de m hipersuperficies es exacta.



La suryectividad de

n,. r,.
'D -+ 'D -—+ O

|J=m YJ m1+
u Y.

i=1 1

es una consecuencia trivial del caso m = 2 ya que puede pensar­
m+1 m

se 131 Yi = (131 Yi) U Ym+1
= a n P­

En cuanto a1 otro extremo, sea T (TifihÍ<j ijUYi
tal que 6T = 0 y sea T'= (Ti 9 . T' puede pensarse co­i,j<m+1
moun 2 -cociclo respecto de 1a familia de hipersuperficies

P

{Y1, ..., Ym }. Luego, 6 T’ = 0 => Vi : 1 i i í m, 3 Si e 'DYi
tal que

T. . s. - si Vi,j e 1m

Ahora bien, dado i E Im, cualquiera sea j e Im

Ti,m+1+ Si = Tj,m+1 + Sj



ya que (6T) = 0. Denotemos por a esta corriente.
<i,j,m+1>

Luego

sop (a) e. ji} Yj U Ym+1

y por la exactitud para el caso de dos conjuntos analíticos exis­r,. r,.
I I

ten S e D Sm+1 e DY
1] Y. m+1

tales que

S + Sm+1

i.e. Ti,m+1 = Sm+1 - (Si - S) Vi: 1 i 1 í m

Como además Vi,j e Im

T = (S - S) (S - 5)



definiendo la 1-cocadena

1 1 e Im+1

U = S. - S 1 < 1 < m1 l - —

Um+Ï Sm+1

resulta 6 U = T

En general, dado j 2< j < m+1 y w = (mJ)
J =]

con 6 m = 0, definamos I I

m' (w )
J JCI

— rn

Nuevamente, m' puede pensarse como un j - cociclo aso­

ciado a 1a familia {Y1,...,Ym}.



Entonces, por hipótesis inductiva

6 m' = 0 => V conjunto L de cardinal

U;: tal que
r

j- 1, LgIm ,JyLe 'v
. JJeL

¿Y ' u'

Queremos ver que es posible definir 7L cuando m+1e L ,
de tal modo que resulte o

(Gy)J a uJ V J S Im+1, [JI ‘ j.

Para ello, dado L C I , |L| = j-1 , definamos
r _ I'll

a e 'D ’
L YLUYmí-l

. _ Í
“L “L U{m+1} + ( 1) YL

Como Y U Y = U (Yi UYL m+1 ieL ) . a puede pensarse comom+1



una j-1 cocadena asociada a la familia de m hipersuperfícíes

r = {Y1 u Ym+1, ... , m u Ym+1}

Afirmamos que 6 a = 0

En efecto, dado K gzlm, |K| = j , K = (Ki, ... , K.}

_ j

(-1)1-1
"MU­ p(60)K ' a 3 z [(-1)í-1 m +(-1)j J­

l K(K¿) ¿:1 K(K1)U{m+1} YK(KÍ)

j

- (-Uj'1 mK+ (-1)j z (-1)i'1 0
YK(K.) a

i=1 1

wwe (5“)KU{m+1}=°v m'

Luego, aplicando 1a hipótesis inductiva a la familia F ,r,.
V I C I III = j-Z existe B e ‘v

-' n. . I YIUYm+1



tal que

Definamos entonces para todo conjunto L de cardinal

j - 1 que contenga a m + 1

YL = BL(m+1)

y verifiquemos que (óy)J = mJ , m + 1 e J.

Si J = {J1, ... , Jj_1, m+1} J1 < J2 < ... < Jj_1

j-1
= - 1-1 _ j'l

(6Y)J 2 ( 1) YJ(Ji) + ( 1) YJ(m+1)1:1

j-1
a _ 1-1 _

¿El ( 1) BJ(m+1)(Ji) * “J °J(m+1)



(GB)J(m+1) - aJ(m+1)+wJ= NJ

con lo cual queda demostrada 1a exactitud de 1a sucesión (1).

En cuanto a (**)

Hi (K)=2 Hi (K"q)
3

q

y como por 0.13

í |J|=q+1 J
J C I

— mcreciente

HÏ (K"q) = 0 V s e N ya que se trata de una suma de ha­

ces de cohomologïa moderada con soporte en una hipersuperficie,

a altura 5+1 1 2 . En efecto, sea Z g.x una hipersuperficie

y x e Z Sea f e LD(U) definida en algún entorno U de x

tal que

V (f) = Z ñ U



Los cocientes por los ideales principales Ik = <fk>

tienen resoluciones proyectivas de longitud 1

a
0—>K9—k+L9n—k>LD/Ik——>0

k

Luego Exti9(\9/Ik , F) = 0 V haz F sobre U si

L909/11“ arnx o .(HÉZJ 9r)x = (Ej 11m Hamk

comohabíamos afirmado.//

Lema 23.2

Sea Mun haz sobre X. El complejo de Óech "constante"



i 6.

0-) —-> e M —1P... —-+ ? M —J—>e M —)ooo—* e MIJ|=1 IJ =J' IJI=Í+1 |J|=m

es exacto (todos los conjuntos de índices están contenidos en

Im - {1, ... m} ).

Dem :

Obviamente 61 o i - 0 , 6. o 6. - 0 V1 e N3+1 J '

Verifiquemos entonces que Ker 6j+1 Si Im ¿j ,
Sea x e X y a = (a ) e EB tal

J IJI=j+1 IJI=j+1 "
que J c I

— l'l'l

¿j (a) = 0

Definamos V K gglm , IKI = j

o (i)
B ’ l X (“1) K o.

K m KU{i}
19K
ieI

m



donde

0K (i) = [lugar u orden de i en K U {i}]- 1

Veamos que ¿(8)

llamemos CJ = I - J , J(i) = J — {Ji}

Entonces

j I

i=0

Í

g 1 _¡ i _1 “J(i)(‘)_ Ï ( ) Z ( ) “J(i)u{2}
m i=0 2eCJU{Ji}

j . a .(J.) o .(2)
- l z (-1)1 ((-1) J“) 1 J (-1) J“) aJ

m = leCJ



J' , . j . o (1)

' i Í (-1)1(-1)1 “J ‘í’ Ï XOC'1)1('1)J(1) °J(i)U{2}iso ¿SCJ í:

(2) ji. a +l Z (¡J= + a a a
m m

ya que para todo z e C J , J U{L} = (J ... Js_1, z, J0’ s' í ’

s-1 j
i s i+1

0 = (GG)JU“'} igo ('1) aJ(i)U{z} + ('1) aJ + igs ('1) aJ(i)U{l}

Luego

3-1 o
. _ i+1 _ _ Í _ 5

«J 2 ( 1) ( 1) ql-J(i)uuz} * ¿gs ( 1) C 1) °J(i)"{‘}i=0

y como



(-1)S‘1 si i < s
o . (2)

(_]) J(1)

(-1)s si i > s

queda demostrada 1a igualdad (*) y con ella el lema 2.1.2 .//



El siguiente lema es un caso particular de un resultado

demostrado en [S] pero lo incluimos aqui ya que será utiliza­

do con este enunciado preciso en la proposición 2.1.4,

Lema 2.1.3

Dada una hipersuperficie Z en X y x e X,cualquier
clase en

— 1- Ker aC 'DP'
H1 (“fix .—___-__Z__.

í ¡DP90
Z x

puede representarse unívocamente mediante el germen en x del

residuo de una forma meromorfa con polos en Z . Además, dadas

w . A e nr(* Z)x

- z - =á _ _ ­Resz [m]x ResZ [A]x m A es regular,



Prgposición 2.1.4

Dem :

Las cohomologías de los complejos

51 62—’ A2—'sa.(3) A0

son isomorfas.

Definamos los morfismos

(XeX)



¡(0,5
R (m) (ResYJ x

. 1)
J lJl=j+1

Veamos entonces que R. es un cuasi - isomorfismo.

í) R (aJ.“ (m)) =6 (Rj (m))j+1

ya que como wJ e 9P (* YJ U ... U YJj), para todo ¿{J0

ResyJuíl} [mJ] a ResY‘J [mJ] por P.4 de 0.6.

Luego, se inducen morfismos

ú o j _ o
R]. HJ (A‘) —> H (Ker a g K v)

ii) Sea m = (mJ) e A. , 6 m = 0 , y suponga­
IJ =j+1 3x j+1

mos que Rj* (u) - 0 . Luego, existeÁ
3 v

YK u

T e e Ker í C 'Dr’l tal que
IKI=j YK /'­



2.24

Por el lema 2.1.3, podemos suponer que

T ' (TK)IKl=j . TK = ResYK [ YK]

con YK e a” (t YK)
x

Luego v ngm, |J| =j+1

ResyJ[mj] = ResyJ[(6jy)J]

por la linealidad del operador residual.

Nuevamentepor el lema 2.1.3, existe una única corriente

residual en cada clase, luego



Res [mJ ] = ResY [(%1)J]J

con lo cual­

I‘aJ=wJ-(6jy)Je 9x (VIJI= j+1)

es una forma regular. Entonces a = (aJ) define un co­IJI=j+1
ciclo ya que

ó :6 - =
3+1“ j+1w 6j+1°61Y o

Por el lema 2.1.2 existe entonces

B = (BK) e ni tal que
IK|=j IK=j

6]. (B)=



Luego

w‘= ój ( B + y) , o sea su clase es nula. Esto de­
R

muestra 1a inyectividad de Rj

iii) Sea T = (TJ) e ¡(er í c_:¡(0,5
IJI=5+1 . "

tal que 6(T) = 0

Por el lema 2.1.3., existen wJ e nrx(* YJ) para todo
J g gn de cardinal j + 1 , tales que

Dado L<_; Im , |L| = j+2

ResY [(6j+1 ¡Dj = (6 T) = 0
L L L

Entonces por el lema 2.1.3 debe ser



a P
ResYL [(6j+1 m)L] 0 , o sea qj+1 mL e ax .

Como 5j+2 o 5j+1 (m) = 0 por el lema 2.1.2 ex1sten

formas regulares (aJ) tales que
IJI= 5+1

6j+1 m = 6j+1 a

es decir - 0.
6j+1 ( m a )

Entonces resulta

T = R? ( m-a ) con lo cual los

morfismos R* son suryectivos.

Queda demostrada con esto 1a proposición Z.1.4.//

Notemos que

'0;,8+1; 6 íKS,O



mediante el isomorfismo

p. ll H

Luego, 1a cohomologia del complejo (1) da precisamente

los haces de cohomología moderada con coeficientes en las r­

formas holomorfas y soportes en Y

Entonces, de las proposiciones 2.1.1 y 2.1.4 se de­

duce que

“En “r = “Es (A')

como habíamos enunciado.



para cualquier elección de J y L contenidos en {1, ... m} ,

J - (Jl, ... , Jp} , L = {L , Lp} , son iguales los1’ ...
gérmenes en .x de las corrientes

Res [m ] = Res [m ]
YL L YL , ...,YL

En efecto, por el lema 2.2.2 la página 2.31 Y usando

un argumento recursivo, basta demostrarlo en e1 caso en que

L B {J ... , J J}, Ji 1, JP} (ordenado crecientemen­1’ i+1
te).

o bien



v

J1 <... < Ji_1 < Ji < Ji< Ji+1 < ... < JP

Entonces, usando las propiedades de los residuos para in­

tersecciones completas P,1 y P.4 de 0.6.

,...Y , ...Y ,Y J= (-1)?‘i {ResY
Jl i p i 1

Ahora, este último residuo es nulo ya que

o - (a u)JU{J¿} = t (wJ ' mL) * .- “(J-{J })U{J!]
1 2 1 1 1



donde v9. ¡4 i e 9:;qu UYJÉ)m — v
(J {Jl} )U J i Si” s

y YJE es una de las hípersuperficies del residuo múltiple
(P.2)

Lema 2.2.2

Dados dos conjuntos ordenados L y J contenidos en Im
de p elementos, existe una cadena finita de r conjuntos or­

denados JE , 0 í z ¿_r tales que

iii) V2 1 1 existe un único ki tal que



JÉ=J

Dem : Suponéamos que

J {J1 , JP}

L = {L1 , Lp}

y sean

A = {2 e Im/ Jl < L }

A = { a1, , ak }
1

B = { 2 e Im/ Jl > L2}

B = { b , b }
1’ k2

Definamos entonces

J°=

y para 2 í k



1-1

JL J1 1 # bz
i L i = b

1 1

(Luego J 2 = mín {J , L } V 1 = 1, .. p)

J i
JL 1 # ak1+k2-9,+1i

o L1 l ak1+k —1+1

k1+k2
Resulta Ji = Li Vi = 1, ... p

Veamosque cada J2 es un conjunto creciente de indices

para O < z <k1 + k2

i) 0 < g í k

Hay que ver que

2-1 2 = 2-1
Jb —1 < Jb Lb < Jb +1

2 2 z



o bien

Como bz e B

1-1
L < J < J =

bg bz bl+1 bl+1

Por la construcción

Ji'l Lb < Lbl-l 2-1 l

1-1
J = J < L < L

bil-1 bz-l - bE-I bl

ii) k2 < 2 < k + k2

Hay que ver que para 1 = akfikzuh1

= J% < J%‘1
1 1+1

> i o bien i + 1 e B => J"1 =’ i+1 i+1



. . 2-1 . . .
1 + A =o b1en 1 e y entonces Ji+1 Li+1 por la def1n1c1ón,

o b1en Ji+1 = Li+1
. 2-1 =

Luego, será Ji+1 Li+1 > Li
En cuanto a 1a otra desigualdad, o bien

J%_1 = L. r L.

o bien

J%'1'= J < J. < Li pues i á A .//

Teorema 2.2.3:

Sea J gïlm un subconjunto cualquiera de p elementos.
La aplicación

Ker í &_'D;’pP o _____ ._. P P

a DY

m h-—» ResyJ [mJ]

es un isomorfismo.



Dem :

Comopor lo observado en 2.2.1

ResYJ [NJ] = ResYL [mL] V L de cardinal p y como
para todo L

r\ .
sop (ResYL [mL]) í ¿EL Yl (0.3),

el soporte del germen de corriente Res J [NJ] está contenido
Y

en Y = Y fl Y IN ... f\Y
1 2 m

La aplicación está bien definida desde el cociente por

P.2 a ue si m = 6 n para todo J m se arte como. Y q p_1 PJ

suma de formas con polos en p-1 hipersuperficies y por ende.

su residuo múltiple respecto de 1a familia {Yi}ieJ es
nulo.

Por las dos pr0posiciones anteriores (y sus demostracio­

nes) hay que ver que siguiendo las flechas del cuadrado

K = (Ks'q) de la proposición 2.1.1 desde Ko'p'1
s,qe NU{0}

hasta Kp'l'o



la o - cocadena a

al = c ResYJ [mJ] 1 e Im

E.(E-1)
donde c (-1) 2 1 e R ,(“'1)

p-1

' - o,p-1
es la 1magen de T (TL)ILI=p e K

Ker a g.'D;’1
T Res [m J L

L Y L — r o
I 9

L a DY

Definiremos

aj e 1694*?"j v o í j í p-1

y bj e ¡((P'l)’(j"“'j V0 í j 1 p-Z

tales que

1) a = a



11) ap_1 1

iii) íbj = aj V o í j í p-Z

1V) ¿bj = aj+1 V o í J í p-Z

Sean

c = 1
—1

p ;;:(p-k)
CP'J = m-1 ' ('1)(. )

3-1

(luego (._1 = (-1)j ¿EL c. (1))
m-(p-j) 3

C.

dY j p-(j+1) (2)

Definamos entonces (cf. 0.2 y 0.3)

Res L [wLUJl , donde



= w (**)
LUJ "LUJ"

"LUJ" significa ordenado en forma creciente- (-1)°(L’J)

es el signo de la permutación de LUJ que lleva L creciente se­

guido de J ordenado creciente en "LUJ"

V IKI = j

(bj-1): dj-1 ' Z Z ReSYL Y PY [mLUKU{s}]
lL|=p—j—1 stLUK ’ K s

LnK: Ó

Por el lema 0.5 y la definición de '5 en el cuadrado

— -1
a (b. ) = d. (-1)J X Res [w ­

3'1 K 3'1 ILI=p-j-1 stLUK YL,YK,Y LUKU{S}chxzo s

. d X Res [m ]
j'i L =p-j-1 stLUK YL,Y ,Y LU{3}UK

LnK=q> S

= d. . (p J) Z Res [m ] a-1 . MUK -1
3 MI=P__J j



pues dj_1 . (p-j) cj_1

Para s e J sea

(-1)°(S’J(s)) = signo de la permutación que lleva s se­

guido de J(s) ordenado crecientemente a J ordenado en forma

creciente.
Entonces

_ o(s,J(s)) a
(ij_1) X (1) (bj_1)J(s)seJ

= _ o(s,J(s)) _
dj-1 ' 2 ( 1) z Ï ResYL Y Py [‘“LUJ(s)U{r}]'seJ |L|=p—j-1r¿J(s)UL ' J(s) r

LnJ(s)=o

(s J(s))- d. -. -1° '
3-1 X ( ) Z_ z Res L PY [wLUJ(s)U{r}] +

seJ ILI=p-J-1 Y ’YJ(s) P
LnJ(s)=o rtJUL

\ __ _.......__..__ /

(A)



_ oCs.J(s))

IL|=p-J-1 ’ J(s)
\ La JgÓ ”__--«_ _ _ ‘mhr__r___«_ 7-“y /

(B)

a _ j
(B) dj_1. Z Z ( 1) ResYL Y P [wLUJ]|L|=p-j-1 SeJ ' J(s) 5

erJ=o

(ya que (-1)5 . o(S.J(s)) = o(J(s).s))

j . Res [m ] (por el
1

corolario 1.2)

a d._ . (-1)j . j . (a.)

Por otro lado

a _ o( .J( )) _
(A) dj_1 . z z 2 ( 1) s S ResYL pyr La ]­Y LUJ(s)U{r}

rdJ seJ ILI= -1 ’ J(s)
Lñ(J(s)U{P})=Ó



= d . X Z Z (-1)°(S’J(S))Res P [tu J +
j-1 ryJ seJ |L|=p-j—1 YL,Y ( Yr LUJ(s)U{r}Ln(J(s)U{r})=o J S)

SEL

\— - /

(C)

_ o(s,J(s))
* dj-1 ° z Z Ï ( 1) ResYL Y PY [“L0J(s)U{r}]riJ seJ ILI=p-j—1 ' J(s) P

Ln(JU{P})=Q
\ m 7M /

(D)

= _ 0(S,J(5) )
(C) dj-l rÉJ IK%=P_Í_2 SÉJC 1) ReSY"KU{s}" pYrEmT(sNHr}]

Kñ(JU{r})=o ’ J(s)

* (con T(s)="KU{s}"UJ(s) para cada s eJ)

= dj-1 - Z Z 2
rtJ |K|=p-j-2 seJ

Kn(JU{r})=o

Res K
Y ,YS,YJ(S)

y para todos r y K fijos

Z Res K PY [
m JKUJU{r}

S€J Y 'Ys’YJ(s) r

PY [w ]
r KUJU{T}



Y “KUJU{r}]

por la proposición 1.5.

Luego la sumatoria U3 es nula.

En cuanto a(D), usando P.4 , dados réJ y L tal que

Lrï (JU{r}) = o

L Y “LUJ(s)U{r}]

= Res P [wLUJ(s)U{r}]

Ahora bien, considerando w definido para todos los con­

juntos de índices de p elementos, ordenados o no, de 1a for­

ma alternada explícitaüien (**) (pág. 2.39), su borde de

Üech es también nulo. Luego

o = (6“)LUJU{r} = Z i mL(t)UJU{r}teL

(1) (s,J(s))+|Ll + (-1)|JI*ILL



Por P.Z V t e L

ReSYL Y PY [“L(t)UJU{r}] = o’J r

Luego

(D)=d. . X Z Res P [(-1)jw ]
3'1 ríJ ILI=p-j-1 YL, J YF LUJLn(JU{r})=Ó

= (-1)Í. d. Z Z Res [m ]
3’1 rtJ ILI=p-j-1 YL,YJ LUJ

Ln(JU{r} )=Ó

ya que w e 9P (* U Y-) y ri LUJ .x lLUJ
ieLUJ

Luego

(D) = (-1)J dj_1. (m-p) z ResYL Y [mLUJ] =ILI=p-j-1 'J
LnJ=ó



(-1)3° (nn-p) d._1

C .
3

Entonces

. d.

(sb. 1) = (-03 —J'—1(m-p+j) (aj) = (aj)J C J JJ- o
J

pues

(-1)jd._1 jc._1 m_ _.__J_ - _- _ L ¿2122 _.(mcp3))=(1)-J-¿— —1por(1)y(2)
c]. (p-J) c. '3 de la página 238.

Observación 2.2.4:

Es posible explicitar el morfismo de conexión de Mayer­

Victoris en el siguiente caso

Sea {Y¡, ... , Yp+f una familia de hipersuperficies en
X con intersección completa.



p P-1

Llamando Y = ñ Y. e Y' = ñ Y.r\Y ,
i:l J i=1 l p’l

se tiene la sucesión exacta

P P __+ P _¿n__> p+1°—'”[ a “[va “[mv] “mm-’OY]

Como Y U Y' = Y1’\ YQÍN ...-\ Yp_1 F\(Yp U Yp+1) ,

por la proposición 2.2.3 cualquier clase T en Hïyuy,] es
de la forma

T Res [m]
Y1, , Yp_1, Y U Yp+1

p+1

para alguna forma 9 r(* U Yi)
.i=1

Afirmamos quu m(T) = Resy [ü]:

= Res [;]
YI’ Q Ypa YP+1



En efecto, por el corolario 1.2

Res - [¿]= Res P [Á]­
Y , Y ,Y UY

1’ p-1 p p+1 Y1,...,Yp Yp+1

- (-1) Res P [LL]
Y1,..., Yp_1,Yp+1 YP

y í ResY Y PY [L]= í((-1)Res PY[¿], ...,
1 p p+1 Yl...., Yp_1,Yp+1 p

= Resv [¿]

es decir que desde los cocientes de formas con polos en
p+1

Yi el morfísmo esi=1



CAPITULO III

O

Demostraremosen este capitulo la inyectividad del morfis­
mo natural

I‘ I'¡413.9 —>anY]n. IJI=p3'er

en las condiciones del teorema 2.2.3.

Para ello daremos en primer término dos importantes propie­
dades de las corrientes residuales en el caso de intersecciones

completas

Lema 3.1 : (Lex gg transformación)

Sean 0., Vie lfi(mn) , 1 í i í p , tales que

II .< O. Ha 5 ..< ll :5 I
'U

p p

n vui) = n vcwi)



Res

NOTA:

C350

mimeromorfa residuo fibrado de

Entonces, V m e D2n'P (Cn)

[

V(01),..,V(Qp) 01

La demostración utiliza la ley de transformación para el

puntual ([G - H] . Pág. 657) y 1a función localmente se­

[C - H]

922 :

Por un argumento de partición de 1a unidad, basta supo­

ner que sop u;gJL para algún abierto U tal que existe un sís­

tema de coordenadas ( zi, , zn ) de modo que up: er U ——+P

tenga fibra finita en cada punto de nP (Yrfl U) , para todo P ,
plano coordenado de dimensión n - p

Podemos suponer además que w es un monomio, o sea

m = aCz) dzA A dzB A dïB , A U B = {1, Í. n} , |A| = p



Sea n : Y ñ U ——# CB = {z/zi = 0 V i e A} . Entonces

Res [—“’——1v(o ), ... ,v(o )1 ...
p 01 op

a d ZA
P (nu dz A dz )

Y WW l11 ol 1 B Bn- (n(x))

Pero

a . dzA a.det M . dzAnu (—_ ) = au (_____ )"9x, 0|," "‘ ",X,wl_n_ ...
flama) n'1(n(x))

por la ley de transformación puntual, que vale también para coe­

ficientes 6' (por el resultado de la página 163 de [C - H] ,

cualquier residuo puntual de una forma semimeromorfa es expresa —

ble como el residuo puntual de una forma meromorfa obtenida por

truncación del desarrollo de Taylor del numerador CO).



Si p es una función tal que V(p) contiene los posibles

polos de ambosresiduos fibrados, resulta entonces

____2____ 3:
4,1 ...OPResW451), ... , v(oP) [

a.det M.-dzA1
J= lím Í deb —————-—————dz A dïn,x,wl B B

6+0YnIPI>6 " w1 "' WP

det M- Res E“ - ] c.q.d.//
V(W1). -.o . VCWP) w .. WP

Proposición 3.2

Sea U g X abierto, {Y , YP} una familia de hiper­1’
P

. . "' I"

superficies con 1ntersecc16n completa, m e r (U, 0 (* U Yi)).i=1



Si existe S e PY(U,P'DP’P'1) corriente de bigrado (r, p-1)

con soporte en Y - (N Yi tal quei=1

Res [¿] = í S
Yi, ... , YP

entonces

ResY Y [u] = 0
1, Qee ‘ P

Nota: Daremosaquí una demostración esencialmente analítica de

este hecho. Puede darse también una prueba"cohomológica"

(cf. [S] ).

Dem: Por la propiedad 0.3 de "puridad" de1.soporte, basta pro­

bar que ResY Y [d] = 0 en un entorno de cada punto regu­1. ..., P
lar de Y.

Sea entonces x e reg Y y U un entorno de x tal que

i) 3 fi ¿(9(U) , 1 < i í p tales que

YÍÍN U = V (fi)



ii) a un sistema de coordenadas (21, ... , z ) en U
tal que

= =no.= =

iii)3 ri e N, aij e LQ(U) 1 i i,j¿ p, tales que
P

= X a . . f. en U, V1: í í p

(que existen por el Nullstellensatz)

" w r

iv) ¿»IU —-—— m e n (U)

Entonces para toda forma a e v2n'P”(U)

Res [ JC )= Res [--ï--] ( ) '
Yi, ...,YP u a V(f1), ... , V(fP) f _...f 0

1 P

det (a .) . w
- Res -—-—-—-¿l——¡——](a)por el lema 3.1.V(zl),..., V(zP) zïï ....z;



Por la propiedad 0.2 podemos suponer que a e Dn'r’n_p (U),

más aún, por 1a linealidad del residuo podemos suponer que en coor ­

denadas (21, ... zn), a es un monomio.
Además,por la proposición 0.8, basta considerar el caso

en que m A a es normal, i.e.

= aidzA A dzP+1 A . . A dzn , con |A| = n - r, al; c (U)

Sea m1 = det (aii) . m = IB%=T “B dzB, con “B e (9(U),

y sea Bo = In - A . Sl notamos dz = dzlh ... A dzn, resulta:

“1

Resv(zl), , V(zP)[zr1 PP] (a)IO z
1 P

mBo.a1.dZAd_Z_p+1 A ... dïn
Res ) :

V(z1), , V(zP) ZP1 ZPP
1 P

f arl + .. + pp —p _ _= C. (m . a1) dz A dz A---Adz Adz
a2191-1 . azrp_1 Bo ï p+1 .p-rl n nn-p P

c _ _ (por 0.8)z1""'zP=o



Consideremos ahora a2 e C°(U)

02 g Z. L 21 ... 2Pt! az
|t|<r1+...rP

y sea a - a2 dzA A dïé+1 A ... A dïn; como. a2 es holomorfa

respecto de las variables zi, ... , zP

a (3) a o

Además, como

r + ... + r ¿p r + ... r -p
1 p a] g a 1 p a2
r -1 r r JT r -1

1 p-1 1 .P
321 ... azp 321 .... azp

21. . zp=0 21- _ zp_o

y a tiene soporte compacto en las variables (zp*1, ... , zn),



Res [;1 (a) = Res [;J (a) (1)
Y ... , YP Yi...._YP

(cf. [C - H] ,‘ pág. 163 ).

Consideremos ahora 1a corriente S tal que sop SE¿Y y

Res [J] = 58; definamos Sl, extensión de SY1...YP
que se aplica sobre formas regulares B tales que

sop B ñ sop S = K es compacto.

Sea o e Do que cumpla o s 1 en un entorno de K(*).

Definimos

sge) s (o . e)

Esta extensión verifica:

i) es independiente de la elección de o.

(Si w verifica (*), sop (w - o)f\ K =o =>

sop ((w-o).e)n sop S = o => sms) = S(o.a))

ii) Coincide con S cuando sop B es compacto.



iii) Si e es tal que sop B n Y es compacto,

ResY .__ YP [m](8) = 31 (3 B)

En efecto:

S1 (ïe) = S (0-58) = S (í(o.e)) t S(ío e) =

= Res [¿](o.s) = Res [¿J (e)
Y1 ... YP Yl ... YP

Luego, retomando en (1)

Res [;](a) = S ( a) = 0, lo cual concluye la de­
Y ...YP u 11

mostracíón.//

Teorema 3.3 : Dado Y un conjunto analítico de codimensíón p;

Y a {Y1, ... , Ym} una familia de hipersuperficies en X tal

m

Y - n Y dim rx Y. = n - p
1:1 jEJ'



para todo conjunto J' g Im de cardinal p.

Entonces, dado J g Im , |J| = p , la aplicación

P r 0 P p . .1n e t1va“m 9 ’—’ “mm 9 es Y C
jeJ

Dem:

Por el teorema 2.2.3 , toda clase en HEY]o”

es 1a clase de un residuo Res J[mJ
Y

de formas con polos en p hipersuperficies de la familia Y
] , para algún cociclo(mJ,)lJ.I=p

Luego

es J m ] h——2—+ Res leJ]
YY J

v I
o, desde los cocientes de Cech de formas con polos,

(“J')|J'I=P ' “J

Luego, si Res [m ] = o en HP 9P , existe
J J AY [. Y.]J€J J

S e 'Dr'P'1 con soporte en P\ Yj tal que
jeJ



Pero entonces, por la proposición 3.2

con lo cual, su clase en HEY] 9P es también nula.//
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