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INTRODUCCION

il objeto principal de este trabajo es el célculo
etfectivo de la cohomologia moderada, introducida por J. P. Ra-
mis en [R], y cuya definicién exacta serd dada mads adelante.

Para ello utilizamos dos métodos, uno basado en 1la
construccién de un complejo de Cech con formas meromorfas, vy
el otro en un complejo de corrientes con soporte analitico, y
con diferencial 3

Nuestro resultado fundamental es*la construccibn de
un isomorlismo explicito entre las cohomologias de ambos comple-
jos, facilmente calculable, mediante los operadores residuales
de Coleff - tHerrera [C - HI

lIxiste analogfia formal entre nuestros métodos y la
construccibn de la cohomologia local expuesta por estos autores
en [C - H - L] . El problema que nos ocupa es, sin embargo, méis
complejo, ya que trabajamos con coelicientes en el haz Q" de
formas holomorfas - y no con coeficientes en (¢ , como en [C-H-L]-

y con una variedad residual Y que no es necesariamente una in-

terseccibn completa.
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En particular, la necesidad de adaptar los operadores
residuales a una interseccién no completa nos ha conducido a pro-
bar f6rmulas que generalizan por una parte la propiedad de anti-
simetrfia de dichos operadores, y que, por la otra, bajo hipb6te-
sis naturales, permiten obtener inversas a derecha canbnicas pa-
ra el epimorfismo = en la sucesibén exacta de haces de corrien-

tes.

O — "D,y = "0y & 1Dy— D,y 0
asociada a conjuntos regularmente separados A y B (cf.[L]1,[M]),
Quizds el ejemplo siguiente sea la mejor presentacibn
de la cohomologia moderada: supongamos que X =€, Y= (0} , vy
consideremos las funciones C" en X - Y que son 3 - cerra-
das, o sea, el conjunto r(x - Y ,Y ) de funciones holomor -

fas sobre X - Y . Es conocido que

rx - Yy,0) / r(x,9) H, (X ,9) (1)



iii

donde el grupo a la derecha representa la cohomologia local de
X con coeficientes en O y soporte Y E1l espacio

r (X, (« Y) ) de las funciones meromorfas de X con polos

en Y define el sub - grupor ( x, W (xY) ) /r( x,0 ) de

lii ( Xx,¥) , que se identifica con la cohomologia moderada

H%Y] (X, @ ) con coeficientes en V) y soporte en Y

Paralelamente, consideremos el complejo de corrien-

tes ’D?"(X) sobre X con soporte en Y , de bigrado (0,q) ,

q =0,1, con 3 como diferencial . El grupo
'03’0 (x) / 5'03'1 (X) (2)
no representa H; (Xx,9U) , pese a que el haz 9%+ de co-

rrientes sobre X es una resolucién de ¥ de fibra inyectiva.
Esto se debe a que 2%+ no es una resolucibn inyectiva de U
y los teoremas generales de haces no se aplican a priori. Ade-
mis, las corrientes en (2) son de orden finito y permiten re-
presentar solamente los elementos de orden finito de (1)

Lo que sucede, en realidad, es que el grupo (2)

se identifica con la cohomologia moderada H%Y] (x,¥) , obte-



iv
niéndose un diagrama conmutativo

r(X,U(xY))/r (X,d)

1

/ o

10,1 T 1n0,0
DY (xXx) / 3 DY (X)

en el que R estd inducido por la aplicacién f +— Residuo (f)
y donde Residuo (f) es la corriente

0
g — 1im f.g.dz , ge D (X)
§+0 |z|=6

Precisamente, en el presente trabajo generalizamos el diagrama



(3) , en nivel de haces de cohomologfa, a la situacibén siguien-
te X es una variedad holomorfa, Y es un conjunto analitico
de codimensiébn p dado por la interseccién de m hipersuperfi-
cies Y1 , , Ym tales que la interseccién de p cuales -
quiera de ellas es completa, I ( X, C(xY)) /r (X,L) es
reemplazado por los cociclos de lech de formas con polos en 1las
hipersuperficies Yi , mbédulo aquellas formas que se parten co-
mo suma de formas meromorfas con polos en una hipersuperficie
menos.

Los haces de cohomologia moderada se definen como

el funtor derivado

Hiyy oF = R 1im Hom , (Y , 27 )
— X X/
k J
para J un haz de ideales que define Y ( cf. [R1)

Utilizaremos aqui la representacibn H ' ('Di" ) da-
9

da por los haces de cohomologia del complejo de corrientes de bi-

grado (r,.) con soporte en Y

,vr,O B ,Dr,l 3 L F) 1pTH 0
Y Y Y

O —
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El operador R se construye bidsicamente a partir del

operador residuo mGltiple [C - H] asociado a cualquier elec-

cién de p hipersuperficies de la familia {Yi’ cee Ym} .

Las f6rmulas residuales que debemos utilizar son

a) Antisimetria generalizada

D = * |
! ResYi coena¥s LU YLY }Yo 0 ( )l
| sed 1 'p-1 jeg 3 -
1 i#s
b) Descomposicién de corrientes soportadas en uniones,
como suma de corrientes soportadas en componentes de
esa unibn
——— - - ]
Re5y_ s cee s Yi +59g Y] - 17]-1 Z ResYi e Y1 "9
1 p-1 SeJ 1 p-1 }eg
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En el capitulo cero expondremos brevemente la defi-
nicién de las corrientes residuales junto con las propiedades y
algunos adicionales que serin utilizados en el trabajo.

En el capitulo I se demostrarid una férmula residual
general de la cual se deducirin las relaciones (&) y (=xx%)

En el capitulo II, con la ayuda de las f6érmulas an-
teriores y recurriendo a la técnica de sucesiones espectrales,
se realizard el estudio de los haces de cohomologia moderada.

Finalmente, en el capitulo IIT se dard una demostra-

cibn analitica directa de la inyectividad de la aplicacién

0 —H ot — W', af
Loyl [y Y.1
1=1 i=1
para { Y,, » Yo} hipersuperficies tales que
m >
codim (N Y.) = codim (A Y.) = P
. i ; 1
i=1 i=1

Este resultado es conocido para comohologia con so-
porte (sin moderar) y puede obtenerse en el caso moderado apli-
cando un teorema general de Mebkhout [ME] que requiere el uso de

operadores diferenciales de orden infinito.



CAPITULO 0

0.1

Sea X wuna variedad holomorfa de dimensi6én n ,Y
= {Y1 » Yo, oon Yp+1 } (0 < p <n) una familia de hipersu-
perficies en X vy ; e T ()(,6r (* U VY)) una r - forma semi-
meromorfa en X con polos sobre la unién U V = i&i Y,

Las corrientes p + 1 - residuo mGltiple Ry (2]

y P - residuo mGltiple valor principal RP, [;] (cuya exis-
tencia estd demostrada en [C - H] ) tienen la siguiente defi-

nicibn local

e v?n—p—r—l (W)

[}
fa—
=
3

S
>
-
1°]

Ry (2] (a) , a
620 p,1
T§(6§¢)
R Py[2] (8) = éi% [ a8 B e D2PTPTT (4
P41
Ds(ey®)

donde

i) ¢ = (¢1, vee 5 0 ), vy las ¢j son funciones holo-

ptl



0.2

morfas sobre un abierto W < X tales que

(65 = 0) WY, 1 < j < p+l

1) 6(8) = (6,(8) , ..., 6, (8)) ¢ RETI V5 e (0,1)

es una aplicacién analftica admisible (i.e.

841 () — 0 y Vj 1<j<p y Vaqe W

§+0
§.(6)
q 3(6) > 0)
6j+1 §+0
PR ptl -
iii) T6(6) (¢) es el p+1 tubo
{|¢j| = Gj , 1 <j<p+ 1} orientado de manera

conveniente ( [C - H] )

. pt+1 P
donde TF (6) es el p - tubo asociado a

§(8)



o

w

0.3

(615 vvv 28 ).

Ve r(x, @° (= U v)) forma meromorfa en X con polos

en

i)

ii)

uy

R [x] tiene bigrado (r, p+1)
y
i.e.

R, [x)(a) = 0 para toda forma C” a de bigrado (t,s)

con (t,s) # (n-r, n - (p+1))

RPy[i] tiene bigrado (r,p)
i.e.
RPV[i] (8) = 0 para toda forma C~ g de bigrado

(t,s) con (t,s) # (n-r , n-p)

Existen conjuntos analiticos complejos

pt+1l

v, (¥) C N Y,y Qe (y) Q.)% Y, de codimensi6n pura
i=1

p+1

i=1
Yy Pp respectivamente, tales que



o

ii)

iii)

El soporte de RV [(»] estd contenido en Ve(y)
El soporte de RPV [i] estd contenido en Ve(v)

En el caso de que la familia Yy tenga intersécciébn

pt+1
completa, esto es dim (N Y =n - (p + 1),
i=1
ptl - P
Ve(V) = () Yi Ve(V) = /} Yi
i=1 i=1

y para toda i e T (X, @F(» U ¥)) se verifica que el

soporte de Ry [i] es igual a la uni6bn de algunas com-
p+l

ponentes irreducibles de (M Y;.
i=1

Los operadores

RP
y

Q" (x U y) — 'pl°P
v (y)

r,ptl
ve(v)

Q" (r Uy) —— 'p



son homomorfismos de haces (sobre ¢ ) «con la siguiente propie-

dad:

b. RPV[XJ + (-1)PHd RP, [d 1] = R [X]

para toda A ¢ T (W, «"(x UVY)), w abierto en X.

0.5 Lema

Vaeal (xUVY)
a(RP, [11) R, [A]

Dem: Por 0.2, basta verificar la igualdad para formas de prueba

de bigrado (n - r, n -p - 1). Entonces, por 0.4
R[] (@) = b. RP (3] (a) + (-1) P*1RP [d 3](a)
y

(-1)T*P RP (3] (d a) + (-1)P*? RP(d A A a)



Pero

luego

0.6

drxAa= 9 A Aa=0 Y 2 A3 a =0

Ry (2] (a) (-1)F*P RPV (O A7 a) =

= (-1T'P RP, (21 (3 a) 3(RP, [x1) (a)

como querfamos demostrar,

o
(o}

En particular, se deduce que

En el caso de que la familia VY tenga interseccién comple-

ta, se verifican ademds las siguientes propiedades

P.1

La corriente Ry[i] depende de manera alternada del orden

de la familia y , i.e,

R [rx] = (-1)%8% R [x] para toda permutacién =ty de V.

y Ty
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La corriente RP, [A] depende de manera alternada del or-
den de la sucesién Y_, ...,Y
1 ''p

P.2 Si a2¢ea" (xU Y.) para algn j, 1 <j <p+ 1 (o sea,
- i#3j
si A es regular respecto de Yj ), entonces

Ry [A] 0

P.3 Si aea” (»xU Y.) para algn j, 1 <j <p
i#j
RPV (rx] = 0
Si j =p+ 1

RPy [X1 = Ry( .y 03]
donde Y (p + 1) es la familia {Yl, oo Yp}.
P.4 Sea Y ' = {Yl', ces Y;+1} otra familia de hipersuper-
ficies en X tal que dim PA! Y;'=n-(p+1) e Y%jleijlijiP+1

i=1



Entonces, para toda A e a¥ (» Uy ) valen las igualdades
Ry (21 = R, [A]

RPV (A1l = RPV,[A]

0.7 Notacibn: | | denotard cardinal,
N, denotari el conjunto de nGimeros naturales con el cero
I el conjunto de 1los n primeros nGmeros naturales.

n
SiZ=(Z;, «vv s Z) e ¢t , = (ags vev sa_) e N_,

entonces

B denotari 1la bola unitaria en Cn

B = {Ze€": mix |Z,] <1}
1<i<n *



Para cada I C¢.I  notaremos

Z () (Zj jéI)
2 (D% = 1z
jEI

[z (D || =méx (| 2, |15 €1}
B (I) =z (1) [z (@[] <1}
Asimismo, para cada § > 0

B (Dy ={Z(I)eB (D [] 2 (D)* || > 61}

Si g e Ngxn es una matriz de p filas por n columnas,
denotaremos por B; € Ng a la i-&sima fila.

. pxn
1p} c1I y B € No ,

Si I = {i
. n

By es la matriz construida con las p filas y las colum-
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nas ii’ e ip de 8.

Si B ¢ Nip+1)xn , BI(p+1) designa la matriz que tiene

las primeras p filas y las columnas i,, ..., ip de 8 vy

gB(p + 1) es la matriz construida con las primeras p filas

de 8.

Asimismo, notaremos

dw = dZ., A dZ, A ... A dZ, A dZ
1 1 1

Una forma w e I (C", g2n-p ), 0 <p<n, admite una

representacién Gnica de la forma

w= ] apmy (2, 7)dz, rdZ; A duy
A,B,M



donde A, B, M son subconjuntos ordenados crecientemente de I,

dos a dos disjuntos y tales que |A| + |B| + 2 |M| = 2n-p.
Diremos que a ¢ NEXP es normal si det (a) # 0 y si

a puede transformarse en una matriz triangular superior median-

te una permutacibén de columnas.

N(p+1)xp

Si a €
(o}

, diremos que

i) a es p-normal si a(p+1) es normal

ii) o es p+1- normal si a es p - normal

y Ae1 T 0.
Diremos también que B8 € Ngxn es normal si existe A E.In
de cardinal p tal que B, €s normal.
Dado el monomio
w = b(2) dz, A dZ A du, e T (C",€"7P)
decimos que w es normal respecto de B € Ngxn 6 8 ¢ Nﬁp*l)xn

si

B=4¢, |[M| =n-p (lo que implica |A| =p) vy B, e€s



normal.

Sea ber (¢, £€°) una funcién C°, vy ¢ NZ e

I ¢ I , |I|] =p. Notaremos

3.b - 3b_ 3 b= 2b
32, ) 2Z.
] h)
Y. Yo
3Y (D) b=o23. 0 ... 8. P b, si I={i,, ..., i)
1 i 1
1 P
y (D! = y,. ! vy. ', y finalmente
J.I1 lp
bY (I) = —L1— V(D) b
y(I)! Z, =...52; =0
1 P

0.8 Proposici6bn (cf. [C - H] , pdg. 86)

Sean a ¢ ng*1)x“ (1 <p<n), ye N' tal que
pt1 a. °

(z¥ = 0) < ( '"1 z?':=0) y & = (61, «ee , 6 ) una aplicacién
i= - p

admisible. Para toda w e ' (C", &2n-p ), el 1limite iterado



1im 1im / yARW
p+1*

existe, es independiente de la trayectoria admisible elegida y
es continuo sobre r(En, €Qn'p) con las seminormas usuales,

Ademds, si la forma w = b d ZA A dw es normal, se tie-

M
ne
1im  1lim [ 27V = o (2e1)P 1m [ Z(A)TDHA) du,
6p+1-.0 §+0 a §+0 Y.
DG,G B(A)G

p+1

donde o = sgn (det aA(p+1))
Si w=bdz, 1 dfé A d , noes normal, entonces

1fm | ZYw=0 , 8 > 0
§+0 p®
§,86p+1

0.9 Para cada A C I notaremos



PA = {Z¢e¢B Z,= 0, 1 ¢ A}
i
Lema (cf. [C - H] pag. 107)
(p+1)xn -
Sean a ¢ No e Y {Yi’ cee Yp+1}

Y, = {Z¢cB z 1 0}
Entonces
v, (v) U (PA [A| =p vy a, es normal)

0.10 Lema : (cf. [C - H] , péag. 129)

Sean ¢. v (B)



con hi holomorfa no nula en B , Sea o 1la matriz cuya i - ési-
a.

ma 1inea esa, , 1 <ic<p+1, y ., (2)= 2 L1l <i<cp o+,

Existe un entorno B < B del origen tal que si «ye Ng verifica

pt+t a.
(z2¥=0 <( n 2z =0
i=1
y si w e 0°®P (B) entonces
1fim [ 2w = 1im [ z7Y
§+0 ' §->0
D (¢) D ()
§(8) §(8)
para toda aplicacién admisible § (0, 1) — Rf*l

Sea W < X abierto; ¢, , ... , b 41 eO W vy
n W, — w una resolucién de singularidades de
Yo = (¢1... ¢p+1= 0). Sean A, M S-In y B tales que
|Al = p, M| = n-p y B es un entorno de un punto de W,

como en 0.10.



rroposiciébn : (cf., [C - H] , pég. 135)

Sin (PA) estd contenido en un conjunto analitico de di-

mensién menor que n - p , entonces para toda funcién b ¢ D°(ﬁ)

1im 2Yb.dz, A dau, =0
620 / A M

Dy (%)

donde 0% (¢1 O Ty, vee ¢p+1 o )

Usaremos ademds la siguiente notacién especial:

Dada y = {Yl, cee Yp+1} una familia de hipersuperfi-

cies en X , notaremos



Dado I {i;, ... i} € Ip+1 , 1) < i < .. < i

notaremos también

Res
y1 Resy . ..., 1.
1 1
1 r
y mis generalmente, si J C Ip+1 e Y es una hipersuperficie
en X
= P
Resyr y Py Resy ...y, wy, Y
J i, 1,,3ed 3]
denotard el r + 1 - residuo valor principal RPp asociado a

la familia F

F= {Y,, ... , Y, , U Y, , Y1}
i .
r jed

jed

Ademds, para todo s eJ

J(s) {jelJd j # s}



y para toda ¢ ¢ (O (W), wabierto en X

0.13

por la

tes de

V() = {ZewW: ¢(2) =0}

Representaremos consistentemente (cf. [R])

. r
Hiryy @

3 - cohomologfa #H° _ ('Dz") del complejo de corrien-
' ]

bigrado (r,.) Yy soporte en Y
0 — o7 A plet 2,

Si Y CY' 1la aplicacidén natural

¢ r * r
Hiy1 & —H (y3 0

se deduce de la inclusién de complejos ('D;", 3) 3 ('Dg;’



CAPITULO I

En este capitulo se demostrarin los siguientes resultados:

Teorema 1.1

Sea X wuna n - variedad holomorfa, p y j nGmeros natu-
rales tal que p <n,e VY= {Yl’ e Yp+j} una familia de hi-
persuperficies en X que verifica la siguiente propiedad P:

P: = Para cualquier eleccién de 2, ke {p, ... p*ji} , ¢ # k,
la familia {Yi’ cee Yp—i’ YQ, Yk} tiene interseccién comple-
ta, es decir

p-1
dim (Ygf\ ka\ ;21 Yi ) = n - (p+*1)

Entonces, 1llamando I = {1, ..., p -1} , J= {p, ... ,p*j},

para cualquier hipersuperficie Y de X se verifica



1.2

Corolagio 1.2 : Sea X wuna n - variedad holomorfa; p, j € N,

Y .} wuna familia de hipersuper-

ptl<n,e Y= {Yi, e To4g

ficies en X que verifica P,

Entonces, si I = ({1, ... , p - 1} J=1{p, ... , P+j}
Res 1 )) Res P
I I Y
Y-, YJ h] se J Y-, YJ(s) s
. —— x
Proposici6én 1.3 Con las mismas hip6tesis del corolario 1.2
Res ) Res P
YI, Y, s e J YI, Y, Yi(s)

Observaciébn 1.4

Dada una familia finita Y de hipersupeficies con inter-



1.3

seccibn completa e Yo e Y,

donde Zk son sus componentes irreducibles, s'i

Cualquiera sea el par de estas componentes

(z, n Z,,) © ( NY)
k k! YeV
YZ#Y

o

es completa (i.e. la codimensi6n de la interseccifn es igual a
la suma de las codimensiones), 1la proposicién 1.3 dice que
v ; e T(X, £9 (* UY)) es posible descomponer la corriente re-
siduo mGltiple R, (o] , con soporte enJQVY, como una suma de
corrientes residuo mGltiple - valor principal, cuyos soportes

estidn contenidos en cada una de las componentes irreducibles de

Y

0"
Si la condicién * es vllida para toda Yo e ¥ . es cla-

ro que puede iterarse esta descomposiciédn hasta obtener una su-

ma de residuos miltiples - valores principales con soportes en



1.4

Yﬂy ZY para cada eleccién de una componente irreducible ZY
€

de la hipersuperficie Y.
Este resultado es claro si la corriente residual define
un ciclo de integracién en N Y (por ejemplo, un residuo 1lo-

d YeY
garitmico del tipo R [7;] ).

Proposicién 1.5 : Sea X una n - variedad holomorfa,

P, e N,p+1<n e Y (Y, ... , Y ., Y} una fa-
- 1 Pt]

milia de hipersuperficies que verifica la siguiente propiedad:
Para cualquier elecci6n de ¢, k ¢ {p, ... P *+ Jj} ,

17 k

p-1
dim (N

¢ .1Yim Y, NY NY)
1=

(p+2)

[}
=}
'

Entonces, llamando I = Ip L J={(p, ... * p*j}

[
,'
i
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Nota

En realidad, la proposicién es cierta si la familia veri-
fica la propiedad P del teorema 1.1 sin pedir interseccibn
completa con la hipersuperficie Y , pero se omitird aqui esta
versidén mis fuerte porque no es necesaria en el resto del tra-

bajo y su demostracifn requiere una mayor complejidad técnica.

Demostraci6én del Teorema 1.1

Es claro que se trata de un resultado local; luego, basta
demostrar la igualdad en un entorno de cada punto x e X.

Sea U entorno de x tal que existen
¢ , ¢, o0 , ® y ¢ € (U (U) ecuaciones locales de las hi-

1 2 pti
persuperficies, es decir

Y;NU=V (4.) 1i=1, ..., P*]
i

Y NU =V (¢)

y m: U1 — U wuna resolucién de singularidades ([HI]) de

Y, =YUYV (6. ¢P+j) , 1.e. = es un morfismo propio de la
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variedad lisa U, sobre U, que induce un isomorfismo

U, -n'l(Yo) — U- Y, vy tal que ﬂ'l(Yo) tiene cruzamientos

normales en U1
Tomemos X, € U1 Existe un entorno abierto V de X4

y coordenadas (Zl’ cees Zn) definidas sobre V y centradas

en x,, con B={||z|| <1} €V, y tales que

P+] N
$* - n 6% =g -+ 2Z
i=1 1
donde
¢* = ¢ ls) T
¢i* = ¢i o 1 < i <p + j
vV € NE
y g € U(V) es nunca nula.
s n
Es claro que existen vectores a,a,, ... ,ap+j € No
y funciones inversibles h, h,, ..., hp+j e U(B) tales que
%3
* = . 3 1
¢i L' hi YA 1 < i < p+j
% I = h - 29



. a .
duos que ¢;* = Z *

matriz cuya

1.7

Mis aGin, podemos considerar para el

Sea g eng+1°xn la matriz cuya
a, si 1
i . .
) pik si i
k=0
a si i
Para todo ko e {0, 1, ... , j}

i - ésima fila es

si 1
j
kzo ap+k » si i
k#ko
3 a ta . si i
- p+ko

Dada w € r. (u, sin-p (* %D))

Vicizsp+j

i

| A

|A

clilculo de los resi-

o
» O* = 1

ésima fila es

sp -1
+ 1
kO
notaremos 6 la
<p -1
+ 1
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nk (;) es una forma semi - meromorfa sobre U, con polos sobre
n'l(Yo) y su soporte K es compacto pues rw es propia. Tome-
mos un cubrimiento finito de K por bolas B que verifiquen
todas las condiciones anteriores. Sea {9z, B €B} wuna par-

ticién C *° de la unidad subordinada a este cubrimiento. En

cada B se tiene la representacién *
. x (4 o
ng m* (w) R
B
donde vy Ng
a P“'j a
vizYy ¢ v(z® - o oz%i)
i=1
- 2n-
A,B.M
En U
Res 1 P (uw)
Y, J
= §  Res . P (n, » 1% (a))
a 8
BCB 7 1 Z“P‘l .;Ir 7ap+k Za
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Por 0.2 basta considerar el caso en que w €S un mono -

mio de la forma
a dz, A dw |Al=p

ya que para monomios de otro bigrado todos los residuos involu-
crados en la férmula dan cero.

Si no existe A' C A , |A'] = p-1 , tal que BA,(p, p+1)
se puede llevar por una permutacién de columnas a una matriz
triangular superior de rango p-1, 1lo mismo ocurre con las ma-

k
trices 8 °

Vk e{0, ..., j}, y todos los residuos dan cero
por la proposiciébn 0.8,

Supongamos entonces que A = {1, , P}, AY = {1, ...,p-1}
y BA,(p, p+1) es triangular superior.

) Si # 0 para algn 0 <k <j , 1 <i<p -1

%p+k,i

todos los residuos dan cero ya que

i) By no es p - normal

k
ii) BAO no es p - normal para k # i



1.10

iii) B: no es p+l - normal

Entonces, supongamos que °p+k,i =0 VO0o<k<ij,

¥1<ic<p-1

3
o) Si )) Ask,p o 0 todos los residuos son nulos ya que
k=0 >

Qa =
pH+k,p 0 V k y entonces

rg 8,(p*1) <p y Tg 8 °(p*1) <p V k_

j
Entonces, supongamos que )
k=0

ap+k,p # 0.

«++) Si hay un Gnico iIndice k° tal que #0

“pt kP

k
By ¥ k#kg

e Q

y 8 ° no es p+!1 - normal.

Si alguno de los primeros p-1 1lugares del vector a es
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no nulo, todos los residuos son cero ya que B, no es p+1-

normal.

k
Si a; = 0 vi=1, ... ,p -1, By ¥ B, (k # ko)
son p + 1 - normales, y los residuos correspondientes son igua-
les ya que por la proposicién 0.8 cualquiera de ellos es igual

a

1im [z (A a7 (A) du
§+0 M

v
B(A)

y vale la f6rmula ya que hay exactamente j sumandos no nulos e

iguales.

«+«++) Supongamos ahora que hay por lo menos dos indices ko # k1

tales que
£0 £ 0
“ptk ,p * ptky,p
k k1
Entonces, sA° Y B, no son p + 1 - normales porque
(a+a, ) #0, i=0,1,

1p
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Luego

Res P (&) =0 i=ao, 1
1 YUY AL ’

Y,y
J(p+ki) ptk,

Veamos que en este caso

Res Py (&) = 0
YI,YJ ZY
Sea PA = {(Z ¢ B/ Zi =0 Vi =1, ... , p} Como
BA es normal, por el lema 0.9
]
) * % *
PA & Ve (¢1. LI BN ] ¢p_1 » n ¢ p+k)
k=0
y ademis
p-1
n (P,) & Q1 V)NV Copaic ) AR

que tiene dimensién n - p - 1 por la hip6tesis de interseccién



completa sobre las hipersuperficies. Por la proposicién 0.11 ,

el residuo es entonces nulo.

Similarmente
Wy -
ResYI . PYUY (;;) =0 s # ky» k1
*>*J(pts) pts
ya que como e: es normal,
3
* * *
PV, (83, ..., PR o* )

k=0 ptk
ks

y =« (PA) estd contenida en un conjunto analitico de dimensién

menor que n - p, como ya vimos.//

Observacibn

En la demostracibén se us6 exactamente la propiedad reque-
rida de interseccifn completa de p+1 hipersuperficies conte -
niendo las p-1 primeras., En el siguiente ejemplo se pone de ma-

nifiesto la necesidad real de esta hipftesis:
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Sea X = C | Y - (21 = 0) , Y, =(Z -2Z,-= 0)

- dz
y sea ¢ = 1 A ¢ con ¢ una (n-1, n-1) forma c* con so-

1

porte compacto contenido en {|Z,| > 1},

Entonces

Resy yy  (¢) Y

En cambio,

-~

Res Py (¢) = 0 yaque V_ (v, 7Y) = ¢

y Res P (¢) = 0 ya que Ve (YQ' Yi)

(z, = 0)

tiene interseccifn vacfa con el soporte de ;. //
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El corolario 1.2 es una consecuencia inmediata del teore-

ma 1.1, .

Demostracibén de la proposicién 1.3

La demostracién se hard por induccibn en j =|J| - 1.
El caso j = 1 estd incluido en el corolario 1.2,
Supongamos entonces cierto el enunciado para j - 1 eNy

demostrémoslo para [J| - 1 =3, J = {p, ... , p*j}l.

Definamos una nueva familia de hipersuperficies

' = ' '
Vi Y], e, Y
donde
Y' =Y, i=1, ..., ptj-2
1 1
Y' | =Y . uy .
pti-1 pt+i-1 P+J
y sea J'" =J - {p+j}
Entonces
Res = Res
I I
YO,Y, YO,Y',
Como |J'| - 1 =3j - 1, por hipdtesis inductiva
Res Res P =
vy sed! vhy, Yis)
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= z Res t PY + Res
s € J! YO,Y, J(s) Y

p{ﬁ-%x
sfp+i-1 !

P
Y .. Y ..
’ -
pti-1 P iop

y usando el teorema 1.1

= 2 Res P + Res P +

Y .
’Yp+j—1 J(p+j-1)

Res P ] Res ; Py //
YJ(p+j) sed Y ’Ys J(s)



Demostracién de la proposici6én 1.5

Si |J| = 2, por la propiedad de antisimetrfa P,1 de 0.6.
ResYI .y PY + ResYI . ‘ PY =0
>'p’pt1 >p+1°’p

Supongamos el resultado vdlido para j - 1 € N y demos-
trémoslo para |J| - 1 =3 , o sea ,
y {Y1’ oo Yp+j—2’ Yp+j—1’ Yp+j} Dada la sumatoria
A " Res P
() s E 3 yly Y Y

> J(s)’ s
P+3-2
= ) ResYI . . Py+ ResYI . . Py+ ResYI , .
s=p *PJ(s) s *"J(ptj-1)* pt+j-1 »"J(p+3)’ ptj

)}

Por hip6tesis inductiva aplicada a Y¥' , la primera suma es

consideremos la familia VYy' = {(Y_,...,Y

1 p+j—2’(Yp+j-1 U Yp+j

igual a

P

Y’



y esto es, por el teorema 1.1 , igual a

(*) - [Res p+j-2 P + Res ptij-2 P ]
vI,u v, , ¥ YOY 45 v!, uy.,Y . YU

. Y .
i=p 1 ptj-1 i=p i’ pt] pti-1
Por otro lado, usando P1 (0.6) y nuevamente el teorema

1.1

Res I pY= - Res . p+i-2 PY _
Y .YJ(p+j-1)-Yp+j_1 Y ,Yp+j_1,(il=1P Yi) U YP*J
- pti-2 ) :
(Res Iy Pyu(u Y,) M ResYI p*a QY Pouy \ ]
’ p+j—1’ p+j j_:p s P+]-1’ tep i ptiJ
= Res ., p+j-2 P - Res | P p+j-2)
o U Y¥is¥p4j- YUY o5 Yo,Y . ., Y YUC U Y,)
i=p i* " p+j-1 pti] pti-1° "p+j i=p i
Similarmente o
Res P =
y! Y

» Ya(p+i)® Yp#j
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- . - pti-2
Res 1 p*i-2 pYUYp+j_1 Res 1 ¢ PYuc vy
’i=p i’ P+j ? P+j’ pti-1 i=p
Luego, nuevamente por la propiedad de antisimetrfa
ResYI v ¢ PY + ResYI v ‘ PY =
*"J(p+j-1), ptj-1 *J(pti), pt]
= Res I p+tj-2 P + Res I pt+j-2 P
Yo, igp Y., Yp+j_1 YUYp+j Y ,igp Yi,Yp+j YUYp+j_1

que es igual a la expresién (*), con signo opuesto. Esto de-

muestra que la sumatoria (A) es nula como bd%c&bamos.//



CAPITULO II

Sea X wuna n - variedad holomorfa e Y un subespacio

analitico de codimensifn p. Sean Y1’ e Ym hipersuperfi-
m

cies tales que Y = N Y, , m>p
i=1

En el primer parigrafo demostraremos que los haces de co-
homologfia moderada con coeficientes en el haz de r - formas
holomorfas RF y con soporte en Y, son isomorfos a la cohomo-
logia del complejo de Cech moderado de r - formas meromorfas
asociado al prehaz de cubrimientos que a cada U abierto de

X le asigna (U - Yi} (cf. [R]).
m

el

Precisamente, si llamamos

Ab = @ a2t (U Y, )
I |a)=5+41 Led
J ¢ Im

creciliente

a los haces de r - formas meromorfas con polos en j+1 hipersu-
perficies, la cohomologia del complejo de Cech meromorfo es

la cohomologfa del siguiente complejo (A’ §)



2.2

8 § §. §.
o_pgr‘ 1¢A I:A 2: cee> A —J—PA _l_‘tl...
o 1 j-1 ]
donde
i (w) =(w, *¢¢ , )" Yy
j+1
§. ((w) ) = -nitt oy
3 |9]=5 k=1 k- k)

para todo K = {Ki’ oo Kj+1} , K1 < K2 < < Kj+1

KcI.

A continuacibn en el parfigrafo 2 se demuestra que, to-
mando la 3 - cohomologia del complejo de los haces de gérmenes
de corrientes con soporte en Y como representacifén de los ha-
ces de cohomologia moderada con coeficientes en gf

, el isomor-
fismo en el nivel Pp entre

Ker 6 Ker 3 < 'py°P

5 r,p-1
Imép-l 9 'DY
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viene dado por el resfiduo mGltiple, siempre que la familia

{ Y1’ e Ym} verifique la hip6ltesis

Para todo conjunto J < I, de cardinal p

codimg, (N Y, ) P

ied

Nota

Si X es una variedad de Stein, es posible encontrar n+1
hipersuperficies con interseccién completa p a p Yy cuya in-
terseccibn sea Y , es decir que puede siempre asegurarse lo-
calmente la existencia de hipersuperficies que verifiquen 1la
propiedad anterior.

Esto puede deducirse modificando convenientemente el argu-

mento principal de Forster - Ramspott en [ F - R]J,



&N
-—

Para un

K

) 4

$,q

©,q

r

fijo

Tl =q+1

J creciente

J

y los morfismos

Si

(T

=q+1

creciente

3)

>

0

, definamos los haces

Ks,q Ks+1,q

|0 |=q+1

(a3 T) =

(-9 .

]

T

N U

{0}



y s KS+d ., gS».a¥1 deltas de Cech
qt2 i-1
§(T) = TN T, . () |L|=q+2 , L = (L

i=1

que quedan bien definidos también para s = o pues

5 ((3 1)) 5 (s (T))

Notemos ademias

z, K9 (TekKS*9 ; 6T

§

0}

(T e kK9 : 35T

"
n

3 Ks»4 0}

g2
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Proposicién 2.1.1

Las cohamologfias de los complejos

(M oz, k0 2z k0 A
(2) z- k%0 & z_ k%1 &

son isomorfas.

Consideremos el complejo doble

K = (k5:9)
s,q e NU {0}

munido de su graduacién total y de la diferencial



Por la teorfa de sucesiones espectrales, es suficiente ver

que

(*) HE(HD (K ))

[
o
<

£

|v
—

[}
o
<
7]
v
-

q S
y (**) H (H3 (x))

pues entonces las cohomologias de los complejos (1) y (2) se-
rdn ambas isomorfas a la de K.

Ahora bien, (*) es una consecuencia de la sucesifn exac-
ta de Lojasiewicz para todos A y B conjuntos regularmente se-

parados (cf. [(M] )
0 ] ] ' ! 0
— 7 — Dy & Dy Dy

ANnB

como ha sido observado por J - B. Poly en una comunicacién pri-
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vada.

En efecto, si m = 2

es exactamente la sucesibén exacta anterior,
En general, supongamos el resultado vdlido para m > 2

y demostrémoslo para m + 1, 1i,e. veamos la exactitud de la

sucesibn
0 — 1072 — ® 0 S @ ol e
N i=1 i |J|=] J
i=1%i
r,.
"D+ —0 (M
U Yi
i=1

en todos sus niveles,admitiendo que la sucesifén similar asociada

a una familia de m hipersuperficies es exacta.
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La suryectividad de

r,. r,.

ﬁ) 'D — D — 0
IJ =m Y m+1
J u Y,

i=1

es una consecuencia trivial del caso m = 2 ya que puede pensar-

m+1 m
se igi Yi = (igi Yi) u Ym+1 .
= ! r,'
En cuanto al otro extremo, sea T (Ti’,j)eiﬁ(‘)j DijYj
tal que 6T = 0 y sea T'= (Ti ? . T' puede pensarse co-

i,j<m+1
mo un 2 -cociclo respecto de la familia de hipersuperficies
r,.

Y.
i

(Y,, ..., Y_ ). Luego, § T' =0 => Vi :1<iz<m 35S ¢

tal que

T, S. - S, Vi,j e 1
1 m

Ahora bien, dado 1i € Im, cualquiera sea j € Im

Tiomert Si % T35 mer v 55



ya que (8T)

<i,j,m+1>

0. Denotemos por a esta corriente.

Luego

sop (a) < ji} Yj U Ym+1

y por la exactitud para el caso de dos conjuntos analfiticos exis-

r,. r,.
ten S ¢ 'D Sm+1 e'DY

) Yj m+1

]eIm
tales que

S+ Sm+1
i.e. Ti,m+1 = Sm+1 - (S; - S) Vi: 1 <i <m
Como ademés Vi,j eI
m

T. . = (S, - S) (s5 - 8)



definiendo la 1-cocadena

u (Ui)i € Im+1
u. = S, - 8§ 1 <1 <m
i i - -
Um+? Sm+1
resulta &§ U =T ,
En general, dado j 2< j <m+tl y g = (mJ)
Jl=
con § w = 0, definamos 1913
w' = (0.)
J Jc I

Nuevamente, ' puede pensarse como un j - cociclo aso-

ciado a la familia {Yl,...,Ym}.
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Entonces, por hip6tesis inductiva

S w'=0 =>» ¥ conjunto
r,.

j- 1 Lel ’37L € 'DUY]- tal que
jeL
5y = u!

Queremos ver que es posible definir

de tal modo que resulte

L de cardinal

YL

cuando m+1 ¢ L

(Gy)J = yJcl |J| = 5.

J m+1?

Para ello, dado LC I , L] = j-1

ap * oy yrmery * Gy

Como Y uy = U (Yi 1) ¢

iel

)

m+1

L

definamos

, a puede pensarse como



2.13

una j-1 cocadena asociada a la familia de m hipersuperficies

Fos Y, UY g e Yy n+l

Afirmamos que & a = 0

En efecto, dado KCI , K| = j , K= Ky ooy Kj}

(-1)i-1
1

"nes-1 o

3
- 3
- - _1y1-1 - -
(6o =, *rex;) i§1 Len “kexuemeny O Vi)

j
= DIty o+ (I ] i
« i=1

= 0

Y
K(Ki)

yoque (ol yig,y =0 v Te e

Luego, aplicando la hip6tesis inductiva a la familia F ,
P’o

Y. UY
m

vicl, |I| =3j-2, existe ;e 'D
c I .

+1



tal que

§ B = a

Definamos entonces para todo conjunto L de cardinal

j - 1 que contenga a m + 1

YL BL(m+1)

y verifiquemos que (Gy)J *w; , M+ 1 e J.

Si I = (I, eev , I, 1) J o< J, < .
j-1
= - i-1 - j-l
(6v), D GRD Y33 DT Yy ne)
i=1
j-1
. Cqyi-1
iZ1 (-1) BJ(m+1)(Ji) ) *J(m+1)



(s8)

= W

- +
J(m+¢1) Yo (m+1) 37 %y

con lo cual queda demostrada la exactitud de la sucesifn (1).

En cuanto a (**)

H®  (K)=] H® (k%)
9

q
y como por 0.13
2 |d]=q+1 7
JC1I
= m
creciente

Hi (k%Y = o0 V se N ya que se trata de una suma de ha-
cgs de cohomologia moderada con soporte en una hipersuperficie,
a altura s+1 > 2 . En efecto, sea Z < X una hipersuperficie
Yy X ¢ 2 Sea f ¢ (D(U) definida en algGn entorno U de x
tal que

V() = INU
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Los cocientes por los ideales principales I = <£%>

tienen resoluciones proyectivas de longitud 1

a m
0 — LQ -_— (D X, dek — 0

Luego Extj ((D/Ik , F) =20 V haz F sobre U si

U]
i>2, 1i.e.
3 r - j \D r
(H[Z] Q )x (R lim Homd)( /Ik, Q ))x o,

como habiamos afirmado.//

Lema 2J1.2

Sea M un haz sobre X, El complejo de Cech "constante"



i 61

|9 =m

§.
O—rM—ve M—v,,.—»l? M—J—beM—p...—»QM
J

lo]=1 =j |g]=3+1

es exacto (todos los conjuntos de indices estin contenidos en

Iln = {1, ... m} ).

Dem :
Obviamente §, oi= o, 6j+1 o Gj = 0 Vi €
Verifiquemos entonces que Ker 6j+1 < Im dj R
Sea xe¢ X ya= (a.) € D M
Tal=ier Ju]E5en
que Jc1
55 (¢ = 0
Definamos V kel , K| = j
: oK(i)
By== L (D *ku{i}

tal
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donde

ok (i) = [lugar u orden de i en K U {i}]- 1

Veamos que 6(8)

Dado J c I J= (J_, J.},
m i
llamemos CJ = Im -J, J(i) = J - {Ji}
Entonces
j .
= - 1
s (B)J I (-1) BJ(i)
i=0
] (2)
1 i O5¢iyt®
- ! 1 ! -1 Ay(ijufe}
i=0 2eCJU{J )
] . 0., . (J.) 0., .1 (2)
- ]_ Z (_1)1 ((_]) J(l) 1 aJ + (_1) J(l) a
m ._ LeCJ



j

) . . : o (1)
1 1 J(1
= S I EnMEnt)e, v ] I (nien %J(i)ufe}
M\ j=0 M gecy i=0
* - j - (3
(.-) JL]. aJ + l z a'J (J"'] + m (J+])) a'J = aJ
m M gecyg n m
ya que para todo % e€ CJ , J U{e} = (Jo, cee Jg g0ty Iy e Jj),
s-1 j
i s i+l
0 = (G“)JU{L} igo (-1 AT(i)U{2} + (-1) a; * igs (-1) ®ri)u{e}
Luego
s-1 s j
- _qyitl 1oy
ag = 1 ODTTED ayyugy t L CDTODT a0y,
i=0

Yy como
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(-1)s-? sii<s
g.,.,(2)
(-1 J(1i) -

(-1)° sii>s

queda demostrada la igualdad (*) vy con ella el lema 2.1.2 ., //
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El siguiente lema es un caso particular de un resultado

demostrado en [S] pero 1lo inclufmos aqui ya que serd utiliza-

do con este enunciado preciso en la proposicién 2.1.4,

Lema 2.1.3 :

Dada una hipersuperficie Z en X y x ¢ X, cualquier

clase en
- 1
./ Ker 3C 'pl»
OO = 2
[Z] 'a‘ 'D I’,O
Z X

puede representarse univocamente mediante el germen en x del

residuo de una forma meromorfa con polos en Z . Ademés, dadas

w , A € Qr(* Z)x

- - o T
Resz [m]x Res, [A]x w A es regular,
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Proposicién 2.1.4

Las cohomologias de los complejos

son isomorfas.

Dem : Definamos los morfismos
0,j
R. Aj —— Ker 3 c K
Dado w = (NJ) e Ay, (x ¢ X)

|g]=3+1
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R. (m) (Res [ w ]) € Ko’j
) Yo T ) s x

Veamos entonces que Rj es un cuasi - isomorfismo.

i) R (6

ie1 ()) =6 (R ()

j+1

e (*Y; U...U YJj)’ para todo 2¢J

ya que como o
. J o

eSYJU{z} [mJ] = ResYJ [wJ] por P.4 de 0.6,

Luego, se inducen morfismos
® . j - 0
R; H} (A') — HJ) (Ker 3 C K'»*)

ii) Sea u = (u,) eA. , § w=0 , vy suponga-
|J]|=3+1 Ix j+1
mos que Rj* (w) = 0, Luego, existe

- YK s

Te @  Ker 3 < 'pfs? tal que
Kl =3

r,o

-
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R;‘ (w) = 6T

Por el lema 2.1.3, podemos suponer que

T = (T—K)IKI=j . TK=ResYK[YK]
con vy, e aF (»Y,)
K Kx
Luego V JcI, |J| =j+1
Res, [w.]) = Res, [(6,y). ]
Yo% R L

por la linealidad del operador residual.

Nuevamente por el lema 2.1.3, existe una Gnica corriente

residual en cada clase, luego



Res [wy;] = Res, [(Gjy)J]

con lo cual.

= r _ .
a; = wy - (5jY)J€ ar (VI = j+1)
es una forma regular. Entonces a = (aJ) define un co-
|J]=3+1
ciclo ya que
é = - =
]+1a 6j+1w ijiode 0
Por el lema 2.1.2 existe entonces
B = (8,) € 2y tal que
lkl=3  |x]=4

§. (8)=
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Luego

w = Gj (B +y), o sea su clase es nula, Esto de-
muestra la inyectividad de R;

iii) Sea T = (T)) e Ker 3 c k%3
|g|=5+1 X

tal que §(T) = 0

Por el lema 2.1.3., existen wj e nrx(* Y;) para todo

JC I, de cardinal j + 1 , tales que

TJ = ResY [“J]
J
Dado LCI , [L] = j+2
Res [(6. ,w)l = (6 T) =0
YL j+1 L L

Entonces por el lema 2.1.3 debe ser
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= r
ResYL ((6j+1 w)L] 0 , o sea §j+1 wpo€ A
Como 6j+2 o 6j+1 (w) =0 por el lema 2.1.2 existen
formas regulares (QJ) tales que
|al= j+1
6j+1 w = 6j+1 a
es decir - 0.
6j+1 ( w-a )

Entonces resulta

con lo cual los

-3
n
=
~

E

]
=
~—

morfismos R* son suryectivos.

Queda demostrada con esto la proposici6én 2.1.4.//

Notemos que

'D§’8+1 ; Ker 8 &' KS,O
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mediante el isomorfismo

m
T— ® T
i=1

Luego, la cohomologfia del complejo (1) da precisamente
los haces de cohomologia moderada con coeficientes en las r-
formas holomorfas y soportes en Y

Entonces, de las proposiciones 2.1.1 y 2.1.4 se de-

duce que
. ro_ 4. .
Hiyy & = Hg (A)

como habfamos enunciado.



2.29

para cualquier eleccifén de J y L contenidos en ({1, ... m} ,

J = {Ji’ e Jp} , L = {L1, coe Lp} , son iguales los

gérmenes en .x de las corrientes

En efecto, por el lema 2.2.2 1la pégina 2,31 y usando
un argumento recursivo, basta demostrarlo en el caso en que

L= (J, een , J Jt, J

io1? ces Jp} (ordenado crecientemen-

i+1
te).

Luego

o bien



J, <e0e < Ji—

]
1 < Ji < Ji< Ji+ < vee <4

1 1 p

Entonces, usando las propiedades de los residuos para in-

tersecciones completas P,1 y P.4 de 0.6,

= (-1)P-1 (R
( ) { es J J » *°y J',OQQSYJENL
i i i

<>

Ahora, este G(ltimo residuo es nulo ya que

0= (algyuyy = log mopd * 0% wgogg nugay)
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donde V& # i e a (#UY, UYJ,i)

w - '
(3=} Ju g i s#l”s

y Y es una de las hipersuperficies del residuo mGltiple

(P.2)

Lema 2.2.2

Dados dos conjuntos ordenados L y J contenidos en Im
de p elementos, existe una cadena finita de r conjuntos or-

denados J* , 0 <k <T tales que

iii) v > 1 existe un Gnico kz tal que



Dem :

y sean

y para

i = g%
Suponéamos que
J {J, , J ]
1 P
L = {L1 , Lp}

[} 1l
~~— —~—
> 1
™
—

3
~
(-

Py

v
=
[—

i
s
o

-
o

e
[S—

Definamos entonces
Je=

£ < Kk

Vi # kz
J1 < J
L1 < L
a, < a
b1 <
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2 -1
. Ji i # b2
i L i = b
i £
ko
(Luego Ji = min {Ji’ Li} vV i=1, ... p)

-1
J .
Jz i i/ ak1+k2-9,+1
i
Li i a
k1+k2—1+1
k1+k2
Resulta J,. = L, Vi =1, ... p
i i ’

Veamos que cada J* es un conjunto creciente de iIndices

para 0 < g <k1 + k2

i) 0 < 2 < k2

Hay que ver que

2-1 L g-1
Jbl—l < Jy Ly <9y 41
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Como b, ¢ B

-1
L <J <J = J
b2 bz b£+1 b2+1
Por la construccibn
Jﬁ'l L, <L
-1 £-1 L
o bien
-1
J = J < L <L
bl-l bl-l - bl-i bl

ii) k. < 2 < k, + k

Hay que ver que para 1i = ak1+k2-2+1

L2 2-1
i-1 L; = J7 < Jig

Como i+ 15>1i , obien i + 1 ¢ B =» Je-lay
i+1 i+l
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o bien i+ 1 e A y entonces g1 .y,
i+1 i+1
o bien Ji+1 = Li+1
. -1
Luego, seri Ji+1 = Li+1 > Li

En cuanto a la otra desigualdad, o bien

o bien

<J, <L, pues i e A.//

Teorema 2.2.3:

Sea J < I un subconjunto cualquiera de

La aplicacién
Ker 3 C 'v§'P

HP (&) — =
Y r,p-1
3 "0y

P r
H[Y](Q )

0w — ReSYJ [mJ]

es un isomorfismo.

por la definicién,

p elementos.



Dem :

Como por lo observado en 2.2.1,

Res [w,] = Res (w,] V L de cardinal p y como
YJ J YL L
para todo L

N v
sop (ResYL [wL]) - fel Yi (0.3),

el soporte del germen de corriente Res J [wJ] esti contenido
Y

en Y=Y NY N ... NY
1 2 m
La aplicacibén estd bien definida desde el cociente por

P.2 , ya que si g =6p_1n para todo J w se parte como

J
suma de formas con polos en p-1 hipersuperficies y por ende
su residuo mGltiple respecto de la familia {Yi}ieJ es
nulo.
Por las dos proposiciones anteriores (y sus demostracio-

nes) hay que ver que siguiendo las flechas del cuadrado

K = (K59 de la proposicién 2.1.1 desde K°:P-!

s,qe NU{O}

hasta KP-1,0



la o - cocadena g

a; = C ResYJ [wJ] 1 ¢ Im
p.(p-1)
donde ¢ -1) 2 1 ¢ R
("1
p-1
s 0,p-1
es la imagen de T (TL)|L|=p e K

L
TL ResY [mL]
L 7 10%°
L
Definiremos
aj € K(p-l)-j’j VO<j<p-l
y bj K(P-l)-(jfl),j VO < j < p_z
tales que



ii) ap_1 =1
iii) -a—bj =aj YVo<j<p-2
iv) ¢6b = aj+1 Vos<j<p-2
Sean
c =1
-1 i~
P 121(p—k)
- 1 k=1
“p-3 mo1 (-1
(. )
j-1

(luego ¢, . = (-3 L3) ¢ (1))
J m-(p-j)

j p-(j+1) (2)

Definamos entonces (cf. 0.2 y 0.3)

v o [Jl i+

[ ol o]
1
no
1

donde
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(-9, (* *)
LUJ "LUJ"

"LUJ" significa ordenado en forma creciente - (—1)°(L’J)
es el signo de la permutacién de LUJ que lleva L <creciente se-

guido de J ordenado creciente en "LUJ" .
vV Ikl = j

(bj-l): djy - L ) Res L Py_ Lopukusy?
|L]=p-j-1 s¢LUK s
LOK= ¢

Por el lema 0.5 y la definici6én de 3% en el cuadrado

- -1
a2 (b, ) =4d., . (-1)) ) Res [
I=17y -1 |L|=p-j-1 séLuk  Y',v,,¥
LNK=¢ s
=d ) ¥ Res [w )
-1 L =p-j-1 s¢LUK YL,Y ’YK LU{s}UK
LNK=¢ s
=d._, . (p-3) ) Res (w, ] a,_
1-1 |M|=p- ™,y MUK j-1

wLUKU{s;-
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pues d. . . (p-j) C.

Para s e J sea

(-1)0(s,3(s)) signo de la permutacifén que lleva s se-

guido de J(s) ordenado crecientemente a J ordenado en forma

creciente.
Entonces
J sed J(s)
=djq - ) (-0 =30 ) ) Res | Py Lopua(syuge}
sed |L]=p-j-1 red()UL ¥ *Ya(s)
LnJ(s)=¢
(s,J(s))
=d. .. (-1)9'%
j-1 SEJ |L|=p§j_1 ) ReSYL ¢ PYP Lopuscsyuter *
LNnJ(s)=¢ réJUL I(s)
\ [ /
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_170(s,3(s))
+ dj-1 . ng (-1) ) ResYL § Py [wLUJ(s)U{s}]
|L|=p-j-1 *7J(s)
\ LnJ={ e s
(B)
= -1yJ
(B) = d, 4. ) I (-1)) Res | . PYS Copyy)
|L|=p-j-1 seJ 13(s)
LnJ=¢
( ya que (-1)j . 0(s,J(s)) = oa(J(s),s)
= -1’ ;
d. , - (-1 ) . i ResYL , Cop sl (por el
|L|=p-j-1 g
LnJ= ¢
corolario 1.2)
=d, .. (- 5. (@) SN CA LIS EURPR
j-1 i c. c. i-1 i°J
J J
Por otro lado
o(s,J(s)) -
(A) =d;_, . ] ! ) (-1 Res L Pvr Lopussyutrrd™
réJ seJ |L|=p-j-1 » 1 J(s8)
Ln(J(s)u{r})=¢
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=d . (_1)0‘(-SsJ(S))R [
i-1 rgJ ng |L|=p§j_1 esYL’Y PYr wLUJ(s)U{r}] *
Ln(J(s)u{r})=¢ J(s)
sel
N - Ve
)
+ d. . z z z (_])O(S.J(S))Res P. [w ]
-1
? r¢gJ sed |L|=p-j-1 YL’YJ(s) Yo LuJ(s)u{r}
La(Jdu{r})=¢
N— - 7 /
(D)
(C) = d. . -1 O(S:J(.S))
-1 rEJ |K%=p-j-2 ng( ) ReSY"KUfs}" y pYr[wT(sNHr}]
Kn(JU{r})=¢ *7J(s)

* (con T(s)="KU{s}UJ(s) para cada s ¢J)

=d; g .} ) ) Res Pv [w ]
j-1 K Y
réJ |K|=p-j-2 seJ Y7, Yg,Yysy T KUJU{r}
Kn(JU{r})=¢
y para todos r y K fijos
) ReSYK v .y Py Loyysuie)]
seJ ' 527 J(s) r
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= -l RYK . ) PYr Cogoguiey? = ©
sed ? J(s),Ys

por la proposicién 1.5,
Luego la sumatoria (C) es nula.

En cuanto a (D), usando P.4 , dados TéJ y L tal que

LN (Ju{r}) = ¢

L Y wLUJ(s)U{r}]

= Res P . Loruacs)utrd?

Ahora bien, considerando o definido para todos los con-
juntos de indices de p elementos, ordenados o no, de la for-
ma alternada explicitada en (**) (pédg. 2.39), su borde de

Cech es también nulo. Luego

0 = (Suw) = ] t W
Ludu{r} tel L(t)uJU{r}
(-1) (s,J(s))+ILI + (-1)|J|+|LL
®LuJ(s)U {ry tug
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Por P.2 Vtel
ReSYL . PY Lopceyugugry? = 0
L { T
Luego
(D) = d, .. Res P, [(-1)Iw ]
31 r¢J |L|=p-j-1 YL,YJ Yr LuJ

La(JU{r})=¢

(-3, ) ) Res [u

i-1 163 |L|=p-j-1 by LuJ
Ln(Ju{r} )=¢
r * .
ya que w; . € 2 (*U Y;) y r¢d LUJ .
ieLUJ
Luego
= (-1)3 -
(D) (-1) dj_l. (m-p) | ResYL ; lwpyyd =
|L|=p-j-1 *J

LnJ=¢
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-7 (m-p) 4,

= (a,)
C. 17J
]
Entonces
o d.
(6b, ) = (-1 L= (m-p+j) (a) = (a))
J C. J J
J
pues
-3 q, Lt me o
371 (m-(p-j)) = (-1F =i Im(Roi)) o g por (1) y (2)
c. (p-j) c. '
] ] de la pdgina 238.

Observacidn 2.2.4:

Es posible explicitar el morfismo de conexi6én de Mayer-
Victoris en el siguiente caso
Sea {Y;, ... , Y } una familia de hipersuperficies en

p+l
X con interseccién completa.



Llamando

se tiene la sucesifn exacta

0 Hevy @ Wy B ryuyg

2,46

p-1
Y! =
i=1

m Hp+1

N Y. NY
i P

(Yny'1™

' = I's s
Como YUY YiNY,N oY AU Yoe1)
por la proposicibmn 7.2.3 cualquier clase T en HTYUY']
de la forma
T Res (ol
Y., , Yp_l, YUY
ptl
para alguna forma a “(*U Y.)
i=1
Afirmamos que m(T) = Resy (w]-=
= Res [w]
Yl’ ’ Yp9 Yp+1

+1°

€s
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En efecto, por el corolario 1.2

Res : (wl= Res P [w
Y., ... , Y .,Y uy
1° p-1° p pttl Yl’ ..,Yp Yp+1

- (-1) Res

(-1 Y
y 3 Res ¢ Py [wl= 3((-1)Res
s eees

1 p ptl Youeeo, Yp_l,Yp+1

= Resy [u]

es decir que desde los cocientes de formas con polos
ptl

u v, el morfismo es

i=1

en



CAPITULO III

L ]

Demostraremos en este capitulo la inyectividad del morfis-

mo natural

en las condiciones del teorema 2.2.3.
Para ello daremos en primer término dos importantes propie-
dades de las corrientes residuales en el caso de intersecciones

completas

Lema 3.1 : (Ley de transformacién)

Sean ¢., Y.e G(c") , 1 <i<p , tales que

1
P p )
N Ve)=nNn V()= Y, dim Y = n-p
i=1 : i=1

P n. PXP
Yy, = J a_.  ¢., con M= ||aij||e W (cH
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Entonces, V o e D?"°P (M

[ ——— 1 =Res [ @. det M

¢1 ...¢p V(wi),...,V(lbp) !1)1 cee ¥

Resv(¢1),..,V(¢p)

NOTA: La demostracibén utiliza la ley de transformacién para el
caso puntual ([G - H)} , pag. 657) y la funcién localmente se-

mimeromorfa residuo fibrado de [C - H]

Dem :

Por un argumento de particién de la unidad, basta supo-
ner que sop w<U, para algGn abierto U tal que existe un sis-
tema de coordenadas ( Zys eee oy T ) de modo que LI YNU — P
tenga fibra finita en cada punto de To (Y U) , para todo P ,

plano coordenado de dimensién n - p

Podemos suponer ademds que €S un monomio, o0 sea

w = a(z) dz, A dz A d?B , AUB= (1, ...n}, |A] =p
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Sea 7 :YNU — ¢B = {z/zi =0 Vie A} . Entonces
Res [ 9 ]
v
V(¢1), , (¢p) N ¢p
a * d ZA
P, (nes _ dz_ A dz.)
Y kg |" 0 v 0y 3 B B
m T (n(xr))
Pero
a . dzA a.det M . dzA
nes (———— ) = res ( )
Texy ¢|" ¢1 v e ¢P “,X,Wlﬂ 4)1 [P wP
la(x)) 7 Y (x))

por la ley de transformacién puntual, que vale también para coe-
ficientes ™ (por el resultado de la p4gina 163 de [C - H] ,
cualquier residuo puntual de una forma semimeromorfa es expresa -
ble como el residuo puntual de una forma meromorfa obtenida por

truncacién del desarrollo de Taylor del numerador Co).
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Si p es una funcibén tal que V(p) contiene los posibles

polos de ambos residuos fibrados, resulta entonces

w 7=

¢ «-9p

ResV(¢1), cee s V(8p) [

a.det M.-dzA_l

= 1im [ nes C dz_ A dz
mT,x,0] B B
6+0Yn'p|>6 n Yy o0 ¥p
det M
= Res [(&— ] c.q.d.//
V(¥y ooy V(vp) VyeooVp

Proposicibén 3.2

Sea U C X abierto, {Yl’ e YP} una familia de hiper-

P
. = r
superficies con intersecci6én completa, w e T (U, @ (* U Yi))'
i=1
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Si existe s e r,(U, 'pT2P-1y  corriente de bigrado (r, p-1)

o

con soporte en Y = Yi tal que

Res (wl =3 S
10 0 'p

entonces

Res [;] = 0
Yl’ * o 0 . P

Nota: Daremos aqui una demostracién esencialmente analfitica de
este hecho. Puede darse también una prueba''cohomolégica'

(cf. [S1).

Dem : Por la propiedad 0.3 de '"puridad'" del, soporte, basta pro-

bar que ResY Y [;] = 0 en un entorno de cada punto regu-
10 - ¥p

lar de Y.

Sea entonces x e reg Y y U un entorno de x tal que

i) 3 £, eOW) , 1 <i < p tales que

Yi/\ Uu=yYV (fi)
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ii) J un sistema de coordenadas (zl, A /

tal que

YnU = {21 = D] = zP = 0}
iii) 3 r. e N, a;; ¢ d 1 <1i,j< p, tales que
P
rj =
z; j§1 a5 f] en U, Vi<cic<op

(que existen por el Nullstellensatz)

iv) ;b S w e at (U)

Entonces para toda forma a ¢ DQn'p-r(U)

Res (wl(a)= Res [————) (o) =
Yoo o..,Y, F0dte V(£g), oo. , V(E£L) £,.v fp a
det (ai.) Cow
= Res .l 3 J(a) por el lema 3.1,
Viz, )., V(zp) 27t L...zp
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T

Por la propiedad 0.2 podemos suponer que « ¢ 0" " *""P (uy,

mis aGn, por la linealidad del residuo podemos suponer que en coor -
denadas (21, ... 2_), @ €S un monomio.
n

Ademis, por la proposicién 0.8, basta considerar el caso

en que w A a es normal, 1i.e.

= q dz, A dz A ... Adz_, con |A]l =n-T, aceC” (U)

A ptl n 1

Sea w, = det (aij) . ow = |B%=r wp dzp, conm up ¢ 0w,

y sea Bo = In - A . Si notamos dz = dzlh oo A dzn, resulta:
w
ResV(zl), , V(zP)[zr1 er] (a)
1 e P
n}:} .a1.dZAd_Z-p+1 A . d;n
Res ( ) =
v(z ), » Vzp, ,F1 ,TP
1 P
/ 4Ty +rp - P _ B
= C. (wp « a1) dz_ A dz_ A+-<Adz_Adz
azr1-1 3zFP-1 Bo l p+! pt1l n n
n-p P
> 2 = =z (por 0.8)
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Consideremos ahora a, ¢ C°(U)

t
t t a
. 1 1 P 1
a, = ) — oz, ...z
t! ! P ezt 3z P
|t|<r~1+...r~P
zl = L = zp= 0
Yy sea a = aj dzA A d7p+1 A ... A d?n; como aj es holomorfa
respecto de las variables Zys oo zp
2 (8) = O
Ademis, como
1‘ + e e 0 + l’ —P T + o 00 I' "p
9 L P a4 9 ! P a,
T,-1 r * r,-1 r_ -1
1 p-1 1 P
3z, coe sz 3z, cees azp
Z]: .o ngo 21- .o Zpao

Yy a tiene soporte compacto en las variables (zp+], e s zn),
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Res [wl (a) = Res [w] (&) (1)
gr e s Yp Yooeeaa¥p a

(cf. [C - H] ,- pag. 163 ).

Consideremos ahora la corriente S tal que sop SC Y

Res (] = 3S; definamos S;, extensién de S

Yl.‘QYP

que se aplica sobre formas regulares g tales que
sop 8 N sop S = K es compacto,
Sea ¢ € ° que cumpla ¢ = 1 en un entorno de K(*).

Definimos
S, (8) S (¢ . 8)
Esta extensibén verifica:
i) es independiente de la eleccibén de ¢.
(Si ¢y verifica (*), sop (v - ¢)N K =¢ =>

sop ((¥-¢).8) N sop S = ¢ => S(y.8) = S(¢.8))

ii) Coincide con S <cuando sop B es compacto,



iii) Si B8 es tal que sop 8 N Y es compacto,

Res [;](B) =S, (3 B)
Y, ... Y 1

En efecto:

S, (38) =S (¢.38) = S (3(4.8)) * S(3¢.8) =

= Res [01(s.8) = Res ¢ [l (8)
L e Y L e Yo

Luego, retomando en (1)

ResY [;](a) = §S,(3a&) = 0, 1o cual concluye la de-
1...YP ' 1

mostraciébn.//

Teorema 3.3 : Dado Y wun conjunto analftico de codimensién p;

y = {Yl’ cee Ym} una familia de hipersuperficies en X tal
que

m
Y= nNnYX dimc M Y. =n-p
i=1 jeg! J



para todo conjunto J' C Im de cardinal p.

Entonces, dado J C Im , |J| = p , 1la aplicacién
P r ¢ p r . .
H[Y] Q —_— H[F\Y.] Q es inyectiva

jed

Dem:

Por el teorema 2.2.3 , toda clase en HFY] QT

es la clase de un residuo Res J[wJ] » DPpara algGn cociclo (w
Y
de formas con polos en p hipersuperficies de la familia ¥

313 |=p

Luego

es Tw ] H——i—* Res leJ]
Y

Y J

v
o, desde los cocientes de Cech de formas con polos,

g dpgepzp “3
Luego, si Res _ [w. ] = 0 en HF @F , existe
J Y A
Y AT S
jed 3]

S e 'D"'P~1  con soporte en ) Yj tal que
jed
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Pero entonces, por la proposicién 3.2

con lo cual, su clase en HEY] Q@ es también nula.//
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