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INTRODUCCION

En 1972, Johnson y Wall [6], introdujeron la nocién de grupo
de dualidad de Poincaré, como un grupo G finitamente presentado

que verifica las siguientes condiciones:
i) G tiene dimensidn cohomol8gica finita.

ii) 7 admite una G-resolucibn proyectiva finita (es decir, una
resolucibén de longitud finita por G-m8dulos proyectivos finitamen
te generados).

iii) Para alglin entero no negativo n, se tiene H (G,26) ~ Z y
H*(6,2G) = 0 si k#n.

Esta definicién, si bien algebraica, tiene una motivacidén to-
polégica. En efecto, se demuestra en [6, teor. 1, p. 593], que si
@ es un grupo y K(G,1) es un espacio clasificante de G, entonces
G es un grupo de dualidad de Poincaré si, y sblo si, K(G,1) es un
complejo de Poincar@ (&sto es, un complejo celular conexo, domina
do por un complejo finito, y cuyos grupos de homologia y cohomolo
. gia satisfacen la dualidad de Poincaré€). La dualidad se obtiene

efectuando el cap-producto con una clase fundamental ec€ Hn(G,Z);
. K
esto significa que la aplicacidn inducida (eN ):H (G,A) *’Hn_k(G,A)

es un isomorfismo, para todo G~mb8dulo A y para todo entero k.
Paralelamente, y en forma independiente, Bieri [1], desarro-
116 la teoria de grupos de dualidad de Poincaré en una forma pura
mente algebraica. La definicidn de Bieri, menos restrictiva, exi-
ge simplemente que los grupos de homologia y cohomologia de G sa-
tisfagan relaciones de dualidad andlogas a las del grupo fundamen

tal de un complejo de Poincaré.
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La diferencia escencial entre ambas definiciones es que en 1la
iltima no se requiere la presentacibn finita de G, pues Bieri ha
demostrado la equivalencia de su definicibén y las condiciones i),
ii) y iii) [2]. Se desconoce si un grupo de dualidad de Poincaré,
en este sentido, es finitamente presentado.

Posteriormente [ 3], Bieri y Eckmann introdujeron la nocifn de
grupo de dualidad, que generaliza la anterior, y con la cual tra-
bajaremos. Precisamente, B es un grupo de dualidad de dimensién n
si, y sblo si, existe un G-m8dulo a derecha C y un elemento e per-
teneciente a Hn(G,C), tales que el cap-producto con e induce iso-
morfismos de Hk(G,A) en Hn_k(G,CﬂA), para todo médulo A y todo en-
tero k. Es claro que un grupo de dualidad de Poincaré satisface la
definicibn, con C = Z.

Bieri y Eckmann desarrollaron luego, en forma sistemitica, la
teoria algebraica de grupos de dualidad, y desde entonces numero-
sos autores trabajaron en el tema. Si bien no se ha logrado una
élasificacién completa de tales grupos, se han obtenido muchos re-
sultados importantes. Por ejemplo, se ha probado que la clase de
grupos de dualidad es cerrada por extensiones, lo cual enriquece
notablemente la fuente de ejemplos, la mayoria de los cuales son
de origen topoldgico.

En este frabajo, se estudiari la dualidad de una clase especi-
fica de grupos. En [6, problema 4, p.597], Johnson y Wall han pro-
puesto el problema de la determinacién de los grupos (necesariamen
te de tipo finito) definidos por una finica relacibn, que satisfa-
cen la dualidad de Poincaré. Ejemplos importantes de tales grupos
son los grupos fundamentales de superficies compactas.

Mi&s generalmente, puede plantearse el problema de caracterizar

los grupos definidos por una relacibén que son grupos de dualidad
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de dimensibdn dos, pero no necesariamente de Poincar&. Basta consi-
derar el caso de rango mayor & igual que dos, pues el caso ciclico
es trivial. El1 propbsito fundamental de este trabajo es lograr ca-
racterizaciones, puramente algebraicas, de dichos grupes.

Bajo ciertas hipbtesis, establecidas en el teorema de identidad
de Lyndon, un grupo G definido por una relacibn es un grupo de dua-
lidad de dimensidn dos si, y sdlo si, el primer grupo de cohomolo-
gia de G, a coeficientes en ZG, es nulo. Entonces, en principio, la
cuestidn se reduce al c8lculo de este grupo.

Sin embargo, el c8lculo efectivo de HI(G,ZG), qQue implica, por
ejemplo, poder describir las derivaciones de G en ZG, es, en gene-
ral, sumamente complicado. Esto se debe, b8sicamente, a la dificul-
tad de poder representar univocamente las elementos de G. Por tal
motivo, se ha enfocado aqui la cuestibén desde un &ngulo diferente,

y se ha logrado, en el pardgrafo 3, una caracterizacidn de tales
grupos, estudiando el comportamiento de la palabra (6 rglacién) que
los define por la accidn de ciertos automorfismos del grupo libre
asociado a G, llamados T-transformaciones. La ventaja obtenida por
el método desarrollado reside en que permite trabajar en un grupo
libre, que es, sin duda, de estructura mds simple que G.

El teorema principal de la mencionada seccifn,(3.2), brinda a-
dem&s, una manera practica y sencilla de determinar, en un nf{imero
finito de pasos, la dualidad de G. En el caso especial en que G vie-
ne dado por dos generadores, se obtuyo un resultado ain mis explici-
to, mediante una f6rmula que permite verificar f4cilmente la minima-
lidad de la relacidn, que como sigue del teorema, es condicibén sufi-
ciente para la dualidad de G (3.3).

En el parédgrafo 4, es estudia el caso de la dualidad de Poinca-

ré. El1 resultado mas importante obtenido, 'caracteriza totalmente
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los grupos de dualidad de Poincaré, orientados, de rango dos, que
estén definidos por una relacidn. Se prueba alll que Z8Z es el fGni-
co grupo con esa propiedad (4.7). Esto es consistente con la conje-
tura, de caracter topoldgico, que afirma que un grupo de dualidad

de Poincaré definido por una relacibn es isomorfo al grupo fundamen-

tal de una superficie compacta.

En el caso general, siendo el nfimero de generadores de G mayor
que dos, se estableceen el teorema 4.2 qQque el subgrupo conmutador
de G es un grupo libre (no conmutativo) de rango infinito. Esto per-
mite describir a @ como extensifn de un grupo libre de rango infini-
to por un grupo abeliano libre finitamente generado.

En filtimo té&rmino, y también en conexidn con la conjetura antes

citada, se prueba que el nfimero de generadores de G es necesariamen-

te par (u4.8).
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§1 PRELIMINARES
i) Grupos libres

Haremos a continuacidén, un r8pido repaso de algunas nociones
elementales en grupos libres. Para mayores detalles, puede consul-
tarse, por ejemplo [9, secc. 1.u4].

Sea F un grupo. Si (x.)le 7 S una familia de generadores de F,

e
todo elemento puede escribirse en la forma —+—t+ x ! > V, € Iy
1< 1< s 7
e, =+ 1. Tal expresidén seré llamada una palfabnra en los simbolos X, .
e, e;
Dos palabras, w = [ x y w's=s [ 1 x , se diran
1< 1< 1<3< Y

{guales si s=r, v’=uJ y ej=e; para todo j. Es claro que palabras i-

guales definen el mismo elemento de F, pero no es cierta, en general,

la reciproca; ésto es, palabras distintas pueden definir el mismo

elemento.
e
Una palabra 1 xvJ se dice reducida si para todo indice j
1S jJ S s J
se verifica v,¢v,+ , ° vj=vj+ , Y el=ej+ ,» ©8 decir, no pueden rea-

lizarse cancelaciones del tipo xfx;e. Naturalmente, toda palabra pue-
de llevarse, univocamente, a una forma reducida, mediante apropiadas
cancelaciones, y definiendo ambas el mismo elemento de F.
Introducimos en el conjunto de palabras en los generadores X s
la siguiente relacibn de equivalemncia: si w y w° son palabras, dire-
mos que son equivalentes si, y s86lo si, tienen la misma forma redu-
cida. Escribiremos, en tal caso w ® w°, Es claro que definen el mis-

mo elemento de F.

Diremos que F est& £Libremente generado por la familia (%, ), . 1°

o que ésta es una base de F, si todo elemento de F puede escribirse
en forma dnica como una palabra reducida en los generadores. F se

dird un grupo £{ibxre.




La siguiente proposicibdn, de f&cil demostracidn, aclara afin més
la definicién.
PROPOSICION (1.1). Son equivalentes Las afinrmaciones:

i) F es un grupo &ibre con base (x])|e1.

ii) Una palabra w define a La identidad de F 84, y 86L0 84i, La fon-
ma neducdida de w es La palabra vacila.

iii) S4 w y w* son palabras, wew” 84, y 86Lo0 &L, definen elf mismo
elemento de F.

iv) S4 h ¢4 una aplicacdién de I en un grupo H, exdisdte un dnico mon-

§<smo de grupos h” : F » H, tal que h'(x.) = h(i) para todo i ¢ I.

Las condiciones precedentes establecen, entonces, la existencia,
en un grupo libre, de una correspondencia biunivoca entre palabras
reducidas y elementos del grupo.

Daremos a continuacidn algunas definiciones. F denotar& un grupo

T T

libre con base (x ) s Y W = x ’, una palabra reducida.
1 ‘1el v
1€ < s |

1) Definimos la £ong{itud de w, como L(w) = s,

2) siieI, L (W) = 2: le |, se llamard Longitud de w en x
=i
J

si L, (w) > 0, diremos que w Ainvolucra a X .

3) Es claro que w puede escribirse también, univocamente, en la

a
forma w = | I X ’, donde v’¢v

. v y los ajson enteros no nulos.
1 S jS<r i

1+ 1°?
Serd llamada la expresdién sildbica de w, y r su longitud sildbica.

En este caso, L(w) = 1<jE< . Iajl.

4) w es clelicamente reducdda si v #v, & v =v 'y e =e . En gene-

ral, es claro que existen {inicos elementos z y w en F, tales que

-1 . .
W = 2w 2 y w, es ciclicamente reducida.

5) Si i € I, definimos la &uma exponencial de w en x, » en la for-




ma: S_ (w) = ‘22 e, . Es evidente que S 86lo depende del e-
X, vj—l ] X,

lemento de F que define w, es decir, si w™w', w' eventualmente

no reducida, entonces Sx (w) = Sx (w'). En realidad, Sx puede
1 1 " 1

describirse como el finico morfismo de F en Z definido por la pro-

piedad: Sx (xj) = 6", j e I.
1

Si G es un grupo, el subgrupo conmutador serd notado [G,G].
LEMA (1.2). Sea F un grupo Libre con base (x’),eI. S{ weF, enton-

ces w e [F,Fl 84, y 8680 &4, S, (w) = 0 para todo i en I.
]

Dem. La condicidn es obviamente necesaria, pues por ser Sx un mor-
i

fismo de grupos se tiene Sx ([r,FlY C[ 2,21 = 0.
1

Reciprocamente, sea w = I { xvj, en su forma reducida. Hare-
1S J< s

mos induccidn en la longitud s de w.
Si s = 0, resulta w = 1 y no hay nada que probar. Supongamos

entonces que s > 0., Puesto que por hipbtesis es Sx (w) = 0, nece-

v
s

-e
. ] -
sariamente el simbolo X, aparece en w. Luego, podemos escribir

[ )
-e e -e -e
W =W X w_x " . Operando, resulta w = [w.,x_ "J[x “,w. w lw w .
. v, 1? v, v, 12 1 2

Reduciendo, si es preciso,a W, obtenemos w = zw', z ¢ [F,F] y

2

L(w') <s-2 < 8.

Como claramente Sx (w) = Sy (w') para todo i, por hipdtesis in-
I 1

ductiva resulta que w' ¢ [F,F], y por lo tanto también w.

Obsérvese que los morfismos Sx inducen un homomorfismo S

i X

(1)
de F en [Z , definido por Sx(w) = (Sx (w))ieI' El lema anterior
i



afirma que la sucesidn

S (1)
1 +[F,F] » F - 1 - 0

es exacta.

Es bien conocido que todo subgrupo de un grupo libre es libre.
Nos proponemos ahora, exhibir explicitamente una base de [F,F], en
el caso Que F estda libremente generado per un conjunto finito, en

el cual fijaremos una numeracidn (x‘)l< | < o°

Definimos una aplicacidn c¢:F = F de la siguiente manera:

s (w)
c(w) = | [ x X

i , w € F.
1K {< n

PROPOSICION (1.3) c veaifica Las siguientes propiedades:

i) we(w) 1 ¢ [F,F] para todo w.

ii) e(w) c(w') &84, y 86Lo0 8L w = w' ([F,F])

1 84, y 860 84, w e [F,F].

1ii) c(w)

c(w)

iv) c(e(w))

v) c(w.w') clc(w).w').

X

Dem. i) Como S_ (c(w)) = S (w) para todo i, resulta que
i i

S, (w.c(w)_i) = 0. Luego, por lema 1.2, w.c(w)-1 e [F,F].

1) c(w) = c(w') #s () =5 (w') S8 (wow' ™1y =0 »

i i i



o wow 1 [F,F].

iii) Es consecuencia inmediata de ii).

iv) Sigue de la definicién.

v) W.W'(C(H)W')-i = w.c(w).1 e [F,F] ,por i). Luego, por ii),

c(wew') = c(c(w)w').

n

Si r:(ri)l< i< € Z , designemos por x(') al elemento
T T .0 . . .
L Deducimos inmediatamente de la proposicidn anterior que
1S 1< n

)

el conjunto (x(' ) es un sistema de representantes de coclases de F,

mddulo [F,F].

TT e
Sea w en F, w = xv’. Para todo Indice k, 0 k< s, llama-
1S | S s }
remos k-€4imo segmento inicial de w al elemento W, = 1 xvj
1SJ< x

LEMA (1.4). w = | [ ((c(w; )xv

-1.%
c(wj'.xv ) ) ). c(w),
1€ | < s J J

Dem. Obsérvese que por proposicidn 1.3, c(w")xv’c(w".xv‘)"1 pertene-
ce a [F,F].

Haremos induccidén en s. Si s = 0, es inmediato. Supongamos, pues,
que s > 0. Se tiene w = w--l'xv" Luego, por hipbtesis inductiva:

_ 1 eJ e.
W = I Qc(w' l')xv c(w._l'.xv ) ) ).c(w'_')xv =
1€ ] < 8 =1 =% ] | | s



e e
= [ ] (c(w;)x c(w'.x )-1) 3 Y0 )x_° .
Basta entonces probar que c( ¥x ' = (c(w') (w! -1,%
P que c(w, xv‘ = (c(w xv‘c wlex ) T) Ce(w),
. .
que resulta una simple verificacidn de los casos e, =1y e =-1.
n i
Sea 1 K i<nyre Z . Indicaremos por c. al elemento de
[F,F] definido por c: = x(’)xlc(x(')x|)m1

COROLARIO (1.5). EL confjunto (c.) genera [F,Fl.

Dem. Si w ¢ [F,F], por proposicién 1.3-iii) y lema 1.4 resulta que

w es un producto de elementos de la forma c(u)x’c(ux‘)-1 y de sus

inversos, donde u recorre los segmentos iniciales de w. El resulta-

. "1
do sigue, entonces, usando que c(u)xlc(ux|) = c , conr

(Sx‘(u))1< 1< n’
Haremos aqui un par de observaciones. En primer término, notemos
que el lema 1.4 establece un mé&todo para reescribir un elemento w

en [F,F], originalmente escrito como palabra en los generadores X
como palabra en los generadores c: de [F,F]. Estos filtimos aparecen

al tomar representantes, médulo [F,F], de los segmentos iniciales

de w.

En segundo lugar, supongamos que r, =0 para todo j>i. Es inmedia-

i

.o i . . .
to verificar que, en ese caso, ¢ = 1. Por consiguiente, el conjun-

to (c')l< 1< a con r, #0 para algfin j>i, tambi&n genera [F,F]. De

4 -1

ahora en adelante, quedard sobreentendido que (c:) designard a este



filtimo conjunto.

PROPOSICION (1.6). (c, ) genera Libremente a [F,F].

Dem. Debemos probar que si z es una palabra en los generadores

' k] L (] [
(cr), qQue define la identidad de F, es posible transformar z en la

palabra vacia mediante cancelaciones de factores de la forma

(c,) ()

Si pensamos a z como palabra en los x se puede llevar z a la

i ]

palabra vacia, via cancelaciones de la forma x:x:°. Sea k el nfime-

ro de tales cancelaciones, y procedamos por induccidn en k.

8i k=0, z es vacia como palabra en los x luego también como

1 b4

’ - [
palabra en los c (ésto es consecuencia de la segunda observacidn

previa a la proposicibn). Supongamos, entonces que k>0. Podremos

. . [ ]
entonces escribir z = Z, X, X Z,. Probaremos que z = z,z, como pa-

labras en los c: (notar que z 2z, € [F,F]).

En el proceso de reescribir z, z, en término de los generadores
de [F,F], cualquier simbolo de z, produce el mismo simbolo c: que
producia como simbolo de z. Lo mismo sucede con los simbolos de z, ,

pues el representante, médulo [F,F], del segmento inicial corres-

pondiente a dicho simbolo en z,2,, es el mismo que en z. Veamos

TS S

que ocurre cuando consideramos los simbolos x ;

-1 -
Si, por ejemplo, e=1, x, produce c(zl)xic(zlxl) y x".produ—

-l -l
. ) = (elz)x clz,x )"") , que se

-1
ce (c(zlxix’ )xlc(zlx‘x’ xi)

cancelan. Anilogamente, si e=-1., Por lo tanto z ™ z,z, como palabra



en los c'.
4
Como z2,2, puede llevarse a la palabra vacia mediante k-1 can-

celaciones de factores x;x;°, el resultado sigue por hipdtesis in-

ductiva.

Si G es un grupo y A es un dominio de integridad, notaremos
AG el anillo de grupo de G a coeficientes en A. Si bien nos inte-
resar8 el caso A = Z, estudiaremos, en el caso general, algunas
propiedades de AG cuando G es un grupo abeliano libre de rango n.
Tal grupo, escrito multiplicativamente con generadores (u|)l< 1< n°
serid notado <ul,...,un>.
LEMA (1.7). i) A<u ,...,u > e4 un dominio de integridad.

ii) S84 f € A<u ,...,u >,f es invensible 84, y 86L0 84,
n r

exidte r ¢ 7 tal que £f = a | ] u‘i, a e U(A).
1€ 1< n

iii) S84 1< i<, u -1 es inneducible, o sea, 86L0 es
divisible porn unidades y por asociados,
Dem. Puesto que A<ul,...,un> ~ A<ul,...,u‘_l><un>, un sencillo ar-

gumento inductivo muestra que basta probar el lema para el caso
G >~ 1 = <u>.
i) A<u> admite un subanillo B = A[X], anillo de polinomios, a coe-

. . i
ficientes en A, en una variable. Precisamente, B = {Z a u /

1 eZ

a, =0 si i<0} M4s afin, si f ¢ A<u>, existe un entero no negativo

o(f), tal que fo(f) € B.



Supongamos que fh = 0. Por lo tanto, se tiene en B,
f h . N .
(u°( )f)(uo( )h) = 0. Siendo B un dominio de integridad, debe ser
t h
u°( )f =06 u°( )h = 0, y en consecuencia f = 0 6 h = 0, pues u

es inversible para todo i en Z.

(1)

ii) Sean f y h en A<u>, tales que fh = 1, Entonces, (u’ f).

h f h
(uo( )h) = uo( Yo ( ). Como u es irreducible en B, los divisores

1
de u son de la forma au , a € U(A), 1< i< o(f)+o(h). Sigue entonces

ul -0 (f )

que f = a » como queriamos probar.

. i . .
iii) si f = :E: au, f#0, definimos el orden y el grado de f:
i el

o(£) = min { i /a #0} , g(£) = m&x{i /a #0} .

Supongamos que f es un divisor de u - 1 y escribamos u - 1 =

= fh. Entonces:

g(fh) = g(f) + g(h) = g(u-1) = 1

o(fh) = o(f) + o(h) = o(u-1) = 0
Restando:

(g(£f) - o(f)) + (g(h) - o(h)) = 1

Como ambos términos son no negativos, las posibilidades son:

g(f) - o(f) = 0y g(h) - o(h) = 1 6 g(f) - o(f) = 1 y g(h) - o(h) = 0

En el primer caso, f = au’ y h = bu' + cu'+l. De la igualdad

. r +s r+s +1 .
u - 1 = fh, sigue que u - 1 = abu + acu . En consecuencia,

r+s = 0 y ac = 1, es decir que a € U(A) y f e U(A<u>).

COROLARIO (1.8). Sea i¥j. S{ f e4 un divison comdn de u - 1 ¢
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u - 1, entonces f ¢ U(A<u',...,un>).

-1 yuy -1 no son a-

Dem. Es consecuencia del lema 1.7, pues u !

sociados si i#j.

ii) Grupos definidos por una relacién.
Sea F un grupo libre con base (xl)l< /< n Y W una palabra re-

ducida en F. Notaremos por N a la c8psula normal de w en I, es de-
cir, el menor subgrupo normal de F que contiene a w. Los elementos

e
1

de N son de la forma || [ (z|wz;') , z, en F, e = #1,.

El grupo G = F/N se llamari grupe definido porn La (dnica) ne-

Lacibn w, y serd notado G =< X se..,% ; W>, Efectuaremos algunas

observaciones:

Ya hemos visto, Que toda palabra en F es conjugada a una pala-
bra ciclicamente reducida. Como, obviamente, ambas tienen la mis-
ma clpsula normal, siempre puede suponerse que w es ciclicamente

reducida.

Si p:F5 G es la proyeccidn al cociente, y escribimos a =

p(xl), 1€ i< n, todo elemento de G puede escribirse como palabra
en los generadores a ,...,a . Los dos siguientes hechos, faciles

de probar a partir de las definiciones, explican la denominacidn

de G:

a) p(w) es una palabra en los generadores a, que define la i-

dentidad de G.
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b) Si llamamos 4efacién a toda palabra en los generadores
que define la identidad de G, resulta que p(w) es, escencialmente,
la finica relacidn en G, en el sentido que cualquier relacidn v en
G puede transformarse en la palabra vacfa mediante aplicacibn su-

cesiva de las siguientes operaciones:

[ llamados re-

Rx) Cancelacidén, en v, de factores de la forma a:a

laciones triviales.
Rz) Introduccidn, entre dos simbolos de v, de a:ar°.

R. ) Supresidn, en v, de las palabras p{(w) & p(w)", si constituyen

un bloque de simbolos consecutivos.

R, ) Introduccidn, entre dos simbolos de v, de p(w) & p(w)-l.

Supongamos ahora que G = <xl,...,xn; w>, we [F,F]. Existe en-

tonces un morfismo de grupos Sa:G *‘Zﬂ que hace conmutativo el dia-

grama
S
X
F — 1"
P G
G
En efecto, Sx induce en G el morfismo Sa’ pues Ker(p) = N C
Cc [F,F] = Ker(Sx). Si 1< i< n, componiendo Sa con la i-&sima pro-

yeccidn de Z"en 2, obtenemos morfismos Sa :G > Z, haciendo conmu-
1
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tativo el diagrama

S
Z

X
13 ! >
P ]
\ / al
G

e
Claramente, S_ ( | [ a j) = :z:, e , 8sto es, estd bien defi-

A 1€ 1<s v, =1 )

nida la suma exponencial respecto de cada generador a,

PROPOSICION (1.9). Sea G = <x ,...,X ; W>, W ¢€ [F,F]. Entonces:

i) [6,6] = Ker(S_ ) = N  Ker(S_ ). Se tiene, pues, La suce-
a 1S 1< n a,

446n e4acta:

S

1 >[e,6] ¢ = I" =0

r
ii) S« a(') ] 31" el conjunto (a(')) es un si{dtema
1€ i< n rezn

de nepresentantes de G, médulo [G,G].

iii) EL conjunto (p(c:)) genera [G,G].

Dem. Es consecuencia directa de las consideraciones previas y de
la validez de los hechos correspondientes para el caso de grupos

libres.

En 1950 [7, cor. 7.1, p. 659], Lyndon establecid, a partir de

su Teorema de Identidad, el siguiente resultado, que caracteriza
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los elementos de [ N,N] , siendo N la c8psula normal de una palabra

ciclicamente reducida w.

TEOREMA (1.10). Supongamod que w no eé una petencia propia en F,

6sto es, no existen z en F y o1 tales que w = 2. Sea v ¢ N,

e

v =1 |1 (zlwzrl) ', Entonces, v € [N,N] 84, y 86L0 84, es posible
|

apanean Los Indices en parejas (ij) tales que e, = -e Y z2, = 2z

i | J

(m6dulo N).

Mencionaremos una consecuencia muy importante de este teorema.
Sea N = N/[N,N], el grupo abelianizado de N. Podemos dotar a es-
ab
te grupo abeliano de una estructura de G-mbdulo a izquierda, sien-

do G = F/N, de la siguiente forma:

p(z)(h.[N,N]) = zhz-l.[N,N], si ze FyheN.

Es muy f8cil probar que esta accibn estd bien definida. Enton-

ces, el teorema 1.10 implica que N.b es un G-m6dulo libre de rango

uno. Precisamente, la aplicacién g:N_, LG definida como

N
g((T Tz wz") )INN]D) = X e p(z, ),
i

es un isomorfismo de G-mddulos.

iii) CAlculo del segundo grupo de cohomologia por derivadas

de Fox.

Supondremos al lector, familiarizado con las nociones elementa-

les de cohomologia de grupos. Las definiciones y propiedades que
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usaremos en el presente trabajo pueden consultarse, por ejemplo,
en [4, cap. IV].

Si F es un grupo, I(F) denotari el ideal de aumentacidn de IF.

Una derdivacién en un F-mbédulo a izquierda A, es una aplicacibn
d:F = A tal que d(xy) = xd(y) + d4(x), x,y en F. E1 conjunto de ta-
les aplicaciones es un subgrupo del grupo abeliano AF de aplicacio
nes de F en A, y seré notado Der(F,A).

Una derivacibn es A{ntenion, si existe a € A tal que d(x) =
= (x-1)a, para todo x en F. Las derivaciones interiores forman un
subgrupo de Der(F,A), que notaremos D;r(F,A).

Inductivamente, es fdcil probar que, si d € Der(F,A) y
(xi)l< {< , €5 una familia de elementos de F, vale la relacién:

aC T T x)= 2 T T x)dx)
i< 1< n 11<n  1<3< 11 ] :

Supongamos ahora que la familia (x|)1< | < o genera F. Puesto

que d(x—') = —x-ld(x), sigue que d queda completamente determina-

da por los elementos d(xi). En otras palabras, si X = (xi), la a-
plicacidn h:Der(F,A) Ax definida por h(d)(x|) = d(x‘), es un mo-

nomorfismo de grupos.
Si, adem8s, F estd libremente generado por X, h resulta un i-

somorfismo; equivalentemente, dados elementos z, en A, 1< i< n,

existe una finica derivacibén d tal que d(xi) =2, ¥ i. En efecto,

todo elemento de F se escribe en forma inica como una palabra re-

e
ducida, w = | | X j. Se define entonces:
1< 3<s

alw) = 2, e w'z
1€ ] < J
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Si 1< i< n, se define la i-£€sima derivada parcial de Fox de F
como la nica derivacibn d/dx‘:F =+ /IF, que verifica:

d/dx|(x’) = 6|j, 1< j< n.

La multiplicacién a derecha induce en Der(F,ZF) una estruc
tura de F-mbédulo a derecha, definiendo dy(i) = d(x)y, 8i x,y € F
y d es una derivacidn, y las derivadas de Fox resultan ser un sis-

tema de generadores. Precisamente, vale la relacibn:

d(x) = X 4/dx (x)d(x ),
1€ 1< n

¥ x e F.
En efecto, basta verificar gque ambos miembros definen deriva-
ciones, y que coinciden sobre los generadores. Inmediatamente, re-

sulta el siguiente
TEOREMA (1.11). S{ F es un grupo £ibre con base (xl)‘< 1< o I(F)
es un F-médulo Libre con base (x -1) o, < .-

(Para detalles de la demostracibn, ver por ejemplo [10, prop.
1.3, p. 587)).

Puesto que aplicar x en x-1 es una derivacibn de F en IF, en

particular se -obtiene la expresidn:

x-1 = 2: d/dx|(x)(x|—1),
1S i<

- que permite expresar cualquier elemento de I(F) como combinacibn

lineal de los miembros de la base, pues el conjunto (x—1)xeF gene-

ra I(F) como grupo abeliano.

€
COROLARIO (1.12). La sucesién exacta 0 = I(F) = IF =1 = 0, (e

el monfismo de aumentacién) es una F<nesolucibn Libre de Z. Ponr
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Lo tanto, La dimensibén cohomolbgica de F es menor o Lgual que uno.

Veamos ahora como es la forma explicita de d/dxlen cualquier

e

elemento w de F, w = [ | b 4 ,. Tenemos:
1Sj<s V)

E e w]'d/dx| (xv ) = Z e wj'G = Z e, wl'

|

d/dxl(w)
1€ )< s ! 1€ j< s ) v, =1

Luego, e(d/dx (w)) = Z e =S (w). Por lo tanto, se tiene

=1 i
vy

el siguiente

LEMA (1.13). w ¢ [F,F] 84, y 86Lo Ai,d/dxi(w) e I(F) v 1€ i< n.

Sea G = F/N = <xl,...,xn; w> un grupo definido por una relacibn.

Una demostracién del s;guiente teorema puede verse, por ejemplo,

en [5, teor. 6.3, p. 198].

TEOREMA (1.14). La s{guiente sucesibn de G-m6dulos y G-mornfismos

es exacta.

u v €

o=>N. - " - 7c > 1 > o0,

donde u y v estdn definidas como sigue:
a) Sih e N, uCh.[N,N]) = (B(d/ax, (h)) ¢ , < ,» d4endo B:IF ~ I,
el monfismo de anillos inducido pon La proyeccdién p:F = G.

»

b) S (p(z, ), ¢ <, € 6% v(B(z)), ¢, ,cq) = B <Z< z(x-1))
1 1 n

Supongamos ademfs que w no es una potencia propia en F. Por



~ I8, como G-m8dulos.

teorema de identidad de Lyndon, N.b ~

la sucesi8n exacta:

u' 2 v €
0=*I6—+1I8 —+16 > -0,

donde u' yiene dado por u'(ﬁ(i)) = (ﬁ(d/dxi(w)))l<‘<h.
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Se tie-

Hemos producido entonces una G-resolucidn libre de Z, de lon-

gitud dos. Por lo tanto:

COROLARIO (1.15). S{ w no es una potencia propia en F, G tiene di-

mensibn cohomolbgica menon 6 Lgual que dos. En particular, G es

ain tonsibn.

Puesto que nos interesar8n los grupos G de dimensién cohomolb-

gica dos, veamos como se calcula H’(G,A), A un G-m8dulo a izquier-

da, usando la resolucidn anterior.

Tomando HomG( »bA), obtenemos la sucesibn

e. v. u'.

0 * Hom (Z,A) = Hom (ZG,A) - HomG(ZG" »A) = Hom_(ZG,A) 0

Por definicidn, Hz(G,A) = Hom_(ZG,A)
G /
Im(u'e)

Coker(ute),

_ k
Tomemos A = ZG, Entonces H (G,ZG) admite una estructura de G-

médul i
ulo a derecha, que a nivel de HOmG(P,ZG), P un G-médulo a iz-

quierda, viene dada por:
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hx(a) = h(a)x, h e HomG(P, G), x e G, a ¢ P.

Como HomG(ZG,ZG) ~ IG, se tiene el diagrama conmutativo de G-
mbdulos a derecha ¢

ulo
Hom_(Z@" ,26)———Hom (26, ZG)

G A

con £((p( z2) ) < <) Z ﬁ(d/dx’(w) )13(2l ).
1S 1<

Por lo tanto, Hz(G,ZG) = Coker(u'*) < Coker(f) = ZG/D(G),don-

de b(G) es el ideal a derecha generado por los elementos

p(d/dx (w ), 1< i< n.
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§2 GRUPOS DE DUALIDAD

En este par&grafo se hard una somera exposici8n de la teoria
de grupos de dualidad, fundamentalmente de los resultados que uti-
lizaremos en el presente trabajo, concernientes al problema de 1la
dualidad en grupos definidos por una relacidén. Para un desarrollo
sistemdtico del tema, el lector deber& referirse a [1] y [3].

Frecuentemente, dotaremos a grupos abelianos de G-acciones. Ha-
remos aqui una lista de las que m&s usaremos:

1) Si G es un grupo y A es un G-mddulo a izquierda, la inversidn
en G determina una estructura de G-m8dulo a derecha en A, definien-
do

ax = x a, x e G, a e A.
2) Si By C son G-mbdulos a derecha, el grupo BQZC (que nota-
remos BRC) es un G-mbdulo a derecha, con la accibn
(bfc)y = byfcy, beB, ceC, y e G.

Se llamari accién diagonafl. Si C es un G-mbédulo a izquierda,

por 1) también lo es a derecha, y en este caso la accidn viene da-
da por (bRec)y = byey™ ' c.
3) Ya hemos visto que H" (G,Z6) es un G-m8dulo a derecha. Si C

es un G-mbédulo a derecha y e € Hn(G,C), el morfismo deducido del

cap-producto con e, (eN<):H" (G,26) = HO(G,C&ZG) ~ CﬁdZG ~ C, es un

G-morfismo. Esto puede verificarse fdcilmente, a partir de las de-

finiciones.
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4) Sea S un subgrupo de G y A un S-mbdulo a izquierda. Enton-

ces, el grupo abeliano Homs(ZG,A) es un G-mddulo a izquierda,defi-

niendo

xf(y) = f(yx), X,y € G, f ¢ Homs(ZG,A).

Se llamard G-médulo co-Anducido ponr A.

Definiremos ahora la dualidad.
Sea G un grupo. Diremos que G es un gaupo de dualidad si, y

sdlo si, existen un G-mbédulo a derecha C, un entero no negativo n
y un elemento e € Hn(G,C), tal que la aplicacidn deducida del cap-

producto con e

(eN .):H"(G,A) = H _, (G,C8A),

es un isomorfismo para todo G-mbdulo a izquierda A y para todo en-

tero k (la accidén en CRA es diagonal).
Veamos algunas propiedades de los grupos de dualidad.

i) Si G es un grupo de dualidad, Hn(G,C) es un grupo ciclico
infinito. En particular, C#0.

En efecto, temando A = Z con acecibn trivial y k=0, resulta:
Z= H'(6,2) ~ H_(G,cal) ~ H_(G,C).
ii) G tiene dimensidn cohomolbgica n y C < H" (G,2G) como G-mb-

dulos a derecha.

Sea k>n y A un G-mbédulo a izquierda. Entonces, por dualidad,

*(G,A) ~ H__ (G,CBA) = 0, pues n-k<0, de donde se deduce que
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ch < n. Por otro lado,
H" (6,26) ~ H_(G,cRZG) ~ ca_ 16 ~ C # 0.
Luego, ch = n, Ya vimos que el isomorfismo anterior es de G-

mddulos a derecha. Queda entonces justificado el empleo de la si-
guiente terminologia: G se diri un grupo de dualidad de dimensifn

n con médulo duafizante ¢ ~ H" (G,Z1G).
iii) G es sin torsibn, pues tiene dimensidn cohomolBgica finita.

iv) G es finitamente generado [3, teor. 4.6, p. 119].

Sea G un grupo de dualidad con mddulo dualizante C. Diremos
que G es un grupo de duafidad de Poincané si, y sélo si, C~I co-
mo G-mddulos. Si la accidn de G sobre Z es trivial, G se dirad o-

nientado (en otro caso, no ondientado).

Observemos que las condiciones que definen un grupo de duali-
dad aparecen como bastante arduas de verificar. Sin embargo, pue-
den simplificarse bajo ciertas hipbtesis de finitud.

Si G es un grupo, G se dirs de L{po (FP) si, y sdlo si, Z ad-

mite una G-resolucibn proyectiva de longitud finita,

o—>P > P > ...>P +1-0,
8 ] [+

-1

con P, finitamente generado ¥ i.

El siguiente teorema, debido a Bieri-Eckmann [3, teor. 4.5,

p. 118], establece condiciones suficientes para dualidad
TEOREMA (2.1). Sea G un grupo de tipo (FP) tal que:

i) Existe n ¢ N_ de modo que H (G,26) = O ¥ k#n.
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ii) H"(G,ZG) es un grupo abeliano sin tonsibn.

Entonces, G es un grupo de dualidad de dimensibn n.

EJEMPLOS

1) Sea F un grupo libre de rango n. Entonces F es un grupo de
dualidad de dimensibn uno. F es un grupo de dualidad de Poincaré

si, vy s6lo si n = 1, es decir F ~ Z.

Hemos visto, en el teorema 1.11, que I(F) es un F-m8dulo libre
de rango n. La sucesibén exacta O = I(F) > ZIF > L = 0, asegura en-
tonces que F es de tipo (FP).

Si k>1, obviamente Hk(F,ZF) = 0, Ademis, H° (F,IF) ':ZFF =0,

pues F es infinito. Resta verificar entonces que HI(F,ZF) es sin
torsibén, como grupo abeliano. Dicho grupo puede calcularse por el

cociente Der(F,ZF)/ “ . Supongamos que d € Der(F,ZF) y sea
Der(F,ZF)

a
m un entero no nulo tal que md € Der(F,ZF). Existe entonces un e-

lemento a en ZF, a =Z a_x, tal que md(y) = (y-1)a ¥ y ¢ F. De-
x €F

sarrollando, obtenemos:

md(y) =z a_yx - Za!x =Z (a _

x ¢F x eF x e¢F y x

-ax)x

Siendo F un grupo abeliano libre, generado por (x)‘ep, resul-

ta que m divide a a , -~ a, ¥ x,y en F. Ahora bien, dado x € F,
y T x

existe y, € F tal que a _ = 0, pues F es infinito. Luego, m/ax

Yy, x
¥ x ¢ F. Por lo tanto, existe a'e ZF tal que a = ma'.
En consecuencia, md(y) = (y-1)a = m(y-1)a' ¥ y € F, y siendo

ZF sin torsidn, sigue que d(y) = (y-1i)a' ¥ y ¢ F, o sea, d es una
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derivacifn interior. Hemos probado entonces que HI(F,ZF) es sin

torsidn, luego F es un grupo de dualidad de dimensién uno.

Si d ¢ Der(F,ZF), indicaremos por d su clase en el cociente

Der/Deér. Afirmamos que el conjunto (E/dx|)'<l<hes linealmente in-
dependiente (sobre Z). En efecto, sean T oseeesl enteros tales

que 2: r'a/dx‘ = 0. Existe entonce a ¢ ZF tal que :E: r'd/dx|(y)=
1 Sn 19 Sn

= (y-1)a ¥V y € F. En particular, para todo iIndice j, tomando y=x,

resulta r’.i = (xl—l)a. Por razones de aumentacibén, sigue que
Por lo tanto, si n>1, Hl(F,ZF) no es ciclico, y F no es de
Poincaré.
Supongamos finalmente que n=1, y sea u el generador de F. Sa-
bemos que toda derivacibén d estd determinada por d(u). Como u-1
genera I(F), existen r ¢ Z y a ¢ ZF tales que d(u) = r.1 + (u-1)a =

= prd/du(u) + (u-1)a, lo que significa que d - rd/du es una deriva-
¢idén interior. Entonces d = rd/du y H'(F,ZF) es un grupo ciclico

generado por d/du. Luego, F es de Poincaré.
Para ver que es orientado, basta verificar que u opera trivial

d/du. Aplican

mente sobre el generador d/du, &sto es, que d/du.u
do la diferencia d/du.u - d/du a u,obtenemos (d/du.u - d/du)(u) =

d/du(u).u - d/du(u) = u-1, Que es una derivacidn interior.

2) En [6, teor. 3, p. 595], se demuestra que la clase de gru-
pos de dQualidad de Poincaré es cerrada por extensiones. Precisa-

mente, 8i se tiene una sucesibdn exacta
1 >H=>G6>K~>1,

siendo H y K grupos de dualidad de Poincaré de dimensiones n y m
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respectivamente, resulta que G es un grupo de dualidad de Poincaré
de dimensiBn n+m.

Esto permite caracterizar f&cilmente, los grupos abelianos que
son de dualidad. En efecto, un tal grupo debe ser finitamente ge-

nerado y sin torsibn, luego un grupo abeliano libre. Existe enton-

ces v ¢ N tal que G ~ Z'.
Puesto que ya vimos que Z es un grupo de dualidad de Poincaré
de dimensi8n uno, y ¥ r ¢ N existe una sucesidn ecacta de la forma

resl

r L] *
01 -7 =+ 171 -0, el teorema mencionado arriba y un argumento

inductivo prueban que 7' es un grupo de dualidad de Poincaré de di-

mensidn r.

3) E1l ejemplo que desarrollaremos a continuacién tiene particu-
lar importancia, pues la dualidad en grupos definidos por una rela-
cifén serd8 el tema a tratar en los siguientes parfgrafos. Sea, pues,

G = <x1,...,xn; w>, donde w no es una potencia propia en F. .Los re-

sultados expuestos en §1,iii), muestran que @ es de tipo (FP), con

una resolucidn libre de longitud dos.

Entonces, Hk(G,ZG) = 0 si k>2, y ademés H°(G,2G) = 0, pues G
es infinito. Puesto que por teorema de Stalling-Swan [10, teor. A,
p. 585], la dimensibn cohomoldgica de B es uno si, y sble si, G es
libre, nos interesari el caso que G es un grupo de dualidad de di-

Iy l .
mensidén dos. Afirmamos que ello ocurre si, y s8le si, H (G,ZG) = 0,

Si G es de dualidad de dimensisn dos, B (G6,28) T H (G,calG)=0,
por ser C8ZG un G-mbdulo inducido.
Supdngamos ahora que HI(G,ZG) = 0. Siendo G finitamente gene-

rado, se verifica que HI(G,ZPG) ~ ZpﬂHl(G,ZG) = 0, para todo primo
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p [10, cor. 3.7, p. 595]. Consideremos la sucesibn exacta
h
o-»Ze-»”ZG-vZPG-’o,

donde hp(x) = pX.

Tomando la sucesidn exacta larga de cohomologia, obtenemos:

h
. H‘(G,ZPG) -+ H*(Ge,28) *H’(a,2Z3) ~...

Como H!(G,ZPG) = 0, hp es un monomorfismo para todo primo p,

y Hz(G,ZG) es sin torsidn, Por teorema 2.1, G es un grupo de dua-

l1idad de dimensién dos.

4) Vimos, en el ejemplo anterior, que la determinacidn de la

dualidad de G se reduce al c8lculo de HI(G,ZG). Veamos, en un ca-

so particular, otro posible método de establecer la dualidad.

-l 3
Sea G = <xl,x2; X X, X X, >, y notemos a = p(x). Se tiene en-

-]

tonces en G la relacibn a,a,aa =1, o' eguivalentemente,

-.l - L3 [ ] L
a,a =a a,. A partir de esta relacibn, un simple desarrolo in-

ductivo nos muestra que para todo par de enteros r y s, se verifi-

T
a(—l) .lal'

ata' =
ca 2al 1 2

Todo elemento de G se escribe como palabra en a, ya, en la

e
forma | | av‘. Usando la relacidn anterior, es claro que median-
] J

. . e o
te sucesivas permutaciones de los simbolos a,a, , todo elemento
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admite una representacifn del tipo a;a;, r,8 ¢ Z. Mis afin, probe-
mos que dicha representacibn es fnica.

Si h es el morfismo de F en Z definido por h(xl) = 0y h(xz) =

= 1, se cumple que h(xlxlex;‘) = 0, Luego h induce un morfismo
h:6 =+ Z verificando ﬁ(al) =0y E(az) = 1. Aplicando h a una rela-
cidn aTa: = a:a;, obtenemos n=s. Luego, resulta a? = a:. Ahora

. . . -1 . .
bien, G es sin torsidn pues X, X,X X, no es una potencia propia

en F, por lo tanto m=r,

m n ) o ]
Veamos como operan los elementos de G. Sean pues, aa, yaa,

elementos de G. Entonces:

( l)nl’ n s m+( l)nt n +s
- ) = a - a

2
2,ta, a,’a, = 9, 2

m_n r 8, _ m, n t .8
(alaz)(alaz) - a1(aza1)az
Vale decir, si definimos en ZxZ la operacidn (m,n).(r,s) =
(m+(-1)"r,n+s), (IxZ, ., (0,0)) resulta un grupo, y la aplicacibn

f:IxZ &> G definida por f((m,n)) = aTa:, un isomorfismo,

Claramente, IxZ con esa estructura es un producto semidirecto
de Z por Z, inducido por el automorfismo que aplica 1 en -1. Se.
tiene entonces la sucesibn exacta

i

J
0 =+1 = 1Ixl >+ 1 -0,

.

donde i(m) = (m,0) y j((myn)) = n.

Por teorema de extensi8n de grupos de dualidad de Poincaré,

G resulta un grupo de dualidad de Poincaré de dimensi8n dos. Vea-
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mos como es la acci8n de G sobre Z.
Vimos en §1, iii), que H' (G,ZG) ~ IZG/D(G), donde D(G) es el

ideal a derecha generado por S(d/dxl(w)) =1+ aa vy S(d/dxz(w))=

= a -1. Por razones de aumentacibén, es claro que 1 ¢ D(G). Por o-

tro lado, a,+1 = (1+ala2)al - (al-l) e D(G).

Entonces, o = a_+1 = Téz+T, es decir que Téz = -1 #171, y por lo

tanto, G no actfia trivialmente sobre Z ~ IZG/D(G). Hemos probado

qQue G es un grupo de dualidad de Poincar&, no orientado.

En este ejemplo, hemos exhibido un posible método de verifi-
cacidn de la dualidad de un grupo definido por una relacibn. Ob-
sérvese que para el grupo G en cuesti8n, se pudo lograr una repre-
sentacibn finica, en término de los generadores, para cada uno de
sus elementos.

Hemos resuelto, en realidad, un caso particular del "problema
de la palabra", planteado por Dhen en 1911: dado un grupo G, pre-
sentado por generadores y relaciones, lexiste un algoritmo que
permita decidir, en un nfimero finito de pasos, si una palabra en
los generadores es una relacibn en G? Esto es equivalente a tener

representacidn Gnica para todo elemento de G, pues u=v si, y sb-

lo si, uv™! es una relaci8n.

El problema fue resuelto afirmativamente por Magnus, para el
caso de grupos definidos por una relaci8n. Sin embargo, la resolu-
cidn efectiva del problema para un caso concreto es, en general,
muy complicada, y no nos proporciona la suficiente informaci8n

sobre la cohomologia de G; de manera que puedan ser yerificadas




las condiciones sobre dualidad, establecidas en el teorema 2.1.
En el pr8ximo pardgrafo, veremos como es posible reducir el pro-
blema de la dualidad de un grupo definido por una relacibn, estu-
diando el camportamiento de dicha relaciBn por la accibn de cier-

tos automorfismos del grupo libre asociado.
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§3 CARACTERIZACION POR AUTOMORFISMOS DE LOS GRUPOS DE DUALIDAD

DEFINIDOS POR UNA RELACION,.

El problema a resolver es el siguiente: si w es un elemento
del grupo libre de rango n, determinar una condicidn necesaria y
suficiente sobre w, para que el grupo G = <xl,...,xn; w> sea un

grupo de dualidad de dimensibn dos.
Veamos como es posible realizar algunas reducciones.

Puesto que todo grupo de dualidad es sin torsién, por el teo-
rema de identidad de Lyndon podemos suponer que w no es una poten-
cia propia en F, En este caso, sabemos que G es un grupo de tipo

(FP) que admite una resolucidn libre de longitud dos.

El caso n=1 es trivial, pues G resulta ciclico, y la condicidn
anterior asegura que G ~ Z, que es un grupo de dualidad de dimen-

sibn uno. Supondremos entonces que ns2,

Si w involucra s generadores (s<n), podemos suponer que ellos

SOn X ,...,X , pues siempre es posible reordenar los indices me-

diante la aplicaci8n de un automorfismo de F. Probaremos a conti-
nuacibn, que G se descompone como producto libre de un grupo de-
finido por una relacibén, en s generadores, y un grupo libre. Las
propiedades elementales de producto libre de grupos que serdn u-

tilizadas, pueden verse, por ejemplo, en [8, secc. 4.1].
LEMA (3.1). G = F' * <x_,...,% 3 w'>, donde F' es8 un grupo Libnre
de rango n-s, con generadonres (Y, ), < <ay » Y W' 08, dimpLemente,

pensar a w como palabra en Los generadones x

..-x L]
1?7 >

Dem. Sea g:F = F' % <xl,...,x'; w'>, definido sobre los generado-
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res de F en la forma:

g(xl) = p'(x‘), 1<i<s, donde p' es la proyecci8n candnica so;

bre <xl,...,x.; w'>,

g(x’) ol A s+1<i<n.

Puesto que g(w) = p'(w') = 1, g induce un morfismo g de G en

F' % <xl,...,x'; w'> tal que g = gp.
Reciprocamente, sean:
h :F' > @G, definido per hl(yl) = p(x'+'), 1<ikn-5s

h2:<x1,...,x'; Ww'> * G el morfismo inducido por la aplica-

cidn x, p(xi), 1<i<s.,

Por propiedad universal del producto libre, existe un finico

morfismo h: F'%* <xl,...,x‘; w'> =+ G tal que h/F' = hl y

h/<x1,...,x.; w'> = hz.
Es inmediato verificar que g y h son morfismos reciprocos, lo
que prueba el lema.
Ahora bien, un grupo de dualidad de dimensibn mayor o igual

que dos no puede ser producto libre no trivial de grupos [3, cor.

1.5, p. 107]. Puesto que <X s..e5% 3 W'> no es trivial, debe ser-

lo F', en cufo caso n=s. En definitiva, podemos asumir que w in-
volucra a todes los generadores.

Resumiendo, de ahora en adelante supondremos qQque w eS una pa-
labra ciclicamente reducida en el grupo libre de rango mayor o i-
gual que dos, que involucra a todos los generadores, y que no es

una potencia potencia propia.

Sea entonces F libremente generado por (xl)l<l<n' Una T-trans-
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§ormacibn sobre F, es un automorfismo t de F, definido sobre los

generadores en la forma:

1) Existe un indice k tal que t(xk) = X e

2) si i#k, t(xl) es alguno de los siguientes elementos:

-] [} 6 [ J -8
X, X 5 X X X, X, X

e = +1 (x_ se dird la vardiable distinguida de t).

Es claro, a partir de la definici8n, que t ¢ Aut(F) y que t~?

también es una T-transformaci8n con variable distinguida L Ob-

sérvese ademds, que el nfimero de dichas transformaciones es fini-
to.

Si w e F, diremos que w es minimal si, y sdlo si, para toda
T-transformacidn t se verifica L(w) < L(t(w)).

Podemos definir en F la siguiente relacidn de equivalencia:
dos palabras reducidas w y w' son T-equivalentes si, y sdlo si,

existe una sucesibn finita de T-transformaciones, tl,...,t., ta-
les qQue w' = t....tl(w). Notaremos T(w) a la clase de equivalen-

cia de w.

Si w ¢ F, evidentemente existe w € F tal que L{(w) =
= min {L(w')/ w' € T(w)}, y claramente, w es minimal. Resulta en-
tonces que por sucesivas aplicaciones de T-transformaciones, pue-
de obtenerse, a partir de w, una palabra minimal. Ser8 llamada
una foama minimaf de w. Dicha forma miﬁimal no es finica, pero
Shenitzer ha demostrado [11, cor. p. 276]lque dos formas minima-
les de w involucran el mismo nfimero de generadores y tienen la
misma longitud.

Veremos ahora como intervienen las T-transformaciones en la
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determinacién de la dualidad.
TEOREMA (3.2). Sea G = <x ,...,x_; w>. Entonces G es un grupo de

duafidad de dimensibn dos 84, y s6Lo0 &4, cualquier forma minimal
de w Linvolucra todos Los generadonres.
En particulan, 84 w es minimal, G es un grupo de dualidad de

dimensibn dos.

Dem. Obsérvese que la filtima afirmacibn es consecuencia de las hi-
pdtesis generales formuladas al iniciar este parédgrafo.

Probemos en primer término la suficiencia de la condicibn. Ya
hemos visto que G es un grupo de dualidad de dimensibn dos si, y
sb8lo si, HI(G,ZG) = 0. Si fuera Hl(G,ZG) # 0, G se descompone como
producto libre finito de grupos de dualidad de dimensidn uno & dos
[3,teor. 5.2, p. 121). Como la hipétesis sobre w asegura la indes-
componibilidad de G [11, teor. 1, p. 277]), basta probar que G no
es un grupo de dualidad de dimensién uno, &sto es, un grupo libre.

Ahora bien, si G es libre, w es un elemento paim{tivo de F, o
sea, W es miembro de una base de F. Existe entonces un automorfis-

mo g de F tal que, por ejemplo, g(w) = X, -

Sea w una forma minimal de w, y t ,...,t T-transformaciones de

-l -l

F tales que W = tl...t.(w). Luego, x = g(w) = gt ...t (w). Toman

do longitudes, resulta que 1 = L(x ) < L(w), puesto que w involucra

por lo menos dos generadores, y entonces 2 < L(w).

Pero el teorema de Whitehead [9, teor. N.2, p. 166], afirma que
si uy v son elementos de F, y h es un automorfismo tal que h(u)=v
y L(v) < L(u), existe al menos una T-transformacidn t que decrece
la longitud de u, es decir L(t(u)) < L(u). Aplicando el teorema a

. . - -1 -1 . . s .
la situacibn u=w, vEX Y h = gt, ...t , se contradice la minimali-
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Reciprocamente, supongamos que G es un grupo de dualidad de di-
mensidn dos, y sea w una forma minimal de w. Existe entonces un au-
tomorfismo g (producto de T-transformaciones) tal que w = g(w).

Queda inducido entonces, en forma obvia, un isomorfismo

g:6 > <x ,.i.0,x 3 >,

Yy, por las observaciones previas al teorema, w debe involucrar to-

dos los generadores.

El teorema precedente, suministra un criterio explicito para
decidir si G es un grupo de dualidad de dimensibn dos, pues existe
s6lo un nimero finito de T-transformaciones, y en consecuencia,
es posible determinar una forma minimal de w. El siguiente ejemplo

ilustrari la situacibdn en un caso concreto.

EJEMPLO

El grupo fundamental de una superficie compacta, orientable,
es un grupo de dualidad de Poincar&, orientado, de dimensi8n dos,
pues dicha superficie tiene el tipo de homotopia de un complejo de
Poincaré [12, p. 215]). Mostraremos a continuacibn, que el teorema
3.2 brinda una demostracidn puramente algebraica de tal hecho,

Un tal grupo, correspondiente a una superficie de género h,

es un grupo definido por una relacibn, que admite la presentacibn

2%, 1.

G = <X_ ,e0e9X..3 W>, con w = [ [ [le_ 2

1€ 1< h !

Probaremos que w es minimal en el grupo libre F en 2h generado-
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res. Puesto que L‘(w) = 2 ¥ i, es suficiente probar que L'(t(w))

es mayor o igual que dos para toda T-transformacibén t. Como t(w)

pertenece a [F,F], sigue que S, (t(w)) = 0, y siendo S, (t(w)) de
i 1

la misma paridad que Ll(t(w)), resulta que Li(t(w)) es par. Es su-
ficiente probar, entonces, que Li(t(w)#o, o sea que t(w) involucra

a x, para todo indice 1i.

Sea x  la variable distinguida de t. Si i¢k, t(w) involucra a

X, » Pues de lo contrario, X, no apareceria en w = t-l(t(w)), ya que

-1 . . . . e .
t tambi&n es una T-transformacidn con variable distinguida X, s

lo que es una contradiccidn

Debemos verificar entonces, qQue t(w) involucra a x . Este Glti-

mo simbolo, aparece, exactamente, en un conmutador de w, digamos

c = [xj,xk], j#k. Como t(c) tambié&n es un conmutador, se tiene

Sx (t(e)) = Sx (t(ec)) = 0, y siendo t(c)#1, debe involucrar ambas
] k

variables, Luego, la longitud sil8bica de t(c) es mayor o igual que

cuatro. Esto garantiza que t(c), y por lo tanto t(w), contiene un

q
X', con r, § y q enteros no nulos. Como x

faétor de la forma x;x; ]

. . s
no aparece en ningn otro conmutador de w, sigue que x no puede

ser cancelado al tomar la forma reducida de t(w). Luego, t(w) invo-

lucra a X,

Sabemos entonces que G es un grupo de dualidad de dimensibn dos.

Nuestro prdximo paso es probar que G es de Poincaré. Su mbdulo dua-

lizante, H’(G,ZG), puede calcularse, como vimos en el pardgrafo an-

terior, por el cociente ZG/D(G). Como siempre, sea a = p(x‘).
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Puesto que w ¢ [F,F], d/dx (w) e I(F), por lema 1.13. Luego,
S(d/dxl(w)) € I(G) ¥ i, y en consecuencia, D(G) C I(G). Probaremos
la igualdad, para lo cual bastard probar que ai-i e D(G) ¥ 1.

Un seﬁcillo cllculo, muestra que valen las igualdades:
a,-1 = p(d/dx (w))(a -1) + p(d/dx, (w))a,

a,-1 = B(d/dx!(w))(az—alaz-i) + ﬁ(d/dxz(w))(az-a:),

es decir, a, -1y a,-1 estdn en D(G). Ademds,

ddx, (W) = [x ,x 1d/dx, ([x,,x.]1) = ([x, ,x,]-1)d/ax ([x, ,%x,]) + a/dx, ([x,,x,]1).

Luego, b (d/dx (w)) = ([a,,a,]1-1)B(d/ax, (Ix, ,%,1)) + B(asax, (x, % 1)).

. -l el w] =] -] -] -]
Ahora bien, [al ,az]—l = (al--l)(azal a, -a a, )+(a2-1)(al a, -a ),

que pertenece a D(G). Entonces, ﬁ(d/dxa([xa,x4]) € D(G), ¥y ap&lo-
mente ﬁ(d/dx4([x3,x4])).

Procediendo en la misma forma que en el caso i = 1,2, obtene-
mos que a3—1 y a4—1 pertenecen a D(G). Repitiendo el proceso, se
llega al mismo resultado para el resto de los generadores.

Entonces,.Hz(G,ZG) ~ 26/D(G) = Z68/1(8) = 1, y G es un grupo
de dualidad de Poincar@ de dimensibén dos. Claramente, G actfla en

forma trivial sobre ZB/I(G), luego G es orientado.

Seguidamente, estableceremos un criterio para decidir la mini-
malidad de una palabra w en el grupo libre de rango dos. Esto per-
mitir&, a partir del teorema 3.2, caracterizar completamente los

grupos definidos por una relacibn, de rango dos, que son grupo de



dualidad de dimensidn deos,

Sea entonces F generado por X, 93X, 5 ¥y W E F una palabra cicli-

camente reducida que involucra ambos generadores. Consideraremos
é.
su expresibn sildbica, w = [ | X, » s>2.
1€ 1< 1
A efectos de estudiar la minimalidad de w, podemos suponer

que s es par. Precisamente, siendo w ciclicamente reducida, s8i s

es impar se deberd tener v =v y sg(a1)=sg(a'). Sea t la T-transfor

macidn de F definida por t(z) = x—"('n .z.x:f('n , 2eF. Aplican-
1 1
do lall— veces el automorfismo t a w, obtenemos:
lall -a, a, a, a +a
u =t (w) = X, -W.x = % ¢ T 1 X, )xv s
1 1 IV =1 { .

que tiene longitud sil8bica s-1, pues a ta, # 0 por ser ng%)=nga).
Afirmamos que w es minimal si, y sdlo si, u lo es.

Supongamos que w es minimal, y sea u una forma minimal de u.

Existen entonces T-transformaciones tl,...,t de F, tales que
n

_ [a |
- - 1 u
u tn...t!(p) = tn"'tat (w). Por lo tanto, u tambi&n es una

forma minimal de w, y debe ser L(u) = L(w).

S1 calculamos la longitud de u, obtenemos (teniendo en cuenta

que sg(al)=sg(a.)):

L(u) = Z E
la, | +lal+a.l = !all

‘ .
TS - 1< oy tlal + la.l = L(w),

b de

U. En forma simi
imilar, se g
eéhuestra la p
eciproca,
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Supondremos entonces que s es par.

Sea p = 1,2. Introducimos las siguientes definiciones:

c:(w) card({1<i<s/ v =p y sgla, _ )=sg(a _ )=sg(a )})

c;(w) card({1<i<s/ vV, P Y sg(al_l)=sg(a’+l)=-sg(al)})

c (w)
P

c:(w) - e (w) + 1/2(6,, sgla a,) + Soy

sgla, _ a ))
(obsérvese que cp(w) es de la forma m/2, m entero impar).

TEOREMA (3.3). La palabra w es minimal 84, y 8680 &4,

Lq(w) > (s-1) + lcp(w)l +

sg(al)sg(cp(w)) + sg(a.)
2

1
2
para p#q.

Dem. A efectos de simplificar la notacibn, supondremos v, =D. Co-
mo s es par, resulta que v =q, y por lo tanto, cp(w) = c:(w) -

- cp(w) + %sg(alaz).

Se t la T-transformacién definida por t(xp) =Xy 'l:(x‘I )== x;xq,

e=+1. Calcularemos la longitud de t(w). Como t no introduce sim-
bolos X, » se verifica ficilmente que Lq(t(w)) = Lq(w). Es sufi-

ciente calcular entonces Lp(t(w)), y a tal fin, analicemos la for

ma sil8bica de t(w).
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a a, a
1) 8i 1<i<s y v =p, el factor xq'-lxp‘qu+! se transforma en
a a

e al -1 1 e i +1 . .
(xpxq) X (xpxq) en t(w). Las posibles reducciones, depen-

den de los sign 1
gnos de 8 ., ¥ a ., - Concretamente, si a _, ¥y a _, son

positivos, a, se transforma en a, te; si ambos son negativos, en
a -e, y no cambia cuando tienen distinto signo. Podemos resumir las

tres posibilidades expresando que a, se transforma en

a +

i %sg(a’_l)(sg(a’_la’+!)+1).

a
2) Si i=1, tenemos t(w) = xpl(x;xq) .. Argumentando como en

1), a, se transforma en a + (sg(az)+1).

£
2

a a
3) Si 1<i<s y v, =q, el factor xq| se transforma en (x;xq) '.

+1
Es decir, t produce lail simbolos x; , uno de los cuales se agrupa
4 A +1
siempre con X 8 X, , segfin vimos en 1) y 2). En definitiva,

+1
en la forma reducida de t(w) se introducen Ia‘l—l simbolos x; .

a a
-1 .
4) Si i=s, t(w) = ...xp' (x;xq) *. Similarmente al caso ante-

+1

rior, el simbolo x; aparece Ia.l—l(sg(a.)+1) veces en la forma re-
2

ducida de t(w).

Estamos ahora en condiciones de calcular L (t(w)). Usaremos el
siguiente hecho elemental: si r y n son enteros, n¥0 y |lr|l <1, se

tiene que In+rl = Ilnl + sg(n)r. De acuerdo al an&lisis efectuado,

obtenemos:
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E I.a + g_.sg(al _ M(sgla

1<i<g | 2 118 4 b+ la, + g(sg(a2 )+

L (t(w))
P

+ Z (la [-1) + (la | - l(sg(a 1)) =
1<4<s

!

= 1228'& [ + e sg(a, _ a )(sg(a R L O la,l +

v, P

e.sg(a )(sg(a H1) + E (la [-1) + (lal - 1(sg(a )+1)) =
2 1<i<s

v, =4

+

L (w) + e( Z: 1sg( Y(sg(a )+1) + lsg(a a, )) +
v 49 1 1% 11 3

v, 5P

+

-sg(a ) + L (w) - (s-1) - 1sg(a )

&
2 2 2

De acuerdo a las definiciones introducidas previamente, se tie-

nes:

) +

Lp(t(w')) = L (w) + L (w) + ec_ (w) - (s (e.sg(al)-—sg(a.)).

s-1) + 1
2 2

Andlogamente, si t' es la T-transformacidn t'(xp) =%y

t'(x ) = x x‘, resulta:
q qa’p
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Lp(t'(w)) =L (w) +L (w) + ec (w) - (B-1) + 1(-e.8g(a )+sg(a )).
P q P T 1 []

1
2

Demostraremos ahora el teorema. Supongamos en primer té&rmino

que w es minimal. Puesto que como ya seflalamos, Lq no varia cuando

se aplica t o t', de las desigualdades L(t(w))?L(w) y L(t'(w))>

»L(w), se obtiene Lp(t(w))>Lp(w)) y Lp(t‘(w))>Lp(w).

Reemplazando en las expresiones halladas para Lp:

Lq(w) + ecp(w) - (E%l) > i(—e.sg(al)+sg(a')) y

Lq(w) + ecp(w) - (s-1) » (e.sg(al)—sg(a')).
2

1
2

Ambas desigualdades valen para e=1 y e=-1, Si tomamos e =
= -sg(cp(w)) (nb6tese que cp(w) ¢ Z, en particular es no nulo), te-

nemos:

L (w) = lc (w)l - (8-1) » 1(sg(a_ )sg(c_(w))+sg(a )) ¥y

g P T2 2 ! P ‘

L (w) - lc (w)l - (8-1) » -1(sg(a_ )sg(c (w))+sg(a )).

q P T 5 1 P s
Entonces:

Lq(w) - [cp(w)l - (s;i) > %lsg(al)sg(cp(w))+ag(a.) .

como queriamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos ahora que la condicibn del enuncia-
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do es satisfecha. Si t es la T-transformaci8n que aplica X, en x
y X en x‘qu:° (conjugacibén por x;), afirmamos que L(w)SL(tG)),

independientemente de la condicibén. En efecto:

al+e a

t(w) = x (TT x ' )x™". Luego,
P 11 Vg P

lal+el + Z la|| +1=1lal + Z la|| + (e.sg(al)+1)

IR1< s ! 1<

L(t(w))

L(w) + (e.sg(al)+1) 2 L(w).

En consecuencia, es suficiente probar que la longitud de w no

decrece cuando se aplican T~ transformaciones del tipo t(xp) = X

[ ]
y t(xq) = X X 6 X X .

Sea t del primer tipo. De las fb6brmulas halladas para Lp(t(w)),

gsigue que:

L (t(w)) - L(w) = L (w) + ec_(w) - (s-1) + 1(e.sg(a, )-sg(a )5 >
P b 4 q | 4 —2— 5 1 s

?2lec (W)l +ec (w) + 1|sg(a )sgle (w))+sg(a )| +
P P 2 1 P s

+ lﬂe.sg(al)—sg(a.)), por hipbtesis
2

Consideremos los dos casos posibles:
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1) e = sg(cp(w)). Entonces:

Lp(t(w)) - Lp(w) > 2lcp(w)l + %lsg(al)sg(cp(w))+sg(a.)l +

+

1(sg(a )sgle (w))-sg(a, )) > O,
2 [ ]

pues Icp(w)l >1 vy i(sg(al)sg(c (w))-sg(a )) » -1
2 2 P ‘

2) Si e = -sg(cp(w)),

L (t(w)) - L (w) » 1l sg(a )sg(c (w))+sg(a ) - 1(sg(a, )sg(c (w))+sg(a )) > o.
P P 5 1 p [} 5 1 P ]

El caso t(xh) = xhx; es muy similar. Luego, w es minimal.

EJEMPLO
En [3, ej. 2, p. 121], se demuestra que el grupo G =

<x1’xz; xlex:'x:2> es un grupo de dualidad de dimensibén dos. La

demostracibn se apoya en el hecho que G es un grupo resoluble, lue-

go indescomponible (en el sentido de que no es producto libre de

grupos no triviales)., Veamos como el teorema 3.3 permite probarlo

sencillamente. Basta probar que w = X, X X, X es minimal.
En este caso se tiene s=4, cl(w) = cz(w) = 1. Entonces:
2
s-1 + lcl(w)[ + 4.sg(al)sg(cl(w))+sg(a‘) =3 +1=2-= Lz(w)
2 2 2 2



43

s-1 + Icz(w)l + llsg(al)sg(cz(w))+sg(a4)l = 2 < Ll(w) = 3
2 2

Por el teorema, w es minimal. Luego, 8 es un grupo de dualidad

de dimensidn dos.

a
COROLARIO (3.4). Sea 6 = <x ,x,; T T = '>, s»2. En cualquiera
1€ [ < i

de Las sigudlentes situaciones, es§ un grupo de dualidad de dimen-

s§4i6n dos.

e

i) lail > 2 ¥y

ii) sg(a’) sg(aj) ¥ i,j vy Lp(w) s, p=1,2.

1
[y
)
N

iii) sg(al) sg(a'+l) Viy Lp(u) ® 8, P

Dem. Probaremos que, en cualquier caso, w es minimal.

i) Siempre valen las desigualdades:

0 <et(w) <s-1, 0<c (w) < s-1
P 2 P 2

-1 < 1(§ sg(a _a_,) + §
5 5 pvl 1 2

pv' sg(a' -1 al )) < %

Entonces, -(s-1) < cp(w) < s-1, es decir que lcp(u)l < s-1
2 2 2

= 8. Luego:

Adem8s, en este caso, L (w) = Z Ial ” 2s
q i ry
v, =q 2

le (W)l + (s-1) + 1l sg(a )sgle (w))+sg(a N < 2(s-1) + 1 = s <L (w).
P 2 27 ! P . 2 q



ii)Aqui se tiene cp(w) = s-1y Isg(al)sg(cv(w))+sg(a')l
2

Por lo tanto,

le (w)l + (s-1) + 1l sg(a )sg(c (w))+sg(a ) = s < L (w).
d 22 ' P ‘ ?

La demostracidn del caso iii) es muy similar.
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4 GRUPOS DE DUALIDAD DE POINCARE, ORIENTADOS, DEFINIDOS POR

UNA RELACION.

Sea G = <xl,...,xn; w>, un grupo de dualidad de Poincar&, orien

tado, de dimensibdn dos

PROPOSICION (4.1). w e [F,F] y D(G) = I(G).

Dem. Como G es sin torsidén, Z admite la resolucidn libre:

u' .Y €
0—*1I6—*17I —+1I6=+171 -0

Siendo G un grupo de dualidad de Poincaré, orientado, hemos vis

to, en el pardgrafo dos, que Hz(G,Z) es ciclico infinito, donde Z

es considerado con G-accidn trivial.

Tomando (ZﬂG ), vy teniendo en cuenta que ZQGZG ~ 1, resulta el

siguiente diagrama conmutativo:

s PR TR
Z G . n
ZQGZG t—ZQGZG
U U
A — 7"
g

donde g viene dado por g(1) = (e(d/dx|(w)))l<‘<n.
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Entonces, Z ~ Hz(G,Z) = Ker(lzﬁcu') ~ Ker(g).

Ahora bien, un morfismo de Z en 2" es nulo o es un monomorfis-
mo, lo cual en este caso significa que g = 0. Por lo tanto,
e(d/dx (w)) = 0 ¥ i, En consecuencia, d/dx (w) e I(F) ¥ i, y por
lema 1.13, w ¢ [F,F].

Ademds, puesto que 5(1(?)) = I(G), sigue que ﬁ(d/dxl(w))e I1(G),
lo que implica que D(G) C I(B). Para probar la otra inclusién, ob-
servemos que I(G)/D(G) se identifica a un subgrupo de Z, via 1los

isomorfismos:
1(G¢)/D(6) C Z6/D(G) ~ H>(G,ZG) ~ Z,

pues G es de Poincaré. Luego, por segundo teorema de isomorfismo:

5 _ 2e/p(8) _ i
Z = 16/1(6) = 1r5y/p(e) - T(8)/D(8)

Entonces I(G)/D(G) = 0, pues Z no es isomorfo a ningln cocien-

te propio.

El siguiente teorema, caracteriza el conmutador de G.

TEOREMA (4.2). [G,G] es un grupo Libre. SL n>2, el nango de [G,G]

es Anfinito.
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Dem. Sabemos que w ¢ [F,F]. Entonces, por proposicidn 1.9, el con-

r
. (r) 1 . .
junto (a ) L a = Ia‘ ,» €8 un sistema de representantes
rel 1<I Kn

de coclases de G, mbédulo [G,G]. En particular, dicho conjunto es
una base de ZG, como [G,G)-médulo a izquierda.

Por el teorema de Stallings-Swan, [G,G] es 1libre si, y sblo
si, tiene dimensién cohomoldgica menor o igual que uno. Por hipé-
tesis, G tiene dimensién cohomolbgica dos, luego, cd([G,G])<2.
Entonces, bastari probar que Hz([G,G],A) = 0 para todo [G,G]-
mdédulo a izquierda A.

Aplicando el lema de Shapiro [4, prop. 2, p. 99] y la dualidad

de G, obtenemos sucesivamente:

H® ([ 6,6] ,A) ~ H®(G,Hom (2G,A)) ~ H (G,Z@Hom (2G,A)) ~
[¢,c] ° [c,c]
Hom (2G,A)
[¢,6]
~ H (G,Hom (ZG,A)) =
° [6,6] (Hom (ZG,A))I(G)
[6,6]
Debehd§s probar que Hom (2G,A) = (Hom (ZG,A))I(G). Conviene

[6,6] [c,6]

recordar como es la G-accidn a derecha sobre el m6dulo co-induci-

1

do de A: si x,y e Gy f ¢ Hom (ZG,A), entonces fx(y) = f(yx ).

[6,6]

Sea, entonces, h:ZG - A un morfismo de [G,G] -mbédulos a izquier
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da, que queda completamente determinado por los elementos
(h(a(r))), reZ". Definimos ho:ZG-—bA, sobre la base, en la siguien-

te forma:

r
r -IE: h(( T 1 al')ak) si r 20
1<k<rn 1S 1< n=l " "

h (a(')) -
o

r
:E: h(( T 1 a|‘)a:) si rn<0
\ rn+1<k<0 1€ 1S nel

Afirmamos que h = ho(an—l). Bastar8 mostrar que ambos morfismos

(r)

coinciden en los elementos de la base a . Consideraremos tres
casos:
(1) Ty (r)
i) r =0, es decir, a = [ a, . Por definicidn, ho(a )=0,
l< ‘< Nel

(r)

luego, (h_a -h_ )(a ) = hoan(a(r)) = ho(a(').a:l) = h(a'"’).

ii) rn>0
(r) v Tad (r)
(h a_-h )(a Y = h (( [ 1 a, Ya ) - h (a ) =
° ° ° 1€ i< n-1 n °

- o x L

=Z h(( T [ a, )a)+Zh((lla|)a)
1AISr_ -1 1< K 0=l " 1< 1< 1< 01 °

= hea'").

iii) r <o.
n




49

T r -1 T r
(hoa -h )(a) =n (C T T a'da® )-h (T Ta'ra" -
1< €n =1 1< Cn =1

r r
=Z (T Ta'da)- Z h(( T T a da )=

rn«o 194 € =1 rn+14<<0 16 € =1
= n(a'"’).
Por consiguiente, h = ho(an—i) ¢ (Hom (ZG,A))I(G), y re-
[6,6]
sulta Hz([G,G],A) = 0.

En la proposici8n 1.9-i), se probd la existencia de la suce-

sibn exacta:

S n
1~>[6,8] -6 -7 ->o,

lo que permite describir a G como extensidén de un grupo Libne (en

genenal, no conmutativo) por un grupo abeliano Libre de nango n.

$i n>2, G no es abeliano [8, prop. 5.24, p, 108}, luego [G,G]

no es trivial. Si [G,G] fuera finitamente generado, G resultaria
extensibén de un grupo de dualidad de dimensibn uno por un grupo de
dualidad de dimensibn n, luego, por [3, teor. 3.5, p. 114], un gru-
po de dualidad de dimensifn n+1, lo gque es absurdo. En Tonsecuentia,

[6,8] es libre de rango infinito.

En lo que sigue, consideraremos la situacibn n=2, Como caso
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particular de grupo fundamental de una superficie, para h=1 resul-
ta que 2867 = <x, 9%, 5 [xl,x2]> es un grupo de dualidad de Poincaré,

orientado, de dimensi8n dos . Probaremos, precisamente, que es el

Ginico.

Si <ul,u2> denota el grupo abeliano libre de rango dos, el

diagrama conmutativo

F —><ul yu, >

\/ (Sx(x‘ )=u‘ ),

induce el diagrama conmutativo, de morfismos de anillo:

A

ZF—»Z(ul yu, >

N/

La demostracibn se desarrollar8 a partir del siguiente esque-
ma. Puesto que ya hemos probado que D(G)-= I(G), la imagen de am-
bos ideales de 7G por el morfismo g; debe ser la misma en
Z<ul,u2>. Este es equivalente a afirmar que el ideal de Z<ul,uz>,
generado por Qx(d/dxl(w)) y §x(d/dx2(w)), debe coincidir con el

ideal de aumentacibn. Esta Gltima condicibn, necesaria pero no
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suficiente, nos permititd caracterizar w, como palabra en los ge-
neradores de [F,F]. Finalmente, usando el teorema 4.2 obtendremos

el resultado.

Recordemos que [ F,F] esti libremente generado por la familia

- - l
xmxnx X nx (m+1) . E1 elemento w
on 172712 1

(cm’n)(m’h)ezz, siendo c_

n #0

puede expresarse, entonces, como palabra reducida en un nfimero fi-

nito de generadores (cm L ) 1<i<pr, en la forma:

(si (m,n)elz, S, , indicard la suma exponencial, en [F,F], corres-
: n.

pondiente al generador c_ ).

LEMA (4.3). S£ i=1,2,

S_(d/dx, (w)) = 2 s () 8 (d/dx, (e )

1<k < k* Tk kfnk

Dem. Aplicando las férmulas generales para la derivada de un pro-

ducto, obtenemos:

e e
d/dx’(w)) = :E: (T T " ) d/dxi(c ! ) =
, 1S < 1< -1 Oy 0B By, 0 By
h h j [
}E: ( e : %(el—l)
= e [ [ ¢ c d/dx (c )
I s ] IS ] =1 mv 'nv mv * nv 1 mv 'nv

h b i i i J



Luego, usando que [F,F] = Ker(S_), tenemos:
3 (a/dx, (w)) = e S (d/dx (c )) = (2 e )S (d/dx (c ))
x ﬁ » ‘;j x ﬁ mvj.n‘.,j -1;§;; %i;: ] Tx ﬁ n& n
= z : S (w)g (d/dx, (c ).
< k' x boomn

Nuestro pr8ximo paso es calcular S‘(d/dxl(cm n.)). Siqe Z,

a(u, »q) denotar8 el siguiente elemento de Z<ul 2u, >3

1+ui+...+ui s8i q»0
0(1.1' ’q.)
-(u;l+...+u:) si g<a
Claramente, u:—i = u(u‘,q)(u‘-i).

LEMA (4.4). S{ (m,n) € Zz, valen Las §6rmulas:

’ §‘ (d/d:-(l (cm. n_))

uTa(uz,n)(uz—l)

éx(d/dxz(cm ll_)) —uTa(uz,n)(ul-l)

Dem. Supongamos que m20. Entonces,

d/dxl(cm n) = z x: + xTx: - xTx:xlx-n > X,
v 0l Sm~1 -(m+1) < S-1

'k

Luego,

52
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a i
s (d/ax (e ) = I u +uju -] z - ol o=
X . P < Smemt -(mt1) S <ot
1 1
= z u +uu, - p> u =
0l Sm1 0 €m
m n m m n m
=uu -u =u(u-1) = u a(u, ,n)(u, -1).

El caso m<0 es anflogo.

Para la derivada respecto de X, » si n>0,

i m n i
d/dx, (c ) = % ) X, - X _X_X z X, . Luego
1 mn 1o<|<in-1 2 12 l-n<|<;1 ’
ha¢ i m+1 |
S (d/dx_(c )) = ub z u. - u u z u =
x 2 m, n. 10<l<n--l 2 1 z-ﬂ_<‘<—1 2
= u': z ui - u'n ' z ul =
0 Cn =1 01 <n =1

uTu(uz,n)(l—ul) —uTa(uz,n)(ul-l).

El caso n<0 es similar.

m
2 *
Sea a —1<1<: Smi.nl(w)ul a(uz,n’) € Z<ul,u2>. Entonces, en for-

ma inmediata a partir de los dos lemas precedentes, se obtiene el

siguiente
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COROLARIO (L.5). gx(d/dxl(w)) = alu,-1) y 8_(d/dx, (w)) = -a(u,-1)

Determinaremos a continuacién, la estructura de w como palabra

en los simbolos Coop @ partir de la dualidad de G.

[ 4
PROPOSICION (4.6) w satisface alguna de Las siguientes condiciones:

L) Existe un Endice q, 1<q<r, tal que:

[}
+
e

S on(W)
q

2]
~
%
~
]

0 ¥ i#q

‘AL) Existen Lndices q y t, 1<q,t<r tal que:

Sm .n(“) = -5 .n(“) =11
' g t° M

{ MM,y n'-nqii

Sml.nfw) = 0 ¥ i#q,t

Dem. Puesto que debe ser D(G)

I1(G), sigue que gl(D(G)ag.(I(G) =

= I(<ul,u2>), lo que equivale a decir que S!(d/dxl(w)) Y
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Sx(d/dxz(w)) generan el ideal de aumentacibn de Z<ul,u2>. Existen

entonces, elementos dlj € Z<ul,u2> tales que:

» -
u -1 = dlls‘(d/dxl(w)) + dlzs:(d/dxz(w)) =
= d,,a(u,-1) - d ,a(u -1) = a(dll(uz—i)—dlz(ul—i)),
y andlogamente, u,-1 = a(d,, (u,-1)-d,, (u -1)).

Sigue entonces que a divide a ul—i y uz-i. En consecuencia,

por corolario 1.8, a es una unidad en z<ni,u2>, luego, existen

s s
enteros s ,s, tales que a = tul'uzz. Seglin la definicidén de a, po-

demos escribir esta igualdad en la forma

R m’ sl sz
Z Sh n(“)ux a(uz’n’) + } :Sm n(“)ul a(uz,n') = +u u .

<< 1" IS 1° -t

n >0 n, <0

Afirmamos que Sml.nfw)=0 ¥ i tal que n >0 6 Sm|-an)=o ¥ i

tal que nl<b. En caso contrario, podemos elegir-indices h y j ta-

les que

e
n

méx {n’/ n >0y S n(w)#O-}
1°

=]
n

min @ / n <0y Sml.nfw)#O}

En el desarrollo del primer término del miembro de la izquier-
m nh-i
da, el monomio u u, aparece exactamente una vez, y con coefi-
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ciente Sm n(w), pues en otro caso, existirfia un indice i¥h, con
B’ n

m nh-i o
Sm ’n(w)io y u o u, = u u_, 0<k<nl-1. Luego, m =m

1 3 y n,-1=k,
1’

» resulta que n =n, ,

lo que implica nh=k+1<nl.Pof definicibn de n =0,

h

y por lo tanto, i=h, lo que es absurdo,

Andlogamente, en el desarrollo del segundo miembro, el monomio

m n

u ’uz’aparece una sbla vez, y con coeficiente Sm

. n(")’ no nulo.

1° 7

Como ambos monomios no pueden cancelarse por ser sg(nh—i)#sg(nl),

se llega a una contradiccibn,

Supongamos, por ejemplo, que Sm n(w) = 0 si nl<D. Se tiene:
1'
m 8 s,
E.: S .n(w)ul a(uz,n‘) = tu u .
Iir 17
n >0

Multiplicando por uz—l, obtenemos:

§ : m B s s,
S, n(")un (uz -1) = tu Tu, (uz—l), o sea

1I<ir 1"
ni>0
m n m - -sz+1 sl s2
S (w)u tu ! - Sm n(u)ul' = 1(u u, -u u, )
1<icr 1™ 1<isr M1t
n >0 n >0

Si ¢ es el nfimero de indices i tales que Sm n(ﬁ)#o, en el
(|

miembro de la izquierda aparecen, por lo menos, c¢c monomios distin-
tos no nulos. Luego debe ser c<2.

Si c=1, sea q tal que Sm .n(w)#o vy Sm n'(w)=0 para i#q. Entonces:

q q 1
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m n m s 8 +1 s s
2 1

a9 q 2
S w - = -
mq.n£ Y(u u,Teu ) t(u u, u ‘u "), y claramente, esto se

verifica sbdlo si Sm n(w) = +1, 8. = 0 yn 1, que es la condi-
, I -
q

q

cibn 1i).

Si e¢=2, sean q y t tales que Sm n(w) = 0 para i¥#q,t. Tenemos,
i
mq nq mq mt n m s 8 +1 s s
qu.ni")(un u, “-u ) o+ Smt.an)(ul u

1
=
Seu?
n
+
~~
c
[=
!
e
e
V)
N’

Como (mq,nq)#(mt,nt), debe ser mq=mt y Sm .nﬂw)+8m .n‘w) = 0.

QT q t 1
m n m n sl Sz+1 s s

T Q. ty _ 12 . .
Luego, qu.n:w)(ul u “-u Cu ) t(ul u u ‘u ), lo que impli

ca que Sm n(w) = tly n = nqii, qQue es la condicidn ii).

9 Q

El caso Sm n(w)

0 ¥i tal que nl>0 se resuelve en forma an&-

loga. !

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal

de este pardgrafo.

TEOREMA (4.7) G ~ Z0Z. En este caso, w e4 una permutacion clclica

de [xl,xz] o de [xz,xl].

Dem. Notemos que la afirmacidén G =~ 787 es equivalente a [G,G] = 1,

pues se tiene la sucesibn exacta

S
1 -+[G,8]) -G -+ Z#z -0
Por proposicidn 4.6, sabemos que w satisface las condiciones
i) 8 ii). Supongamos, en primer té€rmino, que yale i), y que se tie

ne, por ejemplo, nq=1 y qu,n(W) = 1.
q
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Por teorema 4.2, [G,G] es libre. Sea H = [ ¢ G], y (z‘)l 7 un
€

sistema de generadores libre de H. Como siempre, S‘ indicarid 1la

suma exponencial, en H, correspondiente al generador z,

El conjunto (p(e )) 2, también es, por proposicién
m,n" "(mn) ez

1.9, un sistema de generadores de H. Aplicando p a la expresibn

e
w= 1 | c ! , 8e obtiene:
1€ 1< v v
) |
el
1= [ 1 p(c n )
1<l<i V’V

Sea i¢l. Tomando la suma exponencial, se tiene:

o
]

e
s (1) =5 (T [ople, _)')= Z e s (ple 1)) =

s D ’
1< < s v’ vj 1€£) & vj v’
- z: ( 2ie s (pley, . )) = 2 s _(w)s (ple_ _)) =
14 k& '% =k k' k. 1&8§k6r 'k S
= S’(p(cm .1)).
q
Entonces, puesto que Sl(p(cm 1)) = 0 ¥iegl, resulta que
[ )
q

p(cm 1) e [H,H], por lema 1.2.

q
Si beZy (m n)eZ’, se tiene en F x°c x™® = ¢ . Pasando
? ’ ’ 1 m,n 1 m+b, n.
. b -b _ - - -
al cociente, alp(cm.m)al = p(cm+b.m). Tomando m mes D i, b m,

y usando que [H,H] es un subgrupo invariante de G, obtenemos:
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-m m
p(c, ,) = a, “ple 1)alq e {H,H].
]
q

Si nel, es inmediato verificar qQue vale en F la relacidn

n -n _ -l
Luego’ azp(co 51! )az - p(co.n-l-l )p(co,n) ’

es decir, p(c ) = p(co n) ([H,H] ) ¥nel.

o ,n +1 ’
Ahora bien, p(co l) e[ H,H] ¥y p(co o) = 1 ¢ [H,H . Un simple
» [ b

argumento inductivo, prueba entonces que p(co n) e [HsH] ¥ nez, ¥y

conjugando nuevamente por a?, resulta que p(cm n) = a?p(co n)al'm

est8 en [H,H] ¥ (m,n) ¢ 7> .

Hemos demostrado que [H,H] contiene un sistema de generadores

H. Siendo H un grupo libre, esto sblo

de H, lo que implica [H,H]

1, como queriamos demostrar.

puede suceder si H = [G,G]

Finalmente, supongamos que w verifica ii). Como en el caso an-

e

terior, aplicando S‘ a la relacibn 1 = | [ p(cm o ) ’, obtene-

1€ §J viy
J S ;o

mos Si(p(cm .n:) - S’(_p(cm )) = 0¥ icge I.

» D +1
q q q

-m
Luego, P(cm .n)p(cm n .'_1)-l e [H,H]. Conjugando por a 1, re-

)~! ¢ [H,H]. Como p(c0 -1 ) =

sulta p(co’n )p(c ,nq’co,nq+1

O,n +1
q q
n -n

= aqu(co'l_)a2 1, se concluye que p(co.L) e [H,H], y podemos ahora
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proceder como en el caso anterior.

Entonces, G ~ Z@&lZ.

Veamos que w queda completamente determinada. Obviamente,

lel ~ <xl,x [xl,x2]>, y la identidad de F induce un epimorfismo

g:<x ,x [xl,x2]> -+ G, pues p([xl,le) es una relacibn en G.

, 3
Ahora bien, como todo endomorfismo suryectivo de Z®6Z es necesa-

riamente inyectivo, se deduce que g es un isomorfismo. Entonces,

por teorema de conjugancia de grupos definidos por una relacién

[9, teor. u4.11, p. 261], w es conjugada a [x,,le 6 [x,,xl]. Sien-

do ambas palabras ciclicamente reducidas, w es una permutacién ci-

clica de [xl,xz] 6 [xz,xl].

Si bien el problema de caracterizar los grupos definidos por
una relacidn que son grupos de dualidad de Poincaré, orientados,
de dimensibn dos, no es resuelto en este trabajo cuando el nfimero
de generadores es mayor que dos, como contribucifn al intento de
probar que un tal grupo es isomorfo al grupb fundamental de una su-

perficie orientable, es interesante el siguiente resultado

PROPOSICION (4.8). Sea G = <x ,...,x ; w> un grupo de dualidad de

Poincaré, orientado, de dimensibn dos. Entonces n ed pan.

il i
Dem. Sean Crl,...,er

1 10s generadores de [F,F]involucrados en w,



b

donde, recordemos, si del' y 1<i<n-1,

1 d: dn -d, ‘dl+1 '(dl+1) x-d

c = e o o e & ¢
4 X, X X X, X X <o ¥y

(La suma exponencial, en [F,F], correspondiente al generador C;

ser8 notada Sd‘).
Como en el caso n=2, puesto que D(G)=I(G), el conjunto

(S!(d/dxj(w)))l<_’< . debe ser un sistema de generadores del ideal

de aumentacibn I(<ul,...,un>), Que, por supuesto, est8 generado

por los elementos u -1, 1<i<n.
-~
Nos proponemos estudiar la expresibdn de S‘(d/dx’(w)) como com-

binacibn lineal de dichos generadores. A tal fin, necesitaremos el

siguiente

LEMA (4.9). Sean del", 1<i<n-1, 1<j<n. Entonces:

0 si j<i

- d
s, (d/dx (C:)) = ((- [ 1 uhh)u(u, »d, )) (u, -1) si j>i
x 1< h&< J =1

d
): ( T T u®a(u,d ))( -1) ei i=j
y K> j( 1€ < k—luh % i st 27

La demostracidén, simple pero tediosa, es una aplicacidn ruti-
naria de las propiedades elementales de una derivacibn, y es muy

similar a la efectuada para el caso n=2 (lema 4.4).
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Calculemos entonces 8, (d/dxj (w)). Como en el lema 4.3, tene-

mos:

i

s, (/% (W) = z (008, /e e,

1< k< q rk k

= z (w)S (d/d.x) (C )) + z (w)S (d/d:& (C

1< k< g rklx_ 1<k<q Txx

ik< j J}:

b
i} E X,
= S .(w) (( [ 1 Ja(u ,r ))( . =-1) *
1€ k< g rklk :<n<;...:ﬁ’ u’ kj ulk
ik<j

.
k
+ z S, (W)(Z(( [ 1 %h)a(ut,rk))(u -1)).
1€ k< g kk t> IS h< t =1 t t

ik=j

Agrupando, obtenemos:

HIN SIS
S (d/dx) w)) (w)( u )a(u] W7} ) (ul -1) +
|

1<} 11-1 Tyl 1€ h< j =1

r
+Z ( Z S, (w)( [ 1 ‘H.kh)“(“u »T) ))(u, -1).
1

12 ix=3 xJ 1S h< 1 =1

Sea A = (a“) € Z<ul ,...,un> la matriz de coeficientes. Cla-

ramente a“=0 ¥j. Mé&s afin, si j<i, se tiene:



b3

r

ES (w)( [T u.hkh)a(ul,r ) vy

ll—j Ty J 1S h< i =t

RN

a =—Z )T Ja(u ,r, ) = -a  ,
ik=j rkj l<h<l—luh 4 kl i

vale decir, A es antisim@trica. Ahora bien, si el conjunto

(s (d/dx’(w)))l< )< o genera Iu ,...3u>), existe una matriz

B= (b, )¢ Z<u ,...,u>""" tal que w-1= E b, s (d/dx (W),

1Ii<n
j=1’..',n.
Tomando C = BA-I, se obtiene la relacibn:
Z cji(.u”‘i) = o j = 1,--1,“-

1€ | < n

Pero en Z<u ses e >, si E : d (u -1)

0, entonces d‘ esté
1€ i<

en I(<ul,...,un>) ¥i. En efecto, sea k un indice cualquiera. Defi-

nimos g:<ul,...,un> =+ I=<u> como g(ul)=u y g(u‘)=1 si i#k.

Si be I<u,,...,u >, podemos escribir b = e(b)l + 55:: b (u -1),
1 " 1<1<a ' 1!

por lo tanto, E(b) = e(b)1 + E(bk)(uﬁi). En particular, resulta que
Ker(g) C I(<u, ,...,u >).

Aplicando g a la relaci8n .. :E::- a (u -1), sigue que
1€ {< n

é(dk)(u-i) = 0, y siendo Z<u> un dominio de integridad, é(dx) a 0.

Luego, d, € I(<ul,...,un>) Vk.

En nuestra situacibn se.obtiene que ¢y € I(<u’,...,u >) ¥i,j.
n




. —_ LX D
El morfismo de aumentacibébn induce un morfismo e de Z<ul,...,un5

ann axn

, debe ser e(C) = o.

en », ¥y puesto que C ¢ I(<ul,...;un>)

Entonces, 0 = e(BA-I) = €(B)e(A) - I, es decir €(B)e(A) = I. Luego

€(A) es inversible en 1Z , de donde det(e(A)) = +1.
Como el determinante conmuta con €, se obtiene que e(det(A) =

= det(e(A)) = +1. En particular, det(A)70, y siendo A antisimétri-

ca, se concluye que n debe ser par, como queriamos demostrar.
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