
Di r ecci ó n:      Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :     digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Dualidad cohomológica para
grupos definidos por una relación

Sanchez, Carlos Marcelo

1980

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Sanchez, Carlos Marcelo. (1980). Dualidad cohomológica para grupos definidos por una relación.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1718_Sanchez.pdf

Cita tipo Chicago:
Sanchez, Carlos Marcelo. "Dualidad cohomológica para grupos definidos por una relación". Tesis
de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1980.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1718_Sanchez.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1718_Sanchez.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1718_Sanchez.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


Universidad de Buenos Aires

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Matemática

DUALIDAD COHOMOLOGICA PARA GRUPOS DEFINIDOS POR UNA RELACION

por

Carlos Marcelo Sanchez

Tesis
presentada para optar al titulo de ió ¿L
Doctor en Matemática

1980



INTRODUCCION

En 1972, Johnson y Wall [6], introdujeron la noción de grupo

de dualidad de Poincaré, comoun grupo G finitamente presentado

que verifica las siguientes condiciones:

i) G tiene dimensión cohomológica finita.

ii) Z admite una G-resolución proyectiva finita (es decir, una

resolución de longitud finita por G-módulosproyectivos finitamen

te generados).

iii) Para algún entero no negativo n, se tiene Hn(G,ZG)2 Z y

H‘(G,ZG) = o si k#n.

Esta definición, si bien algebraica, tiene una motivación to­

pológica. En efecto, se demuestra en [6, teor. 1, p. 593], que si

G es un grupo y K(G,1) es un espacio clasificante de G, entonces

G es un grupo de dualidad de Poincaré si, y sólo si, K(G,1) es un

complejo de Poincaré (ésto es, un complejo celular conexo, domina

do por un complejo finito, y cuyos grupos de homologia y cohomolo

. gía satisfacen la dualidad de Poincaré). La dualidad se obtiene

efectuando el cap-producto con una clase fundamental ee Hn(G,Z);
. k

esto significa que la aplicación inducida (en ):H (G,A) a'Hn_k(G,A)

es un isomorfismo, para todo G«m6duloA y para todo entero k.

Paralelamente, y en forma independiente, Bieri [1], desarro­

lló la teoria de grupos de dualidad de Poincaré en una forma pura

mentealgebraica. La definición de Bieri, menosrestrictiva, exi­

ge simplemente que los grupos de homologia y cohomologia de G sa­

tisfagan relaciones de dualidad análogas a las del grupo fundamen
tal de un complejo de Poincaré.
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La diferencia escencial entre ambas definiciones es que en la

última no se requiere la presentación finita de G, pues Bieri ha

demostrado la equivalencia de su definición y las condiciones i),

ii) y iii) [2]. Se desconoce si un grupo de dualidad de Poincaré,

en este sentido, es finitamente presentado.

Posteriormente [3], bieri y Eckmannintrodujeron la noción de

grupo de dualidad, que generaliza la anterior, y con la cual tra­

bajaremos. Precisamente, G es un grupo de dualidad de dimensión n

si, y sólo si, existe un G-módulo a derecha C y un elemento e per­

teneciente a Hn(G,C), tales que el capvproducto con e induce iso­

morfismos de Hk(G,A) en Hn_k(G,CBA), para todo módulo A y todo en­

tero k. Es claro que un grupo de dualidad de Poincaré satisface la

definición, con C = Z.

Bieri y Eckmanndesarrollaron luego, en forma sistemática, la

teoría algebraica de grupos de dualidad, y desde entonces numero­

sos autores trabajaron en el tema. Si bien no se ha logrado una

clasificación completa de tales grupos, se han obtenido muchosre­

sultados importantes. Por ejemplo, se ha probado que la clase de

grupos de dualidad es cerrada por extensiones, lo cual enriquece

notablemente la fuente de ejemplos, la mayoria de los cuales son

de origen topológico.

En este trabajo, se estudiará la dualidad de una clase especi­

fica de grupos. En [6, problema H, p.597], Johnson y Hall han pro­

puesto el problema de la determinación de los grupos (necesariamen

te de tipo finito) definidos por una única relación, que satisfa­

cen la dualidad de Poincaré. Ejemplos importantes de tales grupos

son los grupos fundamentales de superficies compactas.

Másgeneralmente, puede plantearse el problema de caracterizar

los grupos definidos por una relación que son grupos de dualidad
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de dimensión dos, pero no necesariamente de Poincaré. Basta consi­

derar el caso de rango mayor 6 igual que dos, pues el caso cíclico

es trivial. El propósito fundamental de este trabajo es lograr ca­

racterizaciones, puramentealgebraicas, de dichos grupos.

Bajo ciertas hipótesis, establecidas en el teorema de identidad

de Lyndon, un grupo G definido por una relación es un grupo de dua­

lidad de dimensión dos si, y sólo si, el primer grupo de cohomolo­

gía de G, a coeficientes en ZG, es nulo. Entonces, en principio, la

cuestión se reduce al cálculo de este grupo.

Sin embargo, el cálculo efectivo de H¡(G,ZG), que implica, por

ejemplo, poder describir las derivaciones de G en ZG, es, en gene­

ral, sumamentecomplicado. Esto se debe, básicamente, a la dificul­

tad de poder representar univocamente los elementos de G. Por tal

motivo, se ha enfocado aqui la cuestión desde un ángulo diferente,

y se ha logrado, en el parágrafo 3, una caracterización de tales

grupos, estudiando el comportamiento de la palabra (6 relación) que
los define por la acción de ciertos automorfismos del grupo libre

asociado a G, llamados T-transformaciones. La ventaja obtenida por

el método desarrollado reside en que permite trabajar en un grupo

libre, que es, sin duda, de estructura más simple que G.

El teorema principal de la mencionadaseccián,(3.2), brinda a­
demás, una manera práctica y sencilla de determinar, en un número

finito de pasos, la dualidad de G. En el caso especial en que G vie­

ne dado por dos generadores, se obtuvo un resultado aún más explíci­

to, mediante una fórmula que permite verificar fácilmente la minima­

lidad de la relación, que comosigue del teorema, es condición sufi­

ciente para la dualidad de G (3.3).

En el parágrafo H, es estudia el caso de la dualidad de Poinca­
pre. El resultado más importante obtenido,'caracteriza totalmente
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los grupos de dualidad de Poincaré, orientados, de rango dos, que

están definidos por una relación. Se prueba alli que ZOZes el úni­

co grupo con esa propiedad (".7). Esto es consistente con la conje­

tura, de carácter topológico, que afirma que un grupo de dualidad

de Poincaré definido por una relación es isomorfo al grupo fundamen­

tal de una superficie compacta.

En el caso general, siendo el número de generadores de G mayor

que dos, se estableceen el teorema “.2 que el subgrupo conmutador

de G es un grupo libre (no conmutativo) de rango infinito. Esto per­

mite describir a G comoextensión de un grupo libre de rango infini­

to por un grupo abeliano libre finitamente generado.

En último término, y también en conexión con la conjetura antes

citada, se prueba que el número de generadores de G es necesariamen­

te par (u.8).
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51 PRELIMINARES

i) Grupos libres

Haremosa continuación, un rápido repaso de algunas nociones

elementales en grupos libres. Para mayores detalles, puede consul­

tarse, por ejemplo [9, secc. 1.a].

Sea F un grupo. Si (x¡)¡e I es una familia de generadores de F,
e

todo elemento puede escribirse en la forma 'fif-j- x J , vj e I y¡<;<. V:
eJ = Ï 1. Tal expresión será llamada una palabna en los simbolos x¡.

—|—r es -¡_-—[- e;Dos palabras, w = xv y w’= x , se dirán¡<;<. g I<J<r “1

¿gualeó si s=r, vj=uJ y ej=eí para todo j. Es claro que palabras i­
guales definen el mismoelemento de F, pero no es cierta, en general,

la recíproca; ésto es, palabras distintas pueden definir el mismo
elemento.

e

Una palabra [ I xvJ se dice neducida si para todo indice j1<j<| J
se verifica Vlaevl 6 v =v y e+ 1 J J+ l es dec1r, no pueden rea­s=es+ 1’

lizarse cancelaciones del tipo xfxíe. Naturalmente, toda palabra pue­
de llevarse, univocamente, a una forma reducida, mediante apropiadas

cancelaciones, y definiendo ambas el mismo elemento de F.

Introducimos en el conjunto de palabras en los generadores xl,
la siguiente relación de equivalencia: si w y w’ son palabras, dire­

mos que son equivalentes si, y sólo si, tienen la misma forma redu­

cida. Escribiremos, en tal caso w ü w’. Es claro que definen el mis­

mo elemento de F.

Diremos que F está libnemente genenado por la familia (xI)le I,

o que ésta es una base de F, si todo elemento de F puede escribirse

en ¿cama única como una palabra reducida en los generadores. F se

dirá un grupo Libne.



La siguiente proposición, de fácil demostración, aclara aún más
la definición.

PROPOSICION(1.1). Son'equivaienteá ¿a6 aáinmacioneóz

i) F e4 un guapo ¿ibne con baóe (x¡)¡eI.

ii) Una palabna w deáine a La identidad de F ¿¿, y ¿610 Ai, La 60n­

ma neducida de w e¿ la palabna vacía.

iii) SL w y w' ¿on palabnaó, wzw’ ei, y ¿dio ei, deáinen el miómo

elemento de F.

iv) Si h es una apiicaeión de I en un gnupo H, exióte un única mon­

6Lómode gnupo¿ h’ : F + H, tal que h'(x¡) = h(i) pana todo i.e I.

Las condiciones precedentes establecen, entonces, la existencia,

en un grupo libre, de una correspondencia biunivoca entre palabras

reducidas y elementos del grupo.

Daremosa continuación algunas definiciones. F denotará un grupo

-r——r ey w = x J, una palabra reducida.libre con base (x!) l<l<l v]ieI’

1) Definimos la Longitud de w, como L(w) = s.

2) Si i e I, L¡(w) = 2: lell, se llamará Longitud de w en x¡.v =i
I

Si L¡(w) > 0,.diremos que w ¿nvoiuena a x¡.
3) És claro que w puede escribirse también, univocamente, en la

a

forma w = a x j, donde vjávv , y los alson enteros no nulos.1<J<r l J+'1

Será llamada la expne¿¿ón ¿iidbiea de w, y r su longitud silábica.

En este caso, L(w) = 1< l< r lall.

u) w es cíclicamente nedueida si vlfiv. 6 vl=v y e =e¡. En gene­

ral, es claro que existen únicos elementos z y wl en F, tales que
-1 . .

w = zwlz y wl es cíclicamente reduc1da.
5) Si i e I, definimos la ¿uma expdneneial de w en x en la for­| ’



ma: Sx|(w) = Vl=¡ el. Es ev1dente que le sólo depende del e­

lemento de P que define w, es decir, si w”w', w' eventualmente

no reducida, entonces Sx (w) = Sx (w'). En realidad, Sx puede
l l " l

describirse como el único morfismo de F en Z. definido por la pro­

piedad: Sx'(xl) = 6‘], 3 e I.

Si G es un grupo, el subgrupo conmutador será notado [G,G].

LBMA(1.2). Sea F un gILupo Lib/Le con ban (x. )I GI. s¿ w e r, enton­

cu w e [F,F] ui, y ¿610 ¿41, Sx (w) = 0 pana todo i en I.
l

Dem. La condición es obviamente necesaria, pues por ser Sx un mor­
l

fismo de grupos se tiene Sx ([F,F]) C [ 1,2 ] = o.
l

Reciprocamente, sea w = I i xv], en su forma reducida. Hare­
1< 1< a J

mos inducción en la longitud s de w.

Si s = 0, resulta w = 1 y no hay nada que probar. Supongamos

entonces que s > 0. Puesto que por hipótesis es Sx (w) = 0, nece­
Vl

-e
O ' o o

sariamente el simbolo xv aparece en w. Luego, podemos escribir
Ü-e e -e -e

w = w x w x '. Operando, resulta w = [w ,x lHx c,w w ]w w
. v. 1 vl v. 1 2 1

2 .

Reduciendo, si es preciso,a wlwz, obtenemos w = zw', z e [F,F] y
L(w') <s-2 < s.

Comoclaramente Sx (w) = Sx (w') para todo i, por hipótesis in­
l l

ductiva resulta que w' e [F,F], y por lo tanto también w.

Observese que los morfismos Sx inducen un homomorfismo Sx
l

(I)
de F en Z , definido por Sx(w) = (Sx (w))¡eI. El lema anterior

l



afirma que la sucesión

S (I)
1 e [r,r] * r a“ Z + o

es exacta.

Es bien conocido que todo subgrupo de un grupo libre es libre.

Nos proponemos ahora, exhibir explícitamente una base de [F,F], en

el caso que F está libremente generado por un conjunto finito, en

el cual fijaremos una numerac16n (x!)l< 1 < n.

Definimos una aplicación czF * F de la siguiente manera:

S (w)
C(w) = I l x xl , w e F.

PROPOSICION(1.3) c uenLáLca La¿ ¿Lgu¿ente¿ pnopiedadeóz

wc(w)-1 e [F,F] para todo w.V
i

ii) c(w) = c(w') óÁ, y ¿610 6L w E w' ([F,FD

iii) c(w) = í u, y ¿6to u, w e [r,r].
iv) c(c(w)) = c(w)

v) c(w.w') = c(c(w).w').

Dem. i) ComoSx (c(w)) = Sx (w) para todo i, resulta que
1 a

Sx (u.c(w)-1) = 0. Luego, por lema 1.2, w.c(w)-1 e [F,F].
l

ii) cm = c(w') o s (w) = s (w') «s (w.w"1) = o 0
x1 x1 xl



* w.w'-1 e [P,F].

iii) Bs consecuencia inmediata de ii).

iv) Sigue de la definición.

v) w.w'(c(w)w')_1 = w.c(w)-1 e [F,F],por i). Luego, por ii),

c(w.w') = c(c(w)w').

n

Si r:(r¡)l< ¡< n e Z , designemos por x(r) al elemento

"¡_|’rl . . .
xi . Deduc1mosinmediatamente de la proposición anterior que

1< 1< n

(el conjunto (x t)) es un sistema de representantes de coclases de F,

módulo [F,F].

—r—1— eSea w en F, w = x j. Para todo indice k, O< k< s, llama­l<j<| VJ
-1——1- elremos k-éóimo ¿egmento inicial de w al elemento uk = xv1< J< k l

e

LEMA(1.4). w = I I ((c(w; )xv c(w;.xv )_1)l). c(w),n l1< j< J

donde w; =

1

Dem.Obsérvese que por proposición 1.3, c(w;)xvjc(w;.xvl)_ pertene­
ce a [F,F].

Haremos inducción en s. Si s = 0, es inmediato. Supongamos, pues,

que s > 0. Se tiene w = w._l.x:i. Luego, por hipótesis inductiva:

-—-— 1 e! el

w = I I (c(w. 1')xv c(w'_¡'.xv ) ) ).c(w._l)xv =¡<J<¡—1 's 1 s s ­



= | ' ’1 e, el
l<lj<|'_1((c(wl)xvlc(wj.xv,) ) ).c(w._l )xv. .

e e

Basta entonces probar que c(w.“¡)xv' = (c(w.')xv c(w:.xv)-1) 'c(w),
I I I '

que resulta una simple verificación de los casos e =1 y e =-1.l

n

Sea 1 < i < n y r e Z . Indicaremos por c: al elemento de

(r) -1
[F,F] definido por c: = x xlc(x

(r)
xl)

COROLARIO(1.5). EL conjunto (c1) gene/La [FJ].

Dem.Si w e [F,F], por proposición 1.3-iii) y lema 1.” resulta que

w es un producto de elementos de la forma c(u)x'c(ux¡)-1 y de sus

inversos, donde u recorre los segmentos iniciales de w. El resulta­

do sigue, entonces, usando que c(u)x¡c(uxl)"1 = c1, con r =

(sxj (u))l<1< n.

Haremos aqui un par de observaciones. En primer término, notemos

que el lema 1.H establece un método para reescribir un elemento w

en [P,F], originalmente escrito comopalabra en los generadores xi,

comopalabra en los generadores c: de [P,F]. Estos últimos aparecen

al tomar representantes, módulo[F,F], de los segmentos iniciales

de w.

En segundo lugar, supongamos que rj=0 para todo j>i. Es inmedia­
. . l . . .

to verificar que, en ese caso, cr = 1. Por consiguiente, el conjun­

I . . .

to (cr)l< i< ¡_l con rj*0 para algún ]>l, también genera [F,F]. De

ahora en adelante, quedará sobreentendido que (c1) designará a este



último conjunto.

PROPOSICION(1.6). (c1) gene/La ubnemente a [P,F] .

Dem. Debemos probar que si z es una palabra en los generadores
í a Q O I(cr), que define la identidad de F, es posible transformar z en la

palabra vacia mediante cancelaciones de factores de la forma

í O l un.
(ct) (ct) .

Si pensamos a z como palabra en los x se puede llevar z a laí i

palabra vacia, via cancelaciones de la forma xïxre. Sea k el núme­

ro de tales cancelaciones, y procedamos por inducción en k.

Si k=0, z es vacia como palabra en los xi, luego también como
i , . .

palabra en los cr (esto es consecuenCia de la segunda observación

previa a la proposición). Supongamos, entonces que k>0. Podremos

o c O -0

entonces escribir z = z¡x¡xl zz. Probaremos que z ” zlz2 como pa­

e [F,F]).l

labras en los cI (notar que zlz2

En el proceso de reescribir zlz2 en término de los generadores
.. i

de [F,F], cualquier simbolo de zl produce el mismo simbolo ct que

producía como simbolo de z. Lo mismo sucede con los simbolos de zz,

pues el representante, módulo[F,P], del segmentoinicial corres­

pondiente a dicho simbolo en zlz , es el mismo que en z. Veamos2

. 0
que ocurre cuando con51deramos los simbolos x¡,xI .

Si, por ejemplo, e=1, xi produce c(z¡)x¡c(zlxl)"l y xr] produ­
-lnl

ce (c(z¡x¡x:l)x¡c(zlx¡xïlx¡) ) = (c(zl)x'c(zlx¡)-l) , que se

cancelan. Análogamente, si e=-1. Por lo tanto z ü zlz2 comopalabra



en los c1.

Comozlz2 puede llevarse a la palabra vacia mediante k-i can­

celaciones de factores xfxï', el resultado sigue por hipótesis in­
ductiva.

Si G es un grupo y A es un dominio de integridad, notaremos

AGel anillo de grupo de G a coeficientes en A. Si bien nos inte­

resará el caso A = Z, estudiaremos, en el caso general, algunas

propiedades de AGcuando G es un grupo abeliano libre de rango n.

Tal grupo, escrito multiplicativamente con generadores (ul)l< ¡< n,

será notado<ul,...,un>.

LEMA(1.7). i) A<ul,...,un> ¿4 un dominio de ¿ntegnidad.

ii) Si f s A<u1,...,un>,f eó ¿nvenóible ¿¿, y ¿6to ¿¿,
n I"

exiáte r e Z tal que f = a l I ul], a e U(A).l<l<n

iii) SL 1< i< n, u - 1 ¿ó ¿aneducible, o ¿2a, ¿dio ¿A
i

divióáble pon unidadaó y pon aóociado¿.

Dem.Puesto que A<u1,...,un> : A<ul,...,u‘_l><un>, un sencillo ar­

gumento inductivo muestra que basta probar el lema para el caso

G i Z = <u>.

i) A<u>admite un subanillo B ü Alx], anillo de polinomios, a coe­

. 1ficientes en A, en una variable. Prec1samente, B = {:ï: aiu /leZ

al=0 si i<0} Más aún, si f e A<u>, existe un entero no negativo

o(f), tal que f°(f) e B.



Supongamos que fh = 0. Por lo tanto, se tiene en B,
r h

(u°( )f)(u°( )h) = 0. Siendo B un dominio de integridad, debe ser
r h

u°( )f = 0 6 u°( )h = 0, y en consecuencia f = 0 6 h = O, pues ul

es inversible para todo i en Z.

o(f)ii) Sean f y h en A<u>, tales que fh = 1. Entonces, (u f).

h r h(u°( )h) = u°( )+°( ). Comou es irreducible en B, los divisores

i
de u son de la forma au , a e U(A), 1< i< o(f)+o(h). Sigue entonces

ul-o(f ),que f = a como queriamos probar.

iii) Si f = IE: alui, fío, definimos el orden y el grado de f:leZ

o(f) = min {i /a¡#0} , g(f) = máx{ i /a.#0} .

Supongamos que f es un divisor de u - 1 y escribamos u - 1 =

= fh. Entonces:

ll
¡.ng(fh) = g(f) + g(h) = g(u-1)

o(fh) = o(f) + o(h) = o(u-1) = 0

Restando:

(g(f) - o(f)) + (g(h) - o(h)) = 1

Comoambos términos son no negativos, las posibilidades son:

g(f) —o(f) = 0 y g(h) - o(h) = 1 6 g(f) - o(f) = 1 y g(h)- oüfl = 0

En el primer caso, f = aur y h = bu' + cu'+l. De la igualdad

. +n r +1 +1 .u - 1 = fh, Sigue que u - 1 = abur + acu . En consecuenc1a,

r+s = 0 y ac = 1, es decir que a e U(A) y f e U(A<u>).

COROLARIO(1.8). Sea ialj. s¿ f u un d¿u¿¿on común de ul — 1 y
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uj - 1, entoncu f e U(A<u¡,...,un>).

- 1 y u - 1 no son a­Dem. Es consecuencia del lema 1.7, pues u j
sociados si i#j.

ii) Grupos definidos por una relación.

Sea F un grupo libre con base (xl)l< '< n y w una palabra re­

ducida en F. Notaremos por N a la cápsula normal de w en F, es de­

cir, el menor subgrupo normal de F que contiene a w. Los elementos

el
) , zl en P, e = +1.

-1
de N son de la forma Ii I (z¡wzi

El grupo G = F/N se llamará gnupo deáinido pon La (única) ne­

¿ación w, y será notado G =< xl,...,xn; w>. Efectuaremos algunas
observaciones:

Ya hemos visto, que toda palabra en F es conjugada a una pala­

bra ciclicamente reducida. Como,obviamente, ambas tienen la mis­

ma cápsula normal, siempre puede suponerse que w es ciclicamente

reducida.

Si p:F-; G es la proyección al cociente, y escribimos ai =

p(x¡), 1< i< n, todo elemento de G puede escribirse comopalabra

en los generadores a1,...,an. Los dos siguientes hechos, fáciles

de probar a partir de las definiciones, explican la denominación

de G:

a) p(w) es una palabra en los generadores al que define la i­

dentidad de G.
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b) Si llamamos natación a toda palabra en los generadores

que define la identidad de G, resulta que p(w) es, escencialmente,

la única relación en G, en el sentido que cualquier relación v en

G puede transformarse en la palabra vacia mediante aplicación su­

cesiva de las siguientes operaciones:

l , llamados re­Rl) Cancelación, en v, de factores de la forma ara
laciones triviales.

R V Introducción, entre dos simbolos de v, de arar°.

R3) Supresión, en v, de las palabras p(w) ó p(w)-1, si constituyen
un bloque de simbolos consecutivos.

R4) Introducción, entre dos simbolos de v, de p(w) 6 p(w)-l.

Supongamosahora que G = <x¡,...,xn; w>, w e [F,F]. Existe en­

tonces un morfismo de grupos SazG9'21 que hace conmutativo el dia­

grama

S x
F ----*> Zn

P Sa

G

En efecto, Sx induce en G el morfismo Sa, pues Ker(p) = N C

C [F,F] = Ker(Sx). Si 1< i< n, componiendo Sa con la i-ésima pro­

yección de Znen Z, obtenemos morfismos Sa :G * Z, haciendo conmu­
1
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tativo el diagrama

S
xl

F-—-—-—-—-> Z

Claramente, S ( I I a J) = ZEZ. e , ésto es, está bien defi­
a v _ Jll<J<I 1 v’=l

nida la suma exponencial respecto de cada generador a¡.

PROPOSICION(1.9). Sea G = <x.,...,xn; w>, w e [P,P]. Entoncu:

i) [G,G] = Ker(S ) = ñ Ker(S ). Se tiene, pueó, La ¿ace­a l<l<n a.

¿ión exacta:

sl
1*[G,G]"G -> Z“—>o

. P

ii) Si a(') = I l a¡', el conjunto (a(')) ¿A un ¿¿Atemal< l< n reZn

de nepneóentantu de G, módulo [G,G].

iii) El conjunto (p(c:)) genena [c,c1.

Dem.Es consecuencia directa de las consideraciones previas y de

1a validez de los hechos correspondientes para el caso de grupos
libres.

En 1950 [7, cor. 7.1, p. 659], Lyndonestableció, a partir de

su Teoremade Identidad, el siguiente resultado, que caracteriza
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los elementos de [N,M , siendo N la cápsula normal de una palabra

ciclicamente reducida w.

TEOREHA(1.10). Supongamos que w no eó una potencia pnopLa en F,

¿Ato 26, no exióten z en F y q>1 tales que u = z“. Sea v e N,

e

v = I I (z¡wzrl) '. Entoneeó, v e [N,N] si, y ¿dio AL, ¿ó pOóLbie
l

apanean La¿ indiceó en panejaó (ij) taieó que e = -e y zl E zl l i

(módulo N).

Hencionaremos una consecuencia muy importante de este teorema.

Sea N.h = N/[N,N], el grupo abelianizado de N. Podemos dotar a es­

te grupo abeliano de una estructura de G-móduloa izquierda, sien­

dO‘G = F/N, de la siguiente forma:

p(z)(h.[N,N]) = zhz-‘.[N,N], si z e F y h e N.

Es muyfácil probar que esta acción está bien definida. Enton­

ces, el teorema 1.10 implica que N.b es un G-módulo libre de rango

uno. Precisamente, la aplicación gzN.b * ZGdefinida como

1 ei
¿((I‘Tumzl ) ).[N,N]) = Z e¡p(z¡ >,

l I

es un isomorfismo de G-módulos.

iii) Cálculo del segundo grupo de cohomología por derivadas

de Fox.

Supondremosal lector, familiarizado con las nociones elementa­

les de cohomologia de grupos. Las definiciones y propiedades que



1k

usaremos en el presente trabajo pueden consultarse, por ejemplo,

en (H, cap. IV].

Si F es un grupo, I(P) denotará el ideal de aumentación de ZP.

Una denivación en un F-módulo a izquierda A, es una aplicación

d:F * A tal que d(xy) = xd(y) + d(x), x,y en F. El conjunto de ta­

les aplicaciones es un subgrupo del grupo abeliano AF de aplicacig

nes de F en A, y será notado Der(F,A).

Una derivación es ¿ntenion, si existe a e A tal que d(x) =

= (x-1)a, para todo x en P. Las derivaciones interiores forman un

subgrupo de Der(F,A), que notaremos D;r(F,A).

Inductivamente, es fácil probar que, si d e Der(F,A) y

(x!)l< i< n es una familia de elementos de F, vale la relación:

d( _I‘I. x¡)= ZZ (‘I_I‘ x)d(x)i<l<n l<i<n 1<¡<¡-¡‘ ‘

Supongamosahora que la familia (xi)l< i< n genera F. Puesto

que d(x'l) = -x-Id(x), sigue que d queda completamente determina­

da por los elementos d(x¡). En otras palabras, si X = (x¡), la a­
X

plicación h:Der(F,A) * A definida por h(d)(xl) = d(x¡), es un mo­

nomorfismo de grupos.

Si, además, F está libremente generado por X, h resulta un i­

somorfismo; equivalentemente, dados elementos zl en A, 1< i< n,

existe una única derivación d tal que d(x¡) = zl, V i. En efecto,

todo elemento de F se escribe en forma única como una palabra re­

e:
ducida, w = I l xv . Se define entonces:1<J<I j
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Si 1< i< n, se define la i-éóima denivada pancial de Fax de F

comola única derivación d/dxizF * ZP, que verifica:

d/dxl(x,) = 6‘1, 1< 3< n.

La multiplicación a derecha induce en Der(F,ZF) una estrug

tura de F-módulo a derecha, definiendo dy(i) = d(x)y, si x,y e F

y d es una derivación, y las derivadas de Fox resultan ser un sis­

tema de generadores. Precisamente, vale la relación:

d(x) = E d/dxi (x)d(x¡ ),1<i<n

V x e F.

En efecto, basta verificar que ambosmiembros definen deriva­

ciones, y que coinciden sobre los generadores. Inmediatamente, re­

sulta el siguiente

TEOREHA(1.11). SL F u un gILupoubu con ban (x. )l< i< n, I(F)

¿5 un F-móduio LLbñC con baóe (xl-1)l< ¡< n.

(Para detalles de la demostración, ver por ejemplo [10, prop.

1.3, p. 587]).

Puesto que aplicar x en x-1 es una derivación de F en ZF, en

particular se obtiene la expresión:

x-1 = 2: d/dx¡(x)(x¡—1),l<l<n

"que permite expresar cualquier elemento de I(F) comocombinación

lineal de los miembros de la base, pues el conjunto (x-l)IEP gene­

ra I(F) como grupo abeliano.

E

COROLARIO(1.12). La ¿uceóión exacta O * I(F) * ZF * Z * 0, (e

el monóiómo de aumentación) ¿6 una Paneóolueión Libne de Z. Pon
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Lo tanta, La dimenóión cohomoiógica de F ¿ó menon o igual que una.

Veamosahora como es la forma explicita de d/dx| en cualquier
e

elemento w de F, w = I I x j. Tenemos:
1< g< . V1

d/dx¡(w) = Z elwl'd/dxihv ) = z: elw J Jl<l<' J l<l<l j v :1

Luego, ¿(d/dxi (w)) = z e = Sx (w). Por lo tanto, se tiene

el siguiente

LENA(1.13). w e [r,r] ¿¿, y ¿dio ¿¿,d/dx¡(w) e ICF) v 1< i< n.

Sea G = F/N = <x¡,...,xn; w> un grupo definido por una relación.

Una demostración del siguiente teorema puede verse, por ejemplo,

en [5, teor. 6.3, p. 198].

TEOREMA(1.14). La ¿iguiente ¿uceóión de G-móduLOó y G-monáiómo¿

u exacta.

u n v e0*N.b"’ZG "ZG”Z-’0,

donde u y v eótán deóinidaA como ¿Lguez

a) s¿ h e N, u(h.[N,N]) = (Bm/dxl (11))l< K n, ¿siendo 5:2r -> ZG,

el monááómo de anLUZM ¿inducido pon. ¿a pnoyechÜn p:F -> G.

b) s¿ (p(z| ))l< K n e Ze",v<<ï><zl))l< ,< n)=13(<z< z¡(x¡-1))1 l n

Supongamos además que u no es una potencia propia en F. Por
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teorema de identidad de Lyndon, N.b t ZG, como vaódulos. Se tie­

la sucesión exacta:

u' n v e
0 * ZG * ZG * ZG * Z * 0,

n 6 _ Adonde u' viene dado por u'(p(1)) - Ïp(d/dx¡(w)))¡<‘<h.

Hemosproducido entonces una G-resolución libre de Z, de lon­

gitud dos. Por lo tanto:

COROLARIo(1.15). Si w no ¿A una potencia pnopia en F, G tiene di­

menóión cohomoiógica menon 6 igual que dos. En panticutan, G ¿ó

¿in tonóión.

Puesto que nos interesarán los grupos G de dimensión cohomoló­

gica dos, veamos como se calcula H2(G,A), A un G-módulo a izquier­

da, usando la resolución anterior.

Tomando Homc( ,A), obtenemos la sucesión

o o ulo

0 * HomG(Z,A) *‘HomG(ZG,A) * HomG(ZGn,A) * HomG(ZG,A) *0

Por definición, H2(G,A) = HomG(ZG,A) Coker(u'°)./Im(u|.) =

_ k
TomemosA - ZG. Entonces H (G,ZG) admite una estructura de G­

ód l '
m u o a derecha, que a nivel de HomG(P,ZG), P un G-módulo a iz­

quierda, viene dada por:
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hx(a) = h(a)x, h e HomG(P, G), x e G, a e P.

Como HomG(ZG,ZG)j: ZG, se tiene el diagrama conmutativo de G­

módulos a derecha ‘

ui.
HomG(ZGn,ZG)——>HomG(ZG,ZG)

ü ü

ZG

con f((13(z!) )¡<¡<n) = K; B(d/dx¡(w) )13(zi).

Coker(u") ‘: Coker(f) = ZG/D(G),don­Por lo tanto, H2(G,ZG)

de Ó(G) es el ideal a derecha generado por los elementos

13(d/dx¡(w) ), 1< i< n.
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S2 GRUPOS DE DUALIDAD

En este parágrafo se hará una somera exposición de la teoria

de grupos de dualidad, fundamentalmente de los resultados que uti­

lizaremos en el presente trabajo, concernientes al problema de la

dualidad en grupos definidos por una relación. Para un desarrollo

sistemático del tema, el lector deberá referirse a [1] y [3].

Frecuentemente, dotaremos a grupos abelianos de G-acciones. Ha­

remos aquï una lista de las que más usaremos:

1) Si G es un grupo y A es un G-módulo a izquierda, la inversión

en G determina una estructura de G-módulo a derecha en A, definien­

do

ax = x a, x e G, a e A.

2) Si B y C son G-módulos a derecha, el grupo BQZC(que nota­

remos BQC)es un G-módulo a derecha, con la acción

(bflc)y = byflcy, b e B, c s C, y e G.

Se llamará acción diagonal. Si C es un G-módulo a izquierda,

por 1) también lo es a derecha, y en este caso la acción viene da­

da por (bnc)y_= byfly-lc.

3) Ya hemos visto que Hn(G,ZG) es un G-m6dulo a derecha. Si C

es un G-módulo a derecha y e e Hn(G,C), el morfismo deducido del

cap-producto con e, (en-)2Hn(G,ZG) á‘H°(G,CflZG) j CQGZGt C, es un

G-morfismo.Esto puede verificarse fácilmente, a partir de las de­

finiciones.
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u) Sea S un subgrupo de G y A un S-módulo a izquierda. Enton­

ces, el grupo abeliano Homs(ZG,A)es un G-módulo a izquierda,defi­

niendo

xf(y) = f(yx), x,y e G, f e Homs(ZG,A).

Se llamará G-módulo co-¿nducido pon A.

Definiremos ahora la dualidad.

Sea G un grupo. Diremos que G es un gnupo de dualidad si, y

sólo si, existen un G-módulo a derecha C, un entero no negativo n

y un elemento e e Hn(G,C), tal que la aplicación deducida del cap­

producto con e

(en - ):H"(G,A) -> Hn_k(G,CflA),

es un isomorfismo para todo vaódulo a izquierda A y para todo en­

tero k (la acción en CEAes diagonal).

Veamosalgunas propiedades de los grupos de dualidad.

i) Si G es un grupo de dualidad, Hn(G,C) es un grupo cíclico

infinito. En particular, Cfio.

En efecto, tomando A = Z con acción trivial y k=0, resulta:

2: u°(c,2) : ¡“(3,092) ‘: Hn(G,C).

ii) G tiene dimensión cohomológica n y C t Hn(G,ZG) como G-mó­

dulos a derecha.

Sea k>n y A un G-módulo a izquierda. Entonces, por dualidad,

Hk(G,A) É Hn k(G,C9A) = 0, pues n-k<0, de donde se deduce que
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ch < n. Por otro lado,

H“(G,ZG) : H0(G,CBZG) :> CQGZG': c se o.

Luego, ch = n. Ya vimos que el isomorfismo anterior es de G­

módulos a derecha. Queda entonces justificado el empleo de la si­

guiente terminología: G se dirá un grupo de dualidad de dimenóión

n con módulo dualizante C 2 Hn(G,ZG).

iii) G es sin torsión, pues tiene dimensión cohomológica finita.

iv) G es finitamente generado [3, teor. 4.6, p. 119].

Sea G un grupo de dualidad con módulo dualizante C. Diremos

que G es un guapo de dualidad de Poincané si, y sólo si, CjZ co­

mo G-módulos. Si la acción de G sobre Z es trivial, G se dirá 0­

nientado (en otro caso, no onientado).

Observemos que las condiciones que definen un grupo de duali­

dad aparecen comobastante arduas de verificar. Sin embargo, pue­

den simplificarse bajo ciertas hipótesis de finitud.

Si G es un grupo, G se dirá de t¿po (FP) si, y sólo si, Z ad­

mite una G-resolución proyectiva de longitud finita,

o->P->P -+...->P ->Z->o,I I-l 0

con Pi finitamente generado V i.

El siguiente teorema, debido a Bieri-Eckmann [3, teor. u.5,

p. 118], establece condiciones suficientes para dualidad

TEORBMA(2.1). Sea G un gnupo de tipo (FP) tai que:

i) Exióte n e No de modo que Hk(G,ZG) = o v kim.
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ii) H"(G,ZG) ¿ó un gnupo abeliano ¿in tonó¿6n.

Entonceó, G ¿6 un gnupo de dualidad de dLmenáión n.

EJEMPLOS

1) Sea F un grupo libre de rango n. Entonces F es un grupo de

dualidad de dimensión uno. F es un grupo de dualidad de Poincaré

si, y sólo si n = 1, es decir F z Z.

Hemosvisto, en el teorema 1.11, que I(F) es un F-módulo libre

de rango n. La sucesión exacta 0 * I(F) * ZP * Z * 0, asegura en­

tonces que F es de tipo (FP).

Si k>1, obviamente Hk(P,ZF) = 0. Además, H°(F,ZF) :ZFF = 0,

pues F es infinito. Resta verificar entonces que H¡(F,ZF) es sin

torsión, comogrupo abeliano. Dicho grupo puede calcularse por el

cociente Der(F,ZF)/ ‘ . Supongamos que d e Der(F,ZF) y seaDer(F,ZF)

A
m un entero no nulo tal que md s Der(P,ZF). Existe entonces un e­

lemento a en ZF, a==23 a‘x, tal que md(y) = (y-1)a V y e F. De­¡eF

sarrollando, obtenemos:

md(y):2 a‘yx- Ea‘x :2 (a -a )x-1 x¡EF ¡EF ¡EF y x

Siendo F un grupo abeliano libre, generado por (x)‘eF, resul­

ta que m divide a a l - al V x,y en F. Ahora bien, dado x e F,
y X

existe y e P tal que a l = 0, pues F es infinito. Luego, m/ax0
V x e F. Por lo tanto, existe a's ZF tal que a = ma'.

En consecuencia, md(y) = (y-1)a = m(y-1)a' V y e F, y siendo

ZF sin torsión, sigue que d(y) = (y-1)a' V y e F, o sea, d es una
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derivación interior. Hemosprobado entonces que H1(F,ZF) es sin

torsión, luego F es un grupo de dualidad de dimensión uno.

Si d e Der(F,ZF), indicaremos por d su clase en el cociente

Der/Dar. Afirmamosque el conjunto (d/dx¡)¡<¡<hes linealmente in­

dependiente (sobre Z). En efecto, sean r ,...,rn enteros tales

que Z: ria/dxl = 0. Existe entonce a e ZF tal que ZZ: rid/dx¡(y)=1<I<h 1<1<h

= (y-1)a V y e F. En particular, para todo indice j, tomando y=fi

resulta rj.1 = (xl-1)a. Por razones de aumentación, sigue que

Por lo tanto, si n>1, H1(F,ZF) no es cíclico, y F no es de

Poincaré.

Supongamos finalmente que n=1, y sea u el generador de F. Sa­

bemos que toda derivación d está determinada por d(u). Comou-1

genera I(F), existen r e Z y a e ZP tales que d(u) = r.1 + (u-1)a =

= rd/du(u) + (u-1)a, lo que significa que d —rd/du es una deriva­

ción interior. Entonces d = rd/du y HI(F,ZF) es un grupo cíclico

generado por d/du. Luego, P es de Poincaré.

Para ver que es orientado, basta verificar que u opera trivial

mente sobre el generador d/du, ésto es, que d/du.u = d/du. Aplican

do la diferencia d/du.u - d/du a u,obtenemos (d/du.u —d/du)(u) =

d/du(u).u - d/du(u) = u-1, que es una derivación interior.

2) En [6, teor. 3, p. 595], se demuestra que la clase de gruv

pos de dualidad de Poincaré es cerrada por extensiones. Precisa­

mente, si se tiene una sucesión exacta

1->H->G->1<->1,

siendo H y K grupos de dualidad de Poincaré de dimensiones n y m
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respectivamente, resulta que G es un grupo de dualidad de Poincaré

de dimensión n+m.

Esto permite caracterizar fácilmente, los grupos abelianos que

son de dualidad. En efecto, un tal grupo debe ser finitamente ge­

nerado y sin torsión, luego un grupo abeliano libre. Existe enton­

ces r e N tal que G z Z'.

Puesto que ya vimos que Z es un grupo de dualidad de Poincaré

de dimensión uno, y V r e N existe una sucesión ecacta de la forma

no] c c0 * Zr * Zr * Z * 0, el teorema menc1onado arriba y un argumento

inductivo prueban que Zr es un grupo de dualidad de Poincaré de di­

mensión r.

3) El ejemplo que desarrollaremos a continuación tiene particu­

lar importancia, pues la dualidad en grupos definidos por una rela­

ción será el tema a tratar en los siguientes parágrafos. Sea, pues,

G = <x¡,...,xn; w>, donde w no es una potencia propia en F. Los re­

sultados expuestos en 51,iii), muestran que G es de tipo (FP), con

una resolución libre de longitud dos.

Entonces, Hk(G,ZG) = 0 si k>2, y además H°(G,ZG) = 0, pues G

es infinito. Puesto que por teorema de Stalling'Swan [10, teor. A,

p. 585], la dimensión cohomológica de G es uno si, y sólo si, G es

libre, nos interesará el caso que G es un grupo de dualidad de di­
. . 1 'mensión dos. Afirmamos que ello ocurre Sl, y sólo 81, H (G,ZG) = 0.

Si G es de dualidad de dimensión dos, H¡(G,ZG) t H¡(G,CQZG)=O,

por ser CQZGun G-módulo inducido.

Supongamos ahora que Hl(G,ZG) = 0. Siendo G finitamente gene­

rado, se verifica que Hl(G,ZpG) t ZPRHI(G,ZG)= 0, para todo primo
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p [10, cor. 3.7, p. 595]. Consideremos la sucesión exacta

h

o-+Ze->”ZG->ZPG-*o,

donde hp(x) = px.

Tomandola sucesión exacta larga de cohomologïa, obtenemos:

h

...-> Hl(G,ZpG) -> H’(G,ZG) JH’(G,ZG) ->...

Como H'(G,ZPG) = 0, hp es un monomorfismo para todo primo p,
2 . .y H (G,ZG) es Sln tor816n. Por teorema 2.1, G es un grupo de dua­

lidad de dimensión dos.

u) Vimos, en el ejemplo anterior, que la determinación de la

dualidad de G se reduce al cálculo de HI(G,ZG). Veamos, en un ca­

so particular, otro posible métodode establecer la dualidad.
-l .

x x xlx2 >, y notemos a!= p(xp. Se tiene en­Sea G = <x1,x2; l z

—l
tonces en G la relación aiazalaz = 1, c'equivalentemente,

a: . . . .
aaal = al a2. A partir de esta relac16n, un Simple desarrolo 1n­

ductivo nos muestra que para todo par de enteros r y s, se verifi­

(l)r l l’
al a2a ara. '

c 2 1

Todo elemento de G se escribe como palabra en al y a2 en la
e

forma I l av]. Usando la relación anterior, es claro que median­
l l

. . oe'
te suce81vas permutac1ones de los simbolos aaal , todo elemento
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admite una representación del tipo a:a;, r,s e Z. Has aún, probe­

mos que dicha representación es única.

Si h es el morfismo de F en Z definido por h(xl) = 0 y h(xz) =

= 1, se cumple que h(x¡x2xlx:l) = 0. Luego h induce un morfismo

E:G * Z verificando E(a¡) = 0 y H(az) = 1. Aplicando E a una rela­

ción ara: = a:a;, obtenemos n=s. Luego, resulta a? = a2. Ahora
. . . -l . .

bien, G es Sln tor516n pues xlxlex2 no es una potenc1a propia

en F, por lo tanto m=r.

m ll l’ I

Veamos como operan los elementos de G. Sean pues, ala2 y ala2

elementos de G. Entonces:

Il n(-1) r n I m+( —!) r n+|
1 a2) 2 ' 1 a:(ara:)(a:a;) = aT(a:a:)a; = aT(a

Vale decir, si definimos en ZxZla operación (m,n).(r,s) =

(m+(-1)nr,n+s), (ZxZ, ., (0,0)) resulta un grupo, y la aplicación

f:ZxZ * G definida por f((m,n)) = araz, un isomorfismo.

Claramente, ZxZcon esa estructura es un producto semidirecto

de Z por Z, inducido por el automorfismo que aplica 1 en -1. Seo

tiene entonces la sucesión exacta

i j
0 *-Z * ZxZ *'Z *0,

donde i(m) = (m,0) y j((m,n)) = n.

Por teorema de extensión de grupos de dualidad de Poincaré,

G resulta un grupo de dualidad de Poincaré de dimensión dos. Veav
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mos como es la acción de G sobre Z.

Vimos en s1, iii), que H’(G,ZG) z ZG/D(G), donde D(G) es el

ideal a derecha generado por p(d/dxl(w)) = 1 + ala2 y p(d/dx2(w))=

= al-l. Por razones de aumentación, es claro que 1 t D(G). Por o­

tro lado, a2+1 = (1+ala2)al - (al-1) e D(G).

Entonces, o = az+1 = Ïaz+Ï, es decir que ïáz = -Ï 1 Ï, y por lo

tanto, G no actúa trivialmente sobre Z z ZG/D(G). Hemosprobado

que G es un grupo de dualidad de Poincaré, no orientado.

En este ejemplo, hemos exhibido un posible método de verifi­

cación de la dualidad de un grupo definido por una relación. Ob­

sérvese que para el grupo G en cuestión, se pudo lograr una repre­

sentación única, en término de los generadores, para cada uno de

sus elementos.

Hemosresuelto, en realidad, un caso particular del "problema

de la palabra", planteado por Dhen en 1911: dado un grupo G, pre­

sentado por generadores y relaciones, ¿existe un algoritmo que

permita decidir, en un número finito de pasos, si una palabra en

los generadores es una relación en G? Esto es equivalente a tener

representación única para todo elemento de G, pues u=v si, y 36*

lo si, uv-l es una relación.

El problema fue resuelto afirmativamente por Magnus, para el

caso de grupos definidos por una relación. Sin embargo, la resolu­

ción efectiva del problema para un caso concreto es, en general,

muycomplicada, y no nos proporciona la suficiente información

sobre la cohomología de G; de manera que puedan ser Verificadas



las condiciones sobre dualidad, establecidas en el teorema 2.1.

En el próximo parágrafo, veremos comoes posible reducir el pro­

blema de 1a dualidad de un grupo definido por una relación, estu­

diando el comportamiento de dicha relación por la acción de cier­

tos automorfismos del grupo libre asociado.
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53 CARACTERIZACION POR AUTOMORFISMOS DE LOS GRUPOS DE DUALIDAD

DEFINIDOS POR UNA RELACION.

El problema a resolver es el siguiente: si w es un elemento

del grupo libre de rango n, determinar una condición necesaria y

suficiente sobre w, para que el grupo G = <xl,...,xn; w> sea un
grupo de dualidad de dimensión dos.

Veamoscomoes posible realizar algunas reducciones.

Puesto que todo grupo de dualidad es sin torsión, por el teo­

rema de identidad de Lyndon podemos suponer que w no es una poten­

cia propia en F. En este caso, sabemos que G es un grupo de tipo

(FP) que admite una resolución libre de longitud dos.

El caso n=1 es trivial, pues G resulta cíclico, y la condición

anterior asegura que G t Z, que es un grupo de dualidad de dimen­

sión uno. Supondremos entonces que n>2.

Si w involucra s generadores (s<n), podemos suponer que ellos

son x¡,...,x', pues siempre es posible reordenar los indices me­

diante la aplicación de un automorfismo de F. Probaremos a conti­

nuación, que G se descompone como producto libre de un grupo de­

finido por una relación, en s generadores, y un grupo libre. Las

propiedades elementales de producto libre de grupos que serán u­

tilizadas, pueden verse, por ejemplo, en [8, secc. H.1].

LBMA(3.1). G ': F' * <x¡,...,x.; w'>, donde, F' cb un guapo Lib/Le

de ¡Langan-s, con genenadanu (yl haga , y w‘ u, simplemente,

penóan a w como paiabna en Lu genenadonu xl ,....,x. .

Dem.Sea gzP-> F' * <x¡,...,x.; w'>, definido sobre los generado­
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res de F en la forma:

g(x¡) = p'(x¡), 1<ï<s, donde p' es la proyección canónica so:

bre <x1,...,x.; w'>.

g(x¡) = y¡__, s+1<i<n.

Puesto que g(w) = p'(w') = 1, g induce un morfismo E de G en

F' * <x¡,...,x.; w'> tal que g = Ep.

Reeiprocamente, sean:

hle‘ * G, definido por h¡(y|) = p(x¡+'), 1<i<n-s

h22<x¡,...,x.; w'> * G el morfismo inducido por la aplica­

ción xi * p(x¡), 1<i<s.

Por propiedad universal del producto libre, existe un único

morfismoh: F'* <xl,...,x.; w'> *'G tal que h/F' = hl y

h/<x¡,...,x.; w'> = hz.

Es inmediato verificar que E y h son morfismos reciprocos, lo

que prueba el lema.

Ahora bien, un grupo de dualidad de dimensión mayor o igual

que dos no puede ser producto libre no trivial de grupos [3, cor.

1.5, p. 107]. Puesto que <xl,...,x'; w'> no es trivial, debe ser­

lo F‘, en cuyo caso n=s. En definitiva, podemos asumir que w in­

volucra a todos los generadores.

Resumiendo, de ahora en adelante supondremos que w es una pa­

labra ciclicamente reducida en el grupo libre de rango mayor o i­

gual que dos, que involucra a todos los generadores, y que no es

una potencia potencia propia.

Sea entonces F libremente generado por (x¡)¡<¡<h. Una T-tnanó­
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¿anmación sobre F, es un automorfismo t de F, definido sobre los

generadores en la forma:

1) Existe un indice k tal que t(xk) - xk.

2) Si i#k, t(x¡) es alguno de los siguientes elementos:

° ° 6x°xx_°xkxl’xlxk klk’

e = 11 (xk se dirá 1a valuiable datinguida de t).

Es claro, a partir de la definición, que t e Aut(F) y que t"l

también es una Tvtransformación con variable distinguida xk. Ob­

sérvese además, que el número de dichas transformaciones es fini­

to.

Si w e F, diremos que w es minimal si, y sólo si, para toda

T-transformación t se verifica L(w) < L(t(w)).

Podemosdefinir en F la siguiente relación de equivalencia:

dos palabras reducidas w y w' son Tvequivalentes si, y sólo si,

existe una sucesión finita de T-transformaciones,tl,...,t., ta­

les que w‘ = t....t¡(w). Notaremos T(w) a la clase de equivalen­

cia de w.

Si w e F, evidentemente existe G e F tal que L(í) =

= min {L(w')/ w' e T(w)}, y claramente, G es minimal. Resulta en­

tonces que por sucesivas aplicaciones de T-transformaciones, pue­

de obtenerse, a partir de w, una palabra minimal. Será llamada

una ¿onma minimal de w. Dicha forma minimal no es única, pero

Shenitzer ha demostrado [11, cor. p. 276]que dos formas minima­

les de w involucran el mismonúmero de generadores y tienen la

misma longitud.

Veremosahora comointervienen las T-transformaciones en la
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determinación de la dualidad.

TEORBMA(3.2). Sea G = <x¡,...,xn; w>. Entonceó G ¿A un gaupo de

dualidad de dimanóión do4 ¿¿, y ¿dio AL, cualquiea ¿cama minimal

de w involucaa todo¿ Los geneaadoaeó.

En paaticuiaa, ¿i w ¿4 m¿n¿mal, G es un gaupo de dualidad de

dimenóión doA.

Dem. Obsérvese que la última afirmación es consecuencia de las hi­

pótesis generales formuladas al iniciar este parágrafo.

Probemosen primer término la suficiencia de la condición. Ya

hemos visto que G es un grupo de dualidad de dimensión dos si, y

sólo si, H1(G,ZG) = 0. Si fuera HI(G,ZG) f 0, G se descompone como

producto libre finito de grupos de dualidad de dimensión uno 6 dos

[3,teor. 5.2, p. 121]. Comola hipótesis sobre w asegura la indes­

componibilidad de G [11, teor. 1, p. 277], basta probar que G no

es un grupo de dualidad de dimensión uno, ésto es, un grupo libre.

Ahora bien, si G es libre, w es un elemento pn¿m¿t¿vo de F, o

sea, w es miembro de una base de F. Existe entonces un automorfis­

mo g de F tal que, por ejemplo, g(w) = xl.

Sea a una forma minimal de w, y tl,...,t¡T-transformaciones de

l l(¡3). TomanF tales que G = tl...t'(w). Luego, x = g(w) = gtïl...t:

do longitudes, resulta que 1 = L(xl) < L(G), puesto que G involucra
por lo menos dos generadores, y entonces 2 < L(í).

Pero el teorema de Whitehead [9, teor. N.2, p. 166], afirma que

si u y v son elementos de F, y h es un automorfismo tal que h(u)=v

y L(v) < L(u), existe al menos una T-transformación t que decrece

la longitud de u, es decir L(t(u)) < L(u). Aplicando el teorema a

. _ .- -l a n o a
la Situac16n u=w, v=xl y h = gtl ...t. , se contradice la minimaliv
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Reciprocamente, supongamos que G es un grupo de dualidad de di­

mensión dos, y sea Ü una forma minimal de w. Existe entonces un au­

tomorfismo g (producto de T-transformaciones) tal que Ñ = g(w).

Queda inducido entonces, en forma obvia, un isomorfismo

g:G *’<x¡,...,xn; w>,

y, por las observaciones previas al teorema, Ñ debe involucrar to­

dos los generadores.

El teorema precedente, suministra un criterio explicito para

decidir si G es un grupo de dualidad de dimensión dos, pues existe

sólo un número finito de T-transformaciones, y en consecuencia,

es posible determinar una forma minimal de w. El siguiente ejemplo

ilustrará la situación en un caso concreto.

EJEMPLO

El grupo fundamental de una superficie compacta, orientable,

es un grupo de dualidad de Poincaré, orientado, de dimensión dos,

pues dicha superficie tiene el tipo de homotopia de un complejo de

Poincaré [12, p. 215]. Mostraremos a continuación, que el teorema

3.2 brinda una demostración puramente algebraica de tal hecho.

Untal grupo, correspondiente a una superficie de género h,

es un grupo definido por una relación, que admite la presentación

1.G = <x¡,...,x w>, con u = [ I [x l,xl<i<h 21- 2|zh’

Probaremos que u es minimal en el grupo libre F en 2h generado­
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res. Puesto que L¡(w) = 2 V i, es suficiente probar que Ll(t(w))

es mayor o igual que dos para toda T-transformación t. Comot(w)

pertenece a [F,F], sigue que Sx (t(w)) = 0, y siendo Sx (t(w)) de
l l

la mismaparidad que L¡(t(w)), resulta que L¡(t(w)) es par. Es su­

ficiente probar, entonces, que L¡(t(w)#0, o sea que t(w) involucra

a xl para todo indice i.

Sea xll la variable distinguida de t. Si i#k, t(w) involucra a

xí, pues de lo contrario, xl no aparecería en w = t'l(t(w)), ya que
-l . . . . . .

t también es una T-transformación con variable distinguida xk,

lo que es una contradicción

Debemosverificar entonces, que t(w) involucra a xk. Este últi­

mo símbolo, apareCe, exactamente, en un conmutador de w, digamos

c = [xl,xkl, jik. Comot(c) también es un conmutador, se tiene

Sx (t(c)) = Sx (t(c)) = 0, y siendo t(c)#1, debe involucrar ambas
l k

variables. Luego, la longitud silábica de t(c) es mayor o igual que

cuatro. Esto garantiza que t(c), y por lo tanto t(w), contiene un

\. r I q
factor de la forma x xtx‘, con r, s y q enteros no nulos. ComoxJ l

. . l
no aparece en ningún otro conmutador de w, sigue que xk no puede

ser cancelado al tomar la forma reducida de t(w). Luego, t(w) invo­

lucra a xk.

Sabemos entonces que G es un grupo de dualidad de dimensión dos.

Nuestro próximo paso es probar que G es de Poincaré. Su módulo dua­

lizante, H2(G,ZG), puede calcularse, comovimos en el parágrafo an­

terior, por el cociente ZG/D(G). Comosiempre, sea al = p(x¡).
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Puesto que w e [P,F], d/dx¡(w) e I(F), por lema 1.13. Luego,

p(d/dxl(w)) e I(G) V i, y en consecuencia, D(G) C I(G). Probaremoa

la igualdad, para lo cual bastará probar que ai-i e D(G) V i.

Unsencillo cálculo, muestra que valen las igualdades:

a¡—1= p(d/dx¡(w))(al-1) + p(d/dx2(w))a2

az-l = p(d/dx¡(w))(az-alaz-1) + p(d/dx2(w))(a2-a:),

es decir, al-i y az-l están en D(G). Además,

glldx3(w)_= [xl ,led/dx3 (lx3 ,x41) = ([xl ,le-il)d/dx3 ([x3 ,x4_]) + d/dm:3(ht3 ,x41).

Luego, 5' (d/dxa (w)) = '(lal ,a11-1)13(d/dx3'(Lx, .x4'] )) + 5(d/dx3 (lx3 ,x‘] )).

. _ l-I -l ol I-l -l I-l -1
Ahora bien, [a¡,a2]-1 - (a¡--1)(azal a2 -al a2 )-l-(a2-1)(al a2 -a2 ),

que pertenece a D(G). Entonces, p(d/dx3([x3,x4]) e D(G), y análo­

mente¿(d/dx4([x3,x,l)).

Procediendo en la misma forma que en el caso i = 1,2, obtene­

mos que a3-1 y a‘-1 pertenecen a D(G). Repitiendo el proceso, se

llega al mismoresultado para el resto de los generadores.

Entonces,.H1(G,ZG) 2 ZG/D(G) = ZG/I(G) z Z, y G es un grupo

de dualidad de Poincaré de dimensión dos. Claramente, G actúa en

forma trivial sobre ZG/I(G), luego G es orientado.

Seguidamente, estableceremos un criterio para decidir la mini­

malidad de una palabra w en el grupo libre de rango dos. Esto per­

mitirá, a partir del teorema 3.2, caracterizar completamentelos

grupos definidos por una relación, de rango dos, que son grupo de
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Sea entonces F generado por x¡,x2, y w e F una palabra cicli­

camente reducida que involucra ambos generadores. Consideraremos

a
su expresión silábica, w = I I xv', s>2.l<l<| l

A efectos de estudiar la minimalidad de w, podemos suponer

que s es par. Precisamente, siendo w ciolicamente reducida, si s

es impar se deberá tener vl=vly sg(a¡)=sg(a'). Sea t la T-transfor

—l‘(ll) z xtfllj)mación de F definida por t(z) = xv . . v zeF. Aplican­
1 1

do lall- veces el automorfismo t a w, obtenemos:

lall - l al al al+al
u = t (w) = x .w.xv = ( I l xv )xv ,1 1 2<1<.-1 l s

que tiene longitud silábica s-1, pues al+al al 0 por ser sg(a¡)=sg(a.).

Afirmamosque w es minimal si, y sólo si, u lo es.

Supongamos que w es minimal, y sea ü una forma minimal de u.

Existen entonces T-transformaciones t¡,...,t de F, tales quell

la l
— = _ l ­u tn...t¡(u) - tn...tlt (w). Por lo tanto, u también es una

forma minimal de w, y debe ser L(5) = LCw).

Sl calculamos la longitud de u, obtenemos (teniendo en cuenta
que Sg(al)=sg(a.)):

L(U)= z ¡al +la+al = E ll g al’<'<'-' ‘ KK.-. I “ad +Ia,r su"),

u- En forma s' ‘imilar, se demuestra 1a reCïProca.
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Supondremos entonces que s es par.

Sea p = 1,2. Introducimos las siguientes definiciones:

c:(w) = card({1<i<s/ v. =p y sg(a¡_¡ )=sg(a¡+¡ )=sg(a¡ )})

c;(w) = card({1<i<s/ v¡=p y sg(a¡_l)=sg(al+l)=-sg(a¡)})

cp(w) = c:(w) - c;(w) + 1/2(6pvlsg(ala1) + 6pv.sg(a!_¡a.))

(obsérvese que cp(w) es de la forma m/2, m entero impar).

TEOREMA(3.3). La paiabna w ¿á minimal ¿¿, y ¿610 ¿¿,

sg(a¡)sg(cp(w)) + sg(a.) QLq(w) > (E:í) + lcp(w)| + í
2 2

pana p#q.

Dem.A efectos de simplificar la notación, supondremos vl=p. Co­

mo s es par, resulta que vl=q, y por lo tanto, cp(w) = c:(w) e

- cp(w) + ¿sg(a1a2).
2

Se t la T-transformación definida por t(xp) = xp y tUK‘l)==x;xq,

e=11. Calcularemos la longitud de t(w). Comot no introduce símv

bolos xq, se verifica fácilmente que Lq(t(w)) = Lq(w). Es sufi­

ciente calcular entonces Lp(t(W)), y a tal fin, analicemos la foÉ

ma silábica de t(w).
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a a a. . l­
1) Sl 1<1<s y vi=p, el factor xq 'xp‘xq"H se transforma en

( e )al -l l e a1+1 . .xpxq xp (xpxq) en t(w). Las p081bles reducciones, depen­

den de los si nos de a . 'g _¡ y a.+1 Concretamente, ai ai_l y a!+1 son

positivos, al se transforma en ai+e; si ambos son negativos, en

aí-e, y no cambia cuando tienen distinto signo. Podemosresumir las

tres posibilidades expresando que al se transforma en

a +
l %83(a1 1)(sg(a| a!+¡)+1)'

a a
. . 1 z

2) Sl 1:1, tenemos t(w) = xp (x;xq) ... Argumentando como en

1), a se transforma en al +l %(sg(az)+1).
a

3) Si 1<i<s y vl=q, el factor xqi se transforma en (x;xq) í.
+1

Es decir, t produce Ia¡l simbolos x; , uno de los cuales se agrupa

31-1 a1+1
siempre con xp 6 xP , según vimos en 1) y 2). En definitiva,

+1

en la forma reducida de t(w) se introducen lall-l simbolos x; .

al —¡ e al
u) Si i=s, t(w) = ...xP (xpxq) . Similarmente al caso ante­

+1

rior, el simbolo x; aparece lall-l(sg(a.)+1) veces en la forma re­

ducida de t(w).

Estamos ahora en condiciones de calcular L (t(w)). Usaremos el

siguiente hecho elemental: si r y n son enteros, n#0 y Lrl<1, se

tiene que |n+rl = lnl + sg(n)r. De acuerdo al análisis efectuado,

obtenemos:
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-l al +1 )+1) + lal + e(sg(a¡ )+1)l +ï1<i<s

v. =p

IL (t(w)) = EL + e.sg(a )(sg(a
p 1 .5- l-l a

4. z (l a¡I-1) + (la I - ¿(sgh )+1)) =
1<i<s ' 2 '
V| =q

= 1;; a¡| + %.sg(a¡_¡aI )(sg(al da! +1)+1) + lall +
Vl =p

¿Hgml )(sg(az )+1) + Z: (l all-1) + (la'l - ¿(3da. )+1)) =
2 1<i<s 2

V| =q

= Lp(w) + eggs ásgCal A al )(sg(al _la| +1)+1) + %sg(ala2 )) +

V. =P

sg(al) + Lq(w) - (fi) - ¿sg(a.)
2

E.
2 2

Deacuerdo-a las definiciones introducidas previamente, se tie­

ne:

L (t(w')) = L (w) + L (w) + ec (w) - (5-1) + 1(e.sg(a )-sg(a )).
P P q P T 5' l l

Análogamente, si t' es la T-transformación t'(xp) = xp y

t'(x ) = x x°, resulta:
q q p
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L (t'(w)) = L (w) + L (w) + ec (w) - (s-l) + (-e.sg(a )+sg(a )).
P P Cl P T l l

l
2

Demostraremos ahora el teorema. Supongamos en primer término

que w es minimal. Puesto que como ya señalamos, Lq no varia cuando

se aplica t o t', de las desigualdades L(t(w))>L(w) y L(t'(w))>

>L(w), se obtiene Lp(t(w))>Lp(w)) y Lp(t‘(w))>Lp(w).

Reemplazandoen las expresiones halladas para Lp:

Lq(w) + ecp(w) - (gáí) > (-e.sg(al)+sg(a.)) y
l
2

L (w) + ec (w) —(3-1) > 1(e.sg(a )-sg(a )).
q P T '2- l l

Ambas desigualdades valen para e=1 y e=-1. Si tomamos e =

= -sg(cp(w)) (nótese que cp(w) t Z, en particular es no nulo), te­
nemos:

Lq(w) - lcp(w)l - (Eli) > (sg(a¡)sg(cp(u))+sg(a.)) yl
2

L (H) - lc (w)l - (3-1) > -1(sg(a )sg(c (w))+sg(a )).
q P í l p I

Entonces:

L (w) —lc (w)l - (3-1) > llsg(a )sg(c (w))+sg(a ) ,
q . v ——- í l P i

como queriamos demostrar.

Recïprocamente, supongamosahora que la condición del enuncia­
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do es satisfecha. Si t es la T-transformación que aplica xp en xp

y xq en x;qu;° (conjugación por x;), afirmamos que L(w)<L(tGÜ),

independientemente de la condición. En efecto:

t(w) = x ( I I xv )x;°. Luego,

L(t(w)) =lal+el + z lall + 1 = lal + 2 [all + (e.sg(a )+1) =2<¡<. ‘ z<¡<. '

= L(w) + (e.sg(a¡)+1) > L(w).

En consecuencia, es suficiente probar que la longitud de w no

Il xdecrece cuando se aplican Tn transformaciones del tipo t(xp) p
G 0

y t(xq) - xpxq 6 qup.

Sea t del primer tipo. De las fórmulas halladas para Lp(t(u)),
sigue que:

L (t(w)) - L(w) = L (w) + ec (W) - (5-1) + 1(e.sg(a )vsg(a )5 >
P P ‘l P —2- ï l l

> lc (u)l +ec (w) + ¿Isg(a )sch (w))+sg(a ) +P P 2 1 P a

+ ¿fie.sg(al)—sg(a.)), por hipótesis
2

Consideremos los dos casos posibles:
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1) e = schp(H)). Entonces:

Lp(t(w)) - Lp(w) > 2lcp(w)l + ¿lsg(a¡)sg(cp(w))+sg(a )| +
2 I

+ (sg(a¡)sg(cp(W))-88(al)) > Osí
2

pues lcp(w)| > 1 y ¿(sg(a¡)8g(c (W))-8g(a )) > -1
2 2 ' '

2) Si e = -sg(cp(w))a

Ib(t(w)) - L (w) > 1!sg(a )sg(c (w))+sg(a )I - 1(sg(a )sg(c (w))+sg(a )) > 0.
P 2 l P i í l p I

El caso t(xh) = xhx; es muy similar. Luego, w es minimal.

EJEMPLO

En [3, ej. 2, p. 121], se demuestra que el grupo G =

l
<x¡,x2; xlex; xïz> es un grupo de dualidad de dimensión dos. La

demostración ¿e apoya en el hecho que G es un grupo resoluble, lue­

go indescomponible (en el sentido de que no es producto libre de

grupos no triviales), Veamoscomoel teorema 3.3 permite probarlo

sencillamente. Basta probar que w = xlexílxïz es minimal.

En este caso se tiene 3:“, c¡(w) = cz(w) = l. Entonces:
2

s-1 + lc¡(w)l + 4.5g(al)sg(c¡(w))+sg(a‘) = í + l = 2 = L2(w)2 2 2 2
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_s-_1+ lc¡(w)l + _1_|sg(a¡)sg(cz (w))+sg(a4 )| = 2 < L¡(W) = 3
2 2

Por el teorema, w es minimal. Luego, G es un grupo de dualidad

de dimensión dos.

a

COROLARIO(3.a). Sea G = <x¡,x I I xv'>, s>2. En cuatquLena;
’ |< ¡< . 1

de Zaó ¿iguáenteó ¿Átuacione¿, ¿ó un gnupo de dualidad de dimen­

Aión doA.

i)lail >2 Vi.

ii) sg(al) = sg(aj) V i,j y Lp(w) > s, p = 1,2.

iii) sg(a¡) = sg(a¡_H) V i y Lp(u) > a, p = 1,2.

Dem. Probaremos que, en cualquier caso, w es minimal.

i) Siempre valen las desigualdades:

o < c+(w) < 3-1 , o < c’(u) < 3-1
P ï P í

—1< 1(6 sg(a a ) + 6 sg(a
2 ï pvl 1 2 pv. ¡-1

a))<¿
' 2

Entonces, —(s—1)< cp (w) < s-1, es decir que lcp (HM < sv-1
2 2 2

= s. Luego:Además, en este caso, L (w) = z la] > 2s
Q i —

v| =q 2

lc (w)l + (3-1) + 1lsg(a )sg(c (w))+sg(a )| < ME) + 1 = s < L (w).
p 'ï_ í l p ' 2 q



ii)Aquï se tiene cp(w) = s-1 y Isg(al )sg(cp(w))+sg(a. )| = 2.

Por lo tanto,

lc (w)| + (5-1) + 1lsg(a )sg(c (w))+sg(a )| = s < L (w).
P T 5 ' " ' “

La demostración del caso iii) es muysimilar.
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SH GRUPOS DE DUALIDAD DE POINCARE, ORIENTADOS, DEFINIDOS POR

UNA RELACION.

Sea G = <x¡,...,xn; w>, un grupo de dualidad de Poincaré, orien

tado, de dimensión dos

PROPOSICION(u.1). w e [FJ] y D(G) = I(G).

Dem. ComoG es sin torsión, Z admite la resolución libre:

u' n v e0 * ZG * ZG * ZG * Z *'0

Siendo G un grupo de dualidad de Poincaré, orientado, hemos vie

to, en el parágrafo dos, que H2(G,Z) es cíclico infinito, donde Z

es considerado con G-acción trivial.

Tomando (ZRG ), y teniendo en cuenta que ZQGZG2 Z, resulta el

siguiente diagrama conmutativo:

donde g viene dado por g(1) = (e(d/dxí(w)))¡<¡<n.
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Entonces, Z j H1(G,Z) = Ker(1zQGu') f Ker(g).

Ahora bien, un morfismo de Z en Zn es nulo o es un monomorfis­

mo, lo cual en este caso significa que g = 0. Por lo tanto,

e(d/dx¡(w)) = 0 V i. En consecuencia, d/dx¡(w) e I(F) V i, y por

lema 1.13, w e [F,F].

Además, puesto que p(I(F)) = I(G), sigue que p(d/dx¡(w))e I(G),

lo que implica que D(G) C I(G). Para probar la otra inclusión, ob­

servemos que I(G)/D(G) se identifica a un subgrupo de Z, via los

isomorfismos:

I(G)/D(G) C ZG/D(G) : H’(G,ZG) : Z,

pues G es de Poincaré. Luego; por segundo teorema de isomorfismo:

N N ZG/D(G) _ Z
Z _ ZG/I(G) _ I(G)/D(G) _ I(G)/D(G)

Entonces I(G)/D(G) = 0, pues Z no es isomorfo a ningún cocien­

te propio.

B1 siguiente teorema, caracteriza el conmutador de G.

TEOREMA(u.2). [G,G] ¿A un gnupo Libne. SL n>2, el nango de [G,G]

¿ó ¿n6¿n¿to.
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Dem. Sabemos que w e [F,P]. Entonces, por proposición 1.9, el con­

(r)) I'
. (r) l _ .
Junto (a , a = I lal , es un Sistema de representantesreZn l<l<n

de coclases de G, módulo [G,G]. En particular, dicho conjunto es

una base de ZG, como [G,G]-m6dulo a izquierda.

Por el teorema de Stallings-Swan, [G,G] es libre si, y sólo

si, tiene dimensión cohomológica menor o igual que uno. Por hipó­

tesis, G tiene dimensión cohomológica dos, luego, cd([G,G])<2.

Entonces, bastará probar que H2([G,G],A) = 0 para todo [G,G]­

módulo a izquierda A.

Aplicando el lema de Shapiro In, prop. 2, p. 99] y la dualidad

de G, obtenemos sucesivamente:

H’([G,G] ,A) 'z H’(G,Hom (ZG,A)) z H (G,ZaHom (ZG,A)) -:
[0,6 ° 6,6]

Hom (ZG,A)
[6,6]

z H (G,Hom (ZG,A)) 2
° [c,c] (Hom (ZG,A))I(G)

[6,6

Debemos probar que Hom (ZG,A) = (Hom (ZG,A))I(G). Conviene
[6,0] [6,6]

recordar comoes la G-acción a derecha sobre el módulo co-induci­

do de A: si x,y e G y f e Hom (ZG,A), entonces fx(y) = f(yx—l).
6,6]

Sea, entonces, hzlG * A un morfismo de [G.G]—m6dulos a izquier
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da, que queda completamente determinado por los elementos

(h(a('))), reZn. Definimosh°:ZG->A, sobre la base, en la siguien­

te forma:

r
r -22: h(( Í I a¡')ak) si r >0

1<k<rn 1< l< n-l ' n n

h°(a(r))

r
IE: h(( I l all)a:) si rn<0

t rn+1<k<0 1< l< n-l

Afirmamos que h ' h°(an—1). Bastará mostrar que ambos morfismos
. . ' (r) .c01nc1den en los elementos de la base a . Con81deraremos tres

casos:
r

i) rn=0, es decir, a(r) = [ I al . Por definición, h°(a(r))1< I< n-1
:0,

luego, (hoan-ho)(a(')) = hoan(a(')) = h°(a(').a:l) = h(a(')).

ii) rn>0
r r -1

(hoan-hona‘”) = ho(( ‘[—r al)ann| )-h°(a(')) =l<l< n-l
_ r r

= z h((T‘T a¡')a‘)+zh((fiali)ak)
iG‘rn-i n< ¡< n-l " 1<<<rn 1<|<n_1 "

h(a(!)).

iii) r <b.
l'l
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r r —1 r r
(hoan-ho)(a(')) = h°(( ‘I_I' a¡' )an" )- hau T—I' a¡' )a ") =14%-; nach: "

I" I"

:2 h((_Í_]_a¡l)a:)- z h((Ï_Ï-a¡l)a:)‘-=
rn4<<0 14 61-1 rn+1<<<0 ¡Q <n-1

= ma") ).

Por consiguiente, h = ho(an—1) e (Hom (ZG,A))I(G), y Pe­
G,G

sulta H’([G,G],A) = o.

En la proposición 1.9vi), se probó la exisfencia de la suce­
sión exacta:

S n

1 * [G,G] *'G 4’2 * o,

lo que permite describir a G como extcnóión de un guapo Libne (en

genenal, no conmutativo) pon un gnupo abci¿ano Libne de nango n.

Si n>2, G no es abeliano [8, prop. 5.2u, p, 108], luego [G,G]

no es trivial. Si [G,G] fuera finitamente generado, G resultaría

extensión de un grupo de dualidad de dimensión uno por un grupo de

dualidad de dimensión n, luego, por [3, teor. 3.5, p. 11H], un gru­

po de dualidad de dimensión n+1, lo que es absurdo, Bn'consecuencia,

[G,G] es libre de rango infinito.

En lo que sigue, consideraremos la situación n=2. Comocaso
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particular de grupo fundamental de una superficie, para h=1 resul­

ta que ZOZ= <x¡,xz; [xl,x:]> es un grupo de dualidad de Poincaré,

orientado, de dimensión dos . Probaremos, precisamente, que es el

único.

Si <u1,u3> denota el grupo abeliano libre de rango dos, el

diagrama conmutativo

F—‘><ul ,u2>
S

p \ / s_ (src:i)=u¡),
G

induce el diagrama conmutativo, de morfismos de anillo:

6

Z‘f‘—>Z<ul ,uz>

V.
Z

La demostración se desarrollará a partir del siguiente esque­

ma Puesto que ya hemos probado que D(G)-= I(G), la imagen de am­

bos ideales de ZG por el morfismo g; debe ser la misma en

Z<ul,u2>. Este es equivalente a afirmar que el ideal de Z<u¡,u2>,

generado por 9‘(d/dx¡(w)) y g¡(d/dx2(w)), debe coincidir con el

ideal de aumentación. Esta última condición, necesaria pero no
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suficiente, nos permititá caracterizar w, comopalabra en los ge­

neradores de [F,F]. Finalmente, usando el teorema u.2 obtendremos

el resultado.

Recordemos que [F,F] está libremente generado por la familia

. m n —l'l -( m+l)(c , Slendo c = x x x x x
m,n 1 2 lm,n)(m,n)¿z2 El elemento w

n#0

puede expresarse, entonces, comopalabra reducida en un número fi­

nito de generadores (cm n ), 1<i<r, en la forma:1’ l

. 3 . a .
(Sl (m,n)eZ , Si“,n 1nd1cará la suma exponenc1al, en [F,F], corres­_.

pendiente al generador cmn).

LEMA(M3). s¿ 1:1,2,

g! (¿l/dxi (un = 1;! Smk’nk(H) El (d/dxl (.cmk.nk))

Dem.Aplicando las fórmulas generales para la derivada de un pro­

ducto, obtenemos:

e e

d/dxí (w)) = 2 ( l I c " ) d/dxl (c’ ) =
I l<l<l l<hQ-l mv 'nv mv 'nv

h h J I

z ( eh ) %(ej-1)= e I I c c d/dx (c )
¡(Ku j l<h(]—l mvh'nv mv ' nv l mv 'nvh I I l l
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Luego, usando que [F,F] = Ker(S‘), tenemos:

:(d/d (wn = Z e 5 (d/d (c )) = ( >E(d/d ( )) =
D‘ x' '1<I<-‘ ‘ x‘ “Lime, 14;: ¿(a ‘ x' cfl'nk

= Smkflï(w)sx(d/dx¡(cmknk)LB A

Nuestro próximo paso es calcular S¡(d/dxi(cm n)). Si q e Z,

a(u¡,q) denotará el siguiente elemento de Z<ul,u2>:

1+u¡+...-I-u;'”l si q>0

a(u¡,q) =

-(u:l+...+u:) si q<0

Claramente, urei = a(ui,q)(u¡-1).

LEMA(4.4). SL (m,n) e ZZ, valen Laó 66nmuta¿:

"51(d/dxl(cm.n_)) = uTa(u2,n)(u2-1)

g¡(d/.dx2(cm'n.)) = -uTa(u2,n)(ul-1)

Dem. Supongamos que m>0. Entonces,

l mn mn —n l: E _
d/dx¡(cm’n) xl + xlx2 xlxlex2 E x . Luego,0<l<m—l —(m+1)<¡<_1
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‘ l
s (d/dx¡(cm n)) = 2 u'l + u u: —um“ z ul =

x ' ' D<l<rn-l —(m+1)<|<.—1

l l'l'l n l

= E u1 + u u2 - E ul=o<1<m—1 O<l<m

m n ll'l m I'I m

- u u2 - u1 - u¡(u2-1) - ula(u2,n)(u2-1).

El caso m<0 es análogo.

Para la derivada respecto de x2, si n>0,

d/dxz(cm’IL - xlo<l<h-lx - XÏXZXI-n<f<;l Luego,

g‘(d/dx2(cm.n')) = uloqinlu; —uT‘HuZ-qqïiglu: =

: ul: E u; - ul l E u: =o<1<n-1 o<1<n_1

= uTa(u2,n)(1-ul) = -uÏa(u2,n)(ul—1).

El caso n<0 es similar.

Z s
¡<¡<, "‘1'

m
1

Sea a - nl(w)ul a(uz,n¡) e Z<ul ,u2>. Entonces, en for—

ma inmediata a partir de los dos lemas precedentes, se obtiene el

siguiente
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COROLARIO(u.5). g¡(d/dxl(w)) = a(u2-1) y g‘(d/dxz(w)) = -a(u‘-1)

Determinaremos a continuación, la estructura de w comopalabra

en los simbolos cm n, a partir de la dualidad de G.,.

PROPOSICION(u.6) w ¿atiáóace alguna de Laó ¿Lguienteá condicioneóz

L) Exióte un indice q, 1<q<r, tal que:

S .níw) = +1

S (w) = 0 V i#q

'LL) Exióten Lndice¿ q y t, 1<q,t<r tai que:

sm ¡D(W) = -Sm ¡D(W) =
q q. Í t

m =m y n‘=nqÏ1q t

Smi’nfw) = 0 V 1#q,t

Dem. Puesto que debe ser D(G) = I(G), sigue que S_(D(G)=S.(I(G) =

= I(<u¡,u2>), lo que equivale a decir que S¡(d/dx1(w)) y
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Sl(d/dx2(w)) generan el ideal de aumentación de Z<u¡,u2>. Existen

entonces, elementos dl, e Z<u¡,u¡> tales que:

a o
ul-l = d¡¡S‘(d/dx¡(w)) + dIzS¡(d/dx2(w)) =

= d¡¡a(u2-1) - dl2a(u¡-1) = a(d¡¡(u2-1)-dlz(ul-1)),

y análogamente, uz-i = a(d2¡(u2-1)—d22(u¡-1)).

Sigue entonces que a divide a ul-l y uz-l. En consecuencia,

por corolario 1.8, a es una unidad en Z<ui,u2>, luego, existen
s s

enteros 81,82 tales que a = Ïulluzz. Según la definición de a, po­

demosescribir esta igualdad en la forma

E : mi z : ml sI s2Sm n(u)ul a(u¡,n¡) + Sm n_(u)ul a(u¡,nl) = tu] u2 .
_hÚfÚ i' 1 3416 1’ 1
nl >0 nl <Ó

Afirmamos que Sm .nfw)=0 V i tal que ni>0 6 Sm . n(w)=o v i
l l

tal que n¡<b. En caso contrario, podemoselegiruindices h y j ta­

les que

n = máx {ní/ n¡>0 y Sm n(¡09‘01
1’ l

n = mín {nl/ nl<D y Smi.nfw)#0}

En el desarrollo del primer término del miembrode la izquier­
m n -1

. n h .
da, el monomioul u: aparece exactamente una vez, y con coefi­
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ciente Sm n(w), pues en otro caso, existiría un indice i#h, con
h’ h

mh nh-l ml k

Smi’nÍW)#0 y ul ua ul un, 0<k<n.-1. Luego, mh=ml y nh-1=k,

lo que implica nh=k+1<n¡.Por definición de n , resulta que n =nh h l ’

y por lo tanto, i=h, lo que es absurdo,

Análogamente, en el desarrollo del segundo miembro, el monomio
m n

uiiuziaparece una sóla vez, y con coeficiente Sm n(w), no nulo.J'J
Comoambos monomiosno pueden cancelarse por ser sg(nh-1)#sg(nl),

se llega a una contradicción,

Supongamos, por ejemplo, que Sm n(w) = 0 si ni<n. Se tiene:
1’ l

E ml 81 sz1<i<rsm¡.an)ul “(uz’ni) = Ïul uz '
n >o

1<i<r I’ 1
n >0

l

m n m s -s +1 s s

É :S n(w)u iuni v E LSm n(¡Un!| = +(u lu:2 -u1lu22)
1<i<r ml’ I l 1<i<r 1' l
n >0 n >0

Si c es el número de índicea i tales que Sm n_(w);€0, en el
1’ 1

miembro de la izquierda aparecen, por lo menos, c monomiosdistin­

tos no nulos. Luego debe ser c<2.

Si c=1, sea q tal que Sm.n(u)#0 y Smi.nfw)=0 para 1#q. Entonces:q q
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mq nq mq sl sz+1 sl s2
qu_n_‘(lw)(ul u2 -u¡ ) = Ï(ul u2 --ul u2 ), y claramente, esto se

verifica sólo si Sm n(w) = :1, s2 = 0 y n = 1, que es la condi­
q' q q

ción i).

Si c=2, sean q y t tales que Sm n(w) = O para iïq,t. Tenemos,
1' 1

mq nq mq mt n‘ mt sl sz+1 sl s2
sm ,n‘w)(u1 u: -u1 ) + sm ,nfiw)(u1 uz 'un ) = Ï(u1 uz -u1 uz )

q q t t

Como (mq,nq)#(mt,n'), debe ser mq=m‘ y Sm ’nfiw)+8m 'nfw) = 0.
q q t t

mq q q nt sl sz+1 sl sz
Luego, Sm 'n(w)(ul u2 —ul u2 ) = ¿(ul u2 —ul u2 ), lo que impli­

q q

ca que Sm n(w) = :1 y n‘ = n :1, que es la condición ii).
qu 'q q

El caso Sm n(w) = O Vi tal que n.>o se resuelve en forma aná­
loga. i l

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema principal

de este parágrafo.

TBOREMA(u.7).G z ZOZ. En ¿Ate caáo, w ¿A una penmutacion cícl¿ca

de [xl,x2] o de [x2,xl].

Dem. Notemos que la afirmación G z ZOZes equivalente a [G,G] = 1,

pues se tiene la sucesión exacta

S

1 ->[G,G] ->G -»' zoz ->o

Por proposición 4.6, sabemos que w satisface las condiciones

i) 6 ii). Supongamos,en primer término, que vale i), y que se tie

mne, por ejemplo, nq=1 y S
q
.n(w) = 1.

q
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Por teorema “.2, [G,G] es libre. Sea H = [G G], y (2|)!EI un

sistema de generadores libre de H. Comosiempre, Sl indicará la

suma exponencial, en H, correspondiente al generador zi.

n. también es, por proposiciónEl conjunto (p(cm. ))(mJJEZh

1.9, un sistema de generadores de H. Aplicando p a la expresión

w - I I c j n , se obtiene:i¡<‘J< n mv v

e

1=p(W)= I l p(cm n)’
l<l<l vl’ vl

Sea ieI. Tomandola suma exponencial, se tiene:

eo=s(1)=S(IIp(c )’)=zes(p(c ))=
l i 1<J<s mv;an ¡su n j i mvl’nvj

= z (ze )S <P<c )> = É s (¡ns (-P(c )) =
¡‘kbr \,"=kj l mk'nk- 16hs: mk'nk i mk'nk

= sl (p(cmq.1)).

Entonces, puesto que S¡(p(cm 1)) = 0 ViEI, resulta queI
q

p(c ) e [H,H], por lema 1.2.m ,1
q

Si bel (m n)eÍ se tiene en F xbc x'b = c Pasando
y ’ ’ ’ l m, n. l m+b,n.'

. b -b _ : = :­
al coc1ente, alp(cm'n_)al - p(cm+b.m). Tomando m mq, n 1, b mq

y usando que [H,Hl es un subgrupo invariante de G, obtenemos:
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m

p(c ) = a qp(cm )a¡q,1 e (H,H].

Si neZ, es inmediato verificar que vale en F la relación

n —n -l n -n = -l
xzco ,lxz. - co ,n-H (co ,n) ' Luego, azp(co ,1 )a2 l)(co.n+l )p(co,n) ’

es decir, p(co ) E p(c° n) ([H,H]) VneZ.,n +1

Ahora bien, p(co ) ¿[H,H] y p(co ) = 1 e [H,H]. Un simple,1 a

argumento inductivo, prueba entonces que p(co n) e [H,H] V nez, y

conjugando nuevamente por aT, resulta que p(cm n) = a?p(co n)a:m

está en [H,H] v (m,n) e z’.

Hemosdemostrado que [H,H] contiene un sistema de generadores

de H, lo que implica [H,H] = H. Siendo H un grupo libre, esto sólo

puede suceder si H = [G,G] = 1, como queriamos demostrar.

Finalmente, supongamos que w verifica ii). Comoen el caso an­

e

terior, aplicando S. a la relación 1 = I I p(cm n ) J, obtene­
1< J< n h’ W

mes S¡(p(cm ’ng) - S¡(.p(cmq )) = 0 V i e I..n +1
q q

-m-] .
Luego, p(cmq'n:p(cmq.nq+1) e [H,H]. Conjugando por al q, re­

)sulta p(co,nq)p(c0’nq+1) e [H,H]. Comop(co’nq.co’nq+1

n -n
q

= a p(c°.¡_)a2 q, se concluye que p(c°.L) e [H,H], y podemos ahora
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proceder comoen el caso anterior.

Entonces, G 2 ZOZ.

Veamos que w queda completamente determinada. Obviamente,

ZOZ2 <x¡,x [x¡,x2]>, y la identidad de F induce un epimorfismo2;

g:<x¡,x2; [x¡,x2]> * G, pues p([x¡,x2]) es una relación en G.

Ahora bien, como todo endomorfismo suryectivo de ZOZes necesa­

riamente inyectivo, se deduce que g es un isomorfismo. Entonces,

por teorema de conjugancia de grupos definidos por una relación

[9, teor. u.11, p. 261], w es conjugada a [x¡,x2] 6 [x2,x¡]. Sien­

do ambas palabras ciclicamente reducidas, w es una permutación ci­

clica de [x¡,x2] 6 [x2,xl].

Si bien el problema de caracterizar los grupos definidos por

una relación que son grupos de dualidad de Poincaré, orientados,

de dimensión dos, no es resuelto en este trabajo cuando el número

de generadores es mayor que dos, comocontribución al intento de

probar que un tal grupo es isomorfo al grupo fundamental de una suv

perficie orientable, es interesante el siguiente resultado

PRDPOSICION(4.8). Sea G = <xl,...,xn; w> un guapo de dualidad de

Poincané, on¿entado, de dimenóión do¿. Entonceó n c4 pan.

i i
Dem.Sean Crl,...,er los generadores de [F,F]involucrados en w,

I q
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donde, recordemos, si deZIl y 1<i<n-1,

cl _ dl dn 'dn ’dl+1 '(d¡+1) "d_ x ...xn ...X.+l ..-xl

(La suma exponencial, en [F,F], correspondiente al generador c;

será notada Sd¡).

Comoen el caso n=2, puesto que D(G)=I(G), el conjunto

(S¡(d/dxj(u)))¡<>l< n debe ser un sistema de generadores del ideal

de aumentación I(<u¡,...,un>), que, por supuesto, está generado

por los elementos ulvl, 1<i<n.

Nos proponemos estudiar la expresión de E'(d/dxj(w)) como com­

binación lineal de dichos generadores. A tal fin, necesitaremos el

siguiente

LEMA(u.9). Sean dez", 1<i<n-1, 1<j<n. Entoncu:

0 si j<i

‘ l du
S (d/dx¡(Cd)) = (- Í l ull )a(u,,dj) (ui-1) si j>ix 1< h< 1-1

d

:ï:(( l Í uhh)u(uk,dk)) (uk-1) si i=jk>1 1< h< ¡-1

La demostración, simple pero tediosa, es una aplicación ruti­

naria de las propiedades elementales de una derivación, y es muy

similar a la efectuada para el caso n=2 (lema u.u).
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Calculemos entonces SEM/dxJ (w)). Comoen el lema u.3, tene­

. . i
Slll(d/dx’ (w)) = E Srkilfufi! (d/dx, (Cr:)) '-'

a. í . i
= Z s .(. )s (d/ (c ")) + Z: s .(w)S (d/d (Cl‘)) =
1< rklk‘f ‘ dx) rx ¡< k<q rklk ' ¡a rx
ik< 3' g=j

r

= S .(w) (( [ I )a(u ,r ))(u. —1)*1< k<q rklk 1< h<j—:ï J k1 1k
i <j

I‘k

+ Es .(w)( ((T-I‘ ")a( , ))( 4)).r1 t>j 1<h<t—‘1uh u‘ rkt ut

Agrupme , obtenemos:

. JPk
s (d/d (w))¿1-2 s .(u)( | | l') ( ))( -1) +
‘ x) ¡<1 ï¡=i rkl I< h<J-l% a u] ,rkl ul

r
rr "h )

+2 ( z Srkj(w)( u¡I )m(ul,rkl ) (ul-1).i>l ik=j l<h<l—1

Sea A = (au) e Z<ul,...,un> la matriz de coeficientes. Cla­

ramente aH =0 Vj. Más aún, si j<i, se tiene:
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I‘

a“ = E Sr j(w)( I I uhkh)a:(1.1¡,rk) y
lik=j k 1< h<|-1

r
_ . kh

a =ZSr j(w)( I I uh )a(ul ,rkl) = -a“ ,“ ik=j x l<h<l—l

vale decir, A es antisimétrica. Ahora bien, si el conjunto

(S‘(d/dxj (w)))¡< K n genera I(<u¡,...,un>), existe una matriz

B = (b )e Z<u,...,u>n" tal que -1= z b ¿(d/ (v0),
Jl l n u] l<|<n Hz dx!

j = 1,...,n.

TomandoC = BA-I, Se obtiene la relación:

=o j: 1,001,110l< l<n

Pero en Z<u ,...,u >, si Z: d (u -1) = 0, entonces d está
l n l i il< l< n

en I(<u¡,...,un>) Vi. En efecto, sea k un indice cualquiera. Defi­

nimos g:<ul ,...,un> " Z=<u>como g(uk)=u y g(ul )=1 si iilk.

Si b e Z<u ,...,u >, podemosescribir b = e(b)1 + Z: b (u -1),
l n l l. l< l< n

por lo tanto, ab) = e(b)1 + g(bk)(u«1). En particular, resulta que

Ker(g) C I(<ul ,...,un>).

Aplicando .a la ¿relación -.z _ dl (ul -1), sigue que
1< 1< n

¿(dk)(u-1) = 0, y siendo Z<u> un dominio de integridad, ¿(dk) = 0.

Luego, dk e I(<ul,...,un>) Vk.

En nuestra situación seobtiene que c e I(<uI ,...,u >) Vi,j.llJl



. -— 'xn
El morfismo de aumentación induce un morfismo e de Z<u¡,...,un5

en Zn!" "x", debe ser É(C) = o., y puesto que C e I(<u¡,...;un>)

Entonces, 0 = É(BA-I) = É(B)É(A) - I, es decir É(B)É(A) = I. Luego

É(A) es inversible en ann, de donde det(E(A)) = :1.

Comoel determinante conmuta con É, se obtiene que e(det(A) =

= det(É(A)) = :1. En particular, det(A)#0, y siendo A antisimétri­

ca, se concluye que n debe ser par, como queriamos demostrar.
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