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INTRODUCCION

Para entender la naturaleza clásica del principio de equivalencia

fuerte, comenzaremosestudiando las teorías de la gravitación en el es

pacio-tiempo plano de la Relatividad Especial. En particular, usando el

principio variacional de mínimaacción, desarrollaremos la teoria esca

lar, vectorial y tensorial del campogravitatorio. En estas teorias,que

por otra parte no resultan satisfactorias, el campono tiene ningún sig

nificado geométrico. En cambio,en Relatividad General el Campogravita

torio es directamente el tensor métrico, el cual, tiene un significado

geométrico bien conocido, puesto que nos indica como debemos medir dis

tancias en el espacio-tiempo curvo. Por otra parte, con argumentos sen

cillos, mostraremosque estas teorias tienen serias dificultades inter

nas y que además, fallan por no predecir correctamente las tres experieg

cias clásicas de la Relatividad General, es decir,la precesión del peri

helio de mercurio, la deflexión de la luz por el sol y el corrimiento al

rojo. En generaL las teorias de la gravitación en el espacio-tiempo pla
(3)i

no desarrolladas por Whitehead(), Birkhoff(2), Belinfante y Swithart ,
4 5

Deser y Laurent( ), Thirring( ), Mavridés(6), etc. deben introducir hipé

tesis adicionales para explicar aquellas experiencias; en otras palabras,

ninguna de ellas es capaz de predecirlas en forma natural camo es el ca

so, en la teoría de Einstein. mas aún, las teorias planas de la gravita

ción no pueden satisfacer el principio de equivalencia,paro en cambiq,si

pueden las teorias que se desarrollan en el espacio-tiempo curvo, como
io

es el caso en la de Nordstrfinuj, Jordan(8), Thirry (al Brans y Dicke( {

Yilmaz(Minato .

Desde el punto de vista experimental puede argumentarse que las



mediciones del corrimiento al rojo gravitaciondl O la dilatación temng

ral gravitacional deben ser considerados comoexperimentos cruciales,

los cuales, escencialmente deciden entre los dos tipos de teorías, es
decir, entre teorías de la gravitación que se realizan en el marco del
espacio-tiempo plano o curvo.

En este trabajo nos vamos a ocupar más por los argumentos teoricoe
(¿Hs-16) . .

que experimentales para decidir entre ambosgrupos de teorias.

En afecto, estudiaremos con toda generalidad las teorias de campoque

pueden desarrollarse en el espacio-tiempo plano, tal que, la ecuación

de movimiento de una partícula en dicho campo se obtenga a partir del

principio variacional de minima acción. En ese caso, demostraremos que

el Lagrangiano de interacción entre partícula y campo es homogéneode

grado 1 en las cuadrivelocidades. Además, un estudio de la ecuación de

movimientopara Lagrangianos de interacción con estas caracteristicas,

nos conduce rapidamente a que las posibles teorias de la gravitación

compatibles con el espacio-tiempo plano no pueden satisfacer el princi

pio de equivalencia fuerte.

Vemospues, que la introducción del principio de equivalencia fue;

te tiene consecuencias muyimportantes no solo desde el punto de vista

experimental(iá)eino también, desde el punto de vista teórico, puesto

que en amboscasos excluye las teorias planas de la gravitación y nos

conduce sin más, a estudiar los efectos gravitacionales en el contexto

del espacio-tiempo curvo.

Para estudiar más a fondo la naturaleza del campogravitatorio,nos

proponemosanalizar cuales son las consecuencias de las ecuaciones de

movimiento de una partícula en un campo arbitrario (obtenidas claro es



tí, a travég del principio variacional de minimaacción) y del principio

de quivalencia fuerte. Por supuesto que no hacemosninguna hipótesis sg

bre la geometría del espacio-tiempo. En otras palabra; queremos ver si

el espacio-tiempo curvo resulta ser el lugar natural donde,el principio
variacional de minima acción y el principio de equivalencia fuerte no

conducen a ninguna contradicción en la ecuación de movimiento.

Después de una demostración extensa probamos que efectivamente, es

tas dos hipótesis conducen de una manera totalmente natural, al Lagrangi

no de la Relatividad General de Einstein para una partícula en prescen

cia de un campogravitatorio. Además, se ve claramente que le existencia

de dicho campo afecta la geometría del espacio-tiempo, tranflbrmándola en

rimanniana.

Viendo que las teorias curVas de la gravitación, son las únicas ca

paces de satisfacer el principio de equivalencia fuerte, adoptaremoslas

ecuaciones de Einstein para describir el campogravitatorio y analizare

moslos aspectos cuánticos del principio de equivalencia fuerte.

Los estudios anteriores nos muestran claramente que la teoría de

campos cuántica, que conocemos en el espacio-tiempo plano, debe generali

zarse al espacio-tiempo curvo para contener al campogravitatorio. Comoen

la actualidad no se observa una producción importante de partículas por

efecto de 1a expansión del Universo, resulta entonces,que los efectos

gravitatorios sólo tendrán un efecto importante en las cercanias de un

Agujero Negro, o a nivel cosmológico. Nosotros nos ocuparemos de este se

gundo aspecto y escencialmente estudiaremos la creación de particulas dg

bido a la expansión del Universo desde sus primeros instantes de vida

hasta la actualidad. Para ello, tomaremos el modelo cosmológico mas sen

cillo, es decir, el UniVerso en expansión de Robertson-Walker con super



ficie espacial plana. Además, si tenemos en cuenta que vamos B trabajar

con la teoria de CamposCuántica en el espacio-tiempo curvo, es eviden

te que el principio de equivalencia fuerte debe jugar un papel muyim

portante en el mecanismode creación de particulas a expensas del cam

po gravitatorio,puesto que dicho principio, no solo caracteriza el cam

po gravitatorio sino que también, es posible hacerlo satisfacer en las

teorías curvas de la gravitación(13),

Es importante destacar que en todo el siguiente desarrollo, el cam

po gravitatorio será tratado clásicamente, es decir que, en ningún mo

mento será cuantificado, mas aún, lo consideraremos como un campo exteg

no a partir del cual suponemosque se crean las partículas,de manera

que,cuantificaremos sólo el campoescalar y spinorial con el propósito

de calcular la densidad de particulas creadas de spin- 0 y i. Sin emb'¿

go, comomostró Hawking(i7) por argumentos heuristicos, es importante

resaltar que esta teoria semiclásica de campos, está limitada para tiem

pos de vida del Universo mayores que .10-43 seg. (es el llamado tiem

po de Planck) ya que, para tiempos menores el campo gravitatorio debe

ria cuantificarse. ,
Siguiendo el trabajo de Castagnino y Weder(i&)en el cual se intro

duce el principio de equivalencia cuántico para demostrar la implementa

bilidad de la teoria escalar, aplicaremos dicho principio,el cual postg

la que "localmente la teoria de camposcuántica en el espacio-tiempo

corvo se reduce a la teoria de campos en el espacio-tiempo plano" para

estudiar sus consecuencias cosmológicas en un Universo en expansión,

por efecto de la creación de particulas escalares neutras.
Exepto casos particulares (Universo estático de Einstein(ig)) sucg

de que en general el núcleo C5i para la ecuación de Klein-Gordon(gene

ralización de núcleo ¿X1) no está bien definido, puesto que depende de



la base que elegimos para desarrollar el campo( ), en consecuencia,tam
0)

troduce el principio de equivalencia cuántico (18-21) , dado que él pe};

poco lo estará el modelo de particulac es por esta razón que se ig

mite seleccionar un único ¿%.para cada superficie de Cauchy y por ende ,

un único modelo de partícula para cada superficie de Cauchy. En otras pg
labras, el principio de equivalencia cuántico nos permite elegir la base

que define el modelo de partícula sobre cada superficie de Cauchy. Luego,

existirá una transformación de Bogoliubov que relaciona ambas bases, la

cual a su vez induce una mezcla de los operadores de creación y aniquilg
ción, dando origen a una creación neta de partículas.

Dado que en general la solución de la ecuación de Klein-Gordon y la

condiciOnes iniciales que determina el principio de equiValencia cuánti

co no pueden obtenerse en forma exacta,serán desarrolladae.hasta segundo

orden en serie de potencias de la cantidad iyéu , donde, H es la constan
te de Huble yLA)es la energia de la partícula creada. Esta cantidad es

un parámetro fisico muyimportante porque ,representa la relación entre
1a longitud de onda asociada a la partícula creada con el radio del Uni
verso en ese instante.

Se verá también que la densidad de partículas escalares creadas es

proporcional a la curvatura del Universo. Además,mediante algunas apro

ximaciones sencillas mostraremos que el flujo de particulas creadas por

unidad de energía cinética y por unidad de ángulo sólido, sigue una ley

cuya dependencia con la energía cinética, coincide bastante bien con el

espectro obtenido experimentalmente para los rayos cósmicos difusos.X.y 3/
(22)de fondo .

En el último capítulo estudiaremoe la creación de partículas de

spin- i por un Universo en expansión del tipo Robertson-Walker con supe;



ficie espacial plana. Comoen el caso escalar, nuevamente aplicaremos el

principio de equivalencia cuántico para definir el modelode partícula.

Aunque vamos a trabajar con spinores de Dirac, veremos que es pcsible

tratar el problema de una forma similar al caso escalar, pero, debemos

destacar que los resultados obtenidos muestran claramente que la natura

leza de este proceso es totalmente diferente al caso escalar, ya que en

concordancia con el caso escalar, se obtiene una creación nula de partí

culas a primer orden en tks, pero,a segundo orden resulta que el princi
pio de equivalencia cuántica, conduce a un sistema algebraico incompati

ble para determinar el valor de los campos sobre la superficie de Cauchm

con lo cual, el modelode partícula no puede definirse. Esta dificultad

era de esperar ya que el principio de equivalencia fuerte impone 361°

condiciones locales sobre los campos y por lo tanto,no es verdad que po

damos extender a toda la superficie de Cauchy (como postula el principio

de e4uivalencia cuántica) los valores que deben tomar dichos campos. Pa

ra superar estas dificultades, en estos momentosestamos estudiando algg

nas formas alternativas del principio de equiValencia cuántico. Por últi

moestudiaremos el caso particular de partículas de spin i y masa nula

en resposo.



1. TEORIA DE LA GRAVITACIQfl EN EL ESPACIO-TIEMPO PLANO DE LA

RELATIVIDAD ESPECIAL

1.1 PRINCIPIO DE MINIMA ACCICN

Para obtener las ecuaciones de movimiento de las partículas en un

campo dado y las ecuaciones que determinan el campo, se parte del prig
, 00cipio de mínima aceión. Esto asegura que las ecuaciones sean covarian

te Lorentz, además, garantiza la existencia de un tensor energía-impul
(23)

so y su conservación. La acción S para el sistema formado por las
(24)partículas y el campoha de tener tres términos;

S: sP-f-SPC-i-Sc (101)

donde, Sp es la acción que corresponde a las partículas materiales ex

clusiv.mente y depende sólo de sus propiedades, de manera que, Sp es la

acción de la partícula libre, Spc ee la acción que depende de la interes

ción entre las particulas y el campoy por último Sc ee la acción que

depende únicamente del campo, vale decir:SC es la aC616" que correspon

de al campocuando no existen partículas materiales.

Las teorías desarrolladas a partir del principio de minimaacción

en el espacio-tiempo plano son de tres tipos,(5-25)según se considere qua

el potencial gravitacional es escalar, vectorial o tensorial. Cadauna

de éstas presentan sus propias dificultades y en consecuencia, todas e

llas fallan al no concordar con las tres experiencias clásicas; prece

ción del perihelio de mercurio, deflexión de le luz, y corrimiento al

rojo. Detodas ellas la mejor es la teoría tensorial, la cual, sin

09 Si el Lagrangiano es invariante de Lorentz



8

embargo, es internamente inconsistente. A continuación haremos un bre

ve comentario de las teorias escalar y vectorial, luego, estudiaremoa

en detalle las inconsistencias de la teoria tensorial. En este capítulo

nos limitaremos a estudiar los Lagrangianos más sencillos y naturales dg
jando para mas adelante las generalizaciones.

1.2 LA GRAVITACION COMO CAMPO ESCALAR

Sea ¡KHÏQIalínea de universo de una partícula de prueba en un

campoexterior, paremetrizado mediante eu tiempo propio S, entonces,

la acción de la partícula libre es:

aL. CK

Sp = 421 7L(s) 7L (s) "¿W ds (1.2)

.¿ . . . 4/2

donde: 745): dx‘(s%5=u‘ 3 ds: ('ZiKJXtdxk) y m ee la masa en
reposo. Por la anterior elección del parámetro ee ve que UÏaatieface

’Zíx ¿“(lx-.11 . Los indices serán subidos y bajados con el teneor mg]

trico‘z,cuya signatura es ( 1, -1, -1, -1).
¿Í término de interacción Spc entre la partícula y el campoes en

(5)el caeo más sencillo:

'K

{K

donde, ÏSes el campoescalar y-r es el teneor energía impulso de todos

loa camposno gravitacionalea y la materia presentes. Para una partícu



la puntual:

TKO”): m M 54(x"-7U'<s))d5(1.4)dé ds

donde, m es la misma masa que aparece en (1.2). Esto nos asegura que sa

cumpleal principio de equivalencia debil.

La acción del campo escalar SÉzviene dade,an el caso más senci

llo, porÉZB)

52’;¿í z“ á d‘x (1.5)

donde G es una constante y )¡=É;Í%. La ecuación da movimiento para la
partícula, se obtiene variando en la acción S las coordenadas de laa

partículas, es decir que, para asa variación daba ser:

¿5:o=á(sp+spc) (1.a)
análogamente, las ecuaciones que determinan el campo, se obtienen va

riando laa variables del propio campo, o aea que:

55:0:á(SPC-+SC> (1-7)

En el caso de que haya más de una partícula, la acción total del sia

tama se calcula sumandola acción (1.2) y (1.3), para todas las part;

culas.



Aplicando las ecuaciones que se deducen de (1.6) y (1.7) para el

campo escalar a un rayo de luz que pasa cerca del sol, se encuentra
(25)

que no se deflecta. En consecuencia, esta teoría del campogra

vitacional escalar debe ser descartada por no coincidir con los da

tos experimentales.

1.3 LA GRHVITACILN como CAMPO VECTURIAL

Consideremos ahora que el campogravitacional está descripto por

un potencial vector . Para construir la acción SV del sistema pa;
tícula-vector, observamosque la acción de la partícula libre Sp viene

dada por (1.2)} pero,como esta no depende del campo, eo'lo debemos medi.

ficar Spc y Sc. Sin embargo, estos términos son fáciles de escribir,
(25)porque , podemos usar como modelo la acción del campo electromagnético.

V
.L o. l: ' l [K (1.8)

Sáenzá-"Ï‘ X(S)ÏL(5)45+ Jdeftqul’x —Éïr FLKFdéx

que también, responde a un potencial vector Ac. De manera que, para un
25

campogravitacional vectorial ¿[se tiene le siguiente acción:( )

V

53.-, Ém5i¿(s)7¿L-(5)d5+5J‘. él. d‘ch {11?}, GW¿“du (1.9)3

donde, en el caso electromagnético:



° ’C 4 ‘ '

Luci) r. e 7C<5)es (7m 70(5)) j FÍ'K = AL)“ AKA (1 '10)
eh9c.

y en el caso gravitatorio:

ngz m 7Ï¿<b)54(7“'-’“"5’)j 6L<=égx“í<,í (1'11)
Si ahora a partir de le acción:

M ,

5C: l ¿“aL-ww {5€ omiófié

se calcula el tensor energia-impulso del campo:

T¿x_2á CL);_ ,¿LK (í (1.12)
95%

Se puede ver que usando "T44:: ¿í? (densidad de energia), la onda

gravitacional vectorial transporte energia negativa525)

De 10 Oxpueeto en ambas teorías, escalar y vectorial, se concluye

que no pueden ser aceptadas para describir el campogravitatorio.

1.4 LA GRAVITACION COMO CAMPO TENSÜRIAL

Acontinuación vamosa estudiar en detalle le teoria tensorial,

dado que ésta es 1a que arroje resultados mas parecidos e los predichos

por la teoria de la Relatividad General. Sus fallas escencialmente son

de dos tipos, la primera, es que el valor de la precesión del perihelio
25)de mercurio} 'es 4/3 del valor predicho por la Relatividad General y

la segunda, es que posee tres graves incansistencias internas, dos de



ellas bien conocidas; a) distinto grupo de Gauge para la ecuación de mg
5-25

vimiento y la de campá >b) incompatibilidad entre ambos grupos de g

cuaciuneáfls)y c) hemoshallado que el lagrangiano de interacción pro

puesto en esta teoría, no puede ser admitido en el espacio-tiempo pla

no donde se desarrolla la misma.

Para obtener la ecuación de movimiento de una partícula de pruebe

en un campotensorial, partimos de la acción de la partícula libre(1.2)
(5)mae la acción de interacción entre partícula y campo, esta última es:

T n

SPC :1 ájLfl.K TLK dl'f (1.13)

CK

donde, el potencial qñkes un tensor simétrico y 'T es el tensor ene;
'uc

gía impulso definido en (1.4), si ahora raemplazamos1-‘ en (1.13), ig

tegramos en todo el espacio-tiempo y luego,le sumamos(1.2) resulte:

T T 0'.

sF’+PC Z ‘SP-f-Spc : ÉmJ("Z¿K+(fl_‘)-x\7dd5 (1.14)

aplicando las ecuaciones de Lagrange:

¿(ari _ %-:D¡ Cf:%m(Z¡-K+I¡Yi‘x’" (1.15)ds 95" 9x“

se obtienen las ecuaciones de movimiento:



\
(/ZLIK+ lñx)í{+ r“PSL'1.9115- O (1.16)

donde:

FJSL‘:_1E (W¿(IS+SDS¿IP_LP¿S'C) (1.17)

Las ecuaciones del campo se encuentren minimizando la acción de ig
ST J oteracción pc mas la del propio campo c , esta ultima es:

SCT.1;ch d‘x
(26)donde; para hallar el mejor acuerdo con la experiencia,ea:

PK,“T ix? ‘ e

¿[a 1%"? ítfiïsetf " 275w LF + 2%, (¿SK- lfosïfPK” } (me)
entonces:

1' 1'
C Jr SC (1.19)

T.

Spa +C : SP

será mínima, para una variación arbitraria del campo KF. ól 1
\J< si y s o s

se cumplen las ecuaciones de Lagranges

9 ( QQT) __ QÏT_O (1.20)
___I _
;)x ¿)ïïg;e ¿Dqïx

donde:

T .

5€ : ÉfkTLK+ (1.21)



'11

' 1)
____—_ hagamos una Variación (gtpüse en las derivg

(ch
del campo y veamos cual es el cambio en el Lagrangiano, es decir:

Para calcular

das

‘32n6

por ültimo,simetrizando en (fx) se tiene que:

90€ J.
QLPLK€ azïré

reemplazando esta derivada en (1.20), se obtiene la ecuación que deter

l‘ P ¿K C {’C, ei j e ¡‘ ¿K t‘

{W LFt :¿z 20551311m (Lap/Malva»

mina el campo dada la fuente Ï_lK[X), ésta es:

¡ ¿Ki? 0K“. (¿l/K ¿ll'x ¿.K Se S e in;
f (-LP (9*?) +505 +2 #36” s/e ZM’UET (1'23)

Resumiendo,las ecuaciones fundamentales de la teoría tensorial,

son las ecuaciones de movimiento (1.16) y la ecuación de campo (1.23)

<1sz 4.m + ¡“esc72072 o

(1.24)

65K z le TTGTCK

dondq Giy< es el miembro izquierdo de (1.23). Comomencionamos ante

riormente, esta teoría predice un corrimiento del perihelio de mercu

riázfiue difiere en un 30 Z del calculado en Relatividad General. El ¿g

gulo que se deflecta un rayo de luz que pasa cerca del sol, coincide

con el calculado en Relatividad General. Con respecto a las ondas gra



vitacionales, las predicciones de esta teoría coinciden también con la

Relatividad General, ya que las ecuaciones de campode Einstein linea

rizadas son idénticas a las ecuaciones de campo (1.23)

1.5 INCÜNSISTEflQlAS INTERflAS DE LA TEORIA TENSORIAL

De las consideraciones anteriores, se desprende que la teoria ten

sorial sería una buena candidata para describir la gravitución, sino

fuera por sus inconsistencias internas. Estas dificultades las Vamosa
estudiar ahora en detalle.

a) Inconsistencia de Cauge: Dado que la ecuación de campo (1.23) es li

neal en el potencialtfi< (14(no depende del campo) admite entonces un
grupo de gauge, es decir que, si hacemos la sustitución:

La. __B. ¿K+ 8:,“ + 8.9; (1.25)
no cambia la ecuación de campo, por lo tanto podemos en principio exi

gir cuatro condiciones auxiliares sobre el potencial*%KJa que Bi es un
campovectorial totalmente arbitrario, pero, la ecuación de movimiento

(1.16) no es invariante frente al cambio Gauge (1.25), en consecuencia,

el movimiento de la partícula dependeria del Gauge que tomásemos para

resolver la ecuación de campo, como esto es fisicamente inadmisible (La

linea de universo de una partícula es única), entonces para usar el grg

po de ecuaciones(1.24) debemcs expliciter en que gauge les estamos re

solviendo.

b) Incompatibilidad entre la ecuación de movimiento y la ecuación de

campo: Si se calcula la divergencia del tensor G“<se encuentra que es
nula, en consecuencia:



(K
6 “:0: ibwsT‘flK (1.25)

se anula la divergencia del tensor energia-impulso, pero de (1.4) resqi
to que:

“3x: m dz‘kózde-‘ü9._ 571- #5005ds ds DX"

4 ' '
como eS (71-7419) depende de la diferencia 7C“-70(5) podemos reemplazar

—9_ por —9 cuando eeta' actuando sobre la función-5, notando
37€" 37075)

que:

dx"(s) 9 54(x-7L(s));_i ¿«(x-74(6))ds 9X“(5) de

noe queda entonces que:

TLK/K=-m iLiáÜx-uspdsz mfyzcó4(1_-f(5))d5(1.27)s

el último paso se obtuvo integrando por partes. _

De (1.27) ee ve entonces que, para que eo cumplo T‘K/KzOdebe ser ¿[:0
Esto significa que el-campo gravitatorio no afecta el movimientode le

partícula. Pero,esto contradice la ecuación de movimiento (1.16), le

cual fue obtenida de un principio variacionel. De aqui ee concluye que

l. teoria tensorial de la grevitación es inconsistente, porque , la e
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\ KK

cuación (1.23) requiare que T “(:0 , mientras que 1a ecuación (1.16)
la excluye.

c) El Lagrangiano de interacción propuesto no puede ser admitido en un

espacio-tiempo plano: para hacer una primera demostración de esta afir

mación, hallemos las ecuaciones de movimiento que se derivan del siguieg

te Lagrangiano, que no siendo totalmente general contiene sin embargo
el caso estudiado:

, s

¿E z Zu u‘ u" + HE) (1.23)

donde, F ss una función arbitraria que no depende del parámetro S y E

es un escalar de Lorentz homogéneode grado n en las cusdrivelocidsdes

UÏ, es decir que;

Q_E_ LU. z n Eau"
' K

Es clero, entonces, que para E=LPÚ<ulu y

(1.29)

F-(E)= E el Legran

giano (1.28) se reduce al (1.15) que hemos usado para obtener las ecqg

ciones de movimiento (1.16). Si aplicamos ehore les ecuaciones de Le

grange e (1.28), obtenemos:

02 ú‘+,i_ ¿(ar _9F_ :0 (1.30)¿K Z as QU.‘ 974L

éstas, son las ecuaciones de movimiento para un Lagrengieno de interes

ción genérico F (E). multiplicando (1.30) por thnos quede:



. ¿1‘ L' ,4. ¿4.25 ___a__:z L;
{KLK + 2€ ax¿,}LL_O

Pero como el espacio-tiem o es lano : 2) , H"I ¿a d - C K)-_, p p "¿Mu 4 _Jg(»¿wuu _o /
resulta que:

Si llamamos:

F=Qf /' F_:: ELE. (1.31)dE ds

entonces la expresión anterior puede escribirse como:

(F|)‘ (18+ {7‘ (91€ ¿(ut-k 925 —F—\_Q—E—-.ut :03D: QuKQuL' erpul 97h

Derivando (1.29) respecto de LÁFresulta:

925d LL“:_ (mi) SE (1.33)
auvauï 9M“



luego,reemplazando (1.29) y (1.33) en (1.32) nos queda que .

_d_ (nEF‘_F)—,—odó
Un par de integraciones simples nos conduce a la siguiente función:

¿A

nci E +52. (1.34)
comoel Lagrangieno (1.28) se le puede agregar Cualquier constante sin

que cambien las ecuaciones de movimiento, podemos tomar szCD sin pá:

dida de generalidad, por último nos queda:

%
F05): nciE (1.35)

Veamos ahora que F (E) es homoge'neade grado 1 en las Cuadrivslocidades¡

para ello, usamos las ecuaciOnes (1.29)y (1.35), de manera que:

L. ' 1/”
2:21: L1 — .6“: QE w : n64 E z HE) (1.36)_._

aut dE ¿Qui

por lo tanto, si tomamos E :Lï/XK“(LLK como en la teoría tensorial, reL

sulta que el único Lagrangiano posible de interacción compatible con el

espacio-tiempo plano (Una teoria de este tipo ha sido desarrollada por
,(ó)

Maurides )es de la forma:
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\/ ‘ (1.37)¿PCs-á-m
Si se hallan las ecuaciones de movimiento usando el Lagrangiano de in

teracción entre partículas y campoee (¡.37) se encuentra que éstas di

fieren totalmente de las ecuaciones (1.16), que ea la que se ajusta a

los hechos experimentales, en consecuencia, concluimos que una teoría

del cnmpogravitatorio de tipo tensorial no es posible en un espacio-tiem

po plano, a menos que no se cumpla la hipótesis simplificatoria (1.28).

En los dos próximos capítulos demostraremos el teorema precedente en fo;

ma mucho más general.

0€) En el capítulo 2 y 3 estudiaremos en detalle la estructura de la e

cuación de movimientos para Lagrangianos de esta forma.
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2. TEORIAS DE CAMPO REALIZABLES EN EL ESPACIOvTIEMPO PLANO

2.1 LAGRANGIANOS COMPATIBLES CON EL ESPACIO-TIEMPO PLANO

A1finalizar el capitulo anterior vimos que la teoria tensorial no

es admisible en el espacio-tiempo plano, porque su Lagrangiano de in

teracción no es de la forma (1.37), por otra parte, el conjunto de La

grangianos (1.28) quedó reducido a, aquellos en que la función F es ho

mogénea de grado 1 en las cuadrivolocidades cuando exigimos que el espg

cio-tiempo fuese plano. De estas consideraciones se concluye que, en un

espacio-tiempo plano el conjunto de teorias que derivan de un principio

Variacionel están limitadas, ya que el Lagrangiano de interacción no

puede ser totalmente arbitrario.

Nuestro objetivo en este capítulo es completar las afirmaciones ag

teriores de la siguiente manera: enCOntrar el conjunto de teorías que

deriven de un principio variacional y que sean compatibles con el espa

cio-tiempo plano, luego, estudiar estas teorías y ver si ellas pueden

describir el campogravitatorio.

Para desarrollar estas ideas tomamoscomomodelo la acción del cam

po electromagnético (1.8) y la expresamos en su mayor generalidad, es

decir que:

. (I) , (c)

5:. m9¿‘(x)u‘w<d5+mcfhrjwjdb+ 6€(x)d41 (2'1)
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(I)
donde, ¿e es el Lagrangiano de interacción totalmente arbitrario, cu

ya única simetría es no depender explícitamente del parámetro S (como q_

curre en electromagnetismo ), los demás términos juegan el mismo papel

que en (1.8). Suponemostambién, que estamos en un espacio-tiempo curva

totalmente general con coordenadas 'Xj'y tensor métrico 85K , de manera
que, el parámetro de integración S , es el tiempo propio o la longitud

de arco, y (¿5: dïg/ es entonces, el vector tangente a la línea de Uni
verso de la partícuÏa.

Ahora bien, busquemos el conjunto de todas las teorías de campo que

derivan de una sola hipótesis (con la cual estamos seguros de no tener

inconsistencias internas ), esto es, un único principio variacional a

plicado a la acción (1.1), que además, sean compatibles con el espacio
(2vtiempo plano, al respecto podemosestablecer el siguiente teorema:

Teorema:

Dado un Lagrangiano cuya única simetría es no depender ex

plícitamente de la longitud de arco S, que además, eatisfg

ce las condiciones mencionadas más arriba, entonces, la con

dición necesaria y suficiente para que el espacio-tiempo

sea plano, es decir que existe algún sistema de coordenadas

en el cual el tensor mátricogksea constante en todo el eg
pacio, es que, el Lagrangiano de la partícula más el de in

teracción sea de la forma:

(P I) (a ‘

of + :: 5€ (Tabú) + FOZCKLULLK)
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a) .
donde,¿í)(1ÓLU) es una función homogénea de grado 1 en las

cuadrivelocidades u}, la cual depende de Xla través de a1

gún campotensorial y spinorial, mientras que F es una fun
- '/

ción arbitraria de 1L.Ku‘u", pero, distinta de c+e(4L-Kuluüíc+e

Comoqueremos que las ecuaciones de movimiento de la partícula, se

obtengana partir del principio variacional de mínimaacción (¡S¿(15:0
aplicado a (2.1), éstas, resultan ser las ecuaciones de Lagrange (1.15)

Si ahora multiplicamos (1.15) por Mi y tenemos en cuenta que ¿no depe_n_

de explícitamente del parámetro S, entonces resulta:

) : I)
iii: o , H: ¿ffflw _ i‘m (2.2)05 9to

donde:
(9+1) . K (I)í = u 1-¿e

en otras palabras, siempre que J?no dependa explícitamente del parámetro

de integración S, 1a cantidad H es una constante de movimiento a lo lar

go de 1a línea de Universo de la partícula. Además, por al teorema de

Noether; se sabe que cada simetría conduce a una constante de movimiento

y vice-versa, luego, comola única simetría del Lagrangiano es no depen

der explícitamente de S, entonces, H es la única constante de movimiento,

o en forma mas precisa, todas las constantes de movimiento son simplemsg

te función de H .
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Ahora bien, comonos interesa formular todas las teorías de campo

que se derivan de la acción (2.1) en el espacio-tiempo plano, es decig

tal que existe algún sistema de coordenadas en el cual el tensor métrico

¿K:n¿ü<es constante, podemos entonces, escribir el elemento de arco
ds como sigue:

d52;'z¿de¿de (zm)
luego:

. n ¿K

. ULHK):_d_(L):O:2/Z.(¿La (2.5)dé 1K ds LK

sobre todas las curvas del espacio-tiempo.

Veamosahora que, si el lagrangiano de 1a partícula más el de in

teracción es de la forma:

06m1) (4‘ . . _' __ L LLL _ 1 k ., (x, )+F(IgLKuLL) (2 6)
{(1) , .donde, r, (18,0U) es una función homogéneade grado 1 en lae variables

. . y, ,K . -‘ 1

LUy Fat-KU‘J) es una func16n arbitraria, pero distionte de c+e{'¿¿xulu‘)+c+€
y ¡ÉC‘ es un tensor constante en las coordenadas Q!“ , entonces, es
suficiente para que satisfaga (2.4) y (2.5). Por lo tanto, el espacio

tiempo es plano. En efecto, como (2.6) no es función explícita de S, ag

tonces, tenemos una única constante de movimiento, la cual, por (2.2)

resulta ser:

H:QZF'(Z)_F(Z):C+E. (2-7)
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donde:

¿2sz LLL1 (2.a)
¿(1) Lademás, hemos usado que es homogéneo de grado 1 en U., es decir:

_ <1) L. Li)g, u :: á (2.9)
EDLÁ‘

-V
Por simple inspección de la ecuación (2.7), se ve que, ei FTE)#aíiïcfe
entoncest

Z : 4g“ ggfgg: 6+6. (¡2.10)

sobre la linea de UniVersode la partícula. Ahorabien, si fijamos la

constante en (2.10) pidiendo que Z=ien el punto ‘Xopara todos los veg

tores tangentes deís , entonces, podemosdesplazarnos por medio de g
na geodásica a un punto cualquiera X; de manera que, en el punto XFtBQ

dremos nuevamente Z=Ju En consecuencia, es una constante absoluta y

resulta que el elemento de arco viene dado por:

de; 47Mdx‘dx“

con el tensor métrico Zú<constante, por lo tanto, el espacio-tiempo es
plano.

Si ahora consideramos que el espacio-tiempo es plano, entonces por

(2.5), resulta que Z es constante de movimiento. Por otra parte, el La

grangiano (2.6) tiene una sola simetría, esto es, no depende explicita

mente del parámetro S, luego, por el teorema de Noether genera una uni

ca constante de movimiento H ( o funciones de ella), la cual viene da

da por (2.2). Esto noe permite afirmar que Z y H se relacionan entre si



por medio de alguna función, en otras palabras por (2.2) resulta que:

(9+1) , (P-rI)
H: __.Qf‘ ut — Df :2 (2.11)QU‘

donde, le función h&)es arbitraria pero,distinta de c+e.

Como(2.11) es una ecuación diferencial lineal no homogénea en el

¿(P-v1} lLagrangiano puede resolverse por los métodos usuales, obteniendo_

388

(9+1) _ (i) . . ..

of z UC(nwwïfifggg dz (2.12)

donde, áï(dng¿¿9 es la solución de la parte homogéneay el otro tér
mino es la solución particular. Notemos,quela única restricción para

(fuiïxSLLÜ es que sea homogéneode grado 1 en las cuadrivelocidades, en
consecuencia, puede depender de cualquier campotensoriel y apinoriel.

Por otra parte, comoh(z)es una función totalmente arbitraria de Z, gg

ro, h{z)f¿r#e , entonces,el segundo término de(2.12) es distinta de
i

6+6 Z/&+c:+e , de manera quelpodemos hacer 1a siguiente identificación

“ía “'iuv)= dZ (2.13)
(P+I)

con lo cual,se prueba que es necesario que ¿e tenga la forma (2.6)

en el espacio-tiempo plano. g}. €’- CÍ
De este teorema, se sigue entonces, que las posibles teorías de le

gravitación realizablee en el espacio-tiempo plano, deben provenir de

un Legrangiano que pueda escribirse, en la forma dada por la exprg

sión (2.12). Otro aspecto interesante de remarcar, es que, en toda la

demostración no fue necesario conocer la acción del propio campo.
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2.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Demostrado el teorema anterior, podemosestudiar a continuación

las ecuaciones de movimiento que corresponden a las teorías derivadas

del Lagrangiano (2.6). Para ello, aplicamos laa ecuaciones de Lagrange

(1.15) al Lagrangiano (2.6), es decir:

z (9+1), 2 ¡(Pa-I) (9+I)¿L UÑ<+¿Ci 61"- 9á_ :0 (2,14)awaw axKaw 97a
(P+I)

donde,hemos tenido en cuanta que i no depende explícitamente de la

longitud de arco S. De (2.14) se sigue entonces que:

(1) . i) i)

{Q’F ‘.+ 673€ _}u"+ aii“ u“. Bi} :o (2-15)Omaw auKQu‘ JxKQw' 97“

pero:

2

9 “32 ._—4 F"(z)u.<u; + 2F'(z)'z¿,< (2.16)9L1"QL{“

de manera que, al reemplazar (2.16) en 1a ecuación de movimiento (2.15)

y recordando que estamos en el espacio-tiempo plano, es decir que se eg

tisface (2.5), nos queda:

\ 2 (i) o“ 3 (1) (4)
2F(Z)’ZCK+L95C%_ LL +_9;¿€_. LL’(_ QÉ __.O (2.17)¿ukaut áxkaw 3 10'

l

comoademás, es simplemente un número, entonces, ein pe/rdida de gg
|

neralidad podemosdividir todo por 2 FU) y redefinir un nuevo Lagran
(1)

giano de interacción ¿5€/2F'(1), con lo cual, la ecuación de movimien
to (2.17) se reduce a:
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awaw axwuf 37v
7 (A) o“ 1 (l) (1):9, -< af

Notemos que si FGQ;_É}, entonces el Lagrangiano (2.6) es:

(fuga: A rz_Lou"), ¿“(Hgm (2.19)
2 LK

éste, conduce directamente a la ecuación de movimiento (2.18), luego,

de aquí en más tomaremos siempre F(Z): ¿zi y cada vez que nos referamoe
a aeuo+1tendremos presente que se trata de (2.19). Antes de proseguir

hablemos un poco del Lagrangiano de interacción ¿€(fixjciü , el cual, cg
mo se recordará es homogéneode grado 1 en 1a cuadrivelocidad, es decir

que, satisface la condición (2.9), luego, en el apéndice/Fi se integre

la ecuación (2.9) y se obtiene que el Lagrangiano más general, que sieg

do función de los campos tensoriales de orden QLVN,O/y la cuadriveloc¿

dad LL: , es:

(D l J¿ 972 a?“

5€(7KÚL1‘):7((K¿)Chun-Jn) “El ¿2 ° - "Z" dJLd91"’dJ" (2'20)
Jl+j¡+..+an:-L

donde,las correspondientes cantidades estan definidas en el apéndice A-i

Debemos aclarar que en lo que sigue no vamos a usar la forma explá

cita del Legrangiano(2.20), sino que vamosa trabajar en general con
la condición (2.9).

Derivandc (2.9) y reemplazando en el último término de (2.18) nos

queda que:
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_ u) , (i) n k92€ u‘ 974€ _ 926€ u :o
. + ——————. + —————. ———. K (2.21)LK Qu‘au‘ kaaut 9xu9u

Ahora bien, si suponemosque el determinante del coeficiente de
O .e[lg es distinto de cero, entcnces, podemosdefinir un tenscr ¡A‘ con

la siguiente propiedad:

{P 2 (4) P

A {"ZH-K+3i_ }: 5K (2.22)awaw’

por lo tanto, usando el tensor 14‘?en la ecuación de movimiento(2.21),

ésta, se puede escribir en la forma usual:

.4) e: 2 (A) z ¿1) K9 29

LL +A { 6€ ’ ¿e }u:o (2.23)9;"‘9uf axíau“

Para verificar que esta ecuación cumple con la condición (2.5), es decir

que el espacio-tiempo es plano, debe ser:

PL. 2 (1) 2 (i)

¡4 { . __ Q-orf }U..<u_Q:O (2.24)axwaw axtau“

comose ve,basta que:

05 PK l ’
A u“up : A u‘ug (2.25)

K
en efecto, si multiplicamos (2.22) por LL , resulta:
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A' uchL (2.26)
. l K

en efecto, si derivamos (2.9) con respecto a LL se obtiene:

(i) .
Qzá LL“z o (2.27)

auwaui

luego, usando 1a relación (2.26) vemosque se verifica (2.25), puesto
-P

que se obtiene una identidad. Por lo tanto, LL L¿1==O'

Por otra parte, de (2.26) se concluye también que:

CKLLCUK:LLCUC:A ut'uK‘Si (2.28)

lo cual indica, que el tensor AQLKee comporta como el tensor métrico

qéíK al permitir subir y bajar los índices del vector LLC.Además, gg
sulta que la cantidad ¡QCK(1CL¿Kno solo es constante sobre 1a línea

de Universo de la partícula, sino que también lo es en forma absolu

ta, es decir que, es constante en todo punto. Para verificar notamos

que de (2.26) y(2.28) se tiene:

cl 5‘ l. _ _ ¿K . 4
CTS“ ¿(adentáéfi uLuKu (2-29)

pero,de (2.22) y (2.26) resulta:

C 4) .QLKUMKs.—JL Mu“
9710 afiauwaw' (2'30)
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en consecuencia, por (2.27) y (2.30) se verifica (2.29); puesto que se

obtiene una identidad. Por otra parte,de (2.30) resulta también que lo

derivadü.de AíKLlÍLLK con respecto a las coordenadas íxfjes idén

ticamente cero, por lo tanto,dicha cantidad es una constante absoluta.

De estos resultados se concluye que se podría hacer el reemplazo

ACK (2.31)"’é 'LK

en el Lagrangiano de partida (2.19) y nada deberia cambiar ya que, co
'K

mohemos visto AL tiene las mismas propiedades de'z. con respectoLK

al vector Lia en efecto,asi resulta; si se recalculan las ecuaciones

de movimiento con este nuevo Lagrangiano ee reencuentran las eeuacio

nes (2.23).

Con estas discusiones damos término a nuestro primer paso, es de

cir que hemos encontrado ya el conjunto de teorías ( en realidad hemos

hallado el coJunto de ecuaciones de movimiento que corresponden a dichas

teorías) compatibles con el espacio-tiempo plano, las mismas son (2.23)

junto con (2.9), (2.19) y (2.22).

2.3 PRINCIPIO o; EQUIVALENCIA FUERTE v ESPACIO-TIEmPG PLANO

Una vez c0nocido, el conjunto de teorias de campo compatibles con

el espacio-tiempo plano, podemosahora, estudiar el problema que nos ig

teresa, o sea, ver si estas teorias son capaces de describir el campo

gravitutorio, claro está, que para ello es necesario introducir los prig
cipioe físicos que usualmente se atribuyen a dicho campo. Este princi

pio guia,como es bien sabidg es el "Principio de Equivalencia Fuerte",



32

es decir que, existe un sistema de coordenadas donde la fuerza que sieg
.CI

te la partícula de prueba es nula, o sea que LL ::C>. Haciendo el cam

bio de coordenadas 3L.“:1771'73e llega a que en cualquier sistema de coo;
denadas vale:

o . L. K p
(¡LL + {‘K-e LL u :_ O (2.32)

LC

donde, r\K.e representa la intensidad del campogravitatorio y depen

de sólo del punto ‘Xl.

Ahora bien, para que la ecuación de movimiento (2.23) tenga la fo;

maque establece el principio de equivalencia fuerte (2.32) debe ser:

(ÜE2 (i) ’

A L ii. 1o“: p.29uKLAQ (2.33)axzaul QxéauK

como el segundo miembro de (2.33) es homogéneo de grado 2 en las cuadri

velocidades, también debe serlo el primero, porque de lo contrario es

to daria origen a una condición adicional para los vectores {l} y no

hay ninguna razón fisica para que asi suceda, por lo tanto,e1 miembro
izquierdo de (2.33) debe ser bilineal en LLL. Por otra parte,de la e;
presión (2.27) se concluye que el paréntesis de (2.33) es homogéneode

l o

grado cero en LL“, en consecuencia [JLPLJF debe ser homogéneode

grado 2 en LLL, es decir que:

, K S K
¿9 A LL Uk z 2A LL
3u5( ) (2.34)

de aqui resulte que:
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E2Qi?uKuS:

pero,de (2.22) se tiene:

{e Cm PP si (1); _ A A 9 (2.36)
9115 ausaumaup

luego, reemplazando en (2.35) y usando (2.27) resulta:

ACMAÉP 82311)
aumau"

ul“: Ada“ (2.37)

usando nuevamente (2.22) en la expresión anterior, esta se puede rees

cribir como:

9p P(1)
A 926€ u“: 55aubaup (1'< (2.36)

si ahora hacemos .S:v< y usamos (2.27) en (2.36) nos quede:

O = LL (2.39)

pero,como (2.39) en general no es cierto, concluimos que las ecuaciones

de movimiento derivadas de un principio variecional y compatibles con

el espacio-tiempo plano (comoya hemos visto, ésto implica que el Logran

giano de interacción es homOQéneode grado 1 en U-L.) no son capaces de

satisfacer el "principio de equivalencia fuerte" (2.32), en consecuencia,

no pueden describir el campo gravitatorio, a menos que el Campogrevitg

torio no satisfaga el principio de equivalencia fuerte.
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3. ESTRUCTURA DE LA ECUACIÜN DE mpVIMIENTD EN EL ESPACIO-TIEMPO

PLANO Y EL ELECTROMAGNETISMD CDMD CASO PARTICLLAR

3.1 DESARROLLO EN SERIE DE LA FUERZA EN LA ECLACIDN DE MOVIMIENTO

En este capítulo vamosa estudiar en detalle la estructura de las g

cuaciones de movimiento (2.23) en el espacio-tiempo plano, para el caso

bastante general en que la fuerza admite un desarrollo en serie cuyos

términos sun funciones de homogeneidaddefinida en las cuadrivelocidadesLÉ

Veremosluego,que las teorías así obtenidas se pueden clasificar en; el

electromagnetismo y el grupo de teorias en que la fuerza necesariamente

está representada por un desarrollo en serie.

Si partimos de las ecuaciones de movimiento (2.23) y las reescribi

moede la siguiente forma:

CLP+ 89:0 (3.1)

donde:

C (i) 1
el): AQ 4926€ o __ 93€“ LLK (3.2)

974%)!» axiau"

entonces, por ser el espacio-tiempo plano (li‘ugzzo) de (2.24) se tiene

que:

8 Lua:0 (3.3)



Escribanos ahora la fuerza E) como un desarrollo an serie (que suponemos

adecuadamente convergente):

6p:¿o (3.4)

p .
donde,Ehn)es homogéneode grado n en LU', es decir que:

p
° 2

¿ÉÏQLU :rvñuw (&s)
¿Dti‘

en consecuencia:

e ‘ m o
2g. LLLr; Z ÚÜUI) (3.6)aut —oO

pero, por otra parte de (3.2) y (2.27) se deduce:

' >

36 uf) : 842+ QAQLLLS gzóea. _ 920€(1) ULK (3.7)sus Sus ¿www axíau.‘

multiplicando (2.36) por uf“y usando (2.27) resulta:

c ’ 9P (J)
3A e us ; AMA 920€ (3.a)su? aumaup

reemplazando en (3.7) nos queda:
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W) 1 v '¿"t/l) "J " fl) ; ' 1)-4; I i I , ( A H x _ ’ uf
l ‘ U 1L H 1,71.“. ¡l Lx“. ¿K J

pero, por (3.2) lu Última expresión se puede escribir como:

/\ r, .
,J - v 2‘ " ' I K

____1__¿' e D 4- N e. p (3,9)¡1' "PL”"¿ï

si ahora sustituimos en (3.9) Fexpor su desarrollo en serie (3.4) y usa

mos la propiedad (3.6) se obtiene:

‘ - u) P »
. . ; < ‘ L

H tbíl) :_ í/ t‘\"\\/ 'r /‘l _; ’ _ñ: kfi (n)u ' L) 1 

luego:

.¡ï .,\ C ¿I K h,l!) ‘Lfl' 'L.
Z (“entre —:A" —=?—a“. 4- DM) (3'10)

.. u‘ / x h ¡’JÍLSMMLL "(U

multiplicando (3.10) por {1’ s ¿[¿;2 'y ten1endo en cuenta (2.22) resu¿‘ífl. 1'”).!«.'1.¿<ta:

/ Í 1/;(5 (Ï >[I , 21‘“) ¿1) L.
“7/, + 44A“- , .n—i)brn) v--'--)-ï--r‘—.Á b tu)
2 011€ (¿J “ln ÍÏJCÁI'QÏLL"LU



reordenando:

< I (Y? I KK 3.115) ‘»_ ¿“(wa/n____ o um)
(r) (‘ Jl

para que cada sumandotenga homogeneidad definida, reemplazamos leür

Sien la segunda sumatoria , por lo tanto;

Y, _< A y) f , y. 1'", /' J —l L o

, . . I‘.—l, L (n) _r o lÏ)il, ' S

de manera que, cada sumando se debe anular por separado, es decir:

\« ¡’,,'(VK /12 , L- 1

¡1) | l ¿“ff-m ¡»QUI-tunjlïïo (3.13)

\ í ,
¡n-lj ¿ La' .

' ‘-‘ .571“, J'L"

una primer conclusión de estas identidades es la siguiente, supongamos

', entonces,por la aplicación deltiplicamos (3.13) por 'Lque ¡:1 y mu

(2.27) se tiene que:

pero,si ahora reemplazamos (3.4) y (3.3) y usamos el resultado anterior

resulta que también E1 ’ :0, por lo tanto:

‘ (3.14)lo.)in) un
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para cualquier valor de n. En otras palabras, podemosdecir que todos

los vectores C r yacen en el hiperplano normal a LLC. Como además, el

vector {l(es tangente a la línea de universo de la partícula, y en con

secuencia es de tipo temporal, entonces,todos los vectores fihlresul
tan ser de tipo espacial.

El sistema de ecuaciones (3.13) consiste en dos formulas de recu

rrencia, una hacia los n crecientes y otra hacia los n decrecientes con

un corte en n: 1. Por lo tanto, podemosestudiar por separado los casos

en que n es mayor o menor que uno. Analicemos primero el caso en que

¡ú . En estas circunstancias:

,rg e un
{J ¡),‘ ’32 / ' L. r)

-’ (tw. I- —» a __"!. '13 J ¿4’ (r)1 1) y) a ,uÜLlKrÏ’Ïl' (3'15)

Supongamos por un momento que FÜ¿“,;0 , entonces,por (2.27) se ve que

Ü 13:42 debe ser genéricamente de la forma:

|/“ / ,'< "I l.chtwfi7.- I'¿

pero,mu1tiplicando por LUy usando (2.28) y (3.14) resulta que:

baul) ¿11’-- 'Ï': Hi“, it")!,L':¿.' F70", 1‘) (3.17)

de aquí se concluye que basta que un término del desarrollo se anule

(erLÏ) para que se anule el resto. En realidad ocurre que la serie (3.4)
es de la forma:
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Es .—_ bm; (3.18)

Para ver que efectivamente así ocurre es suficiente demostrar que

"t‘es cero. En efecto, observemos que el paréntesis de (3.2) es homo

géneo de grado cero en (LC, er lo tanto Bá2)va a existir si y sólo si

¡SÉ contiene un término homOQéneode grado 1 en LE , perq de (2.22) tg

nem-s que:

‘ /"0? ')_,!
A x + ’Ï — A (3.19)

dondq hemos escrito en notación matricial:

(1 A z si = L
. _ »(D",:: ’J'HK/ L-

" 9.1L 'xL’<

luego:

1 -.\.

e; A; H L) , m" “ i rr 4)/ < .0 f _,. ( 'Ï' L. ¿1 1

si ahora reemplazamos 1a última matriz por su desarrollo en serie nos

queda:

.u,‘ __; ,_1 ,_J ¡-1 "-1
Asi 3,; L-z .,_v¿ L; Lg ,_.._ (3.20)

L
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Volviendoa la notación inicial resulta que:

.5 . 1-", \ I I‘d) “1' 3' , .uq-I .¿\—
/\ * ,¡x [/L ) n)”, ¡7 ,/ ¡L : .\ 5 + ’ ;\‘T\‘h 2 ;,,q“ï a .

J l. . O . r ¡All [Jvtlw ‘km

como es homogénea de grado -1 en las cuadrivelocidades LÜ(ver-HI
¡C

(2.27», de (3.21) se conclu e que ¿l está compuesto por términos homo, y

géneos de grado 0, -1,-2,.... en LLL, en consecuenciq,a1 no tener tér
o

minos de grado 1 resulta que Em3):0, luego por (3.15-16-17) se sigue

(3.18). Para una demostración alternativa ver apéndice A-Z.

3.2 LA TEORIA ELECTRÜmACNETICA como CÁSÜ PHRTICULAR

Concluido el casonzífvolvamos al sistema de ecuaciones (3.13) y a

nalicémoslaa para (15€), en estas circunstancias se puede hallar una

ley de recurrencia para todos los términos de la serie, donde cada uno

de ellos es función de Eïa)solamente, las mismas son:

n ' 2 '
-. , ' '\ _ « [7 \ L

L”); Z: m ’ _ Ir /\- N; 1:)
:JJ‘ DILL

r‘ A ¡. . ‘ Id) .k ¿4 . ¿f -’ .u'f f 17 ‘ L‘ r; .Ï 1’ "j u ‘ngi): b mfr “¡y _¿¿ yr. t)(u (3.22), ÁKQJ' v 71””1‘

o sea que la fuerza se escribe como:
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<' í o 9Z)L) G’(1)+ ENo)+5<—i)+- - 

luego:

{y "¿Á " (i) L. , 3K . ‘/n(1) , ni) . ‘wÏl) t

tu 1:,k¿) _. n . í‘*g(‘_ p5(¿) _+ ¡Z 2 (L . 1/ ' 2 ,¿Íru ¡JVQI,I\_Lk,‘¿')'¿lv Á-)¿l.(rr,_,l,n Í: ¡['¿áthL _-) 

de donde:

/ 1' f ( 0‘; . - 'l) . , k 'Ñ I'll) _.' i ' yy . I I ‘ -- M , 1.. ,.r_,, _ y l

“ ° ‘91*?/1t '”f)JfCJ"j” 7¿> zu o _J ’

I . . . n r>pero,este parenteSis c01nc1de exactamente con el desarrollo de A

(3.21), por lo tanto,para que (3.23) sea la fuerza (3.2)fzfl3debe ser:

LJ) “Af'l fl. 'lh,'\ uK I

mp. [ri/Km” 5;”),2.“ (3.24)

Ahora bien, de (3.23) se ve que tenemos dos tipos de teorías se
I l. V¡\_

gún sea :5}¿ 7 distinto o igual a cero, ya que si es distinto de cero,(¿y¿¿
entonces,caemos en un desarrollo en serie de infinitos términos para 1a

fuerza t Qdado que por la ley de recurrencia (3.22) si existe un térmi

no existen todos los demás. En cambio,si ¿gíáááït3 la ley de recurren
cia se corta (este es el único caso) y sólo queda el primer término, es

decir que la fuerza es:
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l) 2 [A(L).4? VCF 2P], r ._. ¡1/ «>,_ 19: _ 4‘
t) i Á‘ I V nz 3?;2f1P ÓLVHJ‘ Í (3'25)

pero además,por otra parte la condición:

, p(l)
___‘Í___ .—:D
auf "1‘

puede integrarse y da comoresultado:

.1” {I} ',_. LD ¿’11 K
<\- AL i + f K" ) (3.26)

donde,la función ÏÏCH)debe tomarse igual a cero porque hemos supuesto

que el Lagrangiano de interccción debe ser homogéneo de grado 1 en LCÏ,

hecho lo cual se obtiene el Lagrangiano del electromagnetismo. De esta

manera, queda probado que existen sólo dos tipos de teorías; correspon

diendo una al Lagrangiano (3.26) (con FXfl‘):C)) que conduce al electro

magnetismo y el otro, a los demás Lagrangianos homogéneos de grado 1,

que necesariamente conducen a fuerzas que se representan comodesgrrollo

en serie.
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a FHINCIFIU VARIACIGNAL Y ninguno DE EJUIVALENCIA FUERTE

4.1 LA ECUACION DE mOVImIENTo EN UN ESPACIO-TIEmPÜ GENERAL

En todos los desarrollos considerados anteriormente nos hemosocu

pado de entender la estructura del espacio-tiempo plano, admitiendo que

las ecuaciOnes de movimiento se derivan de un principio variacional. C2

moconsecuencia de este estudio pudimos mostrar que es casi imposible

hacer una teoría de la gravitación en el espacio-tiempo plano de la re

latividad especial, ya que de ser así sus ecuaciones de mcvimiento ten

drian que derivarse de un Lagrangiano de interacción homogéneode grado

uno en las cuadrivelocidades UF , y por lo tanto no podria Cumplirse el

principio de equivalencia fuerte. Estos hechos nos fuerzan a descartar

el marco del espacio-tiempo plano y nos obligan a reemplazarlo por una

estructura mas general.(?8)

Para desarrollar esta nueva estructura vamosa derivar las ecuacig
*

nes de movimiento a partir del principio variacional de mínima acción()

(1.6):

. .9 Ap

GS5:: O; lll-C) +ÍC‘vPC CIMds (4.1)kk L

sin hacer mención alguna sobre la geometría del espacio-tiempo. For o

tra parte, además, comoestas ecuaciones tienen que describir el movi

(*) donde el Lagrangiano se tomá proporcional a la masa para que la lí

nea de universo de la partícula no depende de la misma.
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miento de una partícula de prueba en un campo gravitatorio, vamos a ex;

girle que satisfaga el principio de equivalencia fuerte en su forma

(2.32);

LJLL+ Pic u“ u“, :0 (4.2)

donde:

(J; : ÁÍZÉJ Cl::'iiíg.

y S es el parámetro que vamos a usar para la curva que minimiza a la ac

ción (4.1) (esta curva no es más que la línea de universo que ha de se

guir la partícula de prueba).

El Lagrangiano ¿É definido en (4.1) es una función escalar arbitra

ria de los Campostensoriales de orden ( 0,1,......n) y del vector tan

gente a la línea de universo (JF de la partícula. Pero,por sencillez ve

mos a restringir la generalidad del Lagrangiano, tomandosólo aquellos

que no dependen explícitamente del parámetro y que ademáe,pueden escri

birse como suma de Lagrangianos homogéneos de grado n en LLC, es decir

que:

a3 (n)

¿fi : ¿É' a? (4.4)

(W

donde,cada ¿f es una función escalar de los campos tensoriales de orden

(0,1,....n) y que ademáe,cumplecon:
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(n) (n)MQ:n (4.5)
auf

Debemosdestacar que las limitaciones anteriores (4.4)y (4.5) en

realidad no quitan muchageneralidad ya que, todos los Lagrangianos co

nccidos ( que dan origen a teorías físiCamente admisibles) son de la fo;

ma (4.4). Por otra parte,la ecuación (4.5) puede ser integrada y se lle

ga a que el Lagrangiano (4.4) más general se puede escribir como (ver g

péndice A-1 ).

,. ‘Ü . 2:4
.lí l) /_<I:\ f.“ _, _, » á 1/. ' /" I“

r .l ____V k4 I} kn.Eli/Ig} .a ¡»Z . _ __ r_ __/r PMA (4.6)

¿4)@»r -J>; ¡»o7)

donde,cada una de las variables estan definidas en el apéndice (A-1). En

lo que sigue no Vamosa usar explícitamente la expresión (4-6) para el

Ldgrangiano de interacción, sino que usaremos directamente su definición

(4.4) junto con (4.5).

Comolas ecuaciones de movimiento tienen que derivarse del princi

pio variacional (4.1) deben provenir entonces, de las ecuaciones de La

grunge:

(4.7)
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Para que las ecuaciones anteriores (4.7) satisfagan el principio de

equiVslencia fuerte, vamosa tener que expresarlas en la forma (4.2).Es

to se puede llevar a cabo de 1a siguiente manera, derivando la expresión

(4.5) respecto de ÍU resulta:

MI“) 'I'l). , I')\
r1 u_ T (n—i).?z;r (4-3)

ÏJ'IÏ;):((\ k).’“

multiplicando (4.8) por J} usando nuevamente (4.5) se tiene:y

{.00 I ..¿7(“) - fi> _ | r‘) ¿:1 ‘ \:' '.“ ‘ ' . 7’. LL 4.9
run-.1.) ;)L.L‘Z)1(‘ ( )

nutemos,que (4.9) es válida para n distinto de cero y uno. Si ahora com

binamos (4.9) con (4.4) podemos expresar el último término de (4.7) en

la siguiente forma:

«y iv) 7 ¿(5) r , (-4 M“) .
¿-A¿ _ + (EL? + ,1 L,_V ¿Ï¿L Ï__ n LAQer (4.10)

4.1: “x: 717;ng n(n--l) Qxlgjva"Í)((k

en forma análoga para el segundo término de (4.7) se tiene que:

_' ,r' . - \ ./ g"' (fl ' 3’. t”,(n)

‘€\ (1‘ g ’) “ ,L{‘.t>>'--L' ”“Lï¿& w—;‘-l""rl(1 (4'11)í.«¿Mi 5"""4‘ mu (WL1‘mev

Para simplificar el manejo de las expresiones anteriores VdmOSa definir

las siguientes funciones:



— r (n) ,- ¿6gn)r ,_>_Mi __ _ ¿Mi ma (4.12)
. ¿(n.:) ,g¡3¡yldauf n+zg;(n-JNWf)¿!:yzs, le

donde,los índices entre paréntesis indican que el primer término de
_ \

debe ser simetrizado, en Consecuencia, resulta que kg_¿ es simé

trico Con respecto a sus dos primeros índices.

En términos de (4.10),(4.11) y (4.12) las ecuaciones de movimien'

to (4.7) adoptan la forma:

._,]
.v- Ó:‘)'

Ai. (+‘ïkgLÜlKFH (643)
y J

Después de estas transformaciones vemos que (4.13) todavía no

tiene la forma del principio de equivalencia fuerte (4.2), puesto que la

llave contiene términos que no son proporc I ¡a!ionales al tensor 1'L . Para
{vii} JJ]

hacer esto posible vamos a escribir 1L. y ÏA de la siguiente manera:

/.. 1,03) (_‘) f_'¡). í ' I _ (4.14)
ÍJ”)

v/‘ik’l> I 1) .( 'I /
.1, k L w l w (4.15)

LH}

of.)
donde, L es una función arbitraria pero, homogéneade grado 2 en las
variables LV

'.\'}
' '_. ._._

, de esta manera podemos aplicar las prOpiedades (4.8) y(Z) A”
(4.9) sobre L y
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/ 153 ‘a, (-4) (-n) 45;“) xx; Ir "’ ¿1 h ‘

"‘ 7‘ A,_' + L-“ _ _ . . .j J .L'< (4 .16),. v- 1 A! ', r]. '_,

TZ:á r Y . 'f" mi". . .- 1} '“L :1}, (4‘17)

Con (4.16) y (4.17) ya quedan expresados los dos últimos términos

de la llave (4.13) en la forma deseada. El primer término también es

posible llevarlo a una expresión similar, para ello derivamos (4.15)
(

cun respecto a LLy usamos (4.8), luego:

' l) “’ 7 ‘ “¡2) "7"”) (-1) “JV-7 ' o <
x >¿ f .. ,_ ;- ._,.L , uh u ¿L (4.18)

.rv j lJ l'1' Z :4}r, ¡“Hifi/il.g

En Cunsecuencia,de (4.16) y (4.18) vemos que los términos dentro

de la llave (4.13) pueden ponerse en la forma deseada:

,57"; /' _ \, 0 x
3 ‘Ï'l a 1 7 —"ïï' Í :KL'ïaï +¡7543 ¡'L‘L (5'19)

donde:
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.ï) " . C <
_ xq : (51m. .,¿ ..L (4.20)

luego comparando con (4.16) resulta:

li ug. a -_n) ,, nu, . “ :)"" ” '-(“‘) W‘(4
r). ¿._._É :¿_¿’.¿¿—,_‘_e_7Jr l: _"_.'—_C (4.21),-¡‘, 44(w1‘ N ;9¡(.o¿y<¿kc

además:

('LLÏ ¡Y _r iii? m ('J ,1 l, Í‘» 1‘ ‘.' .I‘ ’> .
_ __ ‘L .-_.,_._ 5),“. u (L‘ (4.22)

de manera

—r42') ".g-J: , l- _ ,

" ïïfï< ' I ) I ¿i Z)‘ “'11 ¿DLLV ÏJX“ .JJ'¡;U¿C

(4.23)

“la 4*" SW” 4-1) 73m)
I " ‘ -. J n-_;j .,¿ . _“_nm_. _ _; n f “N__

"5"?»¡”Ï7-¿i w r"'.‘"í"ir!“'i>_l‘ 3 9}L3LL"¿JL({

Reemplazando ahora (4.22) y (4.20) en la eCUación de movimiento

(4.13), ésta se puede escribir de la siguiente forma:
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97(Á <1“ w meczi°u“=:ú> (4.24)

donde:

l"). ; [JM li ‘

«a. !¡<C1-FÓCKÜ+‘52KU (4-25)

Por la definiciín de tïh=ï en (4.24),resulta que es simétrica en sus des

primeros índices, o sea que:

rnm¿ tu a" (4.26)

Finalmente para que la ecuación de movimiento (4.26) adopte lu forma del

principio de equivalencia fuerte (¿.2) vamosa suponer que el coeficien
“A

te de ‘J. tiene inversa, es dec1r:

/Jt 11 l u>« (4.27)

CQ
luego, multiplicando 1a expresión (4.24) por fi\ , la ecuación de movi

miento adopta su forma final:

_¡ fi“ 6.54: DLL-¡JK:0 (4.28)



4.2 CONO EL PRLflEIPIÜ DE EQUIVALENCIA FUERTE SELECCICNA EL

LAGQMNEIANU DE INTERACCION

Comparandoahora (4.28) con la ecuación (4.2) que define el princi

pio de equiVulencia fuerte se tiene qua:

A“ Elm-5‘ e Pío (4.29)

Esta identificacion no nos asegura todavía que realmente la ecga
ción de movimiento (4.28) satisfaga el principio de equiValencia fuer

te, porque , como hemos visto en (2.32) la intensidad del Campogravitg

torio ¡:3 , debe ser función del punto y no del vector tangente bUÏa la

línea de universo de la partícula. Téngase en cuenta que la definición

de/Q en (4.27) y delfibi en (4.25) no excluyen en absoluto que su produg

to contraído no sea función de UF. Por lo tanto, para que (4.29) esté

bien definido en todos los puntos del espacio-tiempo, es necesario que

las Cantidddes /Ï:Eg¡( no dependan explícitamente de Kli. En consecueg

cia,la derivada parcial de (4.29) con respecto a LU“debe ser nula para
. r _ ,cualqu1er vector tangente LL , de manera que.

' r V—7' /Á€L BJK L. __O- M L + - n — a. oaLLITï d ( 3 )

/ 2
multiplicando por_59”Jí_ y usando luego (4.27) nos queda:

a 11 ‘11,):L"



:_ T 55“!-+ j.)[15,51z o (4.31)

¡y H ¡54 235,;Ï .—.o (4.32)
-_ Ï í)[L"'.Ï_L:'vJLLr

reemplazando esta última en (4.31) se obtiene;

¡17" 65,; 4. itv-r: —r) (a .33)

Ahcra bien, coma el primer término de (4.33) es simétrica en los

indicas 0n,F), el segundu tumbién debe serlo. Luego, si escribimos este
último en lu forma:

1131/ r_ _ l «l ¡ire-rr ÜÍ'FKNÏ l 4 L- —Í’1:n<r_‘_ 'Ï’ñfïmvü)!,.- ' K {F’v/ :7.L:Y)_ /

resulta que, la parte antisimétrica de (4.34) debe anularse, por lo tag
to:

¿3 n, (4.35)



.‘¡Íi

>e esta última se concluye que ¿ñoñr no puede ser totalmente arbitrario,

puestc que,sus 40 componentes se escriben en función de sólo 10 cantida

des l , , éstas si son funciones arbitrarias del punto y del vector tan
,kA .gente J.. Comoconsecuenc1a de (4.35) vemos que (4.34) se tranforma en:

(4.36)É.) (Wir. r ¿ngLSK
- ".l'” ¿Jair ¿NLMg 1

de manera que la ecuación (4.33) puede desdoblarse en dos partes, una
. I . . . I .SimetIiCa y otra antiSimetrica, o sea que:

‘- (l /\ s ¡A , . ,

e /Q W ‘h _ lñnxf +-¿ (.U”%L<L‘,¡ p/baxruï—-O (4.37,(«UDWJJ' a ¿Jam aur/

[J)fu,;‘ I __ ‘
f ———-¿—-—L ' -‘—‘¿)‘L:ÍE‘E)"' o o)

Comoestas ecuaciones son las únicas consecuencias que podemos ob

tener de las ecuaciones de movimiento (4.26) y del principio de equiva

lencia fuerte (2.32),entonces,debemos estudiarlas en detalle para ver

que restricciones imponen sobre nuestro Lograngiano de partida (4.4).ÉE

ra ello reemplazamos (4.25) y (4.12) en (4.38), con lo cual se tiene:



rw“. ’.)r'">"”_“> '\- 4/ I’ZHAÍÏ‘ZKE_ fJÜÏÏuzL'I’) +Kl' .r K 2‘)th mv

(4.39)

— O
'— ( A ,' ,5 ’n) f .1 ¡ (n)

a /— i . ‘ (y ‘33 , .3.)
'H Í/J’;2¿("'3¿¿"’¿)¿L-‘) eumaxrazu ¿m?

donde,el primer paréntesis corresponde a n: 1, el segundo e n: Ü y la

llave tiene en cuenta todos los demás valores de n. Por otra parte,de

(4.23) se concluye que el primer paréntesis tiene homoqeneidud -2 en"L"" 7

de (4.21) se tiene que el segundo paréntesis es homogéneode grado -3 en

gt y la llave contiene los términos de homogeneidad-o---—g—¿(¿i,....

en DLL. En cunsecuencia,como cada sumando tiene distinto grado de homg

geneidad en LU, cada uno de ellos se debe anular per separado, es decir

que:

l.}:)LJ)_-g,\r'_r__ u)[4)jxrvl:0 “:1
"¿Nim "¿Der

‘ fi II '. '\ H

‘_;L.Ï¿""*ÏC__ ¿"La‘,r._nn___0 n=o (4.41)
Ïí‘ LU“ 1;, i L'

N (n) .v. l. h) l
l ' " (j p -.—--:0 n-:' O); (4042/

1' «M"'.i»_l¡ Y,’L” Jumaxü ,JKC'ALS

Comencemog por estudiar las ecuaciones (4.42). Las mismas se pueden escri

bir como:
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7,4 0‘).“—:7 ' , -',
\l l ,\_ 7.- _ —_ r) 7‘__ : o

’ ' D!U.)N” al“ sïy"axrüü‘

integrandp:

.x r, r. L“) 3’ ." (n) - '

,. ,\ f) ___DFM go) (4.43)
"r “K ¡"354029{"S‘J'lK

dunde,:..u¿(/Ü es función sólo del punto >Ï y además,es antisimétrico
. / .en sus dos p 1merus 1nd1ces.

Fer0,(4.43) puede integrarse nueVamenteresultando:

1.)l—“|,\’ .4}.F‘f‘nï

donde, FL“ ¡ijes función sólo de “ly además es antisimétrica.

Ahora bien, el miembro izquierdo de (4.á4) tiene homogeneidad bien
. . C . .deflnlda en LL , pero el segundo mlembro no, en consecuenc1a (4.44) se

va a satisfucer si y sólo si se verified que:

a) L”rmh 7‘. o ; FFI’I') :J'.

b) ;—VI-I)N 2"O F-ffl": D

c) Drnw :0 1' Fr.¡1¿;,()
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a) Si ¿4"”\; O y Em.gOentonces la ecuación diferencial (4.44) tiene co

mo solución particular .l?;/ Á¿ UF (Las sulucibnes de la parte homogé

nea están contenidas en c). Pero, comoya vimos en (4.42) esta ecuación

no es aplichle en el CdSGn:.1 , luego,esta solución no puede tenerse
en cuenta hasta que no se resuelva (6.40).

Comolos casos b) y c) tienen Frm : O , resulta entences,que la E

cuación que debemos resolver es:

./ 15/4101) '

o _ K“)J»! Drnm LL“ (4.46)

pcr lc tanto, ahora nos quedan 2 alternativas para la ecuación (4.45):

.Drm.(
L N TÜrnOK 7" o (4.47)-'/

z

1) Si LÏrmAe O, entcnces (4.46) tiene solución solamente para Lagrangig

nos homogéneos de grado 2 en LLL, de manera que la solución más general

será:

' ¿7¿.h.uy’;L‘ (4.48)

donde, el primer Sumandces la solución particular de (4.46), a¿\ es funI') .
ción de punto y «i»t es una función homcgénea de grado 2 en LC' , que

(Z)

es solución de la parte homogéneade (4.46), o sea que, h debe satig

facer la siguiente ecuación:



.;_',\ f .1 (7.)

“¿2’43h _Ao (a.49)
,) "M; 9):)I‘aumF

\ ' ¿(2)
pero,(á.49¡ no es más que el rotor del vectcr “Elázbv luego admite una

Í) f"C

primer integral, es decir que:

,7 mii? ,\H
(a('Lh“: 4|.Fr (4.50)
ZJJU 0),”

donde,H es una función arbitraria del punto . 7 y del vector tangente'lC

yÍ5 es un vector cualquiera que depende solamente del vector tangentellï

Fcr otra parte,además, tanto H como Ñ” son homogéneos de grado 1 en Lu»

Ahora bien, trabajando la expresión (4.50) vemos que puede escribirse cg

mLun gradiente, en efecto:

Y .13 h/le _ N ó
m ' I‘. -- ' .‘ Y},1 FJ :. J") r (4.51)

‘ ¿9X

, rde manera que, si multipliCumLs (4.51) por 2L , ésta se puede poner co

rno:

5k" 35 ¡1 (4.52)

Recordando nuestra definición del Lagrangiano (4.4), notemcs que hg
J) (n)

biamcs pedido que cada "u fuera un escalar, luego por (4.48) resulta
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5:1)
. ) y

que tambien .Áiu es un escalar, en conseCUencia, de (4.52) se concluye

que (fi; debe ser un vector covariante, es decir que:,‘)v|1, x

l a r “l m I f |s ,
¿(10%) r); 11 (vleX)): 35 (Im;(im) (4 53)ax“ 9x” 3x“ '

pero:

_ÏÏZ; : LLÏÏ (¿EL _+ ;Qr;: ÉÏÍL
(¿l/(H. ¡7)3'!‘ }')j( 9/0“. ZJLLK

luego, debe ser:

.. 4 . - 2 K ,4 Kigul; I)_" __ g)/} u.€ __
;)}ll- , ¡ll! ï ¡«,‘ll‘rg'X'Q (7.7LLKfi DX”:

por lo tanto!

‘.É‘,\

clq
,"H

-71?" K LL'C --.o
Mx” DX' ehyd.

7x

2
como esta ecuación vale para todo bU , entonces debe ser!

,c ,1,(IQ J/(K ,0z alma/(le

esta expresión se convierte en una identidad si se toman cambios de coo;
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. l . . .denadas lineales, pero no ocurre asi si admitimos transformaCiOnes de

cacrdenadas más generales, en consecuencia debe ser:

:o (4.54)

De (4.54) se tiene entonces, que G no puede ser función del vector

tangente ¿XL, de manera que si volvemos hacia (4.52) llegamos al absur

do de que una función homogénea de grado 2 sn LLLes igual a otra de gr_a_
(2)

do 1. Para salvar esta dificultad debemos tomar «fh=0 , con lo cual

(4.48) se transforma en:

<2) , K
(fl : 3m LLLLL (4055)

En definitiva podemosdecir que (4.55) es la única solución de (4.46)
(n)

para el caso DrmeO. Esta claro también que ¿:0 para n>2 y n40
2) :¡i DrmK:O entonces (4.46) se transforma en (4.49), luego por (4.52)

y (4.54) la única solución para este caso es: ‘

1d) , . r
(L , Jb u _ dé»

" ¿xr " ds (4.56)

Esta solución debe descartarse por dos razones, primero, porque la

ecuación (4.46) no es válida paral1z1 y segundo, que (4.56) por ser g

na derivada total no agrega nada nuevo a las ecuaciones de movimiento

derivadas del principio variacional de mínimaacción (4.1)

Sintetizando, podemosdecir que del estudio de las ecuaciones (4.42)



I
se llega a que el Lagrangiano propuesto en (4.4) queda reducida a solo

tres términos:

l(a) . f;
(1: ,¿r ¿e QC" (4.57)

No) (4
donde,todavía l. y<lï deben satisfacer las ecuaciones (4.41) y (4.40)

respectivamente yci?“viene dado por (4.55).

Pasemos ahora, a ver cuales son las restricciones que imponen las

ecuaciones (6.41) sobre Á?(? Para ello vamos a necesitar la expresión

(4.41), pero,aprovechando el hecho de que IÉQ)está condicionada solameg

te a que sea una función homogénea de grado 2 en L1}, le podemos pedir

comocondición adicional que no dependa explícitamente del punto :1: en
n

consecuencia nyg se reduce a:

2) , a (-2>
.61,“- : _L( _r._,.<9_.’_—... . (4.58)ó afiaurau‘e

reemplazando (4.56) en (4.41)nos queda:

Q -,. (-fl) —2
1‘ ¡MH "¿A La) ¿mg )

_:‘- yen“? _.-.-._e¿___.- A __. .1‘ —- —._......._.r»—__-—_—>,— _.á Q.U’:7x294“0Jf 6 DxLDuSJMY&Je

) ) (4.59)2 y “2 .‘2 1¡y2L au 9-2): _ _L‘_) _ o_. V . _-__...___.

6 Qu" 9,49;);¿‘9'4‘ é QXí‘Jix'av'DM



! M
si ahora multiplicamos (4.59) por L1 LL y usamos las propiedades!

3 (n) (n)
É)¿C__ ugblxí (0-1)n Ja (4.60)

y (n)
,. .0, K <
¿9 (C u_h¿ 2 (n-2)(0-i)-%;%%z— (4.51)¡NLí;u1€2NL‘

que se derivan de (4.5), resulta que (4.59) se reduce a:

.. 2:) M -2 -2)
¿ ¿el e) ),1__,L(Í’)¿2 _.9_Ï.LÏ_._..
ó ,ï);,L-"’ 8x5 ‘ 13 z-xxïáu“

(4.62)

"e" (-2) 21) (-2)MJ- QU ó 9L,_”_U 12 m2”x_ :o
a Qui Uy? 6 axsauf

73 ff mm Ltz) O LUZ) 7‘02)mas 935
(4.63)

¿2LLÍ

,- 2 -2 2) , ¿-2)

_ 9 {LN-UU) °( 9.1:}:0

pero,como (4.63) es una ecuación de la forma (4.49), entonces admite u
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na primer integral,es decir que:

2) -Q 2 u a eu WLM ¿a (4.64)
au‘ aut ’ QXL

donde,G es una función idéntica a la definida en (4.51). Luego si multi

plicamos (4.64) por LLL nos queda:

-2) -2) ¡- .

2L(Q)L( + 2L(2)(_2)L( (¿Lxl

de donde: (ver (4.14))

(o) .
of 3 - ¿ <9_é_w (4.65)

2 ¿QxL’

(m
Ahora bien, como ¿E es un escalar por definición, entonces por

(4.65).É?É.debe ser un vector covariante, pero,ya vimos en (4.54) que pgL

ra ello G no tiene que depender de LLL, de manera que, llegamos al ab

surdo de que una función homogénea de grado cero en [JÍ es igual a otra

66(0)de grado 1. Se concluye entonces que ::
Vemosentonces'que las ecuaciones (4.41) han descartado el término

e (o)
Ji , con lo cual nuestro Lagrangiano (4.57) se reduce a:

= + (4.66)

(1)
donde,¿ÍÏ no es totalmente arbitrario puesto que debe satisfacer la e

(M
cuación (4.40). Para estudiar estas restricciones sobre Áï, partimos de
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Q)u (

Eer’ dado por (4.23) y teniendo en Cuenta que L puede ser cualquier

función homogénea de grado 2 en LP , nuevamente la elegimcs de manera

tal que sólo dependa de “ly no del punto yt, o sea que:

-'” (2) 3 ('n (-1) 2 (2) (2) a (-1)
bÍKL’: —[7:_-Q,,LE_A.__+ ._ ____L_._¡.9L4 ¿»hau ’aw ax ‘auuaw 2 axnaw au‘ï '

si ahora sustituimos (4.67) en (4.40) y repetimos los cálculos anterig
res, obtenemos:

= 0 (4.689
_Í<>’_{2158) LHL 3 L‘2)_QLÏ)} 79 S {QL‘Q’ L“)+ 3 L“) 9L“?

( X'¿mi 9u° ¿Tus """ gw gw

pero,como (4.68) es también una ecuación de la forma (4.49), entonces,

admite una primer integral, o sea:

Q) (-1) 2) -1)
9-“. L + 3LL ——‘9L(-.: 96, (4-59)
DML 9u* axk

donde,G es una función idéntica a la definida en (4.51). Luego,si multi

plicamos (4.71) por LLLnosqueda:

-1) _ .

2 L(2)L( + 3L(Q)(-1) U i): 26. w976

de donde: (ver(4.15) )
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l
, (a _ 

:v , E79 LU (4.70)
259/)(5

{mi}Pero,como » es un escalar por definición, entonces por (6.70)
’. /;
r) _debe ser un vector covariante, pero ya vimos en (4.54) que para e

¡[ü

llo G debe ser función del puntojLLsolamente, luegq,resulta que (4.70)

se puede escribir como:

(D
¿fi z _ 96m2 tu“: ¿é

97“. ds (4.71)

pero,es bien sabido que si agregamos una derivada total al Lagrangiano,

las ecuaciones de movimiento no cambian, en consecuencia, la clase de

Lagrangianocon propiedades fisicas interesantes será:

f EN) Nu“,1¿:-l V
Si tenemos en cuenta que durante el desarrollo de este capitulo, sólo he

mos pedido que las ecuaciones de movimiento se deriven de un único prin

cipio variacional y que satisfagan además, el principio de equivalencia

fuerte (notemos,gue no fue necesario hacer ninguna hipótesis sobre la gg

ometria del espacio-tiempo), entonces, podemosafirmar que el único La

grangiano de la forma (4.4) capaz de cumplir con estos requisitcs es de

la forma (4.72). Pero observando que este Lagrangiano es homogéneode

grado 2 en las cantidades LLc, inmediatamente concluimos por el teorema

del capítulo 2, que no es posible compatibilizar las siguientes hipóte
sis:



1) Principio variacional

2) Espacio-tiempo plano

3) Principio de equivalencia fuerte

puesto que, de 1)y 2) se sigue el teorema del capítulo 2, el cual condg

Ce a un Lagrangiano de la forma (2.6), donde,el término de interacción

viene representado por un Lagrangiano homogéneode grado 1 en las cuadri

velocidades LLE, mientras que de 1) y 3) junto con (4.4) se llega a que

el Lagrangiano de interacción es homogéneode grado 2 en las Cantidades

DE, luego, debemosconcluir que la neCesidad de introducir el princi

pio de equivalencia fuerte para caracterizar el campogravitatcrio nos

fuerza a estudiar dicho campo dentro de una geometría no Euclidea. Mas

aún, si (4.72) no depende explícitamente del parámetro de integración S

(en general casi siempre ocurre asi), entonces por (2.2) resulta que

3¿K'¿:J5es constante de movimiento a lo largo de la linea de Universo
de la partícula, por lo tanto, podemosidentificar ds con la distancia

entre dos puntos muypróximos (generalizando el concepto de distancia

ds;;/<¿h¿Hïdeque caracteriza el el espacio-tiempo plano) y de esta mg
nera, se sigue sin más, la teoría de Einstein de la Relatividad General.

Sin embargo, podrían intentarse teorías gravitatorias en el espacic

tiempo plano con Lagrangiano de la forma ÑQQQIACLIZ, pero,tendriamos

serias dificultades al expreSar las ecuaciones de movimiento,puesto que

el término que representa la fuerza resultará'una función complicada del

vector cuadrivelocidad, o, comovimos en el capítulo 3, estará represefl

tado por un desarrollo en serie. For otra parte, es claro que estas teg

rias jamás podrian satisfacer el principio de equivalencia fuerte. Fun

damentalmente quienes han trabajado con Lagrangianos similares al mencig
(6)_ . (3)..,

nado, son Belinfante y Havrides



S. ASPECTOS CUANTICOS DEL PRINCIPIO DE EUUIVHLENCIA FUERTE

5.1 INFLUENCIHS DE LA GRAVITACION EN LA TEORIA DE CAmPOS CUANTICA

Durante el desarrollo de los capitulos anteriores hemosvisto que

no es posible construir una teoria del campogravitatorio, que derive

de un único principio Variacional y que además satisfaga el principio de

equivalencia fuerte en el espacio-tiempo plano. Estas consideraciones,

nos muestran claramente que el estudio de la teoría de campos cuántica,

debemosrealizarlas en el espacio-tiempo curvo.Por otra parte, si tene

mos presente que el modelo de Universo más aceptado hoy en dia es el del

big-bang, en otras palabras, el modelode la gran explosión inicial, en

tonces, es posible conjeturar a cerca del origen de la materia en el Uni

verso y admitir que por distintos procesos de tipo cuántico, la materia

fue creándose a expensas del campo gravitatorio, mas aún, podemos supo

ner que en los primeros instantes de vida del Universo, toda la energia

era de tipo gravitatorio y a medida que se enfriaba por efecto de la eg

pansión, esta energía se materializa en las distintas particulas elemen

tales que formaron a su vez, las galaxias y estrellas que observamos en

la actualidad.

Es claro que hubiera sido muchomás sencillo estudiar el fenómeno

de creación de particulas por el campogravitatorio, si éste pudiera de

sarrollarse dentro del espacio-tiempo plano, puesto que, no tendriamos

el problema del alto grado de no linealidad que introduce el eSpacio

tiempo curvo, en las ecuaciones de campo. La razón de los primeros ca

pitulos fue justamente mostrar que no era posible, por lo menos dentro

de las características que se le asignan al campogravitatorio, es decir

que, fundamentalmentedebe satisfacer el principio de equivalencia fue;
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t e .(29)

De ahora en más, siempre que nos referamos al espacio-tiempo, lo ha

remos pensando que es el espacio curvo de Riemann introducido por Eins

tein en la Relatividad General y adoptaremos sus eCUaciones para descri
bir el campogravitatorio.

Comoestamos interesados en la creación de partículas por el campo

gravitatorio, tomaremos el modelo de Universo en expansión más sencillo,

es decir, el de Robertson-Walker con superficie espacial plana, cuyo ra

dio es función sólo del tiempo. Sin embargo, no vamos a Cuantificar el

campogravitatorio, sind que lo trataremos clásicamente como un campo dg

do, a expensas del cual se crean las partículas, o sea que, cuantificarg

mos sólo el campoescalar y el spinorial, en otras palabras, nos pregun

taremos cuantas partículas de spin-0 y spin -& se han creado por la ex

pansión del Universo.

Veremosmás adelante que este modelo tiene sus limitaciones, puesto

que el campogravitatorio se lo puede tratar clásicamente sólo para

tiempos que satisfagan la desigualdad:

Í>ip
Y)-45

donde, 'ÉP z LO ‘ En general,seg. es el llamado tiempo de Planck(i

se admite que para tiempos menores el Campogravitatorio debe cuantifi

carse. A pesar que el tiempo de Planck es extremadamente chico, resulta

muyimportante, ya que el fenómeno de creación de partículas es más sig

nificativo cuanto más pequeño es el tiempo de vida del Universo, efecti

vamente, veremos que la densidad de partículas creadas depende enterameg

te del instante inicial, mientras que el tiempo actual participa de las
. I .expresiones,solo a traves de la edad del Universo.

Al haber mostrado en los capítulos anteriores, que no es consisten
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te desarrollar la teoria de la gravitación en el espacio-tiempo pleno,

resulta que, nos conduce a generaliZar las ecuaciones de campo conocidas

para Spin -Ü y Spin -& en el espacio-tiempo plano, al curvo. Comoes ob

vio este proceso de generaliZación no es único, puesto que el espacio

tiempo curvo no tiene grupos de invariancia. En consecuencia, para lo

que sigue tomaremossiempre la generalización más sencilla.

5.2 CREACION DE PARTICULAS DE SPIN-O POR UN UNIVERSO EN EXPANSION

Comenzaremuspor hacer una primer aplicación del Principio de Equi
18)valencia Cuántico( y estudiar sus consecuencias cosmológicas, en un U

niverso en expansión(3oz Para ello, vamos a estudiar la creación de par

ticulas escalares neutras (es decir que, vendrán representadas por un

campoescalar real), por la presencia de un campogravitatorio, el cual,
será considerado clásicamente.

kara llevar a cabo este programa, es necesario generalizar la ecua

ción de Klein-Gordon al espacio-tiempo curvo. Comoesta generalización,

nos va a conducir a una ecuación diferencial bastante complicada, que tie

ne solución elemental sólo para algunos evoluciones de Universo muy par

ticular, nos veremos obligados a desarrollar la solución en potencias de

Pfiá), dcnde,H es la constante de Huble y U es la.energía de la partícu
la creada. De esta manera, obtendremos una solución muysatisfactoria

a segundo orden en EM; , puesto que en general para tiempos no muy próxi

mosa la singularidad inicial la cantidad Füá)¿¿i . Por otra parte, al
generalizar la ecuación de Klein-Gordon al eSpaciu-tiempo curvc, se pigr

(20) ,de el concepto de partícula dado que el campo ya no puede descom

ponerse unfvocamante en términos de frecuencias positivas y negativas como
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en el espacio-tiempo plano, donde los núcleos.A y<fi¿_están bien defini

dos, en otras palabras, cuando se pasa al espacio-tiempo curvo resulta

que el núcleo G (generalización del ¿A ) está bien definido, mientras

que Gi (generalización del ¿11) no lo esta; luego, el concepto de parti

cula dependeria de la base que elegimos para desarrollar el campo.(19)

Para salvar esta dificultad se introduce el Principio de Equivalen

cia Cuántico, exigiendo que localmente el núcleo G¿_ y su derivado nor

mal a una superficie de Cauchy, coincida con el núcleo ¿lidel espacio
tiempo plano y su derivado normal, postulando que dichos valores, se ex

tienden a toda la superficie de Cauchy considerada, pero, en coordenadas

normales(2‘)(Generalización natural de las coordenadas cartesianas en el

espacio-tiempo curvo ), de esta manera, se lugra una descomposición úni

ca del campoen términos de frecuencias positivas y negativas, sobre ca

da una de las superficies de Cauchydefinidas por los tiempos tiy t2.

Habiendo construido las bases que definen el modelo de partícula en

los tiempostd yÏíl, entonces, existirá una tranformación de Bogoliubov

que vincula las mismas. Dicha tranformación mezclará los operadores de

creación y aniquilación, dando origen a una creación importante de partí

culas de spin-O por efecto del campogravitaturio.

A1aplicar el Principio de Equivalencia Cuántica para encontrar las

condiciones iniciales que debe satisfacer el campo, sobre cada una de las

superficies de Cauchy, definidas por los tiempos'tjy'tz, puede verse, que

para Universos en expansión (especialmente planos) que responden a una

métrica de la forma:



resulta que las condiciones iniciales, admiten un desarrollo en serie

de potencias de fi/I, luego, por lo dicho anteriormente, tomaremos
el desarrollo hasta segundo orden en Üáj.

Cuando calculemos el número de partículas crEadas, se verá que es

posible expresarlo mediante un desarrollo en serie de potencias que co
2

Vw 1
2 , ,curvatura depende de }4 . Es decir que, el numero de particulas creadas

. l f)mienza en H / ‘ resultado que era de esperar puesto que el escalar de

es prOporcional a la curvatura del Universo, lo cual nos permite afirmar

que hoy en día, se crean muy pocas partículas en comparación con los igs

tantes iniciales, cuando la curvatura era enorme.

Otro aspecto importante que analizaremos, es que el flujo de parti

culas creadas por unidad de energía cinética y por unidad de ángulo sóli

do, sigue una ley cuya dependencia con la energía cinética, coincide con

el espectro obtenido experimentalmente para los rayos cósmicos difusost
2%30

y K/de fondá 2

5.3 ECUHCICN DE KLEIN-GCRDON EN EL EjFACIÜ-TIEMFÜ CLRUÜ

La generalización de la ecuación de Klein-Gordon del espacio-tiempo

plano:

(_1¿“9;9K -m2)¿><w'):o (5.1)

al sepacio-tiempo curvo es inmediata, basta con pasar de deriVada ording

ria a derivada covariante, con lo cual nos queda:



71

(A _m2_bR)4>(x):o (5-2)

donde:

A:_35“ VL'aK

De ahora en más, tomaremos las unidades de manera que 'F = C-; i

El término bR ha sido agregado, porque , en el espacio-tiempo plano el

escalar de curvatura R es nulo, de manera que (5.2) se reduce a (5.1)

si 3gK coincide con o¿¿:*). El parámetro t) en principio puede tomar
cualquier valor, pero, usualmente se toma bzzo, 1/6 y en cada caso se

dice que hay acoplamiento mínimo o acoplamiento conforme.

Una propiedad muy importante que se desprende de la ecuación de cam

po (5.2) es que para CUalquier par de solucionesll y'U', se cumple que:

(%)Notemos que este agregado no es fácil de explicar si E»¿O, puesto que

en estos casos la ecuación (5.2) localmente no se reduce a (5.1) como e

ra de esperar por el principio de equiVulencia fuerte. Sin embargo, pue

de considerarse comoun término de interacción.
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(5.3)

QEfi (“ÉL-11’-uxij')} —O

por lc tanto, si en el espacio de soluciones de (5.2) definimos el si

guiente producto interno:

\ o f ' 1* ,
<L/LI’LF/yzl ¿,L/¡QJL LL 25L-}d¿rt (5.4)

5

(donde ddi es el elemento de area) resulta ser hermítico, y además,por

(5.3) es independiente de la superficie de Cauchy, sobre lo cual se e

fectua la integración.

5.4 SCLLCIÜN DE LA ECUACICN DE KLEIN-GORDÜN EN UN UNIVE730

EN EXPMNSIÜN

Para resolver la ecuación (5.2), ccnviene llevarla a otra forma u
sando una de las propiedades de la derivada covariunte, con lo cual, la

ecuacaén de campo puede escribirse como:

22(‘¡3 +m bmw
{-qu é)?“ (97 (505)

C/

En principio, estudiaremos la ecuación (5.5) para una métrica del tipo
Robertson Walker en su forma general, es decir que:



ds: : dig- 82(t) 7/003,dxddx's (5.6)

donde:

aoozi 3.1/6: Yell/:5

F M (5.7)00 al" ‘ ¡h

¿92(t)

y Xgró es la métrica espacial. Admitimos por el momento que E/dfis, es
sálo función de las ccordenadas espaciales, y que la única dependencia

temporal de la métrica, es a través del radio del Universo ¿i('E). De la

métrica (5.7) se sigue:

a z _ 86X /- V-g = asvx (5.a)

donde,:{ es el determinante del tensor métrico espacial ygó , por lo tag

to, reemplazando (5.7) y (5.8) en (5.5) nos queda:

:’ ¡Dt \\ {j

a /3

.1 É) ¿[¿¿J;Ï)Cb)_¿_-i_ _9__,_(\/ï Y Qi)+(m2+bR>4):or Fax/o

Si ahora definimos el Laplaciano espacial como:

«az/i) om:

A<X):—X Vagp:—v»i—ïá-;°¿<V7X (5.9)
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entonces , la ecuación anterior toma la forma:

i 9 33‘ 3d) L ¿(y i) m2 bR —o

para resolver esta ecuación proponemosla siguiente solución:

é (Xi):í (ic) 7;.(764) (5.11)
K L<¿ Li

donde, kawa) son las autofunciones del operacor (5.9) cuyo espectro de
(31)autovalores es positivo y con limites definido, es decir que:

l Z

A W) XQ :- ¿(K9XQ (5.12)

Übservemos además, que la ecucxción (5.10) admite separación de va

riables sólo si,R es función del tiempo, por lo tanto, de ahora en más,

nos reestringiremos a Universos cuya métrica conduce a un escalar de cu;

vatura que es a lo sumo, constante o función del tiempo. Luego, sustitu

yendo (5.12) en (5.10) se llega a que f({:)satisface la siguiente ecuaKi
ción diferenciallineal de segLndo orden:

Lí. + ¿Hi + (g: + m2+ bR)7[l<.=o (5.13)
K¿ a

donde H: es la constante de Hubleyfzdígu’ a ¡(a dt ‘
Para continuar con la resolución de esta ecuación diferencial, es



necesario calcular el escalar de curvatura correspondiente a la métrica
(5.7), el mismose obtiene a partir de:

CK

donde:

VC e m 4 m 2

fo: (Ki)?—pin/K + QK pm? - pi? me (5.15)

. / . .por otra parte, mediante un calcult senc1llo se puede ver que la conex15n

afín para lu métrica (5.7) es:

P000; pgdïo ' Pulofó:aá Xdfib

(5.16)
r V G T r

Pao : O /' [la :: H l' pdf} :1 Xdfl:

6.
donde, 5;F,es la conexión afín construida con la métrica espacial Xdfiy
de manera que, si reemplazamos (5.15) y (5.16) en (5.14) se llega a la

siguiente expresión para el escalar de curvatura:

R : ó + SÉ) + Bákjl (5.17)

donde,R(Kks la curvatura espacial. Notemos, por lo dicho anteriormente,

quefQÜQdebeser constante, poque de lo contrario de (5.13) y (5.17),

se ve que no es posible hacer separación de variables. Esta propiedad se

verifica en los Universcs espacialmente planos, esféricos o hiperbólicog
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o n l u oen consecuenma, para lo que Slgue, aumentaremos mas las restricmones

y nos ponemosen el caso más sencillo, es decir, aquel que corresponde

- - -' - r ma un Universo en expanSion espaCialmente plano, en cuyo caso :O

Ahora bien, para este tipo de Universo resulta que (5.9) se reduce al
'r ' ' \/ °'\LaplaCldno ordinario, por lo tanto de (5.12) se deduce que /K.(7( 93

L

QXP (-L'K , luego (5.11) se escribe como:

4.2.7
(t) e (5.19)

Redefiniendo le función 7K , con el prOpósito de que el campoK

mantenga la forma que tiene en el espacio-tiempo plano, nos queda:

C, (fm) :;. K, 3/. ____.-_ 1 E (5_1g)find)” (2 MV?

donde,_QKyY};son dos funciones del tiempo totalmente arbitrarias.

Fero,deben ser tales que los Campos (t) (71:), resulten ortonormales en
K

el producto interno definido por (5.4) es decir que:

<qs..,-<n>=é<t<—w>
(5.20)

pero, por (5.18) resulta:
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<4 i (F >= ¿(36461€'{7 )(2”a)3“5("”<') (5.21)
k' k K‘ K K‘ K

luego, comparando (5.20) y (5.21) para l<=*<; debe ser:

, + * '

L([ _)( í )(2rra)3=i (5.22)K K

ahora bien, si reemplazamos (5.19) en (5.22), después de un cálculo seg

cillo, vemosque deben verificarse las siguientes condiciones:

(5.23)

de manera que, reemplazando (5.23) en el campo (5.19), obtenemos una bg

se ortonormal para el espacio de soluciones de la ecuación de Klein-Gor

don generalizada (5.5), dicha base es:

+

¿ví11Kdt ¿ii ¿zi
4; :______€__:.. e = ¡Í me

K r¿Tra 3/2 an) 2 *<
( ) ( (5.24)

t

3k (fthKdt —l:;(_'ï ¿k ——L.*_<_'-7ï
:. 6 ;; (He

(is-K (2na)9/2(2fl.<)1/2 {K
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* a l

donde,+> y+ representan las funciones de frecuencias negativas y p031K
tivas reapectivamente. Ahora bien, para que los campos (5.24) sean real

mente soluciones de la ecuación (5.13), es necesario que la función {2K

satisfaga la siguiente ecuacióndiferencial:

o o Q l a ' Q ' e Q

e 1 12. J '11 - Lu 3 H 3+4) ÏJR
(Z __ A _ _____ _ .._

1 Ï(>—íl:-) + (¿12) _ K 2( + +“m

(5.25)

Puede verse fácilmente que, para los modelos de Universo mas aceptados,

(es decir, aquellos en que domina la radiación o la materia) cuyos radio

evolucionan según:

8: t (5.26)

la solución de la ecuación (5.25) a primer orden en potencias de É}/' es:UJ

QK; (¿JK (5.27)

puesto que para evoluciones del tipo (5.26), el escalar de curvatura

(5.17) es:

- ‘2

Rm Hru H (5.28)

Notemos, que no habria ocurrido lo mismo si se tratara de un Universo

no plano espacialmente, puesto que en este caso de (5.17) se tendría que
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R N BÁQL) + 0042) (5.29)a

y en consecuencia la solución de primer orden sería:

LU: 4- QBÁÁ); JÏíÍ‘MbRU)+ m2 (5.30)
32 32

donde,’2(37 es constante. Por otra parte, puede verse que las frecuencia

negativas y positivas (5.24), que se obtienen con la solución aproxima

da (5.27), coincide con las soluciones que da la primera aproximación
, (18-32)

del metcdo w.K.B., a primer orden en Ü/ .LU

La solución a segundo orden en H de la ecuación (5.25), se obtendrá

en el apéndice (A-S).

5.5 CCNSTRLCCIÜN ¿EL mCDELC JE PARTICULA Y TRQEÉFÜRMACION DE

BDGDLIUBÜV

Volviendo a las soluciones (5.24), que definen frecuencias negati

vas y positivas, observamos que en realidad no hay unicidad en esta de

finición, ya que cualquier tranformación de Bogoliubov entre ellas ge

nerará una nueva base, que también, descompone el espacio de soluciones

de la ecuación de Klein-Gordon, en espacios de frecuencias negativas y

positivas. Esta falta de unicidad se traduce en un fenómenode creación
(18)de partículas , para cualquier Universo en expansión, porque., en cg
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da superficie de Cauchy, definida por el tiempo t , es posible selec

cionar un único nucleo É; , pero, diferente en cada superficie de Cauchy

de manera que, tendremos un modelo de partícula distinto en Cada tiempo.

Luego, habrá una transformación de Begoliubov que vincula ambas bases,

dando origen a una mezcla de operadores de creación y aniquilación. En

consecuencia, se crearán particulas al evolucionar el Universo desde el

tiempo ti al tiempo t 2 .

Para seleccionar la base adecuada en cada superficie de Cauchy, ex;

gimos que se satisfaga el Principio de Equivalencia Cuántica, es decir

que localmente, la teoría de campos en un Universo en expansión, se re

duzca a la teoria de Camposdel espacio plano, postulando además, la ex

tensión de su valor a toda la superficie de Cauchy. Por lo tanto, el

Principio de Equivalencia Cuántica define una condición inicial sobre c3

da superficie tzzcte , condición esta, que deben satisfacer las solucig
nes de la ecuación de Klein-Gordon, que van a representar las verdaderas

frecuencias negativas y positivas.

Estas serán las bases en términos de los cuales, el campo podrá des

componerse unfvocamente en una parte de frecuencia negativa y en otra pos;
tiva.

Pasemosahora a contruir las bases que representan particulas en

los tiempos ti y tz! , según el Principio de Equivalencia Cuántica. Pg

ra ello, usaremos los campos (5.2á) comobase del espacio de soluciones

de la ecuación de Klein-Gordon, pero, si tenemos en cuenta que se tra

ta de una ecuación diferencial de 2do. orden, necesitamos además, cono

cer el campo y su derivada sobre la superficie de Cauchy. Si llamamos



81

(L 

TT 7 .TTK (5.31)

a los valores iniciales que determina el Principio de Equinlcncia Cuán

tico sobre cada superficie de Cauchyy definimos:

EH)-—_L52K_ J /3H +521) (5.32)2K __(1¡<

entcnces: .

Ice) :¡[mrk (e)
/K K (5.33)

4 2+

[<->..;)Í(-¿ F (JC)¿K -K —

de manera que, la base buscada se escribe comohH:

Q) (:) : ‘K 7: t) + Eïk 7. (t) (5.34)
-'.<: '< 'K

. [Eli
ÜX)Para lo que sigue, omitiremos el factor común C? en los campos y

en las condiciones iniciales (5.31L puesto que en las combinaciones

lineales de la forma (5.34) se simplifica.
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(Í!) (Z)
donde,AK y 5K para zzfizi se determinan a partir del siguiente siste
ma algebraico:

(9 _

AK á(¿1)+ ÜKUYÍHL) z: TT“)

(i1’ Ve . 1)

Aé){<¿na—6kï{K«u>=nQ

o usando (5.33):

A f (i) °" __ Tru)
KÁK 1) + [5K ul)_ K (5.35)

¡“ini (ti) PK(LO-y-BSJ 1+1) 1): ¡31:9
—¡<

cuya solución es :

(A) , 3/2 .
AK :- L Qwatné TTKLÁ)F-(i)r)

(252.50% K -*<
(5.36)

Eb“)—E (zwa‘i’f/z WWF“) fi‘n)K ñ Á(2 zum/2
K "' l<

notamos, que en (5.34) se pasa de una base ortonormal a otra, luego, es

una tranformación de Bogoliubov, es decir que:

2 1) 2mi“! , m: \ si (5.37)

Para t.th , se debe satisfacer un sistema algebraico similar a (5.36)
de manera que, su solución conduce a:
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¡E2

(2 . . n’cdf
ÑKL LM_ (¡TRL "¿2)Eae(2))6 ¿1

(2nff>)‘/2 K K

‘ tz (5:38)
(0) 3/ “LL<¿”newe1

(2 {1394/2

estos coeficientes también Satisfacen una relación similar a (5.37), o
sea que:

) 2 (2) 2
Mii —-H’DK =L (5.39)

luego, la parte de frecuencia negativa del campodefinidas por el Prin

cipio de Equivalencia Cuántica para los tiempos {i y {2 es:

K¿(iba : Agua“) + Bxunís-(t)K K

2) (5.40)
( > al"

gb(t) z nffu) + 5?} (t)K K -K

las frecuencias positivas vienen dadas, claro está, por la conjugada

compleja de-J< de (5.40).

i) ae (2)u) , N (2)
Como ( é (t). % (t)) y (¿F (t); (t)K j —K K “K

son dos bases en el espacio de soluciones de la ecuación de Klein-Gordon

resulta que, entre ellas debe existir una tranformación de Bogoliubov,
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es decir que:

(2)

<f>m=M5
(D , *ïn
(t) +/5«4> (t) (5.41)

K K -K

,h . . <1) (2’
a ora blen, SJ. en (5.41) reemplazamos (f)(t) y CPR) por sus expresiones

K K

(5.40), en términos de la base única ( y 4)*(t) ) se obtiene:
l< —K

(2) (i) (1)!

¡4K = K ‘XK.+- Eï< /5k

(5.42)
(2) (i) (me

de aQUÍresulta:

(2) (nx- <2) (9*
()()<: AK AK — BK BK

(5.43)
(d) (2) (Q) (i)

fiK = AK 6K " AK 83K

además, puede verificarse por (5.37) y (5.39) que:

9. Q¡du _ VM = i (5-4“

En lo que sigue, veremos que sólo nos va a interesar fiK, puesto

que por (5.41) la mezcla de frecuencias negativas y positivas es debido

3/5K , en otras palabras, la creación de partículas escalares por un U
‘2

niverso en expansión, se va poder expresar en términos de . Reem
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plazando (5.36) y (5.38) en (5.43) nos queda:

f2' ’ +
. ¿í a) ?>’" L JZKd - ) (9M 1) 4 ' )

A ,_<2w%ï>m_<_m‘J í e “ (WS- Wfï’a Mi FJ ï “53 ) .\ J

(24¿¿1))/2(2n¿2>)/2

f2

‘i'an* n >i )1 -(n ( (1 (m (2) '(2_ 6 " KFK PK_'n_K)

Para lo que sigue va a ser muy útil que estudiemos ahora, algunas

propiedades sencillas de las soluciones de la ecuación de Klein-Gordon.

De (5.13) se deduce que la solución de la parte temporal depende del má

dulo de í , luego:

ya
r:er (5.46)

K

pero, como además, la parte temporal de las bases de frecuencias nega
,(”6) (’é)*

tivas y positivas (P({-)yCJP (f) definidas por (5.34), son soluciones de-K
la eCuación (5.13), resulta entonces, que también ellos dependen del mg

dulo dei , es decir:

(Z) (Z)

4; (JC) .2 4>_K(JC) (5.47)

Si ahora usamos (5.46) y (5.47) en (5 .34) se llega tambie’n a que:
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(2:) (Z)
AK :AK

5.46
’ (Z) (Z) ( )
[5K : ,K

y de forma totalmente análoga puede verse que de (5.41), resulta:

dK,a
(5.49)

flK =fifl<

5.6 ESTImACIÜN DE LA DENSIDAD DE PAQTICULAS CREADAS

Para llevar a cabo este cálculo, es necesario cuantificar el campo

escalar y tener presente que, el campo puede exprQSarse en términos de

CUaluuier base, en particular, podemosescribirlo en la base (5.40) (que

representa frecuencias negativas y positivas en los tiempos ti y tz )
puesto que, éstas satisfacen el Principio de Equivalencia Cuántica sobre

las superficies de Cauchydefinidas por esos tiempos, por lo tanto:

á (t)

im
donde, hemos tomado un campo real, es decir que, sólo estudiaremos parti

u) (1) (LH’(A) +8
JL')+¿a 41K(t)

H
K

K

(5.50)
+ (mi?(2) ¿2) (2) t

ak 4: (t) + r3_K (ÉKL )
U

culas escolares neutras. Ahora bien, comovimos en (5.41), existe una

transformación de Bogoliubov que relaciona las bases definidas en los
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tiempos ti y t2_ , luego, si reemplazamos en (5.50), resulta que los g

peradores de creación y destrucción sobre Cada superficie de Cauchy se

mezclan entre si, de la siguiente forma:

(i) <2) aa- (2)+

3K : (XKaK +fl2|< a-K
(5.51)

(9+ (2) dk (2)+
a‘mg:éaK + ‘K ¿K

cuya inversa es:

(Q) (More ¿(9+ ¿e8K Z ak -—)<r -K fi'K

(5.52)
(2)+ (0+ (1)

Si suponemos que tz) ti y definimos el estado de vacio en t -:_ti , en

tonces, en tztz se habra, creado un número de partículas (por la expan

sión del Universo), que puede Calcularse usando las expresiones (5.52), y

o sea que:

(Q) ('ZH' (2) Q Q

i<olN,< Io>i : i(omK 3K Io>i : I/ïLKl : l/M (5.53)

este resultado muestra claramente que, sólo basta conocer [SKpara calcu
lar el númerode partículas creadas con impulso? ,puesto que la mezcla

de frecuencias en (5.41) es debido a este coeficiente. Comopor otra pa;

tmpk depende del módulo de ¡Z entonces, ae crean igual cantidad de par
tículas de impulso 7‘ y-z .

Teniendo en cuenta, que la solución {2Ka la parte temporal de la e

cuación de Klein-Gordon (5.25), y el cálculo de las condiciones de can
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torno'Ñ; y‘ñk, que satisfacen el Principio de Equivalencia Cuántica so
bre cada superficie de Cauchy, no pueden obtenerse en forma cerrada, nos

vemos obligados a desarrollar todos los cálculos que siguen en potencias

de tzí, donde,H es la constante de Huble yLUes la energía de la partícg
la creada. Si usamos los desarrollos de-flk,Tfi yfn¡hasta segundo orden y
además,para simplificar las cuentas tomamosaclopamiento mínimo, es de

cir que hacemosbzo, puede verse, que no se modifican en nada los resul

tados que obtendremos a continuación paralfikfcon los obtenidos en el trg

bajo de Castagnino y colaboradores(3o) para baéo , en efecto; del apég

dice (A-S) se tiene que las soluciones aproximadas de la ecuación difg

rencial (5.25) para k):() son:

Q :1 WK+ifl4H2_ _m?_H2__R.(m2+w:) (5.54)
K 8%" Kw: .1sz 2

Por otra parte, comoya vimos anteriormente el núcleoCá no está bien

definido, puesto que depende de la base de soluciones que elijamoe para

la ecuación de Klein-Gordon. Este hecho, nos conduce a que existen difg

rentes descomposiciones del campo, en términos de frecuencias positivas

y negativas sobre cada superficie de Cauchy, definida por sl tiempo t o

En otras palabras,se ve que existe un núcleo Gi diferente para cada su

perficie de Cauchy.

Para seleccionar un núcleo ¿á , sobre cada superficie de Cauchy es

necesario conocer<31y su derivada normal sobre dicha superficie. Estas
condiciones iniciales sobre cada superficie de Cauchyse obtienen por

medio del Principio de EquiValencia Cuántica:
U

" El nucleo Cá(1¿p tiene los mismos datos de Cauchy sobre la su



perficie normal de Cauchy g que el¿fli(xlj) escrito en coordenadas normg
les"

Notemos, que necesitamos una superficie normal por que el sistema

de coordenadas normales, debe estar definido en toda la superficie, de

manera que así,sea posible definir ¿>¿(X,fl) en toda la superficie de Cag

chy. Conestas hipótesis resula que, las condiciones iniciales sobre ca
(21)

da superficie de Cauchy son:

'Ñ; z.“ 7“w¿_whfl i _ .b ¿fi? HQ
(21.3972(2 wa/z 16 ¿uf

(5.55)

a i r . l 2 . 1| Q
z -. _,_, __,,__\_WK -1?%J5_Í_*1_ H _ L _5_.IL“. H

(gfl¿)22(2¿uK)#2.1 QLUE ib uk

si ahora reemplazamos (5.54) y (5.55) an (5.45) se obtiene que:

.L.

L u¿¿d{ )Q )2 .(l‘ (i Q. (1)?

FK: E 4m H + EQ. (¿11+ LUK _(94 i2%

¿o (5.56)
_ u¿<dt

i 2 (o(2) 2 22
___. mzH +_r{ __+u)_í))

(m4 4 12 2
2 LU,<

o también:
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+2Q (“2 (2)2 (J (2)

[fix] 2 (9K 8 + a“ —- ¿“Méx C052 ¿UKdt (5.57)’x (9 (2)8 , 1 (2)4
“WK ¿LuK 24)“: 'thC 4:1

donde:

r Q Q 2 2

OK= .m“H 4. (1m _,.mk) (5.55)4 i2 2

Aunqueen general la expresión (5.57) es dificil de manejar, vere

mos, sin embargo, que bajo ciertas hipótesis naturales, es posible sim

plificarla. Para ello, tengamos presente que en escala cosmológica, nos

va a interesar el númerode partículas creadas entre un tiempo tL , pró

ximo a 1a singularidad inicial, es decir, del orden del tiempo de Planck

tf): ¿643 seg y el tiempo actual {za/1018899. Luego, para estos tiempos,

se cumple que la relación entre el radio del Universo en los instantes

iniciales y su radio actual, es muchomayor que uno:

¿3. v>> i (5.59)
a(U

Unaconsecuencia inmediata de esta relación, es que la energia cinética

de una partícula creada en los instantes iniciales, nos llega hoy en día

con una energía cinética que está en la misma relación que (5.59), es

decir que:
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—‘*<>>
¿y5) (gm) (5.60)

por lo tanto, a pesar que las partículas observadas en la actualidad,

tienen una energía cinética muyinferior a su masa en reposo, han sido

por (5.59) y (5.60) ultrarelativistas cuando fueron creadas. En otras og
labras:

)K m tu“ z _»<_.4
¿sm >> z) ad)

(2) (5.61)
V «(HW :;» UJ = ww"\

r?)1’, “

ahora bien, si usamos (5.6H) en el primer sumando de (5.57), nos queda:

¿ <4)2

2 { _r_n_H -¡ B. JL
Cu) k ,4 1:). ¿2 ( )“K 2 5.52

4. u) (“e 1 K 8K i ___
ama

pero, como además, las soluciones (5.54) son válidas para Universos cuyo

radio evoluciona según la ley (ver A-S):

¿4’ (1—VX)
: Í [563] (5.63)

resulta que:

R: ó(2-b’)HQ (5.64)
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luego, reemplazando (5.64) en (5.62), se tiene:
2

2 {Óm2+2(2-v)53)¿f “)GH) 3° 4
x :1 (5.65)(ha

4 LUK 4 K3
am8

de manera que, si X7é2 , entonces, por (5.61) la expresión anterior se
reduce a:

Z 11

I: i (_Ru)>2_a‘“ (5.66)4w(Qe ó

Volviendo nuevamente a la expresión (5.57) y reemplazando (5.6%), en su

segundo sumando, este se reduce a:

'Z 2 4

Si. e:M iii) (5.67)
4 uJK‘WB 64 m

Unarápida determinación de (5.67), para la constante de Huble actual
—18

HnJiO 1/seg. y la masa de un protonvnnJÍÜ 1/eeg noe da:

(2) 4 '168

(H ) 'v 10 (5.53)Y“

Para estimar (5.66), con evoluciones de 1a forma (5.63) notamos que:

2 2

si“ z <2-X iAuubgha 4 X2 ¿“Wqu (5.69)

Ahora bien, los tiempos de mayor interés son aquelloa para los cuales

se pueden crear partículas con masa en resposo del orden del protón, es



decir que, Í¿_é iéfiqseg. Pero, comoen estos primeros instantes la Cïqg
ción de partículas es muyabundante, entonces, la incerteza en el tiem

po que dura el proceso de medición, debe ser menor o del orden de ti ,

es decir que, At é.ti . Por otra parte, la incerteza en la energía de
la partícula creada, debe ser menor o del orden de su propia energía, de

manera que ¿AEÉf_E¿. En consecuencia, por el principio de incerteza, rg
sulta:

¡._L í: A’cAEí tiEi (5.70)

Si tenemos en cuenta, que la creación ocurre casi totalmente cerca de la

singularidad inicial, entonces, es en esos momentos,cuando se manifies

ta en forma apreciable la naturaleza cuántica en el proceso de creación,

luego, el producto ti. Ei no difiere muchode la unidad:

At AEMtdEi’Vi (5.71)

por lo tanto, de (5.68), (5.69) y (5.71), se concluye que:

2 2
(i) (2)

¿K (9K (5.72)
Mi ,_. ._. Bn” (2)

4 cul: 4 LUK

además, si reemplazamos la evolución (5.63) en (5.72), ésta adopta la si

guiente forma:

1/2 (1-1/1) -1)

{ 2( 2-3) } mÍ(Q)>> Ktm 563 J (5-73)



pero, comonos interesa la creación de partículas entre, un tiempo prd

ximoa la singularidad inicial y el actual, es decir:

(Q) (i) —42>
‘t ¡o lO 563 >>t 2/ iO seg (5,74)

entonces, la desigualdad (5.73) será válida para cualquier tiempo, si

(l-%í),> O . De esta manera, vemosreducida las posibles evoluciones

temporales (5.63), sólo a aquellas, que:

í/x < i (5.75)

los casos másimportantes, es decir, iáz;iá y %gsatisfacen esta rela
ción.

v 2Usando (5.72) en la expresión de HÓKI, dado por (5.57), ésta, se

puede aproximar por:

42 / i) 2 (U

Jó \ 6 La“

mostrando claramente que la creación de particulas,depende fundamental

mente de la curvatura inicial del Universo y no de su evolución futura,

es decir que hoy en día, prácticamente no se crean particulas (a expeg

sas del campogravitatorio) por la expanción del Universo.

Para el caso particular en que las partículas creadas tengan masa

nula en reposo, se puede repetir el razonamiento anterior y se llega nug

vamente a la expresión (5.76).

La densidad de partículas creadas por la expansión del Universo,

viene dada por:
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{dafifm :Jd'r/N4WK2M._ (5.77)(21m3)3

donde,hemostomado las funciones de frecuencias positivas y negativas,

normalizaoas en una caja de volumen ( ZTTC a ï. Por lo tanto, de aho

ra en más pasamos a las unidades usuales donde, Ei(Ï ) tiene dimensiones

de tiempo. Por otra parte, los datos experimentales vienen expresados en

términos de la energía cinética de las particulas,

T: 1:1(LU'm)
(5.78)

o 1/2K: a iflznw
+11 71

además, lo que hoy en día se mide, es el flujo de partículas creadas

por unidad de energia cinética y por unidad de ángulo sólido, de manera

que, si llamamos al flujo, se tiene Que:

J®K> d“ :í 50”)”; dK (5.79)

donde,’01. es la velocidad de la partícula que lleVa impulso K/a. Como1a
energia de la partícula es:

EK:t’wKT-W (5.80)i- El
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resulta que reemplazando (5.78) y (5.60)en (5.79) nos queda:

{>(T)dT:i\ ¡fi 2
ió(2n)3c9 ó

¿4 dT
a THzmT (5'81)

Argumentos heurfsticos muestran que el tiempo de plank:

l/2 -43

tp: N iO 598. (5.32)

define un límite, tal que, para tiempos menores el campogravitatorio de

be cuantificarse, mientras que, para tiempos mayores, es posible aplicar

esta teoría semiclásica en la cual hemos tomado al campogravitatorio cg

mo un campo externo sin cuantificar. Por lo tanto, si admitimos que a

partir de 'ti AJ ¿1543seg.comienze la creación de partículas (por el mg

canismo propuesto ) y que además, la edad actual del Universo es aproxi

madamente la inversa de la constante de Huble, o sea que ÍQ AJ 163 seg.

entonces, para calcular el flujo de partículas creadas se hace necesario

adoptar un modelo de Universo puesto que de otra manera, no podriamos eg

timar la relación ¿Ïjéïm . Actualmente, el modelo de Universo mas aCeptg
do, es el del big-bang, cuyo radio evoluciona como Íy& para tiempos meng

res queÍd:ió:3, es decir que en esta era hay pleno dominio de la radig
ción frente a la materia. En otras palabras, la energía de las partícu

las es tan alta que no pueden ligarse para formar átomos. Por encina de

Ïd , comienza la formación de átomos y por ende, tenemos un dominio

neto de la materia, en consecuencia, el radio del Universo comienza a e
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4 voluciondr como g . Con estas hipotesis fundamentales, resulta muy

(i) Q
razonable estimar la relación á. ¿á )como sigue:

-6 :1ÉL td. (5.33)

Si por otra parte, tenemos en cuenta que todos los desarrollos anterio

res son válidos para evoluciones de la forma 'tá/X, entonces, para és

tas, resulta que el escalar de curvatura Rtw €/ïz, de manera que, reeg
plazando en esta expresión el tiempo Plank (5.62) y usando la relación

(5.83) en (5.81), se tiene que el flujo de partículas de spin- 0 con mg

sa nula en reposo creadas por unidad de energía cinética y por ángulo

sólido, viene dada por:

‘74?“ 0m?599 (5.84)

esta expresión del flujo,5e aproxima muybien a la curva experimental

que se obtiene para la radiación cósmica difusa X; y ‘X de fondo, c2

mo se ve en la figura;
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abservándose, una amplia coincidencia en un rango bastante grande de e

nergía. Sin embargo, debemosnotar que si las partículas se crearon an

tes que se desacoplara la radiación de la materia, hoy en día, estos f2

tones deberian estar termalizados y serían parte de 1a radiación de fog

do de 30K . De todas maneras, resulta bastante sugestivo, el hecho de

haber obtenido el mismovalor de la pendiente de la curva experimental.

Mas aún, no debemos olvidar, que hemos usado el flujo de partículas cre

adas de spin- Ü y masa nula en reposo para explicar los datos que se

obtuvieron para los fotones.
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6. CREACION DE PARTICULAS DE 3pm 1/2 POR UN UNIVERSO

EN EXPANSION

6.1 INTRODUCCION

Comoya vimos en el Capitulo anterior el Principio de Equivalencia

Cuántica permite definir un único núcleo Gi pura cada superficie de

Cauchy, pero distinto para cada una de ellas. Consecuentemente fue po

sible tener un modelo de partícula único para cada tiempo. De manera que

la trunformación de Bogoliubov, entre las bases de partícula, definidas

para los tiempos ti y tg , daba origen a una mezcla de los operadores

de creación y aniquilación. Por lo tanto,se encontraba que el campogrg

vitatorio era capaz de crear particulas de spin-0.

El caso que vamos a tratar ahora, es la creación de partículas de

spin -& por un Universo en expansión, espacialmente plano. Consideramos

además, al Campogravitatorio clásicamente. Este estudio lo llevaremos

a cabo, generalizando por un lado la ecuación de Dirac al espacio-tiempo

curvo, según fue formulado en el trabajo de Castagnino(33)y por otra par

te, aplicaremos nuevamente al Principio de Equivalencia Cuántica para dg

finir un único núcleo Si en cada superficie del Cauchyy tener así, bien

definido el modelode partícula.

El tratamiento matemático de la ecuación de Dirac generalizada, re

sulta ser más complicado que el tratamiento de la ecuación de Klein-Gor

don generalizada,puesto que la primera contiene un operador matricial a

plicado sobre un campo spinorial, mientras que la segunda contiene un o

perador escalar aplicado sobre un campoescalar. Pero a pesar de esta di

ficultad, veremos que es posible expresar el campospinorial solución,

en términos de una sola función, que satisface cierta ecuación diferen
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cial de primer orden, en un modototalmente similar al que seguimos pa

ra el campoescalar, en el capítulo anterior. Luego, aplicaremos nueva

mente el Principio de Equivalencia Cuántica, para determinar las condi

ciones iniciales que deben satisfacer los campos, sobre la superficie de

Cauchy. Al llegar a este punto, veremos que si tomamos el campo de Dirac

generalizado y el Principio de Equivalencia Cuántica a primer orden en

potencias de ïéu , no tenemos creación de partículas, resultado que e
ra de esperar, ya que tampoco teniamos creación de particulas de spin-0

a este orden, en otras palabras, a ordenflál no se manifiestan aún fenó
menosde creación de partículas atribuibles a la curvatura del espacio

tiempo R. puesto que ésta depende de Hgy potencias superiores. En cambio

cuando se pasa a 2do. orden, resulta que las condiciones iniciales sobre

la superficie de Cauchy que determina el Principio de Equivalencia Cuán

tica, son tales que, conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas in

compatibles para determinar los valores de los campos sobre la superfi

cie de Cauchy, de manera que, no se puede definir el modelo de partícu

la, a segundo orden en potencias de 54). Este resultado negativo, nos
muestra claramente que el Principio de Equivalencia Cuántica, no permi

te definir la descomposición del campo, en términos de frecuencias posi

tivas y negativas para órdenes superiores de H4” . Es claro, que este
dificultad está asociada al hecho que, el Principio de Equivalencia fue;

te impone condiciones que deben satisfacer los campos sólo en un punto

y en cunsecuencia, no es lícito hacer una extensión de los valores que

debe tomar el campo,a toda la superficie de Cauchy como postula el Prin

cipio de equivalencia cuántica.

Para superar estas dificultades, se están estudiando dos formas al

ternativas del Principio de Equivalencia Cuántica, el geodásico y el isg
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cinética. Sin embargo, hasta el mcmento, estos trabajos no han sido adn
terminados.

Por último se tratará el caso particular muyinteresante de parti
culas de spin - i y masa nula, dado que para ellas la ecuación de Dirac

generalizada tiene solución exacta para cualquier Universo en expansióm
con una métrica de la forma:

dóQ: CH“- sam[mí-d; +0152]

6.2 ECLnCLQfl DE DIRAC EN EL ESPACiO-TIEMPD CURVO

(35)
Siguiendo el trabajo de Castagnino, haremos aqui una breve des

cripción, de 1a ecuación de Dirac generalizada y de los conceptos fundg

mentales, que necesitaremos en 1a sección siguiente.

Comoes bien sabido, las ecuaciones de Dirac en el espacio-tiempo

plano son:

(XCSL’ ,m) Y(x):-_O (6.1)

i
donde ÏE es un spinor de 4 componentes y las matrices X, son 4 matrices

arbitrarias pero que, satisfacen las siguientes reglas de anticonmuta
ción:

Wu ¿(Wi-zi“ (6.2)
¿x

además , como el tensor métrico’z tiene el mismo valor en todos los
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l

L

puntcs del espacio-tiempo, resulta que las matrices X no son funciones

de punto, en consecuencia son constantes, es decir que:

Epi 32(1: O
(6.3)

En una representación particular, las matrices Ü/Lson:

o d I 6'

X02X:l: i o Xd:—XÏ-L o cK)o -i ’ÜÏst 0 (6'4)

donde:

o 1 _‘ , _ i O (6-5)cu w ww / ai O L o 0'

son las matrices de Pauli. En lo sucesivo nos referiremos a esta repre
sentación de las matrices de Dirac.

La generalización inmediata de las ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3)

al espacio-tiempo curvo es:

(PCVE_.WÓHfu)=O (mm

+ :_28LK (6.7)
VL: r'Kzo (6.8)

donde, las matrices nL son ahora funciones de punto, y (Z133 el simbolo

que representa la derivada covariante spinonial, lo cual está definida
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de la siguiente manera:

Vi'ï/ = 963.! + ÜÏ'Y (6.9)

A las matrices GF, que llamaremos conexión spinoriel, las determinare

mossencillamente pidiendo que, se satisfagan las ecuaciones (6.8), es
decir:

pr=n<//C+0Ïn<—r‘x°_i=0 (6.10)

donde, el sfmboloAÏ significa derivada covariente de {k , comosi dichas
matrices formaran simplemente un vector. Pero, por el trabajo de Looá3fi)

se sabe que (6.10) solo determina parcialmente a las matrices OT ,

luego,para definirlas completamentees necesario agregar le condición
33)(

(ver Castagnino ) a

Vüp=0 (6.11)

donde, p es la matriz que tiene le propiedad:

Pt‘zmr‘r‘" (6-12)

Volviendo a la ecuación de Dirac (6.6), puede verse que el espacio

de sus soluciones tiene una propiedad muyimportante. puesto que:
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VC afVT: :0
( VE! ( 3 ) (6.13)

donde, LL y'U' son dos spinores cualquiera solución de la ecuación de

Dirac yÏI es el adjunto de Dirac:

- +
LL: LL [5 (6.14)

en la representación (6.4) de las matrices de Dirac es:

:_¿Xo (6.15)

de manera que, si dentro del espacio de soluciones de la eeuación (6.6)

definimos el siguiente producto interno:

<<cL,v>>-_—-Ï—ÍÜLf‘L-vdfi': =<<1CU.); (6.16)2.

I

resulta ser hermítico, y además,de acuerdo a (6.13) es independiente de

la superficie de Cauchy, sobre la cual se efectua la integración.

Unadiferencia escencial, entre la ecuación de Diruc (6.1) y su gg

neralización (6.6), es que, las soluciones de (6.1) satisfacen la ecua

ción de klein-Gordon, en cambio las soluciones de (6.6) satisfacen:

(A-m°)ïï=o (6.17)
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donde:

.A=_V¿VC+¿Ï_F’\ (6.16)

pero, este operador difiere del operador de Klein-Gordon generalizado

(5.2), justamente en el sumandoque contiene la CUÏVutUÏaescalar.

Con la breve Síntesis anterior, de la ecuación generalizada de Di

rac, podemosya, tratar el problema de un Universo en expansion espaciai

mente plano.

6.3 SCLLCICN DE LA ECUACIQN DE DIRAC EN UN UNIVERSO EN EXPANSION

EbPACIALMENTE PLANO

Ununiverso con estas características, viene representado por el si

guiente elemento de arco:

.1rr Q 2 2 2 lys: df- vu)[&/+:w—.dzj (649,

de manera que, las componentes no nulas del tensor métrico son:

, _ y . ( _ _ a ’w

).n / Ïígd)—- ' ) (6.20)

ri")z: \(¡/(\ I —-
(6 .21 )

.1 ,¡1 d "i °<
[)k.'.’ y ' p T.c9{f)y
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O

L

y teniendo en cuenta que las matrices 3/ satisfacen (6.2), entonces, r3

sulta que las reglas de conmutación de las FL es la correcta, o sea

que:

ru'PK + (“<pr _ ZSLK (6.22)

por otra parte, para el tensor métrico (6.20) se obtiene fácilmente que,

los elementos no nulos de la conexión afín son:

o . "U (v4) .

Luego, la conexión spinorial resulta:

(70:0 @:— ¿XogdsïiïHmü (6.24)bd»1'

en efecto, por cálculo directo puede verse que con (6.24) se satisface

(6.8) y (6.11).

La ecuación de Dirac (6.6) para la métrica (6.20) se reduce a:

(Pi é); + .3.HPO_ m)’Ï :o (6.25)

Esta ecuación puede resolverse por separación de variables, para ello

proponemos:

[EZ-3€

' (gt :___4_,._ (t) 6 (6.26)
j; 7 ) (zfisüsí í;
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luego, reemplazando (6.26) y (6.21) en (6.25) nos queda:

o d

3/7 +i1<3<ó(7[_m :0 (6.27)— _— [k a K K

O

multiplicando por X y u5ando la representación (6.4), nos queda que:

9° . a «Á :0 (6.28)

Ahora bien, como f; es un spinor de 4 componentes que depende sólo delK

tiempo,proponemcs:

“gi/"rlfidi
¡i‘- r _¿.{—<¿K:lt7

¿(J/¿wii AEC l, "r
—— a l ¿#th I

k l: ¡»dk ¡8-6 i L {2 7“
Cia ' ! J

i ¿{Am i
I

32€ e
las últimas dos formas de escribir el spinor {i , es el llamado forma
lismo 2 x 2.

Comonecesitamos í , de (6.29) resulta que:E

.1

. í ¿[Hurt l, {- 1

¡[ru E? ¡, L 7Q“ o} (6.30)I - . A
E l ' l 9

l (¡Í/Md“ \ o AK“, glzij
L¿/\< C) Í L
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luego,reemplazundo en (6.28) se tiene:

F«¡num “ya \ H
i

¿x tro (6.31)
\'5“ 6d AK-m / !Tr2d ./ N

como (6.31) es un sistema homogéneode ecuaciones, tendrá solución no
. . / . .tr1v1al solo Si su determinante se anula, entonces debe ser:

(¿2K +m)2(/\K_ inf:
WL

(6.32)

(JÏK-+WO(’NK-’n)= Ï 5;

La solución negativa de (6.32) debe descartarse, porque , en ese caso,

las ecuaciones (6.31) tienen comosolución única al spinor nulo. (De a

hora en más, cada vez que nos referimos a la ecuación (6.32), la tomarg

mos siempre con signo positivo). Por un sencillo cálculo, reemplazando

(6.32) en (6.31) se llega a Que:

dk 2K

F G“ (6.33)
f- 151;?) i —

de manera que, haciendo uso de (6.29) resulta:



HO

Tí — í (5.34)
K l

l

Para determinar 1a función!)K que aparece en el spinor (6.34), reempla

zando éste en una de las ecuaciones (6.28), de manera que:

(20+im)_‘é«ÜN Jí -i Koeídf :0 (6.35)
C](_(7k.¡m) 2? a 22

ComoéR depende de la función/AK , usamos la ecuación (6.32) para escri
birlo en términos de.í1K, luego de lo Cual la ecuación (6.35) se puede

llevar a lu forma:

{"7" ' 2 - l '2- f
Ku Lg, _ 12K.Jr LH(52,<+m)+uuK + :0

fi

donde:

2 (6.36)
+m

2
u) :_K

K a NIN

.¿J 2
perq,ccmo det.(l<«() ) z _}< %() , resulta que:
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. Q .

LQK _ 12K + LH(-('2K+m)+uJ::O (6.37)

esta es la ecuación diferencial que determina a.f2K. Por otra parte, mg
. I .diante un calculo Simple, de (6.32) y (6.37) se obtiene la ecuación di

ferencial que satisface la función AW, esta es:

{Á -4/\K_¡.iH(/\K_m)+;1,)5:..o (6.38)

Tanto 1a ecuación (6.37) como la (6.38) pueden escribirse en una sola

ecuación diferenciaL

_ . o ’J.

L\)</K_‘//K2+ H(¿\X/K+m2( ).¡.LUK_-C (6.39)

donde,b&fies la matriz definida por (6.30), es decir que:

(6.40)

La eCUación (6.39),puede resolverse a segundo orden en potencias de “¿o
/‘ K

siguiendo el método, que usamos anteriormente para resolver la ecuación

diferencial (5.25). El resultado de estos cálculos pueden verse con de

talle en el apéndice (A-A).
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Para algunos casos particulares, puede verificarse por simple ins

pencción, que las ecuaciones (6.37) y (6.38) admiten las siguientes so
luciones exactas:

nozñm
a) 5L K=0 => (5'41)

/\o:.m

b) 5; m=o —_-> (6-42)

/\K==i_5;
¿1

Este último caso es muyimportante, puesto que en la naturaleza existe

una partícula de masa nula en reposo y spin-í, es el llamado neutrino,

que será estudiado con más detalle al final de este capítulo.

Volviendo a la solución (6.34), observamos que en realidad contie

ne dos spinores independientes según se tome:

, ¿{Amic '{A dt

:í 1,1 6’ O, 7( :ro EL K2K

en cuyo Caso por (6.26) resultan:



. 113

XI XI
+ ¿ÍAKdt L

ü; :———í—_— a‘lzxfm) e Y E)
(21m) 9'? i

XI

(6.43)

O

los subíndices 3 y 4, han sido colocados para que estos spinores, se r3
3 lc 5 5)

duzcan a los del espacio plano u); y LUR usados por Bjorken( cuan

do a&)es constante.

Comouna bese completa debe tener 4 spinores, nos falta hallar to

davía dos más. Para encontrarlos notamos que_.!2: satisface 1a ecuación
* .

(6.38) conjugada y que,/\K satisface la ecuación (6.37) conjugada. Ade
más, frente al mismo cambio:
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*

(6.44)

al determinante (6.32) es invariante, luego, los dos spinores que faltan

se obtienen a partir del sistema (6.31) haciendo el cambio (6.44), pero,

teniendo en cuenta que frente a este cambio, el spinor (6.29) se trans
forma como:

{1' 7€: (6.45)

H2? fi: J

de manera que, el sistema de ecuaciones (6.31) se reescribe como:

-A:+m _fiÜ-‘< {xa 22
=0 (6.46)

d 4'

—.53(ï —(¡zi-+W9 Fa iz

.4. -——>

ahora bien, si en este sistema de ecuaciones cambiamosK -av”< (este

cambio es sólo para que los spinoras que se obtengan, se reduzcan a los

spinores del espacio plano, cuando, el universo no se expande o en otras

palabras cuando F\: O ) y resolvemos (6.46) resulta que:



r *
i fi;

f « *
x? _Ka5 {93€

¿(ni-rm)

"' ‘y- - o
:1 ahora ha-emos que TQí valga.

_¿{AÉ dt
* rf ' ,e o

PO m

u

l_- _._._.J

* Í]
així“?L4
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(6.47)

¿J/CL 01+

entonces, de (6.47) se obtienen las dos soluciones que faltan, ellas
son:

o

ü” ML y raw e
a (n: +m)

._ 7...“:a +m)
_ J

i

: _..V_..15_______ K —
¿(JZÏ4-m)

(B

-¿f/C; dt

:in dt -Lïtx.

(6.48)
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Ahora bien, para Hue los spinOres (6.43) y (6.48) sean una buena base

del espacio de soluciones de la ecuación de Dirac, es necesario que sean

ortonormales en el producto interno definido por (6.16). Procedamos pr¿

mero a normalizar las soluciones (6.43) y (6.48), es decir que, para cg
da una de ellas debe ser:

(“fle YR) -:_á(2'-R’) (6.49)

pero,por (6.16) y (6.26), se tiene:

<Y;.¡ YE):]¿:](_ ¿(zum (6.50)

luego, comparando (6.50) y (6.49) para R::R , se tiene que:

+

264;:1 (6.51)É K

si imponemosesta condición a los spinores (6.34) se obtiene:

_ÍImmae
g.

e __, JZK-rm
n:+/\K

(6.52)

se puede verificar también, que para los spinores (6.47) resulta el mig
mofactor de normalización (6.52). Si ahora escribimos:



117

AK AK + L'MK (5.53)

con XRyÏVK reales, resulta que:

LAK: [AK «MK (6.54)

por lo tanto, si combinamoslas expresiones (6.54) y (6.52) Con (6.43)

y (6.48), vemos que los spinurea normalizados son:

I

1 ¡ ./ . __
_.0v_w_ ¿ _H)ÁKdt -L K-ï

”+’ ,:2* . I44¡”h e .i e
i (¿K\AK K4” (2W8)'“

;¡{52:..nü

(6.55)

__519;“ ¿jmar CR-5€
. r x ¡\

“.J’ _| 12.: +n'1 ¿("2* ‘ H} e 8
-. -¡ ' . —-" "WW-,5

¿”K “Q1: -I A4 (Qfic‘a) “7?

i

Esta es una forma simbólica de escribir los 4 spinores, puesto que na

ra explicitarlos,es necesario hacer las siguientes Operaciones:
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¿Mi : [1,1217ui EEE: YJ'ZLZuz

(6.56)
rl; , r
¿32: ¿3,1,3?U3 , ’Ï4R: UA

donde:

¡3 " gol o] ¡O
' ’ i = ’ (6.57):7 ¡1' OI ¡’

ui / u?" ' / u-J’: uk '- .a I e
3; lo' [o] ¿L

Para completur nos falta ver si los spinores (6.55) son ortogonales en

el producto (6.16). For simple cálculo directo se puede verifiCor que
l l a!

l) I ¡Y nju . o _ïky.ï¡son urtonormales, que 3¿yüitamblen son ortonormales, pero que
l“ ,.

-Wky41fiino sun urtogonalas, luego, para que si lo sean basta con ha
-' .J/

cer el cambio de signo K m-J'K en cualquiera de los spinores jlzg o Ïg#¡
De manera que, los spinores que debemos usar como buSB del espacio de

soluciones de la ecuación de Dirac son:

.1

J

I____M - _L[A.<dt ¿2.32
3;“. -|:'¡._—‘ÉÏ::F_T_ K, C?n4K", .x . 4‘ w—<m*- m

!l 11K+/\K IT ¿xy (2rra)%
I (“IAE-Im)
L -4 (6.58)

í' rw q
Wow _ ¿{AK‘r ¿z-ïw . law-m e emaz“r

l 1’1*_\/\K
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en otras palabras, los spinores (6.58) satisfacen las siguientes relg
ciones:

' r f‘l "'l‘ "‘ “'u.Q/L).;¿:K}>: ( )
w

De ahora en más, siempre que nos referamus a los spincres fc, serán lcs

definidos en (6.58).

Para lo que sigue, va a ser muy útil que definamos una matriz, cu
? . , 7 . . "U - A? - ny , ru yas columnas estan formadas por los spinores -¿Kj _.g¿/ .3íl -42-810

K-ï) , es decir que:

¡q / L?33¿ 3%l! FI] p‘?) PJ, _ rw p m , a.
w. _ K ¿R fi; ¿3K ,IÍE) _ (Qfio) (6.60)

mediante un cálculo sencillo (6.60) se puede escribir como:

¿ak 14ml! MKc; (6.61)K
"(2); + AK a

donde,Ï4¿ yCBKson dos matrices que están definidas de la siguiente fc;
ma:
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l O \
¡(.“1‘1-3rñ)\ KMK.“

L) "‘71.

\ \S2._/\1Im/

/Ï '

/ -¿LAKd% ‘¡c3 ¡o O
4 J.

xÓK: f_ Z fl (to/u) 6.6
{fl/ww ’< ( 3)

\° K t /

pero,por (6.59), sabemos que los spinures que forman las columnas de

(6.61) son ortonormales en el siguiente sentido:

/M"F “U — cí ."‘) ,(K) - - (6.64)...L\K

1uegq,de esta última, resulta que la inversa de la matriz (6.61) es su

conjugada hermítica, es decir que:

' A .:. (6.65)

pero,por (6.4), (6.62) y (6.63) se tienen las siguientes propiedades:
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.- ’Ï 4“
(OK : D K

¿tM;:14
(63“): _¿ X“

M:W:X“MK

(6.66)

entonces:

-1 l” ,k * _ o(
:/_—fZ.<-'m G 1+LkdX MKJr Kl flK'ï'AK <3

“i”i (6.67)

en efecto, por cálculo directo puede verificarse que:

—1

“i” m+ “f; z “r "YQ: i (6.66)í

6.4 CONSTRUCCION DEL MODELO DE PARTICULAL TRANSFOREACIDN DE BÜGÜLIUBÜV

Y CONJUGACLQQ DE CARGA

Comolas soluciones (6.58), no definen partículas y antipartículas

en el sentido que exija el Principio de Equivalencia Cuántica, formamos

una nueva base haciendo una combinación lineal de estos campos y obteng

"108:

1‘“pm La; 2' [P32j Lí)¿.z):(AÏï< Aiiiü’E/‘Jïi [YR/i Y-A )344)). K ¿(41) (6-69)
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Si ahora, fijamos los coeficientes (A4¡¡A2¡I.A50¡)¡A4FE))pidiendo que

Ji
cia Cuántica sobre las superficies de Cauchy, definidas por los tiempos
los nuevos campos (Cñ_¡9 W ¡ f ) satisfagan el Principio de EquiVulen.K ' " —

ii y iz entonces, estos camposrepresentarán las bases de partícula y
antipartícula en los tiempos ii y Ïg. Por simplicidad trabajaremos con

(6.69) en forma matricial, a sea que:

'{í : FÏ'E AR (6.70)
K

I U} (2)

Pero, para 'Ï¿ y ÏQ el campo 9? debe valer TT; y TÏR respectivamente
ya que éstas, son las condiciones iniciales que deben satisfacer las

(9 (D
E para que se cumpla el Principio de Equivg

' _ (n L1) ,
lencia Cuantic0. Debemosaclarar que las matrices TTí y TÍ: estan forma

l

bases, que llamaremos E y

das por los 4 spincres ( encolumnados) que se obtienen del Principio de

Equivalencia Cuántica para los tiempos {1 y'tz , o sea que:

(1) (1) (-1)

(6.71)

usando (6.68) en las ecuaciones anteriores, obtenemos los coeficientes

Íféxy A;:)como función de las condiciones iniciales sobre la superficie
de Cauchy, determinadas por el Principio de Equivalencia Cuántica, es de
cir que;

u; u) + <1)
’2-1'. í

(6.72)
(2) ny(2)+ k2)

AZ: ¿E Tri
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luego, las particulas y antipartículas en los tiempos ti y kz vienen

descriptas por:
(D

KPZ = Y? Ag)
(6.73)

ú) 2)
L mi! (

K

. u) (o
pero,tanto [PE como 2 , son una base del espacio de soluciones de la
ecuación de Dirac, en consecuencia, debe existir una tranformación de Bg

goliubov entre ellas, lo cual puede expresarse de la siguiente manera:

, \ H (i) (i) (1) (A)

by) (Q) jaj) LDU?) (2))- l y fl“¿z ,’ w; i ¡3,221122 ' Mi Mi?» taza?“ LPIOSFÍUz quh)

o LP_ : __ dz ( )K

dondBJÜúíes la matriz de la tranformación que vincula las dos bases. Reg
plazando ahora (6.73) en (6.74) y usando (6.68) resulta que:

A- 7. AE dz (6.75)

luego, por (6.72) se obtiene finalmente que:

1+ 1 2+ (2)
<> u (>71; (6.76)

2 L<
DCZTT- _

K K K

Un aspecto importante que ya puede hacerca notar,es que de (6.74)

se desprende que los términos fuera de la diagonal en la matriz C(¡ (pen
sándola como una matriz.en bloque 2á2),S°n 103 que meZCIan Spiflores de

partícula con antipartícula, luego, ellos son los responsables de la crg
ación de materia en un Universo en expansión. Pero,antes de calcular el

númerode particulas y antipartfculas creadas, es conveniente estudiar
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las propiedades de la matriz a} y las relaciones que existen entre sus
elementos, con el prOpósito de obtener los resultados finales, en tér

minos del menor número de parámetros posibles. A continuación veremos

que la matriz ¿{k satisface las siguientes dos condiciones.
1) La matriz ¡YR-es unitaria

y.4 +a / / ’ 4.. ; (A; (Xd-dk»-iK í

este resultado se desprende naturalmente de (6.76),puesto que la matriz
(i <2)

z en (6.74) transforma la base ortonormal %ï_ en otra base f que
K E

también es urtOnormal.

2) Veremos ahora, como la conjugación de carga nos conduce a cierta

relaciones entre elementos de la matriz 0(;; . Para ello hagamosla si

guiente observación, conjugando la ecuación de Dirac generalizada (6.27)

Í #

o*,\ _ \/“* -¿El (-VÓ— L __. T.-O- ,__ oa 4K

y teniendo en cuenta que de (6.22) y (6.21) se deduce la siguiente pro

piedad para las matrices de Dirac XL' .

/ ¡C \/ ¡C-%by) ¿2: E (6.79)

resulta entonces, que reemplazando (6.79) en (6.78) y haciendo algunos

cálculos sencillos:

q,
\ or' o x/ *

(¿Í JO+LQJ_m)Ï/z7(:0 (6.80)a -1:
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pero, comparando esta última con (6.27), se ve que si(_ es Solución de la
x IK

ecuación de Dirac, entonces también lo ESXLF.Esto permite definir el o-R
parador C que representa la conjugación de carga, como:

/ o o o 1‘A ,/o 6’1\ l o o —1 o(52: ) o
i g O -i O O l (6 81)
VG"- O "1 ¡l

‘ \ i O O O

Ahora oien, para ver cual es el efecto de la conjugación de carga sobre

los spinores (6.61), calculemos . Para ello es nECesariousar las
siguientes propiedades; de (6.4) y (6.63) resulta:

C; b/x ; Xd G: (6.82)K

de (6.4) y (6.62) se tiene que:

MK X2 = X2 MK (6.83)

de manera que, aplicando (6.79), (6.82) y ( 6.63) obtenemos:

cwgczwg mm)
2

ya que M_K: MK yQK: 6K . Comoademás, C :i de (6.86) se deduce una
relación muyútil ,
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C’l"iz z “ii: C (6.85)

si ahora aplicamos (6.85) a cada uno de los spinores (6.57), se obtiene

de manera muysencilla cual es el efecto de la conjugación de carga so

bre cada uno de los spinores 'YíRI‘ÏZZI’Y3R. y ÍÏ4¡‘,en efecto:

A á‘

Civil? : f4(—lï) (6.86)
n ¿e
L «fl/¿[2:‘fïb(_;)

Con el uso de los resultados (6.84) y (6.86), podemosestudiar las condi

ciones que impone la conjugación de carga sobre la matriz 0(¡,para ello
recordemos que por (6.70):

HD; z "1+, A;K

luego:

¿r X’

LfJ — Y; A _ (6.87)“K

pero además:

de manera que, si usamos ( 6.85) sobre esta última, resulta que:

fx C : Y)? CA;< (6.88)wzM
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reemplazando en la anterior por (6.87), se deduce que:

‘ x

LAQC : A“? (6.89)

Comoesta relación es igual a la (6.84), se puede demostrar que si la a

plicamos sucesiVumente a los spinores (6.57), nos queda que:

(:Ai—T:
(6.90)

CAZR :_-A‘*SVN

Si ahora repetimos el mismocálculo para el cambio de base (6.74) se lle

ga a que:

/ /C“2C=‘\ — (6.91)

o lo que es equivqlente:

.*

(¿Xiíïï d4(—í) (6.92)
44

C “2'? = - 342)

en consecuencia, explicitando las relaciones (6.92) se obtiene la ley

que vincula los elementos de la matriz o(¡, en otras palabras:
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x’ ’ñ‘ o< «4*
._‘; " 4‘2g:— 4%.?)

v /* *

(X31? Í ’ (X2414?) (X3171?= o<23(42)

3k i (6.93
0121:?= - (X3402) dm z d 3302) )

Jr {6’

dm? - N440?) dni: ’ (X4302)

5,5 DETERmINACION DE LA DENSIDAD DE PARTICULAS CREADAS

Para calcular el número de partículas creadas por un universo en

expansión, debemos cuantificar el campo de Dirac. Comovimos anterior

mente, les bases que van a representar partículas y antipartículas en lo

tiempos ti y t 2 , son IRÏ)y J ¿2), puesto que ellos satisfacen el Frin
cipio de Equivalencia Cuántica sobre las superficies de Cauchydefini

das por t¿ y tg . Luego, el campo puede expresarse en términos de cual

quiera de estas bases ( con los correspondientes operadores de creación

y aniquilación sobre cada una de las superficies de Cauchy), o sea que:

(1)_¡¿) , (n (u (n +(1) (1) +(D
fÏ:def “Pc9 (¿ía Lpïaiz 1K + 2; 22 + abi)* 4 Aki)

(6.94)
‘(0 m) a) (m (a +km U) +(q

Yzw" a__+ a tf) a LP a1'? 1K 2K “2* 32 3(-¡)+ ‘nï 4h?)

para simplificar la notación introducimos el operador:
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312
j

C1 Z Jr“ (6.95)
K a3m

a” _
¡it-K}

y ccndensando los cuatro spinores %_ ... . ?._ en una matriz como yaoK’ 4K
,s hicimos en (6.69), podemosreescribir (6.94) de la siguiente forma:

Y. z Pmaí“
K K

(2) (Q)

“f z LPE aí

(6.96)

(n a) ,
pero,por lo visto en (6.74) las bases LF; y‘fi_estan relacionadas por u

K

na transformación de Bogoliubov, de manera que, colocgndo en (6.96) una

base en función de la otra, se deduce que los operadores de creación y

aniquilación, se transforme de acuerdo a la siguiente ley:

('Ü 4- (i) 5-97
aE 1 (x; ¿R < >

explicitañdo ésta Última,para cada uno de lOs operadores de creación y

aniquilación de partícula y anparticula se tiene Que:

('2)

a“? 3 “1+? a?

“3:: = “(3; a?) (6.98)

az; -_«¿a a?
IE: z tu? a?
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Usando (6.98), podemoscalcular ahora el múmsrode particulas creadas

por un Universo en expansión, al pasar del estado 1 al 2, definidos por

el tiempo que transcurre entre ellos. Si además, tomamos el estado 1 co

moel estado de vacio, resulta que:

, (2) + (2) (2)
, . _ o _ _ ._

1oli/¿K1 >1 _ i<0\81ï a1K \o>i_

_ +u) +(i) (1) m__1<D\ aii4'(x21?32)?+ + ).
ae- ¿n x u) * H“ * tm

v (due ad; + (X212 8212 + C(al? a34-“) +O(4.!ï<'¿IM-EA \O>i

Q 2= Idaaz)+ld4421
¿2) (2) La

repitiendo el cálculo para Nm: ,N3R¡[A/¿R , se obtiene finalmente que
2 'L

ÉO‘NÉ) O>i3 I°<3ií2‘ "' ¡“Ind

{olwiïpz = kd322i9+WMV
(6.99)

i<o\\o>1 : | déaílq‘t‘dmï‘z
2 2

¿alMi», =lom mm
donde,en las dos últimas hemosusado las relaciones (6.93). Por otra

parte (6.99) confirma lo dicho anteriormente, que la creación de part;

culas es debida totalmente al b10que de la matriz 0(E que está fuera de
la diagOnal, es decir que, éstos son los elementos que mezclan los tér

minosde partóiulas y antiparticulas.

Pasemos ahora, a demostrar que a primer orden en el coeficiente de

Huble H, la matriz c(_coincide con la identidad. Para ello, necesitamos
K
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desarrollar las soluciones de la ecuación de Dirac (6.61) a primer o;

den en H, ahora bien, del apéfidice (A.4) se tiene que las soluciones g

proximadas de lo ecuación (6.39) son:

3
t.I4. ¡u j ¿UK1. l“ \\H+ o (Hu)

L(¡m
¡“A (6.100)

- Í ,

7..[UK r [(1.11 ZIÏ¡._'+ 7'11;“ll/r. \

I a u o nes fac11 ver que ambas solucrones deben tomarse con el elgno superlor o

inferior. Reemplazando(6.100) en el factor de normalizacifin (6.52) nos

queda que:

"f Omz) (5.101)

Por otra parte las matricesïqky ÓKdefinidas por (6.62) y (6.63) se escri

ben como:

.í o f ¡"17*

Ï 17‘: ——i--- - í L -l ")—7 X H } -r "J \" ) (6.1 02)(Uy: | Y” ILUK

-Lí ujkd': o \
3 ¿1 . N 2)— ¿(IW 4.om (6-10”

o" :l
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de manera que, si sustituimos (6.101), (6.102) y (6.103) en las solucio

nes de la ecuación de Dirac (6.61), éstas pueden expresarse de la siguig
te forma:

“1‘ "J ¡CJ — . ’d \ °f Jr
a“ --H¿.--¡ '“JL'Z L fi3_mé_9r< 371”) H (6.104){jrl I I«.(K a2»: V“ ,no

donde:

. [- ya 1/ “l ’.

11‘11: l _ '-'<n’ i W (tu!) (6.105)
_“¡,l K

,NLK ; ()pux,nq f

es la solución que corresponde al espacio plano con el cambio ÉÍ_”, K
("l

Tomandodel trabajo de Castagningyla base de spinores, que satisfa

ce el Principio de Equivalencia Cuántico en los tiempos ti y tq_ y que

por lo tanto, representan el modelode partícula para dichas superficies

de Cauchy, en otras palabras éstas son las condiciones iniciales que de
|

ben satisfacer los campos (6.104) en los tiempos Él 7 Ïz:

r _

l

¡(“y . ’ IL? “
' ¡_’_”:_s‘_"__ L4 _ mi Hr) j, ¡I

. UK """ Í K547.“

_3(WK+ )_ (6.106)

.d1
:JKM Ü .

f’fi"—"— un 1 -U—1mN ¿"22 H a H 4 " )
r .1: 14a);

I '
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donde,LL representa loa dcs spinoras dSOCÍüdDSa la DortICUla, mientras

que los spinores'V'estan asociados a la antipartícula. PaScndolos sping
res (6.106) a forma matricial se tiene que:

-_¿_ XO °_*' 6.107
WK fl { ' ¿mié H} ÏDK 6K (tii) ( )

luego,con (6.104) y (6.105) es posible calcular la matriz ¿{2puesto que:

00+”; (1) o (i)

TVE f; z: {1+ 211.2“ } (5.103)(Uk

(2)+ ) ,ae o (a)

.E : ¿3K(Ï¿¡Ï2)Ei _Jn_uï_z} (6.109)' K

luego,reemp1azando (6.108) y (6.109) en (6.76) nos queda que:

, ° .U) * "¡3° .(m

mü:íi+m2ï H}6K(t1/f2) 1--. H/, (¡2 / (2)2
MNK) «¡LUK

o )O(._—_GK 2 ' 2)
WK“) UJé

y de ésta última expresióq,sa ve claramente que la matriz QEno tiene e
lementos fuera de 1a diagonal, luego, comodijimos anteriormente, no ha

brá creación de partículas a primer orden en H puesto que no hubo “01-.
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cla de los términos de partícula y antipartICUla, en otras palabras, si
reemplazamos en (6.99) resulta que:

J)

Nm:¿añi- Din?)

;Í9 .Ï)19>¿ “Ïn“) (6411)
¿mi ul)” 'Y7, Ü (H2)

ñ (2}:9,» qu'z)
/\-,_

So| ¡"1/ ' 1.

en total acuerdo con lo que se esperaba, ya que el efecto de la curvatu

ra del universo se manifiesta a orden Fi . En otros términos, por ser ui

una matriz diagonal y teniendo en cuenta (6.77), resulta que MEtiene tg
dos sus elementos de modulo 1.

6.6 iCLtCION PARA PARTICLLAS DE MAáA NULA EN REPÜSO

Para el case particular de partículas de masa nula en reposo, la e

cuación (6.39) tiene (comoya vimos en (6.42))solución exacta. Dicha so

lución es:

, f _ /\* e -r K
_ \K e K _. _ m. (5.112)

de manera que, si reemplazamos en (6.52), el factor de normalización r2
sultaa

(6.113)
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además, las matrices PÑK y 13Kdefinidas por (6.62) y (6.63), adoptan
la siguiente forma:

¿v

MK : ¿3.1 r: MK (6.114)

. “¿dt
ALL a

. . e L 0

¿(“2): ( ¿tfiádt (6.115)
\'> e “d

en concecuencia, por (6.61), (6.67) y (6.76) se tiene que la matriz OÉE

5”“ (2)
0(_: Hi 6K(tiit2)TÏEK

expresión que resulta bastante sensilla si se tiene en cuenta que la ng

triz Cá:es diagonal. Comotodavia no conocemoslas condiciones iniciales
(fl (n

1T; yïïz para masa nula no hemos podido calcular 0(_ .K K
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CUNCLUJIÜNES

Concluimosque el principio de equivalencia fuerte, puede satisfa

cerse solamente en las teorías de la gravitación que se desarrollan en

El Büifiíiï-tiemro curvo, aceptando claro está, que las ecuaciones de mg. A

vimiento de una partícula en dicho campo hayan sido obtenidas a par!!!

del principio variaciondl de mínimaacción. Por otra perte, además, si

ncs restringimos e tiempos no muypróximos a la singularidad iniciel,es

decir, por encima del tiempo de Planck donde válida la teoría semi

clásica de camposadoptada, resulta entonces, que el principio de equ;

valencia fuerte a través del principio de equivalencia cuántico, defi

ne un buen modelo de partícula si las partíc las en cuestión son esca

lares. Mientras que para particulas de spin /2 el principio de equivg

lenciu cuántico no da un modelode partícula satisfactorio.
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APENEJICE

(I)
Comoel Lagrangiano de interacción ¿es un escalar de Lorentz Que

depende de los campos (no de sus derivadas) y las cuadrivelocidades, pg

demos afirmar entonces, que el Lagrangiano más general que responde a eg

tos requisitos es de la forma:

(I) (I)
(Í 2:á (Zi)zzl...Zn)

donde,las cantidades ¿(Lian .5“ son escalares formados por los campos

tensorialeshde orden 1,2,....n AL-I.AIZKIAÜGM.. “At'iL'Quuin y los
vectores LÁL, es decir que:

‘r L,

Ni:;. u i
La 2

4 2

(A1-2)

É J ' ¿“uh UU"nL/¿‘L2...Lnu.
(I)

reemplazandoí en la ecuación (2.9):

C

(I) _ (I)
fi, u‘z 0€
au

resulta que:
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,2 (I)/. _ (I) ' (I)2:8 u‘+ . . . . ..+ si azn_uu; ¿t
29.7., «Du‘ 32,, sw

pero,como cada variable Z¡,Z?¡.. ..Zn por su definición (A1-2) son hOmg
geneas de grado 1,2,...n en las cuadrivelocidades LU, nos queda que:

C) (I)956W}, _ aa‘íïnznzd‘i (A1-3)___ l + +
921 8211

(n
Si admitimos ahorq,que ji se puede escribir como el producto de n funcig

nes, cada una de las cuales es sólo función de una de las variables Z},
es decir:

(I)

ai : ¿(21) . . .. in (mía) (A1-4)

donde,{ix)es una función escalar (depende sólo de 75 ) totalmente arbi(I)
traria, reemplazando (A1-4) en (A1-3) y dividiendo luego por ¿a la ecug

ción en derivadas parciales (A1-3) se transforma en una sencilla ecua

ción en derivadas totales, ella es:

¿1.163551 nzn dsfinzi
¿{A dz“ ¿fm ¿“5,1 (¡n-5)

comolas variables se han separado, cada sumandodebe ser una constante

3¿ (como no hay ninguna condición de contorno g¿ puede tomar CUalquier
valor con continuidad), o sea que:



¿9565; ,. nZn din
¿d dzi gi) 1 _n d}fl-—jn (m-5)

con la condición:

31+ja+"'+3n=i (A1-7)

La integral de los sistemas (A1-6) conduce a:

(f ¿ynn: Zn (¡n-e)

por lo tanto:

(I) Jl 97/2 9%
6€ = {m z1 z2 .._z,, (¡n-9)

perq esta no es la solución más generai,ya que la ecuación (2.9) por

ser lineal, admite una superposición de soluciones del tipo (A1-9),au

perposición que sólo esta limitada por la condición (A1-7), es decir que:

(I) ¿a
¿E 9‘ ¿A (A1-10)= íkï) C(Üi)"19°) Zi--- n ¿{91...d2n_i

JJ+J2+"+JÜ=1‘

es la solución más general de (2.9L donde,CÏ(á¿,_,.án) es una función

arbitraria de las variables JL) ... . gn . Debetenerse en cuenta que
la integración en (A1-10) se efectua en toda la región definida por
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(A1-7),es decir que se lleva a cabo sobre el hiperplano g¿.+.. 4-20': i
Si el Lagrangiano de interacción fuera en general una serie de te;

minos homogéneosde grado (-n,n-Qi,-.n) en LLL, es decir:

(I) n (n)
áï :¿Z Í, un“)

..fl

donde:

L0) . (n)
95€ ud: ná? (A1-12)
Qui

entonces, el método anterior puede generalizarse reemplazando 1a expre

sión (A1-3) por:

¡(0) (n) (n)a 21+.....+2<á mzmzñá (A143)
921 92m

notemoe,que en realidad se trata de un conjunto infinito de ecuaciones

de este tipo,ya que n es cualquier entero entre edryüo) y se tiene una
ecuación para cada valor de T1 . Proponiendo como solución de (A1-13) un

¿{fnze la forma (A1-4), y siguiendo los pasos anteriores se obtiene gg

ra cada f1 una ecuación de 1a forma (A1-5):

dcfm Z. n (A1-14)¿1 daoi+,....+mz
2m¿fi diïi

la
9.5 CLm

como cada sumando depende de una Única variable, la ecuación (A1-14) se

puede separar y se obtiene:
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gm m

im; zm

por lo tanto:

(fm) JJ 23%
,. {11).21 . (A1-15)

donde:

Ji+72+.....+’ámr_fl (111-16)

por lo tanto, 1a solución más general es una superposición de la forma

(n) 37%;31

5€ : {(1)ÍC(J,)...¡JM)25 d91.-d9m_1(A1-17)
31-+32+..--+Jnj:vw

de manera qug el Lagrangiano (A1-11) se escribe como:

¿51) ñ 31 47%“22:71“) C(3,,..,9,, ¿1...2md ...d
_n ' ) 9‘ Jm‘i (A1-18)

Ji+"'+ám:n
A pesar de las restricciones'impuestae al Lagrangiano de interac

ción (A1-11) y (A1-12), ee ve que en realidad es lo suficientemente gang

ral como para contener a todos los Lagrangianos que usualmente aparecen

en física, ya que las funciones ÏÍÓX) y C(DN..áqgson totalmente arbitrg
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rias. Notemos,qua la última sólo está limitada en el sentido de que COE

verja la integral (A1-17)

Por último debemos mencionar aunque no va hacer usado en este trabg

jo, que el Lagrangiano (A1-11) puede generalizarse aún más pasando de la

suma a una integral, donde,al integrando es una función homogéneode grg

do real en Ll‘ , es decir que:

(I) (n)
f = 3€. dn

(n)

donde,cada JE puede expresarse en la forma (A1-17) y n es una variable
real.
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HFENDICE (A-22

, 'Q
En el capitulo 3 se demostró que el tensor lÁk (3.21) admite un dg

sarrollo en serie de la forma:

‘9 ¿e Cs 7 (1) P ' u) (i) ¡e
A‘ = _ a? "’ “522€ "’P9‘68 

{Z {Z Qusau“ Z + Z Qu’áum/Z QuPQu;Z — (A21)

veremos a continuaeción,que se puede llegar a esta expresión por un cami

no distinto. Para ellq,partimos de la iQUaldad (3.8), la mismaes:

(flH) ¿m

gAs us z A A“ 925€ 5 (A2-2)LL (Dalmau

’ l n o ' mmultiplicando esta ultima por el inverso de /\ nos queda:m > A“
“+aw’9u‘ sus ' pumas

si ahora reemplazamos el segundo miembro por medio de (2.22) resulta

que:

("LM +_ÁÏÁï?> QNÉUÏ: 5i_'ZKSA5€ Maq)Qufiau‘ aus

{e
esta expresión nos permite resolver [Á suponiendo que se puede escribir

como un deSarrollo en serie de términos homogéneos de grado n en las
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cuadrivelocidades tE'(esto es posible por que la ecuación (AZ-3) es li
Ce

neal en /\ ),es decir que:

te oo ¿2L

A : Z. Am) “¡2-4)
—cn

donde:

¿e 
&) us: nA‘e (A2-s)
aus

reemplazando (AZ-4) y (AZ-5) en (AZ-3) y reordenando los términos se QE

tiene:

pd) i 1) .9
Z n+i Ai n 1 92 ( L —

wo ( )’Z¡K L)+( + )9—w%KA(n+i) - SK (A2-6)

como cada sumando tiene homogeneidad definida se debe sumplir que:

3 {Q 2 (4) ¿e

’Z_A(_g)+_i Aki):0tx auíau"

Hay un corte

(P 2 (A) (-9 ‘9a, ¿« (A2-?)
LK abuauK

¿2 2 (A) C4

’Z¿KA(1)+Á_ A (2):OQuLDuK
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una primer conclusión que se obtiene de este sistema de ecuaciónes es
. . . Kque, SJ. las multiplicamos por H y usamos (2.27) resulta:

EP
AM) ui : [Á‘Q

AL? n(n)ut=0 para n+.o¡n;E_i
"4’

Pero,si además tenemos en cuenta (2.26) se sigue también que A‘(-4)u;=o
en consecuencia:

{1°AcmchthQ
¿e . A2-8

A (n, ul —_—o n 4; o ( ’

L2
Ahora bien, de la forma que fue definido el tensor A en (2.22),se

, 2 (i)
ve que solo puedeser función de los tensores "¿a y m4 , por lo

'Q
tanto, cada uno de los términos Aïn) , deben ser también funciones de eg

¿e
tas cantidades, en consecuencia la forma ma'sgeneral de escribir Am) y

que además, satisfaga la condición (AZ-8) es:

(1) 1 7 u)
Á 976€” 9 se 4[e («Q aun'aussus

F“) FH.) + ' ' (nz-9)

donde,a,b,..’.. son constantes y F(-1),F62)...“ son {unciones esCalares de
91 (L)las cantidades y _____ , cuyo grado de homogeneidaden las cuadrivg

. L" QLDDbL" ¿Q
locidades MLes -1,-2,.... respectivamente, puesto que Amdebe ser homg

géneo de grado cero en u." . Por reemplazo directo de (A2-9) en (AZ-7) se
¿4?

encuentra que ésta será satisfecha si y sólo si A (i) es de la forma:
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. - 97i(1) 92i(1) azifn

— _ —_——_—' -'
Fil) F1_2) Fz_3) ( )

pero, para que ésta última cumpla con (A2-B) debe ser (a) igual a cero,

de manera que, si seguimos reemplazando sucesivamente en las próximas g

cuaciones se encuentra que todos los coeficientes b,c,... se anulan. E3
¿e

to nos lleva a que ¡4(o) es:

UZ ¿42

A (o) =: '79 (AZ-11)

y que:

¿Je

A (“Ho n>/ i (A2-12)

El resto de las eCuaciones (AZ-7) se puede resolver sencillamente,

dado que entre ellos se puede establecer una ley de recurrencia, de ma
(e

nera que el tensor ¡l se escribe como:

"P ¿e ¿2
Al = Ñ (o)+ A(—1)+-- 

luego:

¿e ¿e ¿e - 2 u) se ' u) 5p u) me
A zz +A(—i)_/ZLK_M_ A(—1)+ZLKL7¿_ Z Qïá A(-1)__...Qu‘aus 9u<au5 Qupüum

de donde:
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¿e ¿2 r4? C L 2 (1) ¿K z u) 5P 7 (DA = +A_ eS_ Ki. ¿6L A2-13
Z L1) { r Ï + "lau Du, ( )aquu' owau’

r4
Para determinar A (-1) se reemplaza (AZ-13) en (2.22) y se encuen

tra que el desarrollo (AZ-13)coincide con (3.21).
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AFENDICE ‘A-S)

Vamosa resolver la ecuación (5.25), bajo ciertas hipótesis restrig

tivas, puesto que nos interesan solo aquellas soluciones que pueden de

sarrollarse en potencias de HÁL , donde,H es 1a constante de Huble yLUKK

es 1a energía asociada a una partícula, que se crea con impulso 52;.La g
cuación era:

2 ’ 2 ° o 2 n_¿& ¿(a :cu_; sz) bRK 4(nK)+2 K 2(H+2H +

,2 K? 2 (As-1)

por otra parte, vamos a suponer que el cambio en ti es proporcional a

FiQ, es decir que:

. 2

H .—:_ X H (AS-2)

integrando esta última ecuación,vemos que nos limita a Universos cuyos

radios evolucionan de la siguiente forma:

1/1 J/z<
a(t): (XC) (-t -'to)

(As-3)
C>O

comoademás, queramos que a(t) sea real para cualquier valor de 8,, en

tonces, debe ser;

b/>0 (AS-4)

Una adecuada elección de la constante C,
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¿(-1

C = % (569) (As-5)

nos define la dimensión de a(t) ( [aLtÚ=.Seg) . Notemos, que la expresión

(AS-3) coincide con la evolución (5.26) si hacemos r1: ¿6' . Estas for
mas de evolución son muy importantes, ya que, para un Universo lleno de

radiación (en los instantes iniciales) su radio es de la forma Ï?&,

mientras que, para un Universo lleno de materia (como es en la actuali

dad) su radio va como 'tgg . Además, por (AS-2) y (AS-4), vemos que se

trata de Universos que se expanden cada vez menos, esta característica

es necesaria en el modelo de Universo que hemos adoptado, es decir, el

Big-Bang.

De acuerdo con (AS-2), el escalar de curvatura (5.17) (para un Uni

verso espacialmente plano) adopta la siguiente forma:

R: ¿(z-xmíouf “3-5)

luego, reemplazando (AS-2) y (AS-6) en (AS-1), ésta puede escribirse co

mo:

.2 " 2 2 2 2

A“,

donde:

Á=%(%-X)-bo( (As-a)
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Si ahora admitimos que la función 124(, tiene un desarrollo en serie de
la forma:

2
4K H '1' D<2m: H (A3'9)nxsz+o<

donde, d“ y 0<2Kson funciones de UJK, resulta entonces, que:

«XM Z dd“ Z (ma-WD cuán , H (AS-10)
d-t UJK du)K

por lo tanto:

dáKMüQKNúKNH

Reemplazando (AS-9) en (As-7 y usando (AS-2) y (AS-11) para despreciar
2

términos de orden superior a ïA , se obtiene una serie de potencias de
2

F4 , de manera que, al igualar los coeficientes de F40, ti y H resultan

las siguientes ecuaciones:

4d“ uJK3:2LUÏD(¿_(

2 2 2? 4 4 1 2 (AS-12)«aman-swe{wa-zm
2 2

: WK(dik+2wKK2K)-)\w:
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La solución a este sistema algebraico, conduce a que (>(1Kz o y que

4 2 2 Q

¿2,5in i + é 21 -3 _ (2-2!)(m +“¿WWIHHL (As-13)BWÍ‘ 2ta)“2 2m: 7 UJK

donde, el doble signo aparece porque la ecuación diferencial (AS-1) se

Satisface tanto paraanomo para _ 12K ,
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APENUICE SA-¿Z

Para resolver la ecuación (6.39), hacemos las mismas hipótesis que

hicimos en el apéndice (A-S) para 1a eeuación (5.25), es decir que, va

mos a estudiar 361° aquellas soluciones de (6.39) que admiten un desa

rrollo en serie de potencias de FLí; .
Reescribiendo la ecuación (6-39)

_ ' 2 2

LM-M+H(¿M+mxo)+wl< :0 (A44)

y suponiendo que la solución de esta ecuación puede desarrollarse de la

siguiente forma:

WK :: Í. UJK + «¿KH + “2K H2 (Aa-2)

donde,1as funciones (X1‘ y QQKtienen las propiedades (AS-11), entonces,

resulta que si reemplazamcs (Ad-2) en (Ad-1) y conservamos sólo los te;

minos de segundo orden en Fi, obtenemos tres ecuaciones algebraicas pa

ra determinar los coeficientes (XEKy de , ellas son:

Q 2

(Aa-3)
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cuya solución nos conduce al desarrollo de segundo orden para la función

WK , es decir que:

W _uu :i fl 1 ° ’21 HK Ki X‘Ï" _T
(Aa-4)

+ á Q4 ï_ (mago... m2 + Lm('2’Ï)(+ 80+L'11 fl:
3 ‘UKÁ' 2 LU;s 8 LU: ¿a LUK “UK ¿Uk?

y /\.< debendonde, el doble signo significa que las funciones 12K
tomarse simultáneamenta con el signo superior o inferior.
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