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INTRODUCCION

La teoria ergódica, hoy una rama de la teoria de la medida y

del análisis funcional, ha tenido su origen en la mecánica

estadística. Comoes bien sabido, la evolución de un sistema

mecánico con s grados de libertad está regida por las ecua
ciones de Hamilton:

. . i (i: 1,2,ooo,s),

donde las qi representan las coordenadas generalizadas y

las pi los momentoso impulsos generalizados del sistema,

en tanto que la función H = H(q1,...,qs, p1,...,ps) llamada
la función de Hamilton o Hamiltoniano del sistema.gs una ig

tegral del movimiento; es decir, que a lo largo de cualquier

trayectoria q = q(t), p = p(t), se verifica H(q,p) = cte.

(por brevedadescribimos q = (ql....,qs), p = (p1,...,ps)).
Cada estado del sistema está representado por un punto

(q,p) perteneciente a cierto subconjunto F del espacio

euclideano R2S llamado el espacio de las fases, y la evolu

ción del sistema en el tiempo se describe por la aplicación

t 4 (q(t),p(t))

de R en F, que representa una solución del sistema (1).



ii.

Para cada punto x0 = (qo,po) e P, sea

x(t) = (q(t).p(t))

la única solución del sistema (1) que satisface

x(0) = (q(0),p(0)) = x0 = (qo,po).

Si para cada t e R, y cada xo E F definimos

0t(x0) = x(t)

es inmediato comprobar que la familia de aplicaciones

(0 t G R) de F en si mismo forma un grupo en el siguient,
te sentido:

Además, un teorema clásico de Liouville afirma que para cada

t e R, la transformación Otzr + F preserva la medida de Le
besgue dentro de F; es decir, que para cada conjunto medible

E C F, se cumple m(0t(E)) = m(E), donde m denota la medida

de Lebesgue.



iii.

Puesto que la trayectoria real del sistema se realiza sobre

una hipersuperficie 2C definida por la ecuación H(q,p) = c,

nos Vemosconducidos a estudiar cómo se comportan las trayeg

torias sobre dicha hipersuperficie, para lo cual resulta im

portante observar que comoconsecuencia del teorema de Liouvi

lle, el grupo (ot) preserva la medida Mdefinida sobre ¡e por
medio de la fórmula

1

#(E) = J TEÉEÉ-FT d2 a
E

donde da: representa el elemento de área de la hipersuperficie

EC. Bs decir, que para cada conjunto medible E contenido en XC,
se tiene

u(0t(E)) =u(E) (te R)

La "hipótesis ergódica" introducida por Boltzman se puede

expresar matemáticamente diciendo que para cualquier fun

ción f(x) integrable con respecto a fl sobre Ec, se tiene

T+°°

T
1 _ 1

(2) 11mï I f(9tX)dt - ¡Tx-7 I f d“.
0 Z

Pero la corrección de esta hipótesis nunca fue demostrada

con absoluta generalidad. Sim embargo, en 1931 el‘matemá

tico norteamericano George Birkhoff probó que el miembro



izquierdo de (2) existe en casi todo punto de 2C bajo la
hipótesis de que f sea integrable; es decir,

I If(X)I#(dx) < °.
2c

Posteriormente, sobre la base del teorema de Birkhoff, el

matemático ruso A.I.Khinchin probó que la hipótesis ergó

dica equivale a afirmar que si E es un subconjunto de 2C

invariante bajo el grupo (Dt) en el sentido de que

“(0t(E)AE) = 0 para todo t, entonces #(B) = 0 6

p(EC-E) = 0. Un grupo (ot) que posea esta propiedad se llama
actualmente un "grupo ergódico" (antes se decia "métricamente

transitivo") con respecto a la medida invariante u.

Ademásdel teorema de Birkhoff, los teoremas fundamentales

en teoria ergódica, que datan de 1931-32 son debidos a

Koopman, Carleman y von Neumann. Este último autor prueba

que los promedios

1 T

AT f(x) = T J f(0tx)dt
0

donde f es una función de cuadrado integrable sobre un

espacio de medida finita X y (0 t e Rn) un grupo det,
transformaciones de x en si mismo que preservan la medida,

convergen en L2(X). Una demostración de este hecho puede

verse, por ejemplo, en [3, Cap. VIII].



Norbert Hiener generaliza estos resultados reemplazando

el grupo (Gt) por un grupo abeliano dependiente de más de

un parámetro. De ellos, mencionamosel siguiente teorema,

llamado luego Teorema ergódico multiparamétríco de Wiener

y cuya demostración puede verse en [B].

TEOREMA.Sea (9 t e Rn) un grupo de transformaciones det,
un espacio de medida finita X en si mismo que preservan la

. . 1medida. Sl f G L (X), entonces existe, salvo eventualmente

en un conjunto de medida nula

mliar I f(0tx)dt,¡tlíï‘

donde Br denota la bola de radio r en Rn.
En la primera parte de este trabajo se da una generalización

del teorema recién enunciado aplicando los métodos introduci

dos por Calderón [1] en teoria ergódica y se prueban algunos

resultados relativos a las propiedades de la función limite.

También se muestra que los mismos métodos pueden ser utiliza

dos para el caso de semigrupos de transformaciones.

La segunda parte está dedicada a dar una versión continua del

siguiente Teorema de Chacón-Ornstein, para cuya demostración

remitimos al lector a [2].

TBORBMA.Sea T un operador lineal y positivo definido sobre

la clase L1 de un espacio de medida positiva y tal que
. . 1

ITfl1 1 Ifll. Entonces si f y p son funciones de L y p es



vi.

no negativa, el limite

existe y es finito en casi todo punto del conjunto donde
k

T p > 0 para algún k.

Másprecisamente, se estudia la convergencia de los cocien
tes

f(9tx)dt

Ra(f,p)(X) = “
p(0tx)dt

W‘——‘w»——‘

cuando u + 0, donde (0 t e Rn) es un grupo de transformacigt,
nes de un espacio de medida O-finita X en si mismo que presea

van la medida, f y p son funciones de L1(X) y P es no negativa.
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PRELIMINARES

Sea (X,2,#) un espacio de medida O-finita. Por un grupo

de transformaciones dependientes de n parámetros que pre

servan la medida u, entenderemos un sistema de aplicaciones

(Gt, t e Rn) de X en si mismo, con las siguientes propieda
des:

(i) 0t(85x) = 0t+sx; 00x = x, para todo t y s en Rn y todo
x en X.

(ii) Para todo subconjunto medible E de X, 9t(E) es medible
y su medida es igual a la medida de E, para cualquier

t en Rn.

(iii) Para toda función f medible sobre X, la función f(0tx)
es medible en el espacio producto Rn x x, considerando

en Rn la medida de Lebesgue, a la que siempre denotarg

mos por m.

En virtud de (i), 9 es biyectiva para todo t en Rn y
-1 _

ot —0_t.

t

Si f es una función integrable sobre X, o bien es medible y

no negativa, notaremos

I f(x) du = J f(x) dx.
X



Los lemas que damos a continuación serán de uso frecuente

en este trabajo. Comenzamoscon el siguiente

LENA1.1. Si f(x) = g(x) p.p. entonces

(i) para cada t en Rn se cumple f(9tx) = g(9tx) para casi
todo x.

(ii) para casi todo x, f(0tx) = ¿(0tx) para casi todo t.

DEMOSTRACION.Llamemos E al conjunto de los x tales que f(x)

es distinto de g(x). Entonces el conjunto de los x para los

cuales f(9tx) es distinto de g(0tx) coincide con 0;1(E) para

todo t en Rn, y puesto que “(0;1(E)) = #(E) = 0, (i) queda
probado.

Para demostrar la segunda afirmación, consideremos en Rn x X

el conjunto P formado por todos los pares (t,x) tales que

f(0tx) es distinto de g(0tx) y sus secciones

Px = {t:(t,x) e P}; Pt = {x:(t,x) e P}.

Entonces Pt = 0;1(E) y tomando en el espacio Rn x X la medida

producto p = m O u, tenemos

p(P) = J H(Pt)dt = 0
Rn

Por otra parte,



P(P) = J m(Px)dx¡

s

de donde m(Px) = O para casi todo x, y el lema queda probado.

LENA1.2. Si f(x) es medible y no negativa, entonces

í f(0tx)dx = J f(x)dx, para todo t en Rn.

DEMOSTRACION.Si f(x) es la función caracteristica de un con

junto medible E, f(x) = XB(x), entonces

(x), y por lo tantof(9 x) = X (9 X) = X
t E t (E)0-1t

I f(0tx)dx = n(0;1(B)) = u(E) = I f(x)dx,

luego, también vale la igualdad de las integrales cuando f

es simple y por Beppo-Levi para f medible y no negativa.

COROLARIO.Si f es integrable sobre x, entonces

J f(0tx)dx = I f(x)dx, para todo t en Rn.

LEHA1.3. Si f es medible y no negativa, entonces para todo

subconjunto medible E de X, vale

f(x)dx = J f(0_tx)dx, para todo t en Rn.
-1 E

Gt (E)



DEMOSTRACION.Si f es la función caracteristica de un conjunto

medible F, entonces

f(x)dx = u(0;1(E) n r) = uu: n ata-n =
-1
t0 (E)

= I f(9_tx)dx .
E

Se sigue que la igualdad también es válida para funciones

caracteristicas y el lema concluye aplicando Beppo-Levi.

COROLARIO.El lema 3.1 es válido para f en L1(#).

LENA1.“. Si f y g son funciones medibles no negativas,entog

ces, para todo t en Rn se verifica

I f(0tx) g(x)dx = I f(x) g(0_tx)dx.

DEMOSTRACION.En virtud del lema 1.3., vale la igualdad

cuando f(x) = xE(x), y la demostración sigue con los mismos
argumentos empleados en dicho lema.

COROLARIO.Si f y g son funciones de Lp(u) y Lq(fl) respec

tivamente, donde % + —= 1, entonces

I f(9tx) g(x)dx = I f(x) g(0_fx)dx,

n
para todo t en R .



LEHA1.5. Si f(x) pertenece a LP(H) para algún p 1 1, enton

ces para casi todo x, f(9tx) es integrable con respecto a t
sobre cada conjunto de medida finita F C Rn.

DEHOSTRACION.Si r C R“ es de medida finita, vemos que

I dx I If(9tx)lp dt = I dt I If(0tx)lp dx =r r

mmm" .
LPM)

Entonces, para casi todo x, J If(9tx)lP dt < 0, luego,
F

f(0tx) resulta integrable sobre F, para casi todo x.

Diremos que una función medible l(x) es invariante si para

cada t en Rn, ¡(0tx) = L(x), para casi todo x. Observamos
que si 1 es invariante, entonces para casi todo x,

1(0tx) = L(x), para casi todo t.
Un subconjunto medible B de x se dice invariante cuando su

función caracteristica, xE(x), lo es. Si B1 y Ez son inva
riantes, entonces para todo t en Rn el conjunto de los x

tales que

máximo{x21(0tx); xE2(0tx)}-# máximoíxE1(x); x22(x)}

está contenido en



{xsz (otx) í xBí(x)} U {xsz2(0tx) í x
(x)};

1 2
E

de lo que deducimos que

x (x) = máximo{x (x); x (X)}
E1 U E2 E1 E2

es invariante y por consiguiente E U E2 lo es.1

En forma análoga podemos probar que E1 n E2 es invariante.
También es fácil ver que si una sucesión de funciones in

variantes converge en casi todo punto, su límite es invariag
te. En particular, el limite de sucesiones monótonas de fun

ciones invariantes también lo es. Por consiguiente, las unig

nes e intersecciones numerables de conjuntos invariantes con
servan esta propiedad.

Finalmente, observamos que el complemento de un conjunto in

variante, es invariante. Resumimoslo anterior diciendo que

los subconjuntos invariantes de X forman una o-álgebra, a la

que llamaremos dz.

Si una función i es invariante, es inmediato verificar que es

medible respecto de ¿2. Reciprocamente, si 2 es medible respeí

to de ¿Z , entonces l es el límite, en casi todo punto, de una

sucesión de funciones simples e invariantes y por lo tanto 2

resulta invariante. Luego, podemosafirmar que una función es
invariante si.y sólo si es medible con respecto a la o-álgebra

¿7 formada por todos los subconjuntos invariantes del espacio X.

Hayotra forma de describir a los conjuntos invariantes; a



saber, un conjunto medible B C X es invariante si y sólo si

para cada t G Rn se cumple

14((0ts) A n) = o,

donde A es la diferencia simétrica, Es fácil comprobar la

equivalencia de ambasdefiniciones.



2. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES QUE PRESERVAN LA MEDIDA

a) Unageneralización del teorema ergódíco multiparamétrico
de Wiener.

Sea (UG, a > 0) una familia creciente de subconjuntos de Rn

que contienen al origen y dependen del parámetro real y po

sitivo a; es decir, supondremos que si 0 < a < B, entonces

UG C Ufl y además, 0 e Ud para cualquier a > 0.

Para cada función f tal que f e Lp(n) para algún p 1 1,

podemos formar los promedios

_ 1

(1.) Aaf(X)- f(0tx)dt u
U a

En esta sección daremos condiciones suficientes para la coa
vergencia en casi todo punto de x de estos promedios cuando

a + 0 y f es una función de Lp(fl), 1 í p < -. Más precisa

mente, probaremos que (1) converge en casi todo punto a un

limite finito f*(x) si las siguientes condiciones se satií
facen:

(A) El operador maximal de Hardy-Littlewood m asociado a

la familia (UG), que se define por

mg(t) = sup ¡rá-y I Ig(t+s)|ds
a>0 a ua



es de tipo débil (1,1), esto es, existe una constante positi
va C tal que

Cm({t: mg(t) > ¡}) < ¡El o
’ x L1(Rn)

para todo número real A > 0.

(B) Para cada t en Rn

m((t+Ua) A UG)
11'“ ——mru—7-— = 00"“ G

donde A denota la diferencia simétrica.

El hecho de que (A) se verifica cuando Ua es la bola de radio
a centrada en el origen, es el contenido del teorema maximal

de Hardy-Littlewood. El lema de cubrimiento de Riviérel7]

cuya demostración incluimos en un apéndice al final del capi

tulo, afirma que si los conjuntos Ua son abiertos y satisfacen

m(Ua - UG + Un) :_const. m(Ua),

donde Un - Ua + UGdenota el conjunto de todos aquellos pun

tos que pueden ser representados en la forma u - v + w, con

u,v y u en Un, la validez de (A) queda garantizada.

Se comprueba fácilmente que cuando Ua es la bola de radio a,
la condición (B) se satisface. Más aún, se puede ver en [5]
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que esta condición se verifica si (Un) es una familia subs
tancial de regiones convexas.

Definimos el operador ergbdico mazimal asociado a (Ua) por

I 1

Hf(x) = sup J If(0 x)ldt
a>o mÏUGÏ U t ’a

y siguiendo las ideas introducidas por Calderón en [1]

probamos el siguiente teorema.

TBOREMA2.1. Si la familia (Ua) satisface (A), entonces exiï
te una constante positiva C, tal que, para cada A > 0

» cfl({x: Hf(x) > ¡1) < Ifl .
_ Y L1(u)

DEHOSTRACION.Para cada función g(t) integrable sobre Rn y

para cada entero positivo k, escribimos

1

m g(t) = sup I Ig(t+s)lds
k ¿(Ua)<k "‘¡”a’ U

(I

si |tl í k, mk g(t) = 0 en otro caso, donde ¿(06) denota el

diámetro ¿e Un, mientras que

mg(t) = sup ET%—TJ Ig(t+s)|ds,
- a>0 a Ua

de modo que
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mk g(t) í Ink+1g(t) y 11m mk g(t) = mg(t)
k-bn

De la condición (A) se deducen las desigualdades

m({t:mk g(t) > X}) 1 m({t: ng(t) > Al)

C
< l I-178 .

L1(Rn)

Definimos la función

f(0tx) si ItI í 2k

P(t,x) =

0 si Itl > 2k .

Se sigue del lema 1.5 que P(t,x) es una función integrable

de t para casi todo x. Para un X > 0 dado, Consideramos

el conjunto E de todos los pares (t,x) tales que

m T(t,x) > l y sus secciones

nt a {x:(t,x) e 1:}; n" = {num e z}.

Observamos que para ItI í k, mk F(t,x) - mk F(0,0tx), y

entoncea Et = 9:1(20) para Itl í k, mientras que Et = 5
si ltl > k. Si, comoantes, p denota el producto de la
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medida de Lebesgue con la medida F dada sobre X, entonces

ME) =J #(Et)dt = J F(Bt)dt =
R |tI:k

donde wn es la medida de la bola unitaria de Rn.
Por otra parte

p(E) = J m(Ex)dx í J dx g J If(0tx)ldt
|t|12k

C c n .

= ¡- dt J If(0tx)ldx = ¡unan Ifl1 o
Itli2k L(I1)

Por lo tanto

n
2 C¿«(E); lfl .o T I.1“)

Puesto que

1

E = {x2 sup J If(0 x)|ds > A},
0 ¿(Ua)<k miUGÏ U s

u

el teorema 2.1 se obtiene haciendo k * 0.

COROLARIO.Mf es tipo fuerte (p,p) para todo p > 1, esto es,

para cada p existe una constante positiva Cp tal que
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lel _<_c Ifl 
Lp(u) P LPM

DBHOSTRACION.Es fácil ver que

IMfI n 1 Ifl.,

y la desigualdad para todo p es una consecuencia del teorema

de interpelación de Marcinkiewicz.

El siguiente teorema representa una generalización del teorí
ma ergódico multiparamétrico de Hiener.

TBOREHA2.2. Si la familia de regiones UGsatisface las condi
ciones (A) y (B), entonces para cada f en Lp(u), 1 í p < n.

los promedios

_ 1Aaf(x)- f(0tx)dt
U a

convergen en casi todo punto cuando a + G.

DEMOSTRACION.Consideremos el conjunto de todas las funciones

h(x) que pueden ser representadas en la forma

h(x) = g(x) - ¿(983).

donde g es una funcion acotada con soporte de medida finita y

s un punto cualquiera de Rn. Para una función h de esta forma,

tenemos



-1u_

1 1

hah(X)= h(0tx)dt= {g(0tx)-g(0t+sx)}dt
ua Un

1

= ¡W {J ¿(atun -1 g(0tx)dt} .
a s+Ua

Entonces

IA h(x)| < 7% | (a X)Idt
a - m UG g t '

U A(s+U )a a

Comog(0tx) es una función acotada de t para casi todo x,

y (UG) satisface (B), vemos que Aa h(x) * 0, cuando 4 * °,

para casi todo x.

Si 2(x) es una función invariante de Lp(fl), 1 < p < a, enton

ces para casi todo x, L(0tx) = l(x) para casi todo t. Luego,

A ux) = 1 ¿(a x)dt = Mx)
a mÏUas t ’

U a

para todo a, en casi todo punto de X.

Asi concluimos que los promedios Aa f(x) convergen para casi

todo x si_f está en el espacio vectorial S_generado por las
funciones h y i. Nuestro próximo paso será probar que S es

denso en Lp(u). Para este propósito, supongamosque una cie:

ta función f0(x) en Lq(u) es ortogonal a todas las funciones
de S donde 1 + í = 1. Entonces

’ p q
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I h(x) f0(x)dx = I {g(x)-g(05x)} f°(X)dx

= J g(x){fo(x)-fo(0_SX)}dx = 0.

para cualquier g acotada con soporte de medida finita y

cualquier s en Rn. Concluimos que fo es invariante. Luego,
si

1 si f0(x) 1 O

-1 si fo(x) < 0,

entonces Ifolp. x es una función de S y por lo tanto0

3 p 1P - _
I f0.lfol x0 dx - I Ifol dx - 0,

lo que prueba la densidad de S en LP(#).

La convergencia en casi todo punto de Aaf(x) cuando f es una

función de S y el hecho de que Mf es de tipo fuerte (p,p),

aseguran la convergencia de Au f(x) para cualquier f de LP(H),
en casi todo x. En efecto, si para g en Lp(n) escribimos

Íg(x) = 11m sup Au g(x) - 11m inf Au g(x),
o (¡+09a“)
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entónces

(1) M(g1 + g2) < M31 + Hg2

(ii) ¡g 1 2 Hg

(¿mig = o p.p. si ge s .

Sea ahora f en Lp(#) y (fn) una sucesión de funciones de S

tal que Ifn-fl + 0 cuando n + 6. ComoLp(u)

para todo número real A > 0 tenemos

u({íf > Al) 1 u({í(f-fn) > R})

[A
({u(ff)>A/2})<(2)pc|fflpp 'n -7 p‘np’

y haciendo n + ü, vemos que ¡f = 0 en casi todo punto.

Puesto que Lp n L1 es denso en L1 y

CIJ({Hf > H) < Ifl“Y Lim
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para todo Á > 0, concluimos, por un razonamiento análogo al

recién hecho, que los promedios Au f(x) convergen a un 11
ú

mite f (x) en casi todo punto x cuando a + 0, para cualquier

f e L1(u). lo que finaliza la demostración del teorema 2.2.

O O O *b) Propzedades de la función Zimzte f .

Comenzaremoscon el siguiente teorema.

ic
TEOREMA2.3. La función limite f posee las siguientes pro

piedades:

ñ(i) lfl <lf' 1_<_p<c._ O
Lp(u) LPM)

O o l * I O Q(11) La correspondencia f + f es una aplicac16n lineal .

t(iii) f es invariante .

. * p
(iv) Aa f converge a f en L (fl) para 1 < p < °.

Si H(X) < 0, entonces vale la misma afirmación para

p = 1, y en este caso

t
I f du = I f dfl, para todo E e ¿7
E E

DEMOSTRACION.Aplicando la desigualdad generalizada de

Minkowsky, tenemos



-18

1 1

p í _ 1 p í
{I IAaf(x)I dx} - {I lírüzy I f(0tx)dtl dx}

UCI í
1 I p p1 —T——7 dt{I If(0 x)| dx} = lfl ,

m Un U t Lp(#)
C!

y en virtud del lema de Patou se obtiene (í). Para probar
á

(iii) mostraremos en primer lugar que f es invariante

cuando f en Lp(fl) es acotada. En este caso, para todo t en
n

R , tenemos

ú * 1- : 0 - 0If (ot!)f f( t+sx)dsI f( sx)ds|
Un UG

1 0 : O
í :1: ¡16:7 'f‘ sx’ïds »

UaA(t+Uu)

para casi todo x, en virtud de (B). Tomemosahora una función

cualquiera f de Lp(u) y una sucesión (fu) de funciones acota
das que convergen a f en norma p. Entonces, para todo t en Rn

á *If (0 x) - f (x)l
t LP(#)

1‘: ñ 3': i: i -i< If (0 x)-f (0 x)I +If (0 x)-f (x)| +lf (x)-f (x)|
’ t n t LP(#) n t n Lp(u) n LP(u)

i: i: . 9':2 If -f l = 2|(f-f ) l
n p nL (u) Lp(u)

[A
2 If-f ln LP(u)



-19

y (iii) sigue haciendo n + -.

Cuando 1 < p < -, Hf e Lp(fl) y el teorema de la convergencia

mayorada de Lebesgue nos asegura la convergencia de Auf a f*

en 1a norma de LP. Por último si u(x) < -, ea inmediato verá

ficar que Auf converge a f* en L1(u) cuando f es acotada. En
virtud de (i) y de la densidad en L1(H) de estas funciones,

se deduce la convergencia en norma uno de Auf a f*, para toda
f integrable. Además, puesto que

J Auf(x)dx = I f(x)dx,
E E

para todo o > 0 y todo E e ¿7, tenemos

J f*(x)dx = J f(x)dx,
E B

y el teorema 2.3 queda demostrado.

Definimos ahora los promedios

1

Tu f(x) = ¡Tïzï J f(0tx)dt ,
B a

donde Ba es 1a bola de centro en el origen y radio a, y
f e Lpol), 1 í p < n. En virtud del teorema 2.2 sabemos que

Taf converge en casi todo punto, cuando a r 0, a un limitett
finito que llamaremos f .
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Observamosque si l es invariante, entonces

1M i:
1 (x) = z(x) = l (x) p.p.

También vemos que para las funciones h(x) de la forma

h(x) = g(x) - ¿(05x),

donde g es acotada con soporte de medida finita, vale

áá k
h (x) = 0 = h (x) p.p.

Ccncluimos que Auf y Taf convergen en casi todo punto a un
ú

mismo limite que seguiremos llamando f , para toda f en S,

siendo S el espacio vectorial introducido en la demostración

del teorema 2.2. Si f pertenece a Lp(fl), 1 < p < ° y (fn) es

una sucesión de funciones de s que convergen a f en Lp(u),

tenemos

a': 9': á i: tt tt
If -_f* l _<_If ¿nl + lrn -f ILp(u) Lp(u) LP(n)

1 2 If-f ln LPM'

- ñ te
y haciendo n + 0, resulta f = f en casi todo punto, para

toda f en Lp(#). Razonando en forma similar, puesto que
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1 es denso en L1, se obtiene la igualdad de laa funcigLPñL

nes limite también cuando f es una función de L1(u) y queda

demostrado el siguiente

TEOREHA2.“. Si (Un, a > 0) y (Va, a > 0) son familias cre

cientes de subconjuntos de Rn que contienen al origen, tales

que se satisfacen las propiedades (A) y (B) entonces, para

toda f en Lp(#), 1 í p < °, tenemos

1 1

11mmí f(atX)dt3 11mW J f(0tx)dt,
Ü V

0'?“ G
a G

para casi todo x en X.

En el teorema 2.3 hemos probado que si E es un subconjunto

invariante de X, entonces

9':

I f(x)dx = í f (x)dx,
E E

para cada f en L1(#), siempre que u(X) < e. Esta igualdad

deja de ser cierta, en general, cuando ia medida del espacio

no es finita. Por ejemplo, si tomamos X = Rn, u la medida de

Lebesgue p Otx = x+t, entonces

1 1

x+Ua a

y por lo tanto
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IAf(x)| ¿7-71 Ifl ,
a m Un L1(Rn)

1':

luego, f = 0 p.p. si f es integrable. En general, tenemos
el siguiente

TEORBMA2.5. Existe una función invariante F(x), 0 í F í 1,
tal que

á

J f dx = I f.F dx ,r r

para cada E 6 ¿Z , si f es una función de L1(u).

Para la demostración necesitaremos el siguiente

LBHA2.1. Si f 6 Lp(u), 1 í p < - y k es una función acotada

con soporte de medida finita, entonces

á ú

J k .f dx = I k.f dx, para cada E e ¿7.
E E

DBHOSTRACION.Sea l una función invariante de Lp(fl).

1 < p < 0. Puesto que Auk(x) í Hk y Mke Lq(u) si

1 < q 1 G, tenemos

* 1

k (x)l(x)dx a I {11m-T-—TJ k(0 x)dt} l(x)dx
l B “*' m U“ U ta

u»
1

= 11m J { J k(0 x)dt} l(x)dx
E mÏUa’ U ta
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¿im ¡Tázï I dt J k(9fx)l(x)dx->.
U Ba

= 11m¡13-71 dt J k(x)l(x)dx
a». a U E

= J k(x)z(x)dx = J k(x)i*(X)dx o
E E

Si h(x) = g(x)-g(üsx), donde g es acotado y con soporte de
‘ á

medlda finita, entonces h (x) = 0 p.p. y puesto que ká es
invariante

J k*(x)h(x)dx = k*(x)(g(x)-g(asx))dx
E

M\-*——s

k*(x)g(x)dx - I k*(05x)g(osx)dx = 0
E

II

MH

y entonces

á 1':

J k (x)h(x)dx = 0 = J k(x)h (x)dx.
E B

Luego, para toda funcion g en S vale

j k*(x)g(x)dx = I k(x)g*(x)dx.
E E

Si f e Lp(u), 1 < p < c, existe una sucesibn (fu) de funcig
*

nes de S que convergen a f en norma p. Entonces (fu) converge
* Pa f en la norma de L (u) y tenemos
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j k*(x)f(x)dx = 11mJ k*(x)fn(x)dx
E n-Nn l"!

= 11mI k(x)f:(x)dx = J k(x)f*(x)dx.

La igualdad de las integrales cuando f es integrable es

consecuencia de la densidad de Lp n L1 en L1.

DEMOSTRACIONDEL TEOREMA2.5. Sea (Xn) una sucesión de sua

conjuntos de X tal que

xn C x y n(xn) < n,n+1

Üx: an,
n 1

para todo número natural n. LlamemosXn a la función carac
* s'c

terïstica de Xn. Entonces xn es invariante y 0 í xn í 1.*) *()
Además es xn(x í xn+1 x .

9':

Si F(x) = 11mxn(x), es claro que F es invariante y
¡1+0

O < P í 1. Entonces para toda f en L1(fl) tenemos, en virtud

del lema previo,

á

J f(x)r(x)dx = I f(x) 11mx:(x)dx = 11mJ f(x)xn(x)dx‘ n+- ¡1+0
E B E

= 11m J f*(x)xn(x)dx = J f*(x)dx.

COROLARIO.Son equivalentes
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(i) Existe una función h en-L1(u), invariante y positiva
en casi todo punto.

(ii) Para toda f en L1(P) y para cada E G ¿7 ,

J f(x)dx = J f*(x)dx.
E E

DEMOSTRACION.Supongamos (i) cierta. En virtud del teorema
2.5

J h(x)dx = J h(x)P(x)dx,
E E

para cada E e ¿7, pues h*(x) = h(x) p.p. En particular, la

igualdad debe ser válida cuando B es el conjunto de todos

los puntos x para los cuales F(x) < 1. Pero entonces, este

conjunto debe tener medida nula y por lo tanto vale (ii).

Sea ahora g integrable sobre X y positiva en casi todo punto.

Si E es el conjunto de puntos de X donde 3* Se anula, E es

invariante y en virtud de (ii) tenemos

k

J g(x)dx = I g (x)dx = o.
B E

9':

Cóncluimos que n(E) = 0, luego g > 0 p.p. y (í) sigue de la
J.

invariancia de g .
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c) EZ caso de eemigrupos.

Probaremos aqui que para semigrupos de transformaciones que

preservan la medida valen los resultados dados para grupos
en las secciones anteriores.

Llamaremos T al conjunto de todos los puntos

t = (t1,t2,...,tn) de Rn cuyas coordenadas son no negativas.
Por un semigrupo de transformaciones que preservan 1a medida

entenderemos un sistema de aplicaciones (ot, t 6 T) de X en
si mismocon las siguientes propiedades:

(i) 0t(0sx) = 0 x; 0 x = x para todo t y s en T y
todo x en X.

(ii) Para todo subconjunto medible E de X, 0;1(E) es medi

ble y su medida es igual a 1a medida de E.

(iii) Para cada función f medible sobre X, la función f(9tx)

es medible en el espacio producto T x X, considerando

en T la medida de Lebesgue.

Bs inmediato comprobar que los lemas 1.1, 1.2 y 1.5 siguen

valiendo en este caso, si Rn es reemplazado por T. Por ello,

para cada función f en Lp(u), 1 í p 1 0, podemos formar los

promedios
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1

Aaf(X)g w! f(9tx)dt,
D a

donde ahora (Da, a > 0) es una familia creciente de regiones

en T, que contienen al origen y dependen de a. Si, como antes,

Llamamos Mal operador ergódico maximal asociado a (Da), tene
mos el siguiente

TEOREMA2.6. Si la familia (Da) satisface la condición (A)
enunciada en la sección a), entonces existe una constante

positiva C tal que

P({x:Mf(x) > x1) 1; lfl
1.101) ,

para todo l > 0.

Reemplazando Rn por T en el teorema 2.1 se obtiene una de

mostración del teorema 2.6.

COROLARIO.Hf es de tipo fuerte (p,p) para todo p > 1.

TBOREHA2.7. Si la familia de regiones Da satisface las con

diciones (A) y (B), entonces para cada f en Lp(u), 1 1 p < a,

los promedios

_ 1

A°f(x)- WJ f(0tx)dt
Cl

convergen en casi todo punto cuando a + 0.

DEMOSTRACION.Consideremos el conjunto de todas las funciones



h(x) que pueden ser representadas en la forma

h(x)=g(x)- gwsxms.
K

donde g es una función acotada con soporte de medida finita

y K up subconjunto acotado de n“. Para una función h de esta
forma tenemos

_ 1
Aah(X)- h(atx)dt

Da

1 1 ‘

=WI {g(0tx)- m I g(0t+sx)ds}dt
Da K

'1 1
: W g(0tx)dt- m J ds J g(0t+sx)dt}

Da K Da

1 1

°‘ D K s+D
a O.

1 1

= mí ds ¡TD-G.7{J g(0tx)dt -J g(0tx)dt} .
x a s+Da

Entonces

. 1“a m" í dsm‘íï'ïJ lg‘Hx’Idt
K °‘ DaA(s+Da)

Comog(0tx) es una función acotada de t para casi todo x, en

virtud de (B) tenemos que Aah(x) + 0 cuando a + 0, para casi
todo x.
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Si i es una función invariante de Lp(#), 1 < p < a, esto es,

si para cada t en T, l(0tx) I l(x) para casi todo x, entonces

AaHx) = Mx) p.p-.

para todo a > 0.

Concluimos que los promedios Aa f(x) convergen para casi todo

x si f esta en el espacio vectorial S generado por las funcig

nes h y i. Para probar la densidad de S en Lp(fl) supongamos

que una cierta función fo(x) en Lq(fl), % + á = 1, es ortogonal
a todas las funciones de S. Entonces.

J f0(x)h(x)dx = I fo(x){g(x) - 5%ï7 J g(05x)ds}dx = 0.
K

Luego,

J fo(X)g(X)dx = I f0(x) (5%ÏT J g(98x)ds)dx,
K

para cualquier g acotada con soporte de medida finita y cuaí

quier subconjunto acotado K de Rn. En particular si llamamos

1
gn(x)=ml g“ sx)ds

D
n

n

tenemos
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J f0(x)g(x)dx = I fo(x)gn(x)dx .

Por ser (gn) una sucesión acotada en Lp(fl). contiene una sua

sucesión que converge débilmente a una función L. Supondremos,

para simplificar la notación, que (gn) converge débilmente a

z. Entonces, para cada t en T, (gn(0tx)) converge débilmente

a ¡.(Otx).
Se seguirá que L es una función invariante si probamos que la

diferencia gn(0tx)-gn(x) converge débilmente a cero. Si f es
una función de Lq(fl), entonces

IJ(gn(9tx)-gn(x))f(x)dxl

1

= dx f(X)W g(9t+sx)ds-J g(05x)ds}l
Dn n

= HÉ-ï "Í ' J “s J f(")g(°sx)dxl
n t+D Dn n

m((t+Dn)ADn)
_ Ifl lgl -—(—-7_

Lq(fl) LP(u) m Dn

y esta última expresión tiende a cero cuando n *- en virtud

de (B).

Puesto que fo es ortogonal a toda función invariante,

J f0(x)g(x)dx = 0,
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y entonces fo = 0 prp., lo que prueba 1a densidad de S en

Lp(fl). La demostración del teorema concluye por un razong

miento análogo a1 hecho en el teorema 2.2.

Un teorema con las mismas conclusiones que el teorema 2.7.

aunque con mas hipótesis sobre 1a familia (Da) puede verse
enla].
Es fácil comprobar que para el caso de semigrupos valen

teoremas equivalentes a los teoremas 2.3, 2.a y 2.5.
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APENDICE.

Un lema de cubrimiento de N. Riviére.

LEHA2.2. Sea (Un, o > 0) una familia dependiente del parámetro
a de conjuntos abiertos en Ru, que contienen al origen y tal que

(i) a < B implica Ua C UB,

(ii) m(U - U + U ) < const.m(U ).
a a a — a

Bajo estas condiciones, si a(x) es una función definida sobre

el conjunto compacto K a valores en los reales positivos, en

tonces existe un conjunto finito x1....,x de puntos en K,m

tal que los conjuntos x1 + Ua(xi)(1 = 1,2,...,m) son disjun
tos y

m

m(K) í C Z m(U
' 1

)
1: ¿(xi)

donde C es la misma constante que figure en la condición (ii).

DEHOSTRACION.Como los conjuntos x + Ua(x), x c K, forman un

cubrimiento abierto de K, existe un conjunto finito F C K. tal

que los conjuntos y + Ua(y), y e P, también cubren a K.

Elejimos x en P de manera que a(x1) = max{a(y):y e r}.1

Si x1,...,xm han sido elegidos, consideramos el conjunto

m c

Am= K ñ (it; (xi + Va(xi))
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donde Va = Ua - Ua + Ua y el supra indice C indica complemento.

Si AmI 0 nos detenemos, en caso contrario elegimos un punto

x en el conjuntom+1

)ñA #0}
B = {y e F:(y + ua“) mm

tal que a(x ) = máx{a(y):y G Bm}. Obviamente, x es distinm+1 “+1

to a todos los puntos elegidos previamente. Comola sucesión

de conjuntos Ames decreciente, también lo es la sucesión de

números a(xm). Comoel conjunto F es finito debe ser Am= fi

para algún m y el proceso se detiene alli.

Para probar el lema será suficiente mostrar que los conjuntos

x. + U1 a(x.)
1

(xi + Ua(xi)) n (xj + Ua(xj)) f l, con 1 í i < j í n. Enton

son disjuntos. Supongamos,por el contrario,que

ces existen puntos u en U y v en U tales que
a(xj)a(xi)

xi + u = xj + v. Como xj € Bj_1 existe un punto w en Ua(xj)
tal que el punto z = xj + w está en Aj_1. Como Aj_1 C Ai y

Ua(x ) C Ua(xi) se sigue que z = xi + u - v + w está en Ai
y también en xÍ + Va(x ), pero esto es una contradicción.i

COROLARIO.-Sila familia (Un) satisface las hipótesis del

lema y para toda g en L1(Rn) definimos

mg(x) = sup ¡TÉ-T J |8(Y)|dYoa>0 a x+U a

entonces m es de tipo débil (1.1).
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DEMOSTRACION.Sea K un subconjunto compacto de B ='{x:mg(x) > Á}.

Para cada x en K existe un número positivo a(x) tal que

J Ig(y)ldy > Xm(Ua(x)).
x+Ua(x)

En virtud del lema precedente existe un númerofinito x1,...,xm
de puntos en K tal que los conjuntos x. + U son disjuntos

1 a(x9
Y

m C n

m(K) í C 121 m(Ua(xg)‘1 r ig J lg(y)Idy
x +U
i a(xi)

,Ï-Igl|A
L1(Rn)
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TEORBMA DE CHACON-ORNSTBIN: EL CASO CONTINUO

a) Una desigualdad maximal

Sea p una función no negativa de L1(u). Para cada función f

integrable sobre X y cada número real a > O definimos

J f(0tx)dt
n

Ra(f,p)(X) = °‘
p(0tx)dt

B a

si J p(9tx)dt > 0; Ra(f,p)(X) =
B a

es la bola de radio a centrada en el origen.

0 en caso contrario, donde Ba
á

Nuestro propósito es establecer condiciones suficientes que

aseguren la convergencia de estos cocientes, cuando a + °,

en casi todo punto donde el denominador se vuelve positivo,

esto es, en el conjunto X' cuyos elementos son los puntos

x para los cuales

sup J p(0tx)dt > O.
°‘ B a

Si x e X', fijado s en Rn, para todo a > IsI tenemos

p(9tX)dt ¿ J p(0tX)dt,
Ba-lsl

J p(9t08x)dt = J
Ba s+Ba
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y a partir de esta desigualdad deducimos la invariancia de X'.

Por lo tanto, podemossuponer, sin pérdida de generalidad que

X = X', lo que haremos de aqui en adelante. Nuestro primer paso

en el estudio de la convergencia de Ra(f,p) Será probar que si

S es e] operador maximal asociado a los operadores Ra, esto es,
si para cada f en L1(fl)

S(f,p)(x) = sup R (Ifl,p)(x).
a>0 a

entonces S(f,p) satisface una desigualdad de tipo débil (1,1).

Para ello, necesitaremos los siguientes lemas.

íeI, una familia de esferas en Rn

de radios acotados, donde para cada i, Br (xi) es la esferai

LEHA3.1. Sea 34': {lar (xi)}i

de centro xi y radio ri. Existe entonces una subfamilia

37 = {B _(xi)}l1 r iGJ

centros de las bolas de la familia égïy Xi es 1a función caras

tal que, si A denota el conjunto de los

teristica de Br (Xi), entonces

donde C es una constante que sólo depende de n.

DEMOSTRACION.Sea H = sup{ri, i e I}. Para cada entero no ne

gativo j, construimos una subfamilia 9‘”) de g , maximaly
‘ (j) (j)

1 BLbien ordenada, de modo que, si llamamos B
(j)0* Mlas esferas de sus radios r cumplen < r i ,

J z 2171 y. 23
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(j)
z

preceden en¡gr(j) y de todas las pertenecientes a las subfami

lillsg-(o)_941),“, g<j-1)_

Sea g; = 319“). Por construcción, las esferas de .9; contií

y cada B tiene su centro fuera de todas las esferas que la

nen a los centros de todas las bolas de ¿ZZ En efecto, dado

i e I, ses j tal que 3%:ï < ri í Ïï. Si Bri(xi).no pertenece
a (01:, entonces x1.debe pertenecer a alguna esfera de g“),
pues esta subfamilia es maximal. Veremos ahora que el número

máximode bolas pertenecientes a una misma subfamilia‘gr(j)

con la propiedad de tener por lo menos un punto en común, es

finito. Sean entonces 3:3),¿..,Bí:) en¡g;(j) tales que su in
tersección es no vacia. Supongamos H1 < H2 < ... < wz. Enton

ces si xi(i = 1,2,...,l) son los centros de estas bolas y

ri(i = 1,2,...,l) los radios respectivos, tenemos

|xi-xh| 1 r >h 21+1 ' 8‘ "1 < " h.

Para cada i (1 í i í L). llamamos 3:1) a la bola de centroi
-;:ï. Afirmsmosque estas esferas son disjuntas.
2

En efecto,-si z e Ï(j) n Ï(j) y w. < w , entonces
wi uh 1 h

xi y radio

lx -x | < Ix.-zl + Iz-x | < " ,
i h - 1 h 23+1

y esto es una contradicción.

Sea ahora x un punto perteneciente a la intersección de todas
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las bolas 3:5) (1,2,.}.,1) y B la bola centrada en x de radioi
2

H + . Veremos que U Ï(j) C a. En efecto, si para algún
2a 1:1 "1
i , 1 í i í L, z e ïíj), entoncesi

M

3
+ N

H

Ix-zl í Ix-xil + Ixi-zI 1 Zï + ïïïï.

Por lo tanto

l
Mu i‘ï))-zw(_'.‘_)”<w(" +77")ni=1 "i n 23+2 _ n Zï 2 + '

y de esta última desigualdad se deduce 1 1 Sn.

Mostraremos ahora que el número maximode bolas pertenecientes

a distintas subfamilias.gï(j) con algún punto en comúnes finito.
(3.)

Supongamosque las bolas Bi 1 , (1 = 1,2,...,l), tienen interses
(ji) (jí

ción no vacia, donde cada B‘i es una esfera deg y

j1 ‘ j2 ‘ °“ ‘ jL' 1

Llamemosxi y rÍ al centro y al radio respectivamente de 3:11);
Sea x un punto perteneciente a la intersección de todas estas

esferas y consideremos todos los triángulos de vértices

xi,xh,x. Fiiados i y h, supongamos ji < jh y veamos que la medi

da del ángulo a correspondiente a1 vértice x es mayor que g.

Para ello, observamos que

Ixivxl í r Ixh-r| í r 1 ri y Ixi-xh| > ri,i’ h
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luego, los ángulos correspondientes e los vértices xi y xh
deben ser menores que a, y se sigue que la medida de a es

mayor que gn Sobre cada semirrects x xi (i = 1,2,...,l) tome

mos un punto zi a distancia fija P de x y llamemos Bi a la

bola de centro zí y radio g. Supongamosque existen h y k,

1 < h,k í l, tales que las bolas Bh y Bk tienen un punto z
en común. Entonces

Izh‘zkl _<_lzh’zl + Iz’zkl .<_Po

pero como en un triángulo a mayor ángulo se opone mayor lado,

tenemos que

Izh-zkl > Ix-zkl = P.

Concluimosque las bolas Bi (i = 1,2,...,l) son disjuntas.

Ademas, su unión está contenida en la bola B de radio % P,

centrada en x. En efecto, si z e Bi para algún i, entonces

Iz-xl,1Iz-ziI+IzÍ-xlí%P.

Luego

m( ó B ) - z w (a)n < m(B) = w (3-2)n
_ i ' n 2 — n 2 ’



.140.

de donde obtenemos l í 3"; y el lema 3.1 sigue tomando

c = 5“.3“ = (15)“.

LBMA3.2. Sea q(t) una función no negativa e íntegrable sobre

cada subconjunto de Rn de medida finita.

Si para cada g en L1(Rn) definimos

J g(s+t)dt

Ta(g,q)(s) = -—-—-————
BC!

J q(s+t)dt
B

C!

si J q(s+t)dt > 0, Ta(g,q)(s) = 0 en caso contrario, y
B a

T*(g,q)(s) = sup Ta(IgI.q)(s),
a>o

entonces existe una constante positiva C tal que para todo

Á > 0

q(t)dt í € |g| 1 n
{T*(g,q)>¡} L (R )

DEMOSTRACIÓN.Si para cada entero no negativo k,

T;(g,q)(s) = sup Ta(lgl,q)(s),
0<aík

entonces
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ú á á r

Tk(g.q)(s) 1 Tk+1(g.q)(s) y ii: Tk(g,q)(s) = T(g.q)(s).

Fijado A > 0 sea E = {s:T:(g,q)(s) > Á}.

Para cada s e E, existe a = a(s) í k tal que

T°(Iqu)(s) > Á y entonces

I q(s+t)dt = J q(t)dt < %J Ig(t)ldt.
B s+B s+Ba a u

Si ¿2; {s+Ba(s), s 6 E}, en virtud del lema anterior es posi

ble selecc1onar una subfam111a .gñ = {si+Ba(si)}íeJ de manera
que si xí es la función caracteristica de sÍ + Ba(s ), entoncesi

Luego

J q(t)dt 1 J ( Z Xi(t))q(t)dt
E iCJ

= z J q(t)dt < 2 } I Ig(t)|dtiCJ iGJs.+B s.+B
11 a(si) G(si)

1 J c
( x.) g(t) dt < I I

r igJ 1 I I _ Y g L1 n i
(R )
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y'el lema 3.2 finaliza haciendo k * ü.

Estamos ahora en condiciones de establecer la desigualdad

enunciada anteriormente para el operador S.

TBORBMA3.1. Si para cada f en L1(n)

J f(9tx)dt

Ra(f,p)(x) =
p(9tx)dt

cuando J p(9tx)dt > 0, Ru(f,p)(x) = 0 en caso contrario y
B a

S(f,p)(x) = sup R (|f|,p)(x)
a>0 a

entonces, existe una constante C > O tal que

p(x)dx ¿XC-Ifl
{S(f,p)>l} L1(u)

DEMOSTRACION.Definimos sobre el espacio producto Rn x X la

función P(t,x) = p(9tx). El lema 1.5 nos dice que para casi
todo x, P(t,x) es integrable sobre cada subconjunto de Rn de

medidafinita.

Para cada entero no negativo k, definimos
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f(9tx) si Itl í 2k

F(t,x) =

o si ltI > 2k,

mientras que, como en el lema 3.2

P(s+t,x)dt

Ta(F,P)(s,X) = °‘
P(s+t,x)dt

53"“USB-s a

donde el denominador es positivo, Ta(F,P)(s,x) = 0 en otro
caso.

Definimos ahora

sup Ta(IFI,P)(s,x) si Isl í k
0<aík

2':

Tk(F,P)(s,x) =

0 si IsI > k

á
y T (F,P)(s,x) = sup TG(IFI,P)(S,X).

. a>0

Es claro que

2': 3’: 3': 31'

Tk í Tk+1 y ii? Tk(F,P)(s,x) = T (F,P)(S,X) .

Observemos también que para a í k,
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Ta(lrl.P)(0.x) = Ra<tfl.p)(x)

y entonces

1’:

Tk(F,P)(O,x) = sup Ra(lfl,p)(x).
0<aík

O O * I

Pljado A > 0, sea E = {(s,x):Tk(F,P)(s,x) > A}

y Bs = {x:(s,x) e E}; Ex = {8:(S,X) 6 E}

sus secciones.

Si IsI í k entonces, para todo a í k

IP(s+t,x)ldt J If(03+tx)ldt
0.

P(s+t,x)dt p(9 xÏdts+t
whfiw

¿a

la o.

J |F(t,98x)ldt
uB

J P(t,fisx)dt
B

a

a

á *
y por lo tanto Tk(F,P)(s,x) = Tk(F,P)(O,GSx).

Se sigue que Bs = 0;1(Eo)si IsI í k, mientras que Es - G

cuando [si > k. Luego,
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J P(s,x)ds dx = { ds I P(s,x)dxE slík E

= l ds I p(Üsx)dx = wn kn Í p(X)dx,slik Es 1:0

en virtud del lema 1.3.

Por otra parte, aplicando el lema 3.2 tenemos

IP(s,x)ds dx = I dx J P(s,x)ds
E 1:"

< C a ._ C n_ dx x If( sx)lds - Y (2k) wnlfl 1 ,
s|í2k L (Il)

entonces

n

I p(x)dx í 2-72 If 1 ,
E L (u)

0

y el teorema sigue de la última desigualdad haciendo k + 0.

Si para cada subconjunto medible B de X definimos

u (E) = l p(x)dX.P
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podemos expresar la desigualdad obtenida en el teorema 3.1 por

1 o
u ({S(f,p) > A1) 1 C lfl

P x L (n)

Observemos que si p(x) > 0 salvo, eventualmente, en un conjunto

de medida n cero entonces #p(E) = O si y sólo si u(E) = 0; y
por lo tanto S(f,p)(x) < 0 en casi todo punto x, para toda

1 . .f e L (H); lo que nos permlte enunc1ar el siguiente

COROLARIO. Si

X0(p) = {xzsup I p(9tx)dt < °} ya>0
tn 0

x°(p) = {leïm I p(9tx)dt = 0}
0+» Ba

entonces estos conjuntos son invariantes. Además, si p y q

son dos funciones de L1(u) positivas en casi todo punto, enton

ces Xo(p) = Xo(q) y X°(p) = x°(g), donde la igualdad debe en
tenderse módulo medida u-cero.

DEMOSTRACION.Sea x un punto de X0. Para todo s en Rn tenemos

I p(0tasx)dt = I p(0tx)dt í I p(0tx)dt,
a S+Ba Bu+|s|

lo que prueba la invariancia de X0 y también la de XQ, por

ser éste el complemento en X de X0.
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Si p y q son funciones positivas en casi todo punto, entonces

S(p,q) < w p.p. y S(q,p) < e p.p., por lo tanto, para casi
todo x,

’ 11m I p(atx)dt = n si y sólo si lim I q(9 x)dt = w,a+w a+m t
a a

y el corolario queda probado.

En adelante notaremos X0 = Xo(p) y X. = Xw(p).

Cuando p es sólo no negativa del teorema 3.1 se sigue que para

toda f en L1(fl), S(f,p)(x) < " para casi todo x en {p > 0}.

b) Convergencia de Ra(f3p) para p > 0.

r En esta sección supondremos p(x) > 0 para casi todo x. En este
caso, para casi todo punto de Xo tenemos

ï J f(0tx)dt I f(0tx)dt
Rn

0.

p(ütx)dt J
Ra

11m Ra(f,p) = lim
B

a+m a+o I p(atx)dt
B

Il

Veremos ahora que los promedios Ru(f,p) convergen en casi todo

punto de Xo cuando a + w, si se satisface la siguienge condición

(C) Para casi todo x en X”,
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p(ütx)dt
BaA(s+Ba)

* O, cuando a + a

I p(th)dt
B a

para todo s en Rn.

En la sección e) probaremos que esta condición es innecesaria

si H(X) < 0 .
Ñ

TEOREMA3.2. Si p(x) satisface (C), entonces Ra(f,p) converge

en casi todo punto de X“, para f e L1(#).

DEMOSTRACION.Consideremos el conjunto'de funciones h(x) que

pueden escribirse en la forma

h(x) = p(x)g(x) - p(üsx)g(fisx),

donde g es acotada con soporte de medida finita y s e Rn. Para

una función h(x)-de_esta forma tenemos

IJ h(9tx)itl IJ {(pg)(0tx)-(pg)(0t+sx)}dt|
B B

lRa(h,p)(X)I = °‘ = °‘

I p(ütx)dt J p(Otx)dt
Ba Ba

ngl(9tx)dt p(ÜÍX)dt
BaA(s+Ba) BaA(S+Ba)

< 9’ _ L°(u)
I p(ütx)dt v I p(otx)dt
B B

O. a
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luego, Ra(h,p)(x) + 0 cuando a + 0 para casi todo x, en virtud
de (C).

Consideremos ahora las funciones q(x) de la forma

q(x) = l(x)p(x),

donde l es invariante y acotada. Para una tal función q tenemos

Ra(q,p)(x) = z(x) p.p.

Concluimos que los cocientes Ra(f,p) convergen en casi todo

punto para las funciones f del espacio vectorial Sp generado
por las funciones h y q. Nuestro próximo paso será probar que

Sp es denso en L1(fl). Para ello, supongamos que una cierta

función k0(x) perteneciente a L°(u) es ortogonal a todas las

funciones de Sp.
Entonces

I k0(x)h(x)dx = I ko(x)(p(x)g(x)-p(0sx)g(9sx))dx
n

I p(x)g(X)(ko(x)-ko(0_sx))dx = 0,

y se sigue que k0 es invariante. Luego,

I k0(x).ko(x)p(x)dx = I kg(x)p(x)dx = 0,
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y por lo tanto ko = O p.p.
Usando ahora la estimación

u ({S(f,p) > H) 1 c lfl ,P r Liu)

concluimos que Ru(f,p)(x) converge en casi todo punto, para
toda f e L1(u).

OBSERVACIONES

1. Si solamente suponemosp l 0, de la demostración del teors

ma 3.2 se sigue que Sp es denso en L1({p > 0},fl) y que

Ra(f,p) converge en casi todo punto de {p > 0}, para toda
f e Lim.

2. Si n = 1, la condición (C) es innecesaria pues en este caso

si consideramos las funciones H(x) de la forma

mx) = g(x) - sus“.

donde g es acotada x con soporte de medida finita, entonces

I Ig(0tx)ldt
3 ¿(5+3 ) m(B A(s+B ))¡Rampnmli °‘ ° 1IzI..

I p(0tx)dt L (y) J p(0tx)dt
B B

a Cl
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luego, lim IRaCB.p)(x)I = 0 para x en X. pues
+co

m(BaA(s+Ba)) í 2IsI para todo a, y se comprueba fácilmente
que el espacio vectorial generado por las funciones F y las

funciones q definidas en el teorema 3.2 es denso en L1(H).

c) Caracterización del limite.

Si h(x) es como en el teorema 3.2, para toda función t(x) inva

riante y acotada tenemos

J h(x)t(x)dx I ((p.g)(x)-(p.g)(ÜSX))t(X)dx

= I (p.g)(X)(t(x)-t(0_sx))dx = 0,

luego, si Sp es el espacio vectorial introducido en la demoí

tración del teorema 3.2 y f e Sp, es posible representar a f
en la forma

(1) f(x) = l(X)p(x) + ï(x),

donde 1 es invariante y acotada y É es ortogonal a todas las

funciones invariantes y acotadas. Si f es de la forma (1) y

1 si E(x) l 0

-1 si E(x) < 0
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entonces x es invariante y por lo tanto

J Il(x)lp(x)dx = I f(x)x(x)dx í Í |f(x)|dx.

A partir de esta desigualdad deducimos que dada una función

f en L1(u), existe a lo sumo una función l, salvo medida n

nula, de modo que f se puede expresar como en (1). Luego,

la aplicación f + l.p está bien definida sobre SP y es lineal
y acotada. Por consiguiente, se puede extender en forma única

a un operador H de L1(#) en s1 mismo, el cual verifica

JIHfIdx ¿I Ifldx, l

para toda f en L1(u), y tenemos el siguiente 1
TEOREMA3.3. Si para cada f en L1(u)

I f(0tx)dt
B

R(f,p)(x) = nm—°‘—
(rw) I p(0 x)dt't

B a

entonces

I f(0tx)dt
Rn(i) R(f,p)(x) = para casi todo x en xo .

Inp(0tx)dt
R
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(ii) R(f,p) es invariante y para cada B e ¿Z vale

I R(f,p).p dx = J f dx.
E B

DEHOSTRACION.(i) es inmediato a partir de la definición de

X0 y el teorema 3.1. Si h(x) = (pg)(x)-(pg)(08x),-donde g
ea acotada y con soporte de medida finita entonces, para

casi todo x en X0 tenemos

í h(0¿x)dt = I (p.g)(0tx)dt - J (pg)(0tx)dt + 0,
B a a s+Ba

cuando o + 0 y por lo tanto

I ¡(Otx)dt * 0, cuando a + 0 si Í es una combinación lineal
B o

de funciones de la forma de h. Luego, si f es como en (1)

R(f,p) = l = gi en casi todo punto de X y de la deo.

mostración del teorema 3.2 se sigue que esta igualdad es también

válida para casi todo x en XQ.

Sea ahora f fi L1(H), si dado e > 0 tomamos fe E Sp tal que

If-fel 1 < e entonces, para todo a > 0L (u)

Hue-v
P

Hf
Hf e

IRa(f,p)-B—I í IRa(f-fe,p)l + IRa(fe.p) - —;—I+
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luego,

Hf H(f -f)
11m:up IRa(f,p) - P—|í s<f-fe.p> + I-;—l °0-,

Fijado A > 0, si 11m sup |0R0(f,p) - gÍ)(xi| > A, entonces(¡+0

H(f -f)
S(f-fc,p) > A/2 o I S I > A/2, y puesto que

C

up({s(f-f€,p) > A/2}) 1 ï lf-felL1(") . y

H(f€-f)
up({|_p_¡ > M21) = f p(x)dx

H(fE-f)

2 I l 2
< H(f -f)(x)ldx < If -flY E —r E

se sigue que existe una constante C > 0 tal que

#p({lím sup IR (f.p) - EiI > ¡1) í E E a

y haciendo e + 0 concluimos que

Hf
R(f,p) = 3- P-P

Dado que R(fe,p) es invariante, para todo t en Rn tenemos
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IR(f,p)(x)-R(f,p)(0tx)| 1|R(f-fc.p)(x)l + IR(f¿-f,p)(9tx)l

1 S(fvf€,p)(x) + S(f-f€,p)(0tx).

para casi todo x, y entonces existe C > O tal que

u ({|R(f,p)(x)-R(f,p)(9 x)l > A}) 1 9 If-f I ,
P t A e L1(fl)

para todo Á > O, y haciendo E * 0 se sigue que R(f,p) es inva

riante. Además, para cada E f ¿7,

I R(fe,p) p dx = Í fe dx ,
E E

luego

IIR(f,p)p dx-I f dxl í IIR(f-fe,p)p dxl + II(fE-f)dx|
¡E E e E

í J IH(f-f€)ldx + I If-fcldx í 2€,
E B

y el teorema finaliza haciendo e + 0.

NOTA:En esta sección se han tenido en cuenta las ideas ex

puestas por A. Garsia en [6] al estudiar el comportamiento
de la función limite en el caso discreto.
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d) Convergencia en el caso general.

Estudiaremos en esta sección la conVergencia de los cocientes

Ra(f,p) cuando p es sólo no negativa. Para ello definimos,
para cada número natural k,

(k) _ a 1

P (x)- p(0tx)dt,
k

mientras que p(0)(x) = p(x). Si X(k) = {p(k) > 0} entonces

X' = U X(k), luego, nuestro problema quedará resuelto si proba
k

mos que para todo k, Ra(f,p) converge en casi todo punto de

X(k). En primer lugar probaremos que Ra(f,p(k)) converge en casi
(k)

todo punto de X . Para estudiar la convergencia en X(k)'n X0

veamos que

sup J p(0tx)dt < 0 si y sólo si sup J p(k)(0tx)dt < oa>0 a>0
B Ba a

En efecto, si a > k entonces

(k) _ 1
I p. (Otx)dt- I dt p(0t+SX)dS
Ba Ba Bk

= ¡T%_ï J ds J p(0tX)dt i J p(0tx)dt.
B s+Ba a+k
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y también

k

Ip( )(0tx)dt ¿I p(0tx)dt,
B a Ba-k

lo que prueba nuestra afirmaciün.

Luego, para casi todo x en X‘k) n xo tenemos que

f(9tx)dt Jnf(0tx)dt
I

(¡+0 a+n

B

11m Ru(f,p(k))(x) = 11m I"
B

R

p(k)(0tx)dt I p(k)(atx)dt
Rn

y puesto que I p(k)(0tx)dt = I p(9 x)dt,
R“ R“ t

concluimos que

f(0tx)dt
n

11mRa(f,p)(x) = 11m Ra(f,p(k))(x) =a-ho 3-)»
p(0tx)dt

n
Wh-‘WÉ

en casi todo punto x de x(k) n X0.
' (k)En virtud del teorema 3.2, si p satisface (C), entonces

Ru(f,p(k)) converge en casi todo punto de X(k) n X.. Para
(k)probar que si p verifica (C) entonces p también satisface

esta condición, necesitamos el siguiente

LENA3.3. Si g(x) 6 L1(n) y k es un número natural, entonces
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existen una función G(x)e Lia!) y una constante positiua C

que sólo depende de k y de la dimensión n tales que

I Ig(0tx)ldt 1 J G(0tx)dt,
u+B

a a

si IuI í k, a 1 C y n > 1.

DEMOSTRACION.Si IuI 1 k entonces

J |g(0tx)ldt í JH Ig(0tx)Ht = (I + I )Ig(0tx)ldt.
“+Ba Ba+k Ba Ba+k-Ba

Para cada número natural i, 1 1 i 1 n, llamamos Vi al punto

de Rn cuya coordenada i-ésima es nk y sus demás coordenadas son

iguales a cero, mientras que 3-1 = -v1. Si

t = (t1,t2,...,tn) e Ba+k-Ba,existe j,1 1 j í n, tal que
a - a

It l > ——. Supongamos t. > -— , entoncesfi ¡í J ¡a

.° 2 x

It-va2 = ltl2 + Ivjl2 - 2 tj v; 1 (u+k)2 + nzk -.2o/ï k

= a2 + 2hk (1-/ï) + k2(n2+1).

Luego,

lt-vj|2 í 02 si y sólo si 20(1-Íï) + k(n2+1) í 0
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D o

2

y la última desigualdad se verifica si a 1 512-111 =2(/ï-1)

En forma análoga se prueba que It-ü'jl í a si t < - . PorE.
i x;

lo tanto

m
l w ñ c: {(vi+Ba) U (v'i+na)}.

Entonces si para cada v-e Rn. gv(x) = ¿(va), tenemos

lA

n

I Ig<0 x>ldt 2 (I + f )|g(9tx)ldtt 1:1 i -1
B -B v +B v +Ba a a

n
= (Ig .(0 x)I + Ig .(0 x)|)dt,

121 l v1 t v-l ta

y el lema sigue tomando

n

G(x) = Ig(x)l + .X (lg i(x)l + Ig _i(x)l).
= v v

Observemosahora que al ser XQinvariante, si p satisface (C)

entonces, para todo s e Rn y para casi todo x en x. tenemos

I , p(et9ux)dt
B A(s+B ) .

11m a a y = o,
(¡+0

I p(0t0ux)dt
B u

para casi todo u e Rn, y entonces



p(0
B A(S+B )

_G O.

x dH, > t p(0t+ux)dt
BaA(s+Ba)

t

(k)
I p (otx)dt Í p(0t+ux)dt
Ba Ba

(k)cuando a + -, para casi todo x en x , pues

Ra(Puop(k))(x) 1 S(PuoP(k))(X) < - p-p

¿(k), donde pu(x) = p(9ux).

¡”h-Nw\-—s
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p(9t+ux)dt
a

(k)(9 x)dtp t
(l

en

fambién vemos que si IuI í k entonces, en virtud del lema

precedente, existe C > O y P e L1(u) tal que

p(0t+ux)dt í Í p(0t+ux)dt + I p(0t*ux)dt
B¿A(s+Ba) a s+Ba

= (p(0tx) + ps(0tx))dt í I ?(0tx)dt,
u+B Ba a

para todo a i C, y aplicando

mayorada de Lebesgue tenemos

p(k)(0tx)dt
B A(S+B )a a 1

p(9

Ban(s+Ba)

el teorema de la convergencia

+ux)dt

= du(a 7I(x) m k
I p (Otx)dt Bk
B Bu -c

(k)
I p (atx)dt

+



tiende a cero cuando a + d, para casi todo x en X(k) n X‘.

Concluimos que si p satisface (C) entonces para cada

f e L1(u), Ra(f,p(k))(x) converge a un limite finito que
(k)

9llamaremos R(f,p(k))(x), para casi todo x en X además

R(f,p)(x) = lím Ra(f,p)(x) = R(f,p(k))(x)
un)!»

para casi todo x en X(k) n XO. Probaremos ahora que esta

última igualdad también es válida sobre X(k) n X”. Para ello

observemos que

(k) 1

L p (Otx)dt ñïïïï l du Á p(0t+ux)dt
Ra(p(k),p)(x) = a = k a

J p(0tx)dt J p(0tx)dt
Ba . Ba

l p(0t+ux)dt
1 a _ 1

= ¡Tí-7 J du - mIBk) I Ra(pu,p)(x)du .
k sk I p(9tx)dt . Bk

B..
G

Puesto que

II (pu¿p><vtx>dtl
a

|Ra(pu-p.p>(x)| = .
J p(0tx)dt
B a
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¿(ütx)dt
(u+Ba)ABaí

I p(9tx)dt
B a

entonces Ru(pu-p,p)(x) * 0, cuando a # 0, en virtud de (C);

luego, Ra(pu,p)(x) = Ra(pu-p,p)(x) + 1 converge a uno cuando
a + v, para casi todo x. Además, el lema 3.3 nos dice que

para cada x, los cocientes Ra(pu,p)(x) están uniformemente
acotados para Iul í k y por lo tanto

11mRa(p(k),p)(x) = R(p(k),p)(x) = 1 p.p.,
a+w

luego, R(p,p(k))(x) = 1, para casi todo x en X(k).

Entonces, para cada f e L1(fl),

Ra(f;p)(x) = Ra(f,p(k))(x).Ra(p(k),p)(x)

(k)converge en casi todo punto de X y su limite es R(f,p(k))(x).

e) El caso u(X) < o .

En virtud del teorema 2.3 si u(x) < "Sehtonces

Jp*(x)dx = Ip(x)dx.
E E



para cada E e ¿7; Además, para cada entero no negativo k,

Ip(x)dx = J p(k)(x)dx.
E E

I I I *En partlcular, Sl E = {p = 0}, entonces

J p(k)(x)dx = 0
E

y observando que E n X' = U(E n X(k)), concluimos que
kk

u(E n X') = O. Luego, p > 0 en casi todo punto de X' y
n

para cada s e R tenemos

p(0tx)dt (J - I )p(0tx)dt
Ba“’*3a’ BM| 3| h- | slí

J p(0tx)dt I p(0tx)dt
B Ba a

y haciendo a + 0 se sigue que (C) se satisface.
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