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INTRODUCCION

En el primer capitulo de este trabajo, se generaliza al caso

parabólico diagonalizable la función maximaldefinida en [4 ly

se introduce el espacio JC: de clases de funciones que tienen

su maximal en Lp, siendo p un número positivo menor o igual

que 1. Se define una noción de átomo o función elemental pertg

neciente a JC: y se da una caracterización de los elementos de

este espacio comoseries de átomos.
i

En el segundo capitulo, se obtiene un isomorfismo entre ag”

y el espacio Hpdefinido en [l l para ciertos valores enteros

de u. Este isomorfismo está dado por un operador diferencial

parabólico.
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Preliminares y Notación.

Notaremos con x = (xlr..., x“) un punto del espacio

Euclideo R". Dada una n-upla (a:,..., an) de números rea

les al> l, consideraremos el grupo multiplicativo de matri
P

ces At = t , t:>0, donde P es la matriz diagonal da
t” 0

da por (al,..., a ), o sea A =_ '. ." ' o 't'"

Al grupo de matrices At, le asociamos la métrica para

bólica dada por d(x,y) = [x-y] donde [ x] = t si t es

el único número tal que [Ard x] = 1, para x # 0 y

[0] = 0. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) [A x]= tlx] si t>0 y xeRn,

11) Lx] ec” (12"\{0}),

iii) [x+y]<[x]+[yl, Y

iv) si x = (xl,..., gi), entonces x’<l'x]J para

1<jj<rL
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Para las demostraciones sobre estas propiedades ver[ 1].
a a q a %

Notaremos con D al operador ——- ... don
xl 3x"

de a = (al,...,% ) es una n-upla de números enteros no

negativos y 0.a indicará el producto escalar, es decir,

a.a = a1al+ ... + una". Con |u| indicaremos el número

¡1+ +nh.

Por último, a lo largo de todo el trabajo, utilizaremos

la letra C para denotar una constante, no necesariamente
3

la misma, todas las veces en que aparezca.

Sea Lloc, l‘<q < m , el espacio de todas las funciones

reales definidas sobre Rn , que pertenecen localmente a If.

Denotaremos con B(y,p) a la bola parabólica de centro y y

radio o ; esto es, B(y,p) = {Íx ! [x-y]< p}. Es fácil VE
a

rificar que la medida IBI de la bola es igual a CD (ver

[1]).

La topología que consideraremos en LZÜCes aquella de la

convergencia en Lq sobre compactos. Ella es inducida por la

familia de seminormas

l q

Ifl = (IBI f lux)! dx)B
q,B

¡A
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donde B = B(y,p), p >0, y e R".

Sea u >0. Dada f E Lzoc definimos una función maxi

mal n (f,x) como:
q'u

a."
n u(f,x) = sup o lfI

ql p>° q.lB (llp) .

Denotaremos con P al subespacio de Lioc formado por tou _
3

dos los polinomios de la forma:

Este subespacio es de dimensión finita y por lo tanto es un

. q q .

subespac1o cerrado de Lzoé Llamaremos Eu al espac1o co
. q

c1ente de Lgocpor ñ .

Si F E E2, definimos la seminorma

lÍFllq'B = 1nf {IfLHB : fGF}



i
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La familia de todas las seminormas HFII B que se obtieQI

nen variando B induce en E: la topología cociente. El es

pacio E: es localmente convexo y completo.

Para F E E1, definimos la función maximal

N (F,x) = inf { n (f,x) f e F} .QI" ql“
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CAPITULO I

p

Llamaremos 32 , 0 <p <1, al conjunto formado porI

todos los elementos F de E: tales que sus funciones ma

ximales Nq(“(1=‘,x) pertenecen a LP. Para simplificar la

notación pondremos N = N , n = n y a? = JC" siempre
qruQI“ CII"

que esta notación no induzca a confusión . En el caso elip

tico y cuando u es un entero par estos espacios fueron es

tudiados en [2].
P

Definimos norma de un elemento F perteneciente a JCI”
como,

, 1/9

IIF u n = ( [NW x)de) .

Esta normano satisface la propiedad triangular y por lo tanto

no es una norma en el sentido usual de la palabra. Sin embar
P

go, IIFlu satisface la propiedad triangular y permite definir
JC

una distancia,

d(F,G) = ¡IP-GHp = JN(F-G,x)p dxIp
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p
sobre JC” Comoveremos, 3’ con esta distancia es un espg

cio métrico completo.

_I
(1.1) LEMA. Si p< IaI(u + IaI/q) , entonces Hp = 0.

Demostración. Sea f una función de .ï tal que f no

pertenece a P" Probaremos que si F es la clase de f
Q Pen E entonces N(F,x) no pertence a L .

Cono f no pertenece a fl , existe una bola B = B(0,r)

y un número (S> 0 tales que

q l/q
(I |f(y) —P(y)ldy) >6 ,D

para todo P en V

Por otra parte,

_u " f l/q
n(f-P,x) = sup D (IB(x,p)I J If(y) - P(Y)FdY) lD>o (,0)

y si [x] > r , tenemos que B(0,r)CIB(x, 2 [x]), por lo tanto,



tomando p = 2 [x] resulta,

-(u + III/1) 1/9

n(f-P,x) >C[x] Ilfiy) - P(y)lqdy
B(x,2[x])

..( u Hal/fi)¡A
>Clx] If(y) - Pm!“ dy >Cólx]

-MIH4Á> I
B(0,r)

-—(u+ H/q) '
y por lo tantoEn consecuencia, N(F,x)>lc ¿[xl

N(F,x) ai L".

El siguiente lema, es una adaptación al caso parabólico

del lema 3 de [4].

(1.2) LEMA. Sean f f dos representates de F E E: y1' 2

P = fl- f2 . Existe una constante cu tal que

u- G..a'
lD“P(yH < Ca(n(fl,xl) + n(f¡,x2)) ([xl-y] +E xz- yl)

para todo xi, x , y E R".1
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Demostración: Sea o una función Cun con soporte en

[x] < 1 tal que si 01(x) = AI'IÓ (AAx) entonces, se ve

rifica que Q = Q * ox para todo polinomio Q de la foi

ma Q(y) = 2 b ya y para todo A>0.
C!

Para la existencia de esta Ó , ver [5].

Por lo tanto, tenemos

' Íhl|

Pn’z) = [ _¡P(z) x «(Alu-2)) dz ,[y :I< Á

luego,

a “+0.. a
D P(y) = J _.P(z) A (D Ó)(A\(y—z)) dzly-z] < A l

. -l
Sea p = 2 [y - xll+ 2 [y - xg = 2 A . Entonces, se tiene

“+0.. a
|D°P(y) I <A Í _1l f,(y)—f¡(y) I ID «MAA(y-2)) I dz[y I1<X

< l'H‘a.‘ a
A If¡(y) | lo o(AA(Y-Z))Idz

ly—.1<x'
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¡nl-+0.. a
+ A J If2(y)l ID Ó(AA(Y-Z))l dz I

ly-Il<)\.l

pero, como [y-z] < 3-1, se tiene:

[z-xl]< [z-y]+[y-x¡]< 2A-'= p y

"l
[z-le <[ z-y]+ [y-xz] <2 A = p

i

Por :lo tanto,

“+0.
lo“ P(y) l < A Ifl (z)l ID“ «MAA(y—z)) l dz

[11- zl<p

|a|+a,a .0,

+ A J If,(z) l IDÓUKAW‘ZH Idzrx =1<o

a “+0.:
<uoq>umx I Ifl(z)Idz + J If,(z)ldz

[ll-ll<p Ixz'zl<p

<u° u AMM" "' "'l q '/q
D" w ° ° I |f.(z)| dz

[Il-I ]<O
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J'I q l/q
+ p l |f,(z)| dz

lx2 I<p

lll+a.l ¡al u
<ccl A p p(n(f¡,x,) + n(f,, 142))

"-a.u
< ca (mr, ,xl) + nu, , m) (nc,- y1+ [xr YH

como queriamos demostrar.
i

(1.3) LEMA. Sea FEB: y sea xOGR" tal que N(F,x°)< e.

Entonces:

i) existe una única fGÏF tal que n(f,xo)‘<m y por lo

tanto n(f,x°) = N(F,xo), y

ii) para toda bola B, existe una constante CJ, que depeg

de de xo y de B tal que si f es el represen

tante de F dado en i), entonces:

IIFIIqIB < Iflq’n <C n(f,xo) = C N(F,x°).



Si

de ser elegida independientemente de x

Demostración:

n(fz, x0) son ambas finitas. Sea P = f - f2 , P(y) =

-11

xo varia en un compacto, entonces, la constante C pus

o.

Supongamos fl, fz€E F son tales n(f¡,xo) y

Y, avala.l<|.l

aplicando el lema (1.2) con xo = x = x = y, se tiene que

para todo u ,

de

O.

D P(xo) = 0 , luego fl = f

Veamos ahora ii) Dada una bola B, sea p o el menor valor

o para el cual B<IB(x°,¡ü, entonces,

l_. /
(IBI Ílflx)!“ dx) "

IIFllq’B< lil“ = B

_. -1

IBI l|13(x°,o)lI:.a(xo,p)l Llflx) qux) yq

u H/q l" '“ f c f
po IB] B(xo,pal Do Ilqm(‘0,%f ¡Olgu ,xJ

Cx B N(F,xo).
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(1.4) COROLARIO. Si {a } es una sucesión de elementos de

E y F + F en Km para algún 0<’pi:1, entonces

Demostración. Por el lema (1.3), para cada bola B se tiene:

Hg - FII n < C N(F¡- F,x), donde x pertenece a B y C noql

depende de x . Luego,

ci
p

I HF — FHp dx < C J N(FJ- F, x)pdx ,D J qln a

o sea que

p p —1

IIF,- FH q n‘: C IB] í N(€ - F,x)vdx < C HFJ- F HI
n

p

f l

donde C es una constante que depende de B.

q
(1.5) LEMA. Sea {FJ} una sucesión en Eu. Supongamos que

existe un punto x0 tal que la serie Z N(Fl, fi)) es finita.
J
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Entonces,

i) la serie X Fj converge en E: a un elemento F y
J

N(F,xo) < ÍN(FJ,XO), y
l

l

l ii) si fJE FJ es tal que n(fi , xo) = N(FJ, xo) entonces
í

2 fJ converge en L; a una función f GF que satisfaj OC _

ce n(f, xo) = N(F,xb).

1

Demostración: Como E N(Fj,xo) es finita, existen represen

tantes fJ de FJ que satisfacen n(f,,xo) = N(ñ ,xo)< a.

En virtud del Lema (1.3), para toda bola B se tiene,

q

y por lo tanto, Í fj converge en Lioc a una función f.
J

q
Llamemos F a la clase de f en E-, como

ll

n(f,xo) < i‘mfj, x3 = 2] N(FJ, xo) < e»

i
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obtenemos que f es el único representante de F que satis

face n(f,xo) = N(F,xo). Por otra parte,

h h

IIÏFJ-FII <¡Z fJ-fl ,
«¡:1 qIB «¡:1 ‘11"

lo que demuestra la convergencia en E: de la serie X FJ: F.
J

(1.6) COQOLARIO.El espacio JC” , o<p<l, es completo.

Demostración: Es suficiente probar que si {FJ} es una sucesión

tal que Ï H Plug? es finita, entonces Z FJ converge en JCP.
J J

Observemos que, como p < l,

J( EN(F,,x))"dx < 2 [NmJ ,x)’dx <«o ,
J J

y por lo tanto 2 N(Fj,x) es finita para casi todo x. Luego
J

por el lema (1.5), Í a converge en E: a un elemento F.
J

Ahora, también por el mismo lema (1.5),
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Elevando a la p e integrando, se obtiene:

h a)
\" P PIILF-Fuv<ï "Fu .

J =1 J F =h+l l FP

Comp Í ug "a? es finita, queda demostrado el corolaj .

rio

(1.7) LEMA. La función maximal N(F,x) de un elemento F

,q . . . .de Lu es semlcontlnua 1nferlormente.

. . n

Demostrac16n: Sea {xj} una suce51ón en R que converge

a xo y tal que N(F, xl) < t para todo j. Queremos pro

bar que N(F,xo) < t. Sea f ESF y sea fJ el represen

tante de F tal que n(% ,xl) = N(F,fi ); se tiene entonces

f, (y) = f(y) - PJI(y), con P (y) = E aa(x,)<y-x )°/u! .J a..¡<u J
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Veamosque la sucesión numérica { aa(xl)} es una sucesión

de Cauchy:
a

Observemos que ñ1(fi ) = D Pj(x’) y que por el desarro

llo de Taylor;

B+B

z 13° Pk(x¡)(x,- xk) v/B: =

0.

D Pk(x¡)

B- '

1 = É a0+B(xk)(xJ- xk) /B '

Aplicando el lema (1.2) se obtiene:

B ¡I'd-n

laa(xj) — E aa+B(xk)(x*¡-xk) /B:¡<c1; [xl-x9 .

Sea rle R, rl= max {G.a/a.a<ïu } , entonces si a.a = rr

se obtiene:

(1.8) laa(xJ) —au(xk)I<C..t [xl-xk] l<5,
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para j y k suficientemente grandes.

Sea r1: max {a.a/a .a < r1} , luego si a .a = r1,

ll _I’2
I _. _ __ ,Ilaflxfl aJxJ|<C t[xJ a] -+| E ¿”(kaxJ x2 /&I

B>0

(a+B)l< u

pero (a+B) a < u, B>0 y a.a = r implica (a+B)a = rl

luego:

8.a

laa(xJ) - aa(xk)l <C t e+ C8ï>olau+6(ak)| [xl-x¡]<Ce
(a,+fi)n< u

si j y k son suficientemente grandes pues, como (a+B)a = rl

en virtud de (1.8) la sucesión {aa+8(xk)} es de Cauchy y por

lo tanto acotada. Continuando inductivamente, resulta que

{ah(xl)} es una sucesión de Cauchy para todo a .

Sean aa(x°) = lim au(x¡) y P(y) = i aa(xo)(y-xo)°/hi5+1» 0,.I<ll

o sea P(y) = lim Pj(y). En consecuencia1+0



-18

q u-‘|+!'l
I fm - Pm I dy = 11m If(y) - pj (y) quy<tq p

l)'-xol<0 1+0 ly-IJI<P

y por lo tanto N(F,x ) <t .
O

(1.9) DEFINICION. Una clase A e E: es un p-átomo en Eqll

si existe un representante b(x) de A y una bola B tal
.. y?que sop ch y N(A,x)<

k

(1.10) LEMA. Si f es una función con todas. sus derivadas

de orden menor que u+1 continuas y acotadas,y si F es la

q m
clase de f en Eu , entonces N (F,x) €I..un

Demostración. Es suficiente demostrar que

ll

[f(y) - VL D°f(x)(y—x)°/a: |< c [y-x] .
CLI<U

Supongamosprimero [y-x ]'<1. En este caso, aplicando el de

sarrollo de Taylor, tenemos
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[f(y) - 2 D°f(x)(y-x)°‘/a:|= | 2 13°‘1;'(x)(y-x)“/al 1
Q.I<u |0Í<u

G..I>u
(I a.

+ Z D f(x +6 (y-x))(y-x) /a 1|
u<l0|<u.+l

a Go. 0.. e u

<l ¡í IlD fll ., [y-x] / a! + 2 ||D°f|| a [y-x] / a'.<C [y-x] .a. <“
a.l>u u<|al<u+1

Por otra parte, si LY-x] >Jq resulta,

l

[f(y) - X D°f(x)(y-x)°/a: |< Ilfll
0.. ¡(u

(lo.

+ X ||D°f|| “[y-x] /a! <C_[y-x]"
G..|<u

(1.11) COROLARIO.Si f es una función de soporte compacto

con derivadas de orden menor que u+1 continuas y si F es

la clase de f en E3, entonces existe una constante A tal
q

que A F es un p-átomo en E .
ll

Demostración. Sea B una bola tal que sop f CB. Por el

lema anterior, sabemosque existe una constante C tal que
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_l
N(F,x) < c. Sea A = |13| c", entonces, N()\F,x) =

-'/P -'
= AN(F,x) = IBI C_l N(F,x)r<|B| , y por lo tanto

a

AF es un p-átomo en Eu.

(1.12) LEMA. Sea A un p-átomo en Ei , con

IaI (u+}aI/q)_2¡><l. Entonces A.e JHy existe una cons

tante C independiente de A tal que:

<\

[N(A,x)p dx < C

Demostración. Sea a el representante de A cúyo soporte

está contenido en la bola B = B(xo,r) tal que
_ y

N(A,x) < IBI . Si x é B(x°,2r), estimaremos,

_u -1 1/
n(a,x) = sup p [IB(x, p) I Ila(y) l'l dy] qp>o B(x,p)

Observemos que si B(x,p)fï B(% ,r) = Ó , entonces
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Í [a(y)[“ dy = o.
B(x.p)

Por lo tanto, podemos suponer que B(x, p)nB(x0,r) 7! Ó .

En este caso, se tiene que r < p y [x-xo]< 20, luego,

( +1 Vql l/q

n(a,x)<Cr I |a(y)|"dy <oo
_B('.¡o, r)

y en consecuencia N(A,x) =n(a,x) si x et.B(x°,2r). Sea

X l tal que 2r<[x0-xl ]<3r , entonces B(xo,r)CB(xl,4r).

Por lo tanto,

-‘/q-u '1 q .

N(A,x) = n(a,x) = sup p (|B(x,p)| I |a(y)| dy)p>°. lv-#< o

-(“4.V) u+hI/q _¿ _ . .'

ly-¡!]<4r
<(2 sup p

D>°

¡Hill/q

< C(I'/ [X ‘XOD N(A,x¡) I

de donde obtenemos que si xfi_‘B(xo,2r) , entonces,
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wm JP
N(A,x) < C(r/[x-x°]) |B|

En virtud de la estimación que acabamos de probar y como ade
.n/

más, por hipótesis N(A,x)‘< [BI p para todo x , resulta,

P -1 (u+IIl/¡)v -.‘4

Í N(A,x) dx = I IB] dx + C(r/[x-x°]) pl dx
[x-xol<2r (x-xo]>2r

\ -l -P(u+Ll/q) Ia‘ -l<C]B]]B|+Cí[y] r BI dy<C
lyl>2

como queríamos demostrar.

r
(1.13) LEMA. Sea {A1}una sucesión de elementos de JC tales

P

que Á[N(A¡,x) dx < C. Si {up es una sucesión numérica tal
P

que í Iull <en, entonces la serie ïlJlAi converge absolu
P . .tamente en a. , y 51 denotamos con F a su suma, se tlene,

P p

í N(F,x) dx < (2 2 Iull' l
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Demostración. Dado e > 0, tenemos

P rn

HuiAlll r = 2
k y l"Mi

[HIPJN(A|,x)pdx < C e si k y m son
_.

=k

suficientemente grandes, lo que prueba la convergencia absoluta

de la serie en fl'p. Además, por el lema (1.5)

P

I ,
.‘s A P P

Jr N(F,x)pdx < Z lull [N(A¡,x) dx < c Xlul
I l

lo que concluye la demostración.

(1.14) LEMA.(Partición de la unidad). Sea fl un subconjunto

abierto propio de R". Existe una sucesión {ók} de funciones

infinitamente diferenciables y de soporte compactoque satisfacen

las siguientes condiciones:

i) o<ok (x) <1 y íok(x)=xn(x),
k
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ii) para cada k, hay una bola Bk= B(xk,rk)csz tal que

sop 0k C B k y para todo z e Bk, rk < d(z,n°)< C rk,

iii) para todo k, B(Xk, Zrk) está contenida en 0 . Además

existe un entero M tal que el número de bolas B(x’,2fi )

que intersecan a B(xk, Zrk) no supera a M y

-a..
iv) para todo a , se tiene, IDGfi (x)I<:CG rn , donde

C0L no depende de k.

Demostración. Como 9 es abierto propio, existe una familia

B k: B(xk,rk) CS1 que cumple iii) tal que f2 = e B(xk,rk/2 )

ysi ZEBR. rk< d(x,9‘)<C rk(ver[5])

Sea ®(x) una función CCDy con soporte contenido en

{[x] < 1} ytal que Mx) =1 si [x]<% y 0<<p(x)< 1.
-1

Sea ¡fixx) = 4>(Ar (x-xk», entonces se tiene que
k

sop 35kc {[A:‘(x-xk)1< 1 }= {- [x-xk]<rk} y 75km) = 1 si
k

[x-xk]< rk/Z . Por lo tanto, si W(x) = z 3k(x)
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resulta 1 < W(x)<bi para todo x perteneciente a 9 .

Definimos <m(x) = Á&_(x)/w (x), y en consecuencia,

ll‘Mx)=xQ ,o< Mx)“ y sopókch

Veamos ahora iv). Tenemos,

_aal _ _a..
ID“ 3 (x) I = Irk (D°‘o)(A,l (x-xm I<uD°4>u r

k .k en k

y por otra parte, en virtud de ii) y iii), resulta,

-a.|
ID“ w(x)l= IDH} 3¿x))I<M Cark ,

para todo x E Bk. Luego,

a- y —1

D“ Mx) = D“ (¿fino/w (xn = 2 CYDYMx) D [w Jun,
o<1<a
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además, se demuestra inductivamente que

B -1 -8 '.[‘P](x)I<CBr si x€B¡ ,I D k

-a’|
_ a

y en consecuenc1a I D @¡(x)l < Ca r;

A continuación, probamos un lema que nos permite luego,

obtener una descomposición atómica para clases de JH, sigufimfib

el método de [3 ].

—l

(1.15) LEMA. Sea p tal que IaI(u+Ia|/q) '<p< 1 y

sea F 62K”. Dado t > 0,_sea Q = Q = {x : N(F,x)2>t} .t

Por el lema (1.7), 9 es abierto. Sea {41k}oo la partición¡:1
de la unidad asociada a 9 en el lema (1.14).

Para cada k, sea yke 9° un punto tal que d(B(>gl, 2rk),n°*) =

= 21“):yk)
Dadoun representante f de F, existe un polinomio
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P(yk,y) de El que satisface

N(F,yk) = n(f(y) - P(yk,y), yk).

Para cada k, definimos la función

wk(y) = 45k(y)(f(y) - P(yk,y))

Denotemos con wk a la clase de wk en Eq.u

Entonces se verifican las siguientes condiciones:

i) N(Wk,x)=S C N(F,x) si x (E B(xk,2rk),

.I u+InI/q .
11) N(wk,x)<; C t(rk/(rk+ [x-xk])) Sl x Q B(xk,2rk),

iii) la serie ik N(Wk,x) converge puntualmente para casi
I'I

todo xe R . Además,

J (í N(wk,x)>p dx < y [N(wk,x)pdx < C I N(F,xf dx ,k k
Q



1
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q
iv) la serie uX wk = w converqe en E y para casi

k

todo x se tiene,

N(w,x) < 2 N(Wk,X) ,
k

v) í N(W,x)p dx < C íN(F,x)p dx , y
Q

vi) si G = F - w , N(G,x)< c t

Demostración.

i) Suponemos N(F,x)< w, pues, de lo contrario no hay nada

que probar.

Sea P(x,y) el polinomio que satisface,

n(f(y) - P(x,y), X) = N(F,x)

Definimos Qk(x,y) como

_ a
Qk(x,y) — 2 Dy [oka.. (u

(y)(P(x.y) - P(y¡,y))]
Y =x

(y-x)a/a



l
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a-Y
= í (“> D, Mm 03(P<x,y> - P(yk,y))| (y-x)°/a:

(1.¡< u y<a Y Y=l

Estimemos
u III l/q

0- [ 0- |wk(y) - Qk(x,y)|q dy]ly--:1<°

Por el lema (1.2), se tiene,

u -a.l
Iá‘[P(x,y) - P(yk,y)]I <C(N(F,x) + N(F,yk))([y—x]+[y-yk])

De las hipótesis se deduce que [xk- yk1<c rk , luego,

ly-xl +l y-yk]< o+ [y-x] +[ x-x¡]+ [xk-yk l < C(p +rk),

además, N(F,yk)< t<: N(F,x) ; por lo tanto,

u-G-n

(1.16) [DÏ(P(x,y) - P(ylt,y))|< c N(F,pr + rk)

Consideremos primero el caso p 2 2rk , entonces
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¡wk(y) —Qk(x,y) | = |cp¡(y) (f(y) - P(yk ,y)) - Qk(XIYH

<I<>k(y)(f(y) - P(x,y)) I + I ok(y)(P(x,y) - P(yk,y))l + IQk(x,y) I .

Teniendo en cuenta (1.16), resulta

I «bk(Y)(P(x,Y)—P<yk,y>) I<IP(x,y)- P<yk,y)|<c N(F,x) p".

Por otra parte, teniendo en cuenta el lema (1.2), obteng

u—a'l u-Cl- I

IDÏ(P(x,y)- P(yk,y))| I <c N(F,x) [ x-yk] < c N(F,x)r¡ ,
Y

por lo tanto, como [ y-x ] <3

‘ a 0' Y Y O.
IQk(x,Y)I< }, 2 (Y) ID ¿[mi IDy(P(x,y) - P(yk,y)| ||(y-x)/u11Y: l

(1.a(u 1:0.

'a'l+Y'. u'Y-n
g 2 í C r N(F,x) rk pa°k

a, ¡(u Y<a

ú
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u a.“ U
= 2 2 c rk (O/rk) N(F,x) <. c N(F,x) o ,

O..n(u 'Y<(J.

la última desigualdad es válida pues o/rk2 2, y por lo
C1.l u

tanto (p/rk) < (p/rk) ; en consecuencia, si pi>2rk,

se obtuvo

Iwk(y) - Qk(x,y) l< C|f(y) - P(x,y) I + C N(F,x) p"

Consideremos ahora, el caso p < 2rk. De la definición de

Qk(x,y), resulta

ok (x,y) = 2 [DB ok(x)((y-X)B/B'.) 2 DY(P(x,y)-P(yk ,y)) I(y-X)Y/Yly=1
3.n<u y.a<u ’B.|

entonces,

wk(y) - Qk(x,y) = ok(y)(f(y) - P(yk,y))

— 2 [ DB ok(x) ((y-x) B/Bl) Z D:>(P(x,y) - P(yk,y))l (y-x) YAri]< =8'. u Y.n<u-8.a y l
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Sumandoy restando la expresión

okm P(x,y) + ï. Dsogx) [(y-X) íüm (P(x,y)-P(yk,y)),B.I<u

resulta,

Wk(y) - Qk(x,y) = ok(y)(f(y)- P(x,y)) + {cbk’(y)

— 5, DBok(x)(y-x)B/e! } (P(x,y) -P(yk,y>)
¡3_:‘.<u

+ E 13%k(x)((y-x) 8/91)[P(x,y) - P(yk,y)
’3.u<u

‘ Y Y
- 2 D (P(x,y) - P(yk,y)) I (y-X) /yl]

(1.n<u"'B.I y y = x

Por lo tanto,

lwk(y) - Ok(x,y) |< |f(y) - P(x,y) |+ A + A

Estimemos Al . Por (1.16), tenemos
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2 DB ók(x) (y-x) B/B!I I P(x
¿5.|<u

‘ 1 u .B _ B
L;\J(1«,x)rk 2 U (nu) (y x) /B.n<uI muy) - B

En virtud de la fórmula de Taylor, resulta,

(y)— 2
— I D8®k(X)(y-x)B/BI + X D845|8<u

Ó
k

ud BI<u+l

,y) - P(yk ,YH

_ B v
k(% )(y x) /e.

yo es un punto intermedio entre x e y, luego

UB 41k(X)(y-x) 9a: | =

= )j DB qa(x) (y-x) Bmas: + D B My )(y-x) B/e: I
S.n>u k u<IBI<u+1 k o

IBI<u

_B,_. BJ B. a B. I
u í rk o = c 2 ( C’/ Zrk) 2 < c (D/rk)"8.. a>u B. ¡>u

lakmn+1 |B|41+|

D/2rk< l.



Por lo tanto, A <
l

Estimemos A2 .

A2 = I DB ‘Ï’k(x)B.n< u
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u

C N(F,X) p

Tenemos,

Qy-x)B/Bl) l P(x,y) - P(yk,y)

— 2 D*(P(x,y) - P(yk,y))| (y-x)Y/Y! l]
Y' “‘Ï ¡1- 8.a y yz!

_B-n
c J r k DB “I 2 DY(P(x,y) - P(yk,y))lY

Bu<u u>Y-I>u_ao| y:
IY|<“- fin

+ Í
u-BJg Y

IY|<Ú_B al

Y.n <u

DY(P(x,y) - P(yk,y)) I (y-x) Y/y:l
+1 y-yo

yo es un punto intermedio entre x e y.donde

Como [yo-x] <Í Y’X]

+ c rk< c rk resulta,

A < C 2 r
2 B. I<u

<0 Y [Yo"Yk1<[Y0‘X 1 +[ x-Yk]< D

__B_¡ 8.a u-V'l
k p [ 2 N(F,x) rk

u >Y.n >u-B.l
ly|<u -B.u +1

_ Y.
¡(y/>04.



-35

< c X 2

u> Y. n>u-—B..l
lfi<u -- B.a+1

En consecuencia, para todo p >0, si

lwkw) - Qk(xml <

luego,

p-"lo thl Iwk(y) - Qk(Xry)lqlx- yl<0

—u —]a|

+ o [o J lf(y) ' P(X,Y)Plx- ¡<0

Y“ +3..
N(F,x)( o/rk)

[x

r: < c N(F,x)p“.

—y] < m tenemos,

|f(y) - P(x,y)l + C N(F,x)ou ,

l/
dy]

ay]

q

< C N(F,x)

'/
q

Tomando el supremo en p , se obtiene,

n(wk(y) - Qk(x,y), X) <

o sea, si x E B(xk, 2rk),

N(Wk,x) < C N(F,x) .

ii) Sea x E B(xk, Zrk);

C N(P,x) ,

vamos a estimar
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-u --III q /q
o [o J Iwk(y)l dy]lll YKD

Esta expresión es nula si B(x,o)fïB(xk,rk) = Ó pues

sop wk C B(xk,rk). Supongamosentonces B(x,p)ñ B(xk,g ) #0

Sea z (E B(x,p) ñB(xk,rk), entonces,

2rk<<[x-xk]<[x-z] + [z-xk] < p+ rk ,

luego, rk<p y [ x-xk] < 2 p . Por otra parte,

B(flfik) C B(y w crk), y en consecuencia tenemos,

q

[lwkml dy < í Iw¡(y)l" dy < Ilfw) - P<yuy>|qdy
B(X; D) B(I tk)k. Myklcrk)

_.. _|.| 1‘/q

o [o f Iwk(Y)r dYJ“(1),0)
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< c p‘"hux,m1 ”/“(í Ifhü -P(n,qu dy > ““
B(9k.Crk)

l

-H _'/m - K: -l q 4
= co ¡B(x,ml ¡B(y“CrQI m(yvcrg l í H(y»+<y,yn dyk

B(yk,crk)

_u Jqu "h u u+hl/q ufid/q
< C p p rk rk N(F,yk)< ct(rk/p) < ct(rk/(rk+[x-xg )

La última desigualdad se obtiene de [x-xk]+ rk‘< 3p. Tomando

el supremo en p , queda probado ii).

Para probar iii), en virtud de i) y ii), tenemos

[(2N(wk,x))p dx < 2 J N(wk,x)de + I N(wk,x)pdx
k B(xk1rk) C B(xk,1rk)

(u +|d /q)p
p p

< C g í N(F,x) dx + C g Í t (fit/(rk+[x—x J) dx
B(xí2rk) D(xk,2rk)

(“Hal/q)?
= C N(F x)p í (x) dx + C X J tn(r /(r +[x-x ])) dx

' k D(xk,rk) k k k k
CB(xílrk)
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Como 2 x (x)< M XQ(x), resulta
k

"l
Para estimar I2 , haciendo el cambio de variable y = Ar (x-x )

t k

en cada sumando, resulta,

("+Ifll/Mp
I2 = C X I t”(rk/(rk+[x-xk])) dx

k
CB l 2

( l I llIl )

(u+|n|/q)p
= C Í í tp(rk/(rk+ rk [y] )) El]

[y|>1

(u+|-|/wp
c t" X rL'I ÍU/(l + [y])) ayk

Como Í ¿al = C Z B(xk,rk)l = C {Z xB(x) dx < CM la]k k k k

Obtenemos,

12 <CthQI<CÍN(F,x)pdx.n
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En consecuencia,

J(XN(wk,x))p dx < c [N(F,x)p dx ,k

n

lo que demuestra iii) . La parte iv) es consecuencia de iii)

y del lema (1.5). En cuanto a la parte v) es una consecuencia

inmediata de iii) y iv).

Veamos ahora vi). Sea xo 9'52 tal que X N(wk,x°)<w . Como
x

¿J fi B(xk,2rk) para todo k = 1,2, ..., entonces, sabemos que

wk(y) es el único representante de wk que satisface

n(wk,g)) = N(wk,x°). Entonces, por el lema (1.5), la serie

E wk(y) converge en L; a una función w que es un reprek 0C

sentante de w = Í w que satisface n(w,x°) = N(w,xo).
k k

Por lo tanto, la función g(x) = f(x) - w(x) es un represen

tante de G = F - w y se tiene,

f(y) si y E 9

g(y) =

Í 9k(y) P(y¡,y) si yen.
k

Observamosque g(y) es infinitamente diferenciable en 9..

Sea,
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(1'

D g(x), si x E Q , y

DaP(x,y)I , si x en .
y y: x

Demostraremos que si a.a < u, )c 69° y x e Rn entonces.

(1.17) ¡bu(x) — í ba+B(;)(x_,-() 98H < C H x_}-¿]u-CI..I
e

En efecto, por el lema (1.2) sabemos que

l.|"(l'l
ID‘:(P(x,,y)-P(x,,y>>l < c(N(F,x,) + N(F,x2))([x¡-y]+[x1-y])

. . C .y en consecuenc1a, 51 x EQ , se tlene

u‘d' l
IDÏ<P(x,y) — P(>'<,y)) I< ct (lx-y] +[>_<-y])

y haciendo y = x, resulta,
u—a-.

lb (x) -ï b (¡Mx-2) B/ :¡< ct [x-ïc]a a+B B
B
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o sea que (1.17) vale para nte 9°.

Consideremos ahora x EQ ; tenemos

Da g(x) = z Í
B Y(“J D MX) D P<y ,y)l

B+Y=0l B k y k y= l

Sea j tal que x E sop fi y además [yJ-x ]<[y k-x]

para todo k tal que x E sop ok . Este j existe puesto

que el número de Indices k tales que x G sop ok es menor

o igual que M. Se tiene entonces que [n -x] <[yk-x]< crk

si x G sop ok. Luego,

a a - B Y
o g(x) —DyP(X,y)I = X 2 CB D g(x) [D P(yk,y)|

y=x k B+Y:a ' y y

_ y a _ a 

DyP(y¡,y)y| x]+[D,P(yJ ,y)I D,P(x,y) I= y=x y :x

Por lo tanto,
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0. C! " _ n u-Y..
ID g(x) - a P(x,y)| < 2 2 c t rk ([yk-x] + [yJ-x1)

y=x x €|:¡)q.:+e=a

"'a” u-u-a “'°" u-aq
+ c t ([x-yj]+[ x-í1) < c t rk + C t [x—í] < c t[x-í]

En consecuencia (1.17) vale también para x e Q

Veamos ahora, que si x E Q , entonces,

(1.18) | b0(i) - i ba(x)(í-x)É/azh;c t [i-xJ“ ,

para todo i e R Para esto necesitamos la siguiente estima

ción:

Para todo x e Q y a .a>\J

(1.19) ID“g(x)|< c t d(x,9°)“’ “".

En efecto, si x'e 9° y [x-x'] = d(x,{f), se tiene
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D“g(x) = 2 2 (g) DB okm) D:P(yk,y)l
k Bfi=a y :1

a B Y a= Í Í ( ) D Mx) D P(y ,y)| - D P(X',y)l
k 6+Y=a k y k = yY X y=x

= í (g) 13% (x) [DY(P(Y ,y) —P(x',y))l 1._ k y k
k B+Y_a y = x

Por lo tanto,

_B,¡ u-Yal
!D°9(x)l< Í ¡Í Ctrl ([yk-x]+[x'-x1)

í3+wr=mewM>k
Y.n<'u

Como [x'—x ] = d(x,fi )< c rk y [yk-x p:c ru si

x E sop ch , entonces

u-q-n "'O'"
ID0Lg(x)|<;c t 2 r < c t d(x,9c)

k'so
Kc 94k

Demostraremosahora la desigualdad (1.18), considerando los
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casos [x-i] < á d(x,íf) y [x-í] > %d(x,fl°) . En el

primer caso, por la fórmula de Taylor, puesto que ba(x)

Cl

= D g(x) para todo x EQ , se tiene que,

b <>‘<>- Y. ba<x)<ï<-x)°‘/a: = Z b <x)(ï<-x)°‘/ z
° a..< u |a|< u a a

0. I) u

+ Z ba(x + s(í-x)) (>'<—x)°‘/elz
u<|a¡<u+1

con s entre 0 y 1. Obervamos que d(x +-s(í-x),nc )

>-%d(x,9c), pues en caso contrario, existiría z e 9° tal que

d(x + S(;(-x)l z)< %d(xr nc) l

por lo tanto

d(x,z) < <i(x, x+s(i—x)) + d(x+s(;-x),z)<[ s(í—x)] + %d(x,íf).
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Como también,

[sui-x” <[í—x1 < %d(x,n°>,

entonces d(x,z)< d(x,fi ), lo cual es una contradicción.

Utilizando la desigualdad (1.19) se tiene que para a .a>u

u-aol "’a'l
Iba(x+s(;<—x))l < c t d(x+s(ïc-x),n°) < c t d(x, °)

Y

ll-a-l
Iba(x)|< c t d(x,í2°)

Luego,

lb (í) - í ba(x)(>‘<-x) “Vu: Io Cl-n<u

"-0°! _ (1.a _
< c t 2 d(x,fi ) [x-x] < c t [x-x]"

a_l>u
Ial<u+l
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[x-il > á d(x,0c) ; sea 'zE QC,

tal que [z-x] = d(x,n°), entonces

bo (i) - y bum (í-xW/a'.
acn<u

= b (i) — 2 ba(z) (Lua/a: +2 ba(z)(>_<-z)a/a:
o a°l<u a_l<u

+ í D‘ÏP(z,y)l (LN/a:
a-u<u ) Y = 1

_ Z DÏ P(z,y) | (í-xf/a: - Z ba(x)(>'<—x)°/u1
fi'lx’u i y:x a'n< u

por (1.17) resulta,

Iban?) - 2 bum (i-Z') “4‘: I < c t [ic-21"
a .¡<u

u<c t([z—x] + [x-ïc] )"< c t [x-i].
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Por otra parte, utilizando nuevamentela desigualdad (1.17)

obtenemos,

¡ 5 [b (x) - u°p(z,y)l 1 (Lua/a :¡
(l;n<u a y Y=l

u- l __ G._l _ u
< c t 2 [x-z] [x-x] < c t [x-x] .

0..l<u

Por último, observamos que

E bakz)(i-zf7a!- y Ü1P(z,y)l (í-xÍVa 1 = 0,
(1 -¡<u Cl.l<uy y = I

puesto que

Í b (z) (i-zP/a: = Ï D°‘P(z,y)l (ïc-z)°/a!
d-¡<u a a..l<u y=z

= {42,2) = í DaP(z,y)I (Ï-X)c703
(In-(u y y=x
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_ - o. " u
Luego, I b°(x)- Z q¡(x)(x-x)/ag I < c t[ x-x] .

a 'I<u

Sabemos que b0(x) = g(x) para x e!) . Si x pertenece

a ff , tenemos bo(x) = P(x,x) y f(x) = g(x); como además,

ver [4], P(x,x) = f(x) en casi todo punto de 9° , resulta

bo(x) = g(x) en casi todo punto de 9° Por lo tanto, en

virtud de (1.17) y (1.18), resulta,

N(G,x) < c t

(1.20) TEOREMA. Sea F e 1?.q y sea [a| (u+|a|/q)'<‘ p< 1.
lll

Entonces F‘EJÏ si y sólo si, existe una sucesión numéri

ca { u } tal que 2 p|P<rny una sucesión {A} de p-átomos en
Í J J

J

q _ q

Eu tales que F — F uj AJ en Eu
Además, la serie converge

_ P . . .

en m y ex1sten dos constantes p051t1vas cl y c1 tales que,

P

cl HF up p< inf í I nike: IIFIIp ,
JC J pr
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donde el Infimo se toma sobre todas las posibles descomposicio
'/

nes de F. En consecuencia, inf ( ïlu F ) P, define una norma
J J

equivalente a H H p,
M

Para la demostración del teorema (1.20) necesitamos el si

guiente lema.

(1.21) LEMA. Sea H e E: tal que N(H,x) < 1 y} N(H,x)r dx< m'l
para algún r tal que |a|(u +|a|/q) < r<<p.<l.

Entonces exiten, una sucesión {A } de p-átomos en E: y una
J

sucesión numérica { ll}, tales que H = 2 A] A en ¡Cp . A

demás,

EIA V<<3 í N(H,x)r dx_ 1

J

Demostración. Sea s un número extre 0 y 1 que luego

determinaremos. Definimos inductivamente la siguiente sucesión

{HQ en E: ,como

Ho: H

Hk+ wi: Hk_¡, kE N
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donde Hk es la clase G en la descomposición de Hk_ l se

gún el lema (1.15) para t = sk . El lema (1.15) se pue

de aplicar reiteradamente pues, por v) de este lema I

N(Hk_l,x)€ Lr para todo k G N.

Sea Qk = {x : N(Hk_l,x) > sk}. Denotamos con

B = B(x , r ) a la familia de bolas asociadas a Qnn k,h k,h k

según el lema (1.14). Siendo wk = 2 w,“h la expresión
h

de wk según iv) del lema (1.15), probaremos que para to

do k , h G N vale la estimación

(1.22) mw ,x) < c s 'k,h

En efecto, como consecuencia de vi) del lema (1.15), tenemos

k

N(Hk,x) < C s .

De las partes i), ii) del lema (1.15) se deduce,
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k

N(w ,x) < C N(H x)< C s 51 xeB(x ,2r ) , y
k I k_l kl k’h

k “+l' yq k-l
N(w ,x)<<3 s (r /(r + [x-x ]) < C s

¡ h klh 'h

si x E B(x ,2r ), lo que demuestra (1.22).kIh ¡un

Prdxmammahora que se puede elegir s de tal manera que:

(k-I)p

(1.23) í s Ink] < c [N(H,x)rdx
k

Si x E 9k , entonces x E B(xk h,2rkh) para todo h, porI I

lo tanto, usando ii) y iv) del lema (1.15) se tiene,

N(Hk,x)< N(Hk_l,x) + N(Wk,x)<;N(Hk_‘,x) + É N(Wkfl1,x)

k u+h Vq
<N(Hk_l,x) + c s 2 (rhh/(rklh+ [x-xthH

h

Por otra parte, si x e al, existe h tal que [ x-x b h]<1;
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y en consecuencia,

u +InÍ/q
(r /(rk h+ [x-xk 1)) >(1/2)k, h

luego,

u +IIVq

/(r l+ [x-xkíl)) ,
k k< <

N(Hk,x) C s C s (rk'h k”

por lo tanto, para todo x , vale la desigualdad

k u+|ly<l
N(Ilk,x)< N(Hk_l,x)+ C S ¿“hn/(IMÏ [rxklln '

Aplicando k veces esta desigualdad, se obtiene

k 1 u+¡-y q
N(Hk,x)<N(H,x)+ c 2 s {(r /(r J+[x-xl})) .

En virtud de la desigualdad de Chebychev, la estimación obtenida
..l

para N(Hk,x) y el cambio de variables y = A (x-x J ) resulta,l' Ill'j
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s“ !sz I<Í N(Hkl,x)r dx

r k_¡ l r(u+I-I/q)
< Í N(H,x) dx + C 2 s IX í (rl / u + [x-x 2)) dxl :1 J ,J m I,

k_l í r(u+“/CI) Ill
= JN(H,X) dx + C 'Z s X í (1/(1 +[y])) dy r]J

'-'l J I

k-l

<J1‘I(H,x)r dx + c Z s'r 13I JIl=l '

k-l i
< Ímwm' dx + CX s ' ¡(lll¡:1

l

Llamando b0 = [N(H,xí dx y bl: s rlflil , 1€ N,

la desigualdad recién obtenida puede escribirse como

Es fácil verifiCar que esta relación entre los términos de la
k

sucesión bk , implica bk< bo a para todo k con a = C + 1.
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En consecuencia hemos probado

IQ I < 5-kr ak í N(H,xf dx ,

para todo k G N. Luego,

(k—l)P (k-l)P-'”

) s IQJ < 2 s akJ N(H,xf dx
k

_P r p_r k

= s í N(H,x) dx 2 (s a )
k

Puesto que p>»r , puede elegirse s suficientemente pequeño
p-r

como para que s a < 1r Esta elección de s hace conver
p-r k

gente a la serie X (s a ), quedando probado (1.22).
x

Demostraremos ahora que la serie

(1.24) H = 7 w

P

converge absolutamente en JC . En efecto, por iv)del lema
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(1.15) tenemos

v . . . Cldonde la convergenc1a se entlende en el espac1o Eu

Además, por el lema (1.3)

“HR” < c N(Hk,x) < c sk
q ,B

y por lo tanto Hk converge a 0 en E: cuando k tiende

a m . Luego,

Utilizando iii) del lema (1.15) y (1.23), se tiene,

P P

( í Hw u )< 2 uw u = 2 J N(W ,x)P dxth jlh HP j'h J Jl th ,Ih
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(lx-up ,

< C 2 J N(Hk_l,X)pdx < C í s |9k| < CI N(H,x) dx ,k

k s2
k

lo que demuestra que Z w, h converge absolutamente enj,h '

Mp y como 2 WJ h = H en E: , en virtud del corolgJI" l

rio (1.4) la serie Í Wj h converge a H en MJ.1,h ’

l_l l
Definamos ahora, A¡.J = C s IB I /p para todo i,j,¡,1

donde C es laconstante de (1.22) y sea Ai = A w

Sea wi j el representante asociado a Wl j en el lemaI l-l
(1.15) y definamos a (x) = A . w (x). Entonces a (x)¡,1 ¡Il ¡:1 ¡r1

es un representante de Al J y su soporte está contenido enI

la bola Bl J . Además, por la desigualdad (1.22) se tiene,I

1 —1/
-¡ ¡-¡ l /p 1-1 p

N \ , = N W ( ¡Ii x) A¡,1 ( I J'x) <(C s ) I ¡[J C S l I'll

q

Por lo tanto, A| J es un p-átomo en E y se verificaI u

H = X x A . . Finalmente, por (1.23) y iii) del
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lema (1.14) resulta,

(h l)p r
< c 5, s |9,|<c IN(H,x) dx ,

comoqueríamos demostrar.

Demostración del teorema (1.20).

Si {Ai} es una sucesión de p-átomos en E: y {ui} es una

sucesión numérica tal que X Iullp<w, entonces por los lemas
l

(1.12) y (1.13) sabemos que la serie Í u¡. Al converge ab
P .solutamente en M . Además , 51 denotamos con F a la suma

de la serie, resulta

íN(F,x)p dx < c Í Iuilp .
1

Sea ahora F e Ma. Para cada k entero, sea
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F = G + W ,
k k

la descomposición de F correspondiente a t = 2k según el

lema (1.15) y sea 9k = {x : N(F,x)>- 2k}

Definimos

Fu = Gk+l - Gk = wk _ wk+l ' 1€ EZ '

Probaremos que la serie Í Fk converge a F en 3€ . En efecto,

por el lema (1.15), se tiene que

k+l
N(G,x)<c2", N(G ,x)<c2 = c'2" ,

k ¡(+1

entonces

(1.25) N(Fk,x) < c 2k

Sea wk = Z wk h la expresión de wk según el lema (1.15).
h I

Observemos que 5k_+lC 9k; por lo tanto, aplicando el lema (1.15),
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si x fi Qk, entonces,

(1.26) N(Fk,x)<N(Wer) + “(WH ,1. X)<
l'x) ÁlN(wk ¡+1,H

,x) + 2N(w
h

u+lBVq

k,h + [x_xk,E (rk , h/(r

u+ln[/ q
+ í (

h

/(r rk+llh k+ l,h

" l
Como r satisface [al(u + [al/q) < r< l , de las desigualda

des (1.25) y (1.26) resulta,

l'

í N(Pk,x)'dx = J NïFk,x) dx + I N(Fk,x)rdx
9k sfk

<c2 ¡nk|+c2 (Ik+Ik+¡),

(u fiI¡/q)r
donde, I. = í Y (r /(r + [x-x ])) .J c }l JIh jIh j,“

i

—|

Haciendo el cambio de variable y = A (x-x ), y recor
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dando que (u + IaI/q)r > [a] y

se obtiene,

(u'Hnl/q) r

dyií C IQÍLJL < ( X rJ'L ) í (1/(1 + [y]))h I

Luego,

(1.27) [N(Fk,x)r dx < c 2'” Ink].

Por otra parte,

w(F,x)> A} | d wink |<2""<1-2"’))>c 2

y por lo tanto, haciendo r = p en (1.27) se tiene,

_. k

h; |le up p- k2 [N(Fk,x)p dx < C 2 2 plnklk

¡k

<Cpï, Ífi’" l {x: N(F,x)> A}!dxk k-l
2

kn
Iflkl
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en p_l

= C p J A I {x : N(F,x)> A}! dA = C [N(F,x)de <Im.
0

P

En consecuencia, 2 g converge en W
k

Por otro lado, de la definición de Fk se deduce,

2 F = lim (G - G ) = lim (G — G )k k K+mk;_K k+| k ¡(+00 ¡(+1 -K

__ . _ - q
- iim (F WK+l G__K ) en Euh+cn

Veamos ahora que lim Wk = lim G_k = 0 en Eq .k+un k+m u

Dada la bola B cualquiera, y para x e B(0,l) se tiene,

por el lema (1.3) y iv) del lema (1.15),

p P

Ilwkll B< c N(wk,xf< c z N(wklh,x) ,ql h

en consecuencia, usando iii) del lema (1.15)

"l
P P g P

uwkuqlu<c |B(o,1)| J 2 N(Wk'h,x) dx< c IN(F,x) dx ,n(,¡)n
n!
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comoel último término de esta cadena de desigualdades tiende

a cero cuando k tiende a infinito, queda probado que wk
q

tiende a 0 en E . También por el lema (1.3), tenemos que

—k

< c N(G_k,x)<C 2 ,

de donde resulta la convergencia a 0 de G_k cuando k tiende
Q

a infinito. Entonces, F = X Fk en Eu y como la serie
k

--.P
E Fk converge en M resulta F = X Fk en fl .

k

“l
Sea ahora r tal que |a|(u +|a|/q) <Zr<<p<1 , y considere

mos el elemento Fk/COZk en E: , donde Co es la constante

que aparece en (1.25). Por (1.25) y (1.27), Fk/Co. Í satis

face las condiciones del lema (1.21); en efecto,

Nmk/coz", x)< 1 y ,

_kr
r¡- - k

Impk/ C°2k,x) dx <co' 2 c 2 mk]: c'|gk|<m.
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Entonces, para cada k, existe una sucesión {A } de

p-átomos en E: y una sucesión numérica {xk }l

tales que,

F /c 2k — 2 A A JC”k o _ en ’ Y

P k r I

(1.28) 2 [Ahh]<C JN(Fk/C°2 ,x) dx < C Ink].
h

Definimos ahora u. = C 2 A ; entoncesk,h o k,h

Además, por (1.28),

kp

Eipmlü c‘; 2 2 (ï|&h|")<c ¡2" |9k|
k h k

< c N(F,x)p dx< «o.
x...“
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Por lo tanto, aplicando los lemas (1.12) y (1.13) re

sulta que la serie í p ¡fl Ak h converge absolutamente
km '

P ,P

en Jf , y entonces F = Z pk h Ak h en 3€ y además
k,l| I I

P P

J N(F,x) dx < C Í luk hI , con lo que conluye la demostrak' Il '

ción del teorema.
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CAPITULO II

Comoes usual, llamamos S al espacio de funciones in

finitamente diferenciables cuyas derivadas son rápidamente de

crecientes en el infinito.

Dados j, h enteros no negativos y é e S , definimos,

p, (o): máx supn lo“4>(x)I<1+lx1)‘Ial<h ¡ER

La familia de seminormas pJ h define la topología que usualI

mente se considera sobre S

(2.1) LEMA. Sean g E LÉOC, o G S y j >u + Ial . Entonces,

JIJMI IMWI dy < C phow) n(g,o) .

—J

Demostración. Como I o (yH<pl o(thl +[y]) , resulta

{ -J
Jlgíyn low)! dy < pmm J lg(y)l (1 +ly1) dy
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Tenemos que

Jlg(y)l(1 +[yJ>-’dy < I |g<yHdy < C n(g,0) .
B(0n) Mo ,n

- _J _J _¡j
Además, si 2i <[y ] se tiene (l +[y]) < [fl < 2 , luego,

_j _

I Ig(y)l(l +ly1) dy < 2 U Í lg(y)ldy

B(o’2i+¡)\u(0’21) Mo'zlfi)

l/-l
_.. ¡+l + q q

< 2"|B(0,2 >| |B(o,2' ‘>l ( f I9<Y)I dY)Rolf“)

_.j (l+l)h'0+Uu (u-J+InÍH
< C 2 2 2 n(g,0) = C 2 n(g,0) .

Como u - j + [al < O, sumando todas las estimaciones se obtie

ne la desigualdad que queriamos probar

q
(2.2) COROLARIO. Sea gGELZac y sea xo un punto tal que
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n(g,x0) < m . Entonces g define una distribución temperada que

satisface:

r

IJ gw) My) dyl< C pmw) n(g,xo) (l +lxol)J ,

para j>>u +Ial y C una constante que depende de j

Demostración. Por el lema(2.D, para j >u + la] se tiene,

(2.3) [19ml I muay = f I9(x0+y>| lux; y) ldY

< C p],0( ¿(xo+ y)) n(g(x0+ y),0).

Como,

p. (o(x + y)) = sup l ¿(x + y)|(l +[y DJ
Jr 0 0 n OyER
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< C sup I ¿(xo+ y)l(l +[xo+ y])J(l +[ 3 1HIl
y ER

J

= C (1+[xo]) pj, (¡(4)!

y por otra parte,

_u _ " l q Uh

n(g(xo+ y),0) = sup p ]B(0,p)| í Ig(x + y)l dyp> o °
IYI< D

= n(g,x°) ,

sustituyendo en la desigualdad (2.3), queda probado el coro
lario

En todo lo que sigue, supondremos que a = (a .., a“) tieneal!

componentes racionales. Sea k el minimoentero positivo tal

que k/a_ es un entero par para todo i
l

Consideremosel operador diferencial L asociado al po
vfl k/l

linomio P(¿) = g l‘ + ... +5 " , o sean
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A

L f = (P(€) E )y, donde f, É indican la transformada

y la antitransformada de Fourier de f respectivamente.

Observcmos que P(¿) es un polinomio casi - homogéneo de

grado k, o sea P(AAg) = Í P(g) V ¡>0.

Estudiaremos en lo que sigue, algunas propiedades de una solu

ción fundamental del operador L'Ï

(2.4) DEFINICION. Se dice que la función f es casi - homogg

nea de grado 2 si para todo A>_0 y todo x #0, se verifica

fmA x) = firm).

(2.5) DEFINICION. Se dice que una distribución T es casi-homo

génea de grado 1 si para todo a E D y todo A > 0, se tiene que,

9.

< T,QA > =.A <T,o > ,

—l-I

donde 0A (x) = A ©(A11X) 

(2.6) LEMA. Sea T GES' una distribución casi-homogénea de
'

grado l , entonces T es una distribución casi-homogénea

de grado -Id - l
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Demostración. Si v A(x) = o (AA x), entonces QA= WA

Luego,

* A -l z A
<T ,qu> =<T, 41A>= <T, w>= A A<T,\Y>

-2 —l .—Ial -|n|—l.
= A <T,(W>)A>= A <T, A o>= A <T,cp>.

(2.7) LEMA. Si T es una distribución casi-homogénea de gra

do 9. y existe una función g continua en Rn\{0} , tal que

verifica <T , 4a>= [g(x) (Mx) dx para toda 4!GIXRn \{O }).

entonces g(AA x) = A2 g(x), para todo x # 0 y todo A.>0.

Demostración. Sea 4»e D (Rn \ {0}) . Existe e > O tal que

-IH _
o(x) = O si [x ] < e , por lo tanto QA (x) = A ó(AAlx) = 0

—l

si [ AA x ]< e, luego ox(x) = 0 si [x T< A e. Por lo tan

to q>AeD(R“ \{0}).

Fijando A y haciendo el cambio de variables y = A x , resulta,
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[g(AAthx) dx = [qMMAï'W A'I'ldy = í g(yNAw) dy

= <T,d>x>= A<T,4>>=>\9' Ig(x)4>(x)dx,

9.

por lo tanto, g(AA x) = A g(x), como queriamos probar.

(2.8) LEMA. Sea g G C (É‘ \ {0}) una función casi-homogénea

de grado 2 entonces fixg es una función casi-homogénea de
l-au

grado l -a .a y además, [Dag(x)l < Ca [x]

Demostración. Derivando ambos miembros la igualdad

g(AA x) = x2 g(x) se obtiene

aAdemás, si x # 0
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_l
D“ (x) = D“ (A A x)

I g I I g ¡11 ¡:1 l

1-a.u _ l-a-I
=[xl ID°g<A'x)I<IID°9"a. n.. [xl 

lx] L (S )

(2.9) TEOREMA.Si k m < la], (P(€))- define una distribución

temperada y ((P(¿))—m Y es una solución fundamental de Lm que

satisface:

i) Coincide con una función h EELÁ r1 CD(R"\ {0})oc

ii) h es casi-homogénea de grado k m —IM

Demostración. Como P(g) es una función casi-homogénea de grado

k y se anula sólo en el origen, (P(s;))_m es una función casi

homogéneade grado -k m e infinitamente diferenciable fuera del

origen. Luego, como km < la] , tenemos que (P(g))-WE Ll .¿oc
_nl

Además, como (P(€)) tiende a cero en el infinito, define una

distribución temperada.



-73

Para demostrar i), veamos primero, que existe una función

h EECm(Rn \ {0}) que coincide con ((P(¿))_"3 fuera del

origen. Sea w ED tal que ‘i‘(_¿) = l en { IEI <1}, Mi) = 0

en { |5|>2} , entonces

(m )‘ “‘f = < m; “por. )Ï "‘)'+ ((1- w ¿mm a)’ '"f = h] + h:

-m
donde hl es una función analítica puesto que w (g)(P(g)) es

una distribución de soporte compacto.

Para ver que h2 coincide fuera del origen con una función

Cm, basta ver que todas sus derivadas distribucionales, coinciden

fuera del origen con funciones continuas.

Sean a y B multi-indices arbitrariamente elegidos, enton

ces,

8 _ B ‘m *
x0L D h2 — (¿B (D“[ (1- w(¿)) a (P(¿)) l) .

mComo 58(P(¿))_ es una función casi-homogénea de grado a .a-km,
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aplicando el lema (2.8) resulta,

ID“1[(l- xv<g>>gB<P<g>rT1|=|D°(€B(P(E))_m)l “me”; "““+B-"a-',

para IEI>2

Si se elige u tal que -km + 8.a -a.a < -|a| , se tiene

que D [(l-‘i’(€)) 58(p(¿))'"‘1 pertence a L'(R") y por lo

a . .
tanto, x 33 h2 es una func16n continua y acotada.

Eligiendo a convenientemente, resulta delo ya dicho, que
22

DBxj h2 son funciones continuas y acotadas para todo j, si 2

es suficientemente grande. Por lo tanto, sumandosobre j, se

es una función conti
n 21

obtiene que también ( 2 xJ >D8h2 = g BJ

nua y acotada.
2n 9.- 1

Sea fB(x) = gB(x) ( í xl) . Esta función es continuaJ

fuera del origen.

Veamosque DBh2coincide con f5 fuera del origen; en efecto,
n n 29.-]

si o E D(R \ {0}) entonces Q(x) .Ï xJ e v , luego1:1
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=<98,0/J¿ x,>= [fém Mx)dx.

Por lo tanto, ((P(.‘;))-m)v coincide fuera del origen con una

función h ECm(Rn \ {0}) . Por el lema (2.6) sabemos que

((P(g))_m)v es una distribución casi-homogénea de grado km-[a|.

Por otra parte en virtud del lema (2.7), h es una función casi

—homogéneade grado km -IaI y por lo tanto es localmente inte

grable. Entonces ((Pg))_m)v—h es una distribución con so

porte en el origen y por lo tanto, puede expresarse comouna com

binación lineal de derivadas de la 6

m<(P(¿))’)*-h = 2 c 5
B

mtransformando Fourier, resulta (P(¿))_ - ¿(5) = Q(g) donde
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Q es un polinomio.

Como É e CGÏRn\ { 0})y es casi-homogénea de grado —km enton

ces, fl(¿) tiende a cero cuando lil tiende a infinito y en con

secuencia Q es idénticamente nulo. Con esto termina la demos

tración del teorema.

Consideraremos ahora el caso kn|>IaI. Una solución funda

mental de fin será la antitransformada de Fourier de una distri

bución T , solución del problema,

Definimos,

(2.10) < 'T ,Ó > = Í [Ó(€) - Ï DBÓ(0)EB /'E l (P(€))
Í¿]<l B°l< km-lnl

+ [un (PUB)-de .
[CIM

T está bien definida y es continua pues,

m
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Mi) - 2 DEMO) ¿B/s: = 7, Demons/e:
&. <km -L l IBI<km _Id

B. a> km -Ia|

l

e , e n+ í (e /B.) í D Ó(t€)(l-t) c dt
o

km —In|< kkm-|nl+l

por lo tanto, si [a <1”

B Blema) — 2 o 4>(0)€/BII
fln<km—lnl

< C máx IIDBcpIIm i (¿13",

IBI < km --InI+1 (km -Inl+l

8.a > kill-lll B.l>km_lnl

(2.11) LEMA. La distribución T definida en (2.10) es una

solución de (p(¿)f“ T = 1.

Demostración. Por definición de T, tenemos

<(P(€>)'"T, o> = <T, mm“ o>
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= í [(Punmwa- y, 06((P<a)"1p)<o)¿B/s:1me)”
[51m B-Od‘m-lal

+ IMC) dE
l€l>l

Basta demostrar que DBI(P(¿))mo)(O) = 0 si 8.a < km -Ia|.

Teniendo en cuenta que DY(P(€)T‘(0) = 0, para todo y tal

que y.a < km , resulta,

DB((P(€))m ÓHO) = CWDY(P(C))m(0) DH‘P(0) = 0 ,Y+u :B

como queríamos demostrar.

(2.12) TEOREMA.Si km >Ial, la solución fundamental T del

m .

operador L , satisface las siguientes propiedades:

i) Coincide con una función h Eláoc ñ C°°(Rn\ {0}),

ii) si a .a < km - |a|+ l,entonces Da T = Da h E LLOQ
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iii) si a.a > km - |a| , Dah es una función casi-homogénea

de grado km - IaI - a .a .

Demostración. Representemos a T como Tl+ T2 donde

<Tl , o > = Í (de) — 2 03 M0) ¿8/611 (P(¿))""d¿
lgl<l B.I<knl "Ial

Y

<1“2 ,o > = [o (a) (p(¿))’"'d¿
(¿IN

Comenzamosprobando la parte i). Procediendo como en el teorema

(2.9) se demuestra que T coincide fuera del origen con una

función h E Cm(Rn \{0}).

V l

Veamos que T E Ltod

Por ser Tl de soporte compacto, Tl es analítica. Por otra
I'l'l

parte, T2 coincide con X(Q(P(€))- , donde x(€) es la

característica de {[€]>1} . Luego, como km > bl T261? y
l

¿oc
' 2

por lo tanto T e L C L
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Y YEn consecuencia T = T + T coincide con una función local
l 1

mente integrable y por lo tanto T = h .

Por lo demostrado en el punto i), tenemos que para cual

quier a , D T = D h en Rn\ {0}. Si a.a <km -Ial + l, en

tonces, DGT= Ü‘n en todo R". Para probar esta última a

. . a' . . .firmaCión basta ver que D T COinCide con una funCión local

mente integrable. En efecto, Ü! Tl E.Ü¿. puesto que es unaoc

función continua. Por otra parte, como Du T2 = Cu (g

x(g)(P(¿))_m{, basta ver que ¿ax(E)(P(¿))_"é Li Teniendo en

cuenta que 2 < [al y que a .a - km < l -Ia|, obtenemos,
.U-km_ a

2(a.a - km)< -|a| . Como IEGX(€)(P(:)) "‘}<C u] resulta

lllque ¿a X (g) (p( ¿H- e L2 y queda probado ii)

Para probar iii) veamos que ¿a T coincide con gu(P(i)Ïm

y por lo tanto, es casi-homogénea de grado a .a - km. Por defi

nición de T, tenemos,

<¿“T ,4»> = I [50(5) - 5. DB(€G4>)(0)CB/B!](P(E))-md¿
lgl<l B,n<krnln|

+Ja°o<s)(1>(¿))'m dE
(¿IN
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pero DB(¿QQ)(O) = 0 pues B.a< km -Iakïa .a

En consecuencia, por los lemas (2.6) y (2.7), Dah es una

función casi-homogénea de grado km-Ia[-a .a

(2.13) LEMA. Sea fe<3°Uf \UÚ) una función casi-homogénea

de grado —|a| + aJ . Entonces k = 22 verifica:
3x

i) k €c°°(R" \ {0})

ii) k es casi-homogénea de grado —Ia|, y

iii) I k(x) dx = 0 ,
n <hl <2

en consecuencia, k es un núcleo singular parabólico, según

se define en [7].

Demostración. La parte i) es evidente. La parte ii) resulta

del lema (2.8).Para probar iii), comenzaremosdemostrando que

para toda o e D, el limite

(2.14) lim Ik(x)0(x) dx ,6+0
[n]> e
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existe y es finito.

En efecto, si Dj indica la derivada respecto de la coordena

da j, calculando la derivada distribucional de f, se tiene

<1Q ÍIÓ > = - ‘ïf, DJ? > = - [f(x) DJÓ(X) dx =

- lim L f(x) Dj o (x) dx5+0 xl>€

Haciendo el cambio de variables AE y = x, y teniendo en

cuenta la-casi-homogeneidad de f, resulta

<Dj f, ©>= - lim I f(A€y)(DJÓ)(AEY)€I.IdY6+0 [yl>l

= —lim I f(Y)(Dj'rt) (Aey) e J dy =5+0lyl>l

= - lim Í f(y) D,(4>(Aey)> dY
8+0 ly1>l

Integrando por partes, se obtiene

<Djf ,q‘)> =
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= lim {k(y) MAEY)dy + me MAEY)yj do(y)
8+0 [y]>1 |y]=|

Como

lim J f(y)qp(A€y) yJ do(y) = M0) [f(y) yl do(y),
e+° m=1 m=1

obtenemos que existe el límite

lim J k(y) ¿(ACN dy ,e + olvl>l

que por un cambio de variables coindice con (2.14).

Tomando‘pexv , tal que qb(x) = 1 si [x] <2, se tiene

k(x) dx + I k(x)o(x)dx)E” 8+00
[x]> E €<[x]<2 2<[x]

lim Í k(x)o(x) dx = lim (

lo que demuestra que existe lim J k(x) dx5+0
E< [X]<2

Haciendo el cambio de variables x = Aily se obtiene
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que para todo A >>0,

k(x) dx = k(A‘A‘y) Alnldy = I k(y) dy ,
l<[x|<2 A<|y|< 2 A A<|y1 < 2A

.. k _en particular, si A= 2 , k = 1,2, ... ; resulta

í k(x) dx = k(x) dx .
¡<lx]< 2 2"<k[,¡1<2'k+l

Por otra parte,

lim I k(x) dx = lim í k(x) dx =5+0 1+4»
c<lx|<2 _J2 qll<2

J

= lim í J k(x) dx1* ° '= ° .4 .1 +12<(x]<2

J

= lim 2 J k(x) dx = lim (j+l) [k(xmx.
|=o l<[x]< 2 1<[¡]<2

Comoeste limite es finito, se cumple necesariamente que
\
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k(x) dx = 0.
l<lxl<2

(2.15) COROLARIO.Si h es la solución fundamental de Lm,

definida en los teoremas (2.9) y (2.12) y a .a = km entonces

Dah(x) es un núcleo singular parabólico.

Demostración. Basta ver que D°h(x) se escribe como ¿É (x)
mc

J

donde f(x) es una función infinitamente diferenciable fuera

del origen y casi-homogénea de grado -IaI+ aJ . Por los teo

remas (2.9) y (2.12) sabemos que DBh es casi-homogénea de

grado -Ial + km - 8.a si 8.a >km - a . Sea j tal que

fi f 0 y sea 3 - (01,..., a —1, ...,a ). Entonces,I'l

(1 3 (-1 'c'!

D h(x) = 3——D h(x). Veamos que f(x) = D h(x) cumple conx
J

lo requerido en el lema (2.13). En efecto, como hesCm(R“\{O}),

entonces f €C°°(Rn\{0}). Por otra parte f(x) es casi-homogg

nea de grado —IaI + km - 5.a = -|a] + a puesto que

5.a = 0.a - aj = km - aJ >km -]a| .

Dada F e E“km, definimos ÉnF= me donde f es cualquier
m q

representante de F. L está bien definido en Ek , pues si
' l'I‘l
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f y f son dos representantes de F entonces f - f = Q,

|| Ocon Q(x) = 2 al xa y por lo tanto LmQa.a< kn:

(2.16) LEMA. El operador Lmde a en S' es inyectivo.

P

Demostración. Como K k está contenido en 3', su imagenQI m

también lo está. Demostraremos que si FG JCP y f es un re
q ,krn

9.

presentante de F tal L f = 0 para algún 2 >nl, entonces

fe Pkm. En efecto, como f es una distribución temperada se

puede transformar Fourier y se obtiene,

(LKLf)A= (P(€))2 E = 0

Dadoque P(€) se anula solamente en el origen, la distribución
h

f tiene soporte concentrado en el origen y por lo tanto, f

es un polinomio que puede escribirse como f(y) = y al ya,cun: h

donde h = {max 0.a : ¿1% 0} . Queremos demostrar que

h < km. Supongamos que h > km y sea xo tal que N(F,xo)<m.

Sea f CF tal que n(f,x°) = N(F,x°). Entonces
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q(km-h)q (km-¡IMJ -—kmq—ln| ‘
n(f,xo)p ;- o o [IÍ(Y) IqGY

ly-xJ<D

-|n|-hq q Y 'Inl'hq q
=Cp I If(y)l dy =Cp í l Z auyal dy

¡y_¡g<p ly_xol< pau<h

Ellgiendo ¡a > 2[xo], se tiene que si [y]< ¡V2, entonces

[y-á] < o,y en consecuencia

a-l C! Cl04"" Í I Í aayl dya n=h
ly‘x°|<0

_ q

2 0-10] "q I I 2 aayal dy
Ü-l h

Íy].<p/2

“Inl‘hq a a q
(2.17) p íl L amy + 5. aYIdy a'l=h (1.a(h a

lyl<p/2

Haciendo el cambio de variables Ap/ z = y la expresión2
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(2.17) se convierte en

(1.! .l l
2 agua/2) 2° + X a (0/2)“ zalq(D/2)I 'dza.l<h a04»an la_l=h

[z]<l

-Inl -h a

= 2 ( J I2 í alza + í aa ;h(p/2;L zalqdz>0.. g=h C'A( h

=2_I°' |2_ a zulq d z + g(p)

donde g(p) tiende a cero cuando p tiende a infinito.

En consecuencia,

_ 4ll“ hq
n(f,xof ¿km h)? C 2 í

[z]<l

Si h:>km, haciendo que p tienda a infinito, tenemos
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y por lo tanto aa: 0 para todo a tal que a .a = h. lo que

es una contradicción.

Por otra parte, si h = km, haciendo p + m, resulta,

Inl+hq q

I aülzc‘LIqdz < C 2 n(f,xo) .
[zl<l {1.8:}! I

Pero si f y Ï e F, entonces (Ï - f)(y) = ï glya. Luego,
Cl.a< km

si f(y) = X ad ya, resulta Ï(y) = 2 adya + 2 Daya,
a.a< h C!‘ n<h a..n<km =h

es decir que para a .a = h, aa no depende del representante ele

gido. Por lo tanto,

a |||+hq q
J| X aazlq dz<C2 N(F,x0).¡=h

lll<l

Como N(F,x)€LÏ dado e>0 existe xo€ IÍ‘ tal que

q Inl+hq a q
N(F,x0) < e , por lo tanto | Z aaz | dz = 0,

[z]<l a.a=h
luego, a = 0 si a .a = n lo que contradice la definición

0.
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de h. Se concluye entonces que f(y) = E alya, o sea que
a on<km

ClF es la clase nula en E
km

rn P
(2.18) LEMA. El operador L es continuo de a en 3' para

qurn

todo m >l.

p

Demostración. Sea F‘e JC , y sea x0 un punto en el cualqlkm

N(F,x0)< u) . Observamos que casi todo >% e É] satisface es

ta condición. Sea f el representante de F que satisface

n(f,xo) = N(F,x0). Dada o e s, por el corolario (2.2), se

tiene,

<L'"F ,41> |= |< L'n f ,4>>I=I < f , L'"q>>l

=| í f(x) mex) dx I<CN(F,x0)<1+[x01)J p, (o).ka

Elevando a la potencia p e integrando sobre {[xo]< l} obte

nemos
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<L"'F, > <c Fll v ,
l Q I pjlkm(4’) JC (¡,an

lo que demuestra el lema.

Dada ¿e s tal que í ¿(x) dx # 0 y dada f e S' se

define f*(x) = sup If * oáy)l donde
l¡_y]<t-|d

Mx) = t MA"t x). Dado p tal que 0<<p< l, se llama

Hp al espacio de distribuciones temperadas f tales cue
*

f E Lp y se define Ilf m; = J f*(x)p dx (ver [1] ). Una

función b(x) definida en Rn , se llama un p-átomo de orden
_ vl

N si existe una bola B(x,p) tal que sop b<:B y Hb" < IBI

y además los momentos de b son nulos hasta un orden N, esto

es J xa b(x) dx = 0 si |a|< N. Se sabe (ver [8 D que

fe; Hp si y sólo si existe una sucesión numérica {Al}l_l con

E IN Ip < m y una sucesión de p-átomos de orden N suficien
Í

{b¡} tales que, f = Z A b en|=l l:
temente grande,

S'. Además existen Cl y g tales que

° p
c IIf II" p < inf 2 IA |<C u f u"

l H l=l l 1 ¡W

P
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donde el infimo se toma sobre todas las posibles descomposiciones

de f comoama damültiplos de átomos de un orden N fijo que

puede ser elegido tan grande comose quiera.

(2.19) LEMA.Sea g eLq ns' ysea f=Lo. Si oefin ‘ &

se tiene la desigualdad siguiente,

mx) < c p (o) n<g,x), j>km +IaI
Jikm

Demostración. Tenemos, (f * a )(y) = (ng * Ó )(Y)t

= (q * L ol)(y).Por otra parte, Lmfi (y) = ((P(E))rn &(E)f (Y)

y como ¿‘(g) = ó(A!€) resulta Lmfi(y)

J e'zï inP(¿)f‘Ó(A‘g) d E. Haciendo el cambio de variables

n = At E , se obtiene,

—-l
n - - m“ -lnl

L} ®(y) = J e 2HIA! yn(P(A¡ln)) Ó(n) t d n
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-l
_ m - .A y' m “

6‘" k [e ’"Mt " (P(n)) un) dr.

—Inl— km m _l
t (L «mA! y)

En consecuencia,

—|nI-km m _l
(f* ©,)(y) = t {g(ZHL “(A (y-Z)) dzl

-km m

= t {g(Z) (L 45)‘(y-Z) dz

Por un nuevo cambio de variables, z = x + A31, se obtiene

_k l

(2.20) (f w‘ )(y) = t Ïgm + A31)(LW; (y-x-At u) tl ' du.

Llamando h(u) = g(x + A‘u), resulta,
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-km ‘ ‘l l/q

n(h,0) = sup p IB(0,p)I í |h(u)|°'duB(0: Ó)D>o

l/
_ _l q

= sup p km(|B(0,0H í |g(x + Alqu du)
0 >0 13(0' D)

Haciendo el cambio de variables y = x + At u , tenemos,

-km _¡a| q —|n| q

n(h,0) = c sup p (p |g(y)| t dy)p>o D(X,

km
= t n(g,x)

Por lo tanto, aplicando el lema (2.19) en (2.20) obtenemos,

If * cp (y)[ < C n(g,1x) pJ ((meb)(A_l(y-x) - u)) I.I '0 t

Además, si [ y-x]< t, entonces
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1 + [u] < 1 + [u - A:l(y-x) + AÍl(y-x)]

< 1 + [A:l(y-x) - u] + t_l[y-x]< 2 + [A_l(y-x) - u ]
t

< 2 ( 1 + [A:‘(y-x) - u])

luego,

m _! _
pj 0mm HA! (y-x)-U))= sup l(Lm0)(At'(y-x)-u)l (1 +[un’

I uE Rn

< C sup n “La )(A:l(y-x) - u) [(1 +[A: Ïy—x) - ulfu eli

= c pj,o(Lmd>)< c pj’ksnÓL

En consecuencia, si [y-x] < t, resulta

If* o‘m I<CpJ mw)n(g,x),k
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luego,

f*(x) < CpJ mu) n(g,x)

comoqueriamos probar.

(2.21) LEMA. Sea b(x) un p-átomo con N momentos nulos,

--II|/prN>krn, soprB(0,r) yllbllm<ÍBI p = c

Sea b(x) la solución fundamental de Lrn obtenida en los

teoremas (2.9) y (2.12) y sea f = h * b la solución de

mL f = b. Entonces,

i) Si hd >2r , se tiene,

-Inl ‘m-°‘-- Inl+N+1
|Daf(x)|< c r " [x] (r/[xn

ii) Si [x]< 2r , se tiene,

_||yp+km
|f(x)I < C r
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Demostración. Comenzamoscon i). Como [x]> 2r y L““ es

un operador hipoeliptico, la función f tiene infinitas deri

vadas en x y vale,

Daf(x) = J D°h(x—z) b(z) dz
Izl<r

= í 2 D8D°h(x)((-z)B/B!) b(2) d z
IB

lll<r

+ J 2 DB Ü’h(x-Az)((-Z) Bms!) 13(2) dz ,[e]: 5+1
lïl<r

con 0 <A<ïl. Como b es un p-átomo de orden N, el primer su

mando es nulo , o sea que,

I Daf(x)| = DBÜ‘h(x-Az)((-z)B/31) b(z) dz |.'í |B|=N+llzl<r

Como Ni) km y [BI = N + 1, por los teoremas (2.9) y (2.12),
B+a

tenemos que D h es una función casi-homogénea, resultando
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—Ill/P . . ¡tm-InI-a-I-B-a
I Daf(x)|< C y r rB [ x- A2] dz

lBI=N+l . [z]<r

Además, como [x- xz]>{x] - [A2] y [Az]<r< [x]/2, se

verifica que [x- Az] >[x V2 . Por lo tanto,

k|u_lal_u.¡—B_¡ km-lll'a.a-B.n III
í [x- Az ] d z g C[x ] r

[z]<r

En consecuencia,

a ""7" 6.. ¡.1 '“H'I'M-B“
ID f(x)]< C Z r r r [x]

|B|=N+1

-lnl/p km-u-a'x 8.a +III
= c . r [x] (r/[xD

Teniendo en cuenta que r/[x]< 1/2 y 8 .a > IBI = N + 1,

resulta

a -|ll/p ¡(nt-(1.a InI+N+lIDf(x)]< Cr [x] (r/[xl)
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lo que prueba la parte i) del enunciado.

Para demostrar ii). Supongamosprimero que km<qa|. En

este caso h(y) es una función casi-homogénea de grado

-|a¡+ km y por lo tanto,

If(x)| < í Ih(x—z)||b(z)|dz <c r_ “mx-2)] dz.
[z]<r [z]<:

Si [z]< r, entonces [x-z]< [x] + [z]< 2r + r = 3r. Luego

-|IVp “H/P "lIH'km
|f(x)I<Cr [Ih(t)|dt< Cr [[t] dt

(tl<3r lt" 3|”

Jr
—IIVp km-III qu'l km —I¡yp

= C r Í s s ds = C r r
0

Consideremos ahora, el caso km >IaL Recordamos que

f<x> = (h * b) (x) = (B rí(x), donde

<T, o3>= [w(¿) - 2 DB o(o)¿B/¿:1 (P(¿>)' d a +
lgl<l B.a< km-Ill
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I‘llf _

+ J que) (P(€)) dE
[€]>l

Por otra parte, en virtud de la fórmula de Taylor aplicada
¡Hiy

e g, resulta,

‘ II

bm = í e: "¿bm dy
lyl<r

= 2 Í (2 ni)'°" y°(¿°‘/a! )b(y) dy
Ial‘ N lyl< r

l

+ Z J(€°‘/or!)[J(2113;)Im'ycJL|01|=N+lly|<r o

“WE
e

(l-t)N(N+l) dt 1 b(y) dy .

Como b tiene momentos nulos hasta el orden N, el primer

término del miembro de la derecha es nulo. Luego,
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A (1,: a

(2.22) ]b(¿;)| 4 c X [g] [y] |b(y)IdY
IGI=N+1 [y)<r

l a. -y II
< c X [51“ r“ |13| "r' ,

la|:N +1

donde la constante C no depende de b.

Además, como {3. a <km - < N, las derivadas (DBÉHO)

son nulas, puesto que se suponen nulos los momentos de

b hasta el orden N.

Luego, si o GSy 8.a <km - la] , tenemos

B . fl y. B-Y
D (b -45)(0) = (Y) Db(0) D q>(0) = 0.

y<B

Por lo tanto, resulta inmediatamente de la definición de T que

<bT,q>>= <T,bq>>= JÉHIHPOEH o(€)d€,

A A _m

o sea, que b T coincide con la función b(€) P(€) que es
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. I'l .1ntegrable sobre R . En consecuenc1a,

_IIÏÍKEA _m
f(x) = í e b(€)(P(¿)) di

y por lo tanto,

If<x>|<[ ¡bm I (pmf dE

= í IÏ;(E)I(P(E))-di +15m" law"

Utilizando la desigualdad _(2.22), se obtiene,

A —m a... u.a-Inyp+lal

[Ibmlmzn d€< c I X [a] r [e
_l _llal=N+¡l€l<r [€l<r

aI-III/p'HII _a.¡ +km "III -IIVP+km
< C X r r r = C r

loder-l

l

_km

J IIS“)luna)“ dE.

d E
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Por otra parte, aplicando la desigualdad de Schwartz, resulta,

A _m A -2km 1/2

|b(g)|(P(g)) dt; < CIIbII {un a;2un." L l€l>,"

m -2km+p|_¡ ¡4 2 %

= C J s ds I Ib(y)| dy
r'l [yla

kIu-InI/2 “Inl/p ¡“I/2 _|'yp+km
< C r r r = C r

Reuniendolas estimaciones obtenidas, resulta
-l II/P +kn'

“(X)I<C r , con lo que queda, demostrada la parte ii) del

lema.

(2.23) LEMA. Sea IaI/p <km + bI/q y sea b un p-átomo

con N momentos nulos r1>km +IaI/q. Sea f la solución

de me = b obtenida como en el lema (2.21). Si F es la
q

clase de f en En", entonces existe una constante C, que no

depende de b, tal que,
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f

J N(F,x)p dx < CI .

Demostración. Haciendo una traslación podemos suponer que b

tiene soporte centrado en el origen, o sea sop b CZB(0,r) y
-I/í>

HbH°D<|q . Queremos estimar N(F,x). Para esto¿ con

sideraremos primero el caso [x] >4r . En este caso, si

[x]> 2p se tiene,

-km I I q ¡Á- I

(2.24) p [p J |f(x+y) —p(x,y>| d y]
lyl< p

.l'l/p I'Í+N+l
< C r (r/[x]) ,

G.

donde P(x,y) = X D f(x) y %¡! . En efecto,
G'a< kn‘

f(x+y) - P(x,y) = z D“f(x) y°/a:
|d< hn

(1.a >km

Ct

+ X Df(x+ey)y°/a! ,con 0<e <1.h|:km
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Luego,

_.(km +| al/ q) q l/q

p Í If(x+y) - P(x,y)l dY)
lyl< p

l
—(’""+I'}’q) /

< o X (IIDGHX) y%:!lq dy) q
l

q l/q

+ Z ( I |D°f(x+ey)Y°‘álI dy)lül=knz [y]<p

-(km+I|l/q)
= o (I + I ).

Por el lema (2.21), tenemos que

km-u-a
—IlI/p |n|+N+l a" lll/q

I < C Z r [X] p p I
' I3Í<km

a-a> km

por lo tanto,

l I+N+xaun-km-íal/ '
p-“m’r'al/MI < c {ua/¡xv r P (r/[xn

l ld<km
a..l>km
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Gol-km
Como [ xl> 20 , si a.a.>km , entonces ( o /[x ])

(1.a-km
<(1/2) < l . Luego,

-(km+|||/q) -l¡]/p l‘I-FNI'I
p Il < c r (r/IXI)

Como [o y] <p <[ x yz tenemos [ x+6 y]>[ x]—[0 y]

>[ x]/2>2r.Con esta estimación de [x + e y] y procediendo

comoen el caso de Il , resulta para I2 la misma acotación

que la ya obtenida para Il.

Siguiendo con el caso [x]> 4r , supongamos que

[x] á 20 Entonces,

-(knv+|nV q) q /q

0 If(x+y) - P(x,y)I dy)
Iyl<p

l

—(km+¡nyq) q l/q q /q

<0 <[|f(x+y)l dy) +( ílP(x,y)| dy)
lvl<p IH<D

—(xm+h!/q)
= p (Il + Iz).
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Estimemos I . Tenemos,

l

q A

I = Í If(x+y)| dy < ||f||q
lYl<D

l/q yq

< I |f(u)F du + J lf(u)F du
¡"mr H>1r

Aplicando la parte ii) del lema (2.21), resglta,

l

/q _I .I /p+km+lnyq
|f(u)|q dy < C r

lu IQ:

Por otra parte aplicando la parte i) del lema (2.21), se

obtiene,

q l/q —IIyP+IaHN+l kmq-IIIQ*Nq- q l/q
[f(u)| du < C r [u] du

|u ]>2r [ul>2|’

, en l/qp+ln|+rL+l r (km-l)q-|||q-Nq lll-l
= C r J S S ds

2r
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Como N2>km+ IaI/q, la última integral resulta finita y por

lo tanto,

l

q /q 4.“, +|.¡ +N+l km- 1- InI-N'Hnl/q

(J If(u)ldu <Cr r[u]>2r

-InI/í) +km+lny q
= C r .

“layp'i'knrHaI/q
De estas estimaciones obtenemos Il < C r . Luego,

'(km-HII/q) ‘(km‘HaI/q) 'IayP+k|"+III/Cl
o L < Cp r

—(km+|nyq) _|l|/p+km+|aL/q
< C( [x] /2) r

Estimemos I . Tenemos,
i

Vq
q

12: J I í D°f<x>y°/a II dy <
a'l < km¡y1<p



1

-109

< C Ï ID°f(x)|
a .n< km

Aplicando la parte i)

-M/p I.I+N+1 ¡«m-cr.- a.. hyq
I2 < C r (r/[x]) X [x] p p .

a..< km

Por lo tanto,

-('“"+an CI) -|¡yp laI+N+l km-C!'n
o I2 < C r (r/[xl) z ([xl/ p)

0..|< km

como estamos suponiendo que [ x] < 2p, tenemos
Inn-0...

Í ([x] /c) < c
0..a< km

Luego,

—(km+|a|/q) -I.l/p |.|+N+1
p I < C r (r/[x])

2

(u.n)q l/
[Y] dy

lyl< p

del lema (2.21), resulta,
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En consecuencia, hemos demostrado que si [x] > 4r y [x]< 20,

entonces

1/q

p'Ó‘m+lB|/‘ÜJ _ P(x'y)lq
lyl< p

‘l-I/P km+¡-|/q InI+N+l
C r (r/[x]) + (r/Ix])

Como |al/q + km< N y además r/[x]<l, resulta,

|.|+N+1 |.|/q+km
(r/IXI) < (r/IXI) ,

Por lo tanto, para 4r< [x ]< 2 p , tenemos

-(km +InI/q) q l/q

(2.25) p ílf(x+y) - P(X,Y)I dY[th
'lnl/P km+|I|/q

c r (r/[x])
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CLI

-lll

(2.24) y (2.25), se deduce que si [x] >4r , entonces

_|¡Vp km+|nI/q
N(F,x) < C r (r/[x]) r

nde C es una constante que no depende del átomo b en

estión. Elevando a la p e integrando, se tiene,

í p —III (km+|an)p -(km+|ay UPN(F,x) dx < C.r r [x] dx .
[x|>4r [x]>4r

Como p(km +|aI/q) > IaI, resulta

I

Lu

s ds
—(km+|nyq)p m -p(km+|¡|/q) III-l

J [x] C J s
x]>4r dr

-p(km +Ii|¡lq) + [al
= C r .

ego,

J N(F,x)p dx < c
[x|>4r
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Consideremos ahora el caso [ x]< 4r . Tenemos

f(x+z) - P(x,z) = Í [h(x+z-y) - Z D°h(x-y) za/a!]b(y)dy
a-a< km

= J [ h(x+z—y) - X Dah(x-y) zq/aI] b(y) dy
[x_y]< 2 [z] C1.l<k¡n

+ [ h(x+z—y) - 2 D°h(x—y) 29/01] b(y) dy
lX-Yl> 1 lll a --< km

= Il + I,

Estimemos Il . Haciendo el cambio de variables x-y = u

se tiene,

(2.26) ¡Il ¡< Ih(u+z) — Z Dah(u) za/all |b(x-u)|du
lul< 212) °°'< km-¡al

+ I X Damn) za/a: | |b(x-u)|du .
lul<2lzl l¡"l--|Il< a.n<km
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Para acotar el segundo sumando, aplicando el teorema (2.9) o

(2.12), según corresponda, resulta

I a Ü‘h(u) za/all |b(x-u) [dulul<2[z] km-I' <a" <km

ai.
< C r Z Í [DPh(u)[[z] dukm-Íal<a.n<km [u]<2lzl

-Iqu a... -|.H'knr-a.l
< C r [z] J [u] du

km4a] <a .n <km [u]<2[z]

"I'VP (1-I 2h l'hl+k|I1-c1.n+]|[-l
= C r X [z] s ds

k1" -III< (¡.1 <km 0

—IIVP k
= C r [d m

En cuanto al primer sumandode (2.26), si km<|a|, se reduce

a

I Ih(u+z)I Ib(z-u)|du
Iul<2 lzl
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y se acota de la misma manera que el segundo sumando de (2.26).

Por otra parte, si km > la], tenemos

|h(u+z) - y Dah(u) 2%:l I b(x-u)ldu
[u]<2¡z] a-u<km-|n|

-|va
< C r |h(u+z) — Z Ülh(u) za/h II du .

Í“]<2[ll a.u< km-Inl

En el integrando, se puede aplicar la fórmula de Taylor si u

no pertenece a la recta que une 0 y z. Por lo tanto

(2.27) Í |h(u+z) - X Dah(u) 2%31 dua.n< km- Ill
("l<2l zl

= J I Z D°h(u) 2%:hl<km'lll
2 .[u]< [l] (1.1)km

l 3-1

+ í za/¿l í 61h(u+tz)(l—t) s dtl du
km-I¡I<iul<km -Ial+l o
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donde s es la parte entera de km -|a] + 1.

Haciendo el cambio de variables u = Ah] v y llamando
_| l

z = Alu z , la expresión (2.27) resulta igual a

Id
[z] I D°h(A v) za/u! +

[v<2 |11|< km'lal [z]
C1-a>krn"|¡l

l I-l
+ X (za/u!) J Dahmlllw + tE))(1-t) s dtldv

km-lu|< a<kn:-|ul+l o

o también, en virtud de la casi-homogeneidad de Dah demostrado en

el teorema (2.12), es igual a

IaI -IaH-k.n-a.a
= {z} I I [z] D°h(v) Za/a!

laICkm-Ial
¡”<2 a.n>km_lnl

l -|ll+lun-(!-l a _ ¡.1
+ Í (z 7a!) [[2] D h(v+tz)(l+t) sdtldv

km-¡a|<|a|<km -III+1 °
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=Izlkm j l Í D°h(v) [21-M za/a:l" 2 ¡cum-¡.1
a_n>km-lll

—a.u s-x

+ í, [z] (za/0!) íD°h(v+tE) (1-t) s dtl dv
kun-I¡I<IGI< km -ln|+l O

= {21”} I I Duh(v) 2%]:
lul<2 lun<km— III

u.u >km-¡nl

l l-l
+ Í (Etya!) J Ülh(v+tí)(l—t) s dtl dv

km —Ial< I aI< lun-l al+l o

= [21"‘Í I h(v+E) - X D°h(v) E°/a1 I dv.
“¡<2 .a.n< ¡cm-¡nl

La última igualdad vale pues los integrandos son iguales

si v es tal que 0 Q [v, V+E ].

Por el teorema (2.12) se sabe que si a .a‘íkm -Ial, en

tonces Dah pertenece a Lkal. Por lo tanto
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í {h(u+z) — 2 Dah(u) zu/a! l duÜ°8<km"'|nlMle

km _ _a
= [z] Ih(v+z) - 7, D“h(v> z/a: | dv

¡”<2 a- ¡<Lln—vlnl

km - — a"

< [z] Ilhmz) Idv + X ¡d’hm | ([21 /a:)dv
Ív]< 2 a'l<km_“l [y]<2

<[21km ( í Ih(w)Idw + Í (l/a! )Í I Dah(v)|dv)< C[z]l”l1a-a< kr.»-|n|
[w]<3 lvl<2

donde C depende de h(x) y sus derivadas de orden a con

a.a=;km - pl . En consecuencia,

_]¡M> km
IIl I< C r [H

Estimemos I2 . Tenemos

Il: f [h(x+z-—y)- z D°h(x-y) 2%!1 bw) dY =
lx—H>2lIl om< km
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= f [h(x+z-y) - Z D°h(x-y) za/aZ] b(y) dy
¡12"! I) 2 [1] un < km

+ Jr 2 Ú1h(x-y) z°‘/a: b(y) dy= Jl + J2lx ylilez] (1.a:an

Aplicando la fórmula de Taylor, se tiene,

Jl = í 2‘ D°h(x-y) z°A11
lx-yl>2lzl '°“<""‘

a-¡>km

C! 0.

+ D h(x-y+02) z /a! J b(y) dy ,lu|:km +1

con O( 0 < l. Luego, por la casi-homogeneidad de D°h(x)

para a .a > km, resulta,

-|tl +km- (lol
a-ÍIV p .

[Jll < c r J [x-yl [z 1 dy
|a|<km. lx-yl>2lz]
a un) km

-IaH-km-a. a (1..

+ Z í [x-y+02] [z] dYIllzkm +1 [l y]>2[z|
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Como [ x-y+(92];5 [x-y] - [Oz ]:>[x—y] -[z]> k-y] /2, resulta

—llyp -Ia I+ ¡(m-(1.l a...

IJII < c r Í llx-yl [z] dY(1.a >km _yl>2 lllIal<km+l

Integrando en coordenadas polares parabólicas resulta,

-|'VP m. '4'H*m-ü.anhl
!Jl < C r [z] Í t dtl (1.a >km

la! < km +1 2' z]

"I 'l/ p km
= C r [z] 

Para estimar J2 se utiliza que, en virtud del corolario (2.15)
a a osi a.a = km, entonces D h es un núcleo 1ntegral Slngular

parabólico. Por lo tanto, el operador maximalasociado,

K; f(x) = sup I I Dah(x-y) f(y) dy |,E>o [xylx
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es acotado en L2 (ver [7] ). Luego,

IJ,I =l I Z D°h(x-y)<z°/a:) bm dyl[x-yl>H;l a.n=km

s c Z [z]km | í D°h(x-y)b(y) dY I0.a =km [¡-Yl>1l 1]

< c121” X K; b<x>
(Lu = km

En consecuencia, se ha obtenido que

,-ÏIVP km km

If(x+z) - P(x,y)l < c r [z] + c [z] 2 K*b(x) ,
a -n= km a

y por lo tanto,

—km ‘ln' q l/q

o o í If(x+z) - P(x,z)] dz
lzl< O
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< C r + C 2 K: b(x) .
a 'I :kl‘l‘l

Tomandoel supremo en ;>> 0 resulta que si {fl‘í 4r, entonces

4.I/p
+N(F,x) < c r X K* b(x) .

CIao|=km

Elevando a la p e integrando esta desigualdad, obtenemos

n _ln| p

N(F,x) dx < c I r dx + c X í (K;b(x)) dx
l Gol=knï 11““lll<4r [xl<4r

<c + c í (K; b(x))P dxa.a=klr lxl<4r

Aplicando la desigualdad de Hólder con r = 2/p3>l al segun

do sumando, se obtiene,

2 p 2

I (K:b(x))p dx < I (K: b(x)) dx I dx
[x |<4r “¡en [x ]<4r
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I’/1 |-|(1-p/2)
< C í Ib(x)l2 dx r

[x]< r

mln-wz m -mp/z
C r r r r =

Por lo tanto,

I N(F,x)p dx <c ,
lxl<4f

donde la constante C no depende del átomo b en cuestión.

rn(2.28) TEOREMA.Si IaI/p<<km + Ial/ q, el operador L

. . p

es un lsomorflsmo entre xq kmy ¡fI

Dempstración. Dada F E ¡gpkm , por el lema (2.19), siI

o E -S tenemos

(L"‘ F)* (x) < c Nunx)
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donde C depende de Ó solamente. Luego,

“ELN nikon) dx < c JN(F,x)p dx

o sea que

m

II L FIIHP < c IIFII p
q,m

Además, por el lema (2.16), el operador Lmes inyectivo. Por

otra parte, dada f e Hp, sean {bj} una sucesión de p-átomos

de orden N22km+ IaI/q y {AJ} una sucesión numérica tales

que

oo A oo lp p5:2 J b y 7|A.<cufu
l=1 J J=| j HP

Sea h (x) = (h * b )(x) la solución de la ecuación
J J

Ll u = b y sea A la clase de h en Él .
í J J km
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P

Por el lema (2.23), tenemos que f N(fi ,x) dx‘í C, donde

C es una constante que no depende de j . Luego, como

IAj F<w en virtud del lema (1.13) tenemos que ji ¡,A,=l
"MBJ l

P

converge absolutamente en M3 y además, si
q, km

F = Z A, A], por el lema (1.5),

J N(F,x)de < 2 IAJF ÍN(AJ,x)pdxJ=l

P

=:c X [AJ < c Hflfip

Luego,

u FH p < c uf",
JC H

Por otra parte, por el lema (2.18) sabemos que Lmes continuo

de J( pk en S' y por lo tanto, LmF = X ü Lm A1 =q, nl _
J — l

= Í A b = f, con lo que hemos terminado la demostración

SgyíflA /
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