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SI. Introducción.

1.1. Nociones básicas X advertencias.

Es la intención de este apartado, recordar ciertos elementos

y lenguaje básico, que suponemosconocidos, y que resultan necesa

rios para el posterior contenido de este escrito.

Queremosformular la advertencia que los tópicos tratados en

el presente parágrafo no son objeto de discusión en el trabajo que

desarrollamos posteriormente.

1.1.1. Complejidad de un problema P.

Sea P un determinado problema sobre una familia de da

tos JC . Supongamosque P es resoluble por una cierta familia de

algoritmos, que denotamos 8 .

Dada una función

c : 8 xJCebR+,

que llamamos función costo, y otra función:

fl'
e : (R+) '* R+

que llamamos función de evaluación, entonces llamamos e-complejidad

del problema P , al número:
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infimo {e(c(A,D) ) .
A68 DEM

Ejemplos de funciones de evaluación.

l. e = sup.

sup: (R+)m + EI

g + sup g(-D)
DEJC

2. Dada una medida p sobre M de forma tal que: (if, x, p) sea

espacio de probabilidad, donde x es la familia de subconjuntos
medibles en J( . i

+Si denotamos M(Jt,x, p) al conjunto de funciones de JC en R

medibles, se tiene:

a. e = v.m. (valor medio)

+v.m.: M(H,x, p) + R

g+f gdp
JC

b. e m(q) (media q)

m(q): M(ÍK',x Ip) + R+

g + J; C.J(d)q dp(d)

para 0 < q < m .
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En todo el escrito sólo utilizaremos la función de evalua

ción e = sup, lo que nos exime de hacer más consideraciones

sobre el ejemplo 2.

Denominaremos complejidad del problema P , cuando hablemos de

e-complejidad de P y e = sup.

1.1.2. Refinamiento de la localización de puntos notables de
funciones.

Dada F: [a , b 1+ R y supongamos que P denota cierto subcon

junto, no vacio, de [a,b] ; dado c > 0 definimos el problema

de refinar la localización de elementos de P con aproximación C

comoaquel que consiste en: hallar un intervalo Ie S [a,b] :

: IIE Ig e, de forma tal que Icrï P 7: o .

Ejemplos:

1. F : [a,b] + R , donde P : {x : F(x) = 0 } es supuesto no

vacío.

2. Nos interesa comocaso particular de 1. la siguiente situa
ción:

f : [a,b] 9- R : f tiene derivadas hasta el orden n en

todo punto de (a,b). Supongamos dadas

Riz [a,b]->R , i = 0, ... , n, funciones continuas.



(i)

1

P = {c€3[a,b] R¡(c). áïjHM O

(f)(c) = 0}, con la suposi

ción P # o .

3. Unejemplo de naturaleza ligeramente distinta es:

F = [a,b] + R : F(a).F(b)’<0. Tomamoscomo P :

{c€[a,b]: V6>O’Hnl C Sn2 :n - n

F(g) < 0} .

Es fácil verificar que, en estas condiciones de F, Pfó .

Nota. En lo sucesivo denominaremos puntos notables de F a los ele

mentos del conjunto P , cuando sea claro, en el contexto, de qué P
se trata.

Al problema de : “refinar la localización de elementos de P", lo

entendemos, en tal sentido, como: "refinar la localización de pug

tos notables de F", sobreentendiendo que P es el conjunto con el

cual se trabaja. Frecuentemente mencionaremos"localización de

puntos notables de F", por comodidad.

En todos los ejemplos que trataremos, P será un conjunto unitario.

con lo cual la condición P n IE? Ó se traduce en P Q IE.



1.1.3. Descripción de algoritmo de búsqueda.secuencia1.

Sea f' un subconjunto de las funciones con n-derivadas

continuas en [ 0,1]. Supongamosdado un punto notable para las

funciones de F , caracterizado por la aplicación:

n : F + [0,1]

f + n(f)

Es nuestra intención definir lo que entendemos por algoritmo

de búsqueda secuencial que requiere N informaciones sobre sus

datos. Intuitivamente un tal algoritmo será simplementeelegir

k puntos sobre [0,1] donde se observarán el dato: f y even

tualmente alguna de sus derivadas; la metodologia de elección de

puntos estará sujeta a una dependencia funcional sobre los puntos

va elegidos y los valores observados del dato sobre ellos (descar
tamos por tanto cualquier aporte del azar). El producto del al

goritmo será un intervalo que dependa del dato en curso y que ga

rantice contener el punto notable. Sistematizando esta idea:

Sea k € N y demos k-l funciones:

¡-1
“i: [0,11 x Rmi + [0,1] , 2 < 1 "xx"k.

Dado un dato f e F, seleccionamos k puntos en [0,1] así:



x¡(independiente de f)
. l I

H [in] .I. .,x2= a2(xl, f (xl), ..., f |(xl)) ji en, 1

x Il [i'] [W [’“1k ak(xl,x2,...,x , f' (xl),...,f' (x_), f k"

Hemos denotado con ni la cantidad de información que se

requiere sobre el dato en xi ; por ello se pide
k .

2 ní = N con lo cual se justifica la terminología usada

para este tipo de algoritmos.

Comohemos mencionado la salida de un tal algoritmo sobre un

dato f EF‘ será un intervalo:

[d¡(f),d2(f)]S[O,1]: n(f)€[dl(f),d2(f)].

En este trabajo, utilizaremos estas nociones con alguna de las si

guientes 2 restricciones:

1) nI = 1. Además, solamente admitiremos sea requerida infor



mación sobre los datos y no sobre sus derivadas.

2) {j:. ..., jn }= {0, ... , ní-l}. Es decir sobre cada punto

x, , la información es "consecutiva" sobre las derivadas del da

to; o sea no se puede exiqir la derivada k-ésima sin estar presen
tes todas las anteriores. (Informaciónhermïtica).

El lector podrá observar que la localización del punto nota

ble de la familia F , por medio de estos algoritmos consistiría,

, algoritmo dedar un e > 0, la aproximación, encontrar un A
III

m informaciones : d2 (f) - dl (f) S e para cualquier dato
Am A m

f G F.

En este orden de cosas, el lector comprenderá el porqué de

definirla performance de un algoritmo Am como:

l 2

sup Id (f) - dA (f) |= amm).
A rnre F m

Lo mejor que podemos esperar entre la clase ¿ñ de algoritmos
que hacen m observacionessecuenciales sobre los datos es:

inf d(Am) y Km quien, quizás, lo realice.
I'll

Interpretando comoel esfuerzo de un algoritmo de búsqueda secueg



cial, a la cantidad de información que requiere sobre los datos,

el problema de localizar el punto notable de los miembros de B
con aproximación c , admite, también, el planteo de la problemá

tica de resolución con "esfuerzo" mínimoposible; es decir, la

búsqueda del número:

min { m : E Am algoritmo en 8m : d(A")<e}.

Es claro que. teniendo caracterizados los números:

inf d(Am)

v el algoritmo que realize el infimo (si es que lo hay), para todo

natural m, tendremos resuelto muchomás que el problema enterior.

Nodebe perderse de vista, que 1a posibilidad de resolución del

problema de localización con este tipo de algoritmos, queda fuer

temente determinada por el tipo de punto notable que estemos tra
tando.

En el capítulo III, calcularemos estos números: V nHEN

l 2

(*) inf sup Idx (f) - dA (f)I , fiiando F y por su
AE ¿m fe ¡» ' m ' nl



puesto la función ñ . Un adelanto de esto se puede observar

en la sección próxima.

Dara cerrar este apartado, digamos que si definimos comoP
el problema que consiste en refinar la localización de ¡](f) para

todo fGEF, haciendo uso de algoritmos de la familia ¿hn, toman
+

do como costo, c : F x 8m + R

(f, Am) + c(f,Am) = l d;m(f)—d:m(f>! ,

el número (*) no es más que la complejidad del problema H? (ver

1.1.1).

-El problema de localizar con aproximación e dada, el punto

notable, con esfuerzo mínimoentre los algoritmos de búsqueda se

cuencial, también puede ser explicitado en términos de complejidad

(ver 1.1.1). Denotemoscon

8 . e ' . ‘ _ 2 g e l _
e . mgo { Am ¿m . IdAm(f) dAm(f)I E V f F r y esta

blezcamos el costo: c : ¿h x F '+ R+ .

(A ,f) + n(A ,f)
C E

donde n(A€,f) es el monto de información requerida Por í sobre

f (esto está bien definido pues AE e 8m para algún m.) En
tonces la complejidad del problema será el esfuerzo mínimobuscado.
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1.2. 2 problemas clásicos.

En este apartado desarrollamos el planteo de los problemas

que son el punto de partida de nuestros resultados posteriores.

1.2.1. Búsquedade ceros por bisección de intervalos.
Es bien conocido el siguiente problema:

Sea f:[0,1]»-R una función contínua, con la siguiente propiedad:

ac G [0,1] : f(c) = 0; f(x)<0 si x<c; f(x)> 0 si x >c.

Denominaremos D: a esta familia de funciones.

l. Se pretende localizar con aproximación e el cero de los miem

bros de D: , teniendo comoúnico recurso la evaluación de los
datos en su dominio.

2. Se desea conocer el mejor método entre aquellos que logran el

objetivo propuesto en 1.

Para tener correctamente definidos los objetivos 1. y 2. recu

rrimos a lo expuesto en 1.1.3. Sea F = D20 y consideremos

como n : F+ [0,1] la función que a cada miembro de Dzole

atribuye su cero : n(f) = c.

Consideremos los algoritmos de búsqueda secuencial de esfuerzo

n : 5“ ; recordemos que, por definición, todo miembro de ¿n

sólo explora los valores de los datos sobre [0,1] . Ahora, el

mejor método, lo entendemos como aquel algoritmo de 5 que reg
E

liza la complejidad del problema: localizar con aproximación e,
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la raíz de cualquier dato cnIDÏ.

Es bien sabido que la complejidad no es más que:

*

10% -%— , por el hecho de que, entre los algoritmos de

búsqueda secuencial que hacen k observaciones de sus datos: ¿k ,
la mejor performance la tiene quien logre:

sup I dl(f) - d2(f)I = -%— .
{EF 2

Nos interesa hacer incapié en que la metodología para resolver la

cuestión sigue 2 instancias bien definidas:

a. El problema tiene solución, pues evaluando cualquier dato

f E D° en un valor interior a su dominio se logra un efectivo
<

refinamiento en la localización de n(f); en efecto, tomando

xo G (0,1) y evaluando f en xo se tienen las siguientes
alternativas:

f(x°)<S0, con lo cual n(f) G [ xo,l] ó

f(xo)> O, y por lo tanto n(f) S [0,xol . Es decir, la
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evaluación en un punto xo, produce un descarte, un intervalo so

bre el que se tiene la certidumbre de que el punto notable no se
encuentra allí.

b. Sabiendo que los algoritmos que evalúan f solamente, progre

san la localización de su cero, el segundo problema consiste en

determinar 1a menera óptima de poner secuencialmente los puntos,

utilizando así la menor cantidad posible. Una forma de reali

zar esto es la siguiente:

b.l Encontrar el algoritmo secuencial que hace n evaluaciones, que

explota lo mejor posible la propiedad que hace que el problema
sea resoluble.

b.2 Probar que la performance de ese algoritmo no es mejorable por
4ningún otro de la clase e! .

La distinción entre b.1 y b.2 parece innecesaria, porque es di

fícil pensar que el algoritmo que mejor explote la propiedad propueg
ta en a. no es "ad-hoc" el mejor. Sin embargo 1a distinción

es conceptual para lo que sigue, en virtud de que no parece tan tri

vial lograr sistematizar la siguiente idea:

"no hay mejor método que el expuesta en a. para refinar la locali

zación de n(f)" , y de poder hacerlo, la misma cuestión para los

casos que nos ocuparemos en el futuro, directamente es insensata como

se podrá comprobar.
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En el capitulo III daremos una prueba de que la bisección es óE

tima como parte de un resultado mucho más general.

1.2.2. Búsqueda de mínimos por Fibonacci.

Es bien conocido el siguiente problema: Sea f : [0,1] + R

una función continua, con la propiedad : f tiene un sólo mínimo

relativo en su dominio. Denotemos con M a esa clase de funcionesl
dado €> 0:

1. Se pretende localizar el minimo relativo de fEE M con aproxi

mación e , mediante la sola evaluación de cada dato f, en los

puntos de su dominio.

_2. Se desea conocer el mejor método entre aquellos que logran el

objetivo propuesto en 1.

En el contexto de 1.1.3., denotamos F = M, y trabajamos con esa

subfamilia de C°[0,1]. Comopunto notable de cada miembro de F

tomamosa su mínimo relativo: n(f). Observando que los algoritmos

de búsqueda secuencial sólo exploran los valores de sus datos (por

estar considerando F ÉÉC°I0,1] , ver 1.1.3) el problema de encog
trar el mejor método entre los que resuelven l. lo entendemos como

la búsqueda del algoritmo de ¿e que realiza la complejidad del
problema: localizar con aproximación e el mínimo relativo de cual
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quier dato en M.

Es bien sabido que el valor de esta complejidad es

mín k : ÉL < C donde (F ) > es la sucesión de Fibonacci:k k k/O

Fo = 1, Fl = 1, Fk = Fk_l + Fk_2 k>2.

En realidad, es bien conocido el resultado: Si K222

t
l

inf sup I d (f) - d2 (f)| = -L- , y no hay ningún algoritmo
a l” Ak Ak fi< ‘

en fi que realice el infimo. Comohicimos en 1.2.1, y a los
k

efectos de remarcar un lineamiento comúnentre la resolución de este

problema y aquel, tenemos 2 instancias:

a. La posibilidad de encontrar un algoritmo que evaluando los datos

localice el mínimoestá garantizada por el hecho siguiente:

Tomemos xl< x2 ambos en (0,1), sea fEEM el dato en curso;
se tienen las siguientes alternativas, de prueba elemental:

f(x¡) < f(x2) + n (f)E Í 0,x1

f(x2) < f(xl) + n(f)€[x ,1]

Esto indica que es posible progresar la localización de n(f).

* vtr (L), (2), (4) ¡(6), (e), (9) .
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b. El camino posible a seguir ahora consistiría en explotar la

propiedad dada en a. lo mejor posible, para ubicar n evalua

ción de cualquier dato, y luego probar que la performance de este

algoritmo no es mejorada por ningún otro de 8 n

Este lineamiento se cumple excepto por el hecho de que ningún

algoritmo realiza el infimo en ¿n . para lo cual habrá que encog
trar una familia de algoritmos cuyo limite de performances realice

á; y probar que no es mejorable.
l'l

La prueba completa de esto lo haremos en el capitulo III, como

parte de un problema más general.

Para terminar con este inciso, digamos que es posible estudiar

el mismoproblema con una clase de funciones más restrictiva: el

subconjunto de funciones de M: ñ, que son derivables en su dominio.

Cabe aclarar que, el recurso de los algoritmos de búsqueda podria

ser ampliado a la evaluación de 1a derivada de los datos, pero, como

anunciamosen 1.3.3., el algoritmo debe requerir en primera instan
cia el valor del dato en aquellos puntos donde invoque su derivada.

Esta restricción puede considerarse de esta otra forma: el costo de

evaluar una derivada corresponde a 2 veces el de evaluar un dato en

un punto y la evaluación del dato donde sea requerida su derivada no

tiene costo (de esta forma nos sentimos liberados de la supuesta m9

lestia de que se nos cobre lo que no nos interesa!)

Será probado que entre los algoritmos de búsqueda secuenciales

a, que hacen uso de_ n informaciones del dato f e H, la mejor

performance la tiene quien logra, exactamente:
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sup ¡dim - d2(f)l
re R1

II
¿1le

:3 \V o

No debe sorprender que la única mejora sea lograr en forma

exacta lo que antes se hacía comolímite de performances. Este pro

blema no nos consta comotratado previamente y su resolución, bajo

.un planteo muchomás general, se realizará en SIII.

1.3. Generalizaciones.
r

En esta sección delineamos los temas que son objeto de estudio

de todo el resto del trabajo¿

l. Los dos problemas expuestos en 1.2 admiten una rápida generaliza

ción de sus planteos en la siguiente dirección:

Consideremos las funciones Cn[0,1]. Tomemosun subconjunto: F ,

formado por aquellas con la propiedad:

EIC€(o,1): f""(x) < o si x< c,

.(n) .t (x)> 0 Sl x> c.

Distingamos a ese punto c : n(f) como notable en la clase que

nos ocupa. Demos e> 0, nos preguntamos cuál es el algoritmo de
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búsqueda secuencial que localiza n(f) con aproximación c con

esfuerzo mínimo, evaluando solamente f.‘

Mas aún se podria plantear el mismoproblema sustituyendo F

por las funciones que logran un cambio de signo en cl operador dife
rencial lineal:

d
Ci , CiER,

contexto en el cual, el caso anterior es un caso muyparticular.

La factibilidad y la optimalidad de resolución de este y otros

problemas relacionados, es el objeto del capítulo III.

2. Por otro lado, en el punto b. de 1.2.1 (y 1.2.2) insistimos en

que una metodologia que aparecía comoaconsejable era tratar de ex

plotar lo mejor posible, aquella propiedad mencionadaenaJ”24(y]”2.2

respectivamente), que hacía factible la resolución del problema plan
teado.

Ambosproblemas arrojaban la siguiente situación común: Dado un

dato f, explorando su valor en un x€(0,1), para el problema 1.2.1

o explorando sus valores en x0 y xl€(0,1) para el problema 1.2.2,
se obtiene un intervalo de descarte: D para el cual existe la se

guridad de no encontrarse n(f). Una vez producido el descarte, se

agrega un nuevo punto en (0,1)-D diferente de los ya existentes, y

Ó vzr (5') _
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nuevamentecabe la reducción anterior; así seguimos hasta completar,

digamos k evaluaciones.

En el capítulo II tratamos, en principio, de sistematizar la i

dea de lo que entendemos por "lograr el máximode provecho" de esta

metodología para ubicar k puntos; esto dará origen a lo que hemos

llamado: estrategias de particionado de un segmento, de orden n y

profundidad k.

El parámetro n, sugiere al lector que estas estrategias sistema

tizarán, más en general, "el mejor provecho obtenible" de las propig

dades que permitirán resolver cada una de las generalizaciones en 1.

¡Y de hecho lo son!

Para concluir este esbozo de propósitos digamos que, el cálculo

de las estrategias óptimas de particionado y'de sus performances, y
la relación de ellas con los problemas expuestos en el capítulo III

son la médula de este trabajo.
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S II. Estrategias de particionado de un segmento.

2.1 Planteo del problema.

a. Conpesos unitarios.

Dados r1>1, k.>1 números naturales vamos a definir que enten

demospor estrategia de particionado_de [a,b], de profundidad k y
orden n de decisión.

-La idea es la siguiente: tenemos una arborescencia G, binaria, de

profundidad k; a cada nodo o , le asignamos un estado que consis

te de la siguiente información: un par de puntos x0, xl que de

notan los extremos de un intervalo abierto no vacío, llamado segmento

base de o ; un subconjunto distinguido de (xo,xl) : A, de cardinal

n-l; si O no es terminal, un punto P €(x0,xl) - A; si el nodono

es 1a raíz de c, un número positivo que indica la longitud del segmen

to que le falta a (x0,x¡) para obtener el segmento base del nodo pa
dre de 0 . I

Para explicitar comose obtiene el estado de un nodo a partir de

sus antecesores mecesitamos ser más precisos.

Para la definición formal procedemos inductivamente en la profun

didad : k (recomendamosseguir la definición con los ejemplos 1 y 2)

Si k = 1, llamamos estrategia de particionado de profundidad l

y orden n de decisión, al par: (G,f), donde:

G es una arborescencia binaria de 3 vértices (y por lo tanto de prg

fundidad 1) (ver figura I)

f es una función con dominio en los vértices de G que verifica



-20

(i) f (raíz de G) = (A,a,b,e, P)

donde:

A C (a,b) : IA I= n-l

a,b extremos del segmento en cuestión.

e e gw

P e (a,b) - A.

(ii) f (sucesor izquierdo de raiz) = (Ai,x¡,b,e¡)
donde:

e : distancia del punto AlJ{P} mas próximo de a.

o sea : mín la-x}
xeAu{fl

x : punto de ' ALJ{P} que realiza la distancia ei.
r

A. : AkJ{P }- txi}.

(iii) f (sucesor derecho de raíz) = (Ad,xd,a,ed)

e : distancia del punto de AlJíP} más próximo de b.

o sea min Ib-xI
¡€AU{P}

x : punto de A\J{P } que realiza la distancia ed .

A: AU{P}-{xd}.

Vamosa dar un ejemplo concreto para el caso [a,b] = {0,1} y n=3.
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raíz (A,a,b,e,P) FIG I. Estrategia de
profundidad l, para
[a,b].

sucesor derecho
° ° (A ,a,x ,e )

. . d d asucesor izquierdo
(A¡,xi,b,e¡)

Ejemplo l.
A = {1/4, 1/2}.

p p = 5/8.

a=0 1/4 1/2 5/8 l=b x¡ = 1/4.

ei ei: 1/4.
á 1/4 172 578 1° A'= {1/2, 5/8}.

d
l ed xd- 5/8.

á 174 172 5/8 1‘ e = 3/8'A=
Suponiendodefinido el concepto de estrategia de particionado para

segmentos [ x,y] con profundidad h<2k, definidos estrategia de par
ticionado de [a,b] de profundidad k+1, como:

(G,f), donde G es arborescencia binaria de profundidad k+l y L

es una función con dominio en los vértices de G que verifica:

1. (H,g) es estrategia de particionado de [a,b] de profundidad 1,
donde:

H es el subárbol generado por la raíz de G y por sus dos

sucesores: el izquierdo: I y el derecho: D.
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es la función definida como:

g (raíz de H) = f (raíz de G)

gm = (fj (mi: “¡,14

g(D) = (fl. (13))j = “2,3,4

(Hi,gi) y (Hd,gd) son estrategias de particionado de profun

didad k para los segmentos: (f(I¿ , f(Ig) y(f(Dh , f(D¿)

Hi, Hd son las arborescencias de profundidad k generadas por

los vértices de G excepto su raíz y que tienen comoraíces

al sucesor izquierdo I de la raíz de G, y al sucesor derecho

D de la raíz de G, respectivamente.
dd . . , . 'gi, g son restricc10nes de f a los vertices de Hl, y H

respectivamente.

Vamosa dar un ejemplo de estrategia de particionado de [0,1]

para n=4 y profundidad 2.

Ejemplo 2.
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({1/4,1/2,5/8},0,1,3/4)

0 1/4
A A

1/2 5/8 3/4

({1/2,5/8,3/4},1/4,1,1/4,P)
P
l

l “¿JH-"4;uuu."- - L

0 1/4 3/8 1/2 5/8 5/4 1l

({1/2,s/8,3/4},3/8,1,1/8)

IHi-Ztl-HHE'C'—"_U_._—'_Í

1/4 3/8 1/2 5/8 3/4 -1

1i4 378 172 57/8 3/4 1

({3/8,1/2,5/8},1/4,3/4,1/4)

Observaciones.

Comose ve, el valor de

tiene ningún papel.

({1/4,1/2,5/8},0,3/4,1/4,P)
P

l i - _ - n

0 1/8 1/4 1/2 5/8 3/4

¡“muuu- A A

0

e

({1/4,1/2,5/8},1/8,3/4,1/8)

nÏ

1/8 1/4 1/2 5/8 3/4

W’H
o 1/81/4 1/2 5/¿3 37?.

({1/8,1/4,1/2},0,5/3,1/8)

en el estado inicial no
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Dada En(k) = (G,f) estrategia de particionado de [a,b] y

denotando F a la familia de caminos en G, que tienen extremo

inicial en un sucesor de la raíz de G y extremo final en un

vértice terminal de G, denominamos,descarte de la estrategia,
al número:

mín { 2 fÁV) }= desc (En(k)),
CGF vevm)

donde V(C) denota el conjunto de vértices afectados por el

camino : C; llamamos valor de la estrategia a:

b-a-desc (En(k)) = val (En(k)).
Í alb]

Para el ejemplo 2, el descarte de la estrategia es 3/8 y el va
lor 5/8.

Por último, definimos performance límite para estrategias de par
ticionado de [ a,b] de profundidad k y orden n de decisión, al

número real: ínfimo {valh b1(En(k)): En(k) estrategia de proI

fundidad k } que notaremos PLI k) (sobreentendiendo que ela,b] (
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orden de decisión es fijo: n ).

Ahora estamos en condiciones de enunciar la nueva clase de

problemas que hemos logrado:

Dado r1>l. natural y e > 0, lamamos QÍI a,b] al problema que

consiste en encontrar una estrategia de particionado del a,b] de

'orden n de decisión y con profundidad mínima posible, E"(k),
de forma tal que:

val (E"(k)) e e (*).
[‘Ib]

Llamamosestrategias óptimas a estas estrategias, y profundi

dad óptima a la profundidad de las arborescencias que las definen.

Observaciones.

l. Si calculásemos los números PL (k), k> 1 tendríamos re
[a,b]

suelto potencialmente muchomás que el problema C: [a,b]. Esto

es precisamente lo que haremos en los próximos parágrafos: calcular

PL (k).
['Ib]

2. El concepto "estrategia óptima" está bien definido, pues siem

pre se encuentra una estrategia E"(k) que verifique (*). En otras
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Cc[a,b] tienen solución.
n

El término "pesos unitarios" se debe a que el orden de de

cisión n coincide con la cantidad de puntos distinguidos:

ALJ{P} en cada instancia de decidir que intervalo extremo

descartar, asi decimos que cada punto seleccionado tiene un

"pesos unitario", a diferenCia de lo que exponemosseguida
mente.

Con pesos no unitarios.

En_las estrategias anteriores el númerototal de puntos que

se colocan o distinguen es: n+k-1, si se trata de una estra

tegia de orden n y profundidad k. Esto sugiere que podría

mos haber tomado como parámetro la cantidad de puntos que se

llamemos m a esa cantiubican en lugar de la profundidad;

dad. Supongamosahora que en lugar de exigir que cada instan

cia de decisión esté acompañadapor n puntos ubicados en el

segmento base, admitimos menos puntos, pero cada uno de ellos

acompañado de un número natural o peso: p¡, y exigimos que

donde k es la cantidad de puntos presentes.ra=nr
lIlMa

1

Luego de descartar un segmento extremo, procedemos a ubicar

más puntos con sus respectivos pesos y redefinimoslos delos
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ya existentes conservando, en esta nueva instancia, la pro
piedad mencionada antes. La terminación de la estrategia

está controlada por el número natural mp que indica la

cantidad máximade pesos que se tienen ante cualquier alter

nativa de colocación de puntos; mp = m para el caso de
estrategias de particionado con mesosunitarios.

Si ahora fijásemos un natural 2 : 1< i < n, y pidiésemos

que el peso de cualquier punto que se ubica en la estrategia

tenga valor menor o igual que 2 , nuestras estrategias de

penderian de 3 parámetros: (n,mp,2). El caso (n,m,1) es
el tratado en a. y de hecho sólo nos resultará útil, fuera

de este, el otro caso extremo: (n,mp,n), por motivos que
detallaremos oportunamente.

Vamosa definir rigurosamente la noción de estrategia que

hemos esbozado sólo para mayor referencia del lector: Una

estrategia de particionado del tipo (n,mp,2), es un par
(G,f), donde G es un arborescencia binaria (ahora puede

no ser balanceada) y f es una función sobre sus nodos,

tal que si 0 denota uno de ellos, f le asigna la siguien

te información; un intervalo (xo,x¡): el segmento base de

0 ; un subconjunto AC(x°,xl), dotado de una aplicación:

R : A» N : pA(a)< 2 ; si el nodo no es terminal, un

B C (x0,xl)-A : IAI + lBlsS n dotado de una aplicación:
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p: AUB -> N: 0<p(x)<9,, XEB y 0<p(x)<9. si xEA,

con la propiedad

Z pA(a) + p(a) + 2 p(b) = n.
¡GA ¡»En

Comose ve el objeto de p es aportar nuevos pesos a los

puntÓs ya existentes en A y definir los del subconjunto B.

Por último, a cada nodo distinto de la raíz se le asigna "la

eliminación", que se define igual que en a. pero considendo

A‘JB un lugar de AlJ{P}.

Finalmente formalicemos la consistencia con mp . sea F
la familia de caminos que tienen vértice inicial en un sucesor

de la raiz de G y final en un nodo terminal de G; dado

(2€ F, denotemos V(C) el conjunto de vértices afectados
por C, entonces se debe cumplir:

\

vceF: 2 E p(b)+ 2 p(a)J<m,
OEV(C) DEBO o aEAo o p
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y que por lo menos para un CGF valga la igualdad.

El lector logrará, sin dificultad alguna, la noción de

descarte y valor de una estrategia (n,mp,2) comotambién la

noción de performance límite, que denotaremos: PL(n,mp,2).

Seguidamente, damos un ejemplo de estrategia de particiona
do de pesos no unitarios: (3,5,2), en el que se puede observar

que sólo una rama cubre el valor 5 de asignaoión total de pe

SOS .

Ejemplo 3.

A = {1/4}, B ={1/2}.

: A} g I p : AUB->N, p(1/4)=0, p(1/2)=2
1/4 1/ 2 1

p (1/4) = 1.

e = 1/4 2 1 1 2 e = 1/2¡WH'H;'.—0—0—4 A=-:-.+,-'-;4.
0 1/4 1/2 3/4 1 1/8 1/4 1/2 1

A= {1/2}, p (1/2)= 2 A={l/4}, B={1/8}

B= {3/4}, P(l/2)= 0, p(3/4)=1 p (l/4)= 1, p(1/4)=1, p(1/8)=1

e= 1/4 1 2 e=1/4 e=1/8 2 1 e= 1/4
IH-IH-Hf-HHL—O—Q¡—o—a++oHH+a+uHmM|HH+HHI——0—1 MW!

1/4 1/2 3/4 1 1/4 1/2 3/4 1/8 1/4 1/2 0 1/8 1/4 1/2

Descarta: 1/2, valor = 1/2



-30_

Para concluir este apartado, digamos que el cálculo de los

números PL(n,mp,l) será hecho con el capítulo III y no
aquí por razones técnicas.

2.2. Resolución del problema 2.1.a.

Dados [a,b]CïR, 11€ N* . Vamosa atacar la resolu

ción del problema: encontrar estrategias óptimas para resol

ver O:[ a,b] , para cualquier €>0. (y en particular cal

cular la profundidad óptima), de la siguiente manera:

Para cada kEEN*,calcular la performance límite:

PLI q(k), y conocer si existe o no, una estrategia de particioa; ._

nado de [a,b] z En(k), de forma tal que: PL Sk) =a,b

= val (En(k)). (Recordemos que PL (k) no tiene porqué
[Mb] [alb]

ser realizado, en general comoel valor de una estrategia de prg
dundidad k).

Una vez determinada la sucesión: (PL (k)) y la pro
' [alb] ke“
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piedad adicional mencionada, habremos calculado las profundidades

óptimas, pues dado e > 0,e<=b-a, determinamos el mínimo del si

guiente conjunto:

{kGN*: PL (k)< e v (PL (k) = “x33 (k):
[a,b] [31"]

: val (E“(k)) = PLl b] (k))} ; dicho valor será el bus[arb] a, _

cado óptimo,como se comprueba por simple inspección.

Por último, para aquellos k en que no exista una estrategia

de particionado de [a,b] cuyo valor realice PL (k), daremos
[.3er

estrategias que lo aproximen, tanto comose quiera.

2.2.1. Fórmulade residuos limite para estrategias en [a,b]

de orden n y profundidad k.

Dados n EN, y [a,b] SR, cada vez que tomamos n+1
n+1

números reales x , ... , x >0 : 2 x = b-a quedan de1 n+1 i¡:1

terminados n puntos en [a,b]

p = p + x i > 2; p = a + x , que verifican
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a<pl < p2<...

Ahora, si k.G N*, llamamosvalor limite de las estrategias

de particionado de [a,b] de orden n y profundidad k, sujg

tas a la posición inicial {pl, ... , pn} , al númeroreal

x ), que definimos como:
[a,b]

F (x ... , "+1k l’

inf {val b ((G(k),f )): f(raíz de G(k))[M

_ ({Pll '0- l Pn_¡}rarblolpn)

Definición. Conlas notaciones anteriores:

Llamamosfórmula de residuos límite a la función:

[.Ib] “+1
Fk °{x€R :x¡>o (ViGInH), L

['rb]
(x¡,...,xn+¡) —> I.“k (xl,...,an)

(Sobreentendemos que el orden de decisión es fijo: n )
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[‘Ib ]_
Bs claro que inf I le (x) = PL (k); sin embargo, la

¡ebom l-ka’b [Mb]

partición de PL (k) en estos dos ínfimos tiene la gran ven[m1
[a l b]

taja de que las funciones Fk se pueden calcular recursivamen
te en k :

Teorema 1.

Dado n > 1.

[3' b] n “+1

. .FI (x1,...,xl&l) = máx 2 xi, 2 xí .
i=l i=2 J

2. Si k >1:

[31"]
Fk (xl,..., xlfii) = máx { ghq(xl,...,xn), hbq(x2,...,xm1)},

donde gbq, hbd son funciones definidas así:

' ['IPn]
gbd(xl,...,xn) = min { 1nf fl_l xl,...,xhd, y, xi

1:1, ...,n 0<y<x¡

h (xbd 1,..., x ) = mín { infn+l 1:2,...,nH o<y<x
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Demostración.

1. Trivial.
[‘Ipn] [pllb]

2. Comenzamospor observar que las funciones de y Fk_l

están correctamente evaluadas en los puntos (x¡,..., xh_fl y ,

xi- y, xí+l,..., xn) y (x2,...,x__,y,xr_l, ... + x'*¡) respeg

tivamente, pues t

+ = —
(xl, , xhd xl + + xn pn a y x2+ + xb_fi xi+ +x“H

= b - p1 , con todas las coordenadas positivas.

Sea En(k) = (G(k),f) estrategia de particionado de [a,b]:

f (raíz de G(k)) = ({p¡,..., RFI}; a,b,0,pn); llamemos

E;(k-1) y E:(k-1) a las estrategias de particionado de[ a,pn]

y[ p¡,b] que subtienden los sucesores izquierdo y derecho de la
raíz de G(k) respectivamente. Es claro que se verifican:

¡

vallhpn] (E“(k-l))> gk_l (x¡,..., x")
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dlb](En (x2,...,x n“).

Teniendo presente que:

val (E“(k) = máx (val (E (k-1)), vaJ
[lib] n

(E:(k-l)))[.Ibl'] [Pllb]

resulta la desigualdad:

val (En(k)) > máx {gk_l(xl,...,xn), hk_l(x2,....,xrl[Hb] n.+1

’Por lo tanto:

" [uh]
Fk (x¡,..., an) > máx {gk_1(x¡,..., x“)5 hk_l(x2,..., xn+1)L

Veamosque la desigualdad anterior no es estricta.

Supongamoslo contrario:
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+
o o o

3x1,..., xn_H,€R>o : É xl: b-a, de forma tal que:

[31h]
0 0 o 0 0 0Fk (xl,...,xn+l)>máx {gk_l(>«:¡,...,xn),hk_l (x2,...,xn+l) .

Por lo tanto se cumplen conjuntamente:

[Hb]
. o

(1) Fk (xï,..., x0“+1)> gk_l(xï,..., xn).

[a'b] 0 0 o 0(11) Fk (xl,...,xn_H)> hbl(x2,...,xn+l).

de (i) tenemos:

[I,b] [3,po]
. 0 O 0 0 n

'EIJEIn:3y:0<y <x¡°: Fk (xl,...,:t{M_l)>Fk_l (xlo,...,>g¡°_l ,y°,

0 o 0 0x¡—y,xH_¡, ...,x“)

y de (ii):

[3,b] o o. . o o oa]: 2<J<n+1:Hz:0<Z<xj= F}; (x1""' xn+l)>

[ph] . o0 0 0 0 0 0>Fk_l(x2,...,xl_l, z,xl—z,xj+¡,...,xn+¡).
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Pero las últimas dos proposiciones nos permiten afirmar que

existen estrategias BL(k-l) para [ a,p: ]y EL(k-1) para

[pï,b] que verifican:

a) fl (raíz de G’(k-1)) = ({pï,..., pfiq, p?,..., p24} , a,

p°, o, Pi) donde slim-1) = (G¡(k-1),f¡) yn

1-1 o
P_ = a + E x + yo.

l r=l r

b) fj (raíz de Gj(k-1)) = ({p:,..., p°} , p°,b, 0,131.)n l

. . . Í"
donde EJn(k-1) = (G’(k-1), f’) y pj = a + E xf + 2°.r=l

[mb]
c) val (E;(k-l)) < Fk (x?,..., x3+l)

[SIDE]

d 1 j k 1 [m] ° °
) va [wlb] (En( - )) < Fk (x1,..., xlül).l

Con las propiedades a y b es inmediato construir una estrate

gia de particionado de [a,b] : E (k) = (G(k),f) de forma tal
I'I

que:

f (raíz de G(k)) = ({pï,..., p:q }, a,b,0, fi’)
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_ e i _ .I _

y vallub](En(k)) — max (val[up:](En(k 1)), valkzb](nt(k l))).

[m1 o o
Pero entonces valh'ben(k)) <Fk (xl,..., xn+l) lo que resul

[arb]
ta un absurdo, por definición de F .

Nota 1.

En el teorema anterior, para la resolución por recurrencia de
['Ib] aIn I

F Í p] y ¿m H;k , necesitamos las funciones de ha esto es consg

cuencia de un hecho general, cuya prueba dejamos al lector:

Teorema 2.

Dados [a,b] C R, [c,d]C R . Sea y = ———.

Se verifican:

i) Si n e N*, k e N*,

PLlc'd](k) = Y. PLÍa't] (k)
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n-H

ii) Si ken“ ríen,“ y], ..., y"H >o: E yi = d-c¡:1

[Crd] [3,13] _l _l
Fk (y1,...,yn+l) = y.Fk (Y.yl,...,Y.yn+¡).

Definimos, por simplicidad, las funciones

[ar b] “+1
G

k >o

'l(x¡,...,xn+l)+ y.Fk (y.xl,...,Y.an)

n+l

y - [ E xi /b-a, neu,“ y k es un natural arbitrario.
donde

¡=1

Ahora, se verifica simplemente:

[Mb] [Mb] "+1
1)Gk (xl,...,xn*_l) = Fk (xl,...,xn_H) si Ex =b—a. l:

=máx E xi, Ex. .VX1,...,Xn+l
[Mb]

2) G 1 (x ¡:¡ [:1l,..., an)

[31"] [Mb]
3)V A>0 Gk (>\x¡,...,>\x"+¡)=>\.Gk (xl,...,an).
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blfl
La ventaja de introducir Gk es que su cálculo es cla

ramente recursivo:

1°)

Tamam l Dmhs n€m*, [mb]2m, k>1.

['Ib] m ,b
Gk (x¡,..., xn+¡) = máx {gbfl(xl,..., x“), hbq(x2,...,pr.

N [91"]
donde gbq(xl,..., xn) = mín { inf qfid (x¡,..., xhd, y,

0<Y<x¡l=l'--.'n

x¡-yL xHq, ..., xn) .

N . [alt]
y hbd(x2,..., de) = min { inf Glhd (x2,..., xhd , y,

0<Y<Xi1:2, . . . , n+n

,..., x ) .xf'y’ x M4¡+1

a,bI ]

2°) La función Gk no depende del intervalo [a,b]

Teorema 4. Sean [a,b]S;R, [c,d]SR, n y k naturales:
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Vxl,...,x ER : G (x,...,x )= G (x

Las demostraciones de los teoremas 3 y 4 las dejamos a cargo
del lector.

Nota 2. El teorema 2 es consecuencia de un hecho bastante na

tural que es conveniente destacar para lo que sigue.

Dados [ a,b](:R, [c,d] CZR y r z [a,b]-Ác.d] definida

r(x) = g}; (x-a) + c, entonces r "transporta" estrategias de

[a,b] en [c,d] : En(k) + r(En(k)) de forma tal que:

[e , a1 d_c la, b]
val (r(En(k))) = 5:3 . val (En(k)).

Creemos inncesario hacer más inquisiciones sobre lo que entende

mospor "transporte de una estrategia".

Nota 3.

De ahora en más escribiremos simplemente Gk para denotar cual
[57"]

quier función Gk .
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2.2.2. Expresión de la performance límite a partir de la fórmula
de residuos límite.

Comoexpusimos antes, la performance límite PLl b](k) para cualBI

quier kEEN*, se calcula como:

infimo Gk(x¡,..., me), con n fijo (EN*.
x1, ...,xn+¡ > 0

n+l
L xl.=b-n

i=1

Este problema se puede rescribir comoel siguiente problema de

optimización:

Gk(xl,..., xn+l)<c

(A) mínimo c : xd,..., xn+l, c > 0.
n+l

E g = b-a.¡:1

De aquí que PLl bfk) = mínimo c, donde c verificaal

x 1

Gk _xc-l'ooo, —r—lc+._'g lo

n-H
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Pero si denotamos Xl = É? , i = 1, ..., n+1, el problema se
n+l

convierte en: hallar máx E Xí , con las restricciones:¡:1

< ... > .Gk(Xl,..., X"+1 ) l, X1, , Xn_H 0 (AA)

Denotando _ak al valor óptimo de este problema, se tienen

L[ b](k)=n_a . Indudablemente, que para poder progresar ala! a
P

kln

cálculo de las performances limites, debemos tener una idea más

precisa de las funciones Gk, a título de ilustración del mani
puleo recursivo de las Gk desarrollamos,en los 2 próximos

apartados, el cálculo por recurrencia de las funciones (Gk)k€‘E“¡e

para n = 1 y n = 2, y el cálculo de las performances límites,

siguiendo los lineamientos expuestos en este apartado.

Nota 1.

Nos interesa remarcar que si (XI,H.,XQR es posición óptima

para el problema (AA), entonces:

b_a X , ..., 9:3 X , b_a es posición óptima para (A).
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En particular los primeros n puntos que ubique una estrategia,

que tenga un valor que realice la performance límite, estarán ca
racterizados por los segmentos:

EZÉ . x , donde (X ) se encuen
c"¡sn il: l,...,n+1 ii=l'.'.'n+l

tran resolviendo (AA), para lo cual, no importa el intervalo 59

bre el que se está trabajando.
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2.2.3. Performances límites para el caso n = l.

Comenzamoscon el orden de decisión más simple, a efectos

de afiatar las ideas expuestas hasta aqui.

Teorema1. Si n=l, kEIN, k>1, se cumple:

X

Gk(xl, x2) = máx í—¿#—, _ï¿ï].

Demostración.

1. Si k = l, la igualdad se tiene en virtud del teorema 1, 2.2.1,

y por la definición de G1.

2. Supongamosla igualdad válida hasta k y probémosla para k+1.

'\¡ 'h

Gk+l(x1,x2) = máx {gk(xl), hk(x2)} , donde:

gk(xl) = inf Gk(y,xl-y) = ïnf {máx[-ïgï , Ïïgï]KY<XI o<y< xl 2 2

'\l r x _ .

hk(x2) = inf Gk(y, xz-y) = ínf { max [-iÉr-, k_l }0 <y <x2 o<y«'x2 2 2
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Mediante simple cómputo se tiene:

m _x m _x
gk(xl) — Ef y hk(x2) — Ef .

De esto se tiene lo buscado.

Corolario. Si n = l, keEN, k;=l, entonces PLl b](k) = b_Ï ,ar 2

Demostración.

Inmediato, por cierto. Tener presente Nota l,2.2.2, y el
k

hecho de que ozkl = 2 , Vk>1.I

Con el objeto de completar la resolución del problema QÏ [a,b],

-vamos a probar que la performance límite : 9:? es alcanzable por
2

una estrategia de profundidad k.

Teorema 2. Dado [a,b]SR, kEN, k? 1.

Existe una estrategia de particionado de [a,b] de orden l de de

cisión y profundidad k : Bk ,de forma tal que:

b-a
val (B ) = .

[. ,b] " 2k
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Demostración.

Considérese como Bk la estrategia de bisección, es decir aque
11a que elige el punto P , dentro del intervalo base de cada

nodo de la arborescencia, exactamente en su punto medio. Es in

mediato verificar que su valor es el pedido, pues en cada camino

C desde un sucesor de la raíz hasta un nodo terminal,
' k

2 f4(C) es constante e igual a ÁÉZÉl;¿2 '1) .
CGV(C) 2
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2.2.4. Performances límites para el caso n = 2.

El resultado principal de este parágrafo lo sintetiza
el siguiente:

Teorema: Si n = 2 y kGN, k22, se cumple:

x x x ]G (x ,x ,x ) = mín máx ——L, 2, 3 ,

k 1 2 3 Fl_1 Fk__2 Fk_ ¡J

f 11
x x x

máx ——L ——¿ ——l .

[Fx-2' Fk-ll Fk—2

donde x , x , x son reales positivos arbitrarios y (F )
1 2 3 r ¡EN

es la sucesión de Fibonacci.

Demostración:

1. k = 2.

Gz(x¡, x2. x ) = máx {31(x1. x2), 31(x2, x3)}

donde 31(xl, x2) = mín { inf (máx (xl, xl+ x2- y )),
0<)r'<ul

línf (máx (x¡+ y, x2))}
0 <y< x2
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fi (x , x) = mín {Inf (máx(x ,x + x - y)),
1 3 2 2 3

0<y<x2

inf (máx(x2+ y , x3))}.
0<y<x3

Ahora, es claro:

H (x ,x ) = mín { máx(x ,x ); máx(x ,x )}
l l 2 l 2 l 2

= máx(xl,x2)

y ñ (x2,x3) =' máx(x2,x3); con ello, la fórmula final es:

G x x x k máx x x x .2( l, 2, 3) ( l, 2, 3)

Recordando que si k = 0,1, a = l se tiene lo buscado.

2. PrOCedemospor inducción en k. Si k = 2 está verificado.

Si k> 2,

q, '\;

Gk (xl ,x2 ,x3) == máx {<_'¡k_l(xl,x2 ) , hk_l(x2 ,x3 )} , donde
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N
gh“l = mín { inf Ganl(nyl’Yfiíz), inf Gk-l(xl ,Y'xz —Y)}.

0<y<x o<y <x
‘ 1

ÉH = min {inf Gk_¡(y,x2-y,x3), inf Gk_l(leylx3_y)}.
€0<y<x2 o<y (¡3

Utilizamos la hipótesis inductiva:

( - í a x1 x2 x3
qu x¡,x2,x3) — m n m x Fbú, Fk_; Fri l

x x x
máx F 1, F_l, F_¿ Ik-3 k-z k-3

con lo cual,

x- x ]
Ïnf Gb_}Yer’Y,x2) = inf mín máx FY , É y ,F_L l I

o<y<n1 0<y<xl k-z k-a k-z),

Y x1"Y x2
= min inf máx , l , I

0 <y<xl Fk‘Z Ek"3 Fk-2

X - x
inf máx y _L_Z 2 .

0<y<xl ¡(-3 ¡(-2 ¡.3
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Por otra parte

Í

Ínf Gk_l(x¡,y,x2-y)= Inf{mïn {máx í "1 , Y ,xz'Y J,°<V< "2 p<y<x2

í x x ' x x 
= mín inf máx F 1I F_Y_I2T! 7 inf máx F—llr_l _ÉT_Y

0 <y<x2 l k-1 ¡(-3 k-z o< y <x2 ¡(-3 k_2 k_3

x x x
= min máx F 1, F 2 , máx 1 ,—ÏLk-z k-l Fk-3 Fk'l
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De (*) y (**) deducimos que:

x x x
Üb1(xl,x2) = mín máx ' , 2 , máx l :——¿ 

Fk -1 Fk-Z Fm Fic-1

En forma similar:

m J x x 1 , x x 1h (x ,x ) = mïn_ máx 2 ,——L ; max ——í ,——¿ 
k'l 2 3 F F F F

k-l bZJ ha k-¡J

Pero teniendo presente la sencilla relación:

máx{ mín [máx (A,B); máx (C,DH; mïnl máx (E,F); máx (G,HH}

= mín{máx (A,B,E,F); máx (A,B,G,H); máx (C,D,E,F); máx(c,D,G,H)}

donde A,B,C,D,E,F,G,H son números reales arbitrarios, y aplicán

dola para la situación que nos ocupa:

Gk(xl,x2,x3) = máx (gbfl(xl,x2); Hbq(x2,x3)), se llega a la

fórmula deseada.
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Corolario 1 Si n = 2, [a,b](: R, kE N*:

PLla’b](k) = "ur
SD

k+l

Demostración.

Siguiendo los lineamientos del parágrafo 3.3, tenemos

PLIl'b](k) = E;Ï , donde ak'z es el óptimo del problema;
I

Gk(X1, X2, X3)< 1_ x1,x2,x3 >0

Pero 51 k.52 por la forma de Gk, cïI2= máx (akfi ,aklz)

donde ak 2 es el óptimo del problema:I

X X X

máx F—l., FL, F—3 <l , Xi 0.k-I k-2 k-l

(A)

máx (xl + x2 + x3)
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lo es del siguiente otro:

(u)
máx (xl+ x2+ x3).

Ahora, es claro que tanto (A) como (AA) son problemas de pro

gramación lineal, cuyos valores óptimos son:

De aquí resultaa = F y mk,2 =FL+Fk_z.

ak,2 = máx (th , fi_ + fi_¿) - FMA. En el caso k = 1, la

conclusión es inmediata.

Nota l.

Es importante recalcar para lo que sigue, cuáles son los

valores de A , X2 y x3 que realizan el valor óptimo ak 2,l

si k>2.
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Por simple inspección sobre el problema (A), resulta:

o . .
xl — Fk_l, X2 — Fk_2 , x3 - E‘k_1, Siendo la única

en esas condiciones.

Por la observación hecha en Nota 1 de 2.2.2., la posición

inicial óptima es:

o b-a o b-a b-a
x = — . F , x = — . F , x = F _ . —

1 Fk_1 k-17 2 FR“ k-z 3 k 1 FL“

que resulta también única.

Corolario 2. Dado [a,b1Cm, n = 2, y ke 1m“ no existe

estrategia de particionado de profundidad k y orden de desición

2 para [a,b] : E2(k), que verifique:

_ La
valla'b] (E2(k)) - Fk-H .
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Demostración.

Si k = 1 el resultado es inmediato.

Consideramos el conjunto A formado por los naturales k¡ para
los cuales no se verifica el enunciado.

Sea ko = mín A. Existe una estrategia de particionado de

[a,b], de profundidad ko y de orden de decisión 2 : E2(ko) =

= (G(ko),f) tal que:

['M b-a
val (E2(k0)) - F ; llamemos p < p2 a los dos

. k0+1 1

primeros puntos que ubica E2(ko), o sea

f(raíz de G(ko)) = ({pl},a,b,0,p2). Para que E2(ko)

verifique lo pedido debe cumplirse necesariamente:

b-a b-a b-a
p -a ————. F _ , p - p = . F _ , b -p = ————. F _

1 Fk0+1 ko 1 2 1 ELO.“ k0 2 2 Fkü+l ko 1

(esto es en virtud de la nota 1 anterior).
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Como ko>1 , tomamos la estrategia de profundidad ko—l :

E2(ko-l), generada por cualquiera de los dos sucesores de la

raíz de G (ko); esta es una estrategia de particionado de un
(b‘a) - Fko

intervalo de longitud F
5+1

y su valor es, claro está,

F comolo asegura el corolario l; por otra parte
k0+1

PL (ko-1) = b'a .
(0-2.) F..+a,a+— , fl‘ o 1
F 1°

[ ko+1

Entonces existe una estrategia: E2(ko-l), de profundidad ko-l,

(b-a)
Fde a, a + F

I"o
ko+1 ] que verifica:

3,3 +110 —(b-a)
Fko+1

val (Ez U<o—1)) = PL (b_a) (ko-1).a,a+
Flb+1

Pero ahora podemostransportar E2(ko-1) a [a,b]: obteniéndo

r(E2(ko-1)), de forma que
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[lb '
val (r(Ez(ko-1))) = PL[l b_](k0-1) (*). (Ver nota 2.2.1)

Pero (*) contradice la elección de k

Nota 2. Obsérvese que es fundamental para la prueba del co

rolario 2, la unicidad de la posición óptima. Sin embargoeste

corolario será probado con absoluta generalidad cuando encontre

mos cotas superiores de los números (k'n para culaquier orden
de decisión n, par.
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2.2.5. Realización computacional del cálculo de las fórmulas de

residuos y performances límites.

El objetivo central de este parágrafo es lograr un algoritmo que

realice el cálculo recursiVOndelas fórmulas de residuos límite Gk,
para cualquier orden de decisión: n, y su posterior adaptación pa
ra su ejecución por computadora. Este trabajo se desarrolla en 2

etapas: Se construye el algoritmo mencionado en un lenguaje del

tipo de Pascal para su rápida comprensión; utilizando este algorit

mo se llega a caracterizar las fórmulas Gk de forma de lograr

una implementaciónbastante eficiente. El programa final lo trans
cribimos en FORTRAN,por el tipo de representación y operaciones

que se hace sobre la información que se maneja. Este programa pue

de recuperar las estrategias de particionado que realizan o aproxi

man a las performances límites de cada profundidad.

Con esto, podemosdecir que los problemas planteados son, po

tencialmente, resueltos. Decimos"potencialmente" pues el programa

por ejemplo, no devuelve una fórmula por recurrencia para calcular

( uk¡1L> , sino que los computa uno por uno.I l

2.2.5.1. Resultados necesarios.

En la expresión recursiva de Gk, dada en Teorema 3,

2.2.1. queda claro a simple vista la necesidad de computar un
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ínfimo sobre un intervalo real, donde tanto la función, comosu

dominio, dependen de parámetros. Sin embargo, vamos a sortear

este aparente obstáculo,probando que las funciones Gk tienen la

forma siguiente:

Gk(xl,..., x ) = mín { máx (E¡(xl,...i=l'ooo’nl j=l'.I.'9Iin-ll I xn+l) )}r

donde: a
+

l —

Ej(x1,...,xn+l) - É a..x y a E R .

Para poder hacer esto, necesitamos 2 resultados:

Lema 1.

Dadoel siguiente problema de programación lineal:

mínimo y , con las restricciones:

l l
alx + bl< y 0€ x=<c.

0 <y.
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l l 2 2
a x + b < y c, a , ... , a >0; al,..., a <0l' s

aÏ(x-c) + bÏSSy b:,..., b:, bÏ,..., b:>0, son todas
constantes.

a2(x-c) + b2<y.
S a

l - .Denotando con e.: 1 = l, ..., r a las ecuac1ones de las rectas:
l

l . 2 .y = a x + b.: 1 = l, ... , r y con e., 1 = l, ..., s a las
l

de y = a: x + bz: i = l,..., s resulta que el óptimo es la
ordenada máxima entre los puntos de R2:

,<{x=c}n ej) y<{x=0}ne;>j=l,...,s
l 2e n e .(l j)l=lloooll' Í=l,...¡l'

1-1 [000,3

Demostración.

Dejamoslos formalismos allector; en realidad basta con

observar un gráfico tipico de 1a situación (ver fig. l). Digamos

que la región factible es un poliedro P, contenido en la semiban

dm uxd): 0<x<c, 0<y}.

Los vértices de P están contenidos en el conjunto unión

de los siguientes:
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(el1n ep (e.2 ne’) , (e2 n e')
l J j i l'G H- . 'I'Il nt J JIJGI'

l n : l n = ¡FI = 2 =
(el {x ONE“: (el .{x CDIEHI,(ej {x Chien; (ejn {x Chien .

Pero según el criterio de optimalidad: "mínimaordenada", es fácil

descartar los conjuntos:

¡nl 202 1 _ zn _(e e_) _ , (e. e-) _ , (e.n{x—c}); y (e. {x-0})..
1 ¡ ui J J hi J 1 J J

Por último, observamos que las ordenadas de los puntos que inte

gran el máximodel enunciado son:

l 2 2 l 2 la b - a.b -c.a.a.
2 l l J i J I

en, j)jEII ' 1 2i _
' ‘ ai ai ¡en

l’¡en
S

Véase que, como aj< U, las ültlmas expre51ones están blen def1n¿
l 2 . .

das, pues a¡— al >0, y además son p051t1vas.
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fig. 1. caso típico del polie

p //, . dro P; los puntos cuyas ordeng
_,, das se computan en el máximo es

:>*1 - ' tán indicados con el signo: A .

c

Lema 2.

Sean (a“)üínm, (aü)üínafamlllas de números reales. E3
¡enn ¡ení

tonces se verifica:

(1) máx mín ' máx (ah) ; min máx (a ) es igual a:
l .

¡Enm ¡Gun J ¡EH- En;m

(2) mín (máx (a., 5—)).
¡EHm jEHn
MEL. ¡GHñm

Demostración.

(1) >(2). Sea máx (a.) = N el número que realiza a la expre
11 ""

¡EHD 0

sión (l), es decir:

máx (ar)> N > mín (máx ( H)) = máx (a _)
iEIIn ’ ¡611; 16H". ” En- ‘1'
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Luego: N = máx (al , ail), por lo tanto se tiene la desi
Jenn o' n
¡ERE

gualdad buscada.

(2) >(l). Supongamosque M = máx (a¡., ail) realiza a (2).
¡EH 1

¡eng

Luego:

M = máx ( máx (a ); máx (a¡¡)).
¡enn ici IEHn- ‘

Supongamos que:

M= máx (al_) > máx (ali); entonces se tienen:
¡enn °’ ¡enH 1

M > mín (máx (a..))
¡emm ¡enn ”

M >mïn (máx (ïH, osea M>(1).
“en?n ¡511; "

Ahora demostramos el teorema central que permite la resolución

algoritmica del cálculo de las funciones Gk:

Teorema.

Sea kEEN*, y Gk las funciones definidas en teorema 3 2.2.1,
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por recurrencia en k. Afirmamos,Vxl,..., an

Gk(xl,..., i: mín {máx(Ef(xl,...,xl

¡enmk ¡e n
xñq "H))}

3

i

donde mk, nj E N y Ei son expresiones lineales en las variables

xl,..., x"_+1, de coeficientes no negativos.

Demostración.

Procedemos por inducción en k.
n

k = 1. Trivial, pues Gl(xl,..., xr+3 = máx 2 x., E x .

Tomemosel indice k+l, supuesta válida la proposición para los

índices < k. En tonces existen expresiones Ff(xl,..., x.+) =l n

w k
= E aL xk de forma tal que_ J

n+1
— k l

Gk (x1,..., xr“) — .mïn { máx ( 2 aijxk)}, como
JGH ¡EH k=l

— á N -É d dGbH(xl,..., an) — m x {gk(xl,..., xn), k(x2,..., xwh), on e

'\a .

gk(xn,..., xn) = _mïn { inf G (x ,...,x7_l, y, xl—y,x:+,...
l=lpcno’n 0<y<xi k l l l ll

’h0.-, Y hk(xz,..., =
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= mín { inf Gk(x¡,..., x
i=2,...,n+1 o<y<x¡

I-1' y' x¡-y' xl+1'°"’ xn+l)}

bastará con ver la forma de 3k y Ïík.

1°). Inf Gk(xl,..., xl_l, y, xl-y, xl+l,..., xn) —
0<y<xl

= inf mín {máx (Flj(x1,..., y, x.-y, , x ))}l n

o<y<x¡ jennh 16H“j

= mín {Inf (máx F:(xl,..., x¡_l, y, xl-y, ..., xn))}.
16H 0<Y<X een

mk no.l .I

Reescribimos cada expresión: F:(x1 , . . . , x¡_l, y, xl -y, xl“, . . . ,xn)
como:

l-l n
1 ¡+1 h h+1

l. (a - a ).y + { E a . x + 2 a . x } = al,y+ bl
el el ej h ej h e e¡:1 h=l

l 1+1
en caso de que a - a _ > 0.

ei e:
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si'e es tal: a

Ahora apliquemos el Lema 1 para las expresiones:

1 1 ¡+1
a° y + b° , e . aej ael >0

2 2 'l ¡+1
a y + b , e : a - a < 0

e Oi

con c = xl.

Resulta asi que:

l 2 alebá-aé. bi-xlaï.a:
máx be, b; , l 2 es la solución
9? a° - a_0

del problema:
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lInf máx (Fe(xl,..., xhq, y, xi-y, er,..., xn)).
0<y<xi 06H

fi

l 2 2' l 2 l
l 2 aeb'e'- aïbe- xíaïac

Pero,en virtud de que, be, b_ y l 2
° ae- aE

son expresiones lineales en las variables x¡,..., x", tenemos:

inf (máx { F:(x1,...,y, xl-y,..., xn)}) = máx (ELRX1,...,xnÏ)
O<y<x¡ ¿EH hen,

"j u' (A)

donde r e N y E :1]U son lineales.

De la misma manera se prueba que:

2°) inf Gk(x2,..., xkú,y, xi-y,..., XR“)=
0<y<xl

= mín { máx (Éskx2,...,
16H“ hEIIr

1 ü

XMH}.

Con lo cual tenemos:
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_ r ¡j .
GbH(xl,..., xmh) — máx min mín 1 máx (Eh(xl,..., xn))} ,¡<¡<njen nen

nk r‘
¡J

min mín { máx (É:Rx2,..., me)} . Agrupando índices:
2<Kh+1 ¡en hEH '

ekfi E máx {mín (máx (Ep), mín (máx 0735,)“ :
jenm nen“. ' ¡enñ henï ‘

J .
J

utilizando lema 2, se tiene:

gh“ = min { máx (E1, ÉÍ)}, donde
1€ Hm hen“,sen- ¡en!

m nl

EJ y E: son expresiones linealesen xl,..., xI'I-H

Nota 1. Obsérvese que las expresiones Fi(xl,..., xn) en don
H- . . .de a'.= a _¡ arrOJan una sustitu01ón:

ej e}

F:(xl,..., fi_1, y, fi -y, xrh, ... , xn), que no depende
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de y, y que resulta lineal en x¡,..., XHJ. Esta expresión

está contemplada desde ya, en la fórmula (A).

Nota 2. Es importante tener presente que en el teorema hemos

encontrado como se escribe la fórmula GH1 a partir de Gk don

de cada paso está perfectamente definido y es computable, diga

mos, manualmente.

Nota 3. El cálculo de los números akn Vk.>1 , se realiza— I
de la siguiente manera: como Gk(x ,..., x ) es:l

mín { máx (EÍ)} , resulta fácil ver que la solución
Jenm l GHnj

n+l
óptima del funcional: 2 xi (máximo), sujeto a las restric

l=1

ciones:

Gk(xl,.. ., xn+9 < 1,

es el número : máx (a: n) donde cada ai“ está dado por
v I

¡EH
m
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el valor óptimo del siguiente problema de programación lineal:

n+l
máximo de 2 x_, sujeto a:

¡:1 '

EN x )<1 EN >lxl'.. ' n+l \ ' ." nxl" ’xn-H

Nota 4.

Es bueno notar que hasta ahota nada se ha supuesto sobre

Gl(xl,..., an
siones lineales en las n + 1

tivos.

Nota 5.

), más que fuese un mínimo de máximos de exprg

variables, de coeficientes pos;

Es importante, desde el punto de vista de la implementación que,
"1por definición de gk y Ék se verifica:

'\;
q((xl,..., x ) =

Nn hk(xl,..., xn).
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Es decir que, calculada &k(xl,..., xn), la fórmula

)
N N
hk(x2,..., Am“)se logra como. gk evaluada en (x2,..., xmh

2.2.5.2. Primera versión del programaresolvente.

Comenzamoshaciendo una descripción del tipo de estrug

turas que maneja el algoritmo:

2122 mínimo-global = seguence of máximo-global;

Exgg máximo-global = seguence of espresión-completa;

2129 expresión-completa e arrax of (n+l) real.

E122 mínimo-parcial = seguence of máximo-parcial;

E122 máximo-parcial = seguence of expresión;

EXEÉ expresión = arrax of n real.

312g lista -de- expresiones seguence of expresión.

El programa principal es:

Let FORM-MIN-VIEJOÏ mínimo-global;

Let n 133 integer;
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GENERAR FORMULADEL PRIMER NIVEL (FORM-MIN-VIEJO, n);

AVANZARUN NIVEL (FORM-MIN-VIEJO, n) repeatuntil (condición).

La condición de la claúsula repeatuntil es, por ejemplo, canti
dad de niveles deseados, no superar límite de memoriaprefija

do, etc.

La subrutina: GENERARFORMULADEL PRIMER NIVEL, depende del

problema que se trate, no habría inconveniente en comenzar con

otra expresión que no fuese Gl(x¡,..., an) y de hecho podría
ser útil en el caso de efectuar un par de ejecuciones consecuti

vas del programa; en_tal caso, se puede utilizar comofórmula

del "primer nivel" el producto final de la anterior ejecución.

A título de ejemplo de manipuleo de las estructuras, genera
):mos Gl(x1,..., me

* GENERAR FORMULADEL PRIMER NIVEL (FORM-MIN-VIEJO, n) *

Let FORM-MIN-VIEJOgg mínimo-global;

Let FORM-MAX-VIEJOkg máximo-global;

Let EXPRES1, EXPRES2 gg expresión-completa.

FORM-MIN-VIEJO := Q ;

FORM-MAX-VIEJO := 0 ;

k := 2;
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while (k<=n) d_o

EXPRES l (k):= EXPRES 2 (k):= 1;

k:= k+1

gg;

EXPRES l (n+1):= EXPRES 2 (1):= 0;

EXPRES 1 (1):= EXPRES 2 (n+1):= 1;

ENGANCHAR(EXPRES l, EXPRES 2) EN (FORM-MAX-VIEJO);

ENGANCHAR(FORM-MAX-VIEJO) EN (FORM-MIN-VIEJO).

El papel delas subrutinas "ENGANCHAR"creemos innecesario explí

citarlo más, pues no es sino el que su nombre indica.

* AVANZARUN NIVEL (FORM-MIN-VIEJO, n) *

LLt val E real;

LEE FORM-MIN-VIEJO; FORM-MIN-NUEVOkg mínimo-global;

Lg; FORM-MIN-AUXkg mínimo-parcial;

GENERAR LOS MINUENDOS DE (FORM-MIN-AUX) APARTIR DE (FORM-MIN-VIEJO);

, "\¡
Commentesto corresponde a la formula gk(xl,..., xn).

GENERAR CORRIMIENTO DE (FORM-MIN-AUX) Y APLICAR MAX-MIN-MAX (FORM-MIN
NUEVO);

IMPRIMIR (FORM-MIN-VIEJO); APLICAR PROGRAMACIONLINEAL (FORM-MIN-NUEVO
VAL);

IMPRIMIR(val);

FORM-MIN-VIEJO:= FORM-MIN-NUEVO;

commentVALes el hümero ak n correspondiente al k-ésimo nivel en curso
’
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GENERAR LOS MINUENDOS DE (FORM-MIN-AUX) APARTIR DE (FORM-MIN-VIEJO) *

LEE

LEE

¿55
¿35
LEE

DE;

LEE

FORM-MIN-AUX:= 0 ;

while

gg
for I:= 1

FORM-MIN-VIEJOgg mínimo-global;
FORM-MIN-AUX

FORM-MAX-VIEJO

PROGHEUR gg

FORM-MAX-AUXBE máximo-parcial;

EXPRES gg

EXPRESCORRIDA BE

FORM-MAX-VIEJO:=

FORM-MAX-VIEJO # Ó

gg mínimo-parcial;
gg máximo-global;

lista-de-expresiones;

expresión-completa;
expresión;

PRIMER ELEMENTODE (FORM-MIN-VIEJO);

2222; n
gg

FORM-MAX-AUX:=

EXPRES:= PRIMER ELEMENTO DE

EXPRES # Ó

o; PROGHEUR2= o ;

(FORM-MAX-VIEJO):

Ehils
gg

EXPRES (I) = EXPRES (1+1)

¿EEE

COPIAR (EXPRES) SOBRE (EXPRESCORRIDA) APARTIR (1+1);

ENGANCHAR COPIA DE (ESPRESCORRIDA) EN (PROGHEUR)

g

g;gg
ENGANCHARCOPIA DE (EXPRES) EN (FORM-MAX-VIEJO)

22; .
PROGRAMA LINEAL (I) SOBRE (PROGHEUR) Y RESULTADO EN (FORM-MAX-AUX)

SIMPLIFICACION DEL MAXIMO (FORM-MAX-AUX)
_ENGANCHAR COPIA (FORM-MAX-AUX) EN (FORM-MIN-AUX)
’

FORM-MAX-VIEJO:= SIGUIENTE DE (FORM-MAX-VIEJO)EN (FORM-MIN-VIEJO)

22:
SIMPLIFICACION DEL MINIMO (FORM-MIN-AUX).
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Las dos subrutinas de simplificación tienen comoobjeto eli

minar redundancias de las formulas sobre las que se aplican.

Este problema está discutido en el apéndice I.Pa:a nuestra

situación, en donde

n

) = máx ( 2 x , x_), nos ccn
IGl(xl,..., xlrh h i

viene postergar la discusión de simplificaciones hasta estudiar

más a fondo la estructura de las expresiones lineales que mani

puleamos.

* COPIAR (EXP 1) SOBRE (EXP 2) APARTIR (k) *

Let EXPl E expresión-completa;

Let k ge integer;

comment k indica a partir de que posición hay que correr a izquierda
EXP 1, k22.
EXP 2 puede ser completa o no.

for H:= 1 step 1 until k-2

d_o
EXP 2 (H):= EXP 1 (H)

fl
for H:=k-1 step 1 until n
do

EXP 2 (H):= EXP 1 (H+l)
gg.
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* PROGRAMA LINEAL (I) SOBRE (PROGHEUR) Y RESULTADO EN (FORM-MAX-AUX) *

LEE FORM-MAX-AUXgg máximo-parcial;

LEE LISTA-POS, LISTA-NEC, PROGHEUR.95 lista-de-expresiones-completas;

LEE EXPRES, EXPRESPOS, EXPRESNEGkg expresión-completa;

LEE EXPRESAUXkg expresión;

LEE PENDIENTE kg real;

LEE K, I gg integer;

EXPRES:= PRIMER ELEMENTO DE (PROGHEUR);

while EXPRES # A

do

PENDIENTE:= EXPRES (I) — EXPRES (1+1);

K: I + 1;

Egilg K<in + 1

gg
EXPRES (K-l):= EXPRES (K);

K2: K+1

gg;
EXPRES (n+1):= VALOR OBSOLUTO (PENDIENTE);

¿g PENDIENTE >0

¿BEE
ENGANCHARCOPIA DE (EXPRES) EN (LISTA-POS);

COPIA DE (EXPRES) EN (EXPRESAUX), (n);

ENGANCHAR COPIA DE (EXPRESAUX) EN (FORM-MAX-AUX)

fi
EXPRES:= SIGUIENTE DE (EXPRES) EN (PROGHEUR)
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gcl:

comment procedemos a calcular las ordenadas de las intersecciones de

pares y rectas, clasificadas en las listas POSy NEC(ver lema 1, y teg
rema en 2.2.5.1.).

EXPRESPOS:= PRIMER ELEMENTODE (LISTA-POS);

while EXPRESPOS # A

do

EXPRESNEG:= PRIMER ELEMENTODE (LISTA-NEC);

ghilg EXPRESNEG# A

gg
¿EL K:= 1 ¿EEE l 225;; n

gg
EXPRESAUX(K):= EXPRESPOS (n+1). (EXPRESNEG(K)-EXPRESPOS(k))/

(EXPRESPOS(n+l) + EXPRESNEG(n+1))+ EXPRESPOS(K);

gg;
ENGANCHAR COPIA DE (EXPRESAUX) EN (FORM-MAX-AUX);

EXPRESNEG2= SIGUIENTE DE (EXPRESNEG) EN (LISTA-NEC);

gg;
EXPRESPOS:= SIGUIENTE DE (EXPRESPOS) EN (LISTA-POS)

od.

La subrutina "COPIARDE (El) EN (E2), (J)" mueve los J prime

ros elementos de El en E2.

En este momento, atacamosla subrutina pendiente del bloque: "A

VANZAR UN NIVEL":

* GENERAR CORRIMIENTO DE (FORM-MIN-AUX) Y APLICAR MAX-MIN-MAX(FORM-MIN-NUEVO)*

T l
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Let FORM-MIN-NUEVOgg mínimo-global;

Let FORM-MIN-AUX,FORM-MIN-AUX-CORRIDAgg mínimo-parcial;

FORM-MIN-AUX-CORRIDA:= FORM-MIN-AUX;

. APLICAR DISTRIBUCION MAX-MIN-MAX DE (FORM-MIN-AUX) Y DE (FORM-MIN-AUX

CORRIDA) EN (FORM-MIN-NUEVO).

comment FORM-MIN-AUX-CORRIDAserá interpretada como la fórmula

hk(x2,..., an) (con k correspondiente) en el momentode ejecutar la
subrutina A.

* APLICAR DISTRIBUCION MAX-MIN-WAX DE (FORM-MIN-AUX) Y DE

(FORM-MIN-AUX-CORRIDO) EN (FORM-MIN-NUEVO) *

Leg FORM-MIN-AUX,FORM-MIN-AUX-CORRIDAQE mínimo-parcial;

Let FORM-MIN-NUEVOgg mínimo-global;

Lg; FORM-MAX-AUX,FORM-MAX-AUX-CORRIDABE máxima-parcial;

Leg FORM-MAX-NUEVOgg máximo-global;

Leg EXPRESAUX,EXPRESAUX-CORRIDAgg expresión;

LES EXPRESCOMPLETAgg expresión-completa;

FORM-MIN-NUEVO:= o ;

FORM-MAx-AUX:= PRIMER ELEMENTO DE (FORM-MIN-AUX);

gh_i1_e_ FORM-MAX-AUX a! A

Q
FORM-MAX-AUX-CORRIDA:= PRIMER ELEMENTO DE (FORM-MAX-AUX-CORRIDA);

M FORM-MAX-AUX-CORRIDA9‘ A

Q
FORM-MAX-NUEVO:= <1>;

EXPRESAUX:= PRIMER ELEMENTO DE (FORM-MAX-AUX);

M EXPRESAUXa! A

gg
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COPIA DE (EXPRESAUX) EN (EXPRESCOMPLETA), (n);

EXPRESCOMPLETA(n+1):= 0;

ENGANCHAR COPIA DE (EXPRESCOMPLETA) EN (FORM-MAX-NUEVO);

EXPRESAUX:= SIGUIENTE DE (EXPRESAUX) EN (FORM-MAX-AUX);

od;

EXPRESAUx-CORRIDA:= PRIMER ELEMENTO DE (FORM-MAX-AUX-CORRIDA);

while EXPRESAUX-CORRIDA # A

gg
¿2; I:= 1 .EEEE 1 until n

gg
EXPRESCOMPLETA(I+1):= EXPRESAUX-CORRIDA (I)

od;

EXPRESCOMPLETA(1):= 0;

ENGANCHARCOPIA DE (EXPRESCOMPLETA) EN (FORÑ-MAX-NUEVO);

EXPRESEAUX-CORRIDA:= SIGUIENTE DE (EXPRESAUX-CORRIDA) EN

(FORM-MAX-AUX-CORRIDA);

92;
SIMPLIFICACION DEL MAXIMO (FORM-MAX-NUEVO);

ENGANCHAR (FORM-MAX-NUEVO) EN (FORM-MIN-NUEVO);

FORM-MAX-AUX-CORRIDA:= SIGUIENTE DE (FORM-MAX-AUX-CORRIDA)

EN (FORM-MIN-AUX-CORRIDA);

2;
FORM-MAx-AUX:= SIGUIENTE DE (FORM-MAX-AUX) EN (FORM-MIN-AUX);

fl;
SIMPLIFICACION DEL MINIMO (FORM-MIN-NUEVO).

La distribución max-min-max que se realiza corresponde al

resultado probado en lema 2, 2.2.5.1. Es simple comprobar que

el programacalcula las fórmulas Gk(xl,..., x ), para cualn+l

quier iniciación Gl(xl,..., x ) que Sea un mínimode máxiuh

mos.
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2.2¿L3. Caracterización de las expresiones lineales queggenera

el programa.

Limitaremos nuestra atención al caso Gl(xl,... , xn+9 E

n n+l

máx ( E x., E xi); en tal situación, el programa dado

en 2.2.5.2. genera, para cualquier nivel k, expresiones li

neales, que componenlas fórmulas Gk(xl,..., me), con 2

propiedades que son fundamentales para su implementación com

putacional. La prueba de ellas es el objeto del presente a

partado.
n+1

2La afirmación es: Supongamosque E = així, es una exprgl=l

sión que forma parte de algún máximo-global en la fórmula de

mínimofinal correspondiente a algún nivel, digamos, k; enton

ves existen números naturales il, iz, a , de forma tal que

l . . <. .ai = 7; Sl llxl <1: y ai= 0, en otro caso.

Demostración

Procedemos inductivamente en k.

1. Si k = 1, la afirmación es trivial, pues las dos expresio

nes: 2 x y E xi, tienen la propiedad exigida.
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2. Supongamosválida la propiedad para k=Sh y probémosla

para h+1; por la forma en que se genera la fórmula final

de cualquier nivel I(II>2), basta ver que se conserva la

propiedad para las expresiones generadas por la subrutina:

* GENERAR LOS MINUENDOS DE (FORM-MIN-AUX) APARTIR DE (FORM-MIN-VIEJO) *

tomando como FORM-MIN-VIEJO,la fórmula del nivel k.

Dadoun natural j: J.<j=<N, se tienen las siguientes situa
ciones:

n+l
a. Tomemosuna expresión E = 2 ei. xi de un máximo de la¡:1

fórmula Ga. Supongamos que ej = eHd , se genera entonces la
expresión:

1-1 n+1
= E E

E 1 el xl + ' e . x¡_1 .l=l l=1+l

o -l n n a

Suponiendo que ei: a para JW<J.<17, e¡= 0 en otro caso,

tenemos, si ifi;j<iz— 1 :

E = z b . x donde se verifica
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, si il<i<iz- 1; b = 0 en otro caso.

Observese que son similares los casos: j< il y iz< j .

b. Tomemosun par de expresiones:

n+l n+l

A = E al xl y B = 2 b x ,1:1 ¡:1 ' '

en un mismo máximo de G . Supongamos además:h

Entonces se generan las siguientes expresiones:

Teniendo presente que, existen números a ‘y i :



ml

se

¡au

DIH

tiene:

WI

si

IIM=. |

si
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j+1 <1 < 15-1; l

en otro caso,iA<1<Ji a, =0

al. xi , donde:

iA<i<j-1; all=

¡1+1

bl):l + E bx-l.
¡q 2

1B y

si j+1<i<inï bi

n 
2 bl xl , donde:l=1

5: 0

O

se tiene:

en otro caso.

O en otro caso;

en otro caso.
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b.3 AB = z q xl , donde:¡:1

_ _ _ -1 . ._cl — ai + (ai bi).(aj ai“). d , 1<1<J 1

_ _ “1 . .c¡— a|+1+(aH1 qfixmj fi“).d , 3<1<n

Y d = bl_bj+l+ asu-av

Teniendo bresente los valores de al y bi se tiene:

-1c|= #L si —1.
a-I+ B’l A B

c = 0 si 1.<i< i -1 ó i < i< n.
1 A n

Pero c = —l—, donde no es nulo.
i (1+3

Es fundamental observar que hemos encontrado como son los sopor

tes de la familia de coeficientes de cada expresión generada, apaE
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tir de las expresiones que le dan origen; por otra parte la

única operación algebrica que se necesita para el cálculo for
mal de las expresiones es la suma de números enteros

En resumen, digamos que cualquier expresión que se mani

pulea en el programa queda representada:

donde a , i <i. son naturales y la expresión es
1
2

E x a . Las ventajas de esta representación son fáci

les de imaginar,

2.2.5.4. Segundaversión del programa resolvente.

El objetivo de este parágrafo es elaborar un programa deri

vado del dado en 2.2.5.3., ejecutable por computadora.

En 2.2.5.3. probamos que cualquier expresión que genera nuestro

programa queda determinada por una terna: (a, il, iz), donde

lí=il<'i2<ín + 1 y
J. ,iz,aGN.



Por lo tanto toda fórmula de maximoqueda caracterizada o re

presentada con una matriz triangular superior de coeficientes

naturales; en efecto, si E = máx íE¡(x¡,.n, x )) es tal.ml=l,...,e

fórmula, y E¡(xl,..., x ) queda representada por (afil, iz),n'H

entonces definimos cl coeficiente M(i , iz) = ai, de la ma

triz M. Existen 2 problemas para tal representación, que se

resuelven fácilmente; primeramente, puede haber dos o más ex:

presiones en E con el mismopar (il, iz); esto se soluciona
pensando en que si ambas expresiones figuran en un máximo, de

be preservarse la mayor, y esto corresponde a la elección del

mínimo coeficiente ui entre ambas, pues tienen el mismo sopor
te. El segundo problema es que hay coeficientes en la matriz

que quedan indefinidos; esto se soluciona forzando expresiones

redundantes en E. Para hacer esto procedemos a representar la

única expresión de máximoen Gl(x¡,..., xr“) :

máx ( E xi, E x,), como:(en la figura es n=6)
i l
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Obsérvese que solo M(1,n) = M(2,n+1) = 1, corresponden a las

dos expresiones

Los otros coeficientes corresponden a las expresiones:

E xl con 1 < if 12€n,
1:!l

É

E xl con 2<jl< j2<n+1 y
1-11

n+l
1 2í o o¡:1

Esta última se corresponde con M(1,n+1) = 2.

Es claro que todas expresiones forzadas son redundandes, es
decir:

n-H)= máx (leïx, .Zx),
¡<¡,< <n ‘='¡ ‘=’1 '=‘
z<hQ2<H4

N

tJlHGl(x¡,..., xnh
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Ahora vamosa interpretar las acciones principales del

programa, en términos de la nueva representación para las

fórmulas de máximo. Así, se resolverán las generaciones

de redundancias para los máximos de las fórmulas Gk, con
k >1, y habremos conseguido la versión ejecutable que nos

propusimos.

Sea A = (a.) matriz triangular superior de coe
l"‘<l\]\k

ficientes naturales; decimos que A representa a:

máx —-— 'Z x = M .

1<i<j<k

Es fácil ver que el mismo máximopuede lograrse con otra ma

triz: B = (b,) de coeficientes naturales:
“ ¡<¡<j<k

l. MA = MB .

g .2. U b“1 Sl 3 <h.

3. b < b . Sl 1 >h.
l] h]

4. bij < mín (blk + bkfij) = Pn (1,3) .
¡<k<j—1
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Un posible camino para ver que la representación es única,

con las propiedades 2, 3. y 4. sería corolario del siguieg
te lema, útil para propósitos futuros.

Lema 1.

Sea A una matriz de coeficientes positivos, que satis

face 2., 3. y 4. Enotnces, el valor óptimo del problema:

Z x < a , 1€ 11<12<k

x > 0 , i = l,..., k.

es a y una solución óptima es:
1k

Dejamos la prueba al lector.
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Vamosa definir algunas operaciones para matrices triangu

lares, que nos son necesarias:

Dada A = (ar) , definimos OrA, si 1.<r=<k-l,Jl<i<j<k

a la matriz triangular superior de orden k-l, que se obtiene

amputando la fila r+1 y la columna r de la matriz A.

Es fácil verificar que si A tiene las propiedades 2.,3.

y 4., también las conserva OkA.

Dadas A = (ar) y B = (p_) , definimos la ma
’ 1<i<j<k ” ¡<¡<¡<k

triz triangular superior: SH(A,B) como:

(i) SH(A,B)lj = alj 1<j<k

(ii) SH(A,B) = b_k 1<i<kik+l '

(iii) SH(A,B).. = min (a.., b. . ).IJ IJ l-l 1-1

(iv) SH(A,B) = P (k+1, k+1).
k+lk+l SH(A,B)

Comose observará, el orden de SH(A,B) es uno más que el

de A y B. Desafortunadamente la propiedad 4. no se con
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serva bajo la operación SH, en cambio se conservan 2. y 3.

Sea (au) matriz de coeficientes naturales, con lasl<l<l<n+l

propiedades 2., 3. y 4. Denotemos E”(x¡,..., xfil)

1 i. _ 2 . .
a. a” k=i xk y MA. máx (E”(xl,..., xn+l)) .¡<¡<j<n+1

Teorema 1 .

Si 1< r< n , la lexpresión:

inf { máx E“(xl,..., x
o<y'<x, 1<I<J<n+l

I Y: xr“ Y!r-l

xt+l,...,xn)} ,

es el máximo asociado a la matriz O‘A,-o sea:

J

máx {(O'A) 2‘ xk } .
1<I<J<n =
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Demostración.

Segúnel resultado central de 2.2.5.3.,

siguientes expresiones:

se generan las

con E¡r y EHü se generan

1 H
(1) . E xk, l <i.<r; r + 1 <j gn + 1

air + ar+ij k=l

J'l 1con E se tiene (2) E x . — , l<i<r<j.

Pero cada expresión (1) compite con alguna de

precisamente, se enfrentan las expresiones:

1-1 1-1
1 z 1

X k Y a— Z xk ,k:l ' :
a” + a “Hi ¡J k i

Por lo tanto, teniendo presente que a

es claro que el coeficiente:

(2), más

El
r +1]
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(OIA)U, 1<i<r<j<n

caracteriza a la expresión de soporte "(i,j) que figura en:

inf { máx (Er(xl,..., y, x -y, ..., x ))}
o< y< xr ¡,j J r n

En el caso k+2 <i<n+1 , i<j , Er genera la expresión:J

alj E xk, osea — 2 ¿“con k+1<i<j<n.
k=l—l (O A) k=i

r ¡,1

En el caso: 1 < i < j < r-2, Eu genera:

J J

—¿— E g(, o sea -—l—— 2 3%
aa; k=1 (OrA)u x=1

Por último, existen 2 tipos de confrontaciones más, para las

cuales se utiliza-n las propiedades 2. y 3. de A. Estas son:
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1 r-l 1 r-l
3- . E xk contra a . E xk 1=<1< r-l.h k=| it-l k=i

Y

i-l j-l
l - 1 i

a 2 xk contra L xr+1j k=r+l
k r+2< <n+1.

[+2] k=r+2

El gráfico 1. es ilustrativo de la situación.

Gráfico 1

En todos los casos se ve que los coeficientes que caracteri

zasn a las expresiones del máximoresultante son (OrA)¡j.I
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Teorema 2.

Sean A = (a,) y B = (bm) matrices de

coeficientes naturales, y MAy M” sus máximos asociados:

M : máx {E (x ,..., x )}
A ¡<¡<¡<n ” 1 "

MB: máx { F,(x ,..., x )}.
1<1<j<n ¡J l "

Entonces la fórmula: máx {E (x ,..., x ); F”(x ,...,x_+)}
1<i<j<n U 1 n ” 2 "l

queda representada por: SH(A,B).

Demostración.

Si tomamos Éj(xl,..., xl), no hay competencia en el máxi, _

mo con ninguna otra expresión. Lo mismo ocurre con E (a ,...lll

..., an). En cuanto a un par de fórmulas:

)rEü(xl,..., x“) y qk(á ,..., xrrh

compiten sólo cuando: i = 1 + 1 y j = k + 1; en tal caso
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el coeficiente que sirve es:

mín (au, b¡_lj_l ), para 2 <1<:n, 2< 3€ n.

Observaciones.

1. Con los teoremas 1 y 2 se han reinterpretado las subruti

nas dadas en 2.2.5.2. en términos de operaciones sobre ma

trices: Or y SH.

2. Las fórmulas de minimo (globales o no) son listas de matrí

ces triangulares superiores.

3. Los máximos, comparados uno por uno, dan una regla muy simple

de depuración de las fórmulas de mínimo, aunque no es una sig

plificación exhaustiva. El resultado puede verse demostrado

en Apéndice I ; el enuciado es:

Lema2. Sean A = (aii)l<l<j<k y B = (bij)l<l<j<k con las

propiedades 2., 3. y 4. Sean MAy Mn los máximos aso

ciados. Entonces se verifica:
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Ahora estamos en condiciones de dar la versión ejecutable del

programa 2.2.5.2. Esta consta de un programa FORTRAN,que

consiste básicamente en: i

Si JCk es la lista de matrices del nivel k, se contruye
la del nivel k+1, asi:

a. VA E fl' : ViE K : O A.
k n l

esto produce una lista Pk; luego:

b. VA, VB G .Pk : SH(A,B) normalizado;

esto significa producir la matriz C que tiene las propieda

des 2., 3. y 4. y que verifica MC= MSH.

Esto anoja la lista Qk; luego:
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c. Depurar Qk con criterio del lema 2.

El lector puede ver en Apéndice [Luna copia del programa y

dos ejecuciones, para los órdenes n = 1 y n = 2, cuya re

solución hemosdado en 2.2.3. y 2.2.4. respectivamente,

en Apéndice III.

Observaciones.

4. Teniendo presente que akn = máx ( ai“) (ver nota 3,
I ' I

2.2.5.1.),yque a: = Aj , donde Ajn l "+1 es la matrizI I

que caracteriza al máximoj-ésimo de Gk(ver lema 1, presen

te apartado), el cálculo del valor del nivel: akn no requigl

re esfuerzos adicionales. Es importante observar que esto se

debe a cómo se define SH(X,Y), y al hecho de que si se norma

liza SH(X,Y), la propiedad 4. de la nueva matriz Z,

se convierte en la igualdad:

Z = Pz(l,n+1), de donde:

n-H

en virtud del lema 1, a = máx ( E xi), con las restric
’ J ¡:1

ciones:
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no es más que- Z“wn

2.2.6. Cota superior para las performances limites: SJ”

n+1
Dadoun vector de R , T : (t¡,..., t ), denotan+1

mos con T* a (t t ,..., tl); dada una matriz A,n+1 ' n

denotamos Fi(A) y Cj(A) a la i-ésima fila y j-ésima c2

lumna respectivamente. Tenemosel siguiente:

Lema 1.

Sea 3C un conjunto de matrices triangulares superiores

de orden n+1 con las propiedades de monotonía (ver 2.2.5.4.).
n+1

Sea T un vector de R : (tl,..., t ) con la propiedadn+l

(Vi) : (ti < t. ).

Supongamos que:
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VAEJC:F(A)<T A C (A)<T*.l n+l

Entonces se verifica:

Vj, Vk , VAEJC, VBEJC:

Fl(SH(O¡A, OkB)) < Z

t *
Cn+l(SH(OjA, OkB)) < Z ,

donde Z = (t2,..., tn+l, min (tn+l_j 1+2))
o<1<[“ 1]2

Demostración.

Basta observar que, por las propiedades de monotonía de

los miembros de JC y T, la "mejor" elección de índices co

rrespondería a k=n, j=1; y tener presente la definición del
elemento (1,n+l) de la matriz SH(X,Y).
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Definimos la sucesión . (St) )k>1 como:

s? = 1 , 1< k< n .

(n) _ (n) (n)
sk — mín (sk_n+j + sk_J_l), k) n + 1.

o<s<[2;—‘}

Entonces se verifica:

Teorema 1 .

Dados k, n€ II“

a < S(n)

Demostrac ión .

k
Sea JC : {A matriz triangular superior: MA es máximo en

la fórmula Gk(xl,..., xn+l)} . Vamosa suponer que los mieg

bros de JCk está normalizados (ver 2.2.5.4.). Si k = 1,
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. . kes una sola matriz: U ; Sl denotamos con T al vector

¡1+1

(Il) (n)'ooo' S )I(S k+u

es inmediato verificar F1(U) < T y Cn+l(UY < T‘*

Ahora, utilizando el lema anterior, se prueva inductivamente
en k:

mex": F (A)< T", cn+1(A)'<T"*.

En particular se tiene el enunciado, pues:

a = sup {a
k

(a¡961€

Observaciones.

1. Es importante notar que la normalización de las matrices
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representantes de la fórmula Gk es un procedimiento que no

aumenta el valor de ningún coeficiente de las matrices en cues
tión.

2. Veamos qué se tiene, si n=1 y n=2, en teorema l.

_ . ¿n kn-l; la suces16n ( kh no es otra que (2 h .

n=2; (SSÜR es la sucesión de Fobonacci definida en 1.2.2.

En este último caso se tiene la acotación anunciada en 1.2.2.

comocaso particular del teorema anterior.

3. La conjetura central de este trabajo es

(n)

ak“ = SHn k, n€N* .

Esta igualdad será probada para todos los órdenes n impares y

para n=4, con cualquier nivel k.
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2.2.7. Resolución completa para n impar.

Las metas de este parágrafo son:

(m
l. Calcular explícitamente (Sk )k>l y demostrar que/

\ .kí'l
. (n)Q

(onk'n)k;h no es más que la suce31ón (-k+n)

k

n-i-l
. . . k .

2. Dar conjuntos de p051c1ones (xl,..., x ) óptimas

que realicen el valor a para cada k> 1 o bienk,n

dar posiciones que lo aproximen tanto como se quiera,

para k? 1.

Comenzamospor definir la sucesión (RÏ))k€",

l’

k] Eil donde:
. k ,

k = -——, n natural impar y j = r - [—] . k

Lema 1

Si r) l se tiene:
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- _ (H) (n)

(l) R,.k+¡ (r-l)k+ R(r-l) k +2i

o<ig
. . (n) _ (n) (n)

(ll) R(r+1)k—¡ _ Rrk + R ¡k —2¡

Demostración.

. . n+1 (n) r-l 21+k< — = . —
Sl l [ 4 J + R(l’"l) H-zi 2 k

Como R (n) = 2"l resulta la igualdad (i).(r-l) k

Para probar (ii) basta con escribir

(n) (n) (n) (n)= D =
R(r+l)k-l ":k+(k-1) y Rrk-zi R(r—l)k+(k—2i)’

ytener presente0<k-i<k y 0<k-2i<k.

Nótese que cualquier Rt, con t 20 se puede escribir como
n+l

, con 0€ i< [T y r2 0. En partiR rk-H o R(r+1)k-2¡

cular si t >k , Rt se escribe recursivamente comoun tér
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mino, que es una potencia de 2, más otro, que dista del ante

rior en relación a lo que Rt dista de la potencia de 2
inmediata anterior a él. Esta propiedad de apariencia inocen
te, arroja el resultado:

Teorema 1.

Dado n natural impar, y rÉEN, se tiene:

(n) < (n) * —'x [la]

Demostración.

. . . +
Procedemos inductivamente en r. Sl 0 Sr <2.k con k = 252 la

desigualdad se obtiene por inspección:

Si r=0 es obvia . Si 1< r< k-l se tiene:

l, *

0‘) * [7] k+ * kr][Rr] 2 . —kl = —3- y 1<3<k-1;

(m

l'con lo cual [R ] = 2 para 1_<r'<k. Por otra parte
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m)
Sr+n coincide con los valores recién calculados. Ahora,

si k«:r< 2k , tenemos: R“): Rm). = 2. ¿ik conr+l k

*

1 <1.<k-1, por lo cual [ RT? 2 3 y 3) Sr+n. para

g Ei;
1 [4 .

En cambio si i> [Bíí] se tiene 2. ¿EE > 3 y por
*

consi uiente R“) > 4 mientras ue c <4 con
g r ’ q Hr+i+n Ñ

i en ese rango.

El paso inductivo requiere algo de sutileza en la operatoria.

Sabemosque cualquier subïndice r se puede escribir como

k.s + i o como k(s+1)-i, con G<i< EÉl] .

Denominamos j0(r) a k(s-l) y jl(r) a k(s-l) + 21 en

el caso r = k.s + i y jo(r) = ks, jl(r) = ks - 2i para

r = k(s+1) -i. Con esta notación tenemos:
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. . . (n) _ (n) (n)

Por def1n1c1ón. Sr+l+n —llïlíon k 1 (S,+,.-.¡ + —Sr_H+1- ¡ooo' 
):

es fácil verificar que existe je [0, k-l]:

(n) cm) (n) (n)
Sr+n-J + “r+J+1 = 8100+» + 5110+» ' con 1° cual

por hipótesis inductiva:

* t

9‘11“ < Riu“) + R(::(r+v 7 °°m° Rizo“ es

entero, se tiene:

R(;:(r+l) * + R(ï:(r+0 * = R2»: * '

Teorema 2.

Dados n natural impar, rem* , se tiene:
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(n) *

[R ] < a .r r,n

Demostración.

Vamosa dar una estrategia de particionado de [0, 2h] de

. n+1 . . L
profundidad —ï—. h y orden n de dec151ón: E , que

verifique:

1 (Eh ) — 1Va. - o

Damoslos n puntos iniciales mediante los segmentos:

x = __, i=1,aoo'

h
Ahora E procede ubicando los nuevos puntos en los puntos

medios de los segmentos anteriores, de forma tal que para las

. n+1 . . . 2
primeras -ï— eliminac1ones, su valor sea HIT ; asi, cual

n+1
2quier nodo de profundidad tiene como intervalo basesuno
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de longitud 2h-l y con posición inicial:

x_= ___ l i=1'cooo,

. . . . hEstas observac1ones permlten un armado 1nduct1vo, en h, de E .

De esta manera, hemos probado:

C! [n+l] > R [n+l] Si h>l.
h ___ ,n h ___

Para los Indices que restan:

Escribamos r= h[2%¿] -i con l <i< ngl ; dada la estra

_ h , .tegla E , de haber s1do construida comocorresponde, se ver¿

fica luego de i eliminaciones,que cualquier nodo con esa pro

fundidadtiene un intervalo base que mide:

N
l

p. ’I
+N p-n:r
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Por lo tanto:

pues si se

puede lograr 2h - y teniendo presente que el óp

h._timo a
r, [1+1es entero se debe lograr, al menos, 2

Por último es fácil ver que nzíïl . 2h es RT), si

r c h[“‘2“—1-i, 1<i<%, h>1.

Corolario 1.

Dados n y r como siempre, tenemos:

(m
r+n

corolario 2.

Con las notaciones del teorema 2,

*

2h].
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5‘"): s‘f" + 5‘") , r>n+1.
f JO(Ú i¡(0

Por lo tanto hemoslogrado la caracterización siguiente:

l'l

donde k = —ï— y n natural impar.

Sim embargo, sólo para los s múltiplos de k hemos logrado

estrategias y posiciones óptimas que realicen a,“ . Seguida
I

mente dejamos los lineamientos a seguir para los restantes índi
ces.

Dado V = (vl,..., vn“) E Rn+l , definimos

l'l

C¡(V) = (v¡,..., v¡_l, vi+l, ..., vn+¡)€ IR ,

l'l

para 1.<i_<er¡ dado W= (w¡,..., wn)Em , definimos
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e W = mín (wn_j + wi“) y por último, para Q

o<j<[u]2

natural, el vector: T = (.tn(2),..., to(Q)), donde:

t¡(lZ)= k.!Z-i, 0<i<k=9;—l

= — — S ' —tb“ (Q) tk+l_l(9) (tul_l)(2) ti (9)), l J.<k l.

Lemá 2.

Dado 9 E I* , se tiene:

(n) = (n) (n)

1) Rtom e (R‘Ila), . . . , R‘l (D ), donde

R = í para 1< i< k-l.
“(+10)

_ (n) (n)

2) Denotando Vo (Q) — (R‘nw , . . , Rtow )

Si 1<i<k:
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(n) _ . RR l+¡ - 9 C¡(Vpfl), donde Vj denota el vec

tor: (Cj(V¡_¡)_,Rm“), 1<j<k,

_ (n) (n)3) _ 1ooal R )o

Demostración.

Daremos un esbozo de la prueba. Primeramente

Vo(l) = [É , por lo cual 1) es trivial.]1<i<n+1_

(Ü G)'oao, _o 1Suponiendo (R‘
n 0

f -1
(n) ) _ 2 1<1<n+1 Y

aceptando la parte 2) se ve muyfácilmente que las sucesivas

operaciones:

c¡(v¡_) y (c¡(v¡_l), e c¡(v¡_¡)) = vl l

conducen, luego de k repeticiones, al vector:
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9,

2- ik . l<i<n+l

Conrespecto a 2), no es difícil ver que para cualquier vector

C¡(VL_R, existen un par de índices ml(i) y m2(i) :

(m m) n) m)+ + R ver notación teorema
nfi(U mzü) jo(kz +i) ¡.(k 2-+¡) (

1). Por lo tanto ya se tiene:

< “’ ' Q;9 Ci(VPq) Ék2+i , cualquiera sea l.

Esta observación permite comprender mejor la situación que

nos ocupa: desde el subïndice mín(j0(k +i), jl(k +i)) hasta

k +i, el vector Vi está compuesto por elementos consecutivos

de la sucesión (Rï))s€N*; los restantes primeros índices to

manvalores no consecutivos, pero lo suficientemente buenos pa

ra conservar la propiedad de que cada término de la sucesión:

É? , se puede escribir como mínimo de sumas de pares de términos:

É? + É? , donde h y h' pueden no ser de la forma
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s - n+j, s - j - 1 para n-10<j<——.2

Para completar la prueba de 2), sugerimos la siguientetécnica:

Tomarla matriz triangular superior:

22-1 22-1 2 22_lk k

22-1
k

zbq
k

Mo(2)

Observar que 1a primera fila es VO(Q) y probar que:

2.1. Fl(0¡(Mo(Q))) = C¡(V0(R))

2.2 e C1(Vo(9)) no es más que el elemento (1,n+1) de la

matriz

sn<ol(Mo<fl)), on(M°(2))) = M
1



-118

2.3. La matriz M no sólo es_normalizada, sino que además
verifica:

M¡(i,j) = PM(i,j). (ver 2.2.5.4)
l

2.4. La diagonal de M es el vector de soluciones construído

en teorema 2 para el nivel Ik;2 + l, que realizan

Rol?!“ I

n+l

2.5. í Ml (h,h) = 12(2)“! = e c¡(vo(2))'.

Repitiendo el procedimiento con la matriz Ml , formando:

M = SH(O (M ), O (M )) se verifican conclusiones2 21 n-11

similares; así se sigue k veces.

Teorema 3.

l. La matriz [ Mi k] definida como:
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.I- — Q c u *
[MM] (1,3) — [Mau (1,3)

pertenece a la fórmula Gk 2 , para 9 >Ju

2. Definiendo recurrentemente:

[M l = SH(o¡([Mll2.k+¡ o ([M.k-i-i-l‘l ' n+l—l lok+¡_¡]))r

para 1<i<k , se verifica que dicha matriz es óptima para

el nivel k.9 + i.

Demostración.

Basta con tener presente que el lema 1 vale si sustituïmos

(n)
*

R por [Rïq . Mirando la metodología con que fue probado

dicho lema, se ve rapidamente:

[M J (1 n+l) = [Rm ]*¡2+1 ' kL+l
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Comolas matrices [Mk2+¡] son normalizadas por definición

(es decir la operación SH no necesita posterior normaliza

ción) se tiene la optimalidad mencionada.

El lector encontrará en ApéndiceIII para el caso particular

en que n=3 y n=5, como ayuda para seguir los razonamientos

anteriores, la escritura de las matrices que anuncia el teo
rema .

Observaciones.

1. Es curiosa la posición de los índices j0(r) y j1(r)

si se los grafica en términos de r, para un ciclo de k+l

Indices (que comience en r = k.Q )(Ver figura).

2. Es importante observar que aún queda pendiente estudiar

el problema de si akn es alcanzable o no. (se verá masl

adelante)

3. Desde un punto de vista práctico , las estrategias dadas en

teorema 2 que realizan exactamente: Ïl. líï para r = h.k+j

son suficientes para la resolución de nuestros problemas, pues si

bien no son las óptimas su performance tiene un defecto menor

que 1, y su programación es practicamente trivial.
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j (r) E j (r)

0 A“ l

o: 0 2%; par

VMQ+D
término centralA

n+1 .
. —7— impar

Van)

Resolución para n = 4.

De naturaleza muydiferente son los casos en que n es

par; para la resolución de estos problemas estimamos

conveniente desarrollar algunas herramientas adicionales.
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Dado k E ¡1* , definimos Ak :

n+l{(xl,.., Gk(xl,..., S

Sabemos que Ak es una unión de polïtopos en R"+1 . El

próximo lema permite obtener Ak+1 apartir de Ak , si k? 1.

Lema 1.

.Si k€N* , son equivalentes

1. (x¡,..., xn+l)€ AHI

2. 311€ {1,..., n}, 312€{2,..., n+1},gyl €[0,x¡ï,
l

Ey: e [0,xi2 ]: (x1,..., x¡l_l, yl, xil- yl,..., xn)€ ¿k y

(X2,...,xlz_1,yz, -y2¡oon' o

Demostrac ión .

Basta con tener presente la formación recurrente de (G,) > .“k 1
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Lema 2.

Si n=4 , k>5 vale:

(4) _ (4) (4)
k - sk-2 + ¡(-3 '

Demostración.

Los siete primeros términos de (S?)k son

1, 1, 1, 1, 2, 2, 3 ; de aquí que la propiedad del lema

es evidente si k = 5, 6, 7.

Ahora se procede inductivamente en k, para k> 7.

Lamentablementeno existen propiedades similares para n par

mayor que 4, sino asintóticamente; esto no sólo limita la

elegancia de exposición de los resultados sino que obstruye la

posibilidad de elaborar un razonamiento general para n par; pg
demos ahora dar el

Teorema 1.

Si n=4, se verifica:
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(4)= >1.0:“,4 H4. , Sl k/l.

2. Para k >6 son posiciones óptimas:

, 4) 4) 4) _ 4) 4)
Tk' ’ (Sí-1' 51-2 ’ 51-3 ’ 51-4 S<k ) Y

(4) (4) (4) (4) (4)mit .
¿k . (Sk , SH , Sk_3 , Sk_2 , SP1).

Demostración. _.

El lector puede comprobar en Apéndice III el listado de las

matrices que caracterizan las fórmulas Gk si 1€ k<5.

De ahí se concluye, en particular,dos cosas que nos interesan

(4)

1°) a“ = sk+4 Sl 1<k<5

2°) (1,1,1,1,1) es posición óptima para k= 5.

Ahora la parte 2 del teorema se obtiene por inducción:
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Si k=6, Tk= T* = (2,1,1,1,2). Pero T6 es solu

ción pues (l,1,1,1,1) G A5 y vale el lema 1.

Es decir G6(2,1,1,1,2) < 1. Además "Tólh = 7, que correg
(4)

ponde a Slo .

Suponiendo que Tk, T: estén en Ak , probaremos su homg

nimo para k+l;

Para Tk+l , si consideramos:

(4) (4) (4) (4)

Sk ’ ‘ck.—1’ Sk—2 ' Sk-3

. . . 4
y subd1v1d1endo Siil en Sïla + SS14 (lema 2) se logra

el vector

(4) (4) (4) (4) (4) '

H [ Sk , Sk_4, Sk_3, Sk_2, Sk_3 que es coordenada

a coordenada menor o igual que T: , que está en Ak por hipótesis,

esto alcanza para verificar HkEAk
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(por el tipo de ecuaciones que definen a los poiítopos de

AR).

Por otra parte, si consideramos:

(4) (4) (4) (4)

[Sk-l ’ sk-z’ Sk-3' Sk+1

(4) SH) + (4)y subdiVidimos Sk“ en k qu , tenemos:

(4) (4) ' (4) (4) (4)C

[Uk-l ' Sk-z ' Sk-3 ’ Sk-4 ’ Sk

que no es sino Tk , que está en Ak .

En forma simétrica se prueba que TI“ E AHq .

Ahora basta con verificar:

(4)

k 1 ‘ k+4
É || J) para completar 1, esto es inmediato
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teniendo presente lema 2.

Observación.

l. La demostración del teorema anterior ha permitido elaborar

una estrategia por lo menoshasta la posición (1,1,1,1,1);

sin embargoes simple continuarla hasta vectores de norma l

menores o iguales que l, en presencia de las fórmulas Gk

delapéndiceIII,1<}<<4.

N Quedapendiente la discusión sobre si los valores ak4 son
. ,' l

alcanzables o no. Es precisamente este punto al que se

refiere el próximoapartado.
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2.2¿9. Cotas asintóticas realiáables.

Vamosa atacar el problema que consiste en determinar

la existencia de estrategias de particionado .En(k) del seg

mento [0, éÏ+J , de profundidad k y orden n de deci

ción, que verifiquen:

val (E (k)) < l.

[M 5:12] "

Así, tendremos resuelto completamente el problema 2.1.a para
n impar y n=4; por otra parte habremos mejorado la informa

ción sobre los casos pares.

Para tratar este problema necesitamos otra técnica que la

usada hasta ahora, pues las funciones Gk , al ser calculadas
recursivamente, pierden la información referente a si los mini
mos que aparecen en su cómputo se logran superponiendo puntos,

acción qúe no corresponde a la elaboración de'una estrategia.

En cambio nos serán útiles las regiones de factibilidad, que

para cada nivel k definimos como:
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xn+l)em>0 : 3 estrategia En(k) de

n+l

[0, E x_ ] z val (En(k))<l} y denotamos 9k .

Dejamosa cargo del lector la prueba del

Lema 1.

a. Si kE N* , son equivalentes

1. (x1,..., exn+l) nk+l

2. 311€{1,..., n} : 3i2€{2,..., n+1}: 3y¡E(0,xll):

:gy2 e (0,x¡2)

(xl'oo-y f x¡l-y,..., xn)e Y

’YIx_YI'°'Ix )EQ
5-1 2 ¡2 2 n+l k

b. La región AR definida en 2.2.8. es la clausura topoló

gica en Rm“ de 9k ,. k>1.
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c. Si k = 1, Q , no es sino el polítOpo:

x,..., x >0.

Es conveniente introducir las operaciones siguientes:

Si l<i<n,

n+l + n _JC R R . H¡(xl,...,xn+l)

= +
(xl, , x¡_l, xi Xi“, , xn“)
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(x,y) + (xl, mín (Xfx/1)...” mín (xau/fi). yn)

Probamos.el

Lema 2

Dado kemt , si (xl,..., an) e 52k, (yl,..., ynH)€Qr

entonces, dados i,j : 1 <i,j < n se cumple:

z: 0(Jcl(xlr---r xn+l)r 38(Yll-o-I Yn+l))egk+l 

Demostración.

Vamosa utilizar la equivalencia del punto a. del lema 1.

En el caso i = l y j = n se tiene una partición de z

como 2

(xl, zl-xl, 22,..., z“) y

(zzr-o-IanYIz' ’V)v
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Tengamospresente que por la suposición : zl - xl: x2

y zn+l - yn = y"+1 , por lo cual ambos vectores están

en 5h y se aplica lema 1.

Entonces, podemos suponer sin pérdida de generalidad¿ que

i >1; en tal caso el vector z tiene el aspecto siguiente:

(21,..., z¡_{ mín (yiq, x. + x ),l ¡+1 z¡+‘1'°"’ zn+l)'

donde hemossupuesto, para simplificar, que j >i - l.

Consideremos el vector:

(21,..., zi-l’ mín (x¡+ xi+l' Yi-l)' zi+l"'°’ Zn) y

analicemos los siguientes casos:

(1) xi + xi+1 < yi_l

Basta tomar el vector:
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((21,..., zl_l, xl, Xi“, zl+¡,..., zn), que está en -¿k

)).(pues está mayorado por (xl , . . . , xl , . . . , x n+l

(ii) xl<y¡_l <xl+ Xi“

Se toma (21,..., z¡_l, xl, zi - xl, zl+l,..., zn)enk.

(iii) y¡_l <xH_l

Se toma (21,7“, Z¡_l,e, zl- e, zí+l,..., zn), con

0 < e< xl, 0K e < y¡_l .

(iv) x!+1 < y¡_l < xl.

Se toma y: y - x < y <y , y el vector:1-1 ¡+1 {-1

(21,..., z¡_¡, y , y¡_l - y, zH_l ,..., zn ), que pertg

nece a 9k .

En forma parecida se procede si se considera (zz, ..., z ),n+l

teniendo de esa forma la partición requerida por lema l, para z.



Comoconsecuencia de lo visto en lemas l y 2 del pre-.

sente apartado, se tiene que:

II C'.9m o<JC¡(nk),ch(Qk)).

Supongamos que 2k sea una unión de polítopos que tienen la
ipropiedad siguiente:

(xl,..., xn+l) G 9k A 0<(yl,..., yn+l)<(xl,..., xn+l)

entonces (yl,..., yn+1)e 9k ; es fácil comprobar que Qk+l

tiene la mismapropiedad. Másespecíficamente, si

9 = U P: , donde P: es politopo, se tiene
l’

QH_ = U U o(JC(Pk), JC(Pk)); además por la1 _ n r J ’r,r l<l,j<n l'
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propiedad supuesta para los (PR) se deduce:
l’

s

4>(JC¡(P:), ch(P';>) '= (Jri (phx Rmmx ij(PÏ)).

De la misma forma en que procedimos antes, cada polítopo

quedará representado por una matriz triangular superior de

coeficientes naturales y con ciertas características adi

cionales. Veremoscomose reinterpretan las operaciones Wi

y .0 en términos de esta representación.

De hecho trabajaremos con matrices A = (au) , dogláigár

de para cada par (i,j) existe un númeroasociado c(i,j)

e {0,1}.

Llamamospolitopo asociado a (A,c) al determinado por las
. . rinecuaCiones en R 3

2 x <2 a si c(i,j) = 0.
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si c(i,j) = l.
IIM

x \
D)

Comose advierte c es un indicador de cómo considerar la
inecuación asociada a cada par de índices.

Es fácil deducir que la matriz A y el indicador c se pueden

suponer con las siguientes propiedades, sin que cambie su pg
lítopo asociado:

1. alk < aik+l (Vi)(Vk)

2. aik = a”+l -> c(i,k) = 1.

3. akl < ak_“ (Vi)(Vk).

4. a“: ak_H -> C(k,i) = l.

5. a” < PA(i,j)

6. Si c(i,j) = 1, entonces:

a .c(i,k) = 1Vc(k+1,j) = 1->aij <ak+u + ¡k
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Vamosa denominar "normalizada" a una representación (A,c)

que tenga las propiedades anteriores.

Teorema 1.

Sea P el polïtopo asociado a (A,c) y supongamos la reprg

sentación normalizada. Entonces (O¡(A), Oi(c)) tiene a

JQ(P) como polítopo asociado.

Demostración.

Supongamos que A = (an) y por lo tanto que la ope
. ¡J —1<|<j<n+1

ración fl; tiene parámetro i : l=<i< n.

El hecho de que el polïtopo asociado a (Oi(A), Oi(c)) contig

ne a 3g (P) es trivial.

Ahora bien, dado z = (21,..., zn)EEP¡, polítopo determinado

por (0¡(A), O¡(c)), encontraremos valores x1 y xi+lz

In:l+ xH_l = zl , (21,..., z¡_l, xl, xl+l,..., zn)€P
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Definamos los números

Í"! 1 ¡-1= — = _. T

fi min aki IPk zjl Im ,rm zjn<k<i ’_ J 

k-l - l
Y le = mín ai+lk - “EH-fi = al+lïn - .51“ zj

i+1<k<n+1 J J l

Es inmediato, por las propiedades de A y c, verificar que

xl y xl-H > 0'
¡1-1

Además, como Z z. < a _ < a + a - , se tiene
1:". J nl,rn ¡“Í l+lm

il + ÉL“ > zl (*). Supongamos que c(m,i) = 0 y

c(i+1,fñ) = 0, es posible ajustar la desigualdad (*) de mane

ra tal de encontrar x , x :
1 ¡+1

<’ ‘ = .0<xl xl ’ 0<x1+1 <x1+1 y 2| xi + x¡+¡
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Supongamos, por el contrario, que c(m,i) —1 ó c(i+l,ñ)= 1;

en caso de que:

no hay nada que probar, pues:

zl < il + íi+l , y por ende hay una elección para xl,

g _ + - - _ oxi+l zi xl x1+1 Y xl < xl ’ x¡+1 < x1+x

5-1
Por último, si Z z = a _ , entonces c(m,i) = 0,J mmj=rn '

+ _por lo cual am,ñ < amfl al“,rn , de donde sale lo

buscado.

Ahora nos queda por interpretar en términos de la representa

ción (A,c) la operación o sobre un par de politopos Ply

pz.
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Teorema 2.

Sean Pl y P2 politopos asociados a (A,c) y (B,d)

respectivamente. Entonces MP1, P2) es el politopo aso
ciado a (SH(A,B),e), donde e es tal que:

e(1,n+1)= 0, e(1,j)=c(l,j)1<j<n

e(j,n+1) = d(j-1,n) 2<j<n + 1

2<i<j<n, e(i,j) = 0 sii alj < b¡_1j_l y c(i,j) = 0,

b¡_¡ H < a“ y' d(i-l,j-1) = o,

aU = bl_l J_¡ y e(i,j) = d(i-1,j-1) = 0.

Demostración

Es inmediata apartir del hecho ya observado:

MP1, P2) = (Plx R)n (R x P2).

Ahora estamos en condiciones de probar un resultado que mejora

el caso n par(y resuelve, por lo tanto, el problema pendien
tesi n=4).
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Teorema 3.

Si n es par, entonces:

)€9 -> 2x.< s‘") .X ... X(1' I k l k+nn+l

Demostración.

La idea es mostrar, como se hizo en 2.2.6 , que cualquier ma

triz en Qk tiene su primera fila y su última columna, mayo
rada por los vectores:

(n) (n) (n)(1) (sk sk+n_i,...,sm) y

(2) (Sïín,..., Sï1n_¡,..., Sïat respectivamente.

La novedad radica en el hecho siguiente: Si (A,c) es repre

sentación normalizada del polïtopo P en Qk y la primera

fila y última columna de A coinciden con los vectores (l)

y (2), entonces a lo sumo puede haber un (1,i) de forma

tal que:
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1€ i <n : c(1,i) = 0 A c(n+2-i, n+1) = 0.

Esto permite asegurar que ningún vector de 9k puede alcan

(n)
k+n , pues al ser n par, ningún_par de ínzar el valor S

dices: k+n-j y k+j que intervienen en la definición de

(m
Sk+n pueden tener su valor c simultaneamente nulo, esto
asegura c(l, n+1) = l.

Por lo tanto, en el caso n=4, el valor ak 4 no es alcan
I

zable para ningún k.

En el caso n impar se pueden hacer razonamientos simi

lares. Por ejemplo si n+l no es múltiplo de 4, se puede

probar que cualquier matriz A que tenga su primera fila y

Bu última columna igual a (1) y (2) respectivamente, y si

(A,c) representa al polítopo P en Qk , con k no múlti

plo de Egí , verifica que existen a los sumo2 índices: i<j,

para los cuales:
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n+i
j-i = —ï- , c(1,i) = c(1,j) = 0

c(n+2-i) = c(n+2-j) = 0.

Pero al ser 2%; impar, nunca esos términos aparecen suma

dos entre sí en la definición de So0 ; de hecho está prok+n

baso el:

Teorema 4.

Si. n es impar y n+1 no es múltiple de 4, se cumple:

+

(x¡,..., xn+¡)€9k 4 2 x < á?+n , si suponemos que

n+1
5%; . En el caso k = h L—ï—] , conk no es múltiplo de

11>0:

o 0

H(xl,..., xn+l) G 9h[
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Es nuestra idea que en el caso general n impar debe

ria ser posible mostrar que se verifica:

2 : 0< i< —ï—, h€ M* , entonces:Si k = h [LH] + i “+1

Son equivalentes:

(1) 2 xk e 9k : "xk"l = S

(ii) n+1 divide a i.2 .

De hecho, la técnica del teorema 2, 2.2.7 muestra que

(ii)+(i); en particular, si n+1 es una potencia de 2, a
(n)k son realizables.+npartir de algún k todos los valores S

Los teoremas l, 2 del presente apartado son una respuesta

algoritmica al problemade la realización de cotas.
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SIII. Búsqueda del cero de una ecuación que involucra a una

función y sus derivadas.

3.1. Planteo de los problemas.

Sea P ¿l ' el operador diferencial:n dx

n (l)d

Consideremos el subconjunto de D"[0,l] definido como:

{f : E n(f)€(0,l) : Pn[á%] (f)(x)> 0 si x > n(f) y

p [ii] (f)(x)< o si x< n (f)}ndx °

Denotamos L(Pn) a ese subconjunto.

En este capítulo nos dedicamos a encontrar los números:

inf sup | d; (f) - d:(f)I, donde:
Ame 8m feL(Pn) nl m

Am es algoritmo de búsqueda secuencial que hace m observa
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ciones sobre sus datos: L(P") y n(f) es el punto notable

localizado en [d;(f), d:(f)] .

Vamosa cincunscribirnos a los dos casos mencionados en

1.1.3. , o sea:

a. Sólo se admite la evaluación del dato y no de sus deriva
das.

b. Existe un tope: l<1<<11 de forma tal que no se eva

lúan derivadas de órdenes superiores a 'k y la evalua
ción de cualquier derivada de un dato en un punto exige

la previa evaluación de todas las de orden inferior en

ese mismo punto, incluyendo la de orden 0, o sea, el

propio dato.

Existe un problema crucial en la resolución de los casos

a. y b. propuestos, que consiste en averiguar si efectiva

mente se progresa en la localización de los puntos notables

con las herramientas que se disponen; dicho de otra forma, si

para valores de m razonables se tiene:

(*) inf sup |d;(f) - d:(f)| < 1.
Ame 8m tem") m m
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caso contrario, poco interesante es la cuestión. Efecti

vamente (*) es válido tanto en el caso a. comoen el b.;

a demostrar esta afirmación está dedicado el apartado próximo.

3.2. Posibilidad de resolución.

El objeto de este parágrafo es probar que es posible

mejorar la localización del punto notable n(f), para cual

quier dato fGEL(Pn), con la herramienta: evaluación del
dato f en un número finito de puntos de su dominio; más

precisamente, 'con n+1 evaluaciones de f en (0,1) es

posible mejorar la localización de n(f), para cualquier f

en L(Pn). Másen general, es factible la localización si

se toman k puntos en (0,1) y la siguiente información so
bre el dato f:

f(xl), É” (x1), ..., É“9(xl); n < n1 ' 1

OI.x

k, f(xk), f“)(xk), ..., f“9(xk); n < n
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y 1a condición:

2 (n + 1) = n + 1.
¡:1 '

Obsérvese que si ni = 0, se exige evaluar f en n+l

puntos, que es la situación comentada en primer término.

3.2.1. Teoremasdel valor medio para operadores del tipo:
n (l)

z c,(x).[-¿ix] .l=l

Es bien conocido el siguiente resultado, llamado teorema del
valor mediodel cálculo diferencial:

Sea f : [ a,b 1 + R contínua, y derivable en (a,b) en

f(b)-f(a) otonces existe E E(a,b) : f'(€) b_a

La metodología seguida para su demostración se esquematiza
en:
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Lema 1. ( Teorema de Rolle)

Sea f : [a,b] + R continua y derivable en (a,b).

Si f(a) = f(b) = 0, entonces:

HE(a,b) : f'(€) = 0.

Lema 2.

Dados el par de puntos de R2 : (a,f.) y (b,fb), existe

f: [ a,b] + R, tal que:

(i) f'(x) es constante, x€(a,b).

(ii) f(a) = fl y f(b) = Q .

Lema 3.

Dafas f, g : [a,b] + R continuas, y derivables en

(a,b). Si f(a) = g(a) y f(b) = g(b) entonces
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a ¿e(a,b) f'(¿) = g'(€).

Este esquema, con toda la inocencia que encierran Lema 2

y 3, es el punto de partida para lograr resultados semg

jantes al teorema del valor medio, con operadores del tipo:

(i)
l'l

z o ri [áÉ] , ri : [a,b] +- R contínua, que son

más generales, por cierto que el operador: áï] . Preci
sando más, digamos que el objetivo de este parágrafo es dar una

respuesta al siguiente problema:

Dadoun operador diferencial Rï[á%-] del tipo:

(i)

r¡(x) . [á%] , ri: [a,b] + R continuas, yHM: o

dada f: [a,b P+ R contínua y con n derivadas en (a,b); si

x < ...< xk son puntos de (a,b):
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¿ Es posible calcular, para algún ¿€(xl, xk), el valor

(U

(1%](f)(¿) = 2 rlm. [á] (f)(¿),
fiP

n l=0
f_

haciendo uso, en cuanto a f se refiere, solamente de los

valores:

f(xl), f(x2),..,., f(xk)

f'(xp, f'(x2), ..., f'(xk)

¿“1’(x1), f‘“’<x,), f“’(xk)

k

con la condición 2 (n¡+1) = n+l ?l=l

La respuesta es, esencialmente, si; profundizando un poco

más, distinguimos dos casos:

1) r es una constante ci , y el polinomio característico:



-152

l .

Pn(p) = E c p , tiene todas sus raíces reales.

En esta situación la respuesta es afirmativa.

2) En caso de no satisfacerse l), debemosasegurar que los

puntos xl y xk estén "suficientemente" próximos,

(la proximidad sólo dependerá del operador Pn que se
trate), para que la respuesta sea positiva.

3.2.1.1. En caso coeficientes constantes y polinomio carac
terístico con todas sus raíces reales.

Comenzamosel tratamiento del problema mencionado antes para

el caso en que el operador es del tipo:

Lema 1.

Dada f: [a,b] + R contínua, y derivable en (a,b).

HE €(a,b) :
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d _
P¡[aï] (f)(E) 

e.“a 1

e_“ 1

Demostración.

Es inmediato, utilizando el bien conocido teorema del valor

medio generalizado:

Si h,g : [a,b 1+ R continuas, y derivables en (a,b),

entonces, existe 'E e(a,b) que verifica:

[h(b) - h(a)] . g'(€) = [g(b) - g(afl- h'(€)

CXTomando h(x) = c.f(x).c? y g(x) = e , se obtiene la
tesis.

Comoun corolario inmediato de lema 1 se tiene:
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Lema 1.a.

Dada f: [a,b]-> R en las ocndiciones del lema l,

si f(a) = f(b) = 0, entonces existe ¿€(a,b):

d , _Pl (f)(C,)- 0

Nota 1. i

El lector puede conseguir el resultado del lema 1 siguien
do los lineamientos del esquema señalado al comienzo de 3.2.1,

lo que hubiera significado, por ejemplo, probar antes lema 1.a.

Ahora nos abocamos a la situación general.

Lema 2.

Dada f: [ a,b]-+ R contínua, y n-veces derivable en (a,b).

Sean xl<x2 <... < xk puntos en (a,b), donde se cumple:

f(1)(xl) :0Ij II O :J H
I

¡.n ‘ 7T M :3 II Z! + H
Iw
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Supongamosdado el operador:

con 1a condición de que su polinomio característico:
n n-l

Pn(z) = z + clz + ... + cn_lz + cn , tenga todas sus

raíces reales.

Entonces se verifica:

d _
35€(a,b) : R1 a; (f)(¿) — 0.

Demostración.

Sabemosque todo operador del tipo (*), se puede factorizar

comocomposición de operadores del tipo:

á; - A , donde A es solución de Pn(z) = 0.

. d_fd_ o og
O sea. P [3;] — la; Al] ... dx A“ ] , donde
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A‘,...,An son las raíces de Pn(z) = 0.

Esta descomposicíon nos permite proceder inductivamente en n.

1. Si n=l, el resultado no es más que el lema 1.a, si k=2;

si k=1, el resultado es tautológico.

g xi< gi< xi+1 , de forma tal que:

[-d- f- A . f] (al) = o, por lema 1.a.

Consideremos la función g = á; f - An . f y el operador:

g(z,)=o, 1<j<k-1 y gO)(x¡)=o si 0<j<n¡—1,

y si 1€ I.
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Teniendo presente que k-l + Z n_ = n podemos usar
¡GI '

la hipótesis inductiva, con Pn_l como operador y g como

función, sobre los puntos { gl: 1 <Í<k-1 #J{x¡: ie I} .

De aquí se obtiene lo buscado.

Nota 2.

La técnica de la prueba anterior no es posible extenderla

al caso en que P (z) tenga raíces no reales; la causa
n

es que en el caso n=1, se tiene:

Si f: [a,b] -+ R : f(a) = f(b) = 0, y dado AEC - R,

entonces á; f + A , f Q R, con lo cual es nunca nulo.

Por otra parte, el resultado para el caso de existencia de
raíces no reales, es falso, comoveremos más adelante.

Comose puede observar, el lema 2 del presente apartado es

una generalización del lema l de 3.2.1. La generalización
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correspondiente al lema 2 es un resultado folklórico para i

operadores diferenciales que no necesariamente deben ser li
neales; sin embargo en el caso lineal se pueden obtener

resultados que utilizan escencialmente el lema 2 del pre_
sente parágrafo, técnica que difiere de la empleada para

el caso general.

Lema 3.

() ("'l)
d _ d " d d

Sea l"n — + cl dx + .t... + cn_l [cl-í} cn,

con la condición: Pn(z) tiene todas sus raíces reales.

Dados xl,..., xk ER , afirmamos que no existe solución

de

d _
(**) Pn [3;] (g) — 0,

másque la trivial, que verifique:

. k

i<1<k= gú)(x¡) = 0 con 0<j<ni y 2 n =.n-k.



-159

Demostración.

Sabemos que una base de soluciones de (**) está dada por las

funciones:

mr” . eÑ‘ , xml-2 Ai! ,...,x.eA¡X, eMx , para

1.<i_<t1, H1 multiplicidad de Ai como raíz de PnKz) =

y h cantidad de raices distintas.

Luego, la solución general de (**), tiene la forma:

Ai:

Procedemos por inducción en el orden del operador: n.

la conclusión

O¡

es inmediata porque-la solución gene
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que es nula o nunca nula. Para n>1: tomamos el

operador de orden. n-l:

m 'm -1

P i _ ¿-A 'o o [1- x hn-l — l ooo h o

Como H(x) verifica: HÜ)(X¡)_= 0, 1<i<k, 0<j<n , usamos

el lema 2 para obtener:

HEER : Pn_l (H)(E) = 0; un rápido cálculo mueí

tra que:

p í (H)()— d ( -1)'(A-A)""n-l X _ o mh a h l o oo- o

mn" Ah x
(Ah- Ah!) o I

de donde : d = 0.
hr l""h-l

Ahora, H(x) es solución de PMl = 0, y por la suposición
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H0)(x¡) = 0, 0<;j<rn, se aplica hipótesis inductiva para
concluir: H = 0.

Lema 4.

Dado a dx como en el lema 3. Sea g¡,..., gn una base

0; resulta no nulo el siguien. d

de soluc1ones para Pnlaï ]
te determinante:

gl(xl) 92(x1) 9n(xl)

91(x1) g;(x;) ... g;(x1)

gTáxl) éïáxl) ... ¿?;xl) '

glíxk) gzÉxk) ... gníxk)

áïgixk ) ázüíxk ) . . . <3(:“).(xk)

...; x son k puntos arbitrarios en m y

+ 1) = n.
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Demostración .

Suponer el determinante nulo equivale a afirmar:

2 d¡.g‘f’(xj) = o, 0<Q<nj, l<j<k, donde los c1i1:1

no son todos nulos.

Como H(x) = E dl . gl (x) es solución de la ecuación:1:1

d _Pn _ 0,

Hu) _ / .y además (xj) - 0, 0 ‘ R< nl., 1 <3 <k, sólo resta la

posibilidad H = 0, de lo contrario contradiríamos el .lema 3

del presente apartado. Como (gi )l es base,. se tienen di: 0,
1 <i< n, Contra lo supuesto.
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Así, comolo anunciamos, tenemos el clásico resultado de

interpolación:

Lema 6.

d d ‘") d ("-0
Dado P = + Cl a + ... + Cl.l,

con Pn(z) con todas sus raices reales. Dados los n+l

puntos de R2 :

k

): O<j<n¡, l<i<k, E (n¡+l) =n+1,1:1

entonces, existen únicas constante: c y función g : R +R,

de forma tal que:

P“ = C ga}(xi)= flfl'l 0<Q<n,

Demostración

La solución general de la ecuación:
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d o d _
a; Pn[dx 0'

n

es H(x) = 2 dl g_(x) + d . h(x), donde- ¡:1 l n+l

91,..., gn es base para el problema:

.d _
Pau-x] — o, y

h es solución particuLar de Pn[á%] = 1.

Ahora, gracias al lema 4, existen únicas constantes

cl, ..., cn+1 , que verifican:

amm.) = 5%, o<2< nl, 1<i<k.

Comoes claro: Pn[á%] (H) = dn+l , que resulta ser la cong
tante buscada.
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Además, esta constante puede ser calculada como el cociente

de determinantes:

gl(xl) ... gn(xl) f? gl(xl) ... gn(xl) h(xl)

90111)(x¡)'°' g(:l)(x1) fïl' g(|;')(x1)"' g(:l)(x1) h(nl)(x1)

gl(xk) .gn(xk) f 91(xk) . . g (x ) h<xk>

gíïküxk)... g(:9(xk) fzk g‘“f(xk) g(:')(xk)h(n9(>g()

Con relación a la unicidad de g y c, se tiene:

Pníáa] (g - g') = c - c', de hemos supuesto que

g' y c' cumplen el enunciado. Comola función g - g'

cumple las condiciones del lema 2 del apattado en curso,
se tiene:

0.m m m N m =
{É

ax CE
I

LQ
J: u
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Esto asegura que c = c'; ahora Pn[á%-](g - g') = 0

con lo cual, en virtud del lema 3 del presente párrafo, se

obtiene: g = g'.

Ahora, obtenemos el resultado que buscábamos:

Teorema l.

(n-l)
d

+ ... + Cn_l[ï]+ Cn,fila

(n)
- d _ d

Dado Pn [a ] - [ + Cl

con c¡EER y de polinomio característico de raíces reales.

Dados f : [a,b]-+ R continua y derivable n veces en

(a,b), y k puntos xl <x2<... <xk en (a,b), se tiene:

¡35€(x1, xk) : Pn [ái] (f)(€) = d , donde d es una exprg

sión que utiliza sólo, en cuanto a f se refiere, los valores:
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k

donde la familia {ni} verifica z n.= n+1-ki=l,...,k |

y viene fijada de antemano.

Demostración.

Dados ni: i = 1,..., k comoen la hipótesis, utilizamos

lema 5 del presente párrafo , sobre los puntos:

(xl, f“) (x¡)) , 0<j Sni ,_ l<i sk.

ASI, se tiene una función interpolante de esas condiciones: g,

que verifica

donde k fue calculada utilizando solo f(”(x¡) en lo que a
f se refiere.

Ahora usaremos lema 2 del apartado en curso, obteniendo
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35€(x1,xk) : P [——] (f-g)(€) = 0;

de aquí sale lo buscado.

3.2.1.2. El caso en que los coeficientes son funciones con
tínuas.

Si intentásemos generalizar el teorema del valor

medio para operadores dado en el apartado anterior, para el
d

caso en que Pn[aï] tiene la forma:

pero admitiendo raíces no reales para su polinomio caracteris
tico, llegaríamos a una traba insalvable en 1a extensión del

lema 2, 3.2.1.1.

nyón 41:33:61anlo .

(2)6-6 .. . = _
P2[aï] —[3; + 1, f. [6, 411+6] + R . f(x) cos x l.
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Se cumple f(0) = f(2n) = f(4fl) = 0, con lo cual la función

dato se anula en 3 puntos de su dominio, sin embargo:

d
Vg€(-6, 4n +6 ) : [ krü f + f (E) f 0.

Noobstante se pueden lograr generalizaciones, aún para opera

dores del tipo:

n d (i)
Z r¡(x) . Éï-] , con r. : [a,b] n-R contínua1:0 l

y rn(x) # 0, x€[a,b]. A esto nos dedicamos en el presea
te apartado.

Lemal. (factorización local).

Dadas Ri : (a,b) + R , i = l,..., n, continuas y dados el
operador:

y un punto x06 (a,b), entonces existen funciones rl,..., rn
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definidas en un entorno de xo, a valores reales, rl con

tinua, r2 , . . ., rn derivables, de forma tal que:

(n- 1) (n-z)

La igualdad que deseamos obtener se puede rescribir formal
mente:

Í — +
+ (r2+ r1r1+ rl+l) [dx]

+<r'1+ rlrn.1+ rn>[%]+ (r;+ rlrn- (*)

Para realizar la igualdad (*) es suficiente pedir:
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rl (x) + r2 (x) = Rl (x) .

r;(x) + rl(x). r2(x) + r3(x) = R2(x).

ri' (x) + rl (x) . ri (x) + ri+l(-x) = Ri (x) .

rr'l_l(x) + rl (x) . rn_l(x) + rn (x) = Rn_l(x) .

r;(x) + r¡(x). rn(x) = Rn(x).

Reemplazando rl = Rl -. r2 , resulta:

r;(x) = -r2(R¡-r2) - r3 + R2

r;(x) = -r3(R1-r2) - r4 + R3

r: (x) = -rl (Rl-rz) - ri+1 + Ri . (**)

r1(x)=R-r(R-r).n n n 12
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O sea, se tiene un sistema de n-l ecuaciones diferenciales

en n-l incógnitas: r2,..., r , del tipo:
l'l

1 .r - f¡(r2,..., rn,x), i=2,..., n, con f contínua

n_l
conjuntamente en todas sus variables, en R x(a,b) .

Por lo tanto en virtud del teorema de existencia de solu
ciones para este tipo de sistemas, tenemos:

dados Sz(xo),..., Sn(x0)€ R:

3V(xo) y r2,..., rn“ : V(xo)+R, V(xo)C(a,b), abierto:

(i) r¡(xo) = s¡(x°), i= 2,..., n.

(ii) se verifica el sistema (**), en v(x°).

Corolario 1. (Teoremade factorización local).

Dadao Pn comoantes; existen funciones



-l73

s ,..., sn : W(xo)-+ R : W(x0) es abierto en (a,b)

es i-l veces diferenciable, que verifican:Si

d _ ¿1 d
Pnía] — [dx + 5,] o °[a+ sn]

Demostración.

Fijando xo€(a,b), aplicamos el lema 1 del apartado presente
en forma reiterada obteniendo luego de n-l repeticiones, un

abierto W(xo) donde se verifica la descomposición.

Lema 2.

Dado P i = —d- + Q con Q ° [a b] —>R contínua1 dx dx ' ° ’ ’ y

dada f : [a,b]-> R contínua, y derivable en (a,b) , entonces:

H g E (a,b) :

b
dexl

b 1‘de
f ea dt
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Demostración. x ‘
- f oa f Qda

Tomamoslas funciones h(x) = f(x).el y g(X) = f e'

por el teorema del valor medio generalizado:

a ¿e (a,b) = 9121:212L h'(¿) = d .
9(b)-g(a) g'(¿)

Pero d = Pl[áí] (f)(¿), mientras que

bI th
- a

2121:213L f(b)'e fl -f(a) , teniéndose la igualdad
g(b)-g(a) b f od.

I e' dt
I

buscada.

Lema 3.

Dado un operador de la forma;
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r = [a,b]+ R, ri continua, ri es i-l veces derivable en (a,b).
Dada f =[a,b]+R contínua, n-derivable en (a,b), y dados

.a < x < x < ,_, < xk< b , k puntos en (a,b) sobre los

cuales f verifica:

f‘”(x¡) =o, 0<j<n¡, 1<i<k, 2 ni = n+l-k,

entonces se cumple:

l'l356m1, xk) z P [(1%] (f)(¿) = o.

Demostración.

Inmediata usando lema 2 e inducción en el orden del operg
dor.

Lema 4.
(n) (n -1)

d _ d d
Dado R‘(aï] — [dx + Ql[aï] + ... + Qn , donde
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q : [ a,b] -> R son continuas para todo i.

Entonces existe una constante 6> 0, que sólo depende de

P (á%] , de forma tal que cada vez que se tienenl'l .

f : [a,b]--> R contínua, n-derivable en (a,b), con la pro

. k

piedad f°)(x¡) = o, 0<j<n¡, 1<i<k, 2 ni = n+1-k,¡:1

con a <xl< xz<... < xk< b y xk - xl=<6 ¿ se puede afirmar:

3E€(x x)- p [i](f)(¿) = o.1' k o n dx

Demostración.

Tomamosen primera instancia una extensión contínua de Q¡,..., Qn

a un intervalo compacto [ a', b'] , de forma que a‘< a y

’M 'b

b'>'b. Llamamos Ql,..., Qn a dichas extensiones. Aplicamos
el teorema de factorización local para el operador:
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() 0'")
N d _ d “ dMa] - [a] +¿“[5] n,0?

para cada xo€(a' ,b') . Obtenemosasi, para cada punto, funcig

nes: r¡‘°: Vx(exo)-> R , que verifican:
o

'\¡ .d — i "o i "o
pn [dx] _ [dx+rl J [dx+rn] ,en Vx°(ex).

La familia de intervalos V ( e A forma un cubrimiento
"o x0|x. oelüb]

por abiertos, de [a,b] . Tomamos x;,..., x: de forma tal

que: V l(EN, V ¡(52), ..., V nur) es subcubrimiento fi! X X X I
o 0 o 0 O 0

nito. Ahora elegimos 6' : inf | V i (9%)0 V j (e ,-)| .i,j ‘o ‘o "o

Seleccionamos 6 : 0 < 6 < 5' , ahora si { xl , ..., xk} están

en las condiciones de la hipótesis, es fácil verificar que exis

te i : 1<i<h : {xl_,..., xk}CVx¡(ex,) . Como en
O 0
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(a,b)rfl V¡¡( Eun se tiene-la descomposición
0 0

¡d d i d J
Pnldx = [3; + r:°} o...o (a; + r2] (pues en (a,b),

N

Pn E Pn), se puede aplicar el lema 3 del presente parágrafo

para obtener, sin más, el enunciado.

ObserVación.

La extensión de ei a ai se toma para construir un radio de

factorización uniforme del operador a [ái] en (a,b).

La situación en que a [áá] tiene coeficientes constantes, y

en particular si Pn(o) tiene raices no reales, queda conteni
do en el resultado anterior.

Tomandoel caso particular:

(nd d d
mía] = [a] + P ' [a] +Q' donde P Y Q son
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constantes, la mejor información que arroja el teorema de

factorización local es un valor para 6 , inferior a:

ln/ (o - ¡nm/2,

por supuesto, positivo. Naturalmente hemos supuesto que

P2 - 4Q < 0, única situación atractiva.

Tenemosun resultado de interpolación semejante al dado en lema

5, 3.2.1.1., con restricciones en cuanto al alejamiento de los

puntos que se interpolan. Este resultado, bien conocido,se

obtiene comocorolario del lema 4, del párrafo en curso; comen
zamos COl'l3

Lema 5.

m)d _ d d
Dado Pn Ex] — Ex] + Ql[dx] + ... + Qn j con las Q_

continuas, definidas en [a,b] y a valores reales.

Si xo€(a,b), existe un intervalo V€(xo): si xl,..., xk

son puntos de él, y g es solución de Pn[g%] = O, con las
condiciones:
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k

g°’(x¡) = o, O<j<nl, 1<i<k, z nl = n-k,l=l

entonces g es idénticamente nula.

Demostración.

Aplicamos el teorema de factorización local a Pn[á%]' para
obtener:

V€(xo), intervalo centrado en xo , y

veces diferenciable, n? i >12

4%] =[%+rl] [endx n] , en V€(x°).

Tomamosuna base de soluciones 91,..., gh_¡ para 1a ecuación
homogénea:

¿“[áix]= [im] [gun]
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Extendemos {gl ,..., gn_l} a una base de soluciones de

pn = o g {gl,,.,, gn_l, gn} . Se tiene, por tanto

[adï+ r1] o Pn_l (gn) = 0, con lo cual:

l
.d _ -¡ r (0d!

Pn-l (gn) _ K. e E l '

donde E€V€(xo) y K es cierta constante real no nula.

Ahora, la función g de la hipótesis, se escribe:

g a 2 cí gi, cl constante, i = 1,..., n.

Como PPl tiene orden menor que n y g verifica:

k

ga)(x¡) =o, 0<j<n¡, 1<i<k, E n = n-k,
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por el lema 4 del parágrafo en curso, se tiene:

d
arue(xl,xk) : Pm4 [3;] (g)(n) = 0; esto asegura que

cn = 0. Comose puede comprobar, estamos en una situación
n-l

claramente inductiva, pues g = E cigi es solución de¡:1

d _ . . .. . u m
Pm4 a; - 0 y verifica tener nulidades : g (xi), que

son n. (en particular tiene n-l). Restarïa probar el caso

n = 1, pero es inmediato teniendo presente que la solución de

——+ Q = 0 es para c fijo en (a,b)=

X

-¡Qmwt
e Cd. de R.

Dejamosa cargo del lector la prueba del siguiente corolario:

Dado R,[——] en las condiciones del lema anterior; si
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xoe(a,b), entonces existe V€(xo) entorno abierto de xo:

si xl,...,'xk son puntos de V€(x0), es no nulo el determi
nante:

91(x1) gn(x¡)

nl) nl)

¿l (x1) g‘n (x1) k
Z Z ,con E n,= n-k.
- - ¡:1 '

gl(xk) ... gn(xk)

"9 "99‘, (xk) g‘ (xk)

Ahora tenemos las herramientas para probar:

Dado Pn[¿1] = [il] + Q ii] + ... + Qn , donde

Q : [a,b L+R continuas. Afirmamos que existe un múmero 6>0=
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- n+1-k, existen

entonces c constante y g á [a,b] * R, únicas con las

condiciones:

. d _ .
(l) R1[áï] (g) - c en (a,b)

(ii) ga)(x¡) = fi , 0<j<ni , 1<i<k.

Demostración.

1) Existencia:
ro (n-l)N d d d

Sean Pn[a';] = + 5¡[d—x + + 85,, y

Va (xL) el operador y el cubrimiento de [a,b]
xo I=l,-oo'h

respectivamente, definidos en la prueba del lema 4 del aparta
el númeroreal alli seleccionado.do presente, y sea 6

La solución general de
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m I

pníÁá] = K (K en R), es g = E Cigi + K-f r

'b

donde f es solución particular de Pn[á%] — 1; por lo tanto

dados xl,..., xk en las condiciones de la hipótesis, asegu

ramos la existencia de r:

..., xk } S V r(x3), y será suficiente comprobar
E fi

{x¡,

que no existen constantes no todas nulas cl,..., cn y K z

z cl. g“? (xj) + K.f“’(xj) = o, o< Q <n,.,1<j <k.¡:1

Supongamoslo contrario; en principio K # 0 de otra forma
n

2 cigi tendría n+1 "nulidades" lo

que asegura que E cigi = 0, osea cl- c2— ... —cn = 0 con

tra lo supuesto.

Por lo tanto las funciones:
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É 2 cl g. y -f , verifican :

. ,‘l {d
35€(Xl,kk) . Pn [

d .

-f¿ [a] (f)(€).NIH
M

__0 LQ

\——_/

m
ll

Esto lleva a una contradicción.

2) Unicidad: queda a cargo del lector.

Teorema 1.

Dado P [il] como antes; existe 5 >0:ndx

si f : [a,b]-* R contínua, y n-derivable en (a,b), y

dados xl< ... < xk en (a,b) : xk - x1 < 6 , entonces se

cumple:

d
Hn€(xl, xk) : gi[a;] (f)(n) = K, donde K es el

cociente de determinantes:
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91(xl) --- gn(x¡) f(x) g¡(x¡) ... gn(xl) h(&)

g“; (xl)... gti?mln"; (x) g‘s"(xp... g‘á"(xl)h":"’(xl)

9:(xk) g:(xk) f:xk) z g:(xk) g:(xk) h:(xk)

9°?" (xk)... 9‘12“(xk)f‘:"’ (xk) 9”?" (xk) . .. ¿'29 (xk)h":'9 (xk)

donde gl,..., gn es base de soluciones de Pn[á%] = O, y

h es solución particular de P (¿1] = l.n [dx

Demostración.

Basta empalmar los lemas 4 y 7 del apartado en curso.

Conel teorema l, 3.2.1.1. y el resultado anterior, que lo gene

raliza en el sentido ya comentado, hemos dado una respuesta com

pleta a los interrogantes planteados al comienzode 3.2.1.

Vamosa explicitar más el término "respuesta completa" que aca

bamosde citar. La no validez del resultado teorema 1, 2.3.1.2
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para puntos no "próximos" lo muestra el mismo ejemplo que

se citó en 3.2.1.2 :

Dada c constante real arbitraria, es siempre posible

construir g : [ -5, 4H +6 ]-* R :

d (
[3;] (g) + g = c en (-6, MI +6 ), con la condición

adicional : g(0) = g(2fl) = g(4fl) = 0.

Con esto se quiere significar que 1a terna (0,0), (2H,0) y

(4K,0) no permite opinar nada acerca del valor del operador

en un punto intermedio entre 0 y 4H , pues dicho valor

puede ser cualquiera!

Terminamoseste parágrafo mencionando una generalización, del

teorema del valor medio generalizado, para valores operadores
lineales:

(I'I-l)
DdoF-g— -¿Ü+R()i + +R(x) don

a n dx — dx l x dx "° n ’ —

de Ri z [ a,b] + R son continuas, entonces existe 5 >0

de forma tal que, si a< g < x2< ... < xk< b y xk -x¡< 6
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Y f; g [ alb]'* R continuas y

se cumple:

3 5€(a,b):
(n)

g(x¡) .. g ‘(x¡)

hhl(xl)... hl‘)(xl)
d

Pn [a] (f)(¿) . z ¡

hn(x1)... hï'l')(xl)

f(x1) f(n1)(x¡)

(no

[d hl(xl)... hl (xl)P"a] (g)(¿;).

hn(x¡)... hf,“r)(x,)

donde n , nkell z1'...
llM”

h }o o
l l'l

. g(xk)

n-derivables en

h1(xk)...

hn(xk)...

f(xk) ...

.h1(xk)...

hn(xk)...

(alb)l

' (xk).

h‘? (xk )

(nk)
h n (xk)

n)
f("(xk)

(nghl (xk)

h?) (xk)

son arbitrarias y
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En el caso para el cual R¡(x) = c¡, 1=<i< n, y el poling

mio Pn(p) tenga todas sus raices reales, el 6 asegurado
antes es + a .

3.2.2. Teoremadel valor medio para un par de operadores del

. _ + d _ fd‘“)+ "" rd)“Pda]- la) + una; 1
(n)- n-l (¡)- d _ d d

P" [a] ‘ [cl-x] * Ri‘x) LH]

En el caso de tenerse una función n-l Veces derivable y con

derivadas laterales n-ésimas, en (a,b), no es posible asegurar
la validez de los teoremas 1 de 3.2.1.1. y 3.2.1.2. ; sin

embargo, si en luegar de considerar un operador

1 d (u) n-l d (i)
Rr[dx] = [-—] + 2 R¡(x) {3;} , que puede no ser aplíi =0

cable a una función como la supuesta, consideramos un par de
operadores:



pOdemoslograr algún resultado que

3.2.1, y que nos serán útiles para

Lema 1.

Dada f : [a,bl+ R

do punto de

mos entonces que:

age(a,b) =

[5%] +

o bien

d ’ d
[a] (fue) < 045]

(a,b)¡
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extiende a los vistos en

el futuro de este trabajo.

contínua, con derivadas laterales en tg

Supongamos que f(a) = f(b) = 0, afirma

(f) (E)
(f)(g) < o <[f-x]

(f) (5)
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Demostración.

Siempre es posible hallar

f(¿) = máx
¡Elawl

f(x)

¿€(a.b):

o bien,

Dichopunto satisface la tesis.

Corolario l.

Si f : [ a,bl a'R

(a,b), entonces:

35€(a,b):

f(E) = mín¡thl f(x).

es'cOntInua, con derivadas laterales en

+ d f(b)-f(a) d
[3;] (f)(5)< -—s:5——-< [aï-] (f)(€)

o bien

- +d f(b)-f(a) d
[dx] (r) (a) < b_a < [cl-x] (f) (a).
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Demostración.

1

Tomamos h(x) = f(x) - ¿19%5g131(x-a)+f(aï , ¡(€[a,b] ,

y aplicamos el lema 1.

Corolario 2.

Si f y g : [ a,b]-* R son continuas, g derivable en(a,b),

f con derivadas laterales en (a,b), entonces existe ¿€(a,b):

[g(b)-g(a)1 .[adï] (f) (g)>[f(b)-f(a)1 [á] (g) (a) .>

d +
> [9(b)-g(a)3 [a] (f)(€)

o bien

x (que) >
E-J

d + d
[ 9(b)‘9(a)] Era (f)(E)> lf(b)’f(aH [3;

d _
>Í g(b)'9'(a)] (f) (E)

Demostración.
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Sea F(X) = [g(b)-g(a)] (f(x)-f(a))-(f(b)-f(a))[g(X)-g(b)J ;

se aplica corolario l obteniéndose lo buscado.

Lema 2.

Sea f : [a,b]»- R continua, con derivadas laterales en (a,b).

Dado el par de operadores:

+
+ d _ dP1 ’ + Q

P- i = i-+ Q donde O'Iab]+R escontï
1 dx dx ' ' ' ’

nua. Supongamosque f(a) = f(b)= 0;en estas condiciones, tene

- mos asegurado un a e (a,b):

+ d _ d .
P1 (fuí) < o < Pl (f)(€) , o_b1en:

- d + d
¿[5] (f)(¿) < o < pl [Tx] (tua).

Demostración.

Utilizar corolario 2 anterior, para el par de funciones:
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t andx
{ g {omar

f(t). e y { e dz.

Corolario 3.

Dados Pï[á%J y P_ Fi] como antes; dada f:[ a,b]-+R

contínua y con derivadas laterales en (a,b); entonces existe
€E(a,b):

b

dex
+ d > f(b).e' -f(a) — dPl (f)(€)1'fi? >Pl[H](f)(g)l

Ie‘
o bien

b

r .(de- d f(b).e" -f(a) \ + d
P (f)( ) > —--r—-—-—---r P [-—](f)( ).l 5;] 5 b Joa)“ 1 dx g

{ e‘ dt

Ahora estamos en condiciones de probar la generalización del

teorema 1, 3.2.1.1:

Teorema 1.

Dado un par de operadores del tipo:
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supongamos que el

, tiene todas sus raíces rea
1'

les; demos f : [a,b] -+ R contínua, n-l veces derivable

y con derivadas laterales n-ésimas:

(¡0+ (n)

[á%] (f) Y [á%] (f), en (ayb); demos k>‘2 puntos en

(a'b) 3 xl< X2<-o- < xk, donde f verifica:

f‘” (x,)
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En estas condiciones, existe un punto 5 E(a,b):'

¡{[adï] (f)<¿)> o _>¿[d-dí] (fue), o bien

- d -F d
¿[t-1;] (ng) > o > Pda] (f)(¿).

Demostración.

Sean M , ...,A las raices de Pn(p). Se tienen las des

composiciones:

En virtud de que k 2’2, se tiene:



-198

d d .[[ñ-Az]0...0[a-An]] = o, 1:1'2.

Ahora se usa el lema 2 del apartado presente sobre la función:

- A2] 0...0 -An]] (f) y el par de operadores:

Demos f: [a,b]-* R continua, con n-l derivadas en (a,b)

y derivable lateralmente su f("_l)en (a,b).

Tomemos k puntos; xl< x; ...< xk en (a,b) y calculamos

según el lema 5, 3.2.1.1 ¿ la función interpolante g y

la constante c:
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(g). cl = C -Y

Ren , 1<i<k, 2 n¡= n+1-k. [:1

En virtud del teorema anterior tenemos probado:

Corolario 4.

Existe ¿E (xl,xk)

¿[C-1%](f)(g)> c > ¿[a (f) (g) , o bien

arg] (fuga >c > ¿“[á] (ma) .

Creemosque es suficientemente claro que se pueden lograr resuí
tados semejentes al Teorema l y Corolario 4 anteriores para

un par de operadores:
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("H' k (n-l)d d
[a] +¿.Rl<x>ídx] Y

(n)- n d (n-l)
d] + E R (x) 5- , R. : [a,b] + R continuas._ . ¡ x 1 I

dx) I=1

De hecho, estos resultados serán de caracter local y se obtig
nen, básicamente, usando el teorema de factorización local de

3.2.1.2 y el lema 2 del párrafo en curso"

3.2.3. Aplicaciones a los Broblemas propuestos.

Consideremos el subconjunto de Dn[0,1]: L (R1),

definido al comienzo de 3.1 , donde RI es el operador dife

d (n) n d (I'I'Í)

renc1al: [ai] + Í R¡(x) ia; , R¡:[ 0,1}+ R continua,

l‘:i<IL
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Hagamos n+l observaciones sobre un dato fGEL(%), reparti

das en los puntos: xl < x <... < xk , todos en (0,1).

Supongamosque las observaciones satisfacen la restricción

b. dada al inicio de 3.1, es decir, son del tipo:

f(xl), f“’(x¡), f‘“?(xl)

f<xk), f‘”(xk), f‘“"(xk>

con E ní = n+1-k. Llamemos d a la constante que ase

gura el teorema 1, 3.2.1.1; entonces hemos probado, para

Rí = ci y Pn(p) de raices reales:

Teorema l.

Si d es positivo, entonces n(f)€ [ 0, le.

Si d es negativo, n(f)€3[x¡,1] ; por último si d es nulo,

n(f)€ [xv a].
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En caso de que alguna función Ri no sea constante, o bien

que Pn(p) tenga raices no reales, el teorema 1, de 3.2.1.2.
nos permite asegurar que:

Teorema 2.

Si xk - xl < 5 , entonces la relación entre el signo de la

constante d y la posición de n(f) es la misma que en

teorema l.

El teorema l nos permite asociar a cada estrategia de parti
cionado de [0,1] de orden n+l de decisión, un algoritmo de

búsqueda secuencial sobre L(Pn), Pn(p) de raices reales.

Supongamosque E(n+1,m¿Q) denota tal estrategia y A el allll

goritmo asociado, entonces la relación entre performances es:

sup | d; (f) - d: (f)| = va (E(n+1,m,9»
r€L(m) m lb'l]
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En lo anteriorhemos supuesto que Am está capacitado en
evaluar hasta la derivada de orden Q - 1 de sus datos. De

esta manera, observamosque el caso de estrategias de parti

cionado con peso unitario: En(k) corresponde a la resolu

ción del problema "localizar n(f)" teniendo comoúnico me
dio la evaluación de f.

De cualquier manera, los algoritmos obtenidos vía estra

tegias de particionado no agotan, de ningún modo, los algo

ritmos de búsqueda secuencial; esto ocurre pues, conceptual

mente, las estrategias sintetizan la mejor forma de explotar

una propiedad que localiza el punto notable, pero no se pue

de afirmar que no haya otras. Por lo tanto, lo único que se

puede asegurar en principio es:

(a) PL (n+1,m,2) > inf { sup ¡d;(f) - d:(f)|},
[o'd Aeáíi fELGn)

donde ¿ln denota la familia de algoritmos de búsqueda se

cuencial sobre L(Pn), con las consabidas restricciones.

Pasemosa detallar las aplicaciones de lo tratado en 3.2.2.
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n-l
Sea Hn , el subconjunto de funciones de D en ¡0,11 con

las propiedades siguientes: fEHn sii fED v f tiene
'(n) +

derivadas laterales n-ésimas en todo punto de [0,1]: f y
(n)

f , que son continuas a derecha e izquierda respectivamente

y que son coincidentes excepto a lo sumo en un número finito

de puntos.

Demosun par de operadores:

n-I ® +
+ d d.._ = Z _

Pn [ax] [dx] + [dx] y

n_l Í (l) (n)- d d d
P" [dx] ¡:0 C' (dx + [dx]

n-l . n
donde Pn(o) = E cl d + o tiene todas sus raíces rea

les. Consideremos, por último, la familia L(P:, P:) de funcig
nes:
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{fefin : Eln(f) : P:(f)(x)>0, P:(f)(x)>0 si x>n(f)

P:(f)(x) <0, P:(f)(x)< o si x<:n(f)} ,

ml-l
y la familia de algoritmos wm de búsqueda secuencial que

+ - .
operan sobre L(Pn, Pn), que hacen m observac1ones, y que

N n . .en el caso a , en lugar de evaluar la derlvada ené51made
m

. dfm+ d W ' . . .
un dato requleren a) y ; ahora una 1nmed1ataapl¿

cación del corolario 4, 3.2.2, nos muestra que, con la constan
te c allí definida, se tiene:

Teorema 2

Fijado Q> 1, natural, y dada fe L(P: , PZ), se cumple:

si xl< < x kE(0,1), evaluando:

(i) k
f (x¡), 0<j<n¡, 1<i<k, niáfi-l, 2 n¡=n+1-k
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y determinando c, entonces:

C > 0 + n(f) e (Orxk)1

0 A 0 + n(f) G (xl,l), y por último
c = 0 + n(f) G (xl,xk).

Ahora, al igual que lo hecho antes, cada estrategia de particig
ml-l

nado del tipo (n+1,m,2) genera un algoritmo en 8m , con una

relación entre performances exactamente igual al caso anterior,

lll

' "b

es decir, si E(n+l,m,2) denota una estrategia y A. el algo

ritmo asociado por el teorema 2, se verifica:

1 2

sup Idw (f) - dm (f)| = val (E(n+1,m,Q)).
+ ' A.“ Am [o 1 1feL(1'2)

ObServaciones

l. Igual que antes, se obtiene la desigualdad:
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Pfi (n+1,m,2) > inf sup Id;(f) - d:(f)l%.o 1 "'l-l —
' AEfim fEL(Pt,Pn)

De (*) y (**) se deduce que teniendo cotas inferiores

para los respectivos términos derechos de las desigualda

des, se tendrían acotaciones para PL (n+l,m,Q).
[0,1]

Resultan evidentes las relaciones:

9.- 1 2-1
_ + - n C

L(Pn) — L(Pn, pn) n D y Énï - 8m

1-1 N2.- 1
No es difícil verificar si l=<2< n que 8m — &

JL-l

Pese a que un algoritmo A en 8 está capacitado para

trabajar (o sea evaluar) sobre la clase .L(Rï), (y producir

un intervalo final [d;(f), d1(f)j , para cada dato fe L(Pn)

que contiene a nP(f)) es posible extender su aplicación
n

para funciones datos de la clase L(P:, P:). Esto es posible
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en virtud del siguiente argumento:

+ — . .Dada fe L(R1, 21), dados xl, ..., xM puntos arbitrarios

en (0,1) y suponiendo evaluadas:

. (l)

ff: f (xj), 0<j<ni<Q-l<n-l, l<i<M.

Entonces, existe giÉL(Pn) con las propiedades:

(1) gGle) = f: , 0<j<n,, 1<1<M.

npn(g)= npï'l’;

Esta propiedad, simple de verificar, permite asegurar que A

no puede "reconocer" a tal f como fuera de su dominio de

aplicación; además (ii) asegura que si A localiza a npÁg)

en [d;(g), d:(g)] , entonces localiza a n + (g) en

ese mismointervalo.

Es para la prueba de la propiedad anterior que se necesitan las
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características de la clase Hn definida antes.

5. La ventaja de tener la igualdad, implícita en 4.,

inf sup ldl(f)-d2(f)l = inf sur) !d'(f)-d2(f): .
9.-l A A m l_l + _ /\ ,-\

Aeam ¡€14n) AEÉm IEL(%fl¡)

para Q<rn es consecuencia de la técnica usada para lograr

cotas inferiores para el término derecho de la igualdad ante

rior, esto será desarrollado en el parágrafo próximo.

6. En el caso en que P ¿ï'n dx) tenga coeficientes, funciones

continuas, el resultado dado en teorema l de 3.2.1.2.

permite hacer consideraciones parecidas a las hechas antes.

La diferencia esencial está centrada en que de querer lo
d

calizar un cambio de signo para Pn[aï] (f), los puntos

seleccionados deben estar convenientemente próximos para re

finar la localización; esta situación obligaría a conectar
este problemacon estrategias de particionado con restricción
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en cuanto al alejamiento de los puntos que coloca. Por

razones fáciles de imaginar no exploraremos más en esta
dirección.

3.3. Teoremacentral de cotas inferiores para algoritmos que
hacen m observaciones sobre los datos.

El resultado principal de este apartado lo sintetiza el si
guiente:

Teorema 1

Dados m y 2 naturales, 1.<Q‘Sn + 1, se verifica con las

notaciones anteriores:

Inf sup Id1(f) - d2(f)l > —l ,
bn + _ A A (n+nAeg (EL (Pn,pn) S
m an-l

(¡1+!) (n.|-l)
donde S es la sucesión definida por recurrencia s¡ = 1,m

si l g 1€ n + l,
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(n+l) (n+l) (n+l)
= + i g oSm min S . Sm_(n+2_“ , Sl n+2 m

Demostración

Vamosa imponer una nueva restricción sobre los datos, por

motivos técnicos. En lugar de L(P:,P;) consideramos :

+ _ n '(I)+_ (n
Ll(P,P) = L(Pn,Pn)n{f€H : If |'<1, If {<1,

para 0‘<i < n } y probáremos el enunciado para esta subfamilia
de datos.

Procedemos por inducción en m.

Sea m : J A :
l'I'l

+ _ m n‘
rehunnn) su“

En primer lugar, probaremos que se puede determinar otro algorit

mo B , de tal forma que las primeras mïn(m,n+l) observaciones
l'“
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no dependan del dato que se tenga en curso, y además seguirá

valiendo:

sup Idl (f) - dz (ol < ;
Bm Bm (‘(rH’l) o'Emvtng) o“,

La construcción de Bm es así:

Aplicamos Am sobre el dato f y obtenemos el primer punto:
(n)

pl '. Ahora fi: = a2 (pl, f(pl), ..., f l(pl)); para indepen'

dizar esta elección usamos comodato:

(i)

donde ¿[3] (g )E o y g?)(p¡) = f (pl)[f—gl]-a dxll

para 0 <1 <nl, y aplicamos a2(xl,0, ..., 0) = pz.

El valor al , es un número real elegido convenientemente para
que :
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Vxe(o,1), all f“’(x) —g‘"(x) I < 1, o< i<n-1 y

i I
Vxe(0,1), al If“ (x) - g‘°(x>l<1.

Para determinar el próximo punto', tomamoscomo dato a la función:

d =
a2 [ (f-gl). al - 92] , donde Q2: Pn[a](gz) — 0

) . i
92ml) = o, 0<1< nl y gg)(p1) = allfalpz) - g(;)(p2)]

para 0 <i<n2 . La constante real a2 es tal que:

Ian2l (t“’(x) - g‘”(x)). al - gkan |<1, en (0,1)

si 0<i<n-l y

Ia2 mmm - g(")(X)).al - g‘fixn |<1, en (0,1).

Deesta manera: p]: a3(p1,0,..., 0, p,,0,..., 0) y al ser
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, l L

[f")(pl) - g‘inl )1 . al- gíïpl) = 0, 0< 1< n1, el dato es

consistente con la elección p2 anterior.

ASI seguimos hasta determinar el ültimó punto

' 0, --., 0 ), con

dato:

h = ak_1 . [aH [ ak_3[ a2[al (f(x)- 91(2)) - g2(x)]

9k-,'l - 9k_,] 9,,11 

donde gk_l verifica: Pn (gk_l) E 0 y

9:21.(pl) = 0, 0<j<1ï1i , 1<i<k - 2.

93.),(1'9k.l ) = ak_2 [ ak_3 [... a2[ al(fa)(pk_l) —¿INPHHJ _,

... -° gkoja(phl )] - gil: (pk_1)] para 0€ j <nk_l .
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La constante ak_l se elige como siempre.

Hay que observar que hemos supuesto, para abreviar,que se
verifica:

en otro caso, el punto HCno es independiente de la función da

to, pero al ser Z (n¡+ 1)2=n+1 habríamos determinado k-l
1-1

puntos con n+l informaciones que se toman en ellos sin importar
la función en curso.

El lector podrá comprobar que todo lo hecho vale para el caso en

el cual mín (n+1,m) = n+1; basta interrumpir el proceso anterior

en el último punto que elija Am, teniéndose para esta situación:

k-l
2 (n¡+ l) = m ; otra observación a la construcción ante¡:1

rior es que se ha supuesto nl< n, de lo contrario en pl, que
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es independiente de los datos, ya que se tendrían las n+l
informaciones localizadas.

El algoritmo Bln se continúa entonces haciendo trabajar a

Am sobre el dato h(x), y así para cualquier

fe L¡(P:, P;). En rigor, sólo podemosasegurar que Bmhace

a lo más m observaciones, pero-esto no modifica en absolu

to nuestros posteriores razonamientos. Por último, observan

do que:

d _ d

- d _ - d5 [a] _ p“ [a] (f),

donde ko es constante, se tiene_que:
i

n(f) = n(h) e l d‘(h), d2(h)1=[ dl(f), d2(f)] .
Am A¡'n Bm Bm

bn
De esto último se desprende que Bm E 8m y
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"—— (AA).(n‘l)sup Id;(f) - d;(f)l <
fe L1(P: ’ Pg) "1+,

En el caso 0<In< n, el teorema de interpelación dado en

3.2.1.1, consecuencia del lema 4, permite llegar a un absurdo

con (AA).

Podemossuponer que m2n+1. En virtud de la iefinici-n de

0%!) n+2 '
, existe un Indice i : l <i< [jïdm+1

(n+1) (“H (n+1)
= + S

“+1 rn-l+l nF(n+2-i)+l

Supongamosordenados los k puntos inciales que ubica

B : ph < ph+l , h = l,..., k-l; sea 20 e; mínimo de

2,

2: 2 n, 2 i , se da, entonces, una de las siguientes
i=l

alternativas:
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(n+1): (n-I-l)
95 Sm-( n+2-¡ )+1 k+1 Sm_¡+¡

E xh > ———— ó E x > —— ,
h=1 801+!) h=20+| h 01+”

rn+l nH-l

= - < ' - = = —con xh ph ph_l, l<íh\‘k, xl a, xk+l 1 pk.

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que vale:

l (n+l)
o +2 ')+1m-(n 'xG= E xh > —

h=l (n+l)
S
rn+l

Vamosa construir, para todo €> 0 convenientemente chico, un

. E _ —'
algoritmo Am_(n+2_l) , que hace no más de m (n+2 1) evalug

ciones de datos y derivadas.
«¡l-l

Además, AE e 8 , y sus datos seránm-(I1+3-|) m-(n+2-¡)

L¡(Qn+, Qu.) , para un par de operadores:
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_ (¡0+

Q d = a “2‘ 1' ¿"h 1 g
n dx ‘ ¡:0 o. dx e" ' dx y

(I) (n)
n-l d

' d — 2 ii d i [

Dada f6 L¡(Q:, Q;), tomamos E", definida como:
' í

Ï'(x)= a. f, 'si 0<x<0-e

Ï(x) = a. f a(x) + y(x), si e-e <x<o .

ghz) = y(x), si o<x<l.

Los parámetros auxiliares son:

y: [e-e,1] ->R : {lá} (y) = % en [e -e, 1]
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|y°’(x)|<1, si xEIG-e, 11 y 0<i<n ,

Ya)(9'€) = 0, 0 <1 <n - 1.

n . . . .a - [o-e, o] —>R, es C en su domlnlo y verlflca:

(¡(6-5) = 1, cake-E) = o, 1<i <n

a“’(e) = o, 0<i_<n.

El númeroreal a, está elegido para que:

(1) a . lp [á] [f[%] .a(x)]| <%—

a.mms q
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¿un “(n)
|f | <1, If | <1, en [0,1].

'\IfEH"; por otra parte, si 0<x<o -e:Es fácil verificar que

+ d N _ + d xPn (f)(x)- Qn Y

- d "' _ - d x
Pll (f)(X) .- Qn (f)[6]

'b

Con lo cual, si nQ(f) e [ , 1 - entonces r},(.f)E(o,e-e);n

nQn(f) > 1 - 5 entoncesde lo contrario, si o

dxal) mm <0yo:[si] [au

x6 (0, e- e ), con lo cual:
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p: [(1%](h < o, p; {á} (h<o si xe(o,o-e)

N

Entonces, nP(f) = o —€ .
n

En cualquier situación hemosverificado:

Ne + _f L1(Pn , Pn) Y

n (f)
Pn e_ _ < _

nQn(f) e e (AAA)

Por lo cual, aplicando Bm sobre É, se hacen a lo más,

m-(n+2-i) observaciones sobre el fato f, y se verifica, en

virtud de (AAA):

l 2

Id} (f) - a: (f)| < mama?) - d°”(g)l+ 2-5o lm—(n+2-t) nr@+2-¡) 0
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teniendo presente la suposición hecha sobre Bm, se logra:

¡(31‘e(f) -d,Ïe(f) ¡<l. —1—-K +-Z—Ï,
Am-(n+2--¡) l"¡-("+2-i) o (“4”) 9

m+l J

con K >0 independiente de e . Elijiendo e > 0 convenien

te, se logra un algoritmo de performance menor que

-lm+n

[0. S 1 , como todavia:m+l

_;_ g_1_ ,
(n+1) (n+l)

0' m+1 Sr"-(n+2-l)+l

sertiene una afirmación del tipo de (A) con m-(n+2—i)obser
vaciones.

Un razonamiento completamente similar permite tratar el caso:

k (n+l)
.21 x > I'll-l +1

h=lo+l h ' 801+!)
m+l
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Observaciones

n, P;), hemos probado la desigual

dmh Vm>l, VE - 1<2<n4—1

1 2 1- > —————

Irelfcsqfl { sup ldAm dAm(f) I } S(n+1) .
Am ‘h r6 L (PLPÜ m.“

2. Teniendo presente la observación hecha en 5. de 3.2.3.,

hemos probado para 1.<9 < n:

2
Inf s sup Id1 (f) - d (al! > 1

2-1 l Am Am } (n+l)
Am E 8m {ELÚ’J sm“

3.3.1. Conclusiones sobre el problema 3.1.a.

Recordando que en el capítulo 2 nos dedicamos a calcular

las performances límite para estrategias del tipo (n,n+k-1,1),
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y teniendo presente que para los casos en que el orden de de

cisión sea impar, o en el caso de que su valor sea 2 o bien

4, hemos comprobado que PLn(k) = con m = n+k-l,_GT_ '
sm+l

resulta entonces que:

* l — 2 '= ;
( ) ínf sup IdAáf) dAff)I (“+l) .

Aegn r€L(%) Sm+l

para ios casos en que el orden del operador: n sea par o bien

en los casos n=l y n=3.

Qeniendopresente nuestra conjetura para las performances

¿imites en ios Casos restantes, seria razonable conjeturar, por

ggpgrgdo, ia iggaidad (*), aún para los casos en que el orden

és; ways??? sea ¿mpar Y maYor que 3

3,372, Resolución de los problemas de particionado con pesos
arbitrarios.

El resultado obtenido en 3.3. permite dar una acotación
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para la performance limite de las estrategias de particionado

de pesos no necesariamente unitarios. Si 1.< Q< n + 1,

n16 N* , entonces:

PH (n,m,9) 2 ——L——; pero teniendo presente la desi0, l l (n) _S
m+l

gualdad:

PLlo'l] (n,m,l) > PLloll](n,m,SZ),

conjuntamente con el resultado obtenido para las performances

límite en el caso n impar, o n = 2, y n = 4, se tiene:

PLBWÜ(n,m,2) = ; para dichos valores de n.

El resultado no debe sorprender pues las estrategias con pesos,

no son más que estrategias de particionado comunes en las que se

admite "superposición" de puntos; por lo tanto no debe ser fi
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ficultoso probar:

PL (nImIQ) = PI-[o 11(nlmll) (**)[or 1]

La diferencia entre las estrategias de particionado de pe

sos unitarios y las que no lo son radica en el hecho de que es

tas últimas logran realizar algunas performances que para las

primeras no eran alcanzables simo comolímite de estrategias.

Por ejemplo, para el caso 9 = n + 1, todos los valores son

realizables pues no está restringida la cantidad de puntos

que pueden superponerse. De cualquier forma, nuestra conjetu
ra aseguraría la igualdad (**), aunque sería interesante en

sayar la técnica sugerida antes para su prueba.
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SIV. Conclúsiones.

4.1. Enfoque geométrico de la resolución de los problemas de

de particionado._ Posibles generalizaciones.

La resolución de los problemas de particionado de un segmen

to, con pesos unitarios, expuesta en el capítulo 2, puede es

quematizarse asi:

es transformación lineal para

. n
l <1 <n - l. Entonces dado un convexo Q en R , definimos

Ak, con k >1, recursivamente:

A1 = Q , definidos A A¡I "'I kr

Ak+l= u (T¡(Ak) x n)r1(n x Tj(Ak)).
i,j

El problema consiste en determinar la sucesión
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Para el caso de los problemas que hemos estudiado, 52 es un

polítopo y los Aksubsiguientes son uniones de polítopos;

por otra parte Ti se define q (xl,...,xn) = (xl,..., x¡_(

xi + xi+l,..., xn).

Sería interesante explorar más en el problema general co

menzando, por ejemplo, con Si como un polítopo en el octan

te positivo (i.e. en (R_0)") y simétrico y con (T.)" l1<i<n‘l

como señalamos en el capítulo 2.

En otro orden de cosas, seria interesante dar respuesta a

los siguientes problemas:

l. Calcular una función o : Rn + N , que realize lo siguien
te:

dado (xl,..., xn) : xi;>0, i = 1,..., n; el número

p(x1,..., x") tiene la propiedad de ser el primer Indice
natural k, para el cual:

(xl,..., xn)EAk
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2. Enfocar el problema de particionado desde el punto de vis

ta de quien decide qué intervalo extremo descartar ante

cada instancia en que ello-ocurra. Se trataría así, de

obtener estrategias para este "jugador", que realicen no

menosde p(x¡,..., xn) "jugadas", para cualquier posi

ción inicial (xl,..., xn), con el objeto de arrivar a

un segmento final de longitud no mayor que uno.

3. Dadauna estrategia de particionado de pesos unitarios,

consideremos en cada nodo terminal 0 , su segmento base

(¿9, ¿o ); sean ¿o <...<7® , los puntos elegidos ante
l - ¡ri-1 2 Sn _

riormente que hayan quedado en (¿?,%fi ). Redefiniendo

el valor de tal estrategia como:

(*) máx{g (592-51€! --°IEÏ+I '
O

donde g es una función convexadada de antemano, se plantea el

problema de hallar el minimo k tal que exista una estrategia

de profundidad k de valor no mayor que e prefijado.
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Es posible que la solución de este problema lleve, como

antes, a consideraciones del tipo de las establecidas al

comienzodel presente paragrafo.

De todas meneras, sería interesante explorar algún métg
do para calcular el óptimo del problema:

lIM’ lxi] , sujeto a (xl,..., xnle Rk
máx ) [i(5,...,x,.

donde mk es análogamente a lo hecho en este trabajo, la re

gión de Rn donde la fórmula de residuos límite del nivel k'

es no mayor que uno, teniendo presente el nuevo valor de las

estrategias dada por la fórmula (*). Estas generalizaciones

incluyen el problema de localización de puntos notables con

algoritmos de evaluación paralela, tarea desarrollada en un

trabajo próximo.

4.2. Conjeturas centrales en los problemas abiertos.

Dejamosenunciados en este párrafo las conjeturas que esta

blecimos para los problemas pendientes:

I. Dados m y n naturales, n par, mayor que 4, entonces:
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-1
(n)

P.L._ (n,m,1) = Sm+l , donde
[EM

(n'l

Sn; = 1, 1<m<n

(n) .
(n) _ m)

Srn — min [SWJ + Sm_(n+¡_n] , m>n+l .
1<j<|;'1;:__']

Una c'onjetura más débil es, para n+1 par y mayor que 4.;

Inf sup |d'(f) - d’(f)| = ;
A f L P

8m m+—1

n G)d
donde P|1 = 2 cl : Pn(p) tiené todas sus raicesl=0

=, e . ' .
reales, L(Pn) f DIO,” . .[n(f) .
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Pn(f)(x)>>0, x > n(f) y Pn(f)(x)<20 si x < n(f)}

O

3m la familia de algoritmos que hacen m evaluaciones de

las funciones datos y n(f) E (d;(f), d:(f)) para toda

f€L(Pn), donde (d;(f), d:(f)) es un intervalo producido

para cada dato f, por cada algoritmo A en 8m.
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APENDICE I: SIMPLIFICACION DE FORMULAS.

Supongamosdadas expresiones Ei de la forma:

Nuestro problema es determinar la validez de la afirmación:

Ekh(x1,..., xn) < máx {Eí(xl,..., xn)}(Vx1,..., xn>0),
¡<1 <k

mediante un procedimiento que permita reducir el problema al

tratamiento de uno de programación lineal.

Unaconsecuencia directa es el siguiente:

Lema 1.

Dadas Bi, i = 1,..., k + 1 como antes, y denotando con A

a la matriz (ai) , resultan equivalentes:i=l,...,n
J=l,...,n

(i) (Vxl,..., x“? 0) EbH(xl,..., xn)< máx ‘Ei(fi ,..., x )}
1<i <k
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(ii) 3

está contenido en

“¡,..., An)e n“
>0 : A . (A1,...,An)T < (1,..., 1)

n

30' ,..., An)e R>o

Ahora, es fácil verificar que

siguiente afirmación:

(iii) La solución óptima: e , del siguiente problema de

A1 1
A . Z < I

An 1

4 A¡,..., An>0

n l

e: máx 2 Al WHIl=l
L

verifica 0 < 1.

(ii) es equivalente a la

P.L.:
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Utilizaremos esta equivalencia obtenida: (i) <—>(iii) pa

ra el problema de simplificar fórmulas de máximosdiscretos.

Dadas A y B matrices triangulares superiores de coeficien

res p081thOS (añ )¡<¡<n y (bÜ)1<i<n
i<i i<i

B con las propiedades

2., 3. y 4 del parágrafo 2.2.5.4., y denotando MAy bg
a sus máximos asociados

j 1

M = máx í E x ] ——— ,
A kl<i<j<n k=l ali

’ 1
MB = máx 2 xk —b— ; entonces se cumple:l<i<j<n k=l ii

MA < MB si y sólo s1 V1,3 : b” < au

(+) Tomamos1<io <jo<n fijos; por la suposición:

a . 2 xk < MB(x) , y por lo tanto, en virtud de la
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equivalencia mencionada, llamando

K = {x : M 00 < 1} , se verifica:

h
o = máx ’ 1 2 xk l S 1.

¡GK l ¡ojo k=lo ’

Pero por las propiedades de la matriz B 

(ver lema l, 2.2.5.4)

La otra implicación es inmediata.

Para cerrar este apéndice, digamos que dadas tres matrices A,

B, C con las propiedades 2.,3. y 4. del parágrafo 2.2.5.4,

la simplificación de a pares puede no ser efectiva; es decir, no

es dificil construir un ejemplo de tres matrices en tales condi
ciones y con las características:
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MA < min {MB , MC} y A, B, C incomparables de

a pares. Puede ser fructífero desarrollar un algoritmo

eficiente para simplificaciones de este tipo.
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INFCRIE SOBRE EL TRABAJO DE TESIS DOCTCRAL DEL LICENCIADO

Jorge Luciano Claudio Sanz a

"ESTRATEGIAS DE PARTICIONADO DE UN SEGEENTC Y SU APLICACION A LA

LOCALIZACION DBL CERO DE UNA ECUACION QUE lNVOLUCRA A UNA FUNCION

Y SUS DERIVADAS".

Inicialmente senstablece la conexión entre dos problemas bien
conocidos:

(l) Calcular el mínimonúmero de evaluaciones de los datos, necesa
rios para que un algoritmo localice la raíz: g(f), con aproximación
Q , de toda función continua f, definida en (a,b), con la prOpie—

dad f(a).f(b) é o .
(2) Igual que en (1) , pero sustituyendo la clase de funciones por
las funciones continuas unimodalss en (a,b), y tomandocomog(f)
aquel punto que reaíiza el máximode f .

La conexión realizada tiene dos direccionesx

(a) Características comunesdel planteo de (l) y (2).
(b) Caracteristicas comunesen la resolución de ambosproblemas.
Tanto (a) como(b) llevan al planteo de problemas que no constan
comotratados ni planteados precedentemente:
(a') Dadoel operador lineal diferencial:

d d (n) d (n-l)
Pn(-aí—) = (-aí') t 01(f)(-3;-) + -°- + °n(1) 9

donde ci(x): (a,b) ———.'m.,es continua, y considerando la fami
lia de funciones:

L(Pn) = {f €.Cn(a,b) z existe g(f) z
Pn<-¿‘_;-)<r)(x> > o . si x > gm
Pn(-33-)(r)(x) L o , si x ¿ gm } ,

y por último, denotando QMa la clase de algoritmos de búSqueda se
cuencial del punto notable g(f), que hacen Mevaluaciones sobre los

datos: L(Pn), y llamando (di(f) , dÏ(f)) al intervalo donde el al
goritmo A localiza g(f), se puede enunciar entonces un problema
que generaliza directamente (l) y (2) a

Calcular H; = Inf sup ( dÏ(f) - dí(f) )
AeQMfeL(Pn)

para todo natural M.
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Se ha probado en primera instancia ue 1, é —-} - donde
q u SÏH+1) ’

M

sák) sïmín;_gtl_ ( s(ïzj + s(
2

k) . ) .
¿53 M-(k+1)+3

s(:) = 1 , si o s M é k-l .

La posibilidad de progresar en la localización de ¿(r), para f en

L(Pn), con 1a herramienta de evaluar f en los puntos de su dominio,
ha llevado a la demostración de un resultado que generaliza el co
nocido teorema del valor medio del cálculo diferencial:

Dado Pn(-áÉ7) Operador diferencial comoen ( ¿l ), entonces:
existe w > 0 x

L 4 _ ¿ ¿ _ édados a xl zz ... xk b s xk xl w ,

dados f e Cn y los valores:

r(3)(xi) , o é J e ni , 1 e i s k ,

donde ni son erbitrarios, con la única condición z

resulta que existe un 3 en ( xl, xk ) de forma tal que z ( &2 )
d _ ' (n n .

Pn(—¿¡-)(r)(s)= E(x1,...,xk,r(xl)....,r 1)(x1>....,xk,r(xk),...,rí Monk).

donde E es una expresión donde no interviene, en cuanto a f se refiere,
más que los valores destacados.

En el caso en que ci es constante y Pn(r) , el polinomio caracteris
tico, tiene todas sus raíces reales, resulta ser w = +(D .

(b') El punto (b) destacado anteriormente, lleva a la noción de estra
tegia de particionado de un segmento. Estas son , escencialmente, un
juego de dos jugadores, de objetivos contrapuestos , que dependen de
tres parámetros ( n, m, 1 ). Su vinculación con el problema (a') es
que cada estrategia de particionado genera un algoritmo de búsQueda s9
cuencial, y que las estrategias óptimas generan las_algoritmos que me
jor explotan la propiedad que permite progresar la localización, dada
en ( &2 ).



Se ka desa:rollaóo un programa de computadora que encuentra las estra
tegias óptimas, y se ha intentado caracterizar el valor de dichas es

. 1 . , . . .trategias x -- — , en forra recur51va, logranoose el Siguiente re(n)r
m

sultado:
Si n es impar, 6 Si n es 2 ó 4, se tiene:

n n
r( ) = S( ) nara todo natural m . ( &3 )m m s i

Quedaplanteada la conjetura de la igualdad ( &3 ), para los casos reg
tantes.
Teniendo presente que, por otra parte, se ha logrado probar:

n l
Bm = 11311) , para todo m natural,

m

se concluye qpe, para los mencionados casos de valores de n + 1 8
i) impar

ii) 26bien 4 ,
. .h l 

vale la igualdad z h = -——-- , para todo valor m .
m s(n+l) ,

m

En el caso n + l = 2 , Síz) es la célebre sucesión de Fibonacci, y el
resultado para este caso, es la conocida resolución del problema (2).

La metodologiautilizada para calcular las estrategias óptimas, sirve
para a
1°) Dar algoritmos razonables que solucionen el problema de localizaL
ción ¿e g(f) en la versión más general del problema planteada en este
trabajo.
2°) Dar un valor que sea pcstulable comoperformance óptima de la fan;
lia de algoritmos que hacen M observaciones sobre sus datos, y que

localizan el punto notable para todas las funciones de la clase L(Pn).
Actualmente, esta metodología está dando notables frutos en la reso
lución del problema planteado en (a'), donde la herramienta es: algo

ritmos de búsquedaparalela. íí;/27

Ing. Hugo Ryckeboer
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