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INTRODUCCION

En 1936, Blaschke y Haimovici introdujeron el concepto de medir

geodésicas (ver Santaló [15]), definiendo localmente una 2-for

ma diferencial que denotaremos con m y mostrando que ella saF

tisface ciertas propiedades de invariancia; dando lugar a par

tir de entonces, a numerosos trabajos en Geometría Integral
(ver Santaló [19]). El objeto del capitulo I es mostrar, que

exigiendo ciertas condiciones al flujo geodésico de una varie

dad de Riemann M completa, puede introducirse de manera natural

una estructura diferenciable en el conjunto de geodésicas orien
tadas E y no orientadas G y además, un elemento de volumen sobre

el primero y otro en valor absoluto sobre el segundo (deducido

del anterior), que inducen medidas invariantes por el grupo de

isometrias de H que actúa sobre É y G. La vinculación entre la

forma mr y los elementos de volumen que se construyen intrinsecg
mente, surge de acuerdo a nuestro enfoque; al ouerer computar la

expresión local de dichos volumenes vía sistemas de coordenadas

inducidas por familias de curvas geodésicas. A tal efecto, mos

tramos que w satisface una invariancia adicional a las consideF

radas clásicamente, que es la de ser invariante por velocidades.

Dicha invariancia permite expresar localmente los elementos de

volumen en términos de mr, al considerar familias de curvas geg
désicas no necesariamente parametrizadas por su longitud de arco.

Dadoque el Spray geodésico restringido al fibrado unitario tan
gente T H define una foliación sobre dicho fibrado, en la sección1

1.1 y hasta el corolario 1.5 inclusive, se describe la estructu
ra diferenciable del espacio de órbitas supuesto que la foliación

es regular; en cuyo caso decimos que el flujo geodésico o restrin

.gido a T1Mes regular. Denominando a o Hausdorff si el espacio de
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órbitas lo es, la sección se concluye mostrando en éste caso,

la existencia de ciertas cartas de T1Mque denominamoscartas
regulares separadas y que servirán en la sección 1.2, para de

finir cartas en el conjunto de geodésicas no orientadas.

En la Sección 1.2 se construyen los conjuntos E y G de tal modo,

que una geodésica represente la imagen descripta por una curva

geodésica globalmente definida y no constante. ComoE se identi

fica por construcción al espacio de órbitas, si o es regular,

se copia la estructura diferenciable de este último en E. Supo

niendo además que o sea Hausdorff, se introduce (lema 2.3 y teo

rema 2.a) una estructura diferenciable en G, de modo que la pro

yección natural de E a G resulte un difeomorfismo local. Se da

también una condición suficiente para que una familia de curvas

geodésicas induzca un sistema de coordenadas en E o G (proposi

ción 2.2 y 2.5). La proposición 2.6 muestra que si una familia

de curvas geodésicas induce un sistema de coordenadas en G, tam
tién lo induce en E.

La sección 1.3 es independiente de las anteriores y está-desti

nada a vincular la forma u)Pcon la 2-forma simpléctica w defini
da sobre el fibrado tangente TM. Los resultados hasta el lema

3.5 inclusive son conocidos y muestran, como la métrica define

un sistema Hamiltoniano sobre TM, cuyo campo vectorial Hamilto

niano es el Spray geodésico. Definiendo mr intrínsecamente (ei
presión (1H)), se muestra que es invariante por el flujo geodí
sico (lema 3.6) y por velocidades (proposición 3.8). El lema

3.6 puede ser considerado comouna nueva demostración de la clá

sica invariancia II que satisface mr. La sección se concluye,
describiendo el elemento de volumen de TMy la densidad Cinemá

tica en términos de m, con el objeto de probar un resultado (ls

ma 3.10) no sé si conocido, que se aplicará en la sección 1."

(teorema H.3) y en la sección 1.6 (teorema 6.8).
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Utilizando las propiedades de w respecto al Spray geodésico, en

la sección 1.“ se introduce suponiendo que o sea regular, una

2-forma sobre el espacio de órbitas (proposición H.1), que re

presentada sobre E la denotamos con da y denominamos, la densi
dad de geodésicas orientadas. Multiplicando exteriormente dicha

densidad n-1 veces por si misma, donde n es la dimensión de H,

se prueba que la 2n-2 forma ¿En'1 no se anula en ningún punto

(teorema u.3); con lo cual se asegura que dicha forma es efecti

vamente un elemento de volumen para . Utilizando el hecho queE

si o es Hausdorff, la proyección de E a G es un difeomorfismo

local, se define sobre G una 2-forma en valor absoluto IdGI

(teorema H.S), que denominamos la densidad de geodésicas no

orientadas. La proposición “.2 y el corolario “.6, muestran

comocalcular las densidades definidas, utilizando m via famiF

lias de curvas geodésicas.

En la sección 1.5, se introduce de manera usual una integral pg
sitiva sobre E y G, utilizando los elementos de volumen obteni

dos en la sección anterior y se muestra, que son invariantes

por el grupo de isometrias de M que actúa sobre ambos conjuntos

(proposición 5.3 y teorema 5.“).

En la sección 1.6, mostramos que si M es además de completa,

siwplemente conexa y sin puntos focales, entonces el flujo geo

désico es regular y Hausdorff y considerando sobre E la estrug

tura diferenciable introducida en la sección 1.2, E resulta di
feomorfo al fibrado tangente a una esfera (teorema 6.8). Se 02

tiene además, la expresión global de dan-1 en términos de los

camposde Jacobi (corolario 6.9). Los resultados comoasi tam

bién las expresiones que se deducen y numeramos hasta la propg

sición 6.u (exclusive) son conocidos. Los resultados a partir

de dicha proposición no sé si son conocidos y se aplican en la

demostración del teorema 6.8 y el corolario que le sigue.
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En el capítulo II, se estudian las horoesferas de una variedad

Riemanniana H con las condiciones de la sección 1.6, bajo dos

puntos de vista. La primera considerandolas comohipersuperfi

cies de clase C2 y la segunda, interpretandolas comoelementos

de Un conjunto, en el cual se trata de ver si es posible intro
ducir una estructura diferenciable y un elemento de volumen que

sea invariante por el grupo de isometrias de M; como situación

análoga al caso geodésicas.

De acuerdo al primer punto de vista, en la sección 2.1 se esti
man las curvaturas seccionales de la horoesferas (curvatura

geodésica si son horociclos) respecto a las de M(teorema 1.7).

Si H es una horoesfera, como RxHse identifica homeomorficamente

a Mpor una congruencia normal de la hipersuperficie H, y dicha

aplicación es de clase C1 (ver teorema Pág. 6h de [u]), mostramos

que RxHes Ci-difeomorfo a M (proposición 1.2), computando su

función inversa. Comoun hecho curioso que marca un contraste

entre el comportamiento de los hiperplanos de un espacio eucli

deano con las horoesferas de un espacio hiperbólico de curvatu

ra seccional constante negativa, en la sección 2.2 mostramos,

que si H tiene curvatura seccional constante negativa y es de

dimensión (i 3), la intersección no vacia de una horoesfera con

un hiperplano (subvariedad geodésica) es una horoesfera de dicho

hiperplano, si y sólo si las normales a la horoesfera dada, son

tangentes al hiperplano (teorema 2.1).

Respecto al segundo punto de vista, en la sección 2.1 construi

mos el conjunto de las horoesferas y mostramos como puede parame

trizarse dicho conjunto, elegiendo un punto de la variedad (pro

posición 1.8). En la misma sección se ilustra, comodichas para
metrizaciones inducen sobre el conjunto de las horoesferas, una

estructura diferenciable y un elemento de volumen invariante en

valor absoluto por el grupo de isometrias de H, cuando H es el



espacio euclideano (ejemplo 1) y Mes el espacio hiperbólico
de curvatura constante negativa (ejemplo 2). Se concluye la

sección, mostrando (ejemplo 3) que los ejemplos anteriores no

son generalizables si la curvatura es variable, por cuanto la

estructura diferenciable obtenida sobre el conjunto de heroes
feras al parametrizarlo respecto a un punto, puede depender de
la elección del mismo. La sección 2.3 está destinada a demos- .

trar el (ejemplo 2), con lo cual se generaliza a cualquier di
menSión, la expresión de la densidad de horoesferas obtenido

por Santaló en [16] y [17].

En [18], Santaló y Yañez estudian el limite de cocientes E,

donde L denota el perímetro y F el área de convex0s que se ex

panden al infinito en el plano hiperbólico; con el objeto de

obtener valores medios para regiones formadas por la interseg
ción de rectas dadas al azar con los convexos dados. Debido al

uso de dichos cocientes, en el capitulo III aplicamos los teo

remas conocidos de comparación de campos de Jacobi (proposic‘ón

1." y 1.5) de la sección 2.1, para obtener cotas del valor %
en superficies de Hadamard (teorema 2.1) de la sección 3.2. DE

do que las cotas se obtienen eligiendo un punto de la superfi

cie, la proposición 2.2 de la misma sección, muestra que si se

considera una familia de convexos que se expande al infinito,

en el limite dichas cotas no dependen del punto elegido. Se con

cluye la sección, mostrando un resultado probado en [18], en el

cual la desigualdad isoperimétrica de las superficies de curva
tura constante, es sustituido por las desigualdades obtenidas.

La introducción de la sección 3.1 tiene por finalidad, describir

las propiedades conocidas de los conjuntos convexos en superfi

cies de Hadamard,a efecto de utilizarlos en la sección 3.2.
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1. MEDIDA DE GEODESICAS

En todo el capitulo (ver apéndice), Mdenotará una variedad de

Riemann conexa y completa de dimensión n > 2.

1.1: El espacio de órbitas

Sea 0:T1M X R + T M el flujo geodésico y S:T H + TT M1 1 1

geodésico, restringidos al fibrado unitario tangente T1Hde M
(ver apéndice).

Definiendo en T1Mla relación de equivalencia, v N w si y sólo

si existe un t E R tal que v = o(w,t), denotemos con TIM/S al

espacio cociente y con nqzïiM + TiM/S la proyección al cociente.

El conjunto ns(v) = Ó({v} X R) se denomina la órbita de v y

TiM/S el conjunto de órbitas de T1M.

Dado que el conjunto de órbitas de T1Mestá íntimamente ligado
I

con el conjunto de geodésicas orientadas y no orientadas (Ver

sección 1.2), estudiaremos en ésta sección el espacio foliado

Tin/S con el objeto de introducir luego, una estructura diferen
ciable en dichos conjuntos.

Siguiendo el lenguaje de Palais ver (1M), una carta (U,w) de

T1E se dirá una carta cúbica centrada en v € TlM, si P(U) = A
donde A es un cubo abierto de R2“-2

a E R2n-2

centrado en algún punto

e I es un intervalo abierto y simétrico centrado en

el origen de R, con v(v) = (6,0)

Diremos que (U,W) es una carta cúbica y chata de Tim centrada

en v, si además se verifica que v-1(x,t) = o(w_1(x,0),t) para

todo (x,t) e A x I.

Dado que S(v) fi 0 para todo v e T1M, la existencia de cartas

cúbicas y chatas centradas en cualquier punto de TIMestá
asegurado.

el Spray

X I



Definición

Sea (0,9) una carta cfibica y chata centrada en v con W(U) = A x
W -1

y X = W ({x} i I).
x

Diremos que (0,?) es una carta regular si para todo u E TIM
W

la'órbita de u interseca a U en a lo sumo un X.
x

En dicho caso, 51 w = (w1,...,v2n_2,w2n_1) se tiene claramente

que la aplicación G:ÜS(U)+ A definida por 3("S(u)) = (91(u),...
...,v (U)) para u 6 U, está bien definida y es una biyección.2n-2

El flujo geodésico o se dirá regular si todo v 6 T1Madmite una
carta regular centrada en v.

De la definición resulta, que los dominios de las cartas regula

res de TíM centradas en v, constituyen una base de entornos de
v.

La siguiente proposición será de utilidad, para caracterizar

familias de curvas geodésicas que induzcan sistemas de coor

denadas en el conjunto de geodésicas orientadas y no orienta

das.

Proposición 1.1.

Sea o regular y (U,v) una carta cúbica y chata centrada en v;

existe entonces un abierto V C U entorno de v tal que (V,w)

es una carta regular.
Demostración

Por ser Ó regular existe una carta regular (W,W)centrada en

v; achicando U si fuera necesario podemos suponer que U C w

y sea W(U) = A x I con w(v) = (a,0).

Dado que la aplicación wow-1:9(U) * ¿(U) es de la forma

(x,t),h (x,t)) se tiene porúow'1(x,t) = (h1(x,t),...,h2n_2 2n-1
- -1

ser (W,ú) regular y W1(x,t) = ¿(W (x,0),t), que hi(x,t) =

= hí(x,0) para i = 1,...,2n-2 y (x,t) e A x I.



Siendo WoW-1un difeomorfismo, la aplicación th + R211.2defini

da por h(x) = (h1(x,0),...,h (x,0)) tiene jacobiano no nulo2n-2
en x = a; luego por el teorema de la función inversa existe un

abierto B C A entorno de a y un abierto C C R2n-2 entorno de

h(a5 tal que h:B + C es un difeomorfismo.

Llamando V = w'1(B X I) se tiene que (V,v) es regular por ser

É C É para todo x e B y h:B + C inyectiva.#5
x ' h(x)

El siguiente teorema, es un caso particular de un resultado que

afirma que todo espacio foliado obtenido de una foliación regu

lar, admite de manera natural una estructura de variedad dife
renciable; ver Palais (1h). Dadoque nuestra foliación es muy

especial, daremos una demostración del mismo.

Teorema 1.2.

Sea o regular y (U,W), (V,W) dos cartas regulares tales que

la intersección H = "S(U) n nS(V) es no vacia; entonces
303-1:E(H) + 3(H) es un difeomorfismo entre abiertos de R2n-2.

El teorema es consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 1.3.

Con las notaciones del teorema los conjuntos 3(H) y SÏH) son

abiertos en R2n-2.

Demostración

Sea W(V) = A x I y Fzfi x R + T1M la función diferenciable de

finida por F(x,t) = Ó(W-1(x,0),t).

Si x0 e W(H) existe algún to e R tal que F(x0,to) e U; luego
por la continuidad de F existe un abierto B C A entorno de

x0 tal que F(B x {t0}) C U.
Por definición de 3(H) resulta B C Ï(H), lo cual prueba que

Ï(H) es abierto en R211“2y del mismo modo resulta que 3(H) lo es.4



Lema 1.H.

Si o es regular, para v e T M y L = "5(V) sean (Ui’wi) con1

i = 1,...,k (k l 2) una familia de cartas regulares de T1M,
ñ n ' ' : tales que L UÍ Uí+1 es no vacio SJ 1 1,...,k 1.

'b N '\a‘ .. = fl . n n .. = . .. . = .: . ..Sea H1] S(U1) S(Uj), A1] W1(Hl]) y f wjovl Ai] + AJlin

(L) = xo, existe entonces un abierto A C entorno deA1k

o, tal que f1P2A + f1k(A) es un difeomorfismo entre abiertos.

Demostración

Hacemos inducción en k.

Para k = 2, sea 91(U1) = B X I y w e L n U1 n U2; luego por
"I . .

ser (U1,v1) regular y 91(L) = x0, ex1ste un único to e I tal
_ -1

que w - v1 (x0,t0).

Comow;1(x0,t0) E 02 existe un abierto A C B entorno de xo y

un intervalo Io C I entorno de t tal que W11(A x lo) C Uo 2;

luego por definición de A12 resulta A C A12.

Por otro lado, para (x,t) E A x I0 es
-1 _v2 ovl (x,t) —(h1(x,t),...,h2n_2(x,t),h2n_1(x,t))

y dado que las cartas son regulares, resulta hi(x,t) = hi(x,t0)

para i = 1,...,2n=2. Por definición de f12 se tiene que f12(x) =

a (h1(x,t0),...,h2n_2(x,t0)); luego
-1

W20W1(x,t) —(f12(x),h2n_1(x,t)).

La igualdad anterior muestra por ser wzovïl un difeomorfirmo,

que f12 tiene jacobiano no nulo en cada punto x € A; siendo

f :A + f12(A) una biyección resulta entonces un difeomorfis12
moentre abiertos.

Supongamosahora, que el lema sea cierto para k cartas regula

res y consideremos k+1 cartas regulares.

Por lo anterior, el lema es cierto aplicado a las cartas
Q N _ Q C

(Uk,wk) y (Uk+1,vk+1); luego 51 Wk(L) - zo, ex1ste un abierto

A C A entorno de z tal que fk k+1=AO & fk k+1(A0) es0 k k+1 0’



difeomorfismo. Por hipótesis inductiva, si 31(L) = x0 existe

un abierto Bo C A entorno de x0 tal que flsz + f (B )1k 0 1k 0

es un difeomorfismo.
1. _'\J'\a- _'\J _ _

Siendo f1k(x0) - WkOWI(x0) - wk(L) - zo, sea B - f1k(B0) n A0

y A.= f;:(B); luego A y B son abiertos entornos de x0 y z0 res
' Cpectivamente con A A1 k+1.

flk fk k+1
La composición de las funciones A-———9Bu—————+fk k+1(B) es

entonces un difeomorfismo y dado que en A se tiene

°W1 = f1 k+1
m—1 m m-1 m

09 09 OP = W
N

fk k+1°f1k = wk+1 k k 1

el lema es cierto para k+1 cartas regulares.

Demostración del teorema

Sea x0 E 3(H) y g:R + T1Mla curva g(t) = o(W-1(x0,0),t).
Como x e W(H) existe un to 6 R tal que g(to) E U; sea I el0

segmento cerrado que une 0 con to, luego por ser o regular

para cada t e I existe una carta regular (vt,wt) centrada en

g(t). Por compacidad, existe una subfamilia finita (Vi,Wi)
con i = 1,...,9 que cubre g(I); reordenando los indices si

fuera necesario para que las intersecciones V n V1, U n V2

y Vi Ñ Vi+1 si i = 1,...,9 y 9 i 2 no sean vacías, sea U1 = V,
: : : ' ' : 2 :v1 W, Ui+1 Vi, vi+1 Wi Sl 1 1,..., y Ug+2 U,

=Wo
Luego el teorema es consecuencia del lema anterior aplicado

a la familia de cartas regulares (Ui,vi) con i = 1,...,Í+2

y L = W_1(x0). db

Nota

Siguiendo el razonamiento de los lemas anteriores, puede prg

barse que para todo x0 E Ï(H) existe un abierto A C W(H) en

torno de x0 y una función diferenciable bzA + R no necesaria
mente única, tal que



¿(W-1(x,0),t) = (w'lc3o3'1 (x),0),t+b(x))
para todo t G R y x € A.

En virtud del teorema, obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 1.5.

Si.o es regular, el espacio de órbitas TIM/Sadmite una estruí
tura de variedad diferenciable de clase Ca y dimensión 2n-2,

generado por el atlas formado por todas las cartas ("S(U),3)

inducidas por cartas regulares (U,W) de T1M. Considerando en

TIM/Sla topología inducida por la estructura diferenciable,

la proyección "sleM + T1H/Ses continua, abierta y diferencia
ble.

Demostración

Comopara todo v E T1" los dominios de las cartas regulares
(0,9) de T H y centradas en v, constituyen una base de entor1

nos de v y los conjuntos "S(U) son abiertos en TiM/S, resulta

¡"S abierta.

Del mismo modo, ns es continua pues para todo L 6 TlM/S con

L = ns(v), la familia de abiertos "S(U) donde U es el dominio
de una carta regular (U,W) centrada en v, constituye una base
de entornos de L.

La diferenciabilidad de HS surge de notar, que si (0,9) es
una carta regular con W(U) = A x I, entonces la aplicación

3:“S(U) + A satisface 3°"S(W-1(x¡t)) = x para todo (x,t) E A X I.

Del corolario resulta por ser "S continua y abierta, que la
topología cociente y la topología inducida por la estructura

diferenciable en T1M/Scoinciden; en consecuencia por ser "S

abierta, la condición necesaria y suficiente para que T1H/S
sea Hausdorff es cue el gráfico de la relación sea cerrada.

Siendo el gráfico de la relación el conjunto Go = {(v,o(v,t)):
:v e T M y t e R}, diremos que o es Hausdorff si G es cerrado

1 Ó

EB TIM K T1”.
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Una condición obviamente suficiente para ello, es que Msea

compacto.

El siguiente teorema nos asegurará luego, la existencia de fi
milias de curvas geodésicas que induzcan simultáneamente sis

temas de coordenadas en el conjunto de geodésicas orientadas

y no orientadas.

Sea ozTIM+ T1" la homotecia o(v) = -v y para una carta cúbica

y chata (U,w) centrada en v con W(U) = A X I, sea w;1(x,t) =

= —v'1(x,—t)

Claramente v;1:A x I + o(U) es un difeomorfismo y dado que
para todo (u,t) E T MK R se verifica Ó(-u,t) = -ó(u,-t), se

1
. -1 —1 —1

tiene por ser v (x,t) = ¿(v (X,0),t) que Wo(X,t) =

= o(v;1(x,0),t). Luego (o(U),WO)es una carta cdbica y chata
centrada en -v.

Teorema 1.6.

Sea Ó regular; luego

a) Si (U,W) es una carta regular centrada en v, entonces

(o(U),WO) es una carta regular centrada en —v.
Si o es además Hausdorff, entonces

b) Para todo v 6 T1My toda carta cúbica y chata (U,w) centrada
en v, existe un abierto V C U entorno de v tal que (V,W) es

regualr fl (o(V)) n n (V) es vacío.y s .s

Demostración de a)

Supongamos que W(U) = A x Ï y sea u G T1M tal que su órbita
W W l

"S(u) interseca a 2° y a zo con x,y-€ A; luego w;1(x,0) e ns(u)
-1 x Y

y Wo (y,0) 5 ns(u).
-1 -1 —1 - _ -1 .

Dado que Wo (x,0) = —W (x,0) y WO (y,0) - —w (y,0) se tiene

que W_1(x,0) E n (-u) y v-1(y,0) 6 nS(-u); luego flS(-u) in
W e?

terseca a z y a Z. Como(U,W) es regular resulta x = y; lo
x y

cual implica que (O(U),wo) también lo es. #



Demostración de b)
' w

Sea 02T1M/S+ TlM/S la aplicación definida por 3(ns(u)) = n (-u);
W . . . N

como o c01nc1de con su inversa y oo"S = "Soc con "S y o conti
m

nuas resulta o un homeomorfismo. Dado que para v E TIM las

órbitas "S(v) y "S(-v) son distintas y TIM/Ses Hausdorff pues

por hipótesis é es Hausdorff, existen abiertos disjuntos H1y

H2 entornos de "S(v) y "S(-v) respectivamente. Sea H el entor
1

no abierto de flS(v) definido por H = H n 3(H2); luego fl; (H)1

es abierto en T1Hy entorno de v. Por la proposición 1.1, exis
te un abierto Y C U entorno de v tal que (V,P) es regular; to

-1
mando V C "S (H) resulta entonces que la intersección de

“S(O(V)) con "S(V) es vacia. #

Definición

Llamaremoscarta regular separada a toda carta regular (0,9)

de T1M, con la propiedad que ns(o(U)) n fls(U) es vacio.

Corolaric 1.7.

Sea o regular y Hausdorff; entonces para todo abierto H de TlM/S

y todo punto “S(v) E H, existe una carta regular separada (U,v)

centrada en v, tal que ns(v) e "S(U) C H.

Demostración

Es consecuencia del hecho, que la familia de conjuntos abiertos

"S(U) de T1M/S donde U es el dominio de una carta regular de

T1M, constituye una hase de la topología de TlM/S y de la parte
b) del teorema anterior. #

Para finalizar, quisiera formular dos interrogantes que afin

no he logrado responder

I ¿Existirá alguna condición necesaria y suficiente sobre1.
la diferencial del flujo geodésico o para que sea regu
lar, agregando alguna condición topológica a Msi fuera
necesario?



12. ¿La condición de que el flujo geodésico sea regular implica
‘ que sea Hausdorff?

1.2. La variedad de geodésicas orientadas y no orientadas

Sea c:R + Muna curva geodésica (ver apéndice) y é(t) = c*(i—)ldt t
el Vector tangente a c en el instante t.

Con5 denotemos al conjunto de todas las curvas geodésicas

no constantes de M; es decir,

3 = {czR + M: c es geodésica y ¿(0) # 0}

Definiendo en j la relación de equivalencia, c N g si y sólo si
existen a,b 6 R con a f 0 tales que c(t) = g(a.t+b) para todo

t 6 R, denotemos con G = É/N al espacio cociente y con "G25 + G

la proyección al cociente.

Llamaremos a G el conjunto de geodésicas de M. Si en la relación

de equivalencia reemplazamos la condición a # O por a > 0, el

espacio cociente G = fi/m lo denominaremos el conjunto de geodé

sicas orientadas de My denotaremos con "¿:5 + G la proyección
al cociente. Los conjuntos G y G están vinculados a través de

la aplicación suryectiva P:G + G definida por P("a(c)) = nG(c).

Por otro lado (ver apéndice), si ozTHXR+ TMes el flujo geodg

sico definido en el fibrado tangente a H y nzTM+ Mes la pro

yección, la curva geodésica csz + Mcon v E TMque satisface

cv(0) = fl(v) y ¿v(o) = v, está dado por cv(t) = floo(v,t) y

.¿v(t) = d>(v,t).
(¿<o))=n(¿(o))
|¿(o)| S |¿(o)|

donde I I denota la norma inducida por la métrica Riemanniana

En consecuencia, si g E "¿(0) entonces “s

(,> de M.

En efecto, si g e “¿(0) existen a > 0 y b e R tales que
c(t) = g(a.t+b); luego ¿(0) = a.á(b).

Ccmolas geodésicas tienen velocidad constante, si denotamos

con a = |¿(o)| y con B = |é(0)l la igualdad anterior implica

que a = a.6.
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Sea u = ¿(0).c¡_1 y v = ¿(0).B_1; luego g(t) = cv(B.t) y por'

lo tanto c(t) = cv(B.(a.t+b)) = cv(a.t+B.b).
Derivando la última igualdad respecto a "t" obtenemos,

¿(0) = a.cv(8.b) o equivalentemente u = ó(v,8.b), lo cual

implica que "s(u) = "S(V). '
En virtud de lo demostrado, se tiene una aplicación

uza + TlM/S definido por

(1) '#("-¿(c)) = 114%) para todo c e 5Ic(0)l

que es claramente una biyección.

El siguiente diagrama, vincula los conjuntos y las aplicacio

nes que hasta aqui hemos definido, con el espacio de órbitas

de T1M

n
“y TlM/S

P

Qo———-CN

n6/.n\‘
' G

En la presente sección, introduciremos una estructura diferen
ciable en G y en G de modo que la proyección Pza + G resulte

diferenciable y un difeomorfismo local, suponiendo que el flujo

geodésico o restringido a T1Mes regular y Hausdorff.

Definición

Sea A C Rm (m i 2) un abierto y szXR + Muna aplicación difí

renciable. Diremos que f es una familia de curvas geodésicas

dependiente de "m" parámetros, si para cada x E A la aplicación

f(x, ):R + Mdefinida por f(x, )(t) = f(x,t) es una curva geodÉ

sica no constante es decir, f(x, ) 6 3 .
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Denotaremos con É:AXR+ TH a la aplicación definida por

É(x,t) = f*(%ï)/(x,t); luego É(x,t) es el vector tangente
a la curva geodésica f(x, ) en el instante "t".

En términos del flujo geodésico ozTMXR+ TM, se tiene enton

ces que f(x,t) = floo(;(x,0),t) y Í(x,t) = 4(É(x,0),t) para
todo t E R.

Diremos que f es normal si para cada x G A la curva geodésica

f(x, ) está parametrizada por su longitud de arco; es decir,

IÍ’(x,0) I= 1.

Si (U,v) es una carta cúbica y chata de TIM con W(U) = A x I

(ver sección 1.1), sea f:AXR+ Mla aplicación diferenciable

definida por f( x,t) = noó(w-1(x,0),t); luego f es una fami

lia normal de curvas geodésicas dependiente de 2n-2 parámetros

que satisface Í(x,t) = W_1(x,t) para (x,t) E A x I.

Diremos en éste caso, que f es la familia normal de curvas

geodésicas inducida por la carta cúbica y chata (0,9) de T1M.
Hacemosnotar, que siendo 9-1:A*I + U un difeomorfismo la di

ferencial de la aplicación szXR + T1Mtiene rango máximoen
cada punto (x,0).

Dada una familia szXR + Mde curvas geodésicas dependiente

de "w" parámetros, ésta induce aplicaciones Esz + E y

Gf2A + G definidas por

(2) Enx) = n-¿(f(x, )) y Gf(x) = “G(f(x, ))

Veremos luego, para m = 2n-2, una condición suficiente que

debe satisfacer f para que las aplicaciones definidas en (2)

definan sistemas de coordenadas en E y en G.

Supongamosque el flujo geodésico dleMxR + T1Mrestringido
al fibrado tangente unitario sea regular (ver sección 1.1);

luego por el corolario 1.5 el espacio de órbitas TIM/Sde
T H es una variedad diferenciable de dimensión 2.n-2 y1

HS:T1M+ Tin/S es diferenciable.
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+
Siendo la aplicación #zG + TlM/S definida seydn (1) una biyec

U + 0 t Uc16n, con31deramos en G la única estructura diferenCJable que

hace a p un difeomorfismo.

Dadoque la familia de pares ("S(U),3) inducidas por cartas

regulares (U,w) de T1Hconstituye el atlas natural de TIM/S,

la familia de pares (u_1(ns(U)),aofl) constituye el atlas na
.ptural de G.

Denominaremosa la estructura diferenciable sobre G copiada

de TlM/S"via u", la estructura diferenciable natural de E.
El siguiente lema describe el atlas natural de G via familia

de curvas geodésicas dependiente de 2n-2 parámetros.

Lema 2.1.

Sea o regular y (U,W) una carta regular de T1H con w(U) = A x I.

Si szKR + H es la familia normal de curvas geodésicas induci
-> + .da por (U,w), entonces Gf:A + G es inyectiva y

-1
(Ef(A), Ef ) = (u'1(ns<u)), San).

Demostración
_ o -1Siendo f(x,t) = "06(9 1(x,0),t), resulta f(x,0) = y (x,0).

Por otro lado,

“¿fm =“"a‘fm >>="56mm =“Su-nm» =Wu)
3-1.p

luego yon = lo cual implica que Esz + G es inyectiva

con Ef'1 = San y Gf(A) = u'1<ns(u)). #

Definición
+

Sea e regular y consideremos sobre G la estructura diferencia

ble natural. Diremos que una familia ngXR + Mde curvas geo

désicas dependiente de 2n-2 parámetros induce un sistema de
+ -> + _ _coordenadas en G, si Gg:A + Gg(A) es un difeomorfismo entre

. + + —1abiertos; en otras palabras, el par (Gg(A), Gg ) es una car

ta admisible para É. _
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Si a(x) = lé(X,0)I_1 y f(X,t) = ¿(x,a(x).t) entonces f es'una
familia normal de curvas geodésicas dependiente de 2n-2 pará

metros; diremos que f es la normalizada de g.

La siguiente proposición, proporciona una condición suficiente

para que una familia de curvas geodésicas induzca un sistema
.5de coordenadas en G.

Proposición 2.2.

Sea Ó regular y ngïR * Muna familia de curvas geodésicas de

dendiente de 2n-2 parámetros, tal que su normalizada f satisface:
-> ->a) szA + G es inyectiva

b) La diferencial de f:AxR + T1" tiene rango máximo en cada punto

(X,0) con x e A.
t O +Entonces g induce un Sistema de coordenadas en G.

Demostración

Sea x e A; luego por b) existe en virtud del teorema de la fun

ción inversa, un e > 0 y un cubo abierto B C A centrado en x0,

tal que si I = (-6,6) es ÉzBXI+ ¿(EXI) un difeomorfismo entre

abiertos.

Comoi(x,t) = Q(i(x,0),t) se tiene llamando U = ¿(BX1) y

w_1(x,t) = É(x,t) para (x,t) € BXI, que (U,w) es una carta cfi

bica y chata de T1Mcentrada en ¿(x0,0). Por la proposición 1.1,
podemos suponer achicando B y c si fuera necesario, que (U,v)

es regular. Siendo szXR * H una familia normal de curvas geodé
sicas inducida por la carta regular (0,9), resulta del lema

anterior que Esz + Ef(B) es un difeomorfismo entre abiertos.

Dado que xo era arbitrario se tiene por a) que afzh + Ef(A) es
un difeomorfismo entre abiertos, lo cual completa la demostración

-> ->
notando que Gg = Gf. #
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Conel objeto de introducir una única estructura diferenciable

en‘G de modo que la proyección P23 + G resulte un difeomorfismo

local, vamos a suponer que o es regular y Hausdorff. Recordemos

ver (Teorema 1.6) que si (0,9) es una carta regular de T1My

o:T¿M + T1Mla homotecia o(v) = -v, el par (o(U),wo) donde
- -1

woi(x,t) = o(-v (x,0),t) es una carta regular y de hecho se
parada si (0,?) lo es.

Lema 2.3.

Sea o regular y Hausdorff y (U,w) una carta regular separada

con v(U) = AKI. Si f,f0:AKR + Mdenotan las familias normales

de curvas geodésicas inducidas por (0,9) y (0(U),vo) respecti
vamente, Se tiene:

i) Gf2A+ G es inyectiva y P/af(A):Ef(A) + Gf(A) es una biyeí
ción

ii) P’1(cf(A)) = ¿f(A) U Efo(A) (unión disjunta).

Demostración de i)

Sea Gf(x) = Gf(y), entonces para todo t e R se verifica

f(x,t) = f(y,a.t+b) para IaI = 1 y algún b e R. Si a = -1, re

sulta %(x,0) = -É(y,b) o equivalentemente w_1(x,0) =

= -o(v'1(y,0),b) = Ó(-w_1(y,0),-b).

Llamando u = W-1(x,0) € U y w = w_1(y,0) e U, la igualdad

anterior muestra que ns(u) E "S(U) n "S(O(U)), lo cual es una
contradicción por ser dicha intersección vacía.

Siendo a = 1, resulta entonces Ef(x) = af(y); luego por el

lema 2.1 es x : y.

Dado que Poaf = Gf y Gf es inyectiva’ 1a aplicación

P/Ef(A)=af(A) * Gf(A) es claramente una biyección. #

Demostración de ii)
._ - -1

Comofia(x,t) = floo(woi(x,0),t) y wci(x,0) = -w (x,0), entonces
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fo(x,t) = f(x,-t); luego Gfo = Gf
,' +

Por 1) resulta, P(Gf(A)) = Gf(A) = GfU(A) = P(Efo(A)); luego
+ _ .
Gf(A) uEram) C P 1(Gf(A))

. -1
Si “¿(c) G'P (Gf(A)) entonces “G(c) G Gf(A); luego existe un

x e A tal que "G(c) = Gf(x) o equivalentemente existe un a # O

y un b e R, tal que c(t) = f(x,a.t+b) para todo t € R. Si a > 0,
+

es "¿(c) = “E(f(x, )) = Gf(x); luego "¿(c) E Ef(A). Si a < 0,
-> ->

es "¿(c) = "¿(fd(x, )) = Gfo(x) luego "¿(c) 6 Gfa(A).
Por otro lado, como (U,W) es separada se tiene que la inter

sección de “S(U) con ns(o(U)) es vacia y puesto que por el lema
+ -1 -> -1

2.1 es Gf(A) = M (“S(U)) y Gf0(A) = H (nq(o(U))), resulta

que 1a intersección de Éf(A) con Efo(A) es vacia. #

En virtud de la parte i) del lema anterior, diremos que el par

(Gf(A), Gf-l) es una carta para el conjunto G inducida por la

carta regular separada (U,v) de Tin.
Sea Olla familia de todas las cartas de G inducidas por cartas

regulares separadas de T1H; luego por el corolario 1.7 la fami
lia constituida por los dominios de dichas cartas cubren a G.

Teorema 2.".

Sea e regular y Hausdorff; luego la familia Ü'es un atlas difs
renciable de dimensión 2n-2 sobre G.

Considerando en G la estructura diferenciable generado por dicho
+

atlas, G resulta Hausdorff y P:G + G un difeomorfismo local.

Demostración

Sean (U,W) y (V,Ú) dos cartas regulares separadas de T1H con
W(U) = A i I y W(V) = B XJ y supongamos que los dominios de las

cartas (Gf(A), Gf-l) y (Gg(B), Gg_1) inducidas por (U,W) y (V,W)

respectivamente, tengan intersección no vacía.
Denotando con Z = Gf(A) n GF(B) debemos probar que la biyección

(Gg)'1on:(Gf)_1(2) + (Gg)_1(2) es un difeomorfismo entre abie:
tos de R2n-2.
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+ _ _
A tal efecto, sean (Gfo(A), EfUI) y (Ego(B), Egol) las cartas

"+

de G inducidas por las cartas regulares separadas (o(U),wo) y
I _ + + _ + ->

(0(V),vo). Sea 21 —Gf(A) ñ Gg(B), 22 —Gf(A) ñ Ggo(B), A1 = 21
+ +: ñ

y A2 Gg(B) GfO(A).

En virtud del lema 2.1, los conjuntos ¡31, 22 y A2 son abiertos
+ . + -1 -> -1

en G y los conjuntos (Gf) (21 U E2) y (Gg) (A1 U A2) son
abiertos en A y en B respectivamente.

Una simple verificación, muestra que

(cf)'1(r) = (Ef)‘1(21) U (Ef)‘1(z2)

(cg)'1(z) = (Eg)’1(A1) U (Eg)’1(a2>

luego los conjuntos (Gf)_1(2) y (Gg)_1(2) son abiertos.

Por el lema 2.3 parte ii), las uniones son disjuntas y dado que

la restricción de (Gg)_1on a (Ef)-1(21) coincide con (ag)_1o(af)

y la restricción de (Gg)_10Gf a (Ef)-1(22) coincide con (Eg )-10Ef

resulta (Gg)_lon un difeomorfismo; luego CTes un atlas diferen
ciable de dimensión 2n-2 sobre G.

Considerando en G la topología inducida por la estructura diferen
ciable generada por el atlas Er, la familia de los dominios de las

cartas de Cr constituyen en virtud del corolario 1.7 una base para

dicha topología; luego por la parte ii) del lema 2.3 es P continua.

Por la parte i) del mismo, P/Ef(A):Gf(A) * Gf(A) es un difeomorfis
mo; luego P es un difeomorfisro local.

Para ver que G es Hausdorff, sean "G(c1) # “G(c2) en G y denote

mos con vi = ¿i(o).|¿i(o)|‘1 para i = 1,2; luego "S(v1) # fls(v2)

y “s(-V1) í "S(V2).

ComoTIM/S es Hausdorff existen abiertos H1, H2 y H3 disjuntos

entre si y entornos de ns(v1), fls(v2) y fls(-v1) respectivamente.
Por el corolario 1.7, existen cartas regulares separadas (U,W)

y (V,W) centradas en v1 y en v2 tales que "S(v1) € “S(U) C‘H1 y
achicando U si fuera necesario podemos suc .fls(v2) c HS(V) H2,

_ 1 Cponer que "S( v1) 6 "S(O(L)) H3.
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-1)Sea v(U) = A x 1, w(v) = n x a y (Gf(A), ef'i), (Gg(B), Gg

las cartas de.G inducidas por (0,9) y (V,W)respectivamente;

luego flG(c1) e Gf(A) c p(u'1(H1)) y “G(c2) e Gg(B) C P(u‘1(H2))
Resta verificar que la intersección de Gf(A) con Gg(B) es vacia.

Supongamos que no y sea nc(c) e Gf(A) n Gg(B); luego existen

x e A e y e B tales que nG(c) = Gf(x) = Gg(y).

La igualdad implica entonces, que existe un b e R tal que

f(x,t) = g(y,a.t+b) con [al = 1.

Si a = 1, entonces i(x,0) = á(y,b) = o(é(y,0),b) o equivalente

mente w-1(x,0) = Ó(W_1(y,0),b) es decir, ns(w'1(x,0)) =

= ns(w'1(y,o)).

Como v-1(x,0) 6 U y W_1(y,0) E V entonces HS(U) n "S(V) es

no vacio, lo cual es absurdo pues "S(U) C H1 y "S(V) C H2.
si a = -1, es -%(x,0) = é(y,b) o equivalentemente

-v-1(x,0) ; ¿(ú-1(y,0),b) es decir, flS(-w'1(x,0)) = ns<w'1(y,o)).

Como -w-1(x,0) 6 o(U) entonces HS(O(U)) ñ HS(V) es no vacío,

lo cual es absurdo pues "S(O(U)) C H3; luego Gf(A) y Gg(B)
son disjuntos. #

Llamaremosal atlas CÏel atlas natural de G y la estructura di

ferenciable generada por dicho atlas, la estructura diferenciáf
ble natural de G.

Definición

Sea o regular y Hausdorff y consideremos sobre G la estructura
diferenciable natural.

Diremos que una familia g:AxR + H de curvas geodésicas depen

diente de 2n-2 parámetros induce un sistema de coordenadas en

G, si ngA + Gg(A) es un difeomorfismo entre abiertos es decir,

el par (Gg(A), Gg_1) es una carta admisible para G.
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La siguiente proposición, proporciona una condición suficiente

para que una familia de curvas geodésicas induzca un sistema

de coordenadas en G.

Proposición 2.5.

Sea Ó regular y Hausdorff y ngKR * M una familia de curvas geo

désicas dependiente de 2n-2 parámetros, tal que su normalizada
f satisface

a) szA * G es inyectiva

b) La diferencial de É:A*R + T H tiene rango máximo en cada pun1

to (x,0) con x E A.

Entonces g induce un sistema de coordenadas en G.

Demostración

Como en la proposición 2.2, dado x0 e A sea e > 0 y B C A un

cubo abierto centrado en x tal que si I = (-6,2) entonceso,
ÉszI + i(BXI) es un difeomorfismo entre abiertos.

Sea U = É(BXI) y v-1(x,t) = i(x,t) para (x,t) e BXI; luego

(0,9) es una carta cübica y chata centrada en ¿(x0,0). Por el
teorema 1.6 parte b), podemos suponer achicando U si fuera

necesario, que (0,9) es una carta regular separada.

Dado que szxR + M es la familia normal de curvas geodésicas

inducida por (0,9), se tiene en virtud del teorema anterior

que Gf:B + Gf(B) es un difeomorfismo entre abiertos pues

(Gf(B), Gf’1)e Ü.

Puesto que x0 e A es arbitrario, resulta por a) que szA + Gf(A)
es un difeomorfismo entre abiertos; lo cual completa la demos

tración notando que Gg = Gf. #

Proposición 2.6.

Sea o regular y Hausdorff y f:A*R + H una familia de curvas geo

désicas dependiente de 2n-2 parámetros que induce un sistema de
coordenadas en G.
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Entonces f induce un sistema de coordenadas en t.

Demostración

Debemosprobar que Efzh + Ef(A) es un difeomorfismo entre abie:

tos y para ello es suficiente suponer que f es normal.

Si Ef(x) = Ef(y) entonces Foaf(x) = PoEf(y), luego Gf(x) = Gf(y)

y dado que Gf:A + Gf(A) es en particular inyectiva entonces

x = y; en consecuencia Esz + Ef(A) es una hiyección.

Es suficiente mostrar ahora, que para todo x0 e A existe un

abierto D entorno de xo y contenido en A, tal que Esz + Ef(D)

es un difeomorfismo entre abiertos. |

Sea x0 E A y v = ¿(xo,0) € T1M; siendo Gf(A) C G un abierto,

existe una carta regular separada (0,9) de T1Mcentrada en v,
tal que si W(U) = B * I y(Gg(B) , Gg_1) es la carta de G in

ducida por (U,W), entonces Gf(xo) e Gg(B) C Gf(A).

Sea W(v) = fiy0,0); luego por ser g(y,t) = “09(9'1(y’o),t) para

todo t e R, resulta g(yo,t) = no@(v,t) = f(xo’t) y por lo tanto
Eg(y0) = Ef<x0).
Por hipótesis, szA + Gf(A) es un difeomorfismo entre abiertos;

llamando C = (Gf)-1(Gg(B)) y h = «3g)-10Gf se tiene que h:C + B

es un difeomorfismo ccn Gf(x) = Gg(h(x)) para todo x e C y

h(x0) = yo.

La igualdad Gf(x) = Gg(h(x)) expresa que f(x,t) = g(h(x),a(x).t+b(x))

para algún b(x) 6 R y Ia(x)I = 1; siendo f(x0,t) = g(y0,t) debe

ser a(x0) = 1.

Si existe un entorno abierto D de xo y contenido en C, tal que

a(x) = 1 para x e D, resulta f(x,t) = g(h(x),t+b(x)) o equivalen
temente Ef(x) = Eg(h(x)).

Siendo Eng + Eg(B) un difeomorfismo entre abiertos en virtud

del lema 2.1, se tiene que Efzb + af(D) también lo es.

Supongamos Que no exista ningún entorno D de xo con dicha propií

dad; luego existe una sucesión xn € C que converge a x0 tal que
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si yn = h(xn) y bn = b(xn) entonces f(xn,t) = g(yn,_t+bn);

lueyo ¿(xn,0) = -é(yn,bn).

Llamando vn = f(xn,0), w = g(yn,bn) y un = g(yn,0) resultan

fl = fl fl : _ v : _por ser S(wn) S(un) y s(vn) "S( kn), que fls(vn) "S( un)
para.todo n E N.

Comoun converge a v = g(yo,0) y vn converge a v, obtenemos por
t‘ ‘d fl fl fl _la con inui ad de S que S(vn) converge a S(v) y Que "S( un)

converge a "s(-v).
n : - : _De la igualdad s(vn) "S( un) resulta "S(V) "S( V), lo que

es absurdo. #

1.3. La forma diferencial geodésica

En la presente sección, probaremos ciertas propiedades que satisfg
ce la 2-forma simpléctica sobre TM, usando el hecho que en TMestá

definido de manera natural un sistema Hamiltoniano cuyo campo ves
torial Hamiltoniano es el Spray geodésico. Dicha forma restringi

da a T1Hse aplicará en la siguiente sección, para definir de ma
nera intrínseca la densidad de geodésicas orientadas y no orientadas.

Introduciremos también una 2-forma sobre el fibrado tangente (ex

cluida su sección nula), que coincide con la anterior sobre T1My
que servirá para calcular en la práctica dichas densidades al con

siderar familias de curvas geodésicas que inducen sistemas de c003
denadas en E o en G.

En lo que sigue, si N es una variedad diferenciable, los conjuntos

9r(N), X(N) y 'F(N) denotarán respectivamente el conjunto de r-fo:

mas, camposde vectores y funciones diferenciables a valores reales

definidas sobre N. La definición de diferenciación exterior de r-fo:
mas, producto exterior, derivada de Lie y contracción puede verse

en el apéndice.

Definición

Sea N una variedad diferenciable de dimensión 2n y w e 92(N).

El par (N,w) se denomina una variedad simpléctica, si m es
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cerrada (dm = 0) y es no degenerada es decir, para todo p E N

la aplicación bilineal mpszKNp + R (NP = espacio tangente a N

en p) definido por wpflu,v) = m(X,Y)/p donde X,Y e RKN) satisfa
cen X(p) = u e Y(p) = v es no degenerada.

Un íema de Darboux (ver Pág. 95 de (1)), asegura la existencia

de un atlas simpléctico en la variedad simpléctica (N,w); es

decir, si (U,W) es una carta de dicho atlas con w = (y1,...
n . .

+...,yn,yn 1,...,y2n), entonces w = z dyl'A dyn+l en U.
i=1

Nota

En lo sucesivo, para evitar el símbolo de sumación, convendre

mos que si en una expresión aparecen dos índices iguales se

trata de una suma respecto a dichos índices; por ejemplo, la
., . . . . i n+iexpre31on anterior se escribira w: dy A dy .

Proposición 3.1.
.'- J.

El fibrado cotangente "VT M+ Mde M, admite una estructura de

variedad simpléctica, para el cual el atlas trivializador de

TÜMes un atlas simpléctico.

Demostración

Sea p:K(T M) + (T M) la 1-forma definida por

(1) pcx)(a) = a((*n)*(X(a)))

donde X e JQT M), a e TnM y ( n)¿:(T H) + H¿ denota la_ A a "n(a)
diferencial de la proyección "fl en a. Definiendo la 2-forma

y e 92(T M) por

(2) Y = -dp

resulta Y cerrada pues dy = 0.
1

Sea (U,v) una carta deH con v = (x ,...,xn) y Xi = 3-; para
e e 3x

i = 1,...,n; denotando con (T U, T v) la carta trivializadora
a e e _ e + 2de T H, se tiene T U = ( fl) 1(U) y T w = (y1,...,yn,yn 1,...,y n)

donde

(3) yi(a) = xi(*n(a)) e yn+i(a) = a(xi(*n(a)))
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\

para todo a e T"U e i = 1,...,n.

En virtud de las expresiones (1), (2) y (3) se obtiene

(4) P = yn+1.dy1 y y = dylrx dyn+1 en TJU

La expresión local de Y, muestra que es no degenerada y que

el atlas trivializador es un atlas simpléctico.#

Definición

Sea (N,m) una variedad simpléctica y H € 'F(N); entonces la ter

na (N,m,H) se denomina un sistema Hamiltoniano y H la función

Hamiltoniana (ver Pág. 109 de (1)).

Siendo w no degenerada, ésta induce un difeomorfismo 10*:TN+ T N

que preserva y es lineal en cada fibra, definido por m*(v)(u) =

= w(v,u) para todo v,u 6 TN con "(v) = fl(u), donde ":TN + N

denota la proyección.

En consecuencia, como dH e 9'(N), existe un único campo de vecto

res ZH e KÏN) tal que

(5) m(Z X) = dH(X) = X(H) para todo X E ï(N)H,

El campo de vectores ZF recibe el nombre de campo vectorial
Hamiltoniano asociado al sistema.

Para obtener el valor del campo Z se procede localmente tomanH9

do cartas simplécticas. Sea (U,v) una carta simpléctica con
n+1 2n . i n+iv = (y1,...,yn,y ,...,y ); luego w= dy ¡s dy .

' 3 ' 3
Por otro lado, si Z, = El ——?+ nl ————Ten U, dondeh 1 n+1

ay ay
Ei,ni e ïÏU); aplicando (5) a los campos 3—r 5 JCÏU)para

ay
2 = 1,...,2n resulta

(6) El = 3h__T y nl = - ¿ET para i = 1,.1.,nn+1 1
-3y ay

Proposición 3.2.

Sea (N,m,H) un sistema Hamiltoniano y ZH el campo vectorial
Hamiltoniano asociado al sistema; entonces (ver apéndice) m

es invariante respecto a ZH.
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Demostración
. 2

Sea LZ :9 (N) + 92(N) la derivada de Lie respecto a ZH y CZ
H H

el operador de contracción respecto a ZH.
Como para todo 0 € 92(N) es L 0.: dC 0 + C da (ver apéndice)

Z}; ZH ZH '

se obtiene en particular por ser dm = 0 y CZ m = dH que LZ m = 0.#
H H

La métrica (,) de M, induce un difeomorfismo ngM * TáMdefinido

por g(v)(u) = (v,u) para v,u € TMcon n(v) = n(u); luego por la

proposición 3.1, el par (TM, g (Y)) es una variedad simpléctica,

donde Y es la 2-forma definida por la igualdad (2).

Denotando de aqui en más, con m = g (Y), denominaremos a w la

2-forma simpléctica sobre TM.

Sea E:TH+ R la función (energia) definida por E(v) = %(v,v)
para v e TM; se tiene entonces:

Proposición 3.3.

Sea m la 2-forma simpléctica sobre TM; entonces el campo vectorial

Hamiltoniano Z asociado al sistema (TM,m,B) es el Spray geodésico
E

S es decir, ZE = S.

Demostración

Sea HzTáM+ R la función definida por H(a) =’%(n,a)*, donde (,)*
denota la métrica dual de (,); luego el sistema Hamiltoniano

(TúM,Y,H) se transforma vía g en el sistema Hamiltoniano (TM,m,H°g).

Siendo Hog = E, se tiene que ZH se transforma (via g) en el campo

vectorial Hamiltoniano ZB es decir, g*ZH = ZE y puesto que para

todo V E THes (g ZH)(V) = (g*)-1(ZH(g(V))), es suficiente verifi

car que g*(S(v)) = ZH(g(V)).
Para mostrar la última igualdad, procedemos localmente.

Sea (U,v) una carta de Mcon v = (x1,...,xn); denotando con

. = a . € ÏÏU), g.. = (X.,X.) € 37(0) para i,j = 1,...,n y de
1 ax1 13 l 3

signando con (gin) la matriz inversa de (gij), se tiene si
1*; = (yl’,.,,yn,yn+1,...,y2n), que la expresión local de H es
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- fo 2':

(7) H = áyn+1,yn+3.gljo n en T U

S._Z _ i a i a . .
1 H _ g ;_T + n g-HTT, en Virtud de las igualdades (6)Y yresulta

. . l . - k21 n+k k n *
(e) . E = y .g1 o n y nl = ’ á Bmw-yn”.an ° "

3x1
:': 2':

Por otro lado, siendo (T U, T v) una carta simpléctica de
1': á

(T M,y), entonces (TU, (T w)og) lo es de (TM,m), donde las
. 9':funciones coordenadas de (T w)og satisfacen

(9) ylog = il, yn+log = Ïn+j°gij°n

si Tv= (R1,...,ïn,xn+1,...,ï2")
De las igualdades (8), (9) y usando el hecho que los símbolos

de Christoffel PF están dados por
1 j

rk = í ¿“(.331 + 3ng _ agij)
13 2 axj 3x1 3x

y que la expresión del Spray geodésico S en TU (ver apéndice)
es

ín+k.3 _n+i.ïn+j.rï
a(10) S + (-x .on).

ar 3 ain+ü
se obtiene la igualdad deseada en TU. #

Si QzTMKR+ TMes el flujo geodésico, sea ¿tzTM + TM el difeg

morfismo definido por dt(v) = ó(v,t); obtenemos entonces el
siguiente corolario.

Corolario 3.“.

La 2-forma simpléctica m es invariante por el flujo geodésico
á

o; es decir, ót(m) = m para todo t e R.

Demostración

Comoó es el grupo uniparamétrico de difeomorfismos inducido

por S, por la proposicion 3 del apéndice resulta equivalente

demostrar que Lsm = 0; pero dicha igualdad es consecuencia in
mediata de las proposiciones 3.2 y 3.3. #
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. . k .En particular m = mA ... A m (producto exterior k-veces) es

ot-invariante.
Si (TU,(T v)og) es la carta simpléctica de TMconsiderada en la

n+1 2n9'°‘sq )yproposición 3.3, sea (T W)°g = (q1,...,qn,q

0 = g (p) donde P es la 1-forma sobre ThMdefinida por (1).

Debido a (H) se obtiene,

n+i +i
(11) 0 = q .dql y m = dql A dqn en TU

y por (9) es
' i ° n+'

(12) ql = í y qn+1 a i J.g.jofl en TU

Lema 3.5.

Conlas notaciones introducidas se verifica, 0(S) - 2.E y

0 = .Ls dE

Demostración .

A.efecto de probar las igualdades, procedemos localmente consi

derando una carta simpléctica (TU,T*W)og) de TM.

Sea v e TU; luego por (11) se tiene que

o<s)<v) = (qn+i.dqi)(s)(v) = qn+i(V).dqi(S)(v)
. - i - +i

Siendo ql = í , por (10) resulta dql(S)(v) = x (v); luego por

(12) se satisface

0(S)(v) = qn+i(v).ín+l(v) = in+](v)-ín+1(V)-gij°"‘v) = 2'B(V)°

Por otra parte, si CS es el operador de contracción respecto a S,

se tiene debido a_la proposición 3.3, que Csm = dE.

Dado que C20 = 0(S) = 2.B, resulta por ser LSÜ = dCSG + CSdB y

w = -d9, que LSÜ = dCSB - Csm = d(2.E) - dE = dE. #

Sea 0(M) el conjunto de los vectores nulos de TMy TM= TH-0(H5;

luego TMes una subvariedad abierta de TM.
;—' J _Si i:TM + TMdenota la inclusión, denotemos con 3 ; l (0),

x = Í (m), É = Soi y E = Boi.
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Comolas geodésicas tienen velocidad constante, resulta que para

todo v G TMes Ót(v) € TM; luego el flujo geodésico restringido
N "NN . . .

a TMgenera a S y (TM,w,B) resulta un Sistema Hamiltoniano cuyo

campovectorial Hamiltoniano es g.

Bs claro además, que el corolario 3.H y el lema 3.5 siguen sien

do válidos para ésta situación.

En lo que sigue, supondremos todos los objetos definidos sobre
N N
TH y abusaremos de la notación, denotando nuevamente con S = S,

N
E = E, 0 = a y w = m.

1/2Sea FzTM+ R la función definida por F(v) = (2.E(v)) = lvl;

luego F es diferenciable en FE. Para una carta (U,W) de M con

W= (x1,...,xn) sea (TU,TW)la carta trivializadora de TMcon
1 _n _n+1 _2n _ 3

TW= (í ,...,x ,x ,...,x ); luego 51 Xi = ——ïy gij = (Xi,Xj)
n+i n+j 1/2 ax

se tiene que F = (í .fi .g¿j°n) en TU.
N N ‘ N ° a

Si TU = TU n TM, definimos n-funcione5plzTU + R por p1 = —%%%;%l——;.x
luego por (12) resulta pl = %.qn+1
Sea m 11a 2-forma sobre f5 definida por

F

1' 1° -1' i
(13) mr = dq A dp = dx A dp

luego por ser dp1 = d(%.qn+l) = - íï.qn+l.dF + é dqn+1, resulta
F

en virtud de (11) que

(14) m = - l-nÜ A dF + %uw
F F2

La igualdad (1M) muestra que mr está globalmente definida es decir,.2“
mr e Q (TM).

Lena 3.6.

La forma mr es invariante por el flujo geodésico es decir,
0'.

ót(wr) = mr para todo t e R o equivalentemente LsmF = 0.

Demostración

Comolas geodésicas tienen velocidad constante, resulta

Foot(v) = F(v) para todo t e R, v E TM; en consecuencia se_tiene
1 1: _ : .. __ : F : .

LSF Ls(}.) Ls( 2) o y LSd o
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Por otro lado, LS es una derivación y conmuta con la diferencia
ción exterior; luego

1_ 1 1 _ 1

LS(UF- a A + Few)- - F A + Í.- U
Por el corolario 3.a es Lsm = 0 y por el lema 3.5 es Lsa = dB;

_ 1 e. _ 1/2 1luego L m - - ——dB A dF. tiendo F - (2.E) resulta dF = —.dB
_ S F P2 ’ F

y por lo tanto LS mF = 0. #

Sea A C Rm(m l 2) un abierto, szïR + Muna familia de curvas

geodésicas dependiente de "m" parámetros y consideremos (ver seg

ción 1.2) la función inducida ÉzAXR+ TMdefinida por

É(x,t) = f*(%ï)/(x,t). Denotando con Ét(x) = É(x,t), obtenemos
aplicaciones diferenciables ¿tzA + EE por ser f(x, ) G 3 (ver

sección 1.2); luego (it) (mr) es una 2-forma definida sobre A
para cada t 6 R. '

Corolario 3.7.

Sea szxR + H una familia de curvas geodésicas dependiente de

"m" parámetros; entonces para todo t 6 R se verifica (ft) (mr) 

= (f0) (wF).
. ' :‘t ' z':

En particular, si f es normal resulta (ft) (wF) = (fo) (m).

Demostración

Comof(x,t) = "oo(f(x,0),t) entonces ft = otofo; luego debido
'al lema anterior se tiene

(ft) (mr) = (fo) o(Ót) (NF) = (fo) (mr)

La segunda afirmación es consecuencia inmediata de la expresión

(1M) de mr. #

Observación

Clásicamente ver Santaló (15) y (19), la medida de geodésicas

se define mediante la 2-forma m expresada en la forma (13), preF

bando que es invariante por cambios de coordenadas en la variedad
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My que es invariante respecto al parámetro "t". La expresión

(1h) y el corolario anterior implican las dos invariancias que
alli se demuestran.

Hacemosnotar que debido al corolario 3.4, la 2-forma simpléc
I g l l N C I Q Itica w restringida a TMsatisface ambas 1nvar1anc1as.

La siguiente proposición oue será de utilidad en la siguiente

sección, proporciona una información adicional sobre wF, que la
distingue de w y que aparentemente no ha sido notada.

Proposición 3.8. (Invariancia por velocidades)

Sea szXR + Muna familia de curvas geodésicas dependiente de

"m" parámetros y a:A + R una función diferenciable que satisfa

ce a(x) > 0 o bien a(x) < 0 para todo x 6 A.

Si ngKR + Mes la familia de curvas geodésicas definida por

g(x,t) = f(x,a(x).t), entonces (éo)*(mF) = Í(Éo)*(mr) donde el
signo corresponde al caso de que a > 0 o a < 0.

Demostración

Por construcción de g es é(x,0) = a(x).Ï(x,0); luego si denota

mos con X = to y con Y = ¿o resulta

(15) Y = a.x y FoY = IaI.FoX en A.

Por otro lado, por (14) obtenemos

(16) Y"(m ) = - 1 . Y"(0) A d(FoY) + 1 . Y"(m)F 2 FQY
F OY

+. .
Dado que en coordenadas locales ver(11) es 0 = qn l.dql, entonces

e: . o _n+' _n+j
Y (0) = qn+loY.d(qloY) y siendo x JOY = a.x ox,

1 i
i oy = i ox, HOY= “ox, de (12) y (15) resulta

(17) Y"(0) = a.x"(0)

Teniendo en cuenta que m = -d0, por reemplazo de (15) y (17) en

(16) se tiene

(1a) Y*(m ) = - -ï¿——-4a.x*(v)) A d(laI.FoX) - ——l-—.d(a.xh(9))
F a .FoX a.FoX
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Siendo d(Ial.Fox) = FoX.d|a| + lal.d(FoX) y
‘ 2‘: 2': 2‘: 1': S':d(a.X (0)) = d.a A X (9) + a.d(X (9)) = d.a A X (0) - a.X (w)

2’: 2’:

se obtiene Y (w?) = i X (mr), por reemplazo de las dos últimas
igualdades en (18). #

Debido al corolario 3.7 y la proposición anterior, llamaremos

a la 2-forma w la forma diferencial geodésica de M.F

De la expresión (17), resulta que la proposición 3.8 no es ví
lida en general para la 2-forma simpléctica mrestringida a
N
TM;sin embargo se tiene el siguiente corolario.

Corolario'3.9.

Sea ftAKR+ Muna familia normal de curvas geodésicas dependien

te de "m" parámetros y sea ngXR + M la familia normal de curvas

geodésicas definida por g(x,t) = f(x,-t); entonces (áo)*(m) =

=-(%0)*<m).

Demostración

Siendo f y g normales se tiene por (1h) que (fo) (NF) = (f0) (w)

y (¿0)“(mr) = (¿0) (m); luego la igualdad deseada es consecuen
cia de la proposición anterior tomando a = -1. #

Considerando TMcomo una variedad de Riemann con la métrica de

Sasaki definida en el apéndice, sea dVTVel elemento de volumen
ode THcorrespondiente a 1a orientacion inducida por las cartas

trivializadoras; luego la expresión local de dicho volumen(ver

apéndice) respecto a una carta trivializadora (TU,Tw)con
n n+1 _2nTv= (í ,...,í ,í ,...,x ) es,
n d'1 din ¿“n+1 d’2n= 0 . ... . ... x

dVTM detllgij I x A A A x A A
. i n+ien TU. Siendo por (11); m = dq A dq en TU, entonces

n 1 n+1 n 2n [g] 1 nw =n2 dq A dq A ...A dq Adq =n! (-1) qu...Adq

Adq A ... A dq2n donde [g] = parte entera de %.
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Por (12) es q1 = í y q = R .gijofl; luego
1 n n+

dq A ... A dq A dq
n _n+1 _2n... A dí A dx A ... A dx

1 n 1

A ... A dq2 = detlgijoflndí A ...A

y en consecuencia se tiene,

[3211_ (-1) n
(19) dVTM - 1 .w

Sea N:TMe TTMel campo de vectores cuya restricción a TlM,

define el camponormal exterior a TIM; luego la representación
local de N (ver apéndice) respecto a la carta (TU,TW)es

n+j a
fi . _n+3 en TU.3x

Si orientamos TIM de modo que para v E T1My toda base orienta
' cda b1,...,b2n_1 e (T1M)v (TM)V,resulte N(v),b1,...,b2n_1 una

base orientada de (TM)V, el elemento de volumen dV de T M
T1M 1

determinada por dicha orientación y 1a métrica de Sasaki restrin

dica a T1M,será la restricción a T1“ de la "densidad Cinemática"

dK = CN(dVTM);cuya expresión local puede verse en el apéndice y

donde CNdenota el operador de contracción respecto a N.
Para expresar dK en términos de la 2-forma simpléctica, por ser

n-1
CN(mn) = n.m A CN(m); procedemos a evaluar CN(w) utilizando
cartas trivializadoras.

Sea x e Jam); luego cNumx) = m<N,x) = dqlA dq““<N,x) y
n+i n+i

por lo tanto CN(m)(X) = dq1(N).dq (X) - dq1(X).dq (N).

Comodqn+l(N) = N(qn+l), se tiene

. n+j a n+i n+i a n+k _n+j n+in+i _ o - _‘ ' : : . n :h(q ) x _—Fj.x .Tï(x x qBi ai

y dado que dqi(N) = dí (í .ggnïï) = 0, resulta por (11) que
CN(m)(X) = -0(X). Por (19) obtenemos entonces

[%]+1

(2o) dK = %%%%TT .mn'1 A a

Es de hacer notar, que debido a la proposición 3.3, para

X e K(TM) se verifica m(S,X) = X(E); luego si consideramos

w y S restringidos a TIM se tiene,
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(21) w(S,X) = o para x e RKTIM)

por ser E(v) = á si v E T1M.

Lema 3.10.

Sea szXR + Muna familia normal de curvas geodésicas dependiente
- . .l ' _ 3

de 2n-2 parámetros y f.AXR+ T1Hla aplicac1on f(x,t) —f*(íï)l(x,t).
Si (fo) (wn-1) = Of.dx, donde asz + R es una función diferencia

ble y dx = dx1A ...A dx2n_2, entonces (f) (dvT M) = kn.0f.dx¡\dt,
n 1

[ï]+1
_ (-1 '

donde kn - (n_1 1

Demostración

Por (20) es suficiente mostrar que

(É) (wn-1A 9) = of.ÓXI\dt
. ° 3 ° 8

Para 1 = 1,...,2n-2, sea (f)*( ) = A. y (f)*(ïï) A2n_1;3x. 1
1

siendo f(x,t) = Ó(f(x,0),t) y t * Ó(É(x,0),t) la curva integral

del Spray geodésico,S que pasa por t(x,0), se tiene que

A2n_1(x,t) = s(%(x,t)).

Denotando con 6f(x,t) = (f) (m aO,—
3x2n_

11-1
2’3t (x,t)

y para m E N, con STnal conjunto de permutaciones del intervalo

aA 9)(——-,..
3x1

natural Í1,...,m]; resulta entonces

_ _ 1 o n-1
Mx,“ ' 025 ('1) -“’ “o<1>"“”"c<2n-2))'2n-1

.6(A°(2n’1))l?(x t)

Si o(2n-1) # 2n-1, debe ser o(i) = 2n-1 para algún i = 1,...,2n-2;

luego por (21) es mn_1(A A ) = 0.o(1)"'°"o(2n-2)
Debido al lema 3.5, si c(2n-1) = 2n-1, se tiene que 0(A2n_1) = 1;

luego
’ _ 1 o n-19f(x,t) - Tïíïïïï Z (-1) .w (Ao(1),...,AO(2n_2)) .ces f(x,t)2n-2
o equivalentemente
- n-1
0f(x,t) - m (A1,...,A2n_2) É(x,t) _
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Siendo (ft)*( )| = Ai(x,t) para i = 1,...,2n-2, tenemos que
a
3x.

.1

_ ‘ * n-1 a a" >(ír,ooo,axn-1 l i’(x,t) 1 2n-2 xm (A1,...,A2n_2)

Por otro lado, siendo ft = Ótofo y m invariante por el flujo

geodésico, se tiene que (ft)¿(mn-1) = (f0)"(mn-1); luego
_ ' * .n-1 a _

0 (x,t) - (f0) (w Híïípuwy ) - 9f(x), lo cual pruebaf '2n-2 x
el lema. 8

Observación

De la expresión (20), resulta que dV es invariante por el
TM

flujo geodésico; luego como dK = CNdVTNy LS conmuta con el

operador de contracción, se tiene que LSdK= 0; en consecuen

cia el elemento de 'Volumen dVT es invariante por el flujo
1M

geodésico restringido a T1M.

1.a. Densidad de geodésicas orientadas v no orientadas

Suponiendo que el flujo geodésico o restringido a T1Mes regular
(ver sección 1.1), sea (U,w) una carta regular de T Mcon w(U) =1

= A X I.

m

Si ("S(U),w) es la carta inducida en T1M/S, la expresión local

de la proyección “szT1M + T1M/Sen dichas cartas está dado por

(1) gonsov-1(x,t) = x para (x,t) e AXI

Siendo W-1(x,t) = Ó(W_1(x,0),t) v t e o(w_1(x,0),t) la curva

integral del Spray geodésico S:T M+ TT1Mque pasa por w-1(x,0),1

resulta de (1), que el núcleo de la diferencial de ns en cada

v e T1Hestá generado por S(v).
Obtenemosen consecuencia el siguiente resultado.

Proposición “.1.

Sea o regular y m e 02(T1M) la 2-forma simpléctica restringida

a T1M; existe entonces una única 2-forma m G 92(T1H/S) tal queS

(ns) (us) = w.
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Demostración

Para ki e K(T1M/S) con i = 1,2 y L = “S(v), sea
-1 N

bi 6 (fls)* (Xi(L)) y Xi e IïTiM) tales que Xi(v) - bi.
. m m m m _

Sl (¿y-S(X1,X2)/L- m(x1,x2)/V, el valor mS(X1,X2)/L es 1n
dependiente del vector v elegido en la órbita L, por ser‘u

invariante por el flujo geodésico y además independiente de

los vectores bi debido a (21) de la sección anterior y de

estar el núcleo de la diferencial de "q en v, generado por
S(v).

. . _ , X _ m-1 aSl para 1 —1,...,2n-2, denotamos con i - (v )*(3;—) y

3x
'b N

(1)’que wS(Ai,Aj)/ = m(Ai,Aj)/N 1 ;41-1 _
2 v (x) _= v (x,0)

e fl (TlM/S) y satisface (HS) (me) = m, por construcción.

con Ai = (w )* ), se tiene por la definición de ws y por
luego

“’s

La unicidad es inmediata, pues si existe má e 92(T1M/S) tal

que (HS) (má) = w, por (1) deberá verificar que
#; luego w' = m

N m
I ..

wsfiAi,Aj)/m_1 —w(Ai,A.)/ S S.W (x) 3 v-1(x,0)
Si o es regular y consideramos en el conjunto de geodésicas

orientadas 6 la estructura diferenciable que hace a

#23 + TlM/S un difeomorfismo (ver sección 1.2), obtenemos
en virtud de la proposición anterior una única 2-forma

da e 92(55 que satisface dE = H*(ms).

Llamaremos a dt la densidad de ggpdésicas orientadas de M.

Para k = 1,...,n-1 donde n es la dimensión de M, sea dak =

= dEA...1\dE/(producto exterior k-veces); luego dEk = u (mg).

Proposición “.2.

Sea o regular y E con la estructura diferenciable natural. Si
f:AXR + M es una familia de curvas geodésicas dependiente de

m = 2.k parámetros con k = 1,...,n-1, tal que la aplicación

inducida (ver sección 1.2) Esz + G es diferenciable, entonces

(Gf) (dé) = (f0) (mr). 
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En particular, (Ef)*(dak) = (ÉO)*(w:)

Demostración

Sea gzth + Mla normalizada de f es decir, g(x,t) = f(x,a(x).t)

donde a(x) = I%(x,0)I-1.

Por ia proposición 3.8, es (¿0) (mr) = (¿05*(mr) y dado que g

es normal resulta (ÉO)*(mF) = (éo)*(w).
ComoEf = ag se tiene,

+ 2': -> + 2’: —> :': 2’: 9':

(Gf) (dG) = (Gg) (dE) = (Gg) (n (ws)) = (uoEg) (ms)

Siendo flo¿g(x) = "S(é(x,0)) = "coéo(x) entonces

(Ef)"(dE) = (nsoéo) (ms) = (¿0)"(n;(ws)) = (¿0) (m)

y en consecuencia (Ef) (da) = (¿0) (mr). #

Teorema H.3.

Én-l .Sea o regular, entonces d) no se anula en ningún punto;
+en particular G es orientable.

Demostración

Sea (U,w) una carta regular de T M con w(U) = AïI y szXR + M1

la familia normal de curvas geodésicas inducido por Wes decir,
1— -> _f(x,t) = n°0(w 1(x,0),t); luego por el lema 2.1 es (Gf(A),Éf )

_).una carta de G.

Comopor la proposición anterior es

(Ef)"(dïí”'1) = (f )"(m“'1) = (f )"(m“’1)
0 F 0

pues f es normal, siendo (f0)“(mn-1) = Of.dx, debemos mostrar que

0f(x) f O para todo x e A.
. -1Dado que por (20) de la sección anterior, la (2n-1)-forma mn A 0

restringida a TIMdifiere de dvT F en una constante no nula y
. 1‘

(U,G) es una carte de Tim, se tiene que

(9-1)“(mn-1A9)l(x t) = gÍX,t).de\dt, con (x,t) í 0 para todo’

(x,t) e AïI.
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Por otro lado, por ser v-1(x,t) = o(w-1(x,0),t), se tiene que

f(x,t) = 9-1(x,t) si t e I; luego (É) (mn-ía 0)] (x,0)
= g(x,0)dXAsdt y dado que por el lema 3.10 es g(x,0) = 0f(x),

resulta 0f(x) # 0 para todo x 6 A. fi

Lema H.H.
m-r +

Sea o regular y ozTIM + T1M la homotecia o(v) = -v; si ozG + G

es la aplicación definida por g("¿(c)) = "¿(6) donde E(t) = c(-t),
N . m ü + +entonces o es un difeomorfismo y (o) (dG) = -dG.

Demostración
-> o . _

Sea "G(c) € G y v = ¿(0).Ic(0)l 1. Si (U,W) es una carta regular de

Tin 'centrada en v con W(U) = AfiI, por el teorema 1.6 parte a),

el par (O(U),Wo) es una carta regular centrada en -v con WO(0(U)) =
= AïI.

Sean f,f°:A¡R + Mlas familias normales de curvas geodésicas in

ducidas por (U,W) y (o(U),vo) respectivamente; luego por el lema
-> -> -> ->

2.1 las aplicaciones szA * Gf(A) y GfozA + GfO(A) son difeomor
fismos.

'b + +
Siendo fo(x,t) = f(x,-t) entonces Oon(x) = Gfa(x); luego

3<Ef(A)) = Efo(A) y (Efo)'10306f(x) = x para todo x e A. Esto
m o _ «¿-1 m.prueba que o es continua y diferenc1able y dado que o = o re

sulta entonces un difeomorfismo.
m —> -> .

Por otro lado, de la identidad Oon = Gfo se tiene que
2': :': + + 2': +

(Ef) ((3) (dG)) = (ero) (dG).
_ —> 2': +

Si g = fo, por la proposición anterior resulta (Gfo) (dG) =

= (¿0)¿(mF) y comof(x,t) = g(x,-t) entonces (f0) (mr) =

= -(éo) (m?) en virtud de la proposición 3.8.

Luego (Ef)*((3)*(da)) = -(to)*(wr) = -(af) (da) es decir,
(3)*(d6) = —dE. #
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Observación
_ ' + ' ., w m

Si P:G + G es la proyecc1on, entonces P00 = P y o no tiene pun

tos fijos. En efecto, la igualdad es consecuencia inmediata de

la definición de P y de 3; para mostrar la segunda afirmación,
- m

sea c 6 3 tal que "¿(c) = o("¿(c)).
.La igualdad implica que existen a > 0 y b 6 R que satisfacen

c(t) = c(-a.t+b) para todo t e R; luego c(0) = -a.c(b).

Siendo I¿(o)| = I¿(b)l con ¿(0) # 0, se tiene que a = 1 y por

lo tanto ¿(t) = -c(—t+b); tomando t = b/2 resulta ¿(b/2) = 0

lo que es absurdo.

Teorema ".5.

Sea o regular y Hausdorff y G, G con sus respectivas estructuras
diferenciables.

Si A y.A' son abiertos en G y 2, 2' son abiertos en G con 2 n Ï'

no vacio, tales que las aplicaciones P/AzA+ 2 y P/A':A' + 2'

son difeomorfismos, sean de y dGE, las únicas 2-formas definidas

sobre X y É' que satisfacen (P/A)*(dGz) = dG y (P/A,)*(dGz') = dG:

Entonces IdGEI = IdGZ,I en E n É'.
Demostración

En primer lugar, si_consideramos el difeomorfismo 3:G + G se

tiene que A n 3(A) y A' n 3(A') son vacios.

En efecto, supongamos que existe algún c:€ 8 tal que

"¿(c) e A n 3(A);.entonces n¿(c) = 3(n¿(g)) con “¿(g) E A y
en consecuencia,

N: : nP("E(c)) P(o(na(g))) P( E(g))

Siendo P/Azb+ 2 en particular inyectiva, resulta nE(c) = “¿(g);

luego "¿(c) = 3(fla(c)) lo que es absurdo -pues 3 no tiene puntos
fijos.
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m

Sea A1 = A n A' y A2 = A n o(A'); luego A1 y A2 son abiertos

en A y disjuntos entre si. Si Ei = P(Ai) para i = 1,2, se tiene
entonces

(2) É n 2' = 21 U iz (unión disjunta)

(3) dG2 = dGz, en 21 y dGz = -dGz, en E2

A efecto de probar (2), como P03 = P, P(A) = z y P(A') = 2'

se verifica claramente E1 U E2 C 2 fl 2'; recíprocamente sea

“G(C) G E n 2', luego "G(c) = P("¿(c1)) = P(”E(c2)) con

n¿(c1) E A y “¿(c2) E A'. Como"G(c1) = "G(c2) existe un a # 0

y b € R tal que c1(t) = c2(a.t+b) para todo t 6 R; luego si

a > 0 se tiene que "¿(cl) = “¿(CQ) y por lo tanto "G(c) E Z1.

Si a < 0, entonces fl'¿(ci) = 0("E(c2)) y en consecuencia
n G(c) € 22.

Supongamos que X1 n 22 es no vacio y sea "G(c) € 21 n 22; luego
= n = n n TI" GflG(c) P( E(c1)) P( ¿(c2)) con ¿(c1) 5 A1 y G(c2) A2.

Siendo "G(c1) = "G(c2) existe entonces un a # 0 y b € R tal que

c1(t) = c2(a.t+b) para todo t 6 R; si a > 0 entonces n¿(c1) =

:‘flE(c2), luego A' n 3(A') es no vacío lo que es absurdo. Si
'b N

a < o, entonces n-¿(c1) = 0("-¿(c2)); luego A n 0M) es no vacío

lo cual es absurdo y en consecuencia zi n 22 es vacio lo cual
prueba (2).

Sea 2 no vacio; como el difeomorfismo P/A :A1 + 21 es la res1

tricción de los difeomorfismos P/A:A + Ï'y P/A'2A' + 2' a A.n A',
5': s‘: ->

entonces (P/A ) (¿Gr/2 ) = (P/A ) (dGz,/2 ) = dG y por lo tanto
1 1 1 1

=
Sea I no vacio y consideremos el difeomorfismo P/A :A2 + Z2

22

que es la restricción del difeomorfismo P/Azb + X.

Por un lado es (P/A )H (dGz/z ) = añ; luego si probamos que
2

2': + ’

(P/AQ) (dGz,/22) = -dG, resultara dGz = -dGz, en X2.
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En efecto, siendo P/3(A,)og = P/ (ver diagrama), entoncesA1

P/é(A.) es un difeomorfismo. P/A'
Como3-1 = 3, resulta Au__________, 2'

'h
P/N P/ Oo y en conse Wo(A') A' - 0

. l P/3(A')cuenc1a, mo(A')

(P/3(A,))*(dc¡,) = (3)"((p/A.)"(dcz,)) = (3)*(d6) = -d'é

Siendo P/A22A2+ Z2 la restricc1on de P/3(A,) a A2, se tiene
— :‘: ->

por la igualdad anterior, que (P/A ) (dGz,/2 ) = -dG.
2 2

Las igualdades de (2) y de (3), expresan que las formas dGz

y dGi, coinciden en valor absoluto es decir, IdGZI = IdGE,|
enEnX'.#

Debido a1 teorema anterior y al teorema 2.“, queda definido

sobre G una 2-forma en valor absoluto que denotamos con IdGI,

que en cada abierto Z C G que se aplica difeomorficamente a un
.p

abierto A C G "via P", tiene por valor IdGI = IdGzI; siendo

dGz la única 2-forma definida sobre z que satisface (P/A)"(dGE) =
.y

= dG.

Llamamos a IdGI la densidad de geodésicas no orientadas de M

Para k = 1,...,n-1, denotaremos con IdeI a la 2.k-forma en

valor absoluto definido por

(u) lack] = IdGÉI en z

donde dG; = ¿GEA...¡\dGX (producto exterior k-veces).

Observación

Si n í 3 y es impar, las igualdades de (3) implican que

¿GE-1 = ¿52:1 en 2 ñ 2'; luego si denotamos a dicho valor común

con dGn_1, se tiene definido una (2n-2)—forma sobre G y es la
. . * n-1 +n-1 . .única que satisface P (dG ) = dG por ser P un difeomorfismo

local; luego por el teorema H.3, dG“.1 no se anula en ningún pun

to y G resulta orientable.
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Sea A C RTn(m 1 2) un abierto y Ü:A.+ G una función diferencia

ble. Para x E A, sea I un entorno abierto de W(x) y A un abie:

to en E tal que P/AzA + I es un difeomorfisno.

Si dGz es la única 2-forma sobre 2 que satisface (P/A)*(dGz) =
dE, por el teorewa anterior queda definida sobre A una 2-forma

en valor absoluto que denotamos con W*(ldGl) y cuyo valor sobre

el abierto w‘1(z) es W*(IdGI) = |w*(dcz)|. Si m = 2.k con

k = 1,...,n-1, se obtiene una 2.k-forma en valor absoluto sobre

A que denotamos con W*(IdeI), que tiene por valor IW*(dG;)I
sobre ¿’1<2).

Corolario u.6.

Sea o regular y Hausdorff y f:AKR + Muna familia de curvas

geodésicas dependiente de m = 2.k parámetros con k = 1,...,n-1.

Si la aplicación inducida szA + G es diferenciable, entonces

2': o 7': 2': k ' 2': k

(Gf) (IdGI)-= [(fo) (mF)I y (Gf) (IdG I) = I(f0) (mF)I.

Demostración

Utilizando cartas de G inducidas por cartas regulares separadas

de T1", un razonawiento análogo al hecho en la proposición 2.6,
muestra que ¿ftA + E es diferenciable en cada x e A, por serlo

Gf. Para x E A, sea I un entorno abierto de Gf(x) y A un abieï

to en E tal que P/A:A + I es un difeomorfismo. Si dGz es la

2-forma que satisface (P/A)"(d82) = da, aplicando la proposición
4.2 resulta,

* ) - (Ef)*(r*<d ) - (*f) (da) - (É )*(‘ )(Gf) (dG2 — G2) - G - o ur

-1en (Gf) (2).

Esto prueba, que (Gf) (IdGl) coincide con |(f0) (mr)! en
(Gf)_1(z) y dado que el punto x G A era arbitrario, entonces

(Gf) (ldGI) = [(fo)"(mf)l en A. For la misma razón, se obtiene
la otra igualdad. fi
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1.5. Medidade geodésicas e invariancia por isometrias

Suponiendo que el flujo geodésico 02T1MXR+ TIM es regular y

Hausdorff, consideramoslas respectivas estructuras diferencii
bles sobre G y G.

Lema 5.1.
+

Las variedades diferenciables G y G son para-compactas.

Demostración

Siendo G y G variedades diferenciables y por lo tanto localmente

compactas, es suficiente mostrar que cada una de ellas es Haus

dorff y poseen una base numerable.

Por ser o Hausforff (ver sección 1.1), entonces TIM/S es Haus
+

dorff; luego G lo es por ser difeomorfo a T1M/S y también G en
virtud del teorema 2.“.

Por otro lado, como M posee una base numerable, entonces T1M

también; luego por ser la proyección HS:T1M* T1M/S‘abierta:

(corolario 1.5), T1M/Sposee una base numerable.

Siendo E difeomorfo a l1M/S y P:G + G un difeomorfismo local,
+ J

se tiene entonces que G y G poseen una base numerable. #

Sea 12+= {xe sz10} yñ+=R+U{+°}.
' +

Diremos que una función sz + i+ (respect. W:G+ ñ+) es medi
ble Lebesgue,‘si para toda familia szxR-+ Mde curvas geodé

sicas dependiente de 2n-2 parámetros que.induce un sistema de
V

.I

coordenadas en G (respect. en G), la función #oasz + ñ+ (re

pect. Won:A + É+) es medible Lebesgue.
Comola proyección P26 + G es un difeomorfismo local, si

W2G+ ñ+ es medible Lebesgue, entonces úonñ + ñ+ también.
. +n-1Utilizando la (2n-2)-forma dG y la (2n-2)-forma en valor

absoluto IdGn-1| podemosdefinir debido al lema anterior, ig
+ -+ .tegrales positivas I e I sobre G y G respectivamente de manera

usual. Para una teoria general al respecto ver por ejemplo (12).
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Sea W:E+ ñ+ una función medible Lebesgueï con soporte contenido
t . . + + -1 + . .en el dominio de una carta (Gf(A), Gf ) de G 1nduc1da por una

familia szXR + Mde curvas geodésicas dependiente de 2n-2 paré

metros. Por la proposición “.2, la representación local de

dEn-l sobre el abierto A es (¿0)x(m;-1) y siendo (¿0)“(m2'1) =
1 _

Bf.dx A ...A_dx2n 2, donde ef es una función diferenciable dE
finida en A, definimos

+ _ +

(1) I(W) = J w.|dE“ 1| = J wocf(x).|6f(x)ldx
.p
G A

donde la última integral se entiende en el sentido de Lebesgue.

Comola familia constituida por los dominios de las cartas

(Ef(A),Éf'1 ), inducidas por familias de curvas geodésicas depeg

diente de 2n-2 parámetros, cubren a E; para definir Ï(W) cuando

el soporte de Wno necesariamente está contenido en el dominio

de una carta del tipo anterior, procedemosa considerar una.pa:

tición de la unidad subordinada a dicha familia y aplicar la de
finición loca1°(1).

Dadoque por el corolario “.6, la representación local de IdGn-il

respecto a una carta (Gf(A), Gf-1) de G inducida por una familia

szXR + Mde curvas geodésicas dependiente de 2n-2 parámetros es

¡(io)*(m:71)l, la definición de I(W) para WzG+ ñ+ medible Lebeí
gue es análoga considerando cartas (Gf(A), Gf-i) de G.

Por el lema 2.3 y la proposición 2.6, resulta inmediatamente que

si ch + É+ es medible Lebesgue, entonces

(2) ïwop) = 2.1(w)

Comoes usual, un subconjunto Ï C E (respect. X C G) se dice me

dible, si su función caracteristica 1;:6 + ñ+ (respect. lsz + ñ+)
es medible y definimos la medida de Ï (respect. la medida de X)

por

(a) med(ï) = J 1ï.|dc“‘1 , med(x) = J 1x.|dcn’1|
E c
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Finalizamos la presente sección, mostrando que las integrales
Ï e I son invariantes por el grupo de isometrias de M.

A tal efecto, sea th + Muna isometria es decir, h es un difeg

morfismo y para todo p e M-y v,w e MPse verifica, (v,w) =
= (.h.=.:(v), h*(w)) donde hfirrn -> TN denota la diferencial de h.

De la definición resulta, que la función inversa h-1 también

es una isometria y si csz + Mes la única curva geodésica que

satisface cv(0) = p y ¿v(o) = v, entonces hocsz + Mes la dni/;\
ca curva geodésica que satisface hva(0) = h(p) y hocv(0) = h*(v)

luego para todo t E R se cumple hocv(t) = ch*(v)(t).
La igualdad anterior implica que hocv(t) = ¿h (v)(t) o equivalen

temente h*(cv(t)) = ¿h (v)(t) y notando que para una curva geodá
sica c se verifica c(t) = ó(c(0),t) donde o es el flujo geodési

co definido sobre IM, se tiene entonces

(u) h*OÓ(V,t) = «(h (v),t)

para todo (v,t) e TM K R.
+ + + N Sean h:G + G y h:G + G las aplicaciones definidas por

(5) h(n¿(c)) = "¿(hoc) y fi<nG(c)) = "G(hoc)

luego las aplicaciones están relacionadas por

(5) POÉ = hoP

Lema 5.2.

Sea o regular y Hausdorff; entonces para toda isometrïa h de
+ '\a

Mlas aplicaciones h y h son difeomorfismos.

Demostración

Debido a (6) y de ser P un difeomorfismo local, es suficiente
* . . + -1 +-1 -1mostrar que h es un difeomorfismo y dado que(h) = h y h

I l n -’ o 1es una isometria, bastara verificar que h es diferenCiable.

Considerando el difeomorfismo yzá + T1M/S, se tiene el siguiente
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.p- + h s
diagrama donde a = #oïofl 1. G —————————————9G

A efecto de evaluar a,
P fl

Sea v e T1M y cv.R + M

la geodésica que satisface a
. . TÍM/S —-———————>T1M/S

cv(0) = fl(v) y cv(0) = v, A
donde “:TlM + Mdenota la proyección; luego hocv(0) = h*(v) e TlM.
Siendo p‘1(n (v)) = "+(c ) y Épp'1(n (v)) = n+(hoc ), se tieneS G v S G v

entonces que a(fls(v)) = u("¿(hocv)); luego

(7) ao“s(v) = "S(h*(v))

La igualdad muestra que a es continua y por lo tanto también lo
+es h.

+
Para ver que a es diferenciable, lo cual implicará que h lo es,

sea v E TIM y (0,?) una carta regular de T1Mcentrada en v, con
v(U) = AïI (ver sección 1.1).

Siendo h*:T1M + T Mun difeomorfismo, si denotamos con V = h*(U)1

y con W= voh;1, resulta (V,W) una carta admisible de T1My en

particular cúbica por ser Ú(V) = AxI.

Comopara (x,t) E AXI es W_1(x,t) = Ó(W-1(x,0),t) por (H) se

tiene entonces que h*0W_1(x,t) = Ó(h*°W_1(x,0),t) o equivalente
mente W_1(x,t) = 0(W_1(x,0),t); luego (V,W) es una carta cúbica

y chata centrada en h*(v). Probaremos ahora que la carta (V,W)

es regular. En efecto, si u € T1My la órbita ns(u) interseca

a X: y a X: con x,y E A (ver sección 1.1), debemos mostrar que

x = y. Si "S(u) 6 E: n 2:, existen a y b G R tales que 5‘
u = Ó(W-1(x,0),a) = ¿(W-1(y,0),b); aplicando (H) para hgl, resul

ta h;1(u) = o(w'1(x,o),a) = o(v'1(y,oxb); luego ns(h;1(u)) e

e 2: ñ 2: y Siendo (U,W) regular debe ser x = y.

Si consideramos las cartas ("S(U),g) y (fls(v),3) de TIM/S, se

tiene por (7) y por ser 3("S(9_1(x,0))) = x y 3(“S(W-1(X,0))) = x
Tpara todo x E A, que voces-1(x)= xgluego a es diferenciable. #
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Nota
l

Comoel conjunto G no se considera en la siguiente proposición

la condición de que o sea Hausdorff no es necesaria.

Proposición 5.3.

Sea o regular y h una isometria de M; entonces (É) (dE) = da.

Demostración

Si h¿:TM + TM es el difeomorfismo inducido por h y w E 92(TM)

la 2-forma simpléctica, de las igualdades (11) y (12) de la seg

ción 1.3 y del hecho que h es una isometria, se deduce inmedia

tamente que (h*)*(w)= m.

En consecuencia, si consideramos las restricciones h*:T M+ T M1 1

y m.c 92(T1M) resulta

(e) (h*)*(m) = u)

Comola expresión (7) se obtuvo sin suponer que o fuera Hausdorff,

dicha identidad es válida bajo nuestra hipótesis.
2': 2': 2': 5':

Siendo aofls = "s oh*, entonces "son = (há) ofls y dado que

":(ws) = m, se tiene por (8) que "god (ws) = m.

Por la proposición ".1, ws es la única 2-forma sobre TlM/S que

satisface "s(ws) = m; luego debe ser a (ws) = ms.
-> -1 _ . + 2': 2’:

La identidad a = flOhofl implica que aou = poh; luego u ou (ws) =

= (É) opn(ms) o equivalentemente u (wc) = (É) ofl (ms).

Siendo y (ms) = de, se tiene que (É)“(dE) = da. #

El siguiente teorema muestra que las integrales positivas Ï e I son

invariantes por el grupo de isometrias de M.

Teorema 5;“.

Sea o regular y Hausdorff; entonces para toda isometria h de M

y toda función medible Lebesgue #26 + 5+ (respect. #26 + ñ+) se
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verifica ï<woï) = Ï(w) (respect. I(wo%) = I(W)).
|

Demostración

Debido a la proposición anterior y del cambio de variables en

una integral, el teorema es cierto para la integral Ï. Sea

W:G + ñ+ medible Lebesgue y h una isometria de M; como E26 4.6

es un difeomorfismo y Pzí + G un difeomorfismo local, entonces
+ _ m —

WOP:G.+ R+ y WOhOP: + R+ son medibles Lebesgue.
+
G

Por (6) es MOP= Pci; luego Ï(Wo%0P) = Ï(W°P°É).
O + I I i t _> hSiendo I invariante por isometrías, se tiene que I(W°POÉ)=

= ïwop) y por lo tanto Ïwoïïop) = ïwom.

De (2) y la última igualdad resulta I(Wo%) = T(W). #

Corolario 5.5.

Sea Q regular y Hausdorff; entonces la medida de un conjunto medi

ble de geodésicas orientadas (respect. no orientadas) es invarian
te por el grupo de isometrias de M.

Demostración

Bs consecuencia de (3) y del teorema anterior. #

1.6. El conjunto de geodésicas orientadas en variedades de Riemann

completas, conexas, simplemente conexas v sin puntos focales

En la presente sección, supondremos que la variedad de Riemann M

que es conexa y completa de dimensión n i 2, es además simplemente

conexa.

Siendo el flujo geodésico ozTMXR+ TMy la proyección flzTM + M

diferenciables, la aplicación expzTM+ Mdefinida por exp(v) =

= floo(v,1) es diferenciable y por las propiedades de o (ver-apén
dice), se verifica exp(t.v) = noo(v,t); luego si para v e TMde

notamos con csz + Ma la única curva geodésica que satisface

cv(0) = fl(v) y ¿v(0) = v, entonces cv(t) = exp(t.v).
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La función exp se denomina la función exponencial de la conexión

de bevi-Civita y para p e M, la restricción de exp a Mpque denota

mos con expp, se denomina la función exponencial en p.
Sea c:R + Muna curva geodésica; una variación de c sobre curvas

geódésicas se define comouna aplicación diferenciable

f:(-e,e)XR + M(e > 0) que verifica, f(0,t) = c(t) y t + f(s,t)

es una curva geodésica para todo s G (-e,e).

El campo de vectores definido por Y(t) = f*(%3)/ e Mc(t),(0,t)
se llama una variación infinitesimal de c sobre curvas geodésicas

y usando el hecho que la conexión de Levi-Civita es libre de tor

sión y las propiedades de la derivación covariante a lo largo de

aplicaciones (ver apéndice), se obtiene que Y satisface la ecua

ción diferencial lineal de segundo orden (J)

(J) Y"(t) + R(Y(t),c(t))c(t) = o

donde el acento (') denota derivación covariante de Y respecto

a ó y R al tensor de curvatura.

Los campos de vectores Y que satisfacen (J) reciben el nombre

de campos de Jacobi a lo largo de c.

Considerando una base paralela a lo largo de c que contenga a

é (si c no es constante), del teorema de existencia y unicidad

de las soluciones de una ecuación diferencial lineal de segundo

orden resulta, que dados u,w 6 para algún t € R, existeM

c(t0) 0
un único campo de Jacobi Y a lo largo de c que satisface Y(t0) = u

e Y'(t0) = w; luego el conjunto de campos de Jacobi a lo largo
de una curva geodésica constituye un espacio vectorial real de
dimensión 2.n.

Reciprocamente, si Y es un campo de Jacobi a lo largo de c, en

tonces Y es una variación infinitesimal de c sobre curvas geodg
sicas. En efecto, sea K la aplicación de conexión (ver apéndice);

luego por ser la aplicación HÉXKMTH)v+ Mn(v)xfin(v) un jsomor
fismo para todo v e TH, si ¿(0) = v, Y(0) = u e Y'(0) = w, existe
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un único b € (TN)V tal que "¿KK(b) = (u,w).

Definiendo la variación f(s,t) = noó(Z(s),t), donde Z:(-e,c) +

+ TMes una curva diferencialle que satisface Z(O) = v y

¿(0) = b, resulta Yk(t) = f*(%;)/(0,t) = ("°Gt)*(b) un campo

de dacobi a lo largo de c. Siendo Yb(0) = "*(b) = u e YÉ(t) =

= K(Ót)*(b), entonces YÉ(0) = w; luego por unicidad debe ser

YI = Y.

De las propiedades de simetría del tensor de curvatura de Rig
mann- Christoffel que se define como la aplicación (X,Y,Z,w)'+

+ (X,R(Z,W)Y) para X,Y,Z,W campos de vectores sobre M y de la

ecuación de Jacobi (J), se obtiene para una curva geodésica c

y campos de Jacobi X e Y a lo largo de c, la siguiente propis

dad conocida como la identidad de Lagrange (I.L) (ver Pág.

127 de (6))

(I.L) (X,Y') - (X',Y) = constante a lo largo de c

Interpretando para p e H, al espacio tangente MPcomouna varig

dad diferenciable; si v e Mp, sea Jvzflp + (MP) el isomorfismo
canónico "identificación afin", definido por Jv(w) = ¿(0), donde

azR + Mpes la curva a(t) = v+t.w. Mp es entonces una variedad
de Riemanncon la métrica ((,)) definido por ((a,b))v =

= <q;1(a), J;1(b)) si a,b e (Mp)v. ‘

Sea f la variación de cv definido por f(s,t) = expp(t.(v+s.w))
3

e Yw(t) —f*(í;)/ luego YHestá dado por(om;
(1) Y (t) = (exp ) (t.J (w))

V p 2': Ï'V

y es el Único a lo largo de cv que satisface Yw(0) = 0 e

Y¿(O) = w. La Segunda condición es consecuencia de considerar
.. . : V' =

Z(t) - (expp) (Jt v(14)), luego Yw(t) t.Z(t) e .w(t)
Z(t) + t.Z'(t). Tomando t = 0, resulta Y¿(0) = Z(O) = w pues

(exp ) :(M ) + H coincide con J-i.
p ú P o p 0

Siendo en particular cv un carpo de Jacobi a lo largo de cv,
de (I.L) se obtiene si w es ortoponal-a v (w l v),

(2) (Yv(t), cv(t)) = 0 para todo t 6 R.
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O abreviadamente Ywl cv.

Dada una curva geodésica cv:R + M con v # 0 y "(v) = p, decimos

que el punto cv(t0) con to # 0 es conjugado a p a lo largo de

cv, si existe un cawpo de Jacobi no nulo Y a lo largo de cv

que.satisface Y(O) = 0 e Y(t0) = 0. Por lo anterior, si

Y'(0) = w, resulta Y = Yw con w f 0 pues Y es no nulo; luego

por (1) el vector Jto‘v(w) G (M ) pertenece al núcleo de lat.v
diferencial de expp en t0.v y en consecuencia, el punto to.v es

un punto critico de expp.
Definición

M se dice sin puntos conjugados, si para toda curva geodésica

cv con v # 0, ningún punto cv(t) con t # 0 es conjugado a cv(0). fi

Notando que c_v(t) = cv(-t) y que si Y es un campo de Jacobi a

lo largo de cv, el campo Z(t) = Y(-t) lo es a lo largo de c_v,
de la definición resulta inmediatamente, que Mno tiene puntos

conjugados si y sólo sí para toda curva geodésica normal cv
"es decir, lvl = 1" y todo campo de Jacobi no nulo Y a lo largo

de cv con Y(0) = 0, se satisface

(3) (Y(t), Y(t)) = lY(t)I2 > o si t > o

Si Mno tiene puntos conjugados, de (1) y (3) se obtiene que

: M
(expp)* ( )

+ M es un isomorfismo para todo v E M ;
p V expp(v) p

siendo M simplemente conexo, por el lema de la Pág201. de (6)

resulta expp:Mp + Mun difeomorfismo cualquiera sea p e M.
Si dzMxH+ R denota la distancia inducida por la métrica, se

tiene entonces que d(p,q) = Iexp;1(q)l para todo p,q e M; luego

las funciones q * dp(q) = d(p,q) y q + d2(p,q) son diferencia
bles en M-{p} y Mrespectivamente. Además, las curvas geodési

cas son minimales es decir, para todo v E TMy t,t' E R se

verifica d(cv(t), cv(t')) = Ivl.It-t'l
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Por otro lado, para una función diferencialbe sz + R el gra

diente de f "grad f" se define como el único campo de vectores

que satisface (grad f/q,v) = v(f) si q E M y v 6 No; luepo si

d(p,q) = s > 0 y v = s-l.exp;1(q) se tiene que grad dp/q = ¿v(s)
Definición

Sean g,c:R + Mdos curvas geodésicas tales que p = c(0) = g(t0)

para algún t e R y c perpendicular a g en p; es decir, ¿(0) 1 ¿(to),0

|¿(o)| = 1. Un punto c(a) con a'> 0, se dice un punto focal de g

a lo largo de c, si existe un campo de Jacobi no nulo Y a lo

largo de c con Y(a) = 0, obtenida de una variación f:(-e,c)XR + M

de c que satisface, f(s,0) E g y las curvas geodésicas t + f(s,t)

son normales y perpendiculares a g en f(s,0) (ver figura).

Por definición de Y, - —.U”h rm.—_-.-*-_

resulta inmediatamente f(s, )
que Y(0) = é(t0) deben
ser linealmente depen

dientes y además (a)

Y(0) 1 Y'(0) e Y l é i c = f(0’ )

En particular, si g es constante el concepto de punto focal se

reduce al de punto Conjugado.

Definición

H se dice sin puntos focales, si para toda curva geodésica g y

toda curva geodésica normal c que parte de g y es perpendicular

a la misma en el punto de partida, no existe ningún punto focal

de g a lo largo de c. fi

La condición de que Mno posea puntos focales es equivalente

(ver Proposición H de (13)), a que para toda curva geodésica

normal c:R + M y todo campo de JacoLi no nulo Y a lo largo de

c con Y(0) = 0, se cumpla

(u) (Y'(t), Y(t)) > o si t > o
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Luego, si Mno tiene puntos focales, entonces tampoco tiene

puntos conjugados.

Sea o C Hp el plano generado por los vectores ortonormales

v,w de Mp; entonces la curvatura seccional Ko de H en p en la

dirección o se define por Ko = (v,R(v,w)w). Se comprueba facil

mente que el valor K no depende de la base ortonormal de o els

gida. Clásicamente, M se dice una variedad de Hadamard, si sa

tisface las condiciones citadas al principio de la sección y

además todas las curvaturas seccionales son no positivas.

Dadoque la condición de poseer todas las curvaturas seccionales

no positivas (ver Proposición H de (13)) es equivalente a que
2

d

dt2
Y a lo largo de cualquier curva geodésica, resulta en particu
se verifique (Y,Y)/t l 0, para t € R y todo campo de Jacobi

lar que toda variedad de Hadamard es una variedad sin puntos

focales.

Definición

Si f:M + R es una función diferenciable, diremos que f es conve

xa (resp. estrictamente convexa), si para toda curva geodésica

normal c:R + Mse verifica, (foc)"(t) 1 0 (resp. (foc)"(t) > 0)

para todo t e R.

Lema 6.1.

Si Mno tiene puntos focales, entonces para todo p e M, la fun
2 .ción o + d (p,q) es estrictamente convexa.

Demostración

ver Lema 1 de (3). #

La siguiente proposición, proporciona una "muyútil" interprs

tación de las variedades sin puntos focales y es consecuencia
del lema anterior.
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Proposición 6.2.

Sea H una variedad de Riemann completa y simplerente conexa de

dimensión n i 2 y sin puntos conjugados. Entonces H no posee

puntos focales si y sólo si para toda curva geodésica (no cons

tante) c:R + My todo punto p d c, existe una única (salvo re

parametrización) curva geodésica que contiene al punto p e in

terseca a c perpendicularmente.

Demostración

ver Proposición 2 de (3). #

L
Para p 6 M y v E M con 'v| = 1, sea v el subespacio de Mp

ortogonal a v. Si w e v1 el campo de Jacobi Ywa lo largo de
Q I i . ' - . Ocv definido por (1) satisface Yw1 cv e Ywl cv, luego 51 para

t e R, denotamos con P :M + M al isomorfismo obtenidot.v Cv(t)P

trasladando los vectores de MDparalelamente a lo largo de cv

hasta cv(t), entonces
-1 ' l — l

Pt.v(Yw(t)) e v y Ptïv(Y¿(t)) e v '
De la expresión (1) resulta inmediatamente, que si definimos

-1
(5) Dv’tzv + v por Dv’t(w) = Pt v(Yw(t))

l l -1
I . I = p I(6) Dv’t.v + v por Dv’t(w) .t.v(Yw(t))

entonces D y D' son endomorfismos para todo t e R.v,t v,t
Proposición 6.3.

Si M no tiene puntos focales, entonces det Dv s > 0 si s > 0.
D

Demostración
1 2‘:

Restringiendo el producto escalar de HDa v , sea Dv t la ad. 9

junta de Dv,t es dec1r, (Dv’t(u),w) = (u, Dv’t(w)) para
u,w e v ; luego el endomorfismo Dv toD‘; t es simétrico

' 9 3

En efecto, para u,w e vl resulta por (I.L),

(Y¿(t), Yw(t)) = (Yu(t), Y;(t)) pues Yu(0) = Yw(0) = 0;
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luego por ser Pt v una traslación paralela, se tiene por (5)
(u), D (w)) = (D (u), D' (w)) o equivalentsIy (6)’ (Dv, v,t v,t v,tt

J.

°D¿’t(w)); es decir, D
2': ’E

Í v : O 'mente (Dv,toDv,t(u),k) (u,D v’t Dv,tv,t
' 2':es simétrico. Por otro lado, siendo (D oD' (u),u) =v,t v,t

= (D¿’t(U), Dv’t(u)) = (Y¿(t), Yu(t)> por (H) se obtiene
J.n

(D0 oD¿ s(u),u) > 0 si s = t > 0 y u # 0; luego D,
oD'v,s v,s v,s

es definida positiva para todo s > 0.
e

En consecuencia, det D .det D' = det(D oD' ) > 0 yv,s v,s v,s v,s
dado que det D; = 1 por ser D¿ la identidad, por continuim

9 90 0

dad resulta det D > 0 si s > 0. #v,s

Para p E H, sea Sp ={ v e Mp2|vl = 1} la (n-1)-esfera unití

ria con la métrica de Riemann inducida por (MP, ((,))).

Se tiene entonces sobre TSp (fibrado tangente a Sp) y sobre

Tlsp (fibrado unitario tangente), los correspondientes ele
mentos de volumen (ver apéndice) inducidos por la métrica de

Sasaki definida en TSP; que denotaremos respectivamente con

dTSP y dTlsp.

Siendo el isomorfismo canónico Jvzfip + (NP)v una isometria

para todo v e MP, identificaremos por simplicidad a TSp y

Tlsp con

TS = {(v,w) e S X M :(v,w) = 0}
P P P

T S = {(v,w) e S * S :(v,w) = 0}
P P P1

-1
Para un abierto A C Rn , denotaremos con u = (a1,...,an_1)

a los puntos de A, con Di = ga las derivadas parciales y

con da = daiA ...A dan_1.

Si úzA + W(A) C Sp es un difeoworfismo que induce un sistema

de coordenadas ortogonal en Sp, sea bi(u) = W*(Di)/a €
_ ‘1 .

e (Sp)ú(u) C (MP)W(°) y vi(a) - Jw(a)(bi(a)), luego vi(a) l
l v1(a) si i # j.
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_ -1
Denotandocon pi(a) - Ivï(a)l y con eí(a) - pi (a).vi(a)

(a)pata i = 1,...,n-1, resulta entonces W(a), e1(a),...,en_1

una base ortonormal de MP.

Sea TútñiRn-l + TSp 1a aplicación definida por
Á n-1

(7) TW(a,y) = (W(a), z yi.ví(a))i=1

si y = (y1,...,yn_1); luego TWdefine una carta trivializadora

en TSp y en conSecuencia, si denotamos con dy = dyiA ...A_dyn_1,

la representación de dTSp sobre ÁXRn-1está dado por
* 2 2

Por otro lado si n i 3, la correspondiente densidad Cinemática

de TSP que denotaremos con dK y cuya restricción a Tisp es el

elemento de volumen dTISp, queda expresado sobre AXRD_1en la
forma

á n-1 n
(9) (IW) (dK) = Z (-1)i=1

+i 2 2.yi.p1...pn_1.da5dy1/\
A

...A dyi ...A dyn_1

Si n i 3, sea B C Rn_2 un abierto y Y:B + y(B) C Sn-2 C Rn.1

con Y = (Y1,...,Yn_1) un difeomorfismo que induce un sistema
de coordenadas ortogonal en la (n-2)-esfera unitaria, tal que

a

para e = (31,,,.,Bn_2) e B, resulte y(8), y*(381)le,...
...¡Y*(%ï———)l una base orientada como la base canónica de Rn-i.'n-2

Definiendo 02AXB* Tisp por
n-1

(10) 9(a,8) = (Ü(a), Z Yi(8).ei(a))i=1

resulta inmediatamente, que 0 induce un sistema de coordenadas

en Tisp y la representación de dTISp sobre AXBestá dado en Vi:
tud de (9) por

* _ n-1o - ap ...6n_2.dul\1...pn_1.61
3
38“

1donde 6i(B) = IY*( )le para i = 1,...,n-2 y dB = dBlA ...A.dBn_2



-5u_

Supongamos que M no posea puntos conjugados; luego por ser

exppzflp + Mun difeomorfísmo, la aplicación ppzspx(o,+m) + M_{p}
definida según

(12) w (v t) = ex (t.v)
. p ’ pp

es un difeomorfismo, denominada la "parametrización polar de

Mrespecto al punto p".

Para (a,t) € AXR,sea w(a,t) = expp(t.ú(u)); luego

L ———)I = (exp )*(t.J (v.(a))) y
a ami (a,t) p t'w(a) l

a oW.v.(_)| = C

"
Denotando con Yi(a,t) = Ye (a)(t) al campo de Jacobi a lo la:i
go de ca = cw(a) definido según (1), se tiene para í = 1,...,n-1,

3 _
(13) W=.:('a—a-:)| - Pí(a).Yi(a,t)1 (a,t)

Comopara s > 0 es v(a,s) = WP(W(a),s), entonces
szX(0,+m) + 9(Ax(0,+m)) = U C M-{p} es un difeomorfismo; luego

si consideramos la carta (U,W-1) con 9-1 = (x1,...,xn) y denotamos

con Xi = a i para i = 1,...,n, por (13) resulta
3x

(1") Xiow(u,s) = pi(a).Yi(a,s) y Xnow(a,s) = ¿a(s)

si i = 1,...,n-1.

Sea gij = (xi,xj) para i,j = 1,...,n; entonces por (1k) y (2)
se verifica además,

(15) ginov(a,s) = 0 y gnnov(a,s) = 1

Si i=1,oac,n"1o

Dadoque e1(a),...,e _1(a) constituye una base ortonormal den

W(a)l, si E1(a, ),...,Bn_1(u, ) denotan los únicos campospa

ralelos a lo largo de ca que satisfacen Ei(a,0) = eí(a), enton
ces para t e R es

(16) Bi(u,t) = Pt ¿(a)(ei(a))
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y E1(a,t),...,En_1(a,t), ca(t) es una base ortonormal de Mc(t).
a

Por construcción de los campos de Jacobi Yi, los vectores

Y1(a,t),...,Yn_1(a,t) son linealmente independientes para t > 0,
pues Mno tiene puntos conjugados y además son ortogonales a

¿a(f) para t e R; luego
n-1

(17) Yi(a,t) = 321aij(a,t).Ej(a,t)
con aij(u,0) = 0 y detnaij(a,s)fl # 0 sirs > 0.

. . ., . _ . 1 1
Por def1n1c1on del endomorf-smo Da’t —Dw(a),t.Ú(a) + W(a) ,
la matriz de D respecto a la base ortonormal e (a),...,e (a)a,t 1 n-1

es Haij(a,t)n; en consecuencia se obtiene

(18) det Da’t = detflaij(u,t)fl

y por lo tanto det D í 0 si s > 0.a,s
De las igualdades (1h), (15), (17) y (18) se deduce inmediata

mente, que

\/detflgijow(a,s)fl = p1(a)...Pn_1(a).Idet Da SIi

Luego, si orientamos H y Sp de modo que WPpreserve orientacio

nes y denotamos con dVMy dsp a los respectivos elementos de vo
lumen, se tiene

(19) (vp) (de)|( = ldet Dv
.dS Ads

v,s) ps I’ (v,s)
En lo que sigue, si M no tiene puntos conjugados y n 1 2, para

v e SD y e l v con le] = 1 y s > 0, denotaremos con Y(v,e,s,)

al único campo de Jacobi a lo largo de cv que satisface

(20) Y(v,e,s,0) = 0 e Y(v,e,s,s) = P (e)

y con Y'(v,e,s,t) E MC(t) al vector obtenido derivando cova
V

riantemente Y(V,e,s, ) respecto a ¿v en "t".

Proposición 6.4.

Sea M sin puntos conjugados de dimensión n l 3 y fiila 2-forma

simpléctica.
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1pr(0,+w) + T1

ciable definida por P(V,e,s) = PS v(e).

Si p e H, sea P:T H C TN la aplicación diferen

Si P (wn-1) = 0p o dTlspA ds, entonces9

lgl+n
(21). 0p,o(v,e,s) = (-1) 2 (n«1)!<Y'(v,e,s,s),Y(v,e,s,s)).det Dvs’

Demostración
-1 ..

Sea (U,W ) la carta de H definida anteriormente y (TU,Tw 1)

la carta trivializadora de TMcon Tv'l = (í1,...,ín,ín+1,...
—20 ¡A . . a...,x n); luego por la secc1on 1.3 es m = qu'A dqn+1 (1 suma

da de 1 a n), con ql = il y qn+1 = ín+3.gij°" (j sumada de 1
n-1)a n). Si g(a,e,s) = P(o(a,B),s) 6 H entonces gu(mW(a,s)’

= 0.4>"(dTs )I\ds, donde 0(u,8,s) = 0 (o(u,e),s). Dado que1 p pao

Ps.v(e) l cv(s) pues e 1 v, se tiene que g(a,B,s) 1 ca(s); lue
. +

go comopara 1 = 1,...,n, es qn 1og(a,B,s) = (Xi°w(u,s),g(a,8,s));
por (14) resulta q2'nog = 0. Por otro lado, siendo

1 n 1 A‘ 1 A ' 2
mn- = cn. z dq A ...AdqlA ...Adan dqn+A ...Adqn+i ...A dc n

i=1 [TI-1]

donde cn = (-1) .(n-1)!, entonces
z’: _ -1 

g (mn 1) = Cn.d(qlog)A ...».d(qn og)A d(qn+1og)A ...A d(q2n 1og)

Notando que si i = 1,...,n-1, es qlog = ¡log = x109 = a

se tiene,

g"( n+1
n-1 2n-1

w )= cn.da1A...Adan_1Ad(q og)A.../\d(0_ og)

Si fi(u,B,s) = (Yi(a,s), g(u,B,s)), por (14) resulta qn+iog =,

= pi'f. para cada i = 1,...,n-1; luego comopi depende sola

mente de las variables a1,...,an_1 obtenemos,

fi n-1 fg (m ) - cn.p1...Pn_1.dulA ...A dan_1)\d 1A ... Adfn_1

Puesto que la (n-1)-forma dfiA .../\dfn_1 está multiplicada

exteriormente por da = dalA ... Adan_1, para calcular

duAdflA .../xdfn 1 es suficiente considerar a fijo y diferen.
ciar respecto a 81,...,6n_2 y a "s".
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En lo que sigue de la demostración, salvo mención expresa,

convendremos que si en una expresión aparecen dos índices

iguales, se trata de una suma respecto a dicho indice de
1 a n-l.

Por (10) y (16) se verifica, g(a,B,s) = Yi(B).Bí(a,s); luego

por (17) resulta fi(a,6,s) = 75(8).aij(a,s).
Para a e A (fijo), sea Pi(B,s) = fi(a,8,s); denotando con

¿ii a la derivada parcial de aij respecto a "s", definirosay.
las funciones Fik(a,8,5)= Si; .aij(a,s) si k = 1,...,n-2

_ k

y Fin_1(a,8,s) = Yj(B).aij(a,s); luego
n-2

dFí = kgl Fik.dBk + rin_1 ds

Si "Fijfl representa a la matriz funcional cuadrada de orden
n-1 se tiene entonces,

“'1 .daAdBAds
á =.d

(22) g (m ) cn et“ il" P P1 n-1

Comopara s > 0 la matriz haij(a,s)n es inversible, sea
Hb..(u,s)fl la matriz inversa; luego si Uh..fl = Hb..u.nF..H,

1] aY 13 1] l]
_ 1 _ - . = _

entonces hik - 3€; y hin_1 - bi2.a2j.yj para 1 1,...,n 1
y k = 1,...,n—2.

Sea hk = (hik,...,hn_1k) y h = (1'11n_1,...,hn_1 n_1) Sl
3_).
38k

Dadoque la base ortogonal y(B), h1(B),...,hn_2(B) está orien

k = 1,...,n-2; luego hk = Y*(

tada como la base canónica de Rn“1 y 6i(8) = [hi(B)I, enton
pn-1ces para todo x = (x1,...,xn 1) 6 se satisface

x
_ h

61...ón_1.((x,Y)) - det ¡.1 lhn-2
-1

donde ((,)> denota el producto escalar de Rn .
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h
. n-2 h

Siendo detnhijn = (-1) .det .1 , resulta

hn-2

n .
detflrijl = (-1) .61...6n_2.((h,y)).detflaijfl y en Vlrtud de
(11) y (22) obtenemos,

J.

g"(wn-1)
= -cn-((h,Y)) .det'laijl.o (dT18P)Ads n

[ï]+n
= _ = _ _ 'oComopor (18) es det Da,s detnaij(a,s)n y cn fi 1) .(n 1).,

resta verificar si X(a,B,s,t) = Y(0(a,e),s,t) que
<(h(a,8,s), Y(B))) = (X'(a,B,S,s), X(a,B,s,s)) o

equivalentemente

-(23) <X'(a,8,5,s), X(G,B,S,S))= big(a,s).a2j(a,s).yj(B).yi(B)

En efecto, siendo X(a,8,s,0) = 0 y X(a,B,s,s) = g(a,B,S) 1 ca(s),

entonces X(a,B,s,t) 1 ca(t) y X'(a,B,s,t) l ca(t); luego
si X'(u,B,s,0) = ui(a,8,s).ei(a), se tiene que
X(a,8,s,t) = ui(a,8,s).Yi(a,t) y X'(a,B,s,t) = ui(a,8,s).Yí(a,t).

ComoYi(a,t) = aij(a,t) Ej(a,t) e Yí(a,t) = aij(a,t).ïj(a,t),
para t = s resulta,

(2") X'(a,B,s,s) = u;(a,B,s).aij(u,s).Ej(a,s)

Por otro lado, g(a,B,s) = X(a,B,s,s) = ui(u,8,s).aíj(a,s).Ej(a,s);
luego por ser g(u,E,s) = Yí(B).E1(u,s) se cumple,

.(25) ui(u,8,s) = Yj(8).bji(afs)
De (24) y (25) se obtiene inmediatamente (23), lo que completa
la derostración. #

Lena 6.5.

En las-condiciones de la proposición anterior, para todo

(v,e) e T se verificalsp

lim s2-n.(Y'(v,e,s,s), Y(v,e,s,s)).det D = 1
5+0+ v,s
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Demostración

Denotando con Y(s,t) = Y(v,e,s,t) y con en = e para (v,e)-1

fijo, sea e1,...,en_2 e Sp tales que e1,...,en_1 constituyen
una base ortonormal de v y E1,...,E los únicos campos pan-1

ralelos a lo largo de cv que satisfacen Ei(0) = ei; luego

En_1(s) = P(v,e,s).
denotan los únicos campos de Jacobi a lo largoSi Y1,...,Yn_1

de cv que verifican Yi(0) = 0 e Yí(0) = ei, entonces por (2)

es Yi l ¿v y en consecuencia,
n-1

Y.(t) = Z a..(t).E (t) para todo t 6 R.
1 _ 1] jj-1

Siendo Eaij(s)fl la matriz del endomorfismo Dv s respecto a9

la base ortonormal e1,...,en_1 de v1, resulta

det DV,s= detnaij(s)n con aij(s) = (Yi(s), Ej(s)).
ComoY(s,0) = 0 e Y(s,s) = B (s), entonces Y'(s,t) l cv(t)

para todo t 6 R y s > 0; luego Y'(s,s) = Z ai.Ei(s) con

n-1

1:1
= (Y'(s,s), Y(s,s)). Para i = 1,...,n-1, sea bij(s) = aij(s)

1(s) = (Yi(s), Y'(s,s)); luego por la linea
an-1

si j = 1,...,n-2 y bi n_
lidad del determinante respecto a la (n-1)vésima columna se tiene que

detflbíj(s)fl = a .detflaíj(s)fl o equivalentementen-l

(26) detllbi (5)“ = (Y'(s,s), Y(s,s)).det Dv,Sj

Por (I.L) la función t + <Y¿(t),y(s,t)> —(Yi(t),Y'(s,t))
es constante a lo largo de cv; luego por ser Yi(0) = Y(s,0) = 0

e Y(s,s) = En_1(s) se satisface

= v(27) bi n_1(s) (Yi(s), En_1(s))

Por otro lado, denotando con Xi(t) = (expp)*(Jt.v(ei)), por
(1) resulta,

(2B) Yi(t) = t.Xi(t)

Para i = 1,...,n-1, sea hij(t) = (Xi(t),Ej(t)) si j = 1,...,n-2
y hi n_1(t) = (Yi(t),En_1(t)); luego por (27) y (28) se obtiene,
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(s)n = sn‘2.detnh. li
(5)" = 32"n (Y'(S,s), Y(s,s)).det DV

detllbÍ (5)“ y en virtud de (26),i

fi

El lema es consecuencia de la igualdad anterior y del hecho

detnh.
1 ,s

que “hij(0)fl es la matriz identidad por ser XÍ(O) = ei,

Yí(0) = ei y Bi(0) = ei para todo i = 1,...,n-1. fl

_N°_tï

El valor (Y'(v,e,s,s), Y(v,e,s,s)) puede interpretarse del
siguiente modo:

Para r > 0, sea Sp(r) = {q e M:d(p,q) = r} la esfera geodé

sica con centro en p y radio r, y N(q) = grad dp/q para todo

q E Sp(r); luego IN(q)l = 1 y N(q) es ortogonal al espacio

tangente (Sp(r))q C Mq. Si para w e (Sp(r))q, VwNdenota la

derivada covariante de N a lo largo de la inclusión i:Sp(r) + H
en "w" es decir, VHN= K(N*(w)) donde K es la aplicación de

conexión (ver apéndice), Sea Y el campo de Jacobi a lo largo

de cv con v G Sp y cv(r) = q, que satisface Y(0) = 0 e Y(r) = w.
Un breve cálculo (ver tanbien Pág. 163 de (6)), muestra que

VWN= Y'(r).

-En particular, como para todo (v,e) G T S es P (e) € (Sp(r))q1 p r.v

con q = cv(r), si É denota la segunda forma fundamental deN

'Sp(r) respecto a N (ver definición en el siguiente capitulo)
resulta, 9r(P (e), P (e)) = (Y'(v,e,r,r), Y(v,e,r,r)).\ I".V I'.V

Lema 6.6.

Sea n i 3 y hzTIpr(0,+W) + TSp la aplicación diferenciable

definida por h(v,w,s) = (w,s.v); luego h (dTSp) = (-1)n.sn_2.
S d .

.dT1 pA s

Demostracion

Sea h1:T18pX(0,+m) + TSp y h2zT18pX(0,+w) + Tispx(0,+w)

las aplicaciones definidas por h1(w,v,s) = (w,s.v) y h2(v,w,s) =

= (w,v,s); luego h = h10h2.
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Usando las expresiones locales de dTSp y dTlSp dadas según (8)
y (11) y teniendo-en cuenta que para Be B, la base ortogonal

Y(B), Y*(%ï—) ,...ñ'*(%í———) está orientada como la base ca1g n-2B _
nónica de Rn'l, se obtiene inwedíatamente que h:(dTSp) =

‘n-2
-s .dTlspA ds; luego

1': n_ 2 2': _h (dTS ) = -s .h (dT S A ds)
p 2 1 p

Si szlSp + T18p es la aplicación definida por f(v,w) = (w,v),

por la expresión anterior se verifica hï(dTS ) = -sn-2.f"(dTlSp)/\ds;

luego es suficiente mostrar que f (dTlsp) = (-1)n-1.dTlSP.

A tal efecto, consideremos en M: = MPXMPel producto escalar
((,)) definido por (((X,y), (x',y'))) = (x,x') + (y,y'); luego

si e1,...,en es una base ortonormal de Mp, los vectores
E. = (ei,0), E (O,ei) constituyen una base ortonormal de1 n+i

M . ComoT18P es el subconjunto de M: definido por las condicion

nes (v,w) 6 Tlsp si y sólo si IvI = lwI = 1 y (v,w> = 0, enton

ces Tlsp es una subvariedad de codimensión 3 de Mg.
. . . . 1 nPor 31mp11c1dad, 51 (x ,...,x ) son las coordenadas de un punto

de M respecto a la base e ,...,e ; si v e M , identificamos a
p I 1 n p

3 . _1 _n _n+1 _2n
con ei y 51 (x ,...,x ,x ,...,x ) son las coordenadas

3x1 v 2
de un punto de Mprespecto a la base E1,...,Bn,En+1,...,E2n,

con E. si (v,w) e M2.
1 P

identificamos a .-13x (v,w)

Interpretando para (v,w) 6 Tlsp a (T18 ) como subespaciop (v,w)

de Mi, resulta que.u = (x,y) c (Tlsp) si y 551° si(v,w)
(x,v) = (y,w) = 0 y (X,W) + (y,v) = 0

Bn consecuencia, si definimos los campos de vectores N1,N2,-y

N3 sobre H: por N1(x,y) = (x,0), N2(x,y) = (0,y) y N3(x,y) =

= %.(y,x); se tiene que para (v,w) 6 Tlsp, los vectores

N1(v,w), N2(v,w) y N3(v,w) forman una base ortonormal del sua
l

espacio ortogonal (T15 ) .(v,w)
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. 2Orlentand M í ... '
I o p v a la base E1, ,E2n y orlentando Tlsp de

modoque u1,...,u2n_3 resulte una base orientada positivamen

si N1(v,w) N2(v,w), N3(v,w),te en T S( 1 P) u1""’u2n-3(v,w)
2

lo está en Mp, sea dV1 el elemento de volumen de T18 inducip —
. . 2

do por la métrlca de Mpy la orientación fijada; luego si

Ï ï n n(v w) = V..B. + w..E . y u. = a...E. + b...E
’ i=1 1 1 1:1 1 n+1 J iz1 31 1 igl 11 n+1

para j = 1,...,2n-3, se tiene que

v1.0.vn : o ...0
1 o ...0 :WIIQOWn

2 V : — °( 9) d 1 (v,w) (“1""’“2n—3) 2 det w ...w : v ...v
1 n . 1 n

(a .) I (b..)jl . 31

5' d r*(dv ) (1en o 1 (v,w) u1,...,u2n_3) dv1 (w’v)(f*(ul),¿..
n n

...,f*(u2n_3)) y f*(uj) = 121 b;..E. + z aji.Bn+í, por (29)
resulta

(30) f"(dv1) = (-1)“’1.dv1

Por otro lado, las (2n-3)-formas dV1y dTlsp están relacionadas

por dV = g.dT18p, donde gtTlsp + R es una función diferenciable1

que satlsface g(V,w) f 0 para todo (v,w) € Tisp pues dV1 (v,w) # 0

y dTISP (v’w) # 0; luego 51 mostramos que g es constante, por

(30) se tendrá que f (dT18 ) = (-1)n_1.dT18p.

Para t 6 R, sea Pt2M: + M: el isomorfismo definido por Ft(x,y) =

= (x.cos t + y.sen t, -x.sen t + y.cos t); luego comoft preser
va la métrica de M2y F = id , se tiene restringiendo F a

P 0 H 2 . t

T1Sp, que Ft(d\1) = dV1.

Comola aplicación FlestR + Tlsp definida por F((v,w),t) =

= Ft(v,w) es el flujo geodésico de la (n-1)-esfera Sp, por la

observación al final de la sección 1.3 aplicada a Sp, se tiene
á

que Ft(dT1Sp) = dTlsp; luego g debe ser una constante. #
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Proposición 6.7.

Sea H sin puntos conjugados de dimensión n i 2 y w la 2-forma

simpléctica.

Si p e M, sea szSp + TIMC TH la aplicación diferenciable

definida por‘r(e,w) = Pw(e), donde szM + M es el isomor
p cw(1) —

fismo obtenido, trasladando los vectores de MPparalelamente
a lo largo.de la curva geodésica cw hasta cw(1).

. 2’: ¡1-1

51 r (m ) = 0 .dTSP, entoncesP

[g]
(31) 0p(e,w) = (n-1)!-(-1) si w = 0

H

(32) 0p(e,w) = (n-1)!(61) 2 .s2-n.(Y'(v,e,s,s),Y(v,e,s,s)).det DvS
si w # 0 con s = IwI y v = s-i.w

Demostración

Supongamosn i 3 y sea h la aplicación del lema anterior. Sien

do 70h = P, donde P es la función definida en la proposición

6.H, resulta

h*of*(mn_1) = r*(m“’1) = üp’o dT18p¡\ds
Aplicando el lema anterior obtenemos,

n-1 2h"or (m ) = h"(0 de ) = (—1)”.s“’ .0 oh.dT s A ds
p p p 1 p

y por lo tanto,

(33) 00(e,s.v) = 0p0h(V,e,s) = (-1)n.s2'n.0p 0(v,e,S)- 9

para (v,e,s) 6 T18 x(0,+'°).P

La expresión (32) es consecuencia inmediata de (33) y (21).

Teniendo en cuenta que 0p es continua por ser T diferencia
ble, tomando en (33) limite para s + 0+, obtenemos (31) en

virtud del lema 6.5.

Sea n = 2 y denotemos con K a la curvatura de Gauss de M y

con a:S XR+ R a la única solución de la ecuación de Jacobi
P
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(su) ¡(v,t) + KCcv(t)).a(v,t) = o con a(v,0) = o y ¿(“0) = 1

donde á denota la derivada parcial de a respecto de t.

Sea e 1 v y E(v, ) el único campo paralelo a lo largo de cv

que satisface E(v,0) = e; luego si Y(v,t) = a(v,t).E(v,t),

entonces Y(v, ) es.el único campo de Jacobi a lo largo de cv

que satisface Y(v,0) = 0 e Y'(v,0) = e.

Por definición de Dv,s resulta det Dv,s = a(v,s), por ser

a(v,s) la matriz de Dv,S respecto a la base "e" de vl y
a(v,s) # 0 si s > 0 pues M no tiene puntos conjugados. Como

Y(V,e,Sa0) = 0 e Y(v,e,s,s) = E(v,s), entonces Y(v,e,s,t) l ¿v(t)

e Y'(v,e,s,t) l ¿v(t) para todo t € R; luego Y(v,e,s,t) =
=b(v,s).Y(v,t) = b(v,s).a(v,t).E(v,t) con b(v,s).a(v,s) = 1
SiendoY'(v,e,s,t) = b(v,s).á(v,t).B(v,t), resulta

¿(v,s) = <Y'(v,e,s,s), Y(v,e,s,s)).det Dv,s
Concluimos la proposición, mostrando la igualdad

(35) 9p(e,s.v) = -a(V,s)

para e,v 6 SD con e l v y s > 0; lo que implicará (32) y tam

bién (31), tomando limite para s + 0+, en virtud de (3M) y

de la continuidad de 0p.

A tal efecto, sea e1,e2 una base ortonormal de Mpy W(0,2.n) + Sp

definido por W(a) = cos a.e1 + sen a.e2; luego si e(a) = W(a)

y v(a) = -sen a.e1 + cos a.e2, entonces TW(a,t) = (e(a),t.v(a))

y por (8) resulta (TW)*(dTSp) = da A dt.
En particular, si consideramos la aplicación f:(0,2.fl) X (0,+°) +

+ TSp definida por f(a,s) = TW(a,s) se tiene que f (dTSD) 
= daA ds.

Sea E(a,s) = T°f(a,s) = PS v(01)(e(c1)); luego si Y(a, ) es el

único campo de Jacobi a lo largo de cv(a) oue satisface Y(u,0) = 0

e Y'(a,0) = e(a); por definición de la función azspKR+ R se tiene,
Y(a,s) = a(V(u),s).E(c,s).
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Definiendo w:(0,2n) X (0,+°) + H por v(a,s) = expp(s.v(a)),
‘ I I t tv es un difeomorfismo con su imagen; luego Sl denotamos con

U =W((0,2") í (0,+°)) y con w'l = (x1,x2), para la carta

(U,v-1) se satisface E(a,s) E M . Si X. = 2—?3 se tienew(a,s) 1

además, X1°W(a,s) = -Y(a,s) y X2°w(a,s) = é

Sea (TU,TW-1) la carta trivializadora de TMcon Tv-l =

= (í1,í2,i3,2u); entonces m = dqlA dq3 + dq2A dq,4 con q1 = x
. .' _ 2+i _ 3 _u

s1 1 - 1,2 y q — R .gíf>n + x .gi20fl

Siendo qioE = iiow = a, qaoB = (X1°W,E) = -<Y,E) y
ll. r o

q oE —(X2ov,E) —0 por ser E(a,s) l cv(a)(s), resulta

E (m) = daA.d(-(Y,E» = -dul\g; (Y,B)ds; luego 0p°f(a,s) =
d _ - .

- a; (Y,E) (d,s) —-a(v(a),s) o equ1valentewente

0p(e(a),s.v(a)) = -a(v(a),s), lo que prueba (35). #

Estamos ahora en condiciones, de enunciar y probar el resultado

central de la presente sección.

Teorema 6.8

Sea Msin puntos focales de dimensión n i 2; entonces el flujo

geodésico Q restringido a T Mes regular y Hausdorff. Conside
1

rando en el conjunto de geodésicas orientadas E la estructura
+

diferenciable natural, G resulta difeororfo a TSDcualquiera
sea p E M.

Demostración

Sea szSpKR + N la familia normal de curvas geodésicas depen
diente de 2n-2 parámetros, definida por f(e,w,t) = n°Ó(f(e,w),t),

donde 1 es la aplicación de la proposición anterior. Denotando

)
' 3

con f(e,w,t) = f*(íï
¿(e,w,t) = Ó(T(e,w),t) y Ït(e,w) = Ót(1’(e,w)) para todo t e R.

(e v,t) y con %t(eaw) = ¿(e’wat), resulta,,
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Éor construcción de f (ver figura),

la curva geodésica f(e,w, ) parte de

f(e,w,0) = expp(w) = q en la direc
ción t(e,w,0) = T(e,w) y en particu

lar si w = 0, es f(e,0,t) = ce(t) =
= es (t.e).

pp
Siendo e l w y T(e,w) el vector de

S C Mqobtenido, trasladando e paralelamente a lo largo de la

curva geodésica cw(t) = expp(t.w) hasta t = 1, entonces T(e,w) 1
1 é (1)

“I

Sea J el jacobiano de szSPXR + T M respecto de los elewentos1

de volumen dTSpA dt y dVTlH; es deCir, (f) (dVTlH) = J.dTSpA dt
n-1)Siendo f0 = 1 y r¿(m = 0 .dTSp, por el lema 3.10 resultaIP

[%]+1
_ _ (-1) .

J - kn.0p con kn ———T¡:Ï7T—,luego por (31) y (32) obtenemos,

J(e,w,t)= -1 si w = 0

J(e,w,t) = -s2_n.(Y'(v,e,s,s), Y(v,e,s,s)).det DvS
9

si w # 0, con s = le y v = s-l.w

ComoH no tiene puntos focales y t + Y(v,e,s,t) es un campo

de Jacobi a lo largo de cv que satisface Y(v,e,s,0) = 0 y

además no nulo por ser Y(v,e,s,s) = PS v(e), entonces por (u)
es (Y'(v,e,s,s), Y(v,e,s,s)) > 0.

Por otro lado, por la proposición 6.3 es det Dv,s > 0; luego

J(e,w,t) < 0 para todo (e.w.t) e TSp x R.

Fn consecuencia, si probamos que las aplicaciones izTSpXR+ T1H

y szTSp + E definida por Éf(e,w) = "E(f(e,w, )) son biyeccio

nes, resultará o regular y Eausdorff y E difeororfo a TSp.

En efecto, si szSpKP + T H es una Liyección, por lo anterior1

es un difeomnrfismo; luego si v e TIMy ¿(eo,w0,t0) = v, sea
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g:A + g(A) C TSp un difeomorfismo, donde A es un cubo abierto
R2n-2 )‘centrado en un punto a e con g(a) = ( e0,w0

Definiendo v-1(x,t) = ¿(g(x),t+t0) para (x,t) e AXR,resulta
W_1(X,t) = Ó(W-1(x,0),t) y en consecuencia, si U = v_1(AXR),

entonces (U,v) es una carta cúbica y chata de T1Mcentrada en

V (ver sección 1.1) y además es regular por ser É una biyección;

luego o es regular.

Si EszSp + E es una biyección y consideramos en E la estructg
ra diferenciable natural (ver sección 1.2); comola diferencial

de É tiene en particular rango máximoen cada punto (e,w,0), en

tonces por la proposición 2.2, resulta Ef un difeomorfismo. Para

ver que o es Hausdorff, es suficiente mostrar que T1M/Ses Haus
dorff (ver comentario después del corolario 1.5); pero esto es

consecuencia del hecho que TIM/S es difeomorfo a E por tener E

la estructura diferenciable natural y de ser E difeomorfo a
TS via Ef.

P

Finalizamos la demostración del teorema, probando que ambas apli

caciones son biyectivas.

De hecho, la inyectividad de É implica la de Ef y la suryectivi

dad de Ef implica la de É.

En efecto, supuesto que É es inyectiva, sea Ef(e,w) = Ef(e',w');

luego por ser f normal existe un b e R tal que f(e,w,t) =

= f(e',w',t+b) para todo t e R; en consecuencia, i(e,w,0) =

i(e‘,w',b) y por la inyectividad de É resulta e = e', w = w'

y b = 0.

Supuesto que Ef es suryectiva, sea v e T1My consideremos la

geodésica orientada g = "a (cv) E E. Por la suryectividad de

Ef, existe un (e,w) 6 TSp tal que Ef(e,w) = g; siendo f(e,w, )

y cv normales existe entonces un b E R tal que f(e,w,t) =

= cv(t+b) para todo t 6 R y por lo tanto, f(e,w,-b) - cv(0) v,
es decir, f es suryectiva.
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Para ver la suryectividad de Éf, sea g = "E(cv) con lvl = 1.

Si p e cv, entonces p = cv(b) para algún b e R y tomando

e = cv(b) f Sp, resulta ce(t) = cv(t+h) para todo t e R; luego
Ef(e,w) = g con w = 0.

Si p.( cv, por la proposición 6.2, existe una única curva geo

désica (salvo reparametrización) que parte de p e interseca a

cv perpendicularmente; denotando con c:R * M a la única para

metrizada que satisface c(0) = p, c(1) = q e cv y ¿(1) l cv(b)
. _ - —1 —1

Sl q - cv(b), sea w = c(0) = expp (q) y e = Pw (cv(b)). Por

construcción, se verifica que e l w y f(e,w,t) = cv(t+b); luego
-> ->Gf(e,w) = g y Gf resulta suryectiva.

Para, ver finalmente la inyectividad de É, mostraremos primera

mente que la distancia entre el punto p‘y la curva geodésica

t + f(e,w,t) se realiza exactamente entre p y f(e,w,0); es decir,

(36) le = d(p,f(e,w,0)) < d(p,f(e,w,t)) si ItI >10

Denotandocon P(e,w,t) = d(p,f(e,w,t» = Iexp;%(f,e,w,t))l,
si w = 0, resulta F(e,w,0) = Iexp;1(f(e,0,t))l = It ; luego
(36) se verifica en éste caso.

Suponiendo w # 0, sea q = expD(w), s = le y v = s-i.w; luego

¿“(1) = s.cv(s). Comoéqu:Mq + M es un difeomopfisme con

p = expo(-s.cv(s)) y los vectores ¿v(s), T(e,w) son linealmente
independientes, la curva f(e,w) no contiene al punto p.

En consecuencia, si consideramos la función x + dD(x) = d(p,x)

para x e H-{p}, el vector grad dé f(e’w,t) está definido para

todo t e R; verificándose en particular, grad délq = év(s)
.. 2 .Debido al lema 6.1, la funCion t * F (e,w,t) es estrictamente

. . d .

convexa; luego es sufic1ente mostrar que a? F(e,w, )It=o = o

Siendo g? F(e,w, )|t:0 = (dpof(e,w, ))*(%ïflt=o = (dñ)fi(r(e,w))
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y (dp)*(1(e,w)) = (grad d T(e,w)) = (cv(s),7(e,w))p|f(e,w,0)’
pues q = f(e,w,0), entonces g? F(e,w, = O, por seruna
cv(s) l 1(e,w).

Sea ahora %(e,w,to) = i(e',w',t¿); luego f(e,w) =

= ¿(é',w'_,t¿-to).
Llamando b = t6-t0 se tiene entonces que f(e,w,t) =

= f(ef,w',t+b) para todo t e R.

Siendof(e,w,-b) = f(e',w',0) y f(e',w',t) = f(e,w,t-b), por
(36) aplicado a f(e',w', ) obtenemos,

d(p,f(e,w,-b)) < d(p,f(e',w',t)) = d(p,f(e,w,t-b) si ItI > 0

Si suponemos b # 0, entonces IbI > 0 y de la desigualdad resulta,

d(p,f(e,w,-b)) < d(p,f(e,w,0)) lo que contradice (36) aplicado

a f(e,w, ); luego tó = to
Siendo ahora f(e,w,t) = f(e',w',t) para todo t e R, entonces

i(e,w,0) = É(e',w';0) y f(e,w,0) = f(e',w',0); es decir,

r(e,w) = T(e',w') y expp(w) = expp(w').

Comoen particular expp es una biyección, resulta w = w' y dado

que 1(e,w) = Pw(e) = P (e') = T(eY,w) con szv —> M

w “ex (w)
p pp

isomorfismo, es e = e' y en consecuencia f es inyectiva. #

Dado que todas las geodésicas orientadas de Mse parametrizan

de wanera biyectiva con el conjunto de parámetros de f, diremos

que f es la parametrización global de É respecto al punto p de M.

Si n i 3, sea ng1SDX(0,+W)*R + N la familia normal de curvas
geodésicas dependiente de 2n-2 parámetros, definida por

g(v,e,s,t) = noó(P(v,e,s),t), dondeP(v,e,s) = PSv(e).
Si h es la aplicación del lema 6.6, por definición de f y g r2
sulta, g(v,e,s,t) = f(h(v,e,s),t) = f(e,s.v,t); luego ag = (Ef)oh
y por (36) la distancia de p a la curva t + p(v,e,s,t) es exacta
mente s.
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Siendo Ef y h diferenciables, también lo es ¿plespx(0,+a) + E;

y puesto que h aplica T15p¡(0,+w) difeomorficamente en el con

junto de vectores (v,w) E TSp con w í 0 y af es un difeomorfis

mo, entonces ag aplica Tifp*(0,+°) difeomorficawente en el con
junto de geodésicas orientadas que no contienen al punto p.

En consecuencia, diremos que g es la parametrización polar de

E respecto al punto p.
1 +n-1á _ _ 7':

Denotando con dEE-l = (Ef) (¿En 1) y con da; o = (ag) (dG )’

obtenemosel siguiente corolario.

Corolario 6.9.

Sea M sin puntos focales de dimensión n i 2 y p E H. Entonces

dE;_1 = 0p.dTSp, donde 0P es la función definida en la propo
+n-1

sici’n 6.7 si n > 3 es dG = 9 .dT S A ds donde 9
° y - p,0 13,0 1 p ’ 13,0

es la función definida en la proposición 6.“.

Demostración
1.. . _ - 2': _1

En virtud de le proposic1on ".2 se satisface, añ; = (f0) (w? ),
e g': _ ° 2': _

con (f0) (m: 1) = (f0) (mn 1) por ser f normal.
- ->

Siendo f0 = T, de la proposición 6.7 se obtiene, dcg.1 = 0p.dTSP+ +
ComoGg = (Gf)oh, por el lema 6.6 resulta,

(133-?)= h’:(dE;'1) = h"(ap.dep) = (-1)n-Sn_2'6p°h'dTïsPAds9

y dado que por (33) es 9p 0(v,e,s) = (-1)n.sn-2.9poh(v,e,s),’

obtenemos dan-1 = 0 .dT S A ds. fi
13,0 p,0 1 p—

El teorema 6.8 implica trivialnente el siguiente:
Corolario 6.10.

-> +

Si para p G M, fD2TSp + G denota la parametrización global de G

respecto a p, entonces las funciones de transición f_1ofp:TS + TSq

*n-1 #son difeomorfismos y (f;1)"(de ) = (f;1)"(d32’1) = ¿“4.
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+
Comoconsecuencia de los corolarios, si I es la integral positi

va definida en la sección 1.5, para toda función medible
+ .

WzG + R+ se cumple,
+ ->

(37) I(W) = J wocf .|a ¡deP P P
TS

P

Comoel conjunto de geodésicas orientadas que contienen a "p"
. + .

tiene medida nula, pues se identifica via Gfp con el conjunto

de pares (e,w) e TSp con u = 0; si gp es la parametrización+
polar de G respecto a p, resulta

-> +

(se) I(W) = WOGgp.I9p’0IdT18 A dsP

Tlspx(o,+o)

Finalizamos la sección, computando 0p y 0p o cuando M es el3

espacio euclideano o el hiperbólico.

Es bien conocido, ver por ejemplo Pág. 9Mde (6), que si M

tiene curvatura constante K y R es el tensor de curvatura,
entonces

(39) 'R(X,Y)Z = K.((Y,Z).X-(X,Z).YZ
‘ v

para todo triplete de campos de vectores X,Y,Z sobre H.
l

Sea p e M, v e Sp y e1,...,en_1 una base ortonormal de v y

denotemos con Ei a los únicos campos paralelos a lo largo de

c que satisfacen Ei(0) = ev y con Yi a los únicos campos dei

Jacobi a lo largo de cv que verifican Yi(0) = 0 e Yí(0) = ei;
5

IIMI

H

luego por ser Y. l é se tiene que Y.(t) = a..(t).E.(t) si
1 1 13 3V .

3 1

1 = 1,...,n-1 y det DV,s = detflaij(s)fl
De la ecuación de Jacobi (J) y de (39) resulta inmediatamente,

que aij E 0 si 1 # j y aii satisface la ecuación diferencial

¿.(t) + K.a..(t) = 0 con aíi(0) = 0 y á (0) = 11 11 ii

2 .
Sea K = -r con r 1 0; entonces aii(t) = t 51 r = 0 y aii(t) =

-1 . n-1 .= r .Sh(r.t) 51 r > 0; luego det D = s 51 r = 0 yv,s
det D = (r-ï.Sh(r.s))n_1 si r > 0.v,s
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Para e e Sp con e l v y s > 0, sea Y(t) = Y(v,e,s,t) el único

cahpo de JacoLi a lo largo de cv que verifica Y(0) = 0 e

Y(s) = PS v(e). ComoY l cv, de la ecuación de Jacobi y de (39)

resulta Y(t) = a(t).Pt v(e), donde a(t) + K.a(t) = 0, con
a(0) = 0 y a(s) = 1.

-1
En consecuencia, si r = 0 es Y(t) = s .t.Pt v(e) y si r > 0

es Y(t) = Sh'1(r.s).5h(r.t).Pt v(e).
Dado que según sea el caso, resulta Y'(t) = s_1.Pt v(e) e

Y'(t) = r.Sh_1(r.s).Ch(r.t).Pt v(e), de (31), (32) y (33) ob. n

tenemos las siguientes expresiones, donde cn = (n-1)!(-1) ï

Caso euclideano (K = 0)

0 (e,w) = c
p n

Si n 1 3,

0 (v e s) = (-1)n c sn"2’ , . n.
Caso hiEerhólico (K = -r2, r > 0)

9p(e,w) = cn Si w = O
-1 n-2 .

9p(e,w) = cn.Ch(r.s).((r.s) .Sh(r.s)) Sl w # C con s = le
Si n i 3,

n 2-n n-29 (V,e,s) = (-1) .c .r .Ch(r.s).Sh (r.s)p,0 n
- +

Comouna aplicac1on trivial para n i 3, sea a > 0 y xa el con
junto de geodésicas orientadas cuyas distancias al punto p es

menor o igual que "a"; luego si en (38) consideramos Wigual a
A o + l o c hla func16n caracteristica de Xa, en el caso hiperbolico se tiene,

r2’“ Ch(r.s).Shn'

. Tlspx(0,a)

med(ï ) = (n-1)!. 2(r.s).dT s A ds
a 1 P

y aplicando Fubini,
a

ned(ïa) = (n-lïor2_n.vol(T15p).J Ch(r;s).Shn_2(r.s)ds
0
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2. HOROESFERAS

En el presenta capitulo, las curvas geodésicas se denominarán

abreviadamente geodésicas.

2.1. Horoesferas en variedades de Riemann completas, simplemente

conexas y sin puntos focales

En esta sección, Mdenotará una variedad de Riemann conexa,

completa, simplemente conexa y sin puntos focales de dimensión

n i 2.

Para p e M y v e Sp, sea cv(t) = expp(t.v) y Bs,v la bola cerrí
da con centro en cv(s) y radio s > 0; es decir,

BS v = {q e H:d(q,cv(s)) í s}, donde d denota como es usual a la, .

distancia inducida por la

métrica <,> de H.

El conjunto B = U B se
v S>0 s,v

denomina el horodisco deter

minado por v y su borde

H = 3B la horoesfera deter
v v ———————___ _

minada por v (ver figura 1);

luego si H es el espacio eucli

deano, las horoesferas son los

hiperplanos afines. (Figura 1)
Cuando n = 2, las horoesferas se denominan horociclos.

Para s > 0, sea ds,v(q) = d(q,cv(s)); luego ds,V es diferencia
ble en todo punto de M excepto en cv(s) y por la desigualdad

triangular, para cada punto q se tiene que la función

s + s-ds v(q) es creciente y acotada en valor absoluto por
9

d(p,q). En consecuencia,

(1) bv(q) = lim (s-d (q))s++m s,v
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existe para todo q € M. La función bv:M + R se denomina la

función de Busemanndeterminada por v; y por construcción
. _—1 _—1

se satisface, Hv - bv (0) y Bv —bv ([0,+w))

Por ser cv globalmente minimal con lvl = 1, de (1) resulta

(2)' bv(cv(t)) = t

para todo t € R. Por otro lado, si v(t) = cv(t), como

cv(t)(s) = cv(t+s), de (1) se obtiene

(3) bv(t) = bv - t
_ -1 _ -1

para todo t € R, luego Hv(t) - bv(t)(0) —bv (t).

En la práctica, el cálculo de bv(q) según (1) puede ser com
plicado; pero notando que por la desigualdad triangular se

d(q,c;(s))
verifica 11m -———E————-= 1, se obtienes++m

52-d2(q,c (5))
_________X____)(u) bv(q) = lim ( 2.8s++m

. . = _ ,Por el teorema 7 de (H), se verifica d(Hv(t),Hv(t,)) It t I

para t,t' e R; y comopor (2) es bV suryectiva, resulta

(5) H = U H (unión disjunta)
teR V(t)

Las horoesferas H se dicen paralelas a H .V(t) v
Recordamos (ver sección 1.6), que si p # q con d(p,q) = r y

c:[0,r] + H es el segmento geodésico que satisface c(0) = p

y c(r) = q, entonces ¿(r) = grad dp q; luego para q (arbitra

rio) y s > O con cv(s) í q, el vector ws = -grad ds,V e sq,
es el vector inicial tangente al segmento geodésico "parame

trizado por longitud de arco" que une q con cv(s).
Un vector w e S se dice

q

asintético a v; si exis

te una sucesion si + +0,
tal que w. = w + w en.1 si
S (ver figura 2).
q (Figura 2)
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Proposición 1.1.

Para todo p 6 H y v e Sp se verifica:

i) bv es de clase C2

ii) bv es cóncava; es decir, --bv es convexa (ver definición
en la sección 1.6).

iii) Para todo q e M, grad b = -lim grad d (conver
V q s*+° S’V q

gencia en Sq).

iv)_Para q e My w e sq, w es asintótico a v, si y sólo si
b -b es constante sobre M.w v

Demostración

En todos los casos la referencia es (5).

Hago notar que las condiciones que satisface M, implican a

las que alli se mencionan.

Para i) y ii) ver teorema 2, para 111) ver proposición 1 y

para iv) ver proposición 3. #

Luego, las horoesferas son hipersuperficies de clase C2 de

H, con campo normal (unitario) q + grad bv (q 6 Hv) deq

clase C1. Dado que para todo t e R y s > 0 con s > t se vs

rifica cv(t) = _grad ds,v Cv(t); por 111) resulta,

(6) grad bv Cv(t) = cv(t)
para todo t e R.

Definición

Un subconjunto A C H se dice convexo, si para todo par de pun

tos p,q 6 A, el único segmento geodésico c:[0,1] + M que sa

tisface c(O) = p y c(1) = q, está contenido en A.
. -1

La curva c está definida por c(t) = expp(t.w), s1 w = expp (q).

De la definición resulta, si fzfl + R es convexa, los subconjun

tos f-1((-n,a]) son convexos para todo a e R.
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Luego, por ii) de la proposición anterior, los horodiscos Bv
son convexos y por la igualdad

(6) y iv), el campo normal

(unitario) q + grad bv a (q E Hv)
apunta hacia BV; es decir,

si w = grad bv entonces
q

c (t) E B para todo t > 0
w _ v 

(ver figura 3). (Figura 3)

Si ©2TMKR+ TM es el flujo geodésico y nzTM + M la proyección,

sea f:HVXR+ H la aplicación definida por

(7) f(q,t) = floo(N(q),t)

donde N(x) = grad bv para x € M.x,
Reemplazandola condición "sin puntos focales" por una condi

ción mas débil es sabido, (ver teorema Pág. su de [u]); que f

es un homeomorfismo y f es de clase C1.

En virtud de las condiciones impuestasba My la proposición
anterior se obtiene:

Proposición 1.2.

Para todo v 6 Tin, la aplicación f definida según (7), es un
difeomorfismo de clase C1.

Demostración
. . 2 1

Comofl y o son diferenc1ables y bv € C , entonces f E C ; lui

go es suficiente computar la función inversa y notar que también
es de clase C1. A tal efecto, sea x = f(q,s) y c(t) = f(q,t)

para t G Rz Denotando con w = N(q), por iv) de la proposición

anterior es bu = bv, pues q e Hv.

Comopor (2) es bw(c(t)) = t, entonces bw(x) = s y por lo tanto,
s = b (x). Por otro lado, de (6) es ¿(t) = grad b ; luego

v w c(t)
¿(5) = grad b, = grad bv = N(x).‘ x x
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Siendo g(t) = c(t+s), la única geodésica que satisface g(0) = x

y ¿(0) = N(x), entonces g(t) = "oó(N(x),t).

Comog(-s) = c(0) = q, resulta q = “O©(N(x),-s) o equivalente

mente, q = nod(N(X), -bv(x)).

La aplicación x + ("06(N(x), -bv(x)),_bv(x)) es la inversa de
f y es claramente de clase C1. #

En los últimos años se estudia con interés, las propiedades ahí
logas que satisfacen las horoesferas de variedades de Hadamard,

respecto a las horoesferas del espacio de curvatura constante

negativa (ver por ejemplo (9)) y también su geometria, inter

pretándolas comohipersuperficies de clase C2 (ver por ejemplo

(8)). Siguiendo el último enfoque, nos preguntamos si es posi

ble comparar las curvaturas seccionales de las horoesferas

con las de la variedad, y cómo quedan acotadas, en el caso de

que lo estén las de la variedad. Las respuestas están resumi

das en el teorema 1.7; y a efecto de poder dar una demostración

del mismo, comenzaremospor describir el material necesario.

Para p,q e M con d(p,q) = r > 0, sea v = -grad d € S y cqp plw
con w e SO la única geodésica que cumple cw(r) = p; luego

¿“(r) = -v. Por lo visto en la nota después del lema 6.5 del
capitulo anterior, si u l v, se verifica V grad d —Z'(r);

u Q

donde Z es el único campo de Jacobi a lo largo de cw que sa

tisface Z(0) = 0 y Z(r) = u. Equivalentemente se tiene,

Vu grad d = -Y'(0); donde Y es el único carpo de Jacobi a lo

largo de cv que satisface Y(0) = u e Y(r) = 0; en consecuencia,ch eY'lc.
V V

En particular, si p 6 N, v 6 Sp son fijos y q = cv(s) con
s > 0, resulta

(8) Y' u(0) = -Vu grad dSsava 9V
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donde Ys,v,u denota al único campo de Jacobi a lo largo de cv

que verifica Ys,v’u(0) = u e Ys’v,u(s) = 0, para todo u l v.l
Para s > 0, sea D; vzv + vl el endomorfismo definido por

9

' V

(9). Ds’v(u) - Ys’v’u(0)

luego, por la identidad de Lagrange (ver sección 1.6), se ob
I i t ' Q J Q

tiene inmediatamente que Ds v es Simetrico; es decir,!

(D;;v(u),w) = (u,D;’v(w)) para todo u,w e v1.
1Por otro lado, para u e v con u # 0, sea Y(t) = Y (s-t);s,v,u

luego Y(0) = 0 e Y(s) = u. Siendo (D; v(u),u) = -(Y'(s),Y(s))
sy Msin puntos focales, por (H) de la secc1ón 1.6 resulta,

' V

(Ds’v(u),u) < 0; es decir, Ds v es definido negativo.
9

Es bien conocido, (ver Eberlein (2) o Green (7)), que los en
. ' \

domorfismos Ds v convergen para s + +m, a un endomorfismo
9,1 1 . ...

szv + v ; que por lo anterior resulta Simetrico y semi-defini
do negativo.

Los campos de Jacobi Y a lo largo de c que satisfacen las conv,

diciones iniciales Y(0) = u l v e Y'(0) = D¿(u), se denominan

en la literatura estables.

Los endomorfismos D; (v e T1H), están relacionados con las fun
ciones de Busemann (ver Proposición 2 y Teorema 1 de (5)), del

siguiente modo: sea N = grad bv y q 6 M; luego si u G N(q)l

se cumple

(10) qu = D'(q)(u)

Hago notar nuevamente, que las condiciones que satisface M,

implican a las que se mencionan en la citada referencia.

Dado que w = N(q) es asintótico a v, entonces grad bW= grad bv;

luego (10) es equivalente a

(11) Vu grad bw = -lim Vu grad dS 9 h's++°
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Recordamos, que si w es un endomorfismo de un espacio euclidea

no V, la norma de v se define por flwfl = máx{|p(x)lglx| = 1}_

El siguiente hecho, será de utilidad.

Lema 1.3.

Si para todo plano tangencial o a M, la curvatura seccional

k verifica Ko i -k2 (k > 0), entonces la norma del endomorfis

mo D; satisface HD¿Ní k, para todo v e T M.1

El lema es consecuencia inmediata, del siguiente resultado
debido a Eberlein.

Proposición 1.".
Si las curvaturas seccionales de N satisfacen la acotación

Ko i -k2 para algún k > 0, sea Y un campo de Jacobi a lo largo

de una geodésica c con [él = 1, que verifica Y(0) = 0 e Y l é;

entonces IY'(t)I í k.Coth(k.t).IY(t)| para todo t > O.

Demostración

ver Proposición 2.7 de (2). #

Demostración del lema 1.3.

Para u 6 v1 y s > 0, sea Y(t) = Y (s-t);.luego Y(0) = 0s,v,u
e Y(s) = u. Por la identidad de Lagrange resulta Y l é; donde

c(t) = cv(s-t) con |¿l = 1, pues v e TlM.
Por 1a proposición anterior, se satisface IY'(s)I í k.Cóth(k.s).IY(s)I
o equivalentemente, IY' (0)] í k.Coth(k.s).luI.

s u’v, '
. . . v .

Por definicnón de Ds v obtenemos en consecuenc1a, “Ds v í9 í

< k.(Coth(k.s); y tomando limite para s + +0, resulta “D¿Hi k. #

Proposición 1.5.

Si n = 2, sea K la curvatura de Gauss de H y supongamos que

K < -r2 para alguna constante r > 0.
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Si c:R + M es una geodésica con |¿| = 1 e Y un campo de Jacobi

a lo largo de c, con Y(0) = 0 e Y l é, entonces

(12) r.Coth(r.t).IY(t)I í IY'(t)I

para todo t > 0.

Demostración

Necesitaremos primeramente el siguiente:

Lema 1.6.

Sea s > 0, KizR + R (i = 1,2) funciones diferenciables que veri

fican K1(t) < K2(t) < 0 para t i s y xí:[5,+°) + R, una solución
de la ecuación de Ricatti (R)

(R) xi + xÏ

con xi(t) > 0 para t > s. Si x2(s) < x1(s), entonces x2(t) <

< x1(t) para todo t i s.

Demostración

Hacemosnotar, que_soluciones xi existen, pues si aizk + R es

la solución de la ecuación de Jacobi (J).

(J) Si + Kluai = 0 con ai(0) = 0 y ái(o) = 1

entonces aí(t) > 0 y ai(t) > 0 para todo t > 0, pues Ki < 0;

luego las funciones xí(t) = ai(t).a;1(t) definidas para t > 0,
satisfacen (R). Sea ahora, x = x1-x2; entonces por (R) se cumple

fi+x(x1+x2) = K2—K1> 0. Como x(s) > 0 y x es continua, si

2 = sup{c > 0:x(t) > 0 si t 6 [s,s+c)} y 9 = +0, nada hay que

probar. Supongamos que 9 < +D y sea 5 = 8+9; luego x(E) = 0

y x(t) > 0 para t G [s,E). Siendo i(3) = K2(E)-K1(E) > 0, en
tonces x es estrictamente creciente en un intervalo de E; pero

esto implica que x(t) < x(E) = 0 para t < E y pr6x1mo a E, lo

cual es absurdo y por lo tanto Q = +0. fi
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Demostración de la proposición 1.5.

Siguiendo la idea de la demostración de la proposición 1.“, su

pongamos primeramente que K < -r2.

Sea e l ¿(0) con IeI = 1 y E el único campo paralelo a lo largo

de c que satisface E(0) = e. Si X es el único campo de Jacobi

a lo largo de c que verifica X(0) = 0 y X'(0) = e, entonces

X(t) = a(t).B(t) para todo t 6 R, donde a es la única solución
de la ecuación a(t) + K(c(t)).a(t) = 0, con a(O) = 0 y ¿(0) = 1.

Supongamos Y'(0) = A # 0, pues si A = 0, entonces Y E 0 y la

desigualdad (12) se cumple.

Dado que Y l é, resulta Y(t) = A.a(t).E(t); luego por ser

a(t) > 0 y a(t) > 0 para t > 0, pues Koc < 0, la desigualdad

(12) se transforma en

1(13) r.Coth(r.t) ¿á(t).a’ (t)

para t > 0. A efecto de probar (13), see u(t) = r.Coth(r.t) y
. _ . a 2v(t) = a(t).a 1(t) si t > 0; en consecuenc1a, u + u2-r = 0 y

y + v2 + Koc = 0 en (0,+°)

Para cada número natural n, sea tn = n_1; luego como el

11m v(t) = +W, exnste un sn > 0 con sn < tn, tal que u(tn) <t+0
< v(s ).

n

' : — < — .Sl en tn sn, en converge a cero y u(tn) v(tn en)

Sea vn(t) = v(t-cn) y Kn(t) = K(c(t-cn)) para t 1 tn; luego
o 2 - m I 2
vn + vn + Kn - 0 en [tn,+ ) y hn < r .

Comou(tn) < Vn(tn), por el lema anterior resulta u(t) < vn(t)

para todo t l tn; es decir, u(t) < v(t—Cn)para todo n y t i tn.

Sea ahora t > 0 (fijo); eligiendo m de modo que tn < t si n i m,

por lo anterior se cumple u(t) < v(t-€n) y tomando limite para
n + +0, obtenemos u(t) í v(t).

Esto prueba la desigualdad (12) en el caso K < -r2, que clara

mente se conserva, sustituyendo (<) por (í) pues r > 0. #
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Definición

Siïn 1 3, sea H C M una hipersuperficie de clase al menos C2,

con campo normal (unitario) NzH + T M de clase C1. Si
1

X,Y:H + TH son campos de vectores de clase C1 sobre H, el Es

gundo tensor fundamental S y la segunda forma fundamental
N

RNde'H respecto a N, se definen por

sN(x) = va y 2N(x,Y) = (SN(X),Y); donde Vx(q)N = va =
= K(N*(X(q))) para q 6 H; siendo K la aplicación de conexión

de V (ver apéndice) y V la conexión de Levi-Civita.

Por ser N unitario, SN induce para cada q 6 H, un endomorfií
S g u o = V Nmo N(q) Hq + Hq definido por SN(q)(u) u y denotando con

0 Q q 2 = vEN(q).quHq + R a la forma bilineal NCq)(u,w) (SN(q)(u),k),

2N(q) resulta simétrico (ver Pág; 10Hde (6)).

Sea o C Hq C Mq el plano generado por los vectores ortonorma

les u,w G HG; luego si Ko y Ko son las curvaturas seccionales‘

de H y Mrespectivamente, resulta (ver Hág. 105 de (6)),

(1h) K = K + A (ecuación de Gauss)o o o

2
donde Ao = 9N(u,u).9N(w,w)-9N(u¿w).

Teorema 1.7.

Sea v E T1N y H = Hv la horoesfera determinada por v, con la

métrica inducida por H. Si n i 3, sea Ko la curvatura seccig

nal de H respecto al plano tangencial o a H y KOla curvatura

seccional de H. Si n = 2, sea H la curvatura geodésica (en ví
lor absoluto) del horociclo H y K la curvatura de Gauss de H;

luego

i) Ko í KO para todo plano tangencial o a H
ii) Si para alguna constante k > 0 y todo plano tangencial

2
c a M se satisface Ko i -k2, entonces 0 í K -K í k

2
0 O

iii) Si -k _<_K 1 -r2 (r > 0). entonces P í“ í k
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Demostración

Para i): Sea N = grad bv y Ñ:H + T H la restricción de N a H;1
- l

entonces para q 6 H se cumple N(q) = Hq; y por definición de
. S‘ ' oy por (10) se obtiene, N(q) DN(q)

Sea ahora q e H (fijo) y'o C Ho el plano generado por los

c
uN

vectores ortonormales u,w; luego por ser SÑ(q) semi-definido

negativo "pues-DÑ(q) lo es", el valor AOcorrespondiente a la

normal Ñ satisface Ao i 0; y por (14) resulta R i KO.o

Para ii): Por la parte i), es 0 í ï -K = A í 9 (u,u).9Ñ(w,w);o o o Ñ

luego por definición de QÑy de ser Iul = IwI = 1, resulta

0 í io_Ko í “SÑ(q)"2 = “DI’HCÚH2
La desigualdad de ii), es ahora consecuencia del lema 1.3.

Para iii): Sea q G H y c:I = (-2,2) + Muna curva de clase C2,

parametrizada por su longitud de arco, que satisface c(0) = q

,y b oc = 0 en I; la curva c existe por ser grad b # 0.
v v q

Denotando con Ñ(t) = N(c(t)), los vectores ¿(t) y Ñ(t) cons
IOtituyen una base ortonormal de Mc(t). Sea D = t; luego por

ser <¿,¿> = 1, resulta n(<¿,¿>) = 2.<vD¿,¿> = OO: y en conse

cuenCia, VDc = h.N con h(t) = (VDc,N)It.

Dado que c parametriza un segmento del horociclo H, por defi

nición de curvatura geodésica (en valor absoluto) se verifica

B(q) = |h(0)|; luego lo que sigue es estimar el valor h(0).

Como (¿,Ñ) = 0, entonces (VDc,Ñ) + (é, VDÑ) = 0; y por lo tan

D

que h(0) = -<¿(o),

to, h(0) = -<¿(o), V N ). Equivalentemente se tiene por ser
0

VDNo = V¿(0)N, V¿(0)N).
Si u = ¿(0) y w = N(q), entonces w es asintótico a v y en con

secuencia, grad bw = grad bv = N; luego por (8) y (11) obtens
mos,

(15) h(0) = -lim <u,ï' (0»
s*+m s,w,u
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Sea E el único campo paralelo a lo largo de cw con B(0) = u;

luego por ser Ysflfl’ul cw, se tiene que Ys,w’u(t) = bs(t).E(t),
donde bS es la única función que satisface .
b (t) + K(c (t)).b (t) = 0 con b (0) = 1 y b (s) = 0s w s s s

Por'otro lado, si para cada s > 0, denotamos con cs a la geo

désica cs(t) = cw(s-t), sea as la única función que verifica

as(t) + K(cs(t)).as(t) = 0, con as(0) = 0 y ás(o) = 1; luego

as(t) > 0 y as(t) > 0 para t > 0.

Si ds(t) = bs(s-t), entonces ds satisface la ecuación diferen

cial anterior con ds(0) = 0 y ds(s) = 1; luego por unicidad

de las soluciones, debe ser ds(t) = a;1(s).as(t).
. ' - l _ _1 C .

En consecuenc1a, (u,YS’w,u(0)) - bS(0) - -as (s).as(s) < 0,
y en virtud de (15) y de ser B(q) = Ih(0)|, se cumple

_1 U(16) N(q) = lím a (s).a (s)s ss++m

Si para cada s > 0, elegimos un vector uS l ¿s(o) con Iusl = 1,

sea ES el único campo paralelo a lo largo de cs con ES(0) = us;

luego el campo YSdefinido por Ys(t) = as(t).Es(t), es un cam

po de Jacobi a lo largo de cS que satisface YS(0) = 0 e
Y l é . Por construcción se verifica, a_1(s).a (s) = IY (5)]-1.s s s s s

.IY;(s)l; luego por las proposiciones 1.a y 1.5, obtenemos

(17) r.Coth(r.s) í a;1(s).as(s) í k.Coth(k.s)

De (16) y (17) resulta r í N(q) í k; lo que prueba iii) por ser

q arbitrario. #

De manera análoga a lo hecho en la sección 1.6, al parametri

zar todas las geodésicas orientadas, podemosparametrizar todas

las horoesferas de M. Dado que en general es Hv í H_v, es convg

niente interpretar a Hv comouna hipersuperficie orientada de M.

Identificando Hv con el conjunto de sus normales que apuntan
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hacia su horodisco BV,una Éoroesfera se identifica entonces

a un punto de “(H) = TiM/m, donde "N" denota la relación de

equivalencia definida en T1”, por v N w si y sólo si bv = bw.
Llamaremos a N(M) el conjunto de horoesferas de M y la clase

de equivalencia de un vector v e T M, lo denotaremos con [v].1

En el caso euclideano, H(H) es el conjunto de hiperplanos afi

nes orientados.

Para p e M y v e Sp, sea

v(t) = cv(t) con t e R

y definamos vszKSp + B(M) V(Ï) P v v(t)

por vp(t,v) = [v(t)]; lui
go Wp(t,v) representa a la Hv(t) Hv Hv(t)

horoesfera Hv(t) (ver figg (t < o) (t = o) (t > o)
ra H). (Figura 4)

ProEosición 1.8.

Conlas notaciones introducidas se verifica,

i) wszxsp +'H(M) es una biyección, con inversa

wgldwl) = (-bw(p), grad bw )
P

ii) Si q e N, la función de transición valowszxsp + Rxsq,
-1

está dado por wq °sop(t,v) = (t-bv(q), grad va )
q

Demostración

Para 1): Sl wp(t,v) = wb(s,w), entonces bv(t) = bw(s) o
equivalentemente por (3) es bv-t = bw-s; y dado que bw(p) 

= bv(p) = 0, resulta t = s. Siendo bv = bw, entonces por (6)

se satisface v = grad bv = grad bw = w; luego WP es in
yectiva.

Sea ahora [w] E N(fi) y pongamos t = -bw(p) y v = grad by ;
P

luego por iv) de la prOpoSición 1.1, es bv-bw constante con

bv(p) = 0; en consecuenc1a bv-bw = t.
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Siendo b b -t = (t+bw)-t = bw, resulta v(t) N w y porv(t) = V

lo tanto WPes suryectiva con inversa w;1([w]) =

= (-bw(p), grad bw ).
P

Para ii): Sea w = v(t); luego Wp(t,v) = [w] y
-1- _

Wqovp(t,v) - (-bw(q), grad bw D).
Comobw = bv(t) = bv-t, entonces -bw(q) = t-bv(q) y

gradibw = grad bv . #
q q

Nota

. -1 k
Si para todo p,q E M es Pq ovp de clase C con k = 1,2,...,+°,
por la proposición anterior existe una única estructura dife

renciable de clase Ck sobre R(M), que lo hace Ck-difeomorfo a

RXSp (via WP) cualquiera sea p 6 M. En éste caso, llamaremos
a dicha estructura, la estructura diferenciable natural de cla
se Ck sobre N(M).

EjemElo 1

Si M = Rn y (,) denota el producto escalar usual, sea

(Rn)x = x+Rn y Sx = {y € anly-xl = 1} para todo x E Rn.

Luego, si calculamos bv(q) (v e Sp) según (4), se deduce inme
diatamente.

(18) bv(q)= (q-p, v-p) y grad bv = v-p+q
o

En consecuencia, obtenemos el hecho conocido que el conjunto

de hiperplanos afines orientados de Rn, admite una estructura
diferenciable natural de clase Cm.Utilizando las funciones de

transición, obtenemos además la conocida densidad para hiperplí
nos afines orientados; cuya expresión adoptando comomodelo de

n_1 (Sn-1 = So), es la n-forma dt/\dSn-1; donde
1

NR") aRx s
n-1 n- .

dS denota al elemento de volumen de S respecto a una orien

tación fijada e inducida por (,).1
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En efecto, si para p 6 Rn definimos :ipzsn"1 + Sp por ip(u) = u+p,

sea dSp el único elemento de volumen que satisface i*(dSp) =
n-1 .. . ..

= dS ; luego por ii) de la prop051c1on anterior y de (18) se

obtiene,

(19.) (W-1)*(thdS ) = (v-l)*(dt AdS )
P P q q

Denotando al valor comúnde (19) con d“, la igualdad anterior

muestra, que la expresión de la n-forma dR sobre cualquier m2

delo R K Sp es independiente de p y en particular, v:(dR) =
= dt Adsïhl.

Una simple verificación análoga al caso hiperbólico (ver sec

ción 2.3), muestra que d“ es la única n-forma (salvo factor

constante) invariante en valor absoluto por el grupo de isome

trias de Rn que actúa sobre H(Rn).

Ejemplo 2

(Se demuestra en la sección 2.3).

Si Mes el espacio hiperbólico de curvatura seccional constan

te K = -r2 (r > 0), entonces vglowp es de clase Cmpara todo
p.c_ G M

Sea w = er'hhï)‘t dt AdS ; luego
p p

(20) url)" (m ) = (wir (w )
p p q .

Denotando al valor común de (20) con dB, entonces d“ es la

única n-forma (salvo factor constante) invariante en valor a2

soluto por el grupo de isometrías de M que actúa sobre B(M).

Comopuede observarse haciendo r = 0, el caso hiperbólico ge

neraliza el caso euclideano.

Cabe entonces preguntarse, si en las variedades de Riemann

que estamos considerando con curvatura seccional no necesaria

mente constante, la situación del ejemplo 2 y de hecho la del

ejemplo 1, es generalizable en el siguiente sentido (comparar

con el caso geodésicas orientadas, corolario 6.10):
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a) H(H)admite una estructura diferenciable natural de clase C1

b) Existe una n-forma sobre N(M)invariante en valor absoluto

por el grupo de isometrias de H que actúa sobre R(M).

Lamentablemente esto no sucede en general; ni siquiera en el

caso de que H sea una variedad de Hadamard (ver definición en

la sección 1.6).

El siguiente ejemplo muestra una variedad de Hadamard, donde

la condición a) no se verifica.

Ejemplo 3

Sea M = R3 y denotemos con (x1,x2,x3) las coordenadas de los

puntos de R3, respecto a la base canónica.
a . . . 2"‘2

Si Xi = axi, definimos la métrica (,) por: (X3,X3) = e ,
(X1,X1) - (X2,X2) = 1 y (Xi,xj) = 0 si i # j

2.x

Sea p : (x1,x2,x3) Y v = iii vi.xi(p), con vÏ + v: + v:.e 2 = 1;
es decir, v e Sp.

Si r =V1-VÏ; para r # 0, definimos g(v,t) = Ch(r.t) +

+ r_1.v2.5h(r.t); luego e_r'ltl í g(v,t) í er"Itl para todo
t € R, pues Iv2l í r.

Sea csz + M la geodésica que satisface cv(0) = p y ¿v(o) = v,

con cv(t) = (x1(v,t), x2(V,t), x3(v,t)).
Si Iv = 1, se tiene x1(v,t) = x1+t.v1, x2(v,t) = x2 y1 I

x3(v,t) = x3.

Si lvl] < 1, resulta x1(v,t) = x1+t.v1, x2(v,t) = x2 + Qn g(v,t)
-1 -1

y x3(v,t) = x3 + r .v3.Sh(r.t).g (V,t).
3

Por otro lado, sean X,Y € S con (X,Y) = O; si X = Z a..X.(p)
3 P ¿:1 1 1

e Y = Z bí.Xi(p), entonces la curvatura seccional K donde oi=1
es el plano de Mp generado por X e Y, está dado por

(2 2.12 ( 21) Ko - -e . a2.b3 - a3.b2) í 0

En consecuencia, M es una variedad de Hadamard.
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Usando el hecho que por ser H simplewente conexo y sin puntos

conjugados, se satisface d(p,q) = lexp;1(q)l; si q = (y1,y2,y3)
se obtiene

\/ 2 2(22) d(p,q) = (xl-yl) + f (p,q)

donde f( o) = Ar ch(í ( -x >2 ey2+x2 + Ch( -x ))p’- ' 3 2' ya 3 ° y2 2 ‘
2

_ 1 -1 -Y2 —1 2 .Sea hv(q) —ï.r .(r+v2).(1+e .(y3-x3-(r+v2) .va) ) Sl

v # 0 o v3 = 0 con v2 > 0; luego calculando bv(q) según (u)3

se obtiene, bv(q) = v1.(y1-x1) + v2.(y2-x2) si v3 = 0 y v2 í 0;

y bv(q) = v1.(y1-x1) + r.(y2-x2) - r.ín hv(q) en los demas casos.

Tomando p = (0,0,0) y q = (0,0,1), para v 6 SP con v3 = 0 se
‘ : ° : .. 9 ' 'tiene, bv(q) 0 Sl v2 í 0 y bv(q) v2. n 2 Sl v2 > 0.

Luego, la aplicación wglowpno es diferenciable, pues la función

v + bv(q) con v e Sp no lo es en v = x1(p).

2.2. La función de Busemannen espacios hiperbólicos

Por definición, un espacio hiperbólico es una variedad de Hada

mard con curvatura seccional constante negativa. Es bien conoci
do, que todos aquellos espacios que tienen la misma curvatura,

son isométricos entre si. El siguiente modelo de espacio hiperbá
lico con curvatura seccional constante K = -r2 (r > 0), puede

encontrarse en el Vol. I de (11), Pág 20“; ver también Vol. II

de (11), Pág. 268.

Para n i 2 y r > 0, denoteros con x = (x0,x1,...,xn) los puntos
n+1 n+1xEn+1de R y sea FzR + R la forma bilineal simétrica no de

generada definida por
2 n(1) F(x,y) a -r .x + Z x..y

Si H = {x e P :x l 1 y F(x,x) = -r2}, entonces H es una sua

1 de dimensión n y difeororfa a Rn via la aplivariedad de Rn+

cación szn + H, definida por

<2) «(u) = ( VQ+nun2, r’1.u)
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donde H I, denota la norma usual de Rn. Por simplicidad, si

x e H, identificamos al espacio tangente a H en x, con

(3) Hx = {v E Rn+1:F(x,v) = 0}

La restricción de la forma F a Hx es definida positiva; luego

si (v,w)x = F(v,w) para v,w € Hx, entonces <,) es una métrica

de Riemann. H con dicha métrica, es un espacio hiperbólico de
2curúatura seccional constante K = -r .

Representando con Sx C Hx a la esfera unitaria respecto a

(,)x, si e0,e1,...,en es la base canónica de Rn+1,resulta

ei 6 SO= Se para i = 1,...,n y e1,...,en una base ortonor
0

mal de H = H .0 e

Sea GL(n+1,R) el grupo lineal general de orden n+1 e In+1 la
-2

-r o
identidad de Gl(n+1,R); luego si.Q = H t fl , donde0 I ln

0 E Rn y 0t es la traspuesta de O, entonces F(x,y) = x.Q.yt.
t

Si 0(r,n) = {A € Gl(n+1,R):A.Q.A = Q}, el automorfismo de

Rn+1 definido por x + x.A con A e 0(r,n) deja invariante a F;

es decir, F(x.A, y.A) = F(x,y). Por definición de 0(r,n), se

obtiene inmediatamente que A e 0(r,n) si y sólo si
-2 t

(H) a2-r2.y.yt = 1, a.z-r2.y.Ut = 0, U.Ut-r .z'.z = In
X

donde A = Hat ya, Con a e R, U € Rn n e y,z G Rn.z U

Bs bien conocido, que si G = {A € 0(r,n):a 1 1 y det A = 1},

entonces G es la componente conexa de 0(r,n) que contiene a

I y dado que x.A E H si x e H y A G G, el grupo G actúan+1’

sobre H como un grupo de isometrías de H.

Sea SO(n) = {B e GL(n,R) :B.Bt = In,y det B = 11; luego por
0

fl con B e so(n)},B l

1

(u) el grupo Go = {A e GL(n+1,R):A = H t0

está contenido en G. Para t E R, sea A(t) definido por
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Ch(r.t) r-1.Sh(r.t) 0 ... O
r.Sh(r.t) Ch(r.t) o o

(5) Mt) = ° °

‘ ' In-1
o o

luego por (N), A(t) E G para todo t E R.
1Utilizando la cárta (H,W_), un breve cálculo muestra, que

la curva c0(t) = e0.A(t) = e0.Ch(r.t) + e1.r'1.Sh(r.t) es

una geodésica de H; que por construcción satisface co(0) = e0

y co(e) = el.
A efecto de obtener la expresión de la función exponencial

expo = expeo, sea v 6 SO y A 6 GO tal que e1.A = v; luego la
curva cv(t) = co(t).A es una geodésica que verifica cv(0) —eo,

é (0) = v y en consecuencia para todo t 6 R y v € S0 resulta,
, -1(6) exp0(t.v) = e0.Ch(r.t) + v.r .Sh(r.t)

Comoexp0:H0 + H es una biyección y exp0(t.v) = e0.A(t).A con

A e Go, entonces G actúa tansitivamente sobre H.
Fijado un punto p 6 H y considerando isometrias x + x.A con

e0.A = p y A e G, de (6) se obtiene,

(7) expp(t.v) = p.Ch(r.t) + v.r-1.Sh(r.t)

para todo v G Sp. Si d denota a la función distancia inducida
por la métrica (,), sea q E H, d(p,q) = t > 0 y

-1 —1
w = t .expp (q) 6 Sp; luego cw(t) = expp(t.w) = q. Como por
(2) es F(p,w) = 0 y además es F(p,p) = -r_2, de (7) se obtiene,

-2(8) F(p,q) = -r .Ch(r.t)

En consecuencia, -r2F(p,q) > 1 si p # q y por (8) resulta,

-1 2(9) d(p,q) = r .Arg Ch(-r .F(p,q))

para p,q 6 H.
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Sea ahora q e H, t > 0 y w e Sp como antes; luego si v 6 S1 P
. . 2 - 

es arbitrario, -r .F(p+r 1.V,q) = -r2.F(p+r 1.v,cw(t)) =
= Ch(r.t) - F(v,w).Sh(r.t).

siendo p(v’w) = (v,w) y v,w e Sp, entonces IP(v,w)I i 1 y
por lo tanto,

(10) eq“t í -r2.F(p+r_1.v,q)í er't

con t = d(p,q); en particular, si p = q, vale la igualdad.

Nota:

En lo que sigue, utilizaremos la notación Bxp(y) = ey (y G R)

Para v e Sp, sea bv la función de Busemann determinada por v;

luego bv(q) = lím (s-d(q,cv(s))) o equivalentemente,
s++m

Bxp(-r.bv(q)) = lim Bxp(r.d(q,cv(s))-r.s)
2 s++a

Si fs(q) = -r .Exp(-r.s).F(cv(s),q), entonces por (9) resulta

Bxp(-r.bv(q)) = 11m(fs(q) + \/;:(q)-Bxp(-2.r.s)).
s++m

Aplicando (7) se obtiene,

fs(q) = -r2.Exp(-r.s).(F(p2,q).Ch(r.s) + r'1.r(v,q).5h(r.s));
luego 11m fs(q) = -%.r2.F(p+r-1.v,q). Dado que por (10) es

5931-«5

11m fs(q) > 0, entonces
s++m

2 -1
(11) Exp(-r.bv(q)) = -r .F(p+r .v,q)

o equivalentemente

(12) bv(q) = r-1.9n(-r_2.F-1(p+r_1.v,q))

Para calcular grad bv , sea w e Hq y c:(-c,c) + H una curva
q .

diferenciable que satisface c(0) = q y c(0) = w; luego
d

(grad bv Q,w) = (bv)*(w) = a? (bVOC)

Calculando la derivada de la función t + bvoc(t) en t - 0, de
(11) se obtiene,

(13) (grad b ,w) = r.Exp(r.b (q)).F(p+r'1.v,w)
Vq V
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Por otro lado, sea X(q) = Exp(r.bv(q)).(p+r-1.v)-q; luego de
(11) se deduce inmediatamente, que F(x(q),q) = 0; luego

x(q) e Hq.

La igualdad (13) implica que (grad bv ,w) = (r.X(q),w)
_ q

para todo w E Hq y puesto que (,) es no degenerada, debe ser
grad b = r.X(q); es decir,

V q

1(1M) grad b = r.(Exp(r.b (q)).(p+r_ .v)-q)
v q v

Si Mes otro modelo de espacio hiperbólico con curvatura

seccional constante K = -r2, sea f:M + H una isometria y d'

la función distancia de M. Para v 6 Hp con lvl = 1, denotemos

con b¿ a la función de Busemann determinada por v; luego por
ser d'(p,q) = d(f(p),f(q)) para todo p,q E M, se obtiene

(15) b¿(q) = bu(f(q))

(16) grad b' = (f-1)*(grad b . )
v q u f(q)

donde u = f*(v).
l

Supongamos n i 3 y para p E H y v 6 Sp, sea v C Hp el subespa
cio ortogonal a v y Í la hipersuperficie de H definida porP,VlI = (v )' lue o l s h' ersu erficies 2 son es acios

p’v expp 9 8 a 1P P p’v P
. 2hiperbólicos de curvatura secc1onal constante K - -r , y se

obtienen de É = ie e a través de isometrias de H.0’ 1

En efecto, sea A 6 G tal que eo.A = p; luego por ser w = v.A_1 e So,

existe un D e GOcon e1.D = w; una simple verificación muestra
que la isometria g:H + H definida por g(x) = x.D.A, satisface

g(Ï) = 2P v. Por otro lado, el espacio tangente a X en e0 coin’
l _

cide con e C H0 y como las curvas t + eo.Ch(r.t) + v.r 1.Sh(r.t)
l .

con v c e1 y lvl = 1 son geodé31cas de X, entonces É es completo
. . n-ly además conexo y Simplemente conexo por ser difeomorfo a R .

Comolos puntos x e 2 satisfacen x1 = 0 si x = (xo,x1,...,xn),



-95

entonces F(e1,x) = 0 y por lo tanto, e1 e Hx. Además, la misma

ecuación implica que (e1,V) = F(e1,v) = 0 Si v e 2x; en conse

cuencia, e1 E 2: C Hx. Definiendo N(x) = e1 para x e X, N es

un campo (constante) y normal a E con IN(x)I = 1; luego la sí

gunda forma fundamental 9 de X respecto a N es nulo. Como
N

EN E 0, las geodésicas de X son geodésicas de H y en virtud de
(1M) de la sección anterior, É tiene curvatura constante K = -r2.

Si Mes un espacio hiperbólico de dimensión n i 3 y curvatura

seccional constante K = —r2, llamaremos hiperplano a toda hiper
. . l

superf1c1e T C H de la forma T = expp (v ) con v e Mp y lvl = 1.
Por ser H isométrico a H, los hiperplanos de M se transforman

isométricamente en hiperplanos de H luego, son espacios hiperbó
. . 2lJCOS de curvatura secc1onal constante K = -r .

Cabe entonces preguntarse, si la intersección de una horoesfera

de Mcon un hiperplano T, es una horoesfera de T, si dicha in

tersección es no vacía. El siguiente resultado muestra, que para

que ello ocurra, el campo normal a la horoesfera a lo largo de

T debe ser tangente a T.

Teorema 2.1.

Sea Mun espacio hiperbólico de dimensión n i 3, con curvatura

seccional constante K = -r2 y T C M un hiperplano. Si p € T,

sea v e Mp con lvl = 1 y bv la función de Busemann determinada

por v; denotando con L = b;1(0) se tiene:

L' = L n T es una horoesfera de T si y sólo si v e TP.

Demostración

Primera reducción: ComoM es isométrico a H y los hiperplanos

de M se transforman isométricamente en hiperplanos de H y además

las horoesferas de H se transforman en virtud de (15) en horo

esferas de H, es suficiente considerar el caso N = H.
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Segunda reducción: Comolos hiperplanos de H se transforman

via isometrias de H en el hiperplano X, es suficiente consi
derar el caso T = É.

Supongamos v e Ep y denotemos con av:? + R a la función de
Busemanncorrespondiente a 2. Si d' denota la función distan

cia en X, resulta d'(x,y) = d(x,y) para todo x,y € X; luego

por definición de av y bv se deduce inmediatamente, que
a = b . Siendo a_1(0) = b-1(0) ñ 2 = L', entonces L' esv v2 V v
una horoesfera de T.

Recíprocamente, si L' es una horoesfera de X, la misma está

determinada por una función de Busemann avzï + R, con w G ÉP
. » —1

y le = 1; es dec1r, L' = aw (0).

Comow 6 29, por lo anterior es aw = bw z y en consecuencia,

b;1(0) n I = b;1(0) n X. Debido a (12) y la igualdad anterior,
_ —1 -2x 5 L' si y sólo si F(p+r 1.w,x) = P(p+r .v,x) = -r y

x e X; luego para todo x e L' se verifica,

(17) F(v-w,x) = 0

Por ser L' = a-1(0) ee w l L' en Í ' lue o si x + N(x) = e
w 9 * P p, g 1

es el campo normal a E, resulta Hp = Lg-e (w) 9 (N(p)), donde
la descomposición es ortogonal y (u) denota al subespacio gene

rado por u e Hp. Como v l Lp y L; C LP, entonces v = a.w+b.N(p)

con a2+h2 = 1; siendo F(N(p),x) = F(e1,x) = 0 si x E EL, por
(17) obtenemos

(18) (a-l).F(w,x) = 0

para todo x e L'. Si a = 1, es v = w y el teorema queda probado.

Concluimos la demostración, mostrando que la condición a # 1,

conduce a un absurdo. Suponiendo a í 1, de (18) resulta w E Hx
I

y además w 1 Lx. Como w e 2p, entonces w = (w0,w1,...,wn) con

wi = 0; luego (N(x),w) = F(e1,w) = 0 y por consiguiente w 6 2x.
'- l

En consecuencia, Ex = L; 0 (w) si x e L .
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Por otro lado, debido a (1M), para x 6 L' se cumple

grad bwlx = w+r.(p-x). Siendo F(e1,p) = F(e1,x) = 0 pues

p,x e E, entonces (grad bw , N(x)) = F(w+r(p-x),e1) = 0;
- x

luego grad b I e E . Como además es grad b I l L' por serw x x w x x —
. = v e .

lo a Lx, se obtiene que XX Lx (grad hwlx) Sl x 6 L'.

Dado que las dos descomposiciones de 2x son ortogonales, debe

ser w = h(x).grad b ‘ con h(x) = (w,grad b ' ).w x w x

Siendo le = Igrad bw| I = 1 y h(p) = 1, por la continuidadx

de 1a función x + h(x) (x E L'), resulta h E 1 y por lo tan

to, w = w+r(p-x). En consecuencia, por ser r > 0, L' se re

duce al punto p, lo cual es absurdo. #

2.3. Densidad de horoesferas en espacios hiperbólicos

En la presente sección, Mdenotará un espacio hiperbólico de

dimensión n i 2 y curvatura seccional constante K = -r2.

Por (12), (1k), (15) y (16) de la sección anterior, las fun

ciones de transición aglovp de la proposición 1.8 son de cla
se Cmpara todo p,q e M; luego el conjunto de horoesferas

N(M)admite una estructura diferenciable natural de clase Cm.

Para v e SP, identificaremos por simplicidad al espacio tangen

te (Sp)v con el subespacio de Mp ortogonal a v.

Fijada una orientación en M, orientamos Sp de modo que una

base ordenada w1,...,w de (Sp) resulte orientada positivn-1

vamente, Sl v,w1,...,wn_1 lo es de Mp. Denotando con dsp al

elemento de volumen de Sp correspondiente a dicha orientación

e inducida por el producto escalar de Mp, se tiene:

Proposición 3.1.

Para p,q e H, sea Jq el jacobiano de la función de transi
-1 .ción v o? :RKS + RXS ' es dec1r
q p P q’ ’

-1 e(«pw )‘(dfl\d5 ) = J th ds
Q P P Qap P



“Entonces para todo (t,v) e Rtsp se verifica,

Ji (t,v) = I_pr(r.(n-1).bv(q)).
QaP

Antes de pasar a la demostración de la proposición, daremos

algunas consecuencias triviales de la misma. Sea mp la n-fo:

ma sobre Rïsp, definida por up = Exp(r.(n-1).t) dt¡AdSp; lui
go por ser 9-10? (t,v) = (t-b (q), grad b ), la proposición

. q P V V q

es equivalente a la siguiente:

Proposición 3.2.
. -1 f: .

Para p € M, sea dhp = (WP ) (up); entonces de = qu cualqunera
sea q 6 H. #

Denotaremos en éste caso, con d“ a cualquiera de dichas n-fo:
mas definidas sobre R(H).

Orientando Rn de manera usual, orientemos a H via el difeomo:

fismo v definido según (2) de la sección anterior, y denotemos

con dV al elemento de volumen de H, correspondiente a la orien
tación fijada.

Si fzfl + H es una isometria, sea ?:H(M) + N(H) definida por

;([v]) = [f*(v)]; la aplicación está bien definida debido a
(15) de la sección anterior y es además una biyección.

Para p E M y p' = f(p), se obtiene el siguiente diagrama:
Nf

“(11) ———->H(H)

w tp , 'v = -1
p m p con fp,’P wp,o?ovp

Rxs __P_’P_.Rxs ,
p '- p

(t,v)——o (t,f=.:(v))
'b Q q,

Siendo fp, p de clase C , f también lo es; y puesto que9
'\¡

f 12H+ H es una isometria, f resulta un difeomorfismo.
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N 2‘: .

Como(f ' ) (th dS ,) = e.th dS , donde c = :1a de acuerdo
P 9P P P

a que f preserve o no las orientaciones fijadas, entonces
'\; J.

'(f , ) (w ,) = 5.a . Por la igualdad anterior y el diagrama,
P ap P P

obtenemos

' ' 'V 2':

(1) (f) (de,) = c.dRp si p' = f(p).

Supongamosque la proposición 3.2 o equivalentersnte la (3.1)

sea válida para H. '

Por (1) se deduce inmediatamente, que la proposition 3.2 es

válida para H y por lo tanto la (3.1) también. Aiemás, si en

el diagrama reemplazamos H por M y f es una isomstría de M,

entonces (;)*(qu) = c.de si q = f(p).

Siendo dH = dRP = qu, resulta (;)*(d8) = €.dN.
La última igualdad se expresa diciendo, que la n-forma dB

es invariante (en valor absoluto) por el grupo da isometrias
de H.

Dado que toda horoesfera de M se transforma en ozw via iso

metrias, d“ es la única (salvo factor constante) :-forma sobre

H(M)invariante (en valor absoluto) por el grupo ie isometrias
de H.

La n-forma dB se denomina la densidad de horoesfgas de My

debido a 1a proposición 3.2, la expresión de dN mbre cual

quier modelo RxSPde N(M), está dado por Exp(r.(I-1).t)dt/\dsp.
El significado del número t 6 R es claro en virtm.de la defi

nición de WP(ver figura u de la sección 2.1). Emtodos los

casos, Itl es la distancia de la horoesfera H a p (v E Sp).v(tl
Si t í 0, p se encuentra en el horodisco Bv(t) ygor lo tanto

en la región convexa determinada por Hv(t); si t> O, p se en

cuentra en la región cóncava determinada por Ev(¿.
En consecuencia, la densidad de horoesferas coináde con la oí

tenida por Santaló en (16) y (17) para n = 2,3 y? —1.
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Si W:R(M) + ñ+ = R U {+0} es una función N-medible; es decir,>0

Wowp:Rxsp+ ñ+ es medible Lebesgue, la integral positiva I de
finida por

I(W) = l W.d8 = J WOWP.Exp(r.(n-9.t)dt¡\dSp
(M) Rxsp

es independiente del punto p elegido e invariante por el grupo

de isometrias de M que actúa sobre H(M).

Demostración de la proposición 3.1.

Por lo visto anteriormente, es suficiente considerar M= H.

Sean p,q e H dos puntos fijos y h:Sp + Sq la aplicación
-1

h(v) = grad b ; luego v o? (t,v) = (t-b (q),h(v)). Como
v o q p v

la primera componente de vglowp depende linealmente de t y
1- *

las n-1 restantes solamente de v, resulta (Wqamp) (dt Adsq) =

= thlnÏdSO); y por lo tanto,

2 h" ds = f ds
( ) ( q) q,p - p

con J (t,v) = f (v) para todo (t,v) 6 RXS .
q’P P Pq,

Sea w e (Sp)v y c:(-e,c) + Sp una curva diferenciable que sa
tisface c(0) = v y ¿(0) = w. Considerando las expresiones (11)

y (1k) de la secc10n anterior, para grad bc(t) q y bc(t)(q)
con t e (-e,c) se obtiene,

(3) h*(w) = Exp(r.bv(q)).(w+F(w,q).(r.h(v) + r2.q))
d

pues h*(w) - a? (hoc)|t=0

Usando el hecho que por ser w G (Sp) se verifica F(w,p) =v

= F(w,v) = 0, por la igualdad anterior (3) y w1,w2 e (Sp)v
resulta,

(H) F(h*(w1),h*(w2)) = Exp(2.r.bv(q)).F(w1,w2)

La igualdad muestra, que si N1 l H2 entonces h*(w1) l h*(w2)

y además, lh*(w)| = Exp(r.bv(q)).lwl para todo w 6 (Sp) .V
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See w1,...,wn_1 una base ortonormal de (Sp) orientada posítiv.. _

vamente; luego por (2) se tiene Jq p(t,v) = f p(v) =9 q,
ú

= h (dSq) v(w1,...,wn_1) o equivalentemente 51
vi = Exp(-r.bv(q)).h*(wi),

(5) J p(t,v) = Exp(r.(n-1).bv(q)).dsq, )(v1,...,vn_1).q

Para p,v,w1,...,wn_1 fijos, denotemos con

F(q)'= dSq v)(v1’...,vn__1); luego por ser v1,...,vn_1 una
base ortonormal de (Sq)h(v) se verifica F(q) = il. Por otro
lado, los vectores h(v) = grad b I , v1,...,v dependen contiv o n-1 —

nuamente de q y dado que F(q) = dvlq (h(v),v1,...,vn_99 resulta
F continua. Como grad bv = v y bv(p) = 0, se tiene F(p) = 1;

P
luego F E 1 y la proposición queda demostrada. #
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3. CONJUNTOS CONVEXOS

Comoen el capítulo anterior, las curvas geodésicas se denomi

narán abreviadamente geodésicas.

3.1; Conjuntos convexos en superficies de Hadamard

Por definición, una superficie de Hadamardes una variedad de

Hadamard M de dimensión n = 2, (ver definición en la sección

1.6).

Sea d la distancia inducida por la métrica de M; luego por el

lema 6.1 de la sección 1.6, para todo p E M, la funcion

q + d2(p,q) es estrictamente convexa. En consecuencia, los

circulos abiertos o cerrados con centro en p y radio s > 0,

que están definidos por B(p,s) = d;1([0,s)) y É(p,s) = d;?([0,s])
son convexos. La restricción de una geodésica cv:R + Mcon

v G Sp al intervalo [0,+°), se denowinará un rayo y se denotará

con rv = cv [o’+m). La restricc1on de cv a un intervalo [0,3]

se llamará un segmento y se denotará con 53 = cv [o S] si9

q = cv(s).

Lema 1.1.

Sea D un convexo (no vacio), abierto y acotado en M; entonces

todo rayo que parte de un punto de D, interseca al borde 3D

una sola vez.

Demostración

Sea p E D y v 6 Sp; luego el rayo rv interseca a 3D en algún

punto q, por ser D acotado. Supongamos que rv contenga otro

punto a # q perteneciente al borde y sin pérdida de generali
dad, sea r = d(p,a) < d(p,q) = s.

Tomando c < s-r, el círculo B = B(q,€) no contiene a a y con

tiene (pues q e 3D) una sucesión infinita (qn) de puntos de D
que convergen a q. Por otro lado, puesto que si dos geodésicas
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tienen dos puntos distintos en común, una se reparametriza en

la otra, la geodésica cv divide a Men dos convexos abiertos y

disjuntos que denotaremos con M+y M'. Luego la sucesión (qn)

debe están contenida en M+ñ D o en M- n D; pues en caso contra

rio Ïver figura 1), tomando

dos puntos de la sucesión,

sean q1 E M+ y q2 E M- se

tendria q1 2 C D Ñ B yq

EEE; ñ rv # 0.

Sea z el punto de intersección (Figura 1)

del segmento éïïz con rv; luego
por la convexidad de D se tiene Si C D y como a 5 S; es a 5 D, 10

que es absurdo por ser D abierto. Supongamos entonces que

(qn) C B n M- y sea x e D un punto próximo a p en H+, la elec
ción de x es posible debido a que D es abierto. Sea c = xq y

cn = ¡En y denotemos con xn al punto de intersección de cn con

cv. Si verificamos que para algún n 6 N suficientemente grande,

la intersección de cn con cV se realiza en un punto situado en

rv y posterior a q (ver figura 2), tendremos una contradicción.

(Figura 2)

Para ello será suficiente mostrar, que existe una subsucesión

de los xn que converge a q. A tal efecto, sea 9 = d(x,q),
-1 -1

ln = d(x,qn), tn = d(x,xn), sn = ¿(xn,qn), w = 9 .expx (q)
—1 -1

y wn —9m .expx (qn).

Los vectores w y un e Sx son por construcción, los vectores
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tangentes a los segmentos c y cn respectivamente (en x) y dado
. _1 ‘

que gn converge a q y expx es continua, w converge a w en Sx.n

Siendo cn minimal es En = tn + sn > tn; luego la sucesión xn

está acotada pues nn converge a 9. Tomandouna subsucesión de

los x si fuera necesario, supongamos que xn converge a un pun

to"y"que necesariamente pertenece a cv. Si mostramos que y e cw,

entonces debe ser y = q, pues las geodésicas cw y cv no pueden

intersecarse en más de un punto ya que x V cv.

Comotn * to = d(x,y), entonces tn.wn + t0.w en Mx; luego

expx(tn.wn) + expx(t0.w) en M. Siendo xn = expx(tn.wn) resulta

y = expx(t0.w) € cw. #

Corolario 1.2.

Sea D como en el lema; entonces ñ = D U 3D es convexo.

Demostración

Es inmediato por ser exppzflp + H un homeomorfismo cualquiera
sea p € H.

Corolario 1.3.

Sea D como en el lema; entonces 3D es homeomorfo a la circun

ferencia.

Demostración

Fara p € D y v E Sp, sea tv = inf{t > Ozrv(t) d D}; luego
C . .c .

rv(tv) E 3D y rv([0,tv)) D. Si f...p + 3D se define por

f(V) = expp(tv.v) = rv(tv), por la suryectividad de expp y
el lema anterior resulta f suryectiva y además inyectiva por
serlo ex .

pp

Sea q e 3D y v e Sp el único que satisface f(v) = q; luego

tv = exp;1(q)l = d(p,q). En consecuencia, si consideramos

la aplicación diferenciable gzfl-{p} + Sp definida por

(1) g(x) = ET%—;T.exp;1(x)
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-1 _
entonces f = g 3D y por lo tanto f 1 es continua. Siendo 3D

y SP compactos, f es un homeomorfismo. #

. 1 .Sl f es de clase C , entonces f es automáticamente un difeomor
g . 1 . '1 o .afismo de clase C , pues f es la restr1cc1on de una función

diferenciable.

Definición

Sea D un convexo (no vacío) abierto y acotado en M.

Diremos que el 3D es de clase C1, si es la imagen de una curva

c:[a,b] + M cerrada y simple de clase C1, con ¿(t) # 0 para

todo t E [a,b].

Proposición 1.a.

Sea D como en la definición anterior con 3D de clase C1; enton

ces para todo p e D, el homeomorfismo f:Sp + 3D es de clase C1.

Demostración

Por la definición anterior, la curva c que describe al borde,

puede considerarse parametrizada por su longitud de arco con

dominio [0,L], siendo.L la longitud del borde. Para p e D fijo

y s €[ 0,L], sea E(s) = exp;1(c(s)) y a(s) = d(p,c(s)) = IE(s)I;
luego 1a función a:[0,L] + R+ es de clase C1 y la curva

E:[O,L] + Mp cerrada y simple de clase C1, por serlo c.

Por otro lado, el conjunto abierto y acotado DP = exp;1(D) de

Hp, contiene en su interior al origen de MP(pues 0 = exp;1(p))
y su borde está descripto por E. Comolos rayos que parten de

p, se levantan a EP (via expgl) en semirectas que parten del
origen, se tiene en virtud del lema anterior, que toda semirec

ta que parte del origen interseca a E una sola vez. En consecuen

es un vector unitario y ortogonalcia, si e1 = a_1(0).E(0), e2

a e1 y orientamos HP via la base ortonormal e1,e2, E se expresa
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en la forma c(s) = a(s).(cos 0(s)e1 + sen 0(s)e2) con
0:[.0,L] + [0,2.1r] biyectiva de clase 01 y 6(o) = o, 0(L) = 2.a.

Poniendo a = 0(s), b(a) = a(0-1(a)) y g(a) = c(9-1(u)), resulta

g(a) = expp(b(a).(cos a.e1 + sen a.e2)) y notando que g(a) = f(v)

si v-= cos:.,_c¡.e1+ sen a.e2, la proposición quedará probada, si
verificamos que 0-1 es de clase C1 o equivalentemente ¿(5) f 0

para todo s € [0,L].

Supongamosque ¿(5) = 0 para algún s e [0,L]; luego reparametri

zando c con un traslación si fuera necesario, podemos suponer

sin pérdida de generalidad que ¿(0) = ¿(L) = 0. Si JE(S):Mp +

(HP)E(S) es el isomorfismo canónico, por ser c(s) = expp(€(s)),

resulta c(s) = (expp)¿(J6(S)(é(s))). Sea 2 = a(0), é = ¿(0) y
v = el; luego E(0) = 9.v, ¿(0) = é.v y por lo anterior, ¿(0) =

= é.rv(9). La igualdad muestra, que la intersección del rayo rv

con el borde en q = c(O) no es transversal y dado que rv y c

están parametrizados por su longitud de arco, debe ser 9 = il.

Comolas semirectas que parten del origen intersecan a E una

sola vez y É(0) = iv, el único caso posible es que el punto c(o)

actúe como un punto de inflexión de E; (ver figura 3 y u), don

de e = ¿(0).

(Figura 3, caso É = 1) (Figura H; caso 2.: -1)
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Supongamos el caso 9 = 1, ya que el otro es completamente análogo

y denotemos (x,y) al punto (x,y) = x.e1 + y.e2.

Sea (5,5) E E y a = expp((í,y)); luego por la inyectividad de

expp, a d cv, Denotando con h:[0,r] + Mal único segmento geg
désico que satisface h(0) = q = c(0) y h(r) = a, donde r = d(q,a);

la curva su) = exp;1(h(t)) = (X(t),y(t)) verifica, 13(0)= ¿(0) =
Q.v y B(r) = (¡,9). Por el corolario 1.2, se tiene que h([0,r]) C ñ

y en consecuencia, el vector inicial tangente É(0) = (i(o),9(o))

no puede apuntar hacia el semi-espacio y < 0, pues ñ([0,r]) C Dp U E;
luego y(0) 1 0. Por elección de (í,9), si y(0) > 0, la curva ñ

debe intersecar a la recta t + t.v en otro punto distinto de Í.v

(pues H es inyectiva) y por lo tanto, el segmento h y la geodési

ca cv tienen dos puntos distintos en común; esto es absurdo pues

q 1 cv.

Si 9(0) = 0, resulta ñ(0) = ¿(0).v y por ser h(t)=expp(ñ(t)), ob
. . : _ L = 'I Q .tenemos h(0) (expp)*(Jh(0)(h(0))) x(0).cv( ). La igualdad

muestra, que el segmento h y la geodésica cv se intersecan tangen

cialmente en cv(9) = q; entonces SÉ está contenido en cv y llega
mos al mismo absurdo. Luego, debe ser 0(s) # 0 para todo s E [0,L]

y f resulta de clase C1. #

Los resultados de ésta sección (excepto la proposición), han sido

probados con las correspondientes modificaciones, en superficies

completas donde puede haber más de un segmento minimal que una a

dos puntos (ver, Karcher (10)).

3.2. Unadesigualdad relativa al área y algpgrimetro de conjuntos

convexos en superficies de Hadamard.

Sea Muna superficie de Hadanard y D un convexo (no vacio) y acotí

do de M, con borde 3D de clase C1. Fijada una orientacion en 3D,

para p e D (fijo) y q 6 3D, sea y(q) el ángulo que forma la tan

gente (orientada) al borde en q, con el rayo que parte de p e



:108

interseca a 3Den q. Por lo visto en la proposición 1.4, los
rayos que parten de p, intersecan a 3Dtransversalmente; luego

y(q) G (0,"). El valor medio del seno de dicho ángulo se define

por

(1) H(p) = % J Sen y.da
3D

donde L es la longitud del borde y do representa el elemento

de arco del borde orientado; claramente H(p) no depende de la

orientación elegida. Denotaremos con F a1 área de D y con

d+(p) y d-(p) a la distancia máxima y mínima de p al borde.

Teorema 2.1.

Con las notaciones introducidas, si la curvatura de Gauss K de
. ., 2Msatisface la acotac1on -k2 í K í -r , para constantes 0 < r í k,

se cumple:
1 -1 -1i) 2.u.r' .L'1.Sh(r.d') í Hí 2.n.k .L .Sh(k.d+)

ii) Sea para x > 0 e y > O, T(x,y) = Cothx-Sh-ly; entonces

r.k-2.H.T(r.d+,r.d_) í í k.r'2.H.T(k.dZ k.d+)
donde H = H(p), d+ = d p) y d' = d'(p)

iii) Si r = k, las desigualdades de ii) se transforman en igual
dades si y sólo si D es un círculo y p es su centro.

Demostración

Fijada una base ortonormal e1,e2 de Mp, denotemos con

e(a) = cos a.e1 + sen u.e2, e(a) = -sen u.e1 + cos u.e2 y consi

deremos la aplicación «HR2+ H definida por W(t,a) = expp(t.e(a)).
Sea X(t,a) = 9*(D1) , Y(t,a) = W*(D2) y t + B(t,u)(t,a) (t,a) .
el único campo paralelo a lo largo de t +-v(t,a) con H(O’q) = ¿(a)_

Comot + Y(t,a) es un campo de Jacobi a lo largo de t + W(t,a)

que verifica Y(0,a) = 0 e Y'(0,a) = ¿(u); entonces Y(t,a) =

= a(t,a).E(t¡u), dondea satisface la ecuación,
32a(2) -—
3t2 (t,a)

+ K°v(t,u).a(t,u) = 0
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con a(0,a) = 0 y 33 =
at (o a)

I 2 2 DaFor ser -k í Kow(t,a) í wr , el teorema de comparaC1on de Sturm

proporciona la acotación

(3) r_1.Sh(r.t) í a(t,u) í k-1.Sh(k.t) si t i 0

Por otro lado, las proposiciones 1.H y 1.5 de la sección 2.1

aplicadas al campode Jacobi Y( ,a), implican

Laat í k.Coth(k.t) 51 t > 0(u) r.Coth(r.t) í a-1(t,a).
' . (t,a)

Si 9(a) es la distancia de p al punto de intersección dei rayo

t + W(t,a)(t i 0) con el borde, por definición de d+ y d- se

tiene además,

(5) d < [(a) í d

El borde queda descripto por la curva c:[0,2.fl] + Mdefinida

por c(a) = W(9(a),a); luego por la proposición 1.H de la sección
anterior, c es de clase C1 "pues c(a) = f(e(u))".

Orientando 3D via c, para q = c(a), el ángulo y(q) está dado por
y(q) = 4(X(9(u),a), ¿(a)); pues X(9(a),a) es el vector tangente

al rayo t + W(t,a)(t i 0) en t = 9(a).
Siendo ¿(a) = ¿(u).x(9(a),a) + Y<R<a),a), con lx(2(a),a)I = 1,

(X,Y) (¡(a)’a) 0 y IY(9(a),a)I = a(9(a),a), resulta
sen y(q) = a(9(u),a).lc(G)I_1. Comodo = Ic(a)|.da, por (1) 02
tenemos

1 2"
(6) H = r J a(2(a),a)da.

0

donde

2a _

(7) L J v/c2(a) + a2(2(a),u) da
0

Comopara cada a 6 R, la función t + a(t,o)(t 1 0) es creciente

"pues K < 0", las desigualdades de i), resultan trivialmente de

(3), (5) y (6).
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A efecto de probar las desigualdades de ii), sea w el elemento

de área de H que satisface wIP (e1,e2) = 1 y I = I K.w.
D

Siendo F = J m y -k2 í K í -r , entonces
D

(8)'. -k2.F í I 1 -r2.F

Por otro lado, la función Wrestringida a (0,+°) * (0,2") defi

ne un sistema de coordenadas (polares) en My v (m) (t a)
92" 9(a)

= a(t,a)th da; luego I = J (J K°W(t,a).a(t,u)dt)da.
0 0.

2a R(a) a2a
Por (2) es I = - J (J 2| dt)da; e integrando respectoo o at (t,a)

a "t" y teniendo en cuenta que %% = 1, obtenemos(0,a)
2x a .

(9) J 3%I da = 2n-I(2(a),a)
0

Haciendo notar que a(9(a),a) > 0 "pues 9(a) > 0", la igualdad
2 n

anterior es equivalente a 2fl-I = J b(a).a(2(a),a)da, si
0

b(a) = a‘1<2(a),a).g—: (R(a),a)
2"

Por el teorema del valor medio, 2n-I = b(5).J a(2(a),a)da,
_ 0

para algún a e [0,2fl]; luego por(6) resulta,

(10) 2n-I = b(a).L.H

Debido a (5), es Coth(r.d+) í Coth(r.2(5)) y también,

Coth(k.9(a)) í Coth(k.d-); con lo cual obtenemosaplicando (3),

(11) r.Coth(r.d+) 1 b(&) 1 k.Coth(k.d_)

Por ser H > 0, la desigualdad anterior es equivalente por (10)

a

(12) r.L.H.Coth(r.d+) í 2fl-I í k.L.H.Coth(k.d’)

y por (8) se satisface además,
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(13) 21r + r2.F 1 2n-I í 2» + k2.F

Por combinación de las dos últimas desigualdades se cumple,

(1a) r.k'2.H.Coth(r.d+)_2n.k'2.L’1 í
rra

<

< k.r'2.H.Coth(k.d-)92fl.r-2.L H

y dado que por las desigualdades de i), es
-2 -22I.L'1.k í r.k “2 ‘2H.Sh'1(r.d') y 2n.L'1.r 1 k.r .H.Sh'1(k.d+),

por (1a) obtenemos las desigualdades de ii).

Supongamosahora que r = k; es decir, H es el plano hiperbólico

de curvatura constante K = —r2. Si D es un circulo y p es el cen

tro, la cota inferior y superior de %claramente coinciden. Reci
procamente, supongamos que ambas cotas coincidan; luego

Coth(r.d+)-Sh_1(r.d-) = Coth(r.d')-Sh’1(r.d+).

Si para x > 0, definimos f(x) = (1+Chx).Sh’1x, la igualdad ante

rior dice que f(r.d+) = f(r.d_). Siendo f'(x)-= -(1+Chx).Sh'2x}

f es inyectiva en (0,+m); luego d+ = d- y D resulta un circulo

de radio d+ = d- con centro en p. #

La siguiente propiedad de las superficies de Hadamard, se necesi
tará en lo que sigue. Sean p,q,x tres puntos de M, que determinan

un triángulo geodésico (ver

figura 1), con d(p,q) = c,

d(p,x) = b, d(q,x) = a; si

a = ‘x(p,q) es el ángulo
interior al triángulo deteï'
minado por los segmentos

ïï y xq, entonces (Figura 1)

(15) c2 i a2 + b2 - 2.a.b.cos a

Si B y Y son los restantes ángulos internos, se cumple a+B+Yi fl.
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Comoconsecuencia inmediata de (15), si p,q son dos puntos fijos

de H y (xn) con n 6 N, una sucesión de puntos que verifica

11m d(p,xn) = +0, entonces los ángulos un = ¡x (p,q) convergen
n++m n
a cero.

Definición

Diremos que una sucesión de convexos acotados (Dn) en M se expan
de al infinito, si se satisface

i) Existe un p E M y n(p) G N, tal oue p E Dn para todo n i n(p)

ii) lim d(p,aDn) = +D
n->+en

De la definición resulta, que si (Dn) es una sucesión que se ex
pande al infinito, entonces todo punto q E Msatisface i) y ii).

Para una sucesión (an) de números reales positivos, denotamos
con lim a = lim inf a y con lÏm a = lim sup a .——- n n n n

n++m aii-fun
Proposición 2.2.

Sea (Dn) una sucesión de convexos (no vacios) abiertos y acotados

en M, que se expande al infinito; con aDn de clase 6-. Para

p,q e M, sea m = máx{n(p),n(q)}, de modo que p y q e Dn para todo

n i n. Si Hn(p) y Hn(q) son los respectivos promedios definidos

según (1) para Dn, entonces lim Hn(p) = lim Hn(q) y 13m Hn(p) =

= lÏm Hn(q).

Demostración

De hecho, ambos limites están comprendidos en el intervalo [0,1],

pues Hn(p) y Hn(q) G (0,1]. Para n i m, pongamos por simplicidad

Dn = D, Hn(p) = H(p) y Hn(q) = H(q).

Sea e1 e Sp el vector inicial tangente al segmento SE y e2 e SP

un vector ortogonal a el. Denotando con 32 e Sq al obtenido tras

ladando e2 paralelamente a lo largo de BE y con El c Sq al vector
tangente al segmento SE en q, el borde 3D se parametriza por las

curvas c(a) = expp(9(a).(cos a.e1 + sen a.e2)) y
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E(a) = equ(í(a).(cos G.3 + sen a.52)).1

Pára x e 3D, sea Y(x) (respect. Y(x)) el ángulo que forma la

tangente al borde orientado, con el rayo geodésíco que parte

de p (respect. de q) e interseca al borde en x (ver figura 2).

Sea e = Y-Y; luego e es

continua por serlo Y y

Yy |€(x)l < 1' pues

y(x'),;(x) e (o,«).

Si a(x) = Ic(x)l, entog

ces “(X) = 1x(p’q)° (Figura 2)

1 
Denotando con ID = í cos Y.sen c.do, por ser Y = Y+c, se

3Dobtiene

-1 - _1
H(q) - í J sen Y do —ï J sen Y.cos e.do + ID

3D 3D

Por ser sen Y > 0 y e continua, 1a primera integral es en vi:

tud del teorema del valor medio y la definición de H(p) igual

a

cos c(x).% J sen Y do = cos c(x).H(p) = cos a(x).H(p)
an '

para algún x E 8D; luego

(16) H(q) = cos a(x).H(p) + ID

con IID| í máx Isen c(x)| = Isen e(y)| = |sen G(y)lxEBD

para algún y E 3D.

En términos de la sucesión, por (16) y la acotación hecha se
' : < 

obtlene Hn(q) cos un.Hn(p) + ID , con lIDnI _ Isen Bnl,

y

La proposición resulta de notar, que un + 0 y Bn + 0, pues

n

donde un = ¡x (p’q) y en = n n(p,q) para algún xn,yn e aDn.n

d(p,aDn) + +m. #
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De acuerdo a lo anterior, cada sucesión de convexos satisfacien
do las condiciones de la proposición, determina dos números

H_,H+ 6 [0,1], definidos por H- = ¿El Hn(p) y H+ = ÏÏH Hn(p),
cualquiera sea p G M.

Por'las desigualdades ii) del teorema 2.1, se obtiene trivial
mente el siguiente:

Corolario 2.3.

Sea (Dn) una sucesión de convexos como en la proposición ante
. 2 2

rior y supongamos que —k < K í —r para constantes 0 < r í k.

Si F y Ln denota el área y el perímetro de Dn, entoncesn
F

i) r.k'2.H‘ í lím El < k.r’2.H'
n

—2 + Fn 2 +
ii) r.k .H í lïm E- í k.r .H

n ' Fn —1 - —-— Fn
En particular, s1 r = k, resulta lim í- = r .H y lim E- =

1 + n n
= r_ .HI. #

Corolario 2.4.

Sea K = —r2 (r > 0) y (Dn) una sucesión de convexos como en la

proposición anterior, con aDn de clase C2. Si la curvatura geg

désica (en valor absoluto) Nn de aDn satisface la acotación
F F -1

Nn i r para todo n E N, entonces l m ía = lim EB r .n n

Demostración

Aplicando el teorema de Gauss-Bonnet para cada Dn se obtiene,
2 — Fn —1 I'm —1

2n+r .Fn i Ln.r; luego lim ï- í r y l mí- i r . Por el c2
n

rolario anterior resulta, H+.r"1 > r"1 y H_.r-1 i r'1 y por lo
tanto H+ = H' = 1, pues H+,H' e [0,1]. #

Para finalizar quisiera mencionar, que el resultado anterior fué
probado en (Santaló, (18)), aplicando Gauss-Bonnet y la desigual
dad isoperimétrica. En el mismose conjetura que el corolario 2.“

sigue siendo válido sin suponer En i r; de acuerdo al corolario
. +2.3, la conjetura es equivalente a que H = H = 1.
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APENDICE

Las variedades diferenciables se suponen de dimensión finita y

clase C0. con base numerable y Hausdorff. La diferenciabilidad
D

de las aplicaciones (salvo mención explicita) se entiende C .

A.1. Operadores sobre el conjunto de formas diferenciales#x

.formas invariantes
Si Mes una variedad diferenciable, los conjuntos ?(M),JC(M)

y Qk(H) (k i 1), denotarán respectivamente a los conjuntos de:

funciones diferenciables sobre H a valores reales, camposde

vectores diferenciables Sobre My'k-formas sobre M.

si a e 9k(M) y B e 93(H) el producto exterior GA B se define

como la (k+s)-forma,

' _ 1

GAB(X1,QIO,Xk+s)" sgh0.a(xo(1),...,xo(k)).

'B(xo(k+1)""’xo(k+s))

donde la suma se toma sobre el conjunto de todas las permutacig
k.s

nes o de [1,...,k+s] y x1....,xk+s e SUM); luego uAB = (-1) BAa
Poniendo 90(H) = ‘Ï(M), 1a diferenciación exterior d, se define

5+1 q

como la aplicación d:Qs(M) v 9 (M) (s: 0) por:

df(x) = Xf, si f E 90(M) y X G K(M). Si s > 1 y w es una (5-1)
S ' . A1+1

forma, dm(X1,...,Xs) = izl (-1) Xim(X1,...,Xi,...,XS) +
i+ _ ‘ ‘ «+ X (-1) jm([X.,X ],...,X.,...,X.,...,X ) donde x indica que

i<j 1 j 1 j s
el CampoX debe ser omitido y [,1 es el corchete de Lie. El Ops

rador d satisface las siguientes propiedades:

dOd = o y d(aAB) = da/\B + (-1)ka/\dB, si ali nk(M)

Si X E Ï(M), el operador de contracción respecto a X, se define

cono la aplicación CX:QS(M)v 98-1(M) (s > 0) por

) = w(X,X1,...,X ); para f 6 q:(M) se defineme(X1,...,X s_1s-1
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también fo = 0.El operador C verifica la siguiente propiedadX

respecto a A :Cx(aA E) = (Cxa)A B + (-1)ku ACXB. Si G e 9k(H).

Si X E Ï(H), la derivada de Lie respecto a X y aplicado a formas,

se define como el operador Lx:9k(M) * 9k(M) (k l 1) por
k

(Lxm)(x1,...,x = Lx(w(X1,...,xk)) - Z w(X1,...,LxXi,...,Xk)¿:1
y = [x,Y} si Y e ¡((M).

k)

donde fo = Xf si f e 9:01) y Lx
La derivada de Lie satisface las siguientes propiedades:

a) Lx(aAB) = (an)/\ B + aALxB

b) an = dea + dC a.X

Definición

Una aplicación diferenciable ozflxR + H se denomina un gruBo uni

paramétrico de difeomorfismos sobre H, si la función ot:M + M

definida por ót(p) = Ó(p,t) verifica,

1) oo = identidad de M

2) o otoos para todo 't,s e Rt+s

Es claro que ot resulta un difeomorifsmo para todo t E R y además,
define un único x E ï(M), para el cual las curvas t + Ó(p,t) son

curvas integrales de X; es decir, X(Ó(p,t)) = 0*(——)

En éste caso, se dice que X está generado por o y es comEleto.

Definición

Sea a > 0, U C H un abierto y ózUx(-a,a) + H una aplicación difg

renciable. El triplete (U,a,Ó) se dice un grupo (local) uniEaramé
trico de difeomorfismos, si satisface,

1) ótzU + Ót(U) (p + Ó(p,t)) es un difeomorfismo

2) oo = identidad de U

3) Si t,s,t+s € (-a,a) y si p, ot(p) pertenecen a U, entonces

Ót+s(p) = Ós(®t(p)).
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Proposición 1.

Si X E JC(M), entonces para todo p 6 M, existe un grupo (local)

uniparamétrico de difeomorfismos (U,a,ó), tal que p e U y las

curvas t * o(q,t)(q E U), son curvas integrales de X.

Demostración

ver Pág. H0 de (1). #

Para X G H(M), sea ¿>C M‘Rel conjunto de los puntos (p,t),

tales que existe una curva integral c:(-a,a) * Mde X con
c(0) = p y t e (-a,a).

Proposición 2.

Sea X E ï(M); entonces Hx{0} C á), 2>es abierto en M*Ry existe

una única aplicación diferenciable @:;)+ M, tal que para todo

p e M, la curva t + Ó(p,t) es la curva integral de X que satií

face o(p,0j = p.

Denostración

ver Pág. 41 de (1). #

La aplicación o se denomina el flujo de X; luego si ¿D = MxR,

X es completo y d‘un grupo uniparamétrico de difeomorfismos.

Definición

Si X € ï(H) y m G 9k(H), la k-forma w se dice invariante respeg

to a X, si Lxm = 0.

Proposición 3.

Sea X 6 Ï(M) y w E Qk(M); entonces m es invariante respecto a

X, si y sólo si w es constante a lo largo de las curvas inte

grales de X; es decir, o:(m) = m, donde o es el flujo de X.

Demostración

ver Pág. 103 de (1). #
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A.2: La conexión de Levi-Civita y la aplicación de conexión

Sea H una variedad diferenciable y (,) un tensor del tipo (2,0)

sobre M; es decir, <,) :JC(H)x3C(H)-> FU“) es ;(M)-bilineal. El

par (M,<,)) se denomina una variedad de Piemann, si (X,Y) =

= (Y,X) y además (X,X) p > 0, para todo X,Y e Ï(M) y todo p E M

con X(p) # 0.

En éste caso (ver Pág 82 de (6)), existe un único operador

v:J€(ñ)xJC(ra) + MM) "(X,Y) + VxY"

que satisface,

V Vx(Y+Z) = VXY + VXZ

c ) Vx(g.Y) = X(g).Y + g.VxY

) Vx+zY = VxY + VZY

u Vg.xY = g'va

c ) x<Y,z) = (va,Z) + (Y,VxZ)

c6) va = va + [X,Y]

Para todo X,Y,Z € KK”) y g G 37(M).

El operador V se denomina la conexión de Levi-Civita de (M,(,))

y el valor V Y = V Y| , la derivada covariante de Y respectoX(p) X p
a X(p).

Las propiedades c1) hasta cu), dicen que V es una conexión; la

propiedad cs) dice que V es Riemanniana y la c6), Que es libre
de torsión. El tensor de curvatura R de V se define por

c7) R(X,Y)Z = vxv z- - v v z - le’ylzY Y X

Supuesto que dim N = n, sea (0,9) una carta de M con v = (x1,...,xn)

y denotemos con X. = a. e K(U).1 13x n
. . .’ Í c = al o" . o = o x0

Utilizando la convenc1on ai b1 izi a1 b1 , Sl glj (X1, J),
la expresión local de V está dado por Vx xj = TÏÍ.Xk, dondei

ag 3g . ag. .PIE.=3'- +# - y = . 1
1] 2 g 1 J r ijax 3x ax
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Sea H:TM+ M el fibrado tangente a H y Hp (p f M), el espacio
tangente a M en p. Para u E TU = "-1(U) con "(u) = p, sea

v e MP e Y G ÏÏU), tales que Y(p) = u; luego Y*(v) E (TH)u

y además, el conjunto de vectores de la forma Y*(v) contig

ne 'una base de (TM)u. Para b G (TM)u, sea Ku(b) = VVY, si

h = Y*(v); luego extendiendo por linealidad sobre una base

de la forma Y*(V), Se obtiene una aplicación Ku:(TM)u * Mp

que está bien definida pues no depende de la base "del tipo

Y*(v)" elegida.

Si KzTTM+ TM se define por K(b) = Ku(b) si b € (TM)u, K es

diferenciable y se denomina la aplicación de conexión de V.

Si (TU,TP) es la carta trivializadora de TMy

-1 -n _n+1 -2.n - _ a - _ a _
Tv - (x ,...,x ,x ,...,x ), sea Xi - aii, Xn+l - aín+i,
luego si B 6 ï(TU) con B = b1.Ï. + bn+l.i . resulta,1 n+1

n+k i -n+j k’
(1) KoB = (b + b .x .I‘ijofl).xkon
lo que muestra en particular, que K es diferenciable.

. -1 -1
Para cada u 6 TM, los conjuntos a; = Ku (0) y u = "fi (0),

u
se denominanreSpectivamente el subespacio horizontal y verti

cal de (TH)u. Si para u 6 TU definimos,

(2) H.(u) = 2.01)- ¡“+j(u).r’f.on(u).ï (u)
1 1 1] n+k

(3) Vi(u) = ín+i(u)

entonces V1(u),...,Vn(u) es una base de o: y por (1) es
c = aH1(u),...,Hn(u) una base de 3;, luego (TM)u mk 6P“.

Si 3C(respect. JD) es la unión de todos los subespacios hori

zontales (respect. verticales), entonces TTH= 15° JJ; los fibra
dos ¡(y J, se denorinan respectivamente, fibrado horizontal)»
y vertical.
Haciendo notar que se cumple,
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(H) n¿(H.(u)) = X.o"(u), K(V.(u)) = X.ofl(u)
n 1 1 1 1

resulta inmediatamente, que "úszTTM + TNxTMdefinida por

(5) “¿‘K(b) = ("*(b), K(b))

es un difeomorfismo, que induce un isomorfismo (TM)u + M"(u)an(u)
para todo u e TM. Por construcción y (H), "fixK aplica fl'en el

primer factor y a ¿ren el segundo.

A.3. Derivación covariante a lo largo de aplicaciones

Sea (N,(,)) como antes, N una variedad diferenciable y f:N + M

una aplicación diferenciable. La aplicación de conexión K per

mite definir una extensión V como sigue:

Si M}(N)denota al conjunto de campos diferenciables a lo largo

de f; es decir, Y e W}(N) si YzN+ TMes diferenciable y

floY = f, se define V:ï(N)xfl}(N) + H}(N) "(X,Y) + VXYÉ
por:

(1) va = K(Y*(X))

Las propiedades c1) hasta cu) de A.2, son válidas para la exten
sión V (ver Pág. H7 de (6)); considerando en 1a primera variable

campos de Ï(N), en la segunda de WÉ(N) y g € 'Ï(N).

Se tiene además, los correspondientes análogos a c5), c6) y c7).

Si x e M(N) e Y,Z E xf(N) se verifica:

c8) X(Y,Z) = (vxy,z) + (Y,VxZ)

Si X,Y e H(N) y Z e ïf(N),

c9) foáY = vaáx + f=.=([X,Y])

= - - ZC10) R(f*(x),f*(Y))Z vaYZ vax Z le’Y]

A.u. El Spray geodésico y el flujo geodésico

Sea (H,(,)) como antes y para a e R, denotemos con hazTM + TN

la homotecia ha(v) = a.v
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Definición

Un campo de vectores S e X(TM) se denomina un Spray para M,

si para todo a e R se cumple:

s1) 9*08 = identidad de TH

52) Soha = a.(ha)*08

Teorema

Existe un único Spray para Mque satisface KoS = 0; es decir,

S(u) G WL para todo u e TH.

Demostración

ver Pág. 64 de (6). #

El Spray S está definido por S(u) = ("*xK)_1(u,0"(u)), para
todo u e TMy se denomina el Spray geodésico de V,

Aplicando (2), (3), (N) y (5) de A.2, se obtiene la expresión

local de S sobre TU

(1) s = ¡“ki - i““.i“+3.r’f.on.í
1] n+k

El flujo o de S, se denomina el flujo geodésico; la variedad de

Riemann M se dice completa, si S es completo o equivalentemente

el dominio de definición de o es TMxR.

Supongamos que M sea completo y denotemos con osz + TM (v c TM)

a la curva ov(t) = o(v,t); luego por las propiedades si) y s2)
de Spray, se satisface (ver Pág. 60 de (6))

(2) os v(t) = s.Qv(s.t)

(3) ("0ov)*(D) t = Óv(t)

para todo t,s E R; donde D = É? E XÏR), denota al campo de ves

tores sobre R, inducido por ia carta identidad.

Definición

Una curva c:I = (-6,6) + H se dice una geodé51ca, Sl VDc t = 0c(t)
para todo t e I.
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Nota

En el capitulo correspondiente a medida de geodésicas, las

curvas que satisfacen la definición anterior, se llamarán
curvas geodésicas.

Por definición de derivación covariante a lo largo de aplica

ciones y de S, c es una geodésica si y sólo si c(t) = "00v(t)
con V = ¿(0), (ver Pág. 66 de (6)); en consecuencia, las geo

désicas están definidas en todo R por ser M completo.

Como¿(t) = c*(D)It, por la propiedad c8) aplicado a f = c,
se obtiene que t + (¿(t),¿(t)) es constante.

Si TlM = {v e TM:IvI = 1} "fibrado unitario tangente", por lo

anterior resulta, Óv(t) € T1Msi lvl = 1; luego ÓleflxR * TIM

es un grupo uniparamétrico sobre T1My S(v) € (TIM)v C (TM)v

para todo v e T1M.

A.5. Hétrica de Sasaki y el elemento de volumen de TH y T1!

Sea (M,(,)) como antes; definiendo para X,Y G 3(TM),

(1) g(X,Y) = (nfixmifl) + (KX,KY)

entonces (TM,g) es una variedad de Riemann. La métrica g se

denomina la métrica de Sasaki sobre TH (ver Pág. 73 de (6)).

Considerando los campos Hi,Vi E Ï(TU) definidos en A.2, resul

ta inmediatamente que para todo u E TM, los subespacios a; y

y; son ortogonales respecto a g. Orientando TMa través de

las cartas trivializadoras, denotemos con dVTHal elemento de
volumen de TMcorrespondiente a dicha orientación e inducida

por la métrica g. Utilizando las notaciones de A.2, de (2),

(3) y (H) del mismo, se obtiene que la expresión de dvTMreí

pecto a una carta trivializadora (TU,TW)está dado por
1 n1 -n n+ -2= n . - I.. _ ...

(2) dVTM detflgijo Il dx A Adx Adx A Adx
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Sea NzTM+ TTH el campo de vectores definido por N(u) =
-1 7

= ("*KK) (0"(u)’u); luego por definición de g se cumple,
2

g(N,N)Iu = (KN,KN)ln(u) = IuI ; y por lo tanto IN(u)I = 1,
para todo u e T M.1

Por otro lado, si u 6 T1My b G (T1H)u, sea c:(-e,e) + TlM

una curva diferenciable que satisface c(0) = u y ¿(0) - b;

luego por ser VDc = K(b), de c8) se obtiene,
' 0

(u,K(b)) = <c(0),VDc ) = % D(c,c) = 00

Dado que g(N(u),b) = (u,K‘b)), entonces N(u) 1 (T11!)u cual

quiera sea u E T1M. La restricción de N a T1M, define un

campo (unitario) y normal a T1M, que denominamos la normal

exterior a la misma. Debido a (u) de A.2, la representación

de N respecto a una carta trivializadora (TU,Tv) de TMes

_ _n+i 
(3) N - É xn+i

La (2n-1)-forma sobre TMdefinida por dK = CN(dVTM), se deng

mina la densidad Cinemática sobre TMy su expresión sobre TU

está dado en virtud de (2) y (3) y la definición de CNpor

(H) dK = detngijofll.dí1A ... AdínA

n+k+1 _n+k _n+1 +k _2n
.x . x )

n
A<Z(—1) a A...Adín A...Adx

k-1

Orientando T1H de modo que b1,...,b2n_1 e (T1H)u sea una base

orientada positivamente, si N(u),b1,...,b2n_1 lo es de (TH)u,

la restricción de dK a TIN que denotamos con dVTH, es el ele
1

mento de volumen de TIM, correspondiente a la métrica inducida
por g y la orientación fijada.
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