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INTRODUCCION

l.—~ Porqué busca® estimadores robustos.-

A) En Mosteller y Tukey (1977) leemos que:

", ... la historia de la estadistica y del Analisis de Datos es ung
confusa mezcla de saludable escepticismo e ingenuo optimismo acerca
de la forma exacta que tiene la distribucion de las observaciones....”
Buena parte’de la estimacién puntual ha consistido en, dada una fun-
cién de pérdida, la busqueda y obtencidn de estimadores Sptimos, en
ciertas subclases, (por ejemplo estimadores insesgadosy invariantes
respecto de ciertas transformaciones) bajo condiciones de normalidad.
Posiblemente, ese optimismo se ha visto pleniado por las hermosas
propiedades de las familias normales, asi como de una interpretacién
abusiva del teoremg central del 1li{mite.

Pero, Cémo surgid la consideracidén de tal familia de distribuciones?
De Causs, quien sugirid su uso, Huber (1972) destaca el siguiente pd-
rrafo del "GSttingische gelehrte Anzeigen" , cuando se referfa al es-
tudio del modelo de estimacidén de una magnitud fisica, donde casi to-
da la variabilidad estadistica es debida a los errores de medicidn

(m~delo de locacidn) 3

"El autor del presente tratado, quien en el afio 1797 investigd prime-
ro este problema de acuerdo a los principios de la teoria de probabi-
lidades, pronto .se dié cuenta que era imposible determinar el valor
mas probable de la cantidad desconocida, a menos que la funcién repre-
sentante de los errores sea conocida. Pero ya que esto no es asf, no
hay otro recurso que suponer tal funcién de una manera hipotética.-
Le parecif natural tomar el camino opuesto y buscar aquella funcién
que debe ser tomada como base, a fin de que, para el caso mas simple
Qe todos, se obtenga un procedimiento o regla que generalmente se
acepta comoc bueno: simplemente que el valor mas probable es la media
aritmética de muchas observaciones de un mismo fendmeno renetido en

iguales condiciones. Esto implicé que la probabilidad de um error X
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debe ser tomado como proporcional a una expresidn exponencial de la

forma exp(-thX) eooe™

El tomar esta distribucidn normal, lleva, cuando la funcidn de
pérdida es la cuadrdtica, a las propiedades Optimas de ;'(media arit-
mética) asi como a las de los estimadores de minimos cuadrados en
los modelos de regresién,

Si suponemos entonces, que la distribucién normal no es necesariamen-
te la distribucion”de la Naturalega™ , o al menos que no es exactamen—
te esa, dejan de valer los resultados de optimalidad de los estimado-
res considerados; pero més atin, como veremos en los ejemplos pueden
ser muy malos frente a pequefios apartamientos de la normalidad.

De igual modo nos interesard estudiar el comportamiento de los esti-
madores (8ptimos) cuando la distribucidén de las variables esta cerca
de una F dada. (F funcién de distribucidn).- °

Consideremos los tipos de perturbaciones planteados. por Huber

(1964) y Hampel (1971) y (1977) :

(i) existe un pequefio porcentaje de observaciones con errores grose-
ros.- 'n valor puede ser copiado incorrectamente, o mal leido
en el correspondiente irstrumento, o se esta midiendo en realidad

otra magnitud distinta de la que se quiere medir.,

Desviaciones grandes que ocurren con probabilidad pequeria.

(ii) errores de redondeo, debidos a la precisidén limitada de toda me-

dicibén. Desviaciones pequefias que ocurren con probabilidad grande.

(iii)el modelo, generalmente, es concebido solo como una aproximacién

a la realidad.
(iv) apartamientos de la independencia.-

Queremos obtener procedimientos de estimacidn que sean estables en
entornos de los modelos pre-experimentales que contemplen estos tipos

de perturbaciones.,-
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La situacidn estadistica serd entonces, de que tenemos dadas

. . n
Yl,...,Y observaciones. cuya distribucién conjunta (en R ) este
n .

cerca de la medida producto (FB )® n para ©O€¢@ .- Queremos esti-

mar @ . Esto nos lleva a considerar los siguientes entornos:

ENTORNOS

n
El modelo inicial serd denotado por (F‘e) ® la medida producto,

be®

y en los casos a), b) y ¢) 1la distribucién verdadera serd

¢®n
con Gt—:ﬁ1 IT descrita por:

a) Modelo de Contaminacidn

Sea & real € (0,1/2) ( que generalmente se tomari cerca de 0)
j?c(e) = {6+ G = (1-€)Fg +c¢ B} 0€® y HEM donde X es una fa-

milia de probabilidades sobre (R,Bl) siendo Ri la < -algebra de
Borel.

Este modelo fue considerado por Huber (1964), para el caso de locacién
donde obtiene estimadores minimax (minimizan la méxima varianya asin-
tética en el entorno).-'

Se puede interpretar como que el (I-E) 4 de las observaciones tienen

distribucién Fy 5 y un €% tiene distribucidén H.-

En el caso de locacidn , Yl,...,Yn que verifican
Yi -0 + U, donde 8e¢@
U=(Ui,...,U£) es un vector aleatorio de errores es equivalente a

que(si las U, son independientes)

i
G(t) = G°(t-9)

con G° :F;.(e) - {eo/ @ - (1-E)F + €H |

dorde He M' una cierta familia de medidas de probabilidad sobre (R,Bl);

en términos de la distribucién de los errores.
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b) Modelo de variacidn total

O0<cE< 1

Va a consistir en la unién para 8¢ de las bolas de radio € y
centro F, respecto de la distancia en variacién total (Kolmogorov)
Si P, Q son dos probabilidades sobre (f2,Q.)

K(PyQ) = sup | P(1) —(4) ]
A€Q,

?K(t:) -{o/3 0€® 1 K(Fy,C)<E]

El modelo de variacidn total puede ser considerado como una extensién
del modelo contaminado.

En efecto, i G = (1-€)F +¢H  entonces K( G,Fy) <€

y reciprocamente, si K(F,G) = € , existe un real positivo €"

0<¢&¥< 1 y dos medidas positivis H_ ¥ H2 (que no son en general pro-

1

babilidades) tales que

(1- €)F + € B, = (1- €*)C + e“nz

Basta tomar Hl = 1/e (F - min(F,G)) .112 =1/ (G - min(F,G))
&. € luego G-F-EH1+EHZ
1+€
Para el caso de locacidn
Fxo(e) ={Ge / x(co,po)ge} con G(t) = Go(t-6)

c¢) Modelo de Prohorov

Sean F, G dos probabilidades sobre (R,Bl)
lLa distancia de Prohorov = T (F,0) = inf{£/% BeB, F(B)< G(BE) +Ei
donde B® -{ X€R / existe bD&B con Ix~-b| ¢ E.}

De los dos € que intervienen en la dietancia de Prohorov, el E de

la métrica ( en B¢ ) se puede ver como una difusién local de la pro-
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AY

babilidad debido a los errores de redondeo, y el que se refiere a
la probabilidad sobre (R,Bl) como el que contempla los errores gro-

seros.

ﬂ(s) = {GC13 8e(®: 'rr(re,c)se}

En el caso de locacidn

= ) Ge: T(F _,G0) <€
F(e) = oe: m(F00) < €]
El modelo de variacidén permite contemplar el caso de errores groseros,

pero no asi los de redondeo como vemos en el siguiente ejemnlo:

XY ER X X xn{ x
n n~
N

Entonces K(SI y Sx) =1 para todo n 61:- masa puntual en x)

n
o
mientras que

WT(G; ,5;) = min (|in-x|, 1)— 0 cuando n
n

Este modelo fue considerado por Hampel (1968) y (1971) asi como el

modelo siguientet

d) Perturbaciones de la independencia

n
Pare ello consideramos la distancia de Prohorov sobre (R B )
n
Sean Q probabilidades sobre (Rn,Bn)

Fi(e.m) -|a/3 0@+ T(a, BD ") <€}

que nos permite, ademds, qQue Q no sea necesariamente una medida pro-

¢ O

ducto

B) Ejemplos para locacidn

.1) sea £> O cualquiera.
@o(X) = funcidn de distribucidn N(0,1)

HI(X) = funcion de distribucion de Cauchy.

6o = (16) D (X) + B (X)



-6 -

N -{H: H continua y simétrica}

G pertenece a cualquiera de los entornos considerados anteriormente

= - Bajo G
con éo Fo j
_ n
El estimador X = 12:{ xi/ n , estimador 6ptimo bajo P o' Do es con-

sistente , peor aun,

lim sup | X| = +®  por la ley de loe grandes niimeros

(Kohogorov) pues E(lxl]) = 4+ @

2) Los pequefios apartamientos’ de la normalidad, si bien perjudican
sensiblemente el comportamiento de la media, son dificiles de detec-

tar como lo muestra el siguiente ejemplo (HuberC(1977) ) :

,oooo,x [ s Si estas Obser—

Supongamos tener 1000 observaciones X 1000

1

o
vaciones se distribuyen gegin una N(0,1)

P(]X| >2,5) = 0.012 , es decir que cabria esperarse que haya 6 obs-
servaciones con valores mayores que 2.5 y 6 con valores menores que
2.9 .-

Ahore bien si X~F con F{x) = 0.0l @(1/3) + 0.99@(1)

(contaminacién al 1% con N(0,9) )
Si Y~ N(0,9) P(I1T1>2.5) = 0.4

Es nlausible entonces gque 4 de los puntos provenientes de la contami-
nacién esten fuera de [—2.5;2.5]

Luego, bastard con que 4 de los 990 puntos que siguen N(0,1) y que
seria de esperar esten fuera de [—2.5;2,5] no sean tan grandes, para
que en total contemos 12 puntos fuera de [-2.5;2.5] , lo esperado
bajo normalidad.

Sin embargo, si la ley de la experiencia es

(1-€)N(O,1) + EN(®,9) , como la media es un estimador insesgado

en este caso, su eficiencia asintética serd
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= lim 1 donde Vn(E) = var(;) = 148&
Ba® In(a,e)vn(e) n

y In(E, ®) = informacidn de Fisher.

Termemos entonces que para

Comtaminacién % 0.00 0,02 0.05 0.10

Eficiencia asinté-

Z 1.00 0.90 0.80 0.T0
tica de X

Una modificacién muy simple de la media, son las medias o —podadas:
si X€(0,1/2) , 1la media & -podada de xl,...,xn es

(141 [n«] 42 n- (n«]
+ X )

; = 1 (x "4 eee + X

n-2 [n

1 2
donde X( )5 X(s) coe gx(") son los estadisticos de orden,-

la siguiente grifica (Tukey) ilustra el comportamiento de la eficien-
cia asintdética de las medias o/ -podadas en funcidn del coeficiente

de roda ol .-

1004
% pda
90 %. *% poda,
Eficiencia
Asintotica 1% f°da’
80 % Mmedia
0% roda.
70 %
medt.af‘a'
50% poda

000 0,01 002 0.05 €0

Porcentaje de contaminacidn
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C) BEstas consideraciones, nos llevan a buscar, estimadores que sean
eficientes bajo los modelos pre-experimentales, pero ademds estables
en un entorno del modelo. O sea,-que buscaremos estimadores estables
frente a las perturbaciones mencionadas, y que al mismo tiempo sean
casi tan eficientes como los optimos bajo el modelo cuando no las
hays.-

Hampel (1971) da una definicién de estabilidadt

pefinicidén la sucesidén de estimadores {T } es robusta en F
—_— ndnyl o
si y solo si para todo &> 0, existe d>0 tal que

si TT(F,FO)<<1 entonces ¢T(LF(TD), LFO(Tn))< E poara todo

n ( uniformemente) donde TN es la métrica de Prohorov y por LF(Tn)

notamos la distribucidn de Tn bajo F.

°
Una sucesidn {T } de estimadores,serd una sucesidén de funciona-

nl

k
les medidbles T : F —5 R
n “n
donde 5?h - {Fn,...,Pn,..} es el conjunto de medidas de probabilidad

discretas cuyos dtomos tienen probabilidades igual a l/n o miltiplos

de 1/n (Funciones de distribucidn empiricas).-
Hampel describe la robustey en términos de continuidad de T con
n

Teoremal

Si T verifica

{Tn}

3 . . & n

i) Tn es continua como funcién en {1 para todo n

ii) Lmn} es continua en P

T) {Tn} es robusta en F

Corolario 1

k
Sea T: R ti =
Se N continua en F y T_ Tl}"n
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congiderada como funcidn en £ continua respecto de la métrica en

n
O para todo n,.

T) {Tn'k es robusta en F

Ademas, da algunas medidas de robusteg para estimadores, como el pun-

to de ruotura y la curva de influencia = ICT - (w) .
4
(o]

Esta segunda, se refiere a la sensibilidad frente a un pequefio porcen-
taje de contaminacidn. En la seccion IV , ballamos estimadores ocuya
traza de la matriz de covariansa sea minima sujeta a la restriccién

*
que la sensibilidad V. - sup |IC

(W)|<a
weQ

™nF
o
Definicidn

Dado {2, (espacio métrico completo y separable)

Sea 9? = las medidas sobre L1l ,

IC (w) = lim T((1-¢)F, +€&W) - M(Fo) (g1 este 1imite existe)
T’Fo >0 €

= Uo T( Fo + E(SQ-Fb)) - T(Fo) que es la derivada de Gateaux
<200 E

= DNF ) (§-F) .-

Se sabe que cuando T admite derivada de Frechet (sobre las medidas

signadas) también eviste la derivada de Gateaux y ambas coinciden .-

lé.- X-estimadores

El tipo de solucioneg consideradas va a ser en la familia de los lla-

mados M~estimadores.

Para el caso de locacién, xl,...x variables aleatorias independien-
n .

tes identicamente distribtuidas con distribucién F(x-8) , Huber(1964)

propuso la clase de M-estimadores o estimadores de tipo de mixima
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verosimilitud, definidos como solucéién de la ecuacidn

. ) -t) =0
(1.1) 25 W (x;-t)
donde Y es una funcién tal que EF(\V) )

En particular, si F es simétrica y Y impar y F-integrable se verifi-

ca,—-

Si Hj(t) = t obtenemos los estimadores de midxima verosimilitud bajo
normalidad.-

Huber estudidé el comportamiento asintético y probd que parta."lJ elegi-
da convenientemente, el estimador resultante tiene propiedades robus-~
tas, as{ como si Y es ménétona no decreciente, bajo hivdtesis débiles
que es consistente p.p. ¥y asintdéticamente normal con media @ , y

varianza V(¥ ,F)/n donde V(Y ,F) = EF(\Ja)/E:.(q)o)

En particular, si estamos en un entorno de contaminacién de la normal

Huber(1964) y Hampel (1968) probaron que los estimadores, para

W (+) = min(IY ,k) signot)

gson las soluciones del problema minimax en él entorno considerado.

Bampel(1968), Andrews (1974), Beaton y Tukey (1974) y Collins(1976)
considerando otras propiedades robustas como la curva de influencia,
propusieron el uso de funciones ‘f) no monétonas que se anulen fuera
de un compacto,como ser

U 8i |ulca

asglu) si a<uj«d
Hamoel: W a,b,c(u) a(c-tui)sg(u)/(e-b) si beiulce

0 si lu)»e

sen(u/k) si (ulgk

. N
Andrews: \l-’k(u) o ei Jupk

u(l-(y_)z)2 si |lujek
Tukey s \Pk(u) - Kk

0 si juiyk
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Estudios numéricos han mostrado que estos .estimadores tienen tuenas
propiedades de eficiencia y robustegz, aun para tamanos de muestra

pequefia, -

En estos casos la ecuaoién EF(HJ(x-t)) = 0 puede tener soluciones

diferentes de 0.~ Luego, algunas soluciones de la ecuacién (1.1)

pueden converger a © + to donde to es una rafiz de EF(QJ(x-t))-O

distinta de O.

Luego, para definir el estimador se debe especificar que solucion de
1a ecuacidén (1.1) se esta considerando.-~ Yohai y Klein (1979) estu-
dian este problema, indicando el algoritmo numérico usado para cal-
cularlo y pruedban consistencia y normalidad asintdtica para M-esti-

madores iterativos para locacidén y para el modelo lineal.-
o

[3.- Modelos considerados y resultados obtenidos.-

Se considera el modelo de regresién miltiple, no lineal
Y - g(6,X) + U

donde U es el error, Y es la variable dependiente, Ye¢R , XGRq

k .
g R qu_a R es una funcion regular

k .
O¢eR es el vector de parametros de la regresidn.-

SECCIONES I y II

En las secciones 1 y 11 se estudia el modelo cuando se tienen efeo-

tos fijos, o sea tenemos observaciones Yl,...,Y
n

Yi = 8(90311) + Ui

Xie RY  vector numérico de efectos fijos

. U1 son variables aleatorias independientes con distribuciédn comiin

F desconocida
para M-estimadores iterativos.

Los estimadores usuales para este modelo som los de mfnimos cuadrados
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solucidn del sistema
n

A ~
?;1 (ri-g(xi,emc)%g(xi,emo) =0

que cuando F = §> (normal) coinciden con los estimadores de mixima
verosimilitud, y tienen propiedades Sptimas. Estos estimadores fue-
ron estudiados por Malenvaud (1969) y Jenrich (1970), que obtienen
resultados de consistencia y normalidad asintética.

Estos estimadores, adolecen de los mismos problemas que ; para
el caso de locacién - no son robustos.- 8i consideramos que la dis-
tribucién de los errores estd en un entorno de ® , pero no es exao~
tamente@ s 8u comportamiento es muy malo; son muy sensibles a dis-
tribuciones de los errores con colas mas pesadas. Una observacidn
andémala puede hacer que el ajuste vor mfnimos cuadrados wvarie mucho.
SECCION 1

” 2 Iy
En 1a seccidén I cuando ¢ = varF(U) es conocida (escala conocida)

la clese de M-estimadores, o estimadores de tipo de mZxima verosi-
militud considerada por Huber (1964), se extiende al caso de nuestro
modelo como fue hecho para el caso del modelo lineal por Relles(1968),
Buber (1972), Yohai (1974), Marona y Yohai(1979) y Klein y Yohai
(1979) definiendo @n como solucién de la ecuacidng

n
< A ,
5’:_1 -P(Yj_g(en’xj)) - nfnimo  donde §s R R

o 81 consideramos §'=Y , como solucidn del sistema
n
A ~
1) 2 Y (T,-&(8,X,)) > &(© -
M Z Y (1 6b,7)) 256,15 - o

En particular, si 1 -t2 obtenemos los estimadores de minimos cuadra-
dos usuales. Eligiendo convenientemente LP ’ obtendremos estimadores
robustos, en un entorno de una F dada, y cuya eficiencia en el caso

normel (por ejemplo si F =® ) sea casi tan buena como la del &ptimo

bajo el modelo.-



Como 1a ecuacién (I) puede tener mas de una solucidn, y alguna de

ellas pueden no converger a.eo 9y para definir los estimadores, y es-

tudiar sus.propiedades y su comportamiento asintdético debemos indicar
que solﬁcién de la ecuacidén estamos considerando.

Siguiendo el método utilizado por Yohai-Klein (1979) esto se hace in-
dicando el algoritmo numérico que usamos para computarlo. Er los ca-
sos estudiados, se consideré Newton-Ralphson a partir de un estimader
inicial consistente.

Se consideran entonces funciones'¥ no necesariamente mondtonas, obte-
niendose M-estimadores iterativos.-

En esta seccidn se prueba gue si

t n t
- >
U ;]’;1 _;_a_gg(eo,xj)_,_g(eoyxj) s ¥

be))
ﬂ [ d «

lim €@ si este limite existe
A Jum Ny
9°n =

7~ . o

Bi n
en,o
A
donde, © 3 = paso j-ésimo del algoritmo
Ny

é es el estimador inicial
Ny O

Proposicién 1

A~ A A
(i) 1lim P( en- lim en . Bn satisface la ecuacién I) = 1

D200 jom ’J
(i1/ U(%n-eo) estd acotado en probabilidad

Prooosicién 2

k
Para todo a¢R con |Jaf =1

ot u(ﬁn-q,) _ Y, xo, nr(“’z)/ni(‘\’ "))



- 14 -

SECCION II

: 2
Se considera ahora el problema cuando no se conoce la escala. (<

desconocido).- Como los M-estimadores no son esocala equivariantes,
luego, no son razonables cuando la escala esdesconocida.
Entonces, para obtener estimadores que lo sean, modificamos la ecua-

cién (1) y consideramos

20

 (11) E_::H) [Yi-s(xiyén)] Ls(xi.'én) -0

8
n

donde Bn es un estimador de escala equivariante y robusto.

s (ay) = |a|s_(7)

Por ejempnlo sn puede ser el rango intercualtil normalizado de los

Q9
residuos

& - (B G (e syl

~

donde ﬁt - Yt - g(xt,éo) donde Oo es un estimador inicial invari-

ante.

o bien Bn puede ser la mediana muestral de los valores absolutos de

los residuos normalirados

T, = mediana(19]) /& (3/a)
fn)

ees £U son los estad{sticos de orden.-

(1

,Av

donde U
En esta seccidén se consideran soluciones iterativas a la ecuaciédn II

cuando 8 es un estimador consistente de escala s _, s
. n

n ~ o
A lim © si existe
Se define © - [ By
n
»
i
&) n,0 si no

y usando resultados de tightness en C= espacio de funciones continuas
en [0,1] ee llevan los resultados de la seccién I al caso de escala

desconocida.~
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Se obtienen as{, las proposiciones 3} y 4, andlogas a las proposicio-

nes 1y 2 conYy -'W’(./so) en lugai de “’ y ¥ qé el valor al
8o

cual converge sn.-

SECCIONES III y IV

En las secciones III y IV se considera el modelo cuando las X 5 son

aleatorias, o sea que
- + U
Yi. g(xi.’ Po) i
Xi vectores aleatorios en Rq
Ui variables aleatorias independientes igualmente distribuidae
a+l . . . . )
Zis (Yi,xi)e.R vectores aleatorios independientes con distribu-

. & >
cion comun F.

Poe Rk coeficientes de la regresidn.

Para el caso del modelo lineal, Hampel (1979), Krasker (1979) y Kras-
ker y Welch (1979) ya obs?rvaron que cuando las X son aleatorias los
M-estimadores usuales, no son robustos (cu.rva de influencia no acota-
da), cuando tenemos perturbaciones en las X o= Por ejemplo, si el
modelo deja de cumplirse en ciertos periodos anormales, o bien apro-

ximaciones o errores groseros.

SECCION 1II

En nuestro caso, si an(x,P) no es acotada, los M-estimadores usuales
2P

(considerados en las secciones anteriores) no son robustos.

Como en el caso lineal, se considera la familia de GM-estimadores,

o egtimadores de tipd mixima verosimilitud generaligados, definidos

como solucién de la ecuacidn:

n
(111) E‘; \P(Yj,x "En) -0 para ¥: Rxr%xR*__, 2®
9
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El estimador de m{nimos cuadrados ’ch estd en la clase con
“P(Y!XQP) = (Y‘E(x!F))_é__S(xy[a)
. £

asi como los M-estimadores para
LO(Y,x,P) - “P(Y-g(x,P))ng(X-P)
op
Si consideramos Y acotada, tendremos estimadores robustos.
En realidad, al considerar solucidnes de la ecuacién III, estamos
considerando estimadores para modelos mas generales, que en particu-

lar aplicamos al caso de regresién.-

Como en las secciones anteriores, en el caso que la ecuacidn
EF(\P (Y,X,F,)) = 0 no tenga solucidn tinica, para definir el estima-
A
dor Pn debymos especificar que solucidn de IIT estamos considerando.

Esto 1o hacemos indicando el algoritmo wusado para calcularlo.
Para el caso de Newton-Ralphson

L . . . 2
si P“ j es el paso j~ésimo del algoritmo, en la seccién III se prue=
?
ba que

Proposicidn S

A P.P.
b 25 P

(it) S = 1im 4 si nyn P.p¥
Fn F ’d

J+0

Pronosicidn 6

1/2 “ -1 -1
n (Fn -FB) —> NO, ANV AN )

t
con V = EF(\P(Y;XQR)LP(Y,XTE) )

.¥y A= EB_(D2Y(Y,X, rbo) ) (po singular por hipbtesis)

F'b[b
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SECCION IV

En la seccién IV , se encuentra un resultado anilogo al obtenido por

Krasker (1979) para el modelo lineal.-

Se encuentra un estimador éptimo.en la clase de los GM-estimadores
sujeto a una cota en 1la sensibilidad.
Mas oprecisamente, se encuentra la:funcion 0 de modo que el estimador
§ correspondiente a dichale, minimiza la traza de la matrig de co-
varianga E("P F i 2) = minima , bajo normalidad, entre todos aquellos
tales que su sensibilidad N sup |IC (T,X)|gca

(1,X)
Ademds se prueba que si existe un estimador 6ptimo en la subclase de

los estimadores de minimos cuadrados nesados definidoe para
\‘P(ny,r&) = (Y-g(x,F))"(Y,x,P) _)___S(x,Q)
BP

donde W es la funcidén de pesos,
en el sentido de definida positiva (para la matriz de covarianza)
entre aquellos cuya sensibilidad < a, este es el correspondiente

a la q’ obtenida.~

SECCION V

Finalmente, en la seccién V, se hace una comparacidén por Montecarlo
entre el estimador de minimos cuadrados y dos M-estimadores, los
correspondientes a las funciones de Huber y Tukey respectivamente
con constantes k = 1.34 y k = 4.68 resvectivamente., Las constantes
e eligieron de modo que la eficiencias asintética bajo normalidad
sea del 95 € .-

Se consideraron para los erroree las siguientes distribuciones:
distribucidén normal (0,1)

distribucidén normal .contaminada con normal al 5% y desviacién 5
distribucidén Student con 3 grados de libertad.

Se hicieron 2000 replicaciones para tamafios de muestra 20 y S0.

Se consideraron las funciones de regresidon logi{stica y se apliocé
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el algoritmo de Newton con hasta 10 iteracciones, a partir del valor
verdadero y a partir de estimadores iniciales.

Los resultados obtenidos en las tablas muestran el mejor comportamien-
to de los estimadores robustos propuestos cuando hay apartamientos

de la normalidad, asi como cuando el modelo se cumplé exactamente

su comportamiento es casi equivalente al de minimos cuadrados; cuando

el tamafio de la muestra es pequefio (20 y S0 observaciones).-

Julio de 1980
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SECCION I

M-estimadores iterativos para regresiom no limeal con efectos fijos

Y escala comocida.-

Comsideremos el modelo Ade regresiom gemeral, com efectos fijos,

en que tenemos observacionmes Yl’Y2’°"’Yn que verifican:
Yi = g(eo,xi) + Ui i -l'o.o,‘ donde

Xie Rq es un vector nimérico

k . .
eoe R es el vector de parametros que queremos estimar

Ui son variables aleatorias imdependiemtes com déstribucidn comin F

desconocida.

Como ya observamos em la imtroduccidm, cuamdo F=§ (normal) los
estimador8s de minimos cuadrados, coincidem com los de miAxima verosi-
militud y tiemen propiedades optimas; pero dicho comportamiemto empeo-
ra sensivlemente cuando F #$ , aum en los emtornos considerados ante-

riormente.

Ello mos lleva a considerar aquf la familia de M-estimadores

definidos como solucidém de la ecuacidn:

(1)e E%;?_f(Yj - g(é,xj)) = minimo con Jft RoR

o, 8i motamos por ¥ =f' ,ia solucidémn del sistema

m Sy, - 66,1 )2808,1)) - 0

2
Emn particular, =si f(t) =t obtenemos los estimadores de mimimos cua-

drados. Si consideramos fUncionesﬁg acotadas, obtendremos estimadores

rotustos.
Para resolver la ecuaciém (I) , consideraremos M-estimadores ite-
rativos. aplicando el algoritmo de Nevtom-Ralphson a dicha ecuacidnm,

a partir de un estimador inicial consistente.



Obtendremos asi un estimador que convenientemente normalizado estara
acotado en probabilidad(consistencia) y su distribucién asintética

>
sera normal..,

Netaciones:

dg(8,X.) vector columna
I
Sy - ?
P(B) = <=3 ¥(1, - &(8,X,)) F®%y)
kxk
1(9) = 2
P'(9) = (( sg_}))en

B(o,x ) = _a_g(e.X.) (h_g(e,x ) )t

H(9,X ) = (( 2 gle, xJ) )) e RK
] 2004
h(v,z)-_)_g(e +v,X)(3g(9+z,X))

00

n n
P'(8) =23 Y (Y,-6(8,X,)) B(5,X,) -l‘g’- (T -£(0,X,))> as(e.xj)aab £(6,X,)

Sea U lanmatriz tal que
t ! n
2 ( > gl -S>
UU -2 ((sbe_{g 9"’{3)85;8 eo.xj) ) 1 B(‘B.,XJ)

que estard definida por hipotesis.

®
Vamos entonces a nermalizar definiende © = 9. + U(9 -90)

por tanto, 0 =0 +‘U—1( 8" -8 )
° °

Queriames minimizar
n

-], .«
S50y - 0,008 )

Luego, debe smer

P(E) z}}'(r-g(e +U'1(e e)x))u“__g(e +u e e),x)-o
20

" (11)
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ot n -1, . -1t -1, -1
PUE )= (T,-6(0 407 (6 -6,),X )07 (84T (Y -9),x,) ©

- -1, -1t -1, -1
- T Y (0,41 (6 -8),X.) )T B8 4T (6 -8),x, )

Luege, si aplicamos el algoritme de Newten —-Ralphsen

-1
tj+1 = tJ - (P (tj)) P(tJ)

a miestre case tendremos:
~

0* = }EZ‘P(Y -g(e U (e -6 ),x )U H(e +0 1@ —0 ),x U

n,j+l n,j

-1

_Xj'y (Y -g(O +U (%; -0) x ) B(G +U (9 -6.),xj)U }1.

: (%’&’(Yj-g(a.m (6, =6):%) yut geg(ﬁ 0 (@ 578 )

Definimes entences

. v . . . .
~w %:E;Gn’ si existe . }ig en,j 61 existe
0 o =
n ~ > . n n ;
o si ne 0 si no
NyoO Ny O
A* ~a ~
Aonde © es el estimador inicial normalizade (9© =0 (6 -0) )
n, o N, e [ ] Nnyo [}

”r
y 0 o es el estimader inicial censistente dade, para los algoritmos
. ny

normalirzados v sin normalizar respectivamente.

Definimes ademas

ﬂln(t) = t - (P'(t))-lP(t) para P dada en (II)

kxk
y para teda IM€R « definida positiva

(o (t) = ¢ + Mlp(¢)

Llamaromes también r;(t) = P'(t)

Luege

Tap(t) = ¢+ 17 (Zsy(r ~6(6,+771 (-8,),% ))u ggg(em (t-e).x ))
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y tendremos que
ol = Tar vy @

Llamaremos ademés r o " EF(‘{")Ik donde Ik es la matriz idéntidad

en kak.-

HIPOTESIS

Al)Y¥ tiene derivada continua salvo en un numero finito de purtos y

2
geC
A2) &P(I)dF(x) =0 , yF es continua.
A3}) existe do) 0 tal que

2
sup, [W¥ (x - a)| ee F-integrable.
|at<d°

sup |¥”2(7-a)‘ es F-integrable.

laj<d .
)
~ »
Ag) © es un estimador inicial rue verifica que U(H -0 ) estd
n,o nyo o

acotado en probabilidad.
A5) Existe n,>0 tal que ei nyn U es no singular.
2 2
46)  mex || (8 ,X ” _ -") (8 ,x 0 (condicién de
) 1250 %)|| * /3 25005 © — n

1¢j¢n
tipo Lindemberg)

y las siguientes hipdtesis sodbre el disefio:

t
(i) existe a>0 tal que max autovalor de U T ¢ & si n),no
min autovalor de U'U

(i) ”H(eo,xj)ugx”aggg(eo,xj)” 2 para algin K

(iii) hj(V,z) es equicontinua en (0,0)

n
(iv) existe D>O0 tal qwe 0<D<”§h(0,}0,13)”/ n
hj(ovg) = h(jvo’xd)
(v) max autovalor e UtU —w cuando n =
A7) gradiente g f 0; y 81 V -{tenk / g(X,,t) = 2} @€k, y 1 um
recta cualquiera, entonces VML esta formado por intervalos

o puntos aislados.-
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Lema 1

Sean UI,UZ,... una sucesidn de variables aleatorias independientes

igualmente distribuidas, y para todo r en un entorno de O, fr(U)

es una funcidn boreliana definida en R, Si ademas se verifican:

(i) 1im £ (U) = £ (U) p.p.
0 r ]

(11) E(fO(U)) -0

(i11) Existe d_> O tal que sup lfr(U)" £(U) con E(£2(U))< o
,r]sdo :

(iv) Vn 3 son nﬁmerosnreales 1¢j¢n, l¢nc® tales que existe M
14

para el cual Z’ IV , ¢ M para todo n
J= n,J

(v) lim max IV ’ =0
4

R l<j<n
entonces
ST
) 1lim limsup P( sup r (U )V g€) =0
) ( =1 T (07, 4)>€)

440 n-c lrjlsd 3

La demostracidon puede verse en Yohai (19%4)

Lema 2
Sea (S,4) un espacio métrico. Para cada Y€

’br ¢tS+S es una contraccidn uniforme en Y , o sea que existe k
o

Osko<1 tal que d(*(g(x), /’U(x') )¢ ko d(x,x') para todo Y€

Supongamcs que ademis todas tengan el mismo punto fijo x' .-

Entonces

T) Dado xoe S, ¥y una sucesidn cualquiera ‘(1, Xz,.... en I

Si definimos inductivamente

x) =Talx,) a1 “(¥nn (%)
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] »
se verifica que xn - x

Demostracidn n

Vamos a prohar por induccidn que A4(x ,x') < ko d(xo,i‘)
n Y
Para n=0 se verifica.

n+l +*
dlx__,x*) = 4f (x_), (x*) ) ¢ x_da(x ,x*) ¢ x = a(x ,x")
n+l 7‘n+1 n zK 1 o n o o
esta fltima desigualdad por la hipdtesis inductiva.-

Lema 3

Sea G = subconjunto de matrices definidas positivas cuyo minimo auto-
valor es % 4) 0.~
entonces

7) ;zfqlrlnp(e°)-eb” eatd acotado en probabilidad.

Demostracidn

. -1 n -1t
'iuepc Iﬁan(BO) - Gou ¢ max avt. del’ ”31—:31 \P(UJ)U sb_e_g(ﬁo,xj) ”

< _:,['%v(uj)tl'“%ég(eo.xj)"

Luego, por Tchebichev tasta ver que

- “1y 409 , 2 1
E(,f?;;‘y (Uj) 1} 535 o’xj)’ ) estd acotada.

E( “%n" "))(UJ)U-ME.G(GO,XJ)” %) .

29

n
-1 -1t
- B Y (U)Pm) v 0,,%) , U s0,,1)5 ) -

n n
E(%;l»'qﬂ(uj) “U-ls}g(go’xj)” 2y | e, (v2) §||°-lt%3‘90"3"'2

, 2. <>, -1t t -1t
£,(Y )%T( U 2e(6,%,) ) (U2 &(6,X,)) -

n
2 -1t t -1
£, (Y traza%; U ;eg(eo,xj)(%é_g(eo,xj)) 7 -

n
2 -1t t -1
( PIREN > -
B, YY) traza U = 295(60,XJ)(§3(60,XJ) )" u

2 : 2
EF(‘P ) traza I - knr(\f ) ¢<®©
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Lem; 4

Para todo M> O wvale que
P
(P (e) - Bl 2N | e
lt-eolsn

(tiende en probabilidad a O)

Demostracidn

' -1 -1t -1 -1
P (t) =>:=_’qu(¥ -g(6_+U (t-eo),xj) ) U H(8 _+U (t-eo),xj) vo-

- % W (Y -gfe U (t-e) X )) 1 P.(9°+U-1(t-9°),xj) U‘1
L -1
1 =§ U B(GO,XJ_)U
Luego,
P (t) -E (*P )1
Ilt ) |<M{" k"}

Q

sup “:(\V'(Y-g(e +U (t—e)x))-E(\p y ) ot B(G x)U
Jt-8 fl< ¥

n
TS W (e80T (128)),0))U07 (BB 4T (4-8)),X,)-3(6 , X, )T

n
S— ! -1 -1t -1 -1
+J.%_f ‘P(Yj-g(ﬁo'rU (t-Bo),Xj))U (E(e_+U (t-eo),xj)-n(eo,xj))u
n

-1 -1t -1
3 ‘P(Yj —g(eom ft—%),xj)) U H(eo,xj) U ”}

+ £
J

- -1 -1t -1
sup i’f;(vv(vj-g(eo+u (t-eo),xj) ~E (W) )U B(BO,XJ.)U ”
W—6"<M '

<—7n -1 -1t -1
+ sup “ 25 Y (Y, -g(® +U "(+-0 ),x . ))U “'B/® ,X )U “
X i=1 J 0 o " o
it~ %<

n
+ sup {“ ggg m'(Yj—g{6°+u-1(t_eg)’xj))U-lt(B(9°+U-l(t-e;),Xj)—B(eo,xj))U’IH}
"t-eols M
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n .
+ sup {" %V(Yj-g(eom_l(t—ﬁo) ,XJ))U‘lt(-H(oom-l(t- %),xj)-H(eo,x§) )U—lﬁ
“t—&olg m|"d -

Llamemosle respectivamente a las sumas (I), (II), (III), (IV).-

Veremos que cada una de ellas tiende en probadilidad a O.-

(a) 1lim P( sup (I)>€ ) =0
a0 [t-e [<N

Basta verlo para el elemento i,}J

-1t -1
Sea V£’h = elemento i,j de la matriz U B(eo,xh) U

n
||:1-"; ||<n“ %1: (\V'(Yh-g(ooﬂ]-l(t-eo)’xh)) “Ep(¥') ) Va,h I}

z -1
B:;plmﬂgup'(uh—g(eom (4-8),%,)+€(6,,X.) ) -E (V") )vn’hl}

Ahora bien,

-1 - -1t
B(OO’Xh) - 8(9°+U (t-eo)’xh) l = l %é’g(e’xh)n (t-eo)l (1)

Como hl(v,z) es equicontinua en (0,0)

t
entonces h_(v) = ¥ g(6 +v,X_) (2 gl(0 +v,X_)) lo es en O
1 36 © 1 > © 1

y por tanto l'hl(v)”' es equicontinua en O pues

7

”hl(v) -hl(O) "hl(v)” - ”hl(O)”l y como

2, )] - [ %@g(eo"’xl)” i

tenemos que Q_g(6°+v,xl) = fl(v) es equicontinua en O
20

es equicontinua entonces If lo es.

. f2
pues si ll

1

Volviendo a la acotacidn (1) , como estamos en "t—eonf M,
entonces, por la hindtesis A6) (v) "U’lt(t-ﬁo)ug 4 si nymn,

y 4> 0 ardbitrario.

Entonces, el punto intermedio ® , se puede poner como © =© + ¥ con jVi<a
. o
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luego, lln;::n l -553(9”}.)“ (s-0 )] <1::: ,_:?g(ﬁ,xh)" ”U-ltﬂ N <

¢l -t

"u l o+ ”_g(eo,xh)” "U'“" x}

Yy ahora usando equicontinuidad para la primera parte,

EuU-ltI N + max H_.g(e . ¢ )“ lt” ) |

1<j<n
Ademis ma ” > g(e© ,Xj)” ”U-lt" M — 0 cuando n 9

(9 oY 2112 gle ,x)I2/1otu)l =
pues 11::;: Ia g(® »Xx )” u I lsbsn a ”a_og e, h)" /o u|

2
- max 2” g(G X )” —_— 0 para n—po por la hiPdtesis A6.
1< j¢n

Z{ 12,587 X )”

°
Luego, para el elemento i,j

lim P(sup (1) >€ ) ¢ lim limsup P( sup ,Z(y (U -8 ) E (\{J ))V
n-o IW-%MSH +0 new |s |¢®

y ahora aplicaremos el lema 1 , con
f (u) = Y'(U -8 ) =B (¥Y') que verifica las hipotesis del
Bh h h F

lema , ya que

(i 1im fr(u) = fo(u) p.D. (continuidad de ¥ ' y P oontinua)
r+0

(i1) E(f (u)) = 0

(111)3 4 >0 tal que sup | £ (U)[< £(U) con E(f (U)) <0
ITlcd,

sup | (U-r) = E (¥ ')| < sup |W'(U-r)| = E,(Y') que por
Irica Irjza

la hipdtesis A} es de cuadrado integrabdle.

Y€ )
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(iv) E—j—‘:lvn hléx para todo n.
= 14

S
' S (.1t -1
)E-; ]vn,hl = elemento i,j de la matriz ih:T |o B(eo,&) [} I

pero E; IU—ltB(ﬁo.xh) U-IH = E‘{ "U-lt_s%g(ﬂoolh) " 2 . k como ya

vimos en el lema 3,

(v) lim max IV | =0
n,h
n+o l<hg¢n

-1t -1
max Ivn,h | = max elemento i,j de IU B(?O,Xh) U I

l<h<n
-1t
Sea Zh =0 %g(@o,xh)
-1¢
max |V = max |2 2, [¢max |2 || = max v "2 (e »Xx )| 0
1¢h<n | 1<hs<n ih GBE" g pen B l<h<n 356 ° b

por la hipdtesis A6.-

Luego, por el lema 1, vale (a) .—

(v) 1lim P( sup (2)>€& ) =0
n-+w |[t- 60”5 M

igual que en (a), basta verlo para el elemento i,j, y para ello bas-

-ta mostrar que

n
lim limsup P( sup IE\])(U-B)H |>€ ) =0
h=1 h °n’ "n,h
b0 n-—eo |sh|£b
donde W = elemento i,j de la matriz U—ltH(B ) U.:l
' n,h ' o’ %n

Tomemos £ (u) =Y (u-s)
8

que verifica las hipdtesis (1), (ii), (iii) del lema 1, asi oomo

() T ¥yl

n - - .
= Mnl s F |77 egn) o7
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2 gi;' |50 ox)|| 7 floofl - &* ,;)1? llace»x, )|/ 33’,%8(@0.&)”2

RS l.zv c pues por la hipdtesis A6 ”H(e .&)"4 c ,3 g(e ,7&1)” 2

(v) lim max iH =0

n-+o l<hsn
max |W_ nl€ max ”U-ltB(Qo,Xh) U "1. max ”H(G » X )“ a /”U U”
l<h<n l<h<n 1<hgn

n
2 2 2
< Clls (6 X ) a 2. > g(0 ] ——> O por 1a hi =
1:;:11 ”55' o'"n ” / h=1”‘o—e o’xh ”

pétesis A6.-

Luego, por el lema 1, vale (b).--

(¢) 1lim P( sup 3> € )=0
n—w |[t-00||£H

Como sup ¥ '(u-s) estd acotado en probabilidad, basta probar que
Isl«4

A

n
-1t -1 -1
sup F IO (B(© +0 "(t-8 ),X ) - BR(® ,X.) ) U — 0
llt-ﬁollsﬂ{ =1 o o h o h ”}

luego, s8i n),n0 s btmsta ver aue

n
S -1t _ -1 A
':::pd {h_l llo (B(Bo-w,xh) B(eo,xh) ) U || —> 0 cuando 4-0

Probaremos algo ligeramente mas general que nos sera util en 1la demos-

tracidn de normalidad asintdética.

Veremos que n
-1t -1
sup f z ”U (h(v,z,%) - h(0,0,H) ) 1)) ”}—7 0 cuando 40
h=1
Ivicad
hzlcd

que cuando v = £ nos queda la expresidén anterior,.
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n
sup i 23 “U-lt (h(v,z,xh) - h(0,0,Xh) ) U-IH} <

h=1
livjea
||z|sd
2 5 |
sup a lhlw,z,Xx.) - h(0,0,X )"
—x—— hel h h
iwisa ||U° O
|zl_¢d

gea d tal que Ilh(v,z,&) - h(o,ogﬁl)nfel N h , N Ivisd , |iz]<a

Sea D de la hipdtesis A6 (iv)
luego 0 <¢D < II‘Ex_l h(0,0,Xh) Il /n

n
Luego, si tomamos 61 < £.9/ 1.2 como ilUtU“="§:’i h(0,0,Ih)"

tenemos que se verifica que

sup l.2 E;l ”h(v,z,xh) - h(0,0,Xh),l < E
Iv)<d t
jzi<d Ilo U“

Finalmente veremos que

(d) 1lim P( sup (4) € ) =0
n-o ||t-eoﬂ5n

Como en (¢), como sup W (u-s) esta acotado en probabilidad, basta

|sl<d
probar gue
ou S vt (mee +v (-0 ),x ) - BB ,X. ) ) U"1” 0
"t_‘; < n h=1 o o’ ""n o’ h —
Je

si n),no, basta con que
n
E -1t - -1
oo [ I 07 @@ emx) - B6,x,) ) 0[] 0
| vica
luego, como en (c) hrasta con tomar 4 tal que

”B(Oo-w,xh) - H(Bo,xh)uc El para todo h, y para todo v, lvl<d
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. 2
Luego, tomando igual que antes 51 <€D/ a” 1listo.—

Lema 2

Para cada muestra Y_,Y

3 2,...,Yn existe una sucesiodn de

abiertos Dl’”"Dr"'" tales que

:)\.)il Dj | = Rk y tales que

"l P (t) es continuamente diferenciable en Dj 1< j para toda I
n

definida positiva.

Mis aun, en cada D

(al)

n
-1 -1 -1t -1 -1
.1 -0 - - -
fﬂn"(t) I (J_Zgi\u'(yj gl® +u (4 eo),xj))n RO 40 (¢ 90),x9)u

3

n
) 57 _ -1 -1t -1, =1
22V (T mg(0 U (¢ 8,:X,))0 "E® 4T (+-€),X.) T ")

i t
(52) Existe E_l(ko) al que

lim P( sup {”%:,an‘(t)”}>ko ) =0

n->o ll't—9°ll.<ll
t €UD,

J!nJ

f=T |l<

lir-r_lise,
Demostracidn.

Sean al,...,ap los puntos donde ‘\) no es diferenciabdble.
Para cada muestra Yl,...,Yn %Eﬁlnr,(t) estd definida y es = (I.l)

para toda " definida positive, salvo en los conjuntos

-1
R, = |t/ &+ (49 ),X,) = T-al

—
I~
N
-]

IN
|~ [
N
9

que parten & nk en abiertos densos por la hipdtecis AR
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(.2) F'o = EF(‘P ") I

Notemos por Q = l'(t,f' ) / ||t-00|l£l( 7 t ejLijl Dj ; fIr- "'0”551}

e ey e U Tar V<R

. s -1 -
e #1350 50y
= lim P( sup i”Ik - l"n(t) P-l -1 + EF(\;)') Ikt‘o-]',,}(ko)

n-o (t,M)EQ k

> tin P( sup( (T ()-8, w)) I+ I = T B (9 )] ) < k)
n-+w Q .

 lim P(sup (“r"lll e () = e (91 || + | - r.;"lll IEF(V 9| )< k) =
n-o Q

=1 ya que sup ” ["n(t) - EF(\P ')Ik“ £& en probabilidad por
-9,
o
el lema 4
y ” f’-l - Fo—1"<82 pues “ - o”( €1 por hipdtesig.——

Lema 6
Sea 0« ko <1
(i) Para todo M O, sea

T {“ Tarl®) ~ap (M€ X Nt=tri] 5 |1t-0 M it =0 <M , lll"—r‘ollé‘fo}

con E’o del lema 3.- Entonces

7) lim P(An M) =1

?
n-»00m

(11) Para todo M>0 sea O<p <|EF(V')I

B - {/’Lnr‘ lleva ||t-9°||4M en si miemo ¥ " tal que Ilf‘-r; il ‘ff’]

ny, X,

d
Dado 4 7 0, existe Mo(d) Y N, tal que
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lim P(B
nowo Bk fjo

(iii) Para todo M>0 y O<p < |EF(\,J.)|

)>1-d para todo M3 l(o(d)

coa O,y -[" () 1leva It-9 J<¥ en Ir-r li<p}
entonces

T) 1im P( C = 1

)n‘: ( n,M,/-’)

Demostracidn

(i) sabemos por el lema 5 que

lim P( sup "3 (t)”sk ) = 1

st (nl

n -»o (tyM)eQ ot ,Z'n °
Por otro lado, por la hipdtesis A7, existe dados t y t' una sucesidn
finita de puntos t ,...,t teles que t = t; t = t' y

o q o QT _

9ti)CDi - Di

[ti+1.ti]c])i con (ti+1’ti)cni o bien H:i+1

o
Luego, basta probar que si (t. _,t . )C D  entonces
i+l i i

” /Z_n“(tiﬂ) - ’an(ti)ll < ko' I t1+1 - t:l | con la misma constan-

te Xk , pues como ’2, (t) es continua vy D es densa valdra tamdbién
o " i i

¢ -
’1)CD Di

cuando (t_
i i

+1

¥ luego dados t, t' tendremos que como la secuencia es finita y estan

sobre una recta

Qq
Far(® = Tue¥1 € &y [0t = ety €

q
€ k_ j{—'l Il'c:j - _lll - kolft-t'll

t
h)
Luego, nos resta probar (i) en cada Djn {llt-eo “gu} 81 || r‘-r‘ollfé y

o
(t,t*)c 1>‘1

el conjunto correspondiente cuando t GDJ Q= ;31 QJ

Notaremos con Q

J

Sean t ¥y t' en dichas coendiciones

art® = e € 20w {27, We-vil ) <
A
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< ¥ (t ” t=t'|l < k |lt-t° { .
sup “ﬁ-_’blr' ) “ ”< o‘ como queriamos
J
(ii) Por el lema 3 tenemos que

P( sup (¢ ) -9 >k, ) €d para todo n
"r_ro “.dEF(q) ')|/2 ” {‘Lnl" (o] O” 1

1an () =9 Gl e = L (O + 1, (@) - 8| <

< - = -
€ kM+k o< M(1 ko) +kM=M si M> kl/(l ko)

Tuego si t es tal que ”t-—eollgM

(t) -0 ||< sup (8,) = © ||+ surilly_(t)- q (B )]} < M
\lrr“(/,,“"(r o< sl fI7,, |} sunllin o (8= 4,081

Luego, tenemos que

lim P(“ )% lim P(A_ ) - lim P( sup (6,)~6 | > k) >
My naw MK N2 ||r=r i< (Y*)/2 ”(_P

> 1 -4d siendo /\lo = min (IEF(V 'We, Eo) y Eo, del lema 3,-

(iii) es directamente el lema 4.-

Lema 7
Sea D lrzn(t) = t tiene un dnico punto fijo t° en Ht-ﬁllt M, ¥y
’ (k)
i t tal ¢ -0 <
para cualquier o al cue "to GOII_M ’ /‘Ln (to) - to}
(k) (k-1)
donde /’ln (to) se define iterativamente = A»L (/‘l (to))

Tenemos entonces que V' d> 0, existe Mo(d) tal que ¢ MzMo(d)



lim P(D ) 3>
n,M
n-»a

Demostracidn

Sea O0<k < 1
o

Rasta ver que

Si ocurre A
Ny

cada M con “f

Como ocurre B

i,

-35_

D _.D(A _NB ne )
n,H n’M n,M,ﬂo n,M,’lo.

c <1, 1 (t cont i
omo ko ’ as ’pr‘ ) son contracciones para

-Tl<ce .
(o] o]

transforman |[t- 0°||:~M en si mismo.- Luego, por

el teorema del punto fijo de Panach, tienen un Unico punto fiio para

cada‘1, pero ademias es el mismo para cada r s hues

t es un punto
o

-1
fijo sii 12;‘¥ (-) U 3 g = 0O que no depende de ) .
J= 20

Finalmente, ’zn(t) =t - (P'(t))—1 P(t) =t sii Pl(t) =0

Luego, tiene el mismo punto fijo sue las Atnp(t) .

"os Testa ver

7nh)=’2p%

t1 - Azn(to) -

tk ) ktn(tk-l)

Como %_nf;(t)

to fijo, por e

Ir e ) -1 .

y vale C
n’M’f/o

(x)
que Atﬂ (to)-a to

H)(ﬂ
ﬁLn[;(to) (to)

= Ma F(t ) ()

son contracciones si 1|Fn - P°”<E sy con el mismo pun=~

1 lema 2, convergen al punto fijo comin t°; ¥y

”(52 gi ocurre C puesto que comollt-6 [l<M
n’“’fg o

n(1n(to) -TL|L<£ y iterando, listo,=—
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Proposicion 1

r'S Al
(1) 1lim P(a n- 1im® _ y © eatisface la ec. original ) =1

, n n
n-w jao 79

(ii) U (‘én -6 o) esta acotado en probabilidad,.-

Demostracién

Ax »~
(i) sea en’j -60 +U(en,J -00)

~rg ~
Bn = Go +U(5n -eo)

A . \_'n h
9 satisface 1la ecuacidn (I) 4= Y (Y, -g(8,X.) > g(@,X.) = O
n J=1 3 i’ 58 J

N .
si y solo si en satisface:

n
-1 -1t -1
Z;i Y (Yj - &(6 +U (O-GO)JJ.))U :_9g(9°+U (9-—90),xj) =0 (II)

pues § + U—l(e +U(é -6)~-0) = %
o ) n o o n

Luego, para (i) basta probar que

N A A« .
lim P( 1im©® =6y © satisface la ecuzcidén (II) ) =1
n, j n n
n-w joaw
A“ A’. A g
pero, {lim ¢] =0 Yy ® eatisface (II)}D D (\U@’ -0 ||'$ M}
. ¥ n,j n n nyM n,o o
jo®
Ax
donde Gn o es el estimador inicial normalizado que definimos antes.
]

A
Sea d> O , luego por la hipdtesis A4 ||©” o -80” estd acotado en
n

’
probatrilidad.

. 0 ° .
Luego existe M, tal que P(i|9 n, 0 -ﬁo” < M)> 1-4d/2 si MM,

Si towamos entonces M3 = max( )!o(d/2),)!2) con Mo(d/2) del lema 7

tenemos que

e r's v
P( linm On-, fﬁn y-9n verifica (II) )3 1 -4
oo ? ]
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A
(ii) U(6 n-Bo) esta acotado en probathilidad.

'S
U(ﬁll-Oo) estd acotado en prodahtilidad si y solo si

Ae
||9!1-0°u esti acotado en probabilidad,

sea 4> 0 .
e_\lé'n -60]]5 M} > Dn’nn{”%;’o —Gohglﬂ)

luego, tomando M3 como en (i)

tenemos que
Ay
lim P(IB° - B < ¥ ) > 1-4
n o 3
n-aom

~a
por tantol® - 90" estd acotado en probabdilidad.,—
n
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SECCION I B

Normalidad asintdtica

A* . s . . o
Sea © la solucién que cors ideramos de la ecuacidn

=1 _Av -1t -1 r¢
(11) g W(Uj-(efeom (9 -90),xj)-e(eopxj))U %B(B;U (6 -BO)JJ.) =0

Proposicidn 2

k
Para todo a €R* con |laj= 1 vale que si |y''| <X

2*(6%-6) 2 80, E(YZ)/E(Y") )
NP
Demostracion
ﬁ =1, ,Av -1t =1 Ay
1 ‘V(Uj-fg(oeom (8°-6),x,)-£(8,,X,))U ;_Bg(eom (8°-9),x,) -

n

D - =1, Ay - -1t
‘J=1‘1’(U3.(3(90*U (9‘90)”‘3) g(eo,xj))U %B_g(eo.xj) + V(1)
donde V es

n

— -1 -1t -1 A,
v %j up(uj-(g(eom (é’-ﬂo),xj)-e(eo,xj))v (%g(eom (e-eo),xj)%ﬁ(eo,xj;

yv .i» o ya que
T3 -1,4 -1t -1
Ve 2y V(T a0, 40 (§7-8),X,) UTR(E,,X, )T (87-0,)

y || 6‘-60" estid acotado en probabilidad por la proposicidn 1

y del lema 4 de consistencia tenemos que

n
-1 -1t -1 P
sup | W (T,-e(8 407 (+-8 )07 "E(6_,x )U ||}_,o y
llt—ﬁc!lsll “;:1‘ J o o o J

n

u > - -1 - -1t -1 _ _ -1

“:_1; s X {"j,l *V(Yj (9 +U (¢ eo),xj))u (B(g +U (%, eo).xj) B(ao,xj))u ”}
o .

- <
Iltl 9(;"‘M tiende en probvabilidad a O
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=1 -1 - -1
Luego gW(Yj-8(9°+U (o -oo)’x;j))U H(Oj,xj) 11}

P
— 0
y nor lo tanto Vn lo hace.

Sea cy(u,x) = Y (u+x) = ¥ (u)

b ¢

W (u+x) = cv(u,x)x +¥ (u)
Definimos ¥ '(x) = O donde no esti definida.

notaremos

-1 Ny - -1t Ay
(80,507 (8"-8)),%) - g(0 x| =] 2805 ,x )07 6" -0)| «|1,0x))]

Sustituyendo en (II)1 .2 tenemos ques

n n
t -1 t -1
EY(Ui)%g(SO,Xi)U a - 3;1, c“,(Uj,Ig)lg(xj)g_eg(eo,xj)u a+V =0

n
-1
Llamaremos wl = ?;; %J(Uj)gé g(Bo,Xj)U a

—5 t =1t t 1
We=2ac (U,I )@ -0)1U "2g@.,X)> g(6 ,X)U &=
2~ 51 ‘,( j’ g)( o) 56_8'( J' i =% 8( o? J) &

n
t| < -1 — -1
(6v_eo) []%1: cv(UJ,Ig)U ts g(e ,X )i g(eo,xj) U ] a =

% 3 33

Ly t
(8%-0) W, a

Llamaremos ademis
n

-1t Ui -1
G, = 2 W'(U)T ° 3 g(®,X )3 g(6,X.) U
R AL VRS EICRR
Tenemos entonces que "1 - Wz + V‘ -LQ

w 2
(a.l) wl__, N(O, EF(“P ) )

pues E(Hl) = 0

n 2 t -1 2
v?r(wl) = ?Ei EF(“’ ) (%_ g(eoaxj) U a) =
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n
B (%) 50" Y a(6,0x,) 3 ale,0x,) T

E(‘l’)a [;’U Bg(e 29 )é s(e,x)U ]a-Er(H’z)atIk..

>

= E
(¥?)
Y los coeficientes

L -1t 2 2
max a g(e ,XJ)U a[s max ||U gLs(eo,X.”l I} aff
1¢jen ' 2 1< j<n 29 J

—lt . 4
- mx ||U (9 ,X )” —5 0 por hipdtesis.
ae

lcj<n

Luego se verifica la condicidn de Lindemberg y vale (al)

Por tanto, tenemos que
W /E (Y1) — N0, B (W2)/EX(w") )
) L F F
(a,) T (-0 ) W a-w +v
8.2 enemos que -0 > a = 1 + n

Consideremos

(6‘-00)1;62 a = (_6‘-90)1; [Z (‘\J'(U) E (‘i) ))U %8(9 ,X )é S ¢g(® rxj)U ]

R.1 )
+ (6’-0)E (¥ ')[Zn U-lta (0 ,X )bt g(® ,x )U- 1 a
o) P j=1 S o i3 o)

El segundo sumando = (%'-Bo) EF(q) ') a

y el primero — O en probadbilidad , pues

si llamamos
t -1
U U ) ’ ’
(W (7,)-E(¥')) sa‘g(eo xj)% g(e, "3) U

a5

W =
3 J=

-

tenemos “ue E(W_) = O , y su matriz de covarianza es

n
| i ' t -1 2 -1t
cov(¥y) = var(\1) 25 (2 "e(0 X, )0 2)"D 2400, P2 &(0,x,)07

t
Luego, como traza ,E'-n z,z = En z ¢ L, = E? KA ||2

n
Tenemos que E(”"3||2) = var(y') 5 (%fg(eo,xj)u' "U a (6 X )"
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2 2

-1
(z%'g(eo’xj)u a)” =

-1t 2 5
< var(¥Y ') max "U %g(eo.xj)" i

1< j<n

-1t
= var(W¥ ') max ”U 2 gld ,X.)”2-—) 0
14j<n » °J

» _
. y como por la proposicién 1 (9‘-00) est? acotada en probadbilidad

#-0) v o
o 3

Luego, 8i protamos que ('é"--Oo)‘t ( W; - 02) a— 0

Tendremos probada la proposicidn 2
Ny t L ] 2
ya que (© -90) H2 a= "1 + Vn ¥ 5 x(o, F:F(‘lJ ) )

P
A t
y entonces valdria que (9‘—90) Hz 2 EF(V -)(6’-90)t a

Por tanto nos queda orodar p

(a3) (é’-eo)t( wz" —02) a—>50

n
™ _ S _ , -1t t -1
Wy = 6 = gnile(UpT) - viU) ) U 2 e(e,X,)2 ele,X,) U

n

S e (U,1) U Y (3 g(5,x) - > x ) )t x -t
+ 43 cf( 5? B) (b_e_s(ej,' j) 2?9_8(90: :]) )3_9- g(eo, j)

Llamemosle sumas I y 11 respectivamente.
Consideremos la suma I

|Ig|5d s8in :;no como yYa probamos en la parte de consistencia.

Sea ertonces t un punto de discontinuidad de W'(.) .

(Como son finitos veremos luego que basta considerar uno y repetir
el argumento)

La suma I la descomponemos ens

n

5 (e (T,,1 -1t -
=1 (Gl I) - we(m) )u™" S > 1 .
3 iI"g p b?e(oo,xj )Sgg(eo,xj)n Iﬁ-d,t-rd] (5;)
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oS , -1t £ -1
j§ (oq,(UJ,Ig) -V (UJ))U ;é_g(eo.xj)% s(eo,xj)u I&-d,t+d]° (Uj)

Donde por 1[ ] notamos el indicador del conjunto,
?

Tomemos el término correspondiente a esta segunda suma, que notamos

Ae t v =
(8 -Go) ( W2 - 02)2 a

‘R
. aYt T 2wy - ¢ I U-ltb t ( -1
%‘a. 90) j=1 M (?J fJIS) g gg(eo’xj)g—eg eo’x‘j)U ‘I&-d,tﬁ]c (Uj)

t -1t
que smstituyendo Ig(xj) - (6’-00) 0 3_8(6 ,X ) nos queda

20

-1(6"-8 )"Z.' LR R )u s g(eo,XJ)_g(Q X,)T a> Se(@ ,xj)u‘lda'.eo)xnguj)

2 209
108 )"[ﬁvn(u S5 1)U (e ,x )2 k(6 XU (3 e(F,,x, )0 ta) 1 )B 6 )
2% |4 3 %e g0 i o0 sty f| o
»~ t Ao L )
= % (e‘-eo) H4 (® -90)

2 P '
Vamos & ver entonces, que ||H4l| ——> 0 , usando el hecho de que
¥ i< K

Llamaremos U =U - {1
3 h | fJ €

- -1
= e ,X )UO
bi b_aj( i? i) a

-1t
Zi =0 335_6(90,11) 111380,

n
11 " z t
fx W) bye s g, e ()

2 B - k 1 2
" - P £ v g, e (%) Py %% ) -
. o k1l k 1
E 1211 tszl,];,w (U) 1T )9 (U )1(T) Dydyx ey 2y 25 =
k 1 1
3 1A% %

PR AL CAR (AR I
2

Ei £, W (U)W () 1 (0) (V) ez,
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n
20 (T ' 4 pod s
iz"-lbi“J (1, (T 21" + j%.lbi”bj, hJ"(Ui)“v"(uj)yzi,zjsz

n

2 2
<

K v ||zi| 'S 57‘ rbe|<z {12y

2 -1 2 ﬁ 2 2 2
{X max ||U "a g(® ,X VARG x;lb,bwz»

“;s. I SEs( o’ 3)" fav o+ 27 byl 2| <22,

Luego, el primer sumando — 0; ¥y lo mismo ocurre con el segundo ya que

%|bi||bj|<zi,zj>2$ §§ |bi||bj|||ziu2 ||zj||2 < (ig I'bil ”21”2
(3-_1 15,1%) (fi [EXI 2_1 N LR WICRE BT

1z j<m
que tiende a O.

(usamos dos veces la desigualdad de Cauchy-Swarte, ¥ el hecho que
2 on 2
Db >l izl = x)

2 P
Luego "WA|——+ 0]

Consideremos ahora el término corrssponiiente a la nrimera suma.

(W, - E; (eu(U 51 )= ¥ (0, N0 g 2%, ) R DL NN

Luego, (6*-0 )(H’ - 02) a ¢ en probabilidad que

3 -1 .
< o Z’HU %g(e .xj)gaég(eo,xj)u | 1 ](Uj) sinya

[t-d, t+d
ya que [ cyu(t,I) - ¥ (t)| estd acotado pues Y¥' tiene derivadas laterales

finitas y estd acotada ¥y "6.-90“ < M en probabilidad.

Ahora dbien,

-1t t -1
B2 |0 2 £(0,0% )2 £(6,%) U I SUNRILARE

.= F([-4,t+d]) g | ot ag(e X, )3 80, X)) U o
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= F([t-4,t+4d]) . k

- -1
y var( f“_fl‘ v 1":_9_5(90,5)%3; 80 %,) Ul I, 4 g7 (0y) ) -

)
S ||“_1t$53(°o"1)§; g ,x) U || 2 F([-a,ted]) (1 - B R-t,t0d]) )

n
-1t 2 T .-1t t -1
U 8 »X U 2 X )3 x)U =
on T s @RI oy 7 50,705 (0% "
= k max ‘|]U-1tb gle ,x )“2——b 0
1l<j<nm » °J

Luego, como F([t-d,t+d]).k¢€E , eligiendo d, listo.~

Consijeremos ahora el caso en que tenemos r puntos de discontinuidad

‘" -
de¥ ! .- Sean tl,tz,..,tr tales puntos.

Elegimos @ tal que los intervalos

['tl-d,t1+d:, } cocee’ Itr-d,trmj sean disjuntos, y formamos las

sumnas

N ' -1t t -1
{1 (e (TpT) = ¥ EIT s g6 )2 01%, )0 Ir -d,tj«l](uj)

b

para j=1,...,r

Y la suma

g-_-f'(c (0.,1.)- 9 (0.0 % g6 ,x)2 g6 ,x )0 1 »
= 21, : HICK HCRTS

6 (jt;’l[tj-d,tj«i]f

Para esta Ultima suma es lo mismo que con
A‘ t
(6°-8)" (W, -0,), »

Y para cada J j'l’ooo,r

hacemos lo mismo que con (6‘—9 )t(H ~0_). a
. " 1 o/ ‘"2 T2

que como son un nimero finito, la suma también L; o]
f,uego hemos probado que la suma I —50 en probabilidad.

Nos resta ver oue la suma II también lo hace.-

(UJ)
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La suma II es
n

2 _ -1

i3 %y v (s_e(eJ,xJ) 2 £(0,9%,3) 2 2 e(e ’X) ©

Su norma es

zC )j‘_;.; ||U-1t(3_g(§j,xj) - 2.£(0,,X,)) 3;_ g0, )0 I -

n
=c EIIU (a 3 (90X, ) - ée(e X, D] IU ég(e X )II

i J
¢ max "u‘ 2600, )“ ZI' pu (a 2.8(8,%;) - 3 £(6 X ))II
1<j<n

£

6-0 = U-l(t -9) con|jt -8 |l<M en probabilidad
o J o o

j
BT 66 x) - 2 6le,x ) = By T B(ELx )T (40 )]
20 J= i j o
que en probabilidad es
n P
< MC 2o IIU_ltB(‘éj,xj)U'lu — 0

j=1
como ya vimos con Vn.-

Luego hemos probado la proposicion 2.
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SECCION II

M-estimadores iterativos para regresién no lineal con efectos fijos

y escala desconocida.-

Consideremos el modelo de regresidn general, con efectos fijos,

en que tenemos observaciones Y ,Y ,...,Yl que verifican:

1’72

= 1-1 L0 d d
Yi E(GO,Xi) + Ui yeepn donde

Xi eRq es un vector numérico

k »
Qoelt es el vector de parametros que queremos estimar

U. son variables aleatorias independientes con distribucidn comin F
i

desconocida, de las cuales ahora supondremos sdemas que no se conoce
) o
su varianza.

Como ya observamos en la introduccidn, los M-estimadores consi-
derados no son invariantes por cambios de escala, luego para que lo

sean, consideraremos en este caso, la solucidn del sistema:

(11) 29;[ -g(0,X )]wg(e,x ) =0

l‘l

donde sn es un estimador rotusto de escala, escala equivariante, o

sea que sn(aY) = |a|an(Y) donde Y=(Y1,..,Yn)
como los considerados en la introduccidn.-

Para resolver la ecuacién (II), como en la seccién I, consideraremos
M-estimadores iterativos, aplicando el algoritmo de Newton—Ralphson
2 la ecuacion (II), & partir de un estimador iniciel consistente ¥y
un estimador de escala consistente y robusto, siguiendo un camino

analogo al del caso de escala conocida.-
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En este caso, el algoritmo para calcular la solucidn de (II) serd

~ '1

. =0 - (P (B .
n, j+1 n,j ( (QH’J))

donie P(€) = 8 Z:? q)[Y.-ng,X.)ngg’G,Xj)

=1 9
8
n
§:n n
PU(B) = 2 anJ[Y -g(e,x.)J B(»X) - %V'[Y -g(9,X Ua(o.xj)
®n ®n

Definimos también lim 8 i existe

o~ j»m R,J

Bn =

en o si no
?

Donde § es un estimador inicial dado.
n, o

HIPOTESIS

BO - Bn es un estimador invariante de escala, s ___ s°>»0
n

Bl Al de la seccidn I

B2 - F es continua ¥y j%’(x/so)dF(x) =0 .

B3} - Existen do y d1 tales que

sup ,W’z(x—a ) es PF- integrable
laf¢d b
o
- d
b B | < 3
2 .
sup lky' ( x-a ) es F- integrable
|a|ﬁd b
o
Ib—so|£ dl
B4 - O es un estimador inicial tal gue U(g -%) estd acotado
n,o nyo

en probabilidad.
B5 = A5
R6 = A6 y A7



BT - "IJ es constante fuera de un compacto, y lim \V(t)go aungque

no necesariamente la misma cte. a izqg. ¢t-*-° gue a derecha.
Definimos, analogamente al caso de escala conocida, el algoritmo
de Newton-Ralphson para la ecuacidén (II) normalirzada, asi como

la familia de.contracciones asintoticas.

n
Po(t) - 5, 2y t,;[uj-g(e;u'l(t-eo),x 1)] SV ORI CURES
S
n

1

» -1 -1t -1 -
pee(t) = re (t) = g:; untl,l[ii-g(eomf (t-eo)'ii)]u H(9°+U (t-Bo),xj)U

8
n

- jz?i L [yj—g(eom'l{t-eo),xj)] U-ltB(9°+U_1(t-9o),xj) gl

8
n

1500 = ¢ - (Por(£))™ po(t)
”U:l‘ (¢) = ¢ - r"‘lpo(t)

re = EF.S‘P;O ) I,

donde LP:. = a¥(./a)

Lema A
Svpongamos que Y verifica la hipotesis B7 Yy que sn_lj" 8
o

i
Entonces, para todo aeR , con fla || =1 vale que

T) n
-1 P
J’L; (\HBO(Uj) - l'Pun(U:]) )bégs(eo.xj) U a —3 0

Demostracién

Sea O <t<1I
Definimos

“Efa) - ¥ (u) - LP'B W@ = 8 ¥ (w/s ) - (s +t)Y (u/s_st)
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It(n) = LVB (u) - ‘l’s (u)

-t
0 o
P
Como sn__> so y basta probar que
n
lim limsup P( sup lfi H (U) g(e ,x ) U a|>g) =0
new 420  Oct<d 'Y
n

T
1im limsup P( sup 'Z;i I (U )_g(O ,x YU a])E ) =0
nsao d-so ogtgd J

Sea entonces

7 -1 . .
Jn(t) = J%f Ht(Uj) ag(eo,xj) U & una sucesidén de variables
aleatorias en C, espacio de funciones continuas [0,1]

De acuerdo con el teorema 12.3 (Billingsley (1)), para probar que

J (t) es tight, es suficiente con projar que se verifican las
n
siguientes dos condiciones:
1) J (0) 1o es
n
2) Existe F continua y no decreciente, y Y>> 0, «>1, tales que

Y o
BO|T (%)) - Jn(tl)l ) ¢ ( F(t,) - F(tl) )

Jn(O) = 0 1luego es tight.
n

B((3 () - Jn(tl))z) - E((5, (0)) - B, (U, 1)2) 2_i (2600 ,% )0 12

2 1 36

2
= E((Ht (Ul) - Ht (Ul)) )
2 1

Ith(u) - Htl(u)| - |(so+t1)w’(u/e°+tl) - (5,+t,) ¥ (u/e +t,)

Sea a0 , tal que =a estd fuera del compacto y W(-a)<O0

Y () =‘[fa Yr(s)at s ¥ (-a)
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Luego , sea t. >t

2’ "1
/s°+t1
Ith(u) - Htl(")l = [ e+t )|l Yr(t)at +\P(-a):| -

/s°+t
- ort)[), ° Perar v 0] | -
“/9°+t1 u/s°+t2 ,
- I(tl—tz)‘P(-a) + (s°+t1)J_‘ Yr(t)at -(s°+t2)J_.. ¥ (t)at I

si hacemos el cambio (s°+t1)t =8 Yy (s°+t;)t =8 y acotamos

u

u
sonl)a\p'(s/so-o-tl)ds - 5:‘(s°+t2)w)'(s/ao+t2)ds

oty I

~(s +t_)a u
< PP(—aX(ta-tl) +J’ o 1 hy'(g/g°+t2)|ds.+s IW'(B/eo+t1)-V'(g__)]ds
-(s°+t2)a -(s°+t1)a so+t2

b

S'rf(-a)l(tz-tl) +aK(—§g-t1+7g+t2) + S |Q”(s/so+t1)-V'(s/so+t2)|ds
-(s°+t1)a

donde b es tal que si s) b W' s/so+1) = 0 y ademds b) a(s°+1)

(vor tanto la diferrncia en | | = 0)
luego b

< (ax4V¥ (-a)] )(tz-tl) +.J[ supl\P"(s)l Is___ - __s__‘ ds

-a(s°+t1) so+t1 so+t2
b
- (ae Jpr(-a)) (-2 ) 4K (1= 1 ) e7/2
s +t s +t
o 1 o 2 —a(so+t1)

= K'(tz-tl) + xl( =1 =-(=1_)) (b2/2 - az(s°+1)2/2)

so+t2 so+t1

.5 K‘(tz-tl) + Kl( -1 =-(=r_)) b2/2 (pues b)a(ao+t1) )

s°+t2 Bb+t1
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2
-d Kl/(s°+t1)2 ) =

] 2 >
= - / - t
Kt b xl/(so+t2)2 ( K )

2
. 2 .
= F(tz) - F(tl) con F(#) =K't -1 K1/2(so+t) continua y mondtona.

Luego,

R(8, (0,) 5, (0) %) ¢ (r(t,)-F(2,))°

y por tanto Jn(t) es tight

Pero como Jh(t) es tight y-Jn(O) = 0
lim limsup P( sup lJn(t)l %€ ) =0
n-2ew d-»0 Jeted

De iguel forma para la suma con It(Uj)°-

Lema 3 {b!
Bajo BQ,Bl1,B2 y B3 (i) yB7

Sea G= subconjunto de matrices definidas rositivas cuyo minimo auto-

valor es > d ) 0.
Ent~-nces

T) lz;glyl;r‘(eo) -Oo" estd acotado en probabilidad.-

Demostracidn

[lon (€ 0,0 = ™

n

2 Y

1

-1t
(U,) U~ > (g sX.)
n ) o i

n
£ max autovalor de F-l ”?;% qg (Ui) U-ltghig(eo,xi)”
n

n -1 . _n
SR ARG T2t Vso(Ui) v t%B(OO’x{)“ * "12:1 (Y, -¥, )U-lté-g(eo’xi)” )
n o 36
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y el primer sumando estd acotado en probadilidad ( por el lema 3 de

. . P
la seccién I) y el segundo por el lema A —» O.-

Lema 4 (b)

Bajo B3,BS y B6

P
0 - ]
vale que  sup | ||r'n(t) EF( Y s ) Ik "} » 0
[t-8 li<¥ °

Demostraciodn

Haciendo la misma acotacidén oue en el lema 4 (seccién I) , basta pro -
bar que i llamamos

(1) = sup { Sy (Y ~e(8 U (-0 ),X. N ~E_(¢* ))U tB(e ,x )UT} }
o= < It TR 7|

n

(11)= sup {H -1“}’( ;7800 +U He- 8,)sX )J H(eo,xj) U'IH}

-6 < -
a
5;? -1 -1t 1 1
(I11)= sup {”jﬂ "y Yi-g(e°+U (t—eo),xj) U (B(eo+U- (t..eo),xj)..p(eo,xj)u
=61 ¥
(o] Bn

(19)= sup {HE%LTY{@(%*U-

1 -1t -1 -1
=6, ¢ j=1 (t-eo)’le]U (H(B _+U (t-&o))-H(eo,xj))U H}

B
n

(1)~—P; 0 ; (11)_3, 0 ; (III)-—LO ; (IV)—P>0

P
Para probar que (I) — O , basta con ver que

. n
lim lim limsup P( sup 3 (Y (U -w /8) =E (W' )V E) =0
240 b0 iw 1< b b=l bk F ®o n,hl

. 15— ]é.-.l-tﬂ-

siendo V el elemento i,j de la matrie U B(e ,Xh)U-'1 definido en
nyh o

el lema 4 (seccidn I).
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P -1
(usamos el hecho que s ——8_ ¥ que Ig(eo,xj)-g(9°+U (t-ﬁ;),xj)l_a.o
uniformemente en j para “t—eblsl )

Luego, silaplicamos el lema 1, con

£, (@) = yr(amw) - BV

8 o
que verifica las hivétesis (i), (ii), y (iii) del lema 1 ( usamos B3)
asi como las hipétesis (iv) y (v) se verifican pues son los mismos
coeficientes que en el lema correspondiente de la seccidén I.

Luego (I) —f; 0.-

Para ver que (II)-—EQ 0 , de igual forma basta ver que

n
1im 1lim limsup P( sup | r_ aV((u-w_)/s) LI E) =0
h=1 1 n’h
a+0 b0 n-o Iwiléb
|s-soi5a

-1t -1
donde W es el elemento i,j de la matriz U ~ H(f ,X )U
nyh o h

Luego, si tcmamos fw B(u) = s Y((u-w)/8) y aplicamos el lema 1
?

obtenemos el resultado querido.

P P
Finalmente para (III) — O y (IV) —» O , como en este caso tam=-

bién Y' y an) estan acotadas en probabilidad, se reduce al lema

4 de la seccidn I.=-

Lema 5 (b)

Bajo BO a B3, vale el lema 5 con ﬁl;f‘ en lugar de 4an sy O SEQ
para cada muestra Yl,..,Yn, existen abiertos Dj para j>1
tal que 5 k
Q ;gl y - R ¥y tal que
”L‘;n(t) es continuamente diferenciable en cada Dj 1<j VI def> 0

¥is aun, en cada D
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n
() 292 p(8) =1 - Jg"i"[“{g‘eo*"-l"“f’o)'h)J U-ltB(eo-rU-l(t-%),xJ)U-]

8
n

J=1

n
~1 -1t -1 -
- E snw[Yj-g(6°+U (t-eo),xi)]u H(9°+U (-b-eo),xj)u 1

8
n

{b2) Existe El(ko) tal que

lim P( sup ul AL r,(t)||},k ) =0

n-o (t |1)

Demostracidn

Para cada muestra Y ,..,Y ?. (t) estd definida y es = (b_) para
)t 1
toda I' definida positiva, salvo en los conjuntos

(" {t/ Y;L-g(t’xi) = ai'gr.{t/ g(t,xj) = :snai + ng

8
n

= {t/ g(t,xj) = rij} .— Donde a1 son los puntos de discontinuidad

de Y*. - Y ahora estamos en las condiciones del lema S de la secoidn

I.-

(bz) es igual a la demostracidén del lema 5 (32) usando en este
caso el lema 4 (b).-

Lema 6

Bajo BO a B3 para todo M>O0

(1) sea e ih- () = me (s <x o=t l|t-0_li<H, I]¢*- o liem, Ilf‘-l‘lke]

E del lema 4 (b) ‘Entonces limP(A® ) =1
o n 40 nyN:

(11) Para todo M 0, sea O<p< 'Ell'(w.s )}

o
Bo- ’fz_ (t) 1leva ||t-8 <M en si mismo VI tq. I|r- l"'o il 5/‘-’}

n, N,
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Dado d>0, existe M (d) y p = tal que

lim P(Be > 1-4 para todo M> ¥ (d)
n P( n, ’//) z °(

naa (o]

(1id) Para todo M>0 , 0<p < |E( q"so)l

Sea c;", = {p; (t) lleva ||t-&°||su en ||\"—|‘; ||s/0}

Entonces lim P( ce ) =1

Demostracidn

Igual al lema 6 de la seccidn I, vero usando los lemas 5,3 y 4 (b).

Lema 7 (d)

Sea D® _ =|m®°(t) = t tiene un tnico punto fijo t° en[t-O <M ¥
n,M {Iﬂ (k) l o”
-
i tal t- °
para cualquier t tal que ||t 6°||4M a(n(to) 5t }

para todo d4>0 , existe Mo(d) tal que M>,M°(d)
lim P ° 1-4
im P( Dn,n) >

Nag

Demostracidn

Es la misma que la del lema 7 de la seccidn I, pero con los conjuntos

[Proposicién 3
Bajo BO & BT

~
(1) 1im P('é' = lim ’é’ y © eatisface 1la ec. II) = 1
n . on jo ™ n

(i1) U(é'n-eo) estd acotado en probabilidad.=

Demostracidn

Igual a la proposicién 1, pero con los lemas (b)e~--
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SECCION IT B

Normalidad Asintdotica.-

A
v . .
Sea B la solucidn que consideramos de la ecuacidn
n

n

=1 Av -1t ~] Al
¥ (Y8084 (8,-6),%,)) U2 (5,47 "(6,-8),x,) = 0

0

donde W’B = Y ( ./so)

o
Luego, por la proposicién 2, (seccién I) , tenemos que

t'*o

¢a llalier a"(B-8)0 KO, B (V2 /5w ) ) o
(o] (o)

s B8era entonces, la solucidn corresponiiente a la ecuacidn

My o2

P,

-1 ,~,
p3 ‘f’sn(rj-g(eom (e 9),x )) U %_g(e RRIE-t -0 ),x ) =0

o
De la proposicidn 2 tenemos que si:

"1("" 321 W (U) g(e .x )u- 1a

WY, ) - j>:1’ ve (Tl O Lg(e RIS S

v ZH’ (0,-(8(6 0" M ~8)1% )-5(0 X, U (a 2 g0+ (@ 8,)1X,)-)_sle %,
0 0

Se verificaba que
Ak t
"1(L|Jso) (en eo) H2 (“J'so) . vn

y entonces tendremos que vale también que

e t
HI(HJSB) = (Bn -e;) W, (H’B )a + L

donde "n se obtiene de Vn sustituyendo “Is por Y Y lo mismo con
s
n °

'wlwsn) y (¥ )
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Proposicidon 4

Para todo a.con Jlall=1, si snf; B, tenemos que

M «f@% -6) — No, 502 )W ))
o] o

Demostracion

2
9-) "l(wsn) — N(O, EF(WBO) )

Para ello basta ver gque

wl(lps ) - "l(tps )_l; 0

n t -1 ~x _1
WIW%) - WY ) = (v, (U)-Y (Ui))g%e(eom (87-8),x) T
o o n
! -1
- & (L‘Jgo(ui)"“’g (U,) )2(0,X )0 a +

n 20
Qo

+ 2 (\VBO(Ui)- Vsn(Ui))(_;Eg(e;U’l(Ei-90),xi)- 2 6,X,))0 'a

La segunda suma tiende en probabilidad a O, pues ya vimos cuando estu-

diamos normalidad asintética con escala conocida que

n
)T RN X)) -> x P
A Il (sgg(ej’ j) 3_95(60’ J))|| — 0

y [l.p - q)s ] estd acotado.
- |
o n

P

Por otro lado, que la primera sumar__—5 O no es otra cosa que el lema

Ao-

P
b) \il_-, 0 pues cuando estudiamos el caso de Vn s, con Y para
8
o

ver que Vn_a,O usamos solamente que Y estaba acotada, lo que se
®o
verifica también en este caso.-
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) @ -0) Wy, Ve D m(w) )6 -0, e

con 1o que obtendremos la proposicidn 4 usando el teoi'ema de Slutzky

~ t * ‘ 2
pues (6: —Bo) H2 (LIJSH) a = Hl + Hn — N(0, EF(VBO) )

n
% t & X _ t -1t -1
(6-6)) "W, ( \Psn)a = (6 -0) E{ c‘,s (Uj’Is)U %g(ﬁjoxj)%g(eo.xjm a

n
- (E*-e)tf( (U,1)-¥* (U,))0 %2 gle ,x )2 g(® ,x )0 ta
noj=lc\’anjg an 506 o0 1'3@ o’j

n
- ). U X )-
+ (83-9) & c‘,sn(Uj,Ig) (;eg(ej. j) : s(eo,xj)):e g(eo,xj)u a

n
~x- t Z , =1t ét -1
+ (Qn 90) ) \PBH(UJ) U %_g(eo,xj) G(go,xj) T a

3|

la segunda suma tiende en probabilidad a 0, ples nuevamente en la de-

mostracidn correspondiente a escala conocida, usamos so0lo que ¢
' o

estaba acotada.— (Que llamibamos suma II)

~ %
La tercera suma es (ﬁ:—eo) 02(\1’s ) a Qque veremoe que tiende en
n

y s , -'q-_e t
probabilidad a EF(VBO)(en o) s
Y veremos que la primera suma tiende en probabilidad a O.-

% t P ' r< 3 t
cl) (en—eo) GZ(WBH)‘l - EF(\Pso)(en 00) &

oy oot ot o -1t t -1
Br8) o, (W, Je - B0) 5V ) (240 2 6(6,5% )2 8(0 1X )0 )a

~y t n ' ' "lt t -1
+(6,-9) (I (¥ (U/e) ‘Er“"eo))U 35500702 8(6,%,)0 ) @

TR
El primer sumando = (9*-6) E(Y')a
n o F so
Al segundo lo descomponémos en las siguientes dos sumas.
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e o b5 o, . -1t t -1
(e -e) Ll‘—'—l (¥r(T,/e ) = ¥ (U /0 ))0 " 2 &6 ,X,) 3 &(0,X,)U ].

e (302 (0.0 )-E (9 )T gle ,X,)3Y el6 % )u’l] .
n o’ |j=1 ¥ %7 F s st Vo' i s ' %

P .
La segunda suma ——» 0, pues (%’: -eo) estd acotado en probabilidad,

" g , -1 p
S NCHLVIRELNCIRDL s 8(e,%)2 s(0,,x 0T, 0

por ser la suma correspondiente para escala conocida con Y. l«IJ
|
o

Como (6';— 90) estd acotado en probabilidad, para la primer suma, basta-

. k
TAa ver que para todo a€R , con ;|a.|| = ] ge verifica que:

P o

(w (U,/8,)- " (U /s )0 —cﬂ‘e 23 )z £(0 .x)ula

Para ello usaremos nuevamente un argumento de tightnese en C.-

Sea 0 ¢t ¢l Definimos

Ht(u) - Y '(u/so) - l13'(u/(sc‘+1:))

It(u\ - \l"'(u/so) - V'(u/(so—t))

Como sn L 8, basta probar que

al[}E) =0

lim limsup P( sup I

E’H(U)U __g(e K) S s(e,X)U
ns d-50 O:stdd 3%

3=1

1lim limsup P( sup Ia. ZI (U )U a 2 glo ,X )b 8(9 ,X oo a % € )=0

n+«w d-0 O«ct<d

Si definimos entoncea

ﬁH(U)a

-1t t -1
2 (0 4X)3 g(e »X)U a
Y- o J 20 o J

I8 -
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como Jl(O) = 0, bastard con probar como en el lema A que la sucesidn

J (t) de variableas aleatorias en C es tight.
n .

Luego, por el teorema 12.3 (Billingsley) nos bastarda probar que

E((Jn(tz)-Jn(tl))z) <(F(t,) - F(tl))2 con F continua y mondtona.

(pues como Jn(O) = 0 es tight)
n
2 3 t -1 t -1 .2
(Ul)) )j-l(a U %_g(eoyxj)é_s(eo,xj)u a)

0 %
E{(Jn(tz)-Jn(fl)) ) = 1-:((!!1;2(01)—131;1 E >

2

= k U -

B (8, (1) - B (1,)?)
2 1

Sea b tal que 8i uxd L4J'(u/so+1) =0 y Bi u<-b ocurra lo mismo.

Luego ‘P'(u/so+t) = 0 para todo te(0,1] s8i Iuly b .- (Existe vor

la hipdtesis gorre W .-(R7) .~ Sean O_ztls t2:’ 1

Luego,

’th(u) - Htl(u)l - lgl_)t(u/so+t1) - \Pv(u/so+t2)| =

u/(s +t_) s +t_ )

,J ° 1 q)"(t)dtl < J ° 1 |§rr(e)]at ¢
u/(s°+t2) u/(so+t2)
uf(s +t_)

£J "1 sup|‘1)"|dt < K[u - u ]
u/(so+t2) so+t1 so+t2

Tenemos entonces que si |ulyd |Ht (u) - Ht (u)| =0
2 1l

y si 1ugb es ¢ KIb| ( 1 -1 )= F(tz) - F(tl)

s°+t1 so+t2

con F(t) '_‘El_b_l. continna y monérboua.-y la acotacidn wvale ¢ W=
s +t ’
o

Por tanto, E( (H. (U )-H (U ))2) < ( Pt )=F(t)) )2 como querfamos,
t? 1l tl 1 2 1

Y J_(t) es tight con _JI(O) =0 .-
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De igual modo para la suma con I (U ) .-

Finalmente

(c,)

n

@ -e)"Z' (ey, (13-, (1, DT k(o ,x,02° ele 410 s —T5 0

M)
11 Ig d si nyn
€

o en probabilidad.

Sea t uld nunto de discontinuidad de WY

(Como antes consideraremos un solo punto y luego para finitos)

50

Como 1lim P(|s -8 |)d =04 4 57 0

puedo tomar d1 tal que ]Ig/sn]£ dl si

ny nl en probabilidad.

Y separamos en lag siguientes dos sumas

N 35 e
(0,-8) £y(o

Vg (U I)v'(U))U
n h|

b 8(9 ' X )
o
n
+

30 ze (e ’x )U ﬂ[ (t"d )s8 (t*’d )](U )

(5*-9) JZ(c,, (0,1 )-¥2 (0))0” _g(e VX )bg(e X.)0 el

(dy) .
°n [ (t-d ),s (t+dlﬂ

Como Icvs -y l estd acotado en probabilidad
e
n n

la primera suma e8

< M C E::llU

> g(0 ,X )_g(e ,x Yoo
% ©° J3e

" If (t-d.)ys (t+a )_‘l(U )

en probabilidad es

-

n
Y ouce 2 gt 3 (e x )B (® ,x )u_ 1

(uj )
[(30-1) (t-dl), (e°+1)(t+d1 )]
Que, tiende en probabilidad a O, pues
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o 2 o e(o,x 02" eto,x )0 I 1 (v,) ) -
3= 26 9 J 20 [(ao-l)(t-dl),Lso+1)(t+d1)] J

=k F([(so-l)(t-dl),(s°+1)(t+d1)])5 € eligiendo d_3 ¥

1
51t % -1
var( 2= U 2 glp »X Y2 gl ,X U {1 (0,) ) =
j=1 26 ° J 38 o J I [(30-1)(11' ‘dl)’(so+l)(t+dl)-_l J

z:n -1t t - 2
- Zl "2 60 0% )2 2(6,5% )0 N ra) - r@a)
-1t 2 LJ‘ -1t % -1 P

1 SR X VA X ) X )T e

1:;;‘ " a_e_g(eoa J)" ) " *'o_e'g(e°’ j)ﬁ G(Gov j) ” —_

Donde & = [(8 _-1)(%=d )5 (s +1)(t+d )]

la segunda suma =

n
~¥ t -1t t -1
- - ' -{I 1 U X. )2 X.)o U
%(en 6 . ¥ (TS g g :_3_8(60, j)a_a_g(eo, j) a If( J)
n

i - {
donde A  es el intervalo [en(t dl),sn t+d1)]

Y esta suma ——j; O, pues en este caso vale la misma demestracién he-
cha para el caso de escala conocida, pues usabamos solo el hecho que

y *' estuviera acotada asi como el indicador.

Por tanto, noes resta ver el caso en que tenemos r puntos de disconti-
nuidad de ! tl,...,tr que se resutlve de igual modo que con esca-
la conocida tomando entornos disjuntos (en probabilidad) de los nuntos

de discontinuidad.-
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SECCION ITT

CM-estimadores iterativos para régreaién no lineal con efectos alea-

torios.

Consideremos ahora el modelo de regresion general, con efectos

‘aleatorios, en que tenemos observaciones Yl,..,Y que verifican:
n
Y - U 1.1 eee d [}
i g(fo,xi) + 0 geesyl ond

k
Xi son vectores aleatorios en Rq Poe;R vector de parametros

U, son variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas

+1
(Yi,xi)e:nq son vectores aleatorios indevendientes, con distribu-

+ & »
cion comun F.-
Como ya observamos ©€n la introduccion los M-estimadores usuales
resultan no robustos (curva de influencia no acotada) cuando tenemos

contaminacién en las XB , 8i D g( X,@) no es acotada.-
>

Por ello consideraremos una_ clase mas amplia, la de los GM-estimado=
res definida como solucidén de la ecuacidn:
n

>, A) - QoK
(111) = Lp(ri’xi’Pn) 0 para VY:RxR xR — R

k

Si Y es acotada, resultan estimadores rohustos.~ El estimador de mi-
nimos cuadrados Fg vertenece a la familia considerada pues esta defi-
nido para ‘f(Y,X,P) = (Y—g(X43))3 (x,e) .— Asimismo,los M-estimado-
3F
res usuales también estdn en la familia para Y (Y,X%ﬁ) -
=¥ (Y-s(x,(b))%g(x.(b) .-
En el caso que la ecuacién Ep(w(Y,X4b))- 0 no tenga uns Unica

~
solucion, para definir el eatimador(bn debemos especificar que solu-

cién de (III) estamos considerando. Esto puede ser hecho indicando
el algoritmo usado para calcularlo.— Vamos a probar consistencia y

normalidad asintotica para CM-estimadores iterativos.-



- 61 -
Definimos entonces

P( = 2 W(T K0

y el algoritmo de Newton-Ralplo on para este caso serds
Zn 1 z:n
(Sn,j+1 ) (Sn,j -0 %P-\P(Yi’xi'(sn,j) ) 1-1LP(Y1’X1’(§}1,3)

Yy definimos

li.mF> 8i el limite existe
N n’j

an | o

sino
(611,0
o . s .
donde P es un estimador inicial consistente del cual se parte en
ny o

el procedimiento iterativo,-

HIPOTESIS
Al) Para cada (Bfijo, ¢ es continua y B‘?(Y,X,P) existe y es conti- ,
E-)
nua salvo en un numero finito de puntos.-

A?) P continua, EF(\P(Y,X,{%))- oy E(b\p(Y,X,P)) no singular.

AB) Existe d_>0tal que

0]
sup " LP(_Y,x,a)“ es P-integradle
e,
sup II_ZO_\((Y,X,O.)” es F-integrable (y de cuadrado
- pobedy P

integrable para normalidad asintética)

A
A4) (3!1 o 88 un estimader inicial, consistente p.p., F
?
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Definimos n n
-1 o
B =t @ Z 2 0Tx,1 )T 23 elTur,t) /a

k k
ypara ["e€R xR definida positiva

n

PORN,E, /)

"(N‘(t) -t -0

r® -1 23 20 (TR0

Usaremos los lemas 1 y 2 de la seccidn I.-

Lema 3

Sea G - subconjunto de matrices definidas positivas cuyo minimo auto-
valor es 7 d>» 0 é-

Bajo A2 vale que

T) B}\uga ”nLnf‘(Po) “P I =09 pep. F

Demostracion

n
-1
;:;OHYDP(FB) -r%o" ¢ max.autovalor de I “EE% \O(Yg,xi,FL)/n I

n
PePe
< ‘i ﬂ;é% L?(Yi’xi’FB)/n” 2:P°5 0 por la ley de los grandes nime-

ros y la hipotesis A2.-

lema 4

Sea C ={ sup 17 (t) - B2 @ (XA ))|> €
i {II"Fousd(f:) i °f fo 1

entonces

?) P(limsup Cn) =0

Demostracidn

- ' 1 2
Basta verlo para cada elemento i,j.- (¥ ¥ 5.y Qk) -\
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(l‘n(t))ij = % l%’12’75_3t\oi(\rh.xh.t)
(E(_,SbTb (Y’X’PO))ij = E(%sq (Y'I’Go))

’ 1
Usaremos el lema 2 (en r* ) (Yohai 1974)

Sean Zl=(Y1,Il) yoooy Zn-(Yn,Xn) vectores aleatorios independientes
+1
igvalmente distrituidos en Rq

q+l

: RI'~ 3 R medibles CcCR®

C compacto, ¥y {fgk ket fk

que verifican:
(1) |fk|'5f con E(f(Z))<m™

(ii) lim £ (Z) = £ (z) p.p. para todo keC
t-k v k

fiii) |E(fk(Z))‘£ A para todo kEC

Entonces
n
T) 1limsup sup I Z r (z2.) /nI <A p.p.
i=1 k i
n->o keC

Sea entonces ft(Z) = LWi(Y,X) -'EF(E_LQi(Y’X’PO) )

Lid %3
C =~ {”t-(ious d(E)}
Verificaremos que estamos en las condicinnes del lema 2.

i i
1) |£,(2)| ¢ sup 2 (n,xt)| - E (2 9(1,x,p))

que es F-integrabdle por la hipdtesis A3.

2) basta ver que 1lim 2 l-Pi(Y,X,'l:) = 3 wi(Y,X,k) P.p. P
t>k 2Py 2B

que ocurre sl y solo si

) F({\JEQ/: tPi(Y(w),'X(\‘\I),k) no es continua} ) =0 8i k€C, que
h
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se verifica, pues F es continua y 3_®W(Y,X,k) tiene un nimero fini-=
2P

to de discontinuidades para cade k fijo por la hipdtesis Al.-

i , i .
3) IE(';FJW (Y,X,k)) - E(S%_j\Q (Y,x,}\o)|<£ si || k=P |« d(E)-do

i i
pues ¥ YW (T,X,k) ___ o 3 (Y’XQFO) P.p. F
d ' AR5
PJ k-sro P3
y convergencia dominada (d°'<d de la hipdtesis A3)

Luego, por el lema 2

< i i
lin sup 223 QN(TX,t)/n - B (2 @ (T,5,P))[CE pop. F
n«nut-follsd(e) lh-l 3 3 h’"h Fan Po
por tanto
n

i i
lim P( \J | sup |2 2 0T, 1) /m - E (> @ (T,X, )| »€h=o
n-wo myn {Ilt-Polltd(E) §1 3P non F 2P 3 Fo

Lema 5
Para cada muestra (Yi,xi) 7Pp(t) es continuamente diferenciatle
galvo en un nimero finito (aleatorio) de nuntos Dl,...,D h 4
T
k
(a) enR - L)DJ vale que

n
() = T = P20 % w(r ,x ,t
i—"(ﬂ"t) I {21 st (Y»X »2)/n

{b) Para cada k°>0, existe el(ko) y dl tal que

lim P( \U) sup P-B (t)yjsk ) =0
m)n (t,r)eq"”t ”l-nr‘ " °

r

donde k
Q -l(t,f‘) / ut-,hoﬂsd i te(Rr - ;:)1 nj) ; ||l‘-l"°||<el}
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y Fo - EF(%FW(Y’X,.FO) )

(Luego, si ko< 1, ld('nf' serd una contraccién p.p. uniforme entoda

la familia)

Demcstracidn

Dados (Yl'xl)""’(yn'xn) , DaTa esta muestra

| 4
Sean tl,..,tp los puntos de R donde Y no es diferenciable. Para

XX k i i =
cada muestra (Yl,xl), ,(Yn,xn) 'z,—ALnr'(t) esta definida y es = (a)

para toda ' definida positiva salvo en los puntos tl,...,tp.

(v) o
En(uD) zrlr,(t) 1- T

=

o= 2 Q(T,)x,5%) /n -

n
- <
lL;

=1~ >
i=l 3¢

-1
PIXHt)/n -1 + T EL( :P' wIY,X,p )

Luego,

lim P( () sup [ ”%‘{I‘(}lr‘(t)"}< k)=

n+o myn (t,M)Q

-1 -1
= lim P( /) sup PP () - ER_YW(Y,XE))ie k)
n-+o myn (t,M )EQ“ " ° F 2p Po IS °

Lim B( ) ew{(M (%) = )P T+ P I’Er‘i—P‘*’(”X’]’B)"}< k)

N mzn Q

, -1 -1 -1
lim P( N\ sup IR AP ()-CH +0r = 1y "Er%“" My < x)

n+wo m>» n Q

=1 pues “‘-rl_ r‘o—1||<€2 pues ||F=- r'o||<€1 ’ ll‘-lﬂ estd acotada

y por el lema 4 1lim P( /M sup p["n(t) - |"0||<€1) = 1
’ n-o m>n Ilt-—iiolf ace)
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Lema 6

Sea O<k <1
o]

(i) Sea Loae” i||1ppft)- "{nr‘(t')ﬂ<kollt-t'" =P yed, 4t '-{sge 4 nr—ron<e}

Entonces, existe 82, d2> 0 tales que

lim P(M A ) =1 para todo d<a
my d,€ :
N+m mxn 2

2
(ii) Sea Bn,d,e' {/an(t) va de ut—[aomd en si mismo¥l tq ur‘-r'oud}

Entonces lim P( () B ) = 1 para todo d$d2

(11i) sea cC . = N (t) va de lt/l[t-Follgd] en |PAIF-F |j<€3

Entonces, 1lim P( /) C )y =1
m,d,E
N my n 2

Demostracion

Por el lema anterior , sabemos gue

lim P ( (™  sup R4y (t)sk ) =1 ; luego en Q
"t myn (t,f‘kQ”b"Atnn <,

(t) - (t* ¢ suplf[2_m (t)] lt-tv)
1 YELARLE QLM”Lnr l, ;

€ sup 2_a ()] 1t-t"llg K it=tt |
Q Ibt T °

y como ’lnr,(t) es continua, vale también en D se+9D_ ¥ por tanto

1l
. s k .
es Lipchigztiana en todo R como queriamos.

(i) -
rl® Fol W™ = Qurlpe) * Gurlpe) =Pl <

SIan(t) - ALnF(Po)“ + Ifan(Po) - FO “5 koﬂt—fan + €<d

por parte i) y lema 3
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si 1§ 'an‘(Eo) -F, <1k ) @ ( kd +(1-k))d - a)

Luego, An,d,enmﬁ(_nr‘(}ao) -P o““ (l-ko) d} C Bn,d,f

Por tanto

A Am,d,en{",(nr‘([so)-laol‘:(l—ko)d}C A Btn,cl,E
72 POy Ol ) “Plls (5 § - 2

(iii) Es directamente el lema 4.-

Lema 7T
Sea D = {A(.n(t) tiene un dnico punto fijo t' en lt-l‘b j]<d y para
n,d (k) o

+*
cualquier t_ con ft ~pJ<d , 7 (to)—»t}

(x) (k-1)
donde Aln (to) = ”I,n("ln (to))

Entonces, existe d2 tal que para todo d _<d2

) limP(/M D ) =1
m’d
ni> m) n

Demostracidn

Sea Ock <1
o

C B ¢ |
Basta ver que Dn,d (An,d,Ezn n,dgfzn n,d,fz)

Si ocurre An,dyﬁz oomo k°<l, las "Ln‘.‘ son contracciones para
r - <
cada con [T I';u €,

Como ocurre B transforman lt-r i<d en si mismo.
n,d,e2 o

Luego, por el teorema del nunto fijo de Banach, tienen un inico punto
fijo para cada [ s pero ademis, es el mismo v s pues si ¢t es un pun-

: to fijo wvale que
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n
-1 — )
- -0 .Z. = i
'.(_nl"(t) t & ¥ (Yi,xi,t)/ n t+ que ocurre sii
= P(T.,X t) =0 depende de I"
= o %pot) - que no depende de I .=

Finalmente, como /‘ln(t) =t - (A_P(t))-l P(t) = ¢ sii
>t

n
P(t) = iZ=1 ¥/ (Yi’xi’t) = 0 entonces ALn(t) tiene un vnico punto

fijo t* en it-p < d
o]

(k)

Nos resta ver que ‘Z'n (to)—) t*
aplicar (t ) = (t)
,Zn o ”b‘r‘n(to) o

t T %) - %mn(to)(to)

Y ) - ”lnr‘.n(tk_l) (t_y)

. . . . ko
Yy como son contracciones, con el mismo punto fijo comin t
nf‘n(t)

si ||f‘n- FICE » 7 ||["n(tk) ~-P 0"462 sl ocurre Cn,d,e. pues como

ut—Pou<d y vale Cn,d,(-: entonces, Hf‘n(to) —I"o"<£ y iterando listo.-

Proposicidn 5

A e o
(1) P, PP Bo
(11) [';n = 1lim ﬁn,;j si myn_ PP

Demostracidn

Sea /"; el estimador inicial consistente.
Nnyo )
A~ ~
Dn,dn {“Fn, o-ﬁ“( d.)JC UIPn-Po ll(d}

Luego,
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O, Pndifne Pl € O IR, Pl

nyn
‘"o

por tanto, {Fn P-P- F’°

y ademis _
A A A
(1, P W< 4C 0, L3 o fu 7 o et o

A A
luego, Fn = lim Fn’:’ si n‘r,no P.P.
Al
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Normalidad Asintdtica

Modelo con efectos aleatorios.-

Sea ?’n la solucidn que consideramos de la ecuacidn
S0y ,x,5) -0 Y - X)+U
P Xpp) g " E(PpXy) + Ty

N
Por la proposicidén Pn verifica que

-1/2 n N
.n ?;-1 “?(Yigxi,lbn) — 0 p.p.

Sea V = EF(‘O(Y,X,FO)kQ(Y,X,%O)t) (estd definida por hipdtesis)

N = EF(.D'%LP(Y’X’FO)) no singular (A2)
Sea M%) = E(¥(T)X,p))

U(Y,X,Ppd) =  sup [P(Y,x,2) - Y (Y,X,F)I
IC-Fsd

De acuerdo con Huber (1967) (pag. 226-227) y corolario sobre normali-

dad asintdética se tiene que si se cumplen:

NL) 0 (Y,X,F,) es O, -medible y Lp(y,x,[b) es separable en el sentido

de Doob: Existe un conjunto N de F-medida 0, y un subconjunto nume-
rable @D%:C) tal que para cada abierto UCGD, Yy cada intervalo cerra-
do A, los conjuntos

jz / 4(hxp)es Ypeul 17/ @ (Lxples Vpeun®']
difieren en a lo sumo un sobcorjunto de N,.-
N2) 3 FO tal que .\(Fo) -0

N3) Existen a, b, ¢ d estrictamente positivos tales que:

(1) AP = E(@ (TX,p))> ajp-p | vare [B-plsd
“(141)  E(U(T,X, P;d)).s bd para I‘P-Fol +4d < do aso

(1ii) E(Uz(r,x,fa,d)) < cd para lP-Pol + dsdo d>.0
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W) B (L))

Si ademds )il_x,n _P) F° ¥ N es no singuiar

Tenemos que
/2 (Fn-]e,o) ¥y N, NEv AT

Luego, para nuestro caso, basta ver que se verifican las hipdtesis
de Huber.-
Nos falta solo verificar N3.
(i) Ccomo A(Fo) )
{\(F)“ =|Ir\(]b) - &(PO)H = || E(Q‘(Y,X,F) - L(’(Y,X,‘Po))”), a"?'f’o“
pues ‘9 es diferenciable en F ( Por ejemplo a = E(EL\Q(Y,x,F,) /2)
o 'BP o
(1) 9

E( sup ”W(nyvﬁ) - w(st.vP)ll ) £ ba

FZ-PIsd
Sabemos por la hiodtesis A3 que “:up 1o “_;;((’(Y,x,a)" es F i'nte-
P« 2P
grabdble.

Si do“g‘o y como [|T-pl<d ¥ llr—]‘b°||<d° pues dgd - "P—POH

< E( sup (2 (5,%3)[[IE-p )< ba  pues |iz-ppea
I a‘F’o"«So, °p i ™
(i1i) Idem con sup "ji}p(Y,X,a)" 2
2

na—f3”<5° P

Luego, tenemos probado el resultado sobre normalidad asintética.=
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SECCION IV

GM-estimadores 6ptimos sujetos.a una cota en la sensibilidad.-

En esta seccidn hallaremos en la clase de los CM-estimadores,
que verifiqueﬁ qQue suv sensibilidad sea &£ que una constante prefi-

jada, aquellos estimadores que minimizan la traga de la matrig de

covariangza asintética bajo normalidad.-

Sea entonces el modelo

k
Yl = g(xi,ro) + Ili i-: 1,0..,“ YieR [ FOGR

X G.Rq vectores aleatorios independientes igualmente distribuidos,

con distribuecidn H

Ui variabies aleatorias independientes con distritucidn N(O,trz)

e independientes de las X.

a _k
g3 quR >R con derivadas respecto de F continuas.
t
B( 2 e(X,p)2 g(x,;s) ) < @
DP 2p
Como ya vimos en la seccidén anterior, consideramos la clase de los
CM-estimadores para P , definidos por la ecuacidn

n
- z B LP‘ q k k
0 i_IW(Yi,xi,F) para s:RXR xR —>»R

La curva de influencia, para estos estimadores, esta dade vor

IC (T ,x) - (Ef- zw(rx,pz)) LP(Y X P )

Bajo las hipdtesis considera‘as en la seccidén ITI, un GM-estimador

serd consistente hacia el 130 del modelo si

E(VY (Y,x,p)) =0 | P s donde la esperan,a se toma respecto de
la distribucién de (Y,X) en RxR> .

Consideraremos los GM-estima&ores que 10 verifican .-
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La sensitilidad de un estimador dado por v

es \/\: = sup ”ICQ(I,I)"
(yyx)

y la matrirz de covarianza asintdtica.

Ve = B( ICy(Y,X) Icq(Y,X)t)

Observaciones:

-1
1) Tomando \P'(Y,X,P) = (E(-B_;‘V(Y,Xgr*)) q(Y,va)

se obtiene el mismo estimador rs de Po y (pues las ecuaciones

difieren en una matriy ,constante), pero ademids se verifica que

f
5:(_.__:[,5 LP(Y,x,P) ) = Ik ; por tanto, podemos suponer, sin pérdida
2
® de generalidad que E(-lLP(Y,X,P) =1
‘ofs k

2) Para el caso de minimos cuadrados

-1
1¢(Y,X) = E(-S%_(Y—g(x,p))ég(x,]%) ) ‘P(Y,X.P) -

= ( E(__g(x F) b g(xop)) - E((Y—g(X,P))H(X,P) ) (Y—G(va))_E(xoP)

pero como E((Y—g(X,E’))H(X,R)) = 0 pues Ui es independiente de X
y E(Ui) = 0 nos queda
-1
= E (X, 3t (x, Y-g( d -
(3 28 F )R Po) ) (Y-g X’P‘))'B—Pg(x’ﬁ)
= (Y"S(xvtj) )Q %S(X9Po)

€t
- p-Y d
donde notamos por Q E(Ws(X,PO),TP e(x, Po))

Luego, pars minimos cua.dradoe

v* - B((T-g(x,p ))? Q12 (X, p )2 &(X,p) @71) - @ le 282 &) Q7
P fol? %ot felag e ° °P
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Queremos encontrar Y de modo que:

traza V* = minima, sujeta a una cota en la sensibilidad

rce(Y, 0l < a y E(V(T,X,p))=0

lema I

Bajo las hipStesis consideradas, si

E(\P(Y,x,ﬁ’) Y= 0 'Jl’so y ¥ es acotada , entonces

-3 ' s Ay = Ef - 1Ay * ]
T) E( qs_tp(r xpo)) E;Lz' (Y g(xvcao))\ﬂ?x o)%?g(x E’))

Demostracion

Sea H la distribucidon de X en Rq Y n la medida de Lebesgue en R,
Entonces, con respecto a la medida producto mxH en Rqu, la distri-

bucién de (Y,X) tiene densidad _1 @'((;Y-g(x,‘%))/v) donde (x)
[ o L ]

es la funcidn de distribucidén N(0,1).

Por tanto, tenemos que

3 SLP(Y,XP) 1L *((Y-g(X,p))Ar ) d(nxB)(T,X)
2p

Po

o
Como Y es acotada Yy X @'(t) es integrable, podemos derivar dentro

de la integral, y por tanto tenemos que

o-jaw(y,xp)

Q’ﬂY—s(x,[’;))/v) d(mxB)(Y,X) +

+ WOLXPB) L 2 (T-&(p)) A )| almxB)(T,X) -

va °

- E(::F "P(vavﬁ)) + j“? (Y,X, Fo)_a%,l_ (Y'B(X’PO)) @'((Y‘E(X,PO))/‘T )%(:g(X@)a(mxH)

t
- z(;F.‘f(Y,x,(Ao)) + E(L (Y-g(x.r-»o))wv,x,(’o)g{_b &(%p,))

como queriamos.-
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Pronosicidn 7

La solucién de traga V¥ = min imo,

sujeto a [ E( -%w(r,x,(so)) -1 (1)
J E(Q (T,X, [ ) = 0 (i)
W (T, Xp I ¢ & ¥V (T,x)  (111)

se obticne pare @ = ¥ ((T-g(1,p))A7 2 e(1,)

« K Z s8i [2Zll¢a
donde "I"at R— R LI)a(Z) - { .
a2 si UZll> a

hizil

y la matriz A es solucidn de

- a/ai|a s gf - y
A=E( (29 ( /U'IIA %8 va)") 1) %E(X’P)% E(X’P) )

(que luego veremos que existe)

Observacionesat

-1 ,
A se ha tomado de modo que E(—;L}fa((Y-g(x,P))A %%dg(X,P)) -1

P

2) Bajo la restriccidn (i), (iii) no es otra cosa que

|ICo(YsX)|l s @ ¥ (Y,X)

Demostracidn

Sea A ~ una matriz simétrica cualquiera. Bajo las restricciones (1)

% t
Ve - E(WY)

-1 -1 t
[1] = E((T-g(x,p))a ;Fs(x,p) - @ (7, 5,p)) ((T-g(x,p) A %s(x,})-‘?(r,x,p)) )
- B((T-exp)°AT 2 5(xp) 2 e(xp) 47) 4 B9 -

% . 1

- E((Y-g(X,P))A-I:_g(X,(L)‘Pt) ~ Bl (Y—g(x,p))‘f_:% e(X,p) 1'1)
i
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. o257t 2 g(X, )3 g(ng-')l ) +E(“P‘P) -2110‘2
3 M

' . 2 2
por el lema I y Y verificando (1), ademis de que E((y-g(x,cﬁ) ) =T
(Y;g(xqb)) es independiente de X

. . ) o
Luego, es lo mismo minimizar bajo las restricciones traza Vq

que trara de [:] .~ Pero
traza[:] = E(||(Y-g(I,P))A-13_g(X,P) - \P(Y,X,P)” 2) = minimo, suje-
op

to a ||kP(Y,x,‘b°)|| <a
tiene por solucidn a 9’a((Y-g(X,P))A-lgkg(X,P))

donde A es tal que
-1
E('%HJB((Y'E(X’P))A _;fgg(xvﬁ')) = Ik
.}

pues éi llamamos Da. = {(Y,X) / ||(Y—g(x,(5))1-1%g(x,[3 > a}

-1 2
E( J(T-g(X,p)a "2 g(Xyp) = Q(Y,X,p) ) >
I (T-g(x,p F P ; I 2
»B( I |[(T-g(X,p))a %g(xyp)-W(Y,x,p)ll ) >

a

2

> E ”(Y‘S(xvl:"))A 3 S(va) - a(Y—g(X,F))A 53_ (xvf-’) ” ) -
l(Y—g(X,r,))A'l _EFg(xoP)"
vues 8i |Zl>a, inf hz-vl =2 - VOH donde Vo = aZ?
g VeB(0,a) 1]
6\

o P
pero esta ultima no es otra cosa que

= E( ll(T-g(x,p))a” z_g(x R - ¥ J((Y-e(xp A" #(Iop)"
y como W)E verifica la condicidn (ii) por ser los residuos normales

(simétricos) y Qja impar, obtenemos lo que queriamos,-
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Resta ver entonces que existe A tal que

2= (23 (afera™ 2 g(x,p)l) = 1) 2 e(X,(L)B efx,P) )
op BP

Yy que para dicha A,

E( -2 ‘1) ( (Y-S(X’F))A TS(XQP) ) = I
P

Por el lema I, como E(q) ) =0 VF Yy es acotada

E(-)‘I) (X)) = E( (Y—s(x,p))w ((Y-g(x p))A ¥ g(x.p)) 3 g(X,p))

Sea B = {(Y,x) / ll(Y-g(x,P))A-l Lg(X,P,)l[( a} IB(Y,X) = indicador
r)
del conjunto B.

- E( In”’“ﬁ (Y-s(x,p))va((r-g(X.fb))A'lé%g(X.p));_t lX,P) ) +
+ E( (1-T))_1_ (T-g(Xyp)) a (T-g(X,p))a" _s<X.p)

0‘2 7 (X’P) )
[(T-g(x,>))A" ;s(l,)%)p o

- BT ) > g(X, p)s_g(x,P) EY/ ( I Y‘G(X'F‘)) /<r )+

+ E(;l? ah bpgfx,ra)é 2 e(x,p) /i~ g_g(x,(&')ll Y/x( Y-g(Xsp) (1-1)) ))

a/IIA” ﬁgfx,ﬁ)u
~a/ A" vpe(  FSTIE

a/)jA _P_g(x f’)l a/rlia 'b'sgl
-zj K Uz_l_ @'(U/T) du =2 veTr vd'(s) de

0 0'3 0 T3

a/cja "2 gl
= —ZJ z @"(z)dz (donde hicimos z-u,é- s Y usamos que
0

$'*(z) = -zP'(2) ) xy ahora integrando por partes, tenemos que =
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- =2 ( b '(a/Tia bs") +1 - Plafen™ bsll) )
v'llA'I%Bl 2 *
@ Q
EY/X( (1-IB)|Y-g(X,[5)| ) =2 1 & '(ufr)au = I z§'(z)ae =
a/I"> g a/|a "2 slv
»

- 203 (afeih 2] )
>

Luego,

Ewn%gbsﬂﬁhhp %ﬂ] @WMW{%§0-53+

vn‘ T ‘psll

=1 t -1
+h g g 8, 2v Q '(afo|h 2 g) ) -
R ST St W' 3
3

-« E( A -1, g(x,fs)\ g(x,p) 2% (afrn” 1, 2¢l) -1))
> > 2F

que para que sea = Ik debe ser

A= B (2@(a/:ruA pg“ )-1) bpg(x,p)b 2 g(x,p) )

Finalmente, veamos que tal A existe.~

Provosicién 8

:)solucién de & = E( (2§(a/cr||A_1§Fg|) -1) ;Fg(x.p);;g(x,ga) )

existe sl a es suficientemente grande.,-
(1i) A—)E(‘bg(x,@)h g(X,P)) para & —®

Demostracidn

Sea B(Qyd) la bola de centro Q y radio 4 , o sea

{V/le-V|a] siendo Vi~ sup Vsl
’ izy =1

donde d es suficientemente pequefio de modo que para toda VE.B(Q,&)



sea inversible,-
-1 t
sea J(V,a) = B( (2@ (a/cfiV "2 g(X,p)) - 1) 2 _a(x,p)2 &(x,p) )
. e P gt P &P
Veremos que existe A, a tal que J(A,a) = A
Sea £ >0, 1luego, existe BCRq' compacto, tal que

B( uu-rB(x))is(x.p)_ig(x,p)| )<E pues E(m(x.e)i' g(Xp)) <o

l3(Vya) -J(Q,a)ll - ”E( (2 Pla/iV 38|DBG__8) - E(2 sb g) + E(__gé g)
2P 3 P 2p 3

- E( 23 (a/clQ 2w;||) ?’eb ) "
=2 {B( (3 (afalv ta gll) - O (afrlQ” ;Fgu) )z_e(x.p)_z;g(x.p) )| ¢
< 2 E( IB|q5 (afa |V~ _’%g") dla/r|Q s 3")|l|°’ g g") +

+ 2 ((-1)|§ /eiv” %g,) - $(afmyQ %sll)l 12 _2? €l )

) -1 -1 t
¢ € + 2B( I |®(afq|v ;Bgu) - D(afr)Q %sgl‘)l ”%_bg :_Bg | )

-1 .
Pero como HV 2 g(x,ra)l estd acotado cuando X€B y VeR(Q,d) nues
3
-1
j_g(x,(b) es continua, y la transformacién que manda V.,V = es con-
>p

tinua, vale que
=1 -1
| d(afo v 2g) -9 (afTQ 2 el |< €' ®i axa_ uniforme-
3p DP o
mente en V y X

Por tanto,

sup [13(Vya) - J(Qya)]|< 4/2 81 axa

VeB(Q,d) °

Luego, como [J(Q,a) - Q| = B( (2§>(a/v'||Q-13Fsi) - 2) :_Ps _:_Pt_g )
¥y 2%(af ||Q-1_>§g||) 2 50 Cpife” tiuSndo €S &
D
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Por tanto, J(Q,a) = Q 50 para a—vo

Luego, existe a_, tal que ||J(Q,a) = Q Il <dfe si aya

1 1

Por tanto, '
sup [9(V,a) = Q|<a i ay, max(ao,al)
VeB(Q,d)

y por tanto, la transformacidn Vv —J(V,a) es continua y manda

B(Qyd) en si misma para a >, max(ao,al) g

Por tanto, por el teorema del punto fijo de Broewer, tiene un punto

fijo A.-
Ademis, como AaeB(Q,d) si a),ma.x(ao,al)

Aa—'Q PATE B —— @ e~

Qbservacidni:

En la mayoria de los casos tanto ¢, como la distribucidn de los X
son desconocidas. Luego, A puede elegirse como la solucidn de

- f ™ —1 A - ~ t N
A % 25 (2% (a/gum ;;Pg(xi.pool) 1)%g(xi’k)%-g(x1’P9

donde Uh; es un estimador robusto deT , asi{ como i’:‘ao lo es de |3°.-

4

Observacion 2

la matriz A existe sii a{7/2 v
E( _B_S(X’F,) )
>f

Dem.
-1 : \
A =E((29(af|a "2 &) - 1) %g(xyfb)l e(Xyp) )
) ;P
multiplicando por A.l y tomando norma

< a -1 -1 -1
Le B(2(§ (/s 2.2) % ) & 3_3(;[,;«,)%,; g(X,p))

B(\
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y como § es céncava, y P(0) = 1/2 es

¢ E(29p'(0)__ a ||A-1,a__s_b: gl)e 2%'(0) 2 E(lln-lz_gllziq/lll-lb_gll)
v-uA' _?-g' op 2p T op 2p ap
>

= 2§'(0) & E(|2 e(X,p)||) = _2
T op |

a
szv—'

por tanto a J;?E. V;
E(ﬂ%ﬁﬁ(va)”)

E("%FS(X'F)”)

Observacién 1

1a funeibn H’a obtenida, se puede poner (a menos de una matriz cons-

tante, como la correspondiente a minimos cuadrados pesados, por tanto
el estimador resultante es el mismo.
La familia de minimos cuadrados pesados viene dada para este caso por

congiderar funciones W de la forma:

W(nyyfb) = W(vav@) (Y'S(X)P)) %E(xfg)

k .
con w: RquxR —>R funcion de peso.

Y se puede poner como:
a

-1 -1 -
‘Va((Y—g(x,F))A :_F_B(Xop) )= (Y—g(X.fa))A %s(x,@)wl(llY-s(X.fa))A 1g_{agu)

l 8i tea
w (t) = {
1 .
a/t si t>a

siendo

Luego, si hay un optimo en el sentido de definidas positivas( para
la matriz de covarianza), en la clase de minimos cuadrados pesados,
en particular debe minimizar la traza de la matriz de covarianza

asintotica, y por tanto coincidir con el estimador dado nor “J .=
a
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SECCION V

Resultados de Simulacion.-

Se considerd para el modelo con efectos fijos, la familia de
funciones de regresidn logistica (a un parimetro) dada por:
g(X,e) -__ 1
1+ e-ex
para estudiar el comportamiento de los estimadores robustos propues-
tos, ¥y su relacién con el de minimos cuadrados cuando el tamafio de
la muestra es pequeno.
Para ello, se tomdé como valor verdadero del pardmetro O =1, y a

partir de el se generaron muestras Yl,...,Yn generando los resi-
1

dnos T, Y = 1 + Ui/lo

cuando los Ui erans

Normales (0,1)

normal contaminada con normal al 5% y desviacidn 5

( $(x) = 0.95@(x) + 0.05P(x/5) )
Student con tres graios de libertad

Para los efectos fijos, se tomd un disefio simétrico
X, = 0.42+1.25 1-1,...,n1/2

xn1/2+i = -xi

donde Z es una variable con distribucidén N(0,1); o sea que xi tiene
distribucidén N(1.25,0.16)

Se consideraron tamaros de muestra n1 = 20 y 50, y para cada tipo

de residuo se hicieron 2000 = NR replicaciones con tamafio de muestra

20 y 2000 con tamafio 50.
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Fijado el tipo de residuo, para cada una de las 2000 muestres

Y ,...,Yn gse calcularon aplicando el algoritmo de Newton con
1

hasta 10 iteracoiones los estimadores de:

minimos cuadrados

¥-estimador con ¥ =H)k (Huber) K=0,1346
M-estimador con Y = Hi (Tukey) A=0,4685 donde
-t 81 |ti¢ck

tpk(t) - | k 81 tyk
=k 81 t<J{-k

t (1 - (t/A)2)2 si [tlg< A

Y, lt) =
"0 si ItI>A

obteniéndose muestras de tamafio 2000 de dichos estimadores, que

MC HU TU
notaremos T H 'I‘i s T i=l,...,2000 respectivamente

i i

a partir de las cuales se hace la comparaciédn.

Llamemos. Bi(J) - |T1(3) -1]| 1i=1,...,2000 j=MC,HU,TU a los

desvios absolutos.

Se calcularon para cada caso (MC,HU,TU) s
la media

el error cuadrdatico medio

¥y las siguientes medidas robustas de dispersiédn:

(3)

mediana Bi

(5) (3) (3)
percentil 0,75 de Bi - B'(°.7512000) donde B.(h)
vector B(j) ordenado ( en orden creciente )

i

es el
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percentil 0.90 de Bi(J)

(3)

percentil 0,98 de Bi

encontrandose los resultados obtenidos en las tablas que se encuentran
a continuacion.
1a eleccion de los valores de las constantes K y A para las funciones

lPx h g “)A s, 8¢ hizo de modo que la eficiencia asintdética bajo norma-

lidad sea del 95%¢ (de acuerdo con las formulas de varianga asintdtica
obtenidas ‘en la proposicién 2).

De las tablas obtenidas, para léé primeras 6 se partié en el método
de Newton del valor verdadero (sin estimador inicial) para muestras
de tamafio 20 (las. tres tablas) y tamaiio 50.

En el caso de las tablas 6 a 9 , se partié de estimadores iniciales,

HU W L d
tomando uno robusto para 'I‘i s Y para Ti se tomd como valor

HU
inicial el valor final de ‘l‘1 ; vara muestras de tamafio 20.-

Para el caso de minimos cuadrados, el estimador inicial es del tipo
del proruesto por Hartley (1965) (promediar y tomar imagen inversa)
mientras aque como estimador inicial robusto se tomé la mediana de

la distribucién que toma valores -ln(l/Yi -1) /Xi con pesos

|XJ/ 3:; Ixﬂ (tomamos como mediana el ler. valor que su probabilidad

acunulada (a izquierda) supere 0.5 ).-

Los programas principales que se usaron son los Qque se denominaron
P.JUN 26 para el caso sin estimador inicial

F.JUN 27 para el caso con estimador inicial.

La biblioteca de subrutinas P.S.JUN 26 (BIB.JUN 26) Que contiene a
las subrutinas: CALCUL, ﬁTNI (Newton), PCT /Calcula la funcién y su
derivada), SORT, RATVEC (genera Student), GENERA (genera normal conta-
‘minada) y FUNCTION RANORM(T), FUNCTION ALEA(T), RANDU, COMPAR (calcula
las medidas que se encuentran en las tabtlas), CALCUI,SESTIN(calcula

estimadores iniciales).-
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En las tablas se observid que también para muestras pequefias, el com-
portamiento bﬁjo normalided es casi equivalente; mientras que en los
otros casos la eficiencia llega a8 ser mas del doble que la del estima-

dor de minimos cunadrados. Se resume en el siguiente cuadro la eficien-

cia relativa:

NORMALIDAD

ECM(MC)/ECM(HU) | Percentiles 0.75 | Percentiles 0.90
- n=20 0.948 . 0.945 0.987
T n=50 0.953 0.932 0.918
HUBER n=20
0.968 0.969 0.970
con est.
inicial
ECM(MC)/ECM/TU) | Percentiles 0.75 | Percentiles 0,90
TTU n=20 ).945 @0, 962 0.976
TUKEY n=50 0.9313 0.936 J.918
n=20 0.964 0.964 0.976
con est.
inicial
NORMAL CONTAMINADA
ECM(MC)/ECM(HU) | Peréentiles 0.75 | Percentiles 0,90
BU n=20 1 .881 1. 583 1. 682
by
HUBER
conE.1
ECM(MC)/EMC(TU) | Percentiles 0.75 | Percentiles 0.90
T
TUKEY
n=20 2.048 1.669 2.057
CON EI
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STUDENT TRES GRADOS
ECM(MC)/ECH(HU) | Percentiles 0.75 | Percentiles 0.90
- n=20 2.241 1.623 1.708
T n=50 1.949 1.680 1.827
HUBER | ;20 1.7514 1.643 1.662
con EI
ECM/MC)/ECM(TU) | Percentiles 0.75 | Percentiles 0.90
T n=20 2,25 1.657 1.718
, =50 1.968 1.756 1.8
TUKEY n=5 9 75 47
n=20 1.718 1.594 1.623
con FI

A continuacion se encuentran las tablas obtenidas prra los distintos

cagsos. -
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