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INTRODUCCION

En su memoria "Uniture Integralgeometrie", H. Rohde, [É]

expone el estudio de la densidad y medida total de elemen

tos en el plano proyectivo complejo , P1(C), con la llamada
métrica hermitiana eliptica; es decir, punto y recta , asi
como el de cadenas normales uni- y bidimensionales . Se

encuentra tambien la densidad de pares de estos elementos,

densidad cinemática, y algunas desigualdades integrales
provenientes de considerar distintos invariantes que re
presenten longitud 6 área.

El trabajo que vamos a considerar ahora, tuvo comoidea

inicial la generalización del trabajo de Rohdea P3(C) .
Con tal motivo comenzamosdefiniendo la geometria que

será considerada en F3(C) , ( cap. I, Él), los elementos
que hallamos en él, comosubespecies lineales y en general

variedades paramátricas de las que las cadenas normales

son caso particular. Tambiense explicita el elemento de

volumen ( longitud de arco, ¿rea 6 volumen según correspon

da ) de estas variedades y su medida ( longitud , área , 6

volumen) calculadas a partir de la expresión diferencial

de la métrica del espacio (56).

Mostramos tambien en este capitulo que desde otro punto

de vista (no el que nos ocupa ),Ig(C) puede ser considera
do un espacio de Riemann.

Encontramoslas posibles intersecciones entre subespecies
lineales y cadenas , cuyo resumen se halla en pag. 8.



II

El capitulo II contiene 1a particularización de resul

tados conocidos (Santaló, [7]) sobre densidad y medida

total de subespecies lineales.

En lo que se refiere a cadenas normales, en P3(C) las
hay de dimensión 1,2,3. Se encuentran menciones de ellas

en Cartan, [2] , y claramentes definidas , asi comosu

densidad en Blaachke, [l] , y se encuentran explicitadas

en cap. II, É k .

Con motivo de conocer sus medidas totales surgió la ne

cesidad de conocer , previamente, la densidad y medida to
tal de elementos del espacio contenidos en otros elementos,

por ejemplo ¡puntos en l-cadena, cadenas tridimensionales

que pasan por una cadena unidimensional fija, etc.

Estas situaciones no habian sido estudiadas en ninguna

dimensión , por lo que se detallan las posibles en el ca

pítulo III. Hallamoa 2 casos en P1(C), 12 casos en P2(C)

y 19 casos en P3(C); las densidades y medidas totales co
rrespondientes se hallan resumidas en las pag.36, pag. MS

y pag. S7, respectivamente; y en el parágrafo 8, las fór

mulas integrales que permiten obtener estos valores.

Ahora , con estos datos podemos conocer la medida total

de cadenas tridimensionales, las de mayor dimensión en

este espacio, y generalizar el resultado a Pn(C), es decir
obtenemos 1a medida total de cadena normal n-dimensional

en Pn(C), pag. 55o

No es éste el único resultado generalizado a Pn(C);
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con objeto de conocer algo más sobre cadenas normales ,

obtenemos-el número de parámetros del cual dependen y tan

bien su densidad,(teor.2, pag.27). Otras propiedades son

las contenidas en teor. 1 y teor, k; en el teor,3 halla

nos una descripción de la intersección de n-cadenas bajo
ciertas condiciones que completan la información de inter

secciones en P3(C),(pag.8).
En 1a pag. k1 , se demuestra que la densidad de un pnn

to en una 2-cadena es igual al elemento de área de la es

fera 82 ; en la pag. 50 lo análogo en P3(C) y con toda

generalidad englo, cap. III vemosque en Pn(C), la den_
sidad de un punto en una n-cadena coincide con el elemen

to de volumen de la esfera Sn .
La densidad de pares de subespacios linealel se encnen

tra en el S 1 del cap. IV, y se obtienen usando propie

dades métricas y/o principio de dualidad. Estos resulta

dos muestran analogía con los de 0.Varga, [9] para el
espacio real R3 con métrica euclideana.

Con la densidad de pares de cadenas y pares de subespae

cios lineales y cadenas normales conpletanos,1a información

sobre densidades en P3(C).

En el capitulo V, explicitamos las fórmulas integrales no

tables para los subespecios L1 (recta ) y L2 (plano) y

reproducimos , en forma detallada y adaptada a P3(C) la
demostración de Griffiths, [É] .

Finalmente , anunciamos las fórmulas integrales en las
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que intervienen cadenas normales y variedades paramétri

cas , según las intersecciones de pag. 8 .

Naturalmente , nada de lo referido hubiera sido posio
ble sin las pacientes enseñanzas y correcciones del Dr.
Luis A. Santaló .

Permitaseme, por lo tanto, expresarle aqui mi mayor

gratitud y el reconocimiento de 1a gran deuda que tengo

para con ¿1 .

GRACIELA 3. BIBHAN

Buenos Aires, marzo 1980.
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CAPITULO I

GEOMETRIA HERMITIANA ELIPTICA

l.DEFINICIONES

Consideremos I3(C) el espacio proyectivo conplejo de

dimensión 3, y en él ,coordenadas homogéneas.

El grupo unitario U es el grupo de las transformacio
nes lineales

3

(1.1) x5 {to Sjkxk 320.1,2,3

que deja invariante la forma de Hermite
_ 3 _

(X’X) LJ:° x30x1 
En consecuencia los coeficientes S 1k satisfacen la

relación

(1.3) (Spa) ; ¿To Eszu : ¿ue
¿KFC si k+1, r¿“:1 si ¡(:1

DEFINICION1.1 Se llama geometria hermitiana eliptica

a la definida por el grupo U en P5(C).

La matriz A= (33k) e Clau y satisface
I , A-1: , QAGI

donde I es la matriz unitaria de orden h.

En P5(C), x y A x con Áyé 0 determinan el mismo punto

entonces x y ecxx tambien definen el mismo punto, por

lo tanto, A y e‘qA definenla misma transformaciónX':on
Por lo tanto , A puede ser normalizado de manera que

(1.6) det A=1
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y tambien podemos elegiere modo que se cumpla siempre
3 _

J=o J J

Comoen (Rohde,[:5]),la distancia d entre dos puntos x,

y, se define por _ _
cos g : |(x,y)\ suponiendo (x,x):

:(y,í): 1. . Esta suposición spbre las coordenadas de

los puntos la haremos siempre en todo lo que sigue .

Dos puntos tales que dzïfse llaman ortogpnales entre

sI.Todos los puntos ortogonales a un punto fijo x ,forman

un plano E,llamado plano pplar de x, y se llama polo de

E_al punto x.

Elegiremos H vértices x0,x1,x2,x3 de un tetraedro

autoconjugado con respecto a la cuádrica fundamental

(x,ï)=0 es decir, (x35 k): CSJk

Este tetraedro autoconjugado puede ser considerado como

1a referencia móvil para el grupo unitario U de acuerdo

con la teoría de Cartan (Repere mobile).
El elemento de arco se toma de la forma

d52: k K(dx,dï) - (dx,ï)(dï,x)}
2.8UBVARIEDADES

La totalidad de puntos de P5(C) depende de 6 paráme
tros reales , consecuentemente, tenemos por considerar

variedades dependientes de l,2,3,h,5 parámetros , a
saber:

a) SUBESPACIOS LINEALES

Puntos: Los puntos de I3(C) dependen de 6 parámetros
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reales. Esto se ve inmediatamente en coordenadas no-homo

géneas pues cadd punto tiene tres coordenadas complejas;

en coordenadas homogéneas cada punto tiene h coordenadas

x°,xl,x2,x3 pero existe la relacidn (x,ï)r:l y además
queda arbitrario el valor cx de et“ . Utilizanemos la no

tación Lo para referirnos a ellos( Santaló, gó ) 6 P.

Rectas: Dos puntos distintos del espacio determinan una

recta. Es ¿ecir, si P(xo,x1,x2,x3) y Q(yo,y1,y2,y3) sonlp
puntos distintos, las coordenadas zx de un punto de la
recta determinada por P y Q pueden ser expresadas por

92A: xx+ ty)‘ >\‘°91,293
t parámetro variable, f coeficiente de homogeneidad.

Podemos , sin pérdida de generalidad, tomar P y Q orto

gonales entre sI. Tomandoahora la recta G1 polar de la a

anterior y dos puntos ortogonales en G1 , tenemos la rec
ta inicial expresada en términos de un tetraedro autopolar

de referencia . Veremos en g H que una recta y un plano

se cortan siempre. Estamos en el espacio P3(C) en que no
hay paralelas. A partir de esto , paraver que mas rectas de

penden de 8 parámetros se puede observar que una recta está

determinada por los dos puntos en que corta a dos planos fi

Jos. Cada punto de un plano son k parámetros;luego son 8

parámetros.

En lo que sigue las rectas se notarán L1 6 G.

Planos: Por dualidad , los planos dependen de seis pará
metros. En términos del tetraedro fundamental de referencia



queda determinado por una ecuación de la forma:

aoxo—+alx1-+a2x2-+a3x3: 0 con aJ e C

Se notarán L2 6 E.

b) CADENAS NORMALES

Respecto del tetraedro autopolar dd referencia y

según la notación de Blaschke , El], llamaremos Cm ,
r-cadena normalñ 6 cadena normal r-dimensional r:l,2,3,

al conjunto de puntos que satisfacen
(X’) Jlngij congAÏZI y ÁJ€R

Tenemosasi 1-, 2-, 3-cadenas que dependen respectiva

mente de 10, 11 y 9 parámetros reales.La Justificación

de ésta afirmación se halla en el teorema 2 del capitulq_II.

c) Además, fijando el sistema de referencia hay:

l) HilossUna variedad dependiente de un sólo parámetro

real es llamada un hilo. Es usualmente representado por

las ecuaciones ( Coolidge, [3])

J'Cl’(:.'.)(it(ll) , ll: a a k3 11293

donde xk representa las coordenadas no-homogéneas del

punto x, es decir , xk 1 ¿J ) Jzkxo

Las i-cadenas C1 son caso particular de loshilos.
2) Variedades dependientes de 2 parámetros reales .

a) Podemoscomenzar por las curvas analíticas represen

tadas por
xsz’K (u+iv) con u,v ¿R que satisfacen

IM: 0 con¡(#1, ¡(,1:l,2,3
a (u,v)

Sabemoss (Goolidge, [j],pag.205)z
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"La condición necesaria y suficiente para que una variedad

2-paramétrica sea una curva analítica es que sus proyec 

ciones sobre dos planos no paralelos sean curvas analíti
cas".

b) Más generalmente ,tenemos las variedades 2-paramé

tricas dadas por

xlkzxí¡(u,v) k:l,2,3

Comocaso particular de estas variedades se tienen las

cadenas normales bidimensionales, dadas por (*) en la pá

gina h para r: 2.

3)Variedades dependientes de 3 parámetros.

Con toda generalidad son de la forma

)(í{-_-xíc(u,v,w) u,v,w€R ; k:l,2,3

De [3] sabemos que una variedad triparamétrica está
' I

contenida en una superficie si y sólo si 9(x1 xé x3) -0
a uaVaV '

Como caso particular , con la notación usada en 0k),

pag. k,,se obtienen las cadenas normales tridimensionales

cuando u: Ao , v:>«¡ ,w-¿Xz‘

h)Variedades dependientes de h parámetros .

a) Con toda generalidad están dadas por ecuaciones de
la forma

xk = xk (u1,u2,u3,uh) con uJGL.R; k,j:1,2,3,k

y xk coordenadas homogéneas de un punto x.

b)De entre éstas serán superficies analíticas las de
ecuación :
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k_ k + iu2,u1 3

5) Por último , Variedades dependientes de 5 parámetros,

dadas por las ecuaciones

xk: xk (ul,u2,u3,uh,u5) IujezR ; k:l,2,394

Se halla en {3] pag. 211 y ss. condiciones para que estas

variedades estén contenidas en una superficie analítica.

k. INTERSECGIONESJEN P3 (c ) .

Recordemos que si A y B son subespecios lineales de un

espacio X ,
dimR (AGB) : diiRA + dimRB - dimRX

En base a esto y a los datos que sobre variedades X
subvariedades recopilamos en el parágrafo anterior se tiene

que la intersección entre subespacios lineales y cadenas

en P3(C) satisface:

a) L2ZL0
' ñ

c)L;C2=2pmnM
Veamos esto último:

d : 1 + - 7.: - = :
imR( L2n 02) d‘ng L2 dimRCz dimR P3620) L++2 6 o

:dimR Lo

Queremosahora, saber cuantos puntos hay en esta intersec
ción.

Sea L-ZÏ x3! a +b +c +d -0 con
2';po/kï ¡k fa fh' /u3"

a,b,c,d,¡uJeC; J:0,1,2,3
Podemosescribir



2 2 2

Sea Oz: zo >31:/ 23:0 :.1J:
Hallar la intersección equivale a resolver

'Z

XÏ.‘+ Ñ + Á; =1
° 1

QKÁoxroo4ÁRCL-‘rkzxg+5031: +>\(3;“4%sz + ¿(hexzix‘le
o 4 Q

o sea, >""’-DC7‘;—+Ou>‘03C5+A4JC.3Ï\'>\2Ï’3):0

xí +AÏ +>Ïí = L

AA°+BM+CA1=0
fi a

A Ao +Bk>\4+c Az-‘O

Luego tenemos dos planos en R3 entonces queda una recta
que corta a la esfera en dos puntos .

= ' - Z ::
dimB L2(\C3 dimRLá+dimBC3 6 3 6 l dinR Hilo

Nuevamentela ecuación del plano respecto del tetraedro

de vértices ¡e x1

__3 J 3 2
3 Ïïzo AJ! / ¿o =1 AJQR

,12,x3 es como en 1a pag. anterior caso c)

C

El sistema a resolver, con la notación (*) es

>\Í+ >\Ï+>Ï¿+>Ï;=L
Á A3+B>H +C>Z +®A5=o

A*Ao+35».+ cul auge
Las dos últimas ecuaciones dan la ecuación de un plano

por el origen en R4 5 su intersección con la hiperesfera
es una curva cerrada.

Comolos )\¿ son reales, queda L2(\C3= C1



e) C 00:: punto/s3

dimR( C30 c3) : 3+ 3-6: 0

En el capitulo III, teorema 3
sobre esta intersección .

f) Refernte a 1a intersección de subespecios lineales
con variedades

llamos que es posible para z

LGvh: puntos

se da más información

dependientes de más de tres parámetros ha

Lln Vszpuntos

L2nVszvl

Resumiendo ,

5. TABLA DE INTERSECCIONES EN P3(C).

La- L1 La. CA ‘ C2 Ca

Lo — - - - - 

L L _ Lo _ _ _

La _ Lo LA _ 21.0 CA

C4 _ _ _ _ _ _

2LC2 ' ‘ ° " ’ ‘

_ _ C _ _ L
Ca A o



6. MEDIDAS EN SUBESPACIOS

Ya sabemos(pag.2) que si d es 1a distancia entre dos pun

tos x, y se define
cos d \(x,ï)\ siendo (x,ï)=(y,ï)= 1.

_—

Si y::x-+dx se tiene
d — 1- dsz ooo.

cos 23 _ 2. +

(1+ dx,ï+ dí) = (x,í) +(deE) 4-(x,dï) +(dx,dï) : 1
de donde

(2) (x,dï)+ (ï,dx) + (dx,dï )= o

Asi , 4

“¡Ei-dí” = l1(x,ï+d'ï)(ï,x+dx)Sí

51+{<x,aï)+(¿un (x,dï)(ï,dx) 3

z 1+5; 31(x,dï)+ (ï,dx)+(x,dï)(ï,dx) 3-...

É
H

Entonces, de cos gs _ [(x,Ï4-dï)\ queda

2ds2 Z -_%_L (x,dï)*‘(ï,dx)4—(x,dï)(ï,dx)5

c152= -1. ‘\(x,dï)+(ï,dx)+(x,dï)<ï,dx)j y por (2)
(3) as2 = I. lL(dx,dï)-(x,dï)(ï,dx)}

Siendo ds2 real, pues es igual a su conjugado, para cual

quier variedad en P3(C)

xi: xi(ul,u2,..,ur) rsíS, u¿€R

calculando dx; y sustituyendo en (3) tendremos una mátri
ca de Riemann

(h) dszz s“.du1du 1,1:1,2,..,ré5J
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o sea , una variedad de Riemann de dimensión r. Estamos

suponiendo suma sobre los indices repetidos.

Para dicha variedad se puede calcular el elemento de
volumen r- dimensional

(5) dVr : x!‘ gijldulAdu2A..Adur

las barras indican el determinante de 1a matriz Qgij)

Para las curvas analíticas (r: 2), ademásdel ele

mento de área (5) se tiene,

.0}; dxd\dï°+ dxlAdïl+ . . .+ dx3lxdï3
y para superficies analíticas (rzzh) ,además del volumen
(5) se tiene 

.Si%::dXAdïr\dx
o o

+.
1Adïl + (1on dZoAdxzhdxz-F dxadïgdxídïé

+—dxrdïrdx2dï2-+ dxrdïrdxjdï3-+- dxgdxgdxjdïá

Vamosa ver esto con más detalle.

a) Consideremos las variedades dependientes de un pa

rámetro real , que hemos llamado hilos, es decir,

xizxi(t), ïizïiu), tzï, 1:0,..,3
tenemos

dxizgíg dt , díi z Dïn: dtSt
reemplazando en (H) se obtendrá el diferencial de arco co

rrespondiente a un hilo.

En particular , para l-cadenas será:

xo:.xo(t):-t , x1: x1(t):J l- tz , x2: x -0

dx = dt , dxl- -2t dt
° ‘ 2‘1'1745r
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Asi, 2 ’ _ _ _ l
ds ;: HL(dx,dx)- (x,dx)(x,dx)J

¡ - - - - l
-—h [dxoadxo—+dxlAdx1+-dx2mdx2-+ dx3ndx3í

z k {dtfl t:1 dt7“+t dt- t dt‘Jl-tZ

z 1+. 1 dtZl-tï

ds: 2 dt y 1a medida (longitud) de cada
Vl-tz

l-cadena es

A 4

Idsz2fdt Z 2arcsent :2TTJi-tï
__A -i

b) En variedades dependientes de 2 parámetros reales

es decir, _ _, ,Vzv’J:0,00,3
cabe la posibllidad de que pueda escribirse

xJ=xJ(u,v): xJ( u-riv) , serán las curvas

analíticas y es sabido) [6] 3 que admiten el elemento de
área

,13}::dxd\dxo4—dXYNdXIA-dx2Adx2-+dx3Adx3

Para curvas en general , dadas por

x3: xJ(u,v) con J :0,l,2,3 , u,v,€.R

dx-axj du+ 3x1 dv
3’ a u 3*v

dY _ 9’71 du+ aÏJdvJ’ ali av
ïd ' d" _ (3.x .3 - D.x É); ) d d

XJAxJ_ av; Du: au; av; VAU.



-12

xixdï dx,:x ï(r)ïjï ana-M13; )dur\dv
J 1 J 13 au av au 5V:

con 1,3:0,l,2,3, renmplazandoen (h) se obtiene su corres

pondiente ds2 en términos de las coordenadas reales u,v.

En particular, para 2-cadenas queda

x = xo(u,v): u , x1: x1(u,v)::v , xïx2(u,v):-_Vl-uz-vZ

0::du , dx1= dv , dx2t-Su.du-+v.dv2
l-u -v

x3: 0 ; dx

Ahora,

dsZ: l+¡L(dx,dï) - (x,dï)(ï,dx)}
(dx,dï)= dondïo+ dxlAdïl+ dx2Adï2 =

:du?‘+dv7'+( u.du+v.dv )Z
1- uz -v7'

(x,dí)(ï,dx): u.du+vdv- (udu+vdv):0
Luego,

z
ds": I+(du2+dv2+ guduivdv ) )=

l-uZ-vZ

zh t (1-v2)duz+-(1-u2)dvz4-2uvduAdvïl-u?é v1

o sea,

g11H51—vZZ 2g12:: 8ü9'¡22) g22.:hgl-uz)
l-úz-vz l-u2-va l-uz-vl

d Area:;\/|gij| duAdv -: SJ 16(1-u2)(l-v2)-16u¿.vz dUAdV:
1- uz-v2

z ‘+M duAdv1 ML
l-uZ-vz \/ l-u2 -v?'
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Integrando,la medida (área) de cada dos cadena es

jdhzjk dudv z área de la esfera , es decir,-u -v
ufivléi

área de 2-cadena.:área esfera: MTT

c)En variedades dependientes de tres parámetros reales
es decir,

y en general,en variedades dependientes de un número impar

de parámetros reales no cabe la posibilidad de que sean
analíticos. Tendremos

de= 313du1+311 du2+9x3 du3
a L11 a u2 3‘13

dïJ: 3x1 du1+3xj du2+axj du3
a u1 a u2 bu3

que habrá que reemplazar en (H).

Considerando el caso particular de que fuera una 3-ca

dena queda

xo: xo (u1,u2,u3): u1 , x1: x1(u1,u2,u3): u2
—— — 1- - -2

x2; x2(ul,u2,u3)_ u3 , x3.,x3(u1,u2,u3)_4/1 ui u2 u;

dxo: dul ,dx1:.du2 , dx2:;du3 , dx3Z -(u;du.+ u;du;+—u3duá

Tenemos

d82: h(dx,dï) pues (x,dï)- (ï,dx)::0 para r-cade
nas, por lo tanto, ds es el elemento de arco de la esfera
r

S y por consiguiente ,el área ó volumen es el mismo.
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d) En las variedades dependientes dg H parámetros ,
es decir,

dx =Z¿3_><.1 du
J ¿:4 3'11 1

A1 igual que en los casos anteriores sólo resta reemplazar

en (M) .

Si se trata de una superficie analítica, es decir,

x3: xJ(u1+ iu2,u3+-iuh) es conocido (Santaló,Í6])

que se puede tomar como eüemento de superficie (6 volu

men)

dvh;1iídondïoAdxlAdï1-+ dx¿g¡ïg¿dg¿Adï24.

+—dx6dïoAdx3Adï¿ +—dx1Adï1Adx2ndï2%

4‘dxlAdï1AdX3Adï3 + dx2Adï2Adx3Adï3

e) Las variedades dependientes de 5 parámetros no pue

den ser analíticas y su ds se obtiene en forma análoga a1

caso c) .
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CAPITULO II

DENSIDAD Y MEDIDA EN GEOMETRIA DE HERMITE

l.DEFINICIONES

En el capítulo anterior, pag.l, se ha definido el gru
po hermitiana eletico , que llamamos H(n4-1), y geo

metria hermitiana eletica. Ahora deseamosdar una

densidad invariante con respecto al grupo hermitiano
eletico, para subespecios lineales y cadenas normales.

Salvo un factor constante, esta densidad es la única

invariante. En todo lo que sigue las densidades serán con

sideradas positivas y reales, es decir, excluyendo al fac
tor complejo i , en caso que apareciera.

Sea L: un r-plano fijo en Pn(C) y sea hr el subgrupo

de H(n+-l) que deja invariante a L: . La densidad para

r-planos es el elemento de volumeninvariante del espacio

homogéneo H(n-+1)/ hr . Esta densidad invariante existe

pues hr es subgrupo cerrado del grupo compacto H(n+'l),

(Santaló,[7] ).
Para hallarlas veamos previamente

2. LAS FORMAS DE MAURERACARTANDE U(n-P1) Y DE H(n4—1)

Supongamosque Pn(C) está referido a un sistema de coor

denadas homogéneas definidos por los puntos 1°,x1,..,xn

que son los vétttcss de un simple autopolar, o sea, cumplen
las condiciones

(2.1) (x1, í J) : al]
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El metodo de la "referencia móvil"(repere mobile,
movingframes) consiste en definir las formas diferen

ciales vij por las ecuaciones

(2.2) (123;?) ¡,1ij i:0,1,..,n
de donde teniendo en cuenta (2.1)

(2.3) “funk? >
De (2.1) se deduce

(dani,ïc")+(x1,dïiJ ): o , de donde

(2.I+) v“: Vu: 0

La medida cinemática de U(n+-1) ea 1a integral del

producto de todas las formas v1: , ¡ía independiehtes ‘

o sea,

(2.5) dU(n+1): A WJkAWJk¡xth con kk, 053,1(‘h5n

Para H(n4—1)hay que quitar una wii, ver [7), 11"
mando w11 al producto exterior donde 1a wii ha sido

emitida, (2.5) puede escribirse de 1a forma

dE(n+1): W°°+ ...+wnn

3.DENSIDAD Y MEDIDA DE SUBESPACIOS LINEALES

Sea el subespecio lineal L: definido por los puntos

x°,..,xr , a partir de las ecuaciones (2.2) ee tiene que

wákzo para Oékír , r+léJSn

comoson formas complejas tambien ïjk=:0 y por lo tante

sabemos de [7], cap.10 , que 1a densidad para r-planos

invariante por H(n+—l)es
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(2.6) dL,¿; /\ (kaAïJK) oéké/L,r+léjén
Vamosa especificar para P¿(C) los casos de puntos,

rectas LL , y planos L2 o

Densidad para puntos
o

Tomemosel punto P coincidente con el vértice x , si
este punto se supone fijo, por tratarse de coordenadas ho
mogéneas debe ser en (2.2)

o_ H o _ _ _
dx i .oo x y por lo tanto wal- w°2_.vo3_.0

La densidad pare puntos según lo anterior será:

dLo _ WolA wo2 AW°3 Avol/w102 A1103

Siempre vamos a tomar las densidades como positivas de

manera que no va a importar el orden de las pfaffianas en

los productos exteriores que expresan las densidades.

Densidad para rectas

Para rectas, tomando1a recta que pasa por los vértices

x°,x1 , siguiendo el métodogeneral (Santaló, [73) tenemos

que L1 estará fija si (2.2) se reduce a

dx9: wooxq+ wolxl
i o 1

dx z wlox-+ wllx

Es decir, que voz: wo3::w12:.wl3; o >ytambien sus con
Jugadas. Nuevamente,

dL1= Voz/x w°3 A wle W13Aw02 AWO3AH12Aw13

Densidadde planos

Para planos consideremos el subespacio determinado por

x ,x ,x2. Quedará fijo si dxo ,dx1,dx2 varian en el mismo

plano, es decir, en (2.2) queda
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de; wooxq+-v01x14—w0212

dx1: U1°X°+ w11x1+ Ulzxz
2 o 1 2

x : waox 4-v21x +-w22xl

por lo que debe ser v = v :.w : 0 , y tambien sus
03 13 23

conjugadas.
Luego, salvo factor constante,

dI.2:wo3 /\ ¡'13 Av23 Aw°3 A¡113¡“'23

La forma diferncial dLr es de grado 2(r4—1)(n-r) ,

comoera de esperar ya que el espacio lineal Lr en Pn(C)

depende_de2(r+-1)(n-r) parámetros reales.
A1 integrar 1a densidad de un subespecio lineal sobre

todo el espacio obtenemos 1a medida total de dichos subes

pacios en el espacio hermitiano que estamos considerando.

Es sabido, [6],(6.l+) ,

«pvühïü . l
med.total LT: jar. ._ (2m) 112.4 r.¡ r _ ooCh’l‘)‘.

En P3(C) tenemos los siguientes caess particulares
3 3

med.total Lo: fue _ Igzïrul 2 MT
total ‘ 3. 3

1, z.med.tota1L = dL _ | 2m L ¿ELltiall ' "¡Ta!¡'L’ 3'
3med.totalL2: = . _ l'I'Tra

C 2‘ 'total 3. . 3
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HDENSIDAD Y MEDIDA DE CADENAS NORMALES

Ademásde los subespacios lineales, hemos visto en el

cap. I que tambien tenemos las llamadas cadenas normales.

Hemosdefinido(cap.I,pag.h),una cadena normal n-dimen

sional, en Rh(C), como el conjunto de puntos que puede ser
expresado paramétricamente por

-—h nz;2_ x"l ,Ï)\2:1 >\€R
‘: J ¿:0 J J

Con objeto de hallar su densidad recordemos que
r -5

(2.7) wrs ; (dx ,X ) : O(T5+if.“ conos? agr: 0 y figfisf

Tenemos entonces, usando (2.2)
Ch .n TI_ J _ <7 h

dz1%:0 A3433“)th esdecir,
h h (-73 ' h

dz : ¿SOÁJOSÏI x + .Zíím >‘Jfl1hix

Observemosque los vértices (x°,x1,..,xn) e (110,..,ixn)

no corresponden al mismo tetraedro,1uego para que Cn quede

fija vemos que dz debe ser combinación lineal con coefi

cientes reales de x°,x1,..,xn , es decir, dz €.Cn si

fín: O . Vamosa considerar los casos particulares

de P1(C) , P2(C) y P3(C) .

a) Cadena unidimensional en Plggl

Para hallar 1a densidad y medida total de las l-cade

nas en este espacio se trata de hallar las transformacio
nes (1.5)

_tZ':AZ con A.A:I
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Para interpretar A, sean 3::(xo,xl) .Y=(Y09Y1)108
puntos imagen de (1,0) y (0,1) respectivamente.

<::)=<:: ::> (2:) kC: 1:)
La condición ¡t.AA:I se cumple por ser

(x,X)= 1 y (y,Y)= 1 , (x,?)= O

Veamos la condición 91.6), det A==1

Sea , en general, 1::(PoeL9°,P4eLe‘), y: (S amar]. emi)

(x,ï) :1 entonces Pol-FP:: 1
2

(y,ï): 1 entonces r°+—rÏ=-1
¿(eo-wo) ¿(ef‘kfi)

(x,y)= 0 entonces Poroe + Parla ; 0

de donde

eo-Woze‘JP‘ 9 Por°+ Pirl: O

La condición (1.6)
'e ’e . ,

P84 o Ple‘: A ¿93m P ¿(95%) L,
r eÜ% r ek% z orle .To 1 =

o 1

o sea

Quedan así _w¿e L9 L L
x=(ï’oe°,fie fi), y:(roe‘P°,rAe‘) con

Z Z 2 2
90+ñ=1 y ro+r1=1 9 Poro+PArl=o ’ P0r1-'Per:1

Las dos últimas condiciones dan

I.1: P0 ’ roz-‘Pl

quedando
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(e L9 46 -160
.x=( Poe O J’le A) o Y=("f’10 AQPOG )

con P:+ Fï' : 1.

Vemosque cada 1-cadena depende de P°,Ï1,9°,61
2 2

con la única condición Fo + FA:1 . Comolas C1 depen

den de 2 parámetros falta imponer una condición a 10391.

Pongamos 9°: 0 y 959 , queda

(2.8) X=(P°9P19L9) l Y=('fle'-L91PO) con Y; +11 :1

Ahora,según lo anterior( cap.II, 5 1+)y el método gene

flm :fl00zo y del: fielA oo

De (2.7) y (2.8)

dx=(dP°,eLedP1+1F16Le de)

ral

dy:( ifle’Le de- e19 dfl, df’o)

(1) noo: (dx,ï)—. Po dFo+fidñ + 11’42de; ithde

(2) w“ = (fi dfi+ Podg+ ifiZdG: -1 Plde

wm: (dxi): -fi‘e¿edg+ Poeigdfi‘l'1 fiaeiede

fi“ ;—fi sene dfg+fi sene dfi + ¿a cose de
Reemplazando queda

dC]; -PÏsened9A dPo-Pozfisenederxdfi, o sea,

(2.9) dCl= 4; gene delx dfl,

y su medida total será según cap.II, É 1
211 4

Idol-:flflsenememg: j |sen9\d9fl 1-¿2 df;O



Á

=1+.2j x/1-1'gz de, = hair - 2mo T’

Es evidente que sumando (1) y (2) se tiene /q¿+ ¡O
Pero veámos otra demostración siguiendo 1a indicación

dada en [7] .

Hemos obtenido que la matriz A es

X Y

A : o o COD X :(X09X1) 9 y: (YOQYi
x1 Y1

Sabemos que (x,ï)::(y,;)= 1 , (x,;)= O y det A==1

Diferenciando esta última igualdad

d( det A ) = 0 o sea ,

d( xoyl-yoxí)= 0

dxoyI+ xodyl-dyoxl-yodxl= 0

Tambien

d(det A ).det ¡t = o reemplazando

°= “Jah-71+ xodï'lïoïl“‘15'01‘1350‘71'Yodxlïoïl'

’ dxoï1ïaïi- xodylíoïfi"dyoxlïoïl+yoïodïlïl=

= d‘o‘o' “30’95 dy15'1' “1’1‘1‘1 '

‘ dyoylxox1+dxlylxlyl' d‘o’ayoxl ’ xodylyox1+

+ dyoïo-dyoïoxoïo+ ’ =

.= dx°¡¿+-dxlx14-dyoyo+-dylyl - dx x y y 4-dx x y y —

' dy1y1x1x1+ dy1"1"15'1 ' dyoyoxox + d3’oï'o"o"o
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b) Cadenas bidimensionales en P2Q92_

La densidad de 2-cadenas en P2(C) será notada dC2

6 dc; en caso de posible donfusión , donde el superín
dice indica 1a dimensión del espacio en que se considera.

Con esto según lo anterior,

aca: fiorfiorfiomfi/¿wu = /ó°°+/a“+/bz.2 ya que

mom. */5¿L=°0"1’°ám°51°
Fn P2(C) tenemos x ,x ,x ortogonalos entre si y

sin pérdida de generalidad podemos suponer que salvo un

factor unitario , verifica

x2:: [29,ï;] donde el corchete indica , como

en Rohde,[5] , producto vectorial.
Ahora,

(1) /606'F/@4-F/322: (dx°,ï°)4—(dx‘,ï‘)*'(dxz,ï2-)
dx2= [dï°,ï1]+[ï°, dï1]

(dx ,52) : (Exo, x 1] , [dïo,ï:l_']+[ï°, dïl] )=
: ( [x°,x1] , [dï°,ï1])+ ([x°,x1] ,[ï°,dï]3)

Aplicando la identidad de Lagrange a cada sumando queda

(ï2,dx2) = (x°,dï° )(x1,ï1} - (x1, dï°)( x°,ï1)+

4-(xo,ïO)(x1,dï1)-(x1,ï°)(x°,dï1 ) =

=(x°,dï° )+'(x1,dï1 ): - { (dx°,ï°)4'(dx1,ï1)}

Reemplazando en el segundo miembro de (1) resulta

_/300+"+fiu : o
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yla medida total de 2-cadenas sabemos de [5] que

3

dos z 23Ttotal 3

c)Cadenas normales en P3(C) .

Veámos que ocurre con 1- y 2-cadenas en P3(C).

Para l-cadenas ; si zezc1 , siendo C1 que pasa por
o

x , xl se tiene
_ o 1 4 1

z _ Áox +>ïx con JzOÁJ: 1 y ÁJGR
Ahora l

’ (12:7;
J=0

¡ghf=/3O¿:o y además dz no es combinación lineal

AJ dxJ e Clsi, por lo. anterior,

no nula de 12,x3 o sea , debemos pedir tambien que

w°2= wo3=un :wfio . Con esto

dCl= Fm AK,“ Avoz M1103“¡'12 “¡13A voz Awofvfivn

Por lo visto en las pag. 1? y 21 de este capitulo

podemosescribir
1_ 3 _

dC dC1 — dC11- AdLí

indicando el superindice la dimensión del espacio en que
tomamos la densidad.

Y su medida total se obtiene al integrar sobre todo el es

pacio, luego por lo anterior , y por pag. 18 y22

s
fd3 = fdcï . ÁLÏ = NET" - QE
tota tot. tot. 3 ‘- 3

Para 2-cadenas , si zéícz, siendo C determinada por2
o

x , xl, x2 seré
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ZZ Jdz = J o € 81 flm =fioz=fi2=fioá[4:0

y además w°3 = ¡13 : u23 = 0 ysus conJugados 5 quada

por pag. 18 y 23 , que

_ 2 3
2 _ dc2Asz

dices son usados de igual modoque en l-cadenaa.
dC : dc; , donde los superin

Al integrar sobre todo el espacio , de pag.13 Y 2”

quede

_ 3 ._ 2 3 =Jaca _ fdcz _ fdcz . deztotal tota tot. total

3 3 9- 241 . w - 8.3
' 3 3 — 9

Por último tenemos las 3-cadenas.

Según lo ya visto, sabemos que

C103= fio 0602 WoaAfi/zA/j/y/g'asl‘flo w/J'm/ó’z2

que tambien podemos escribir

dC3= fi>°°+fi“+ num” va que Ama“ +fl>22fi35°

1a demostración es análoga a la hecha en P¡(C) , es

decir , diferenciar el determinante de 1a matriz y luego

reemplazar convenientemente a partir de 1a ortogonalidad
oy unitariedad de los puntos x ,x1,x2, x3 .

Respecto de la medida total de 3-cadenes veremos en

el S 8 del cap. III que
S

med. total C3 - 211’ ‘9
Resumiendo,
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5. TABLA DE DENSIDAD Y MEDIDA TOTAL DE ELEMENTOS EN P3(C)
o

Cada L1 se refiere al determinado por los puntos x ,

x1,..,x1 , en P3(C)

DENSIDAD MED. TOT.

‘17,“ wo“ voz Awo3A¡01A ¡02A ¡03 ¿La?

L1 U°2AW°3A w12 AW13A702AG03A712A 713 TEL}:

7;: “03" w13A“’23A‘703" 313“ “723 ¿una

C1 (¿OFPOOAWOZAWO3A un Aw13AI’02AWo3 A 712 A 713 ‘__2_7T5

C2 ficfioz ,¿‘floowoyxw13Aw23/xïo3 /\ ¡13A ¡in/fi, _g_7r€

°3 fia/¿film pzspoopflfin —3—T‘5

6. DENSIDAD CINEMATICA

Es sabido que la densidad Cinemática del grupo U(n-+1)

es el producto de todas las l-formas independientes

ka, ¡3k , salvo un factor constante. Es decir, recordan
do que

wod+—w11+-w22+-w33:0 se tiene que

dU: wol" "02 " "03 M'12 M"13M’23“'01” w02"“03" "12"

A w13""'23 A"'11 “'22 A“’33
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7. ALGUNOS RESULTADOS EN Pn(C)
TEOREMA I

Dada en Pn(C) , una J-cadene (J<<n) y un punto ¡gti

togonal al LJ que 1a contiene , queda determinada una
Jd-l-cadena que contiene a la J-cadena y a1 punto .

DEMOSTRACION

Sea z €ïCJ y /¿°)/AfR / /qf+yuïz 1

#0 z HX, JCMLM (a, x°+-. + A338) +A13CJH=

: #3 Ac.ro+l i _+//LO>\JxJ+“qJCÁH-A

a 1 Z 2 Z 2 Z;
pero (Fake) +___+Lluo>\5\ +/LL4=/¿°(>\o+--.+>\J)+/Á1 L

J+IL d t C
uego n/¿O +>fiil x e erminan una .J+_1

Lema 1 .

En PnCC) , un punto x ortogonal a LJ (J<1n) depende
de 2n-2(JÁ—1) parámetros.

Este resultado se Justifica directamente por dualidad,

y como consecuencia tenemos

Lema 2.

En Pn(C) , un punto ortogonal a una J-cadena depende
de 2n-2(J%—l)-J parámetros, ( Jé=n-2) .

TEOREMA 2.

Toda J-cadena en Pn(C) depende de N(J,n) parámetros rea
les , donde

N(J,n) 1 Hn(1+122-J(3L+1)

DEMOSTRACION
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Haciendo inducción en J , vemos que

si J: 1 , una l-cadena en Pg(c) es

>bx°+ ¡111 con Áí+ Xi: 1 ¡ Ámer R

Por Lema 1 x° depende de 2n parámetros ; ¡1 depende de

2n-2 parámetros por pertenecer a1 hiperplano polar de x°'

luego 2n4-2n-2 = hn-Z .

N(1 n) _ hn.2- +-1 _ 8n-h _ hn-Z’ ———2-L—l—"T”
Por otro lado

Supongamos que una J-cadena depende de N(J,n) parámetros

y consideremos una (Ji-1)-cadena ; por Teorema 1 y Lema 2

se puede considerar generada por una J-cadena, por lo tanto

el número de parámetros de los cuales dependerá será

N9J,n)-L2n-2(J+1)-J Z hnfij-i-áz-1531i124, 2n-3J-2 =

: 1m(1+1)-3á -.1+lm-6;l-‘+z lm(1+2)-—(á+1)(u+lr):¡q(¡,+1,n)

que es lo afirmado.

Otra demostración del Teorema 2.

Comouna C queda determinada dando el LJ que 1a contieneJ

y luego CJ en él , el número de parámetros de que depende
será la suma de

a) Númerode parámetros de que depende La ean(C) .Si
bien conocido para el caso real Pn(R) , ea (n-J)(J+-1). En el

caso complejo será 2(n-J)(JA—1)

b) Fijado LJ , para fijar 1a J-cadena CJ hay que dar el
(n+ 1)-edro x°.x‘,,..,x“ ortonormal, para lo cual hace falta
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J(J+'2) parámetros (dimensión del grupo H(n+1), [7]

pas. 339); pero luego 1° puede variar dentro de 1a CJ
(dimensión J ), ¡1 dentro de 1a C _1(omitiendo x° ),..J
o sea hay que restar

J+J-1+...+1 Z ¡“+12

En total

MJm)+flnq)U+1%+flj+2%-J(¿+n

DEFINICION2.1 z Llamaremos grado de 1a densidad de J-ca

denas en Pn(C) a N(J,n) .
Explicitando algunos casos particulares:

En P2(C) , coincide con lo expuesto en [5] ,

grado de densidad de C1: H(1,2)==6

n n n n c2=N(2,2):5

En P3(C)

grado de densidad de C1==N(1,3)='10

" " w " 02: N(2,3o = 11

" " 2 w c3=n(3,3)= 9

DEFINICION2.2 z Diremos que una n-cadena normal en PÁC)

es propia si no es igual a ninguna (n-J)-cadena normal

contenida en ella , con 1é j é n-l

TEOREMA .3

Si dos n-cadenas propias en Pn(C) se intersectan en
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.(n4-1) puntos distintos, estos son ortogonales entre sI.
DEMOSTRACION t
Sean >bx° + ...‘F)hxn: >\. X una n-cadena y

o _ t _
/uby -+ .ïggtfhyn- //¿ ,0Y otra n cadena con1a notación .° x

¡x z a X- o y analoga para e Y' on fi
m

La propiedad de normalización puede expresarse
x°ï° xoïl ... xoínKit: =I
iñï....;.ïl.......;ñiñ

siendo I 1a matriz identidad. Tambien Y Ït = I

Existe una matriz A tal que

Yzáx , Ï:Ï.Ï y quesatisface
I = Yït= Axítí"; AT: I

(1) nit: I<—>TMZ 19134€» Ati :I
Los puntos comunes a las dos cadenas serán

PXCX: ÍY: ÍAX=> ¡okt-760% entonces

(2) z ¡él/IEA ,con /\ ,/LLreales debe ser__ .t .

(3) f ./\ z ¿LJ? A

Separando la parte real e imaginaria y poniendo Ji}: +1PZ
queda

(-‘h
fix: ía/UBRGah1

——m

¡OzÁA': 2‘30 “h Im ahi

Las incógnitas son A0,“, á/g,” n. Para]: y/Étene

1:0,1,oo,n

mos 1a ecuación



ñ Re aOOReaol... Re aon

‘ñ Re anoReanl....Re ann
P = °¿\ Im aooIm aol... Im aon

00000000000000000000

\ Im anlnoooIm

que es de la forma m4 m4Y] .

(xo/1+ u4fi P2 +. - .+°<mf¿=o

Tenemos una ecuación de grado n+1 en Pa
li

' «¡+4

O(o+d1(f2 +_‘___+o(m(g_):oJ’. á 5’.Para cada una de estas raíces tendremos una solución

kiwi 1:0,1,..,n.
Supongamosque tenga n+1 raíces distintas ,vamos a ver

quea raíces distintas (_}Ï corresponden
P4 P ÍÏ e,

puntos ortogonales.

Pongamos f; = ¡ZP “ya? , 1;: fáhfi Ig? g tenemos
en matrices

P At z/¿tí , JDescalar,>s,/u1 A matrices
usando (1) __

fit; j) XCAt y sustituyendo en (2)
fi XC = P ÁiAtA o sea,

XC- >‘JÉAtA esta es una ecuación que

cumplen los autovelores f
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Sean_ j: , já dos autovalores . Será

p ’t F t PQ; [J t t

_FL>\F: AFA‘CAá 7% A? NY: XF“; AqrP P
P ‘E _ t t 't — t t

.Fï_>\or_>\qrAA—> éAïX}- AqrAAA‘,
Rejiando fi

4:. t t

"¿LM M: A?“ >‘°r’>‘°r‘t“ÁF3 °
P ‘F

1a última igualdad fior ser ÁtA matriz simétrica.

Por tanto, si pfq t
.É% Ji? >\A :0
F F P “rP 1

Es decir,queda la condición de ortogonalidad de los

puntos comunes :

t t
3P: XFXv 1’;
_ _ .t __t _ tf;¿APXX CSPC‘,

puessi p;q ¿72:1 y :1.
Con esto queda entonces , que si dos n-cadenas normales

se intersectan en n-+1 puntos distintos estos forman un

n- vértice autopolar.

TEOREMA h.

Sea Cn la n-cadena de ecuación /\ox°+ ...+Ánxr._llcon >36}!
Th 2 o n

Yléíí ÁJ;;1. Sean y ...,y ná-l puntos de Cn ortogonao n
les entre sI, entonces la cadena floy+...+/U'ny con
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T“
. 2

é:b/UJ ; 1 coincide con la Cn dada.
DEMOSTRACION

n
Sea X=A°X°+o..+>\%x2

n+ 1)-upla >\°,o ooy>n con Z :13:0
Como yJ e.Cn

para alguna

existe una matriz B e;R(n4—1)x(n+1)

formada por los coeficientes de

J = o n . o.
y OáJ x 'ï ... + oádx 3.0,1, ,n

Comolas yJ son unitarios y ortogonales entre sI,

la matriz ( exij) satisfacet
(0<>)(0<) = 1iJ iJ

Luego

(xooookn) = (flog-co
v

x :z/uby°'f...t%hyn para alguna (n4-1)-upla“ 2

(¡Mon . f4,“ que verifica JZO/LJ: 1
La otra inclusión se demuestra de igual manera usandoflha

matriz ( OSJ)É.
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CAPITULO III

DENSIDADES ENTRE ELEMENTOS QUE SE PERTENECEN

En los espacios proyectivos complejos,de cualquier di

mensión,no sólo podemosestudiar los subespacioe lineales
y las cadenas normales sino tambien cada uno de estos ele

mentos en otros, teniendo en cuenta exclusivamente su dimen
sión.

La notación que usaremos será para " A en B":A(B) y

para "A que pasa por B" a A [B] .

1. cases ne La RECTA P1(C)

l)dP(C1)= vol
Se refiere a la densidad del punto P2 1° en la cade

<rl 2

na c1 x = on°+AAx1 , ¿EOÁ¿=1 , ¿’Á4€R
Vamosa interpretar geometricamente esta densidad.

Para el punto general x (en vez de xo )

1)

hay que buscar

el conjugado y ( en vez de x

Poniendo AO=cos ‘P , Á“; sen‘? ( siempre es

posible por ser kimi: l) en x =cos‘PxO-k sen P x1

y su conJugado en la misma cadena Ci será
y = -sen‘9 x°-+cosV> x1 , pues (x,ï )= 0

Por tanto,

= Wok= (dx,ï): ,
d? (-senY’xO-kcosWx1 , -senY)I°-+'co€9 ïl\l

:cí?
Por el método general, 1a densidad es el producto de

todas las formas igualadas a cero. Aqui , dP(CÁ)= ¡OA
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pues w 0 pero 701 = vol , al no ser indepenol=
diente no interviene en 1a expresión buscada.

De aquí , 1a longitud de una 1-cadena es 2’JT , como

ya sabíamos( cap. II, Sha) ). i

2) dCIEP]: (dx1,ï1)= M
Se refiere a P 5 xo y la C1 de ecuación

>\°x°+ A. x 1 ) >\,\>\.€R y Aí+>31=1

Para tener una interpretación geométrica tomemos
1* o 13(- 104 1

x ortogonal a x , o sea , x = e x .

QDQ] De aquí, (dx1* 51* ) =

= e1(°"°°(dx1 ,ï1)=(dx1,ï1‘)

.I Si parametrizamosx°, xl comoen
capII, Sha) tenemos

JI¡o ___ ( [3° , ñ ¿.194 )
2 'L

x1 = (ro eikf)o ,rl 91‘94 ) con Pla-Hi -_-1

r: + ri = 1 y por 1a ortogonalidad queda

rO’Ï)+r1P4 :0 y QAZY‘_\P0

Un breve cálculo nos da (dx1,ï1).—. dGA , de donde
2.31

fa cl[x°] - f (19‘ : 2:17total 0
Verifiquemos la siguiente'expresión dual'

dPA dcl L p] = dc1 AdP(C1)

dP = w — -210<°‘A 04 según notación de pag. 19olAuol '
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Asi el primer miembro es -2icK°¿xfig,»/3M
Tambien por lo visto en pag.19

dCi: 2/¿04FM

El segundo miembro queda

Luego, salvo un factor constante , tenemos lo afirmado

Resumiendo

a)TABLA DE ELEMENTOS QUE SE PERTENECEN EN P1(C)

DENSIDAD MED. TOTAL

P(Cl) vol 23T

C1[P] fl“ 231

2. CASOS DEL PLANO P¿(C)

Sean x°,x‘, x2 los vértices del triángulo autopolar

de referencia; llamamos

Hrs : (dx“,Ïs ) y Hrs«¡rs = 21/:lrs , wrs+ ¡rs = 20(rs
con r,sz 0,1,2

Los elementos que encontramos en este espacio son punto

y recta y cadenas normales uni- y bi-dimensionales,con

estos se generan 12. elementos que se pertenecen y que
estudiaremos a continuación.

Debemostener presente que en P¿(C) , punto y recta son

duales. Llamaremosen lo que sigue G alas rectas.
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V1 dP(G)

El caso de punto en una recta se reduce a dP en

P1(C) , pag.17 (2.6) ,luego ya sabemos que si P E XO

y G la recta que pasa por xo ,xl

dP(G) = wal/x501 y su medida total- 2ïr

2 V dP(C4)

Sea P;s x° y C1 la 1-cadena formada por los pun
tos 1

>xox°+ >x,\xl con Aí+>\‘:l , Á°,>\\€ R
Fijemos , ahora, la l-cadena y tomemos P variando en

ella. Esta variación no depende de 1a dimensión en que

se halle C1 , luego, como en P1(C),

dP(C1) = wol

3)dP(G2)

Comosiempre Pz.x°'y la C2 la 2-cadena normal de

finida porA°x°+>x‘xl+ Á2x2 con ¿:Á: :1 , A361?
Afirmación: dP(C2) = wolAwo2
A partir del caso 1) de pag. 3k y teor. 1 se tiene la

justificación de esta afirmación .

u) dC1(62)

Nuevamente , 02:2;0 AJ xJ y tomemos C1 tal que
pase por x°,xl..

AI‘irmacitSndel(C2)=C>(¿,2A°‘¡2donde los O<ij fueron
definidos en pag.l9

La invariancia está asegurada. Falta ver que 1a den
sidad se encuentra asi.
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Sea X€Cl , entonces debe ser
o 1

dx: x0 dx + A4 dx

' i i

Para que pertenezca a C2 , wo1 deben ser reales y

para que C1 permanezca invariante por los desplazamientos
dx, la expresión (* ) debe ser de la forma

dx;=on°4-Alx1 es decir,debe ser

entonces CKoaz092::0. Según 1a teoría general

'dC1(G2) = “02" (X42

Veámoslo desde otro punto de vista. A modode ejemplifi

cación ,verifiquemos 1a densidad como lo hace Rohde ([5])
usando excluSIVamente referencia móvil.

Ya sabemos que se elige positiva;por ser producto exterior

su integral no dependeidereparametrizaciones y por ser pro

ducto de productos interiores ( parte real ) es invariante

por movimientos hermitianos elípticos.

Veámos que está bien definido

Sean, en C2 , y°,y1 ortogonales entre si y sea Cí* la
l-cadena

xm°+ m .vl con #Éwffl fiJGR
existe y2 perteneciente a C2 , ortogonal a yo , yl

dC1(C2)= I(dy°,ï2)+(dï°,y2)j A 'k(dy1,ï2)+(dïl,y2)]1
Tomemos ahora,

yo" = e1°((cos\P y°+ sen‘f’ yl)

y1* _—_ei“( cos\° yl - sen‘P y° )
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3,2% z [50* ’ 51*] = e-214><[50,91] = El¿105,2

“303) = ’L1-dy°éïz*>+<dï°*,y33‘A[(dy1*,ïz*)+<dï1*,y2*ñ

:“ei‘X cos Y(dy°,ï2* )+ e1m:3en\o(dylyï2* )4'

Jr e'i“ cosxo(¿7°, y2* )+ e‘1“sen kP(c1ï1,y2*)}/\

Aiei‘x cos\P( dy1,ï2*)- eio<sen ‘Í’(dY°,ïz*)+

+ e'i“ cos‘?(dï1,y2*)- e'i“ sen‘P(d;o ,y2* 9]}:

;{cosY’ í eid( dy°,3-r2*)+ e'1d(dï°,y2* )} +

—\-sen\{J{eiu (dy1,ïz* )+ e-iu(d-};19Y2*)}} A .

A{cos‘P{ e“ (dy1,ï2* >+e'i“(dïl,y2* ñ.

- sen‘í’iei‘x(dy°,ïe*)+e-1‘X(dï°,y2*)u=

= 0052“) { e21o((¿yes 2*),(dy15296 )+(dïo,y2*)\(dy152*)

+(dyo,;2*);(d;1,y2x )+ e-2io( (¿0,3296 “¿1,5,2 * ); 

-sen2‘P{ e21“ (dylifi k(dy°,ïz* >+(dïl,y2udy°,ïz*)-:

’del vï2* Ndïo 9y2X-)+ 9-21‘X(dïlay2* )/\(dí°9y2* )ï:

__c052? {(dyo,y2»<dv1,.v2)+ (dí°,y2)A(dv1,í2)+

+ (dy°,ï2x(dï1,v2)+ (dï°,y2x< 171,378)“

+ sen2 ‘P{(dy°,;2):\(dyl,ï2) + (dyo,;2)(d;193’2)+

+(d?°,y2xdy1,ïv2) +, («15°,y2xdïl ,y2)} =
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=(dy°,3"2)«(dvlsïz) + (dï°,y2)s(dy1,ïz)+ (dY09ï7-2)h(d1-719Y2)+

+(dí°,y2),(dïl,y2)= ¡{01(02)

5) dGEP]

Por Rohde3 [5] a ya sabemos que este resultado es dual
de dP(G).

6)dCl[P]
o fijo, sea xlperteneciente a su recta

polar . Sea, ahora, C1 la l-cadena generada por xo ,x .

Dado el punto P;x

La Variación de C1 que pasa por P fijo dependerá directa
mente (exclusivamente ) de la variación de xl en la recta.

G polar de x? Luego, llamando dCIIEÍ] a la densidad de

C1 que pasa por P en la recta compleja xoxl y dx1(G)
a la densidad de xlen G se tiene

dC P = dcl P dx1(c)lu lu
Comocada uno de los factores verifica la inuariancia ,

tambien el producto.

7) ch [P]

Dado P s xo , sea G su recta polar; tomamos en G , x1 ¡2

ortogonales entre sí.Para cada x1, x2 queda univocamente

determinada C2 .
2z

Asi , si 02 ea la 2-cadena Z;_¡X-xd con ZÏÏ A :l
J:0 d J=0 J

ÁJ-tER , la variación de 02 que pasa por xo depen
derá de x% es decir , de la variación de la l-cadena ge

nerada por x°,x1 ,y luego, de 1a variación de la l-cadena
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*
que pasa por x1 ,x2 , que llamaremos C1 .

Con esto *
d02[É]= dclüflAdcl

8) dc2[cfl

Tomando, a partir del tear. 1 , una 02 generada por 1a

l-cadena fija, 1a variación es análoga a 1a de l-cadena

que pasa por un punto fijo, es decir

dc2 =/522
9)dG(61)

Comola dig G:=2 y dimR C1: 1 no cabe considerar este

0850.

10) dG(c2) , dG[cá], dc2 (c)

Estos casos quedan excluidos pues dimRG:=dimRC==2

3. dP(C2)= ELEMENTO DE AREA DE LA ESPERA 52

Sean xo, x1, x2 los vértices del triángulo autopolar de

referencia. Fijamos una 2-cadena C2 que pasa por x°,xl,x2
y en ella tres puntos ortogonales entre sI , X,Y ¡Z , en
decir

_ o 1 2
x - >\OX+ A11 +>\21

/ O / 1 2
2- ?. 2 2 C2 r)

con ____ ‘ = _ 1/- : Á_ Ï 3'
[:0 L ¿‘0 4' ¿EO/UZ

2 ¿ <2T
Z. yt:1l: " _/__ :0



Con esto sabemos que siendo P ze I

“(02) -: (dx,Ï)(dx,ï)
y si en B3 consideramos 1a esfera unidad ,los tres
vectores

¿4%, >49?) fl=( 120,4,42) ¡“J/aguawz)
el elemento de área correspondiente al extremo de )\ es

dG: (DeLL‘- y‘ ¿Lo chow! 31+ no —¿”2) d,\3M1/\2+(/1’¡,42- ¿zi/¿JJAIAAZ
En el sistema (1), siendo C2 fija , se tiene :

dx = d>\°x°+ d>\¡ ¡1+ «1%sz

(dxfi): 1/0 00+ y. d>\¡+ uz d>\¿

(dX,Ï)=/dod%°+/LA dA,+/a2 d>¿

Agrupando convenientemente y cuidando el signo del pro
ducto exterior

(dxfixdxj) = dP(c2)= do

Integrando sobre todas las variables tenemos que

med. total P(C2)= fiP(Cz)=/dcr = área esfera=¡+'JTtotal

k.MEDIDAS TOTALES DE ALGUNOS ELEMENTOS QUE SE PERTENECEN

EN 92(c)

En base a las densidades halladas anteriormente te

nemosque se verifican las siguientes expresiones:

(1) dpAdclp] = dC A dP(C1)1
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(2) dPAdCZEP]2 dczAdch)

(3) dcluxc2 [cg = dczAdclmz)

Integrando sobre todo el espacio en (1), según lo anterior

y [5] , que nos dice que

de ; 2:sz y deI: ¡HTS , obtenemostot. tot.
3 2 -1 2

med. total c1[ P] = 3er (2 Jr) = ¿HT

En (2), si PE xo, a1 considerar 1a C2
2 T

>\°x°+ >x‘¡1+ A21 con ÁJCR y ¿_ X1 = 1,J

fijando xo , queda 1a C}: 811+ >11? ; fijando xl
.x

queda la Ci _—_Áo10+ A2 ¡2 y fijando 12 quede 1a

* ,

CÏ rx: AJO-L)“ x1 , es decir, a1 integrar estamos
considerando la mismacadena 02 tres veces. Por tanto

ja? fdc2[P]= 3 fica .fimcz)tot. tot.total tot.

reemplazando de [5] y lo anterior queda s

3.¡+‘JT_2_3T3’= 23T2.med. total C2 [P] entonces
3

med. tota]. c2 [p] = ¡mz

Tambien observamos de la pag. 22 y #1 que

dc?- [P] = dCP-[cfl‘ de} = flaz‘flnfim
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Integrando

-1
med. total CZECl] = ktnz(27r) :27r

Con esto en (3) vemos que si C1 es 1a l-cadena que

pasa por x? xl debe ser 02 1a generada por C1 y ¡2,

variando C1 por los vértices 11 , x2 y ¡2 , x°
comoen la página anterior, el caso es análogo a 1a varia

ción de punto en la 2-cadena, luego a1 integrar

reemplazando
- 3

med. total C1(02) =(3_2_fÏÏ3 ) 1.HÏT .23T: Mir
3

lo que reafirma la analogía con punto en 1a 2-cadena.

Resumiendo, en P2(C) t

S.TABLA DE ELEMENTOSEN 92m):

Se halla en la página siguiente.

Recordemosque los paréntesis A(B) significan que la varie

dad A se supone variable dentro de la variedad B que la cont

tiene, y los corchetes A[É] indican que la variedad A con

tiene siempre ala variedad B . Por eso en el caso A(B) debe

ser dimA‘<dim B , y en el caso A [B] debe ser dim A)’dim B .
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DENSIDAD unn. TOTAL

P v°1 K '02 MT¡011502 2 37'7

G voz Aula Aíoz A¡12 ¿mi

Cl fiat AfiooAïoz ¡“'12 ¡x702Aïla #313

¿2 ¿04" 02"”42" ¿mA/344 '12;Wa

¿(6) vol/‘\;ol 21T áA

P(C1) vol 271

P(C2) volAvoa km.

ïcz) o(02»." (x47. WH

G [é] "01";o1 23T

fidaAvolA‘ïol ¡”mi

ica [P] fi)le 44" 22 “T1

cá [CJ] fin 297

6. casos EN P3(C)

En este espacio se encuentran puntos , rectas y planos

comosubespecios lineales y cadenas normales uni, bi, y

tridimensionales, por lo que podemosestudiar 19 elementos

que se pertenecen.



'Cono notación , llamaremos P,G, E a punto , recta y

plano respectivamente, y C1 , C2 , C3 , a las cadenas
donde

sible
en Pn

1)

2

u

5

6

7

8

)

V

v

)

)

v

el subindice indica su dimensión y en caso de po

confusión indicaremos C: a una r-cadena normal
(C), eventualmente,n,rtl!2,3, n) r .

dP(G)

Es equivalente a dP en P1(C) .(pag.l9)
dP(E)

Es equivalente a dP en P2(C) , aplicando (2.6) de
pag. 17.

dP(C1)

Por idénticas consideraciones a las hechas en P2(C)

dp(c})==dp(cí) en pag. 3k

dP(C2)

Idem 3) . dP(cg)= dP(cg) en pag,37
dP C

( 3)
Como se demuestra en pag.

dP(C )=vo Av con ng° y1 02A'o3
x°,xl,x2,x3 comoreferencia.

dG(E)

Es equivalente a dG en P2(C) que se obtiene aplican
do (2.6) .

dC1(E)

Es equivalente a dC1 en P2(C) dada por Rohde,[5] .

¿01(05)

Nuevamente,62 es fija, luego C1 en'c2 no depende de
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1a dimensión de Pn(C), y

3 3 8 _ AdCI(Cz)=dCI(C%)_ un du según caso ¡+) de P2(C).

9)dcl(c3)
Sean y°,y1, dos puntos ortogonales entre sI pertene

cientes a 1a cadena C . Con ellos podemos generar una
3

l-cadena en C3 . Cada uno de estos pares de puntos deter
mina una recta y por lo tanto, otra ( polar de la ante

rior ) de manera unIvoca.

Tomemosen 1a recta polar y 2,y 3 ortogonales entre

sí; con y°,y1,y2,y3 se genera una 3-cadena que coinci

de con C3 ( teor. k ) dada, luego, salvo signo, según
notación de pag. 19

*_ A“
d61(e3 ):=dC1(Cz)rst1(C2)- ogiayaíoíd ¡3

d°nd° OQJ=(inaÏJ)4'(dÏ1,yJ) con 130,1 1:2,3

y dC¡(Cz) indica 1a densidad de C4 en 1a 2-cadena gene

rada por y°,y*,y2 g dC«(C:) 1a densidad de C4 en 1a
2-cadena generada por y°,y4,y3,.

10) dCz(C3)

Sean ¡0,14,!2 tros puntos ortogonales entre sI per

tenecientes a 1a 3-cadena C3 . Estos generan una 2-cadena
y determinan un punto x3 ortogonal a los mencionados y

tal que 1°,x4,12,x3 generan 1a qa dada. Luego , la varia

ción de C2 en 03 fija está dada por la variación de 1°,

x4, ¡2 en C3 ,; recordando dCÏ (CÉ) , es
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«nos >= 0mm;
11) dG[P]

Dado PE x° fijo , 1a variación de una recta G que

pasa por P queda expresada por 1a variación de otro pun

to de la recta , ¡1 , respecto de ¡2,13 que completan los

vértices del tetraedro de referencia , por lo tanto:

dG[P] :‘wl2 Aun/x v12 A ¡13

12) dE [p]

Sea Ps x°; un plano queda determinado por tres puntos

sean estos 1°,11,12 ortogonales entre si. La variación del

plano que pasa por x° es la variación de x1, ¡2 en el sis

tema x°,¡1,12,x3 con x° fijo, o sea,

dE [P]=v13 A ¡123 A 1-113A 1723

13) dE [G]

En P3(C) plano y punto son elementos duales, por lo
tanto, si G pasa por 1°,xl , el plano E determinado por

21°,xl, ¡2 tiene comovariación 1a del punto x en la rec

ta que pasa por ¡2, x3 . Con esto según (2.6)

dE [G]: 1:23A¡23

11+) 401D]

La.densided de una l-cadena que pasa por un punto fi

Jo debe ser igual a 1a densidad de una l-cadena en una

recta que pasa por dicho punto por 1a densidad de la recta

en P3(C) que pasa por un punto dado , es decir,

dclmz dcfiP} dGÜ’]= /3¡4“"12A"'13""-'12"“-'13
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donde G es 1a recta que pasa por 1°,11; P 1° y el último

miembrocon 1a notación ya usada anteriormente.

15) d02 [P]

Analogamente al 1k) 1a variación de una 2-cadena

que pase por Ps 1° será la variación de xl ,12 ortogo

nales entre si , en P3(C) , luego

map]: dc; [P]A dE[P]

siendo E el plano que contiene a 02 .

16) dC2[c 1]

Consideremos C2 generada por 1° 1 2,1 ,x y C1 gene
rada por 1°,x1 . Si 6* es la recta dual de la recta x°xl

quedará según pag. 17 y k5

2 2 * ‘
dc2[c1] = dC2[Cl]/xdx (c )=fi22,\u23¡\w23

17) dc3[P]
Sea Eïsx° , elijamos ¡1,12,x3 en el plano polar de

x° de modoque ¡1 , i:0,..,3 verifiquen

(1153): (8%
densidad de C son cero las formas praffianas en que apa

3
rece dx° , luego

i,J;O,..,3. Comox° es fijo , en la

dC3EP]:éz°ól “6°?!” A/J’3 23 1 ZZ 33

18) dC3[C1]
En toda r-cadena hay contenidas s-cadenas si s<(r

y además (s4-1)pnntos ortogonales elegidos en Cs generan

la misma Cs,(teor.k) .
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Ahora, r :3, s :1 , en dC3LCíXsólo intervienen las

formas pfaffianas /62J que no dependen de los puntos que
generan la l-cadena, es decir

dC3[Cl] : ¿ZA/¿30623
Si C1 pasa por x°, x1 en la referencia x° ,

19) dC3 [02]

Analogamente a 16) y caso 8) del cap.III, 82

dc3[°23 =/¿%3

7. dP(C3)::ELEMENTO DE VOLUMENDE LA ESPERA S

o 1 2 3Respecto de x ,x ,x ,x

x1 .29“ 9

3

vértices del tetraedro funda

mental de referencia , siendo P210

dP(C3)= (dx°,ï1)A(dx°,ï2)A(dx° ,ï3)

Seen ahora, X;Y , Z,V puntos ortonormales de C3 , en
tonces z

x = Á:x°+ xxl + ¿la + ¿13

Y: ij°+ A1x1+ >Íix2+ A3413

Z; ng°+ >á11+'1%12+- >gx3

o 2 3
V:,A3x°+ >gxl+ Égxz-F A5x3

ï
Con1a matriz (¿X¿3 i,J:O,..,3 real y unitaria.J

Los >\¿ deben ser reales pues X,Y,Z,V pertenecen a la
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Por otro lado, considerando la esfera de ecuación

(XY-i-(Xfí- (>37; (Ás): 1 , su elemento de volumensatis
face

a? dA‘ d>3=ds3.>\3
5

donde ¡X es cose con 9: ángulo formado por el eje
y un vector de la esfera .

Si consideramos el elemento de volumen respecto de los

distintos hiperplenos posibles queda!

d>\°Ad>Ó Ad)? = ds3. >3'

dÁ°AdÑ Ad)? = ds3.A2

a)? “nino? = ds3.A“

d>\‘“03,403 = ds3.>\°

Multiplicendo cada igualdad por el Á? que aparece en ol 29

miembro y sumando queda

ds3_—_ÍdedÑAdÑ-i' >Ïd)?Ad>2“¡>33+ Ñdfidxïdiwfdxkdxzn d>3°

Esto , Junto con la última igualdad de la pag. 52 nos dice

que el elemento de volumen de la esfera S5 correspondien
z e

te al extremo del vector (>i,>{,>b¡>5) es dP(C¿) y su me
dida total es 23T2.

8. MEDIDAS TOTALES DE ALGUNOS ELEMENTOS QUE SE PERTENECEN

EN P3(C) .

Podemoscomprobar con facilidad que se verifican las
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identidades:

(1) dPA dcfp] : dGA dP(G)

(2) dPAdEEPJ= dEAdP(E)

(3) dPAdC-ÏÜ]: dclhdHcí)

(1+) dPA dcg [P] = dCzA dP(cg)

(5) dPAdC3USJ= dc3A dP(C3)

(6) dC2AdC3[C;= dC3AdCl2(C3)

Integrando sobre todo el espacio se tiene z

de (1) , según pag. 26

med. total G[P]._ 3'JT“.2'Jr(L91 ) ’1: 23T2
3

_‘+_
3

de (2), por dualidad

med total E[P]= 23T2

de (3)

med. total c [P], _E_3_Tr5.2JT(5__:115)’1:¡mi
1 ‘ 3 3

de (5) queremos hallar la medida total de una 3-cadena que

pasa por un punto. Tomemos P g 1° , al considerar la 03

>xox°+>¡x‘+>\¿x’+>;¿x3,fijando 1° queda la 2-cedena C75: ARN-k

)\¿¡Z=hx;5 . A1medir, es decir, al integrar tenemos le me
ddda de la 2-cadena ; fijando x‘ tendremos 1a medida de

1a 2-cadena Á°x°+JNXÏ+AgF y analogamente fijando alter
nativamente ¡a ,13 y luego integrando.
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Bs decir, al variar el vértice que fijamos y luego inte
grar contamos 1a 2-cadena , k veces. Por tanto, de (5)

far. fdc3[P] _-. k/c3 .fdP(C3) 06)

Un razonamiento idéntico puede hacerse en cada Ph(C) y
obtenemos

fdP./dC:[P]=(n+1)jC: .deCn)

Por otro lado ,tenemos en caso 17) Que

“¿PF 42A 43Más va, A42 AA33 Podemos
pensar los cinco primeros factores correspondientes a la

1
densidad de 1a 2-cadena 02 que pasa por x ,12,x3

y recordando de [o] que

fu“ : f/¿JJ = 2JT , nos queda

dcg[?]: dc; A/635 , integrando, según [É]
3 ‘ 3 4

jdc3[PJ:_Ï_JT .2JT:_¡3+_7T

Volviendo a 9%)y reemplazando por los valores hallados

en pag. 18 y S3

4 3 2 -4 ITs,

“¿Tati-SSL” La; (271) : gr

De (H), según pag. 18, 26 y k1

3 6 5 -1med total C - BJT. k1T(k Jr ) - 8 N
1 Z _ 9- _3 _ _3
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Nuevamente , de [6]

jflJJ : 2Tí entonces med.tota1 C3[C2]:jflágf 277

A partir de (6) s encontramos una siyuación análoga a

1a de (5), pag. 5k, a1 integrar, ya que variando 1a 2-cadena

fijada se cuenta H veces. la misma medida, entonces

jdcg .[dc3[c2]=lÏ/dc3.flcz(c3)
reemplazando según pag. 26 y lo anterior , queda

6 5 -L_ JT2
med.tota1 02(03) z g_JT .271(2_gJT ï - 2

Por dualidad, dE[6]=dP(G) , luego med. total EEG]: 23T

Analogamente a lo visto para l-cadenas y 2-cadenas en

P2(C) , sabemos que se verifica

dclAec3[c1] = dc3Adc1(e3) y a1 integrar
estamos contando las l-cadenas 6 veces , queda

jac1 . fdc3[c1] = ójac3 .jac1(c3)

reemplazando

QÏÍTS .MÍTZ: 6. %_7T5 . med. total C1(C3)

2.
= JT

med. total C1(C3) 8

Con esto, de pag. k5 tenemos

jdcïcflíficïcï]. afin]: VJTZ
Resumiendo,
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DENSIDAD MED. rom.

P(G) volñïol 2 JT

_ P(E) volAv°2Aï°1A702 231

VP(C1) vol zzï

P(Cz) ol Avoz ¡m

fp(c3) VolAïoaAUo3 29:2

ME) 'o2""12"‘-'o2"‘712 “T2

01(3) ¿,04“¿Juez , VMA702 A¡12 ¡.313

c1(c,¿) “02A (X42 1m

C1(C3) (x025 cx“ A 0%5A o“; B'JT2

c2(c3) ¿x05 A a“ A “25 2112

G[P] '12 A"'13 MT12“713 2371

ELP] un száA713A723 21m.

EEG] V23 A723 29T

01?] H“'12 “'13 " ï12 " v13 “T3

c2[P] ÑzA/¿rflm '13" '23“‘13 " ‘23 ya

CM ÁzA'ay’a wz
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continua

DENSIDAD HED.TOTAL

C3EP] fin "filó‘fiza"flufiffiaá gl:
°3ÏCJD “"2

f3®gk /%5 2“

Sn
1a densidad de un punto en una n-cadena

10. dP(C:) ELEMENTO DE VOLUMENDE LA ESPERA

A) En P¡(C)

normal es: n

dP(Ch).-_ 7/} V03 si P__-;1° y
: (dle

lo demostraremos usando sólo referencia móvil.
Vos

Se elige positivo; por ser producto de productos interio

res no varía cuando los ¡4- son transformados por movimien

tos hermitianos elipticos .

Veamospor inducción que no depende del punto elegido.

Sean yo- si“ xo

k "1 J

y = ¿1am x ht1,..,n
La matriz de la transformación , A , está dada por

e‘“ 0
A z:

Por cap. I, pag. 1, sabemos que A y e‘Ï‘A definen 1a

misma transformación , por lo tanto, podemosconsiderar 1a
matriz
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0 (ak;J ) y para nuestros fines,
O

directamente (ahJ )

Indiceremos con un asterisco 1a densidad respecto de los

nuevos puntos( dP*(C;) ) .
Para r: 2, hemos visto cap III, 5 3 , que

¿19"(0’2‘)=det (a;Jq ).dP(Cz) = arma) p,q:1,2

Supongamosque para r: n-l se verifica:
a.o: ei oy x

m4

yhj:233,1 h‘1,ee,n’1
1* X'

dP (01m1)= det A. dP(Cn_1) = dP(Cn_1)

Para r=n tenemos z

yo_: el“ Io

yn; Zïr a' xJ h:1,..,n
3:5 hi

Tambien podriamos escribir

yo z 61M Io

yn:= 2;: a' x-1 h:1,..,n-1
yn “:4 lr.lJ a:Zaflanjx q

Llamaremos dP(Cn_1[x°,..,x ,..,xn] ) densidad de nn
punto en la (n-1)-cadena que pasa por

por 11 .

x°,..,xn y no pasa
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Por la hipótesis inductiva

* * _1 _ ,fx
dP (Cn_1[y°,..,y'n ,9] )= det BnndP(Cn_1[x°,..,xn 1,9] )

donde Bnn es 1a matriz A suprimiendo fila y columna
n-sima, o sea,

Bnn = Adj ( n/ n)
En general,

dP*(C*[0 q yn] )ZÏ M /1)dP(C ° IÏ 9])n-l y ’°°’y V” ¡ n n_1[¡ 90919-9L:
Un cálculo cuidadoso nos da

(dy°,y-1)A.. A(dy°,;n'1):z;n?dj Mn/h) dP(Cn_1[x°,.,13" ,an )

Ahora ,

(M51) A A(dy°,ï-n‘1),\(¿ya?) z

m /\
z El 2a: A(n/h) dP(Cn_1[1°,..,xh,..xn] )A(dy°,ï°)

N\ ,h\ _

Maa; A(n/h)dP(cn-1[x°,..,xh,..,xn]) A (a;11(dx°,x1)+
<7:L

-F ... 4-a‘ (dx°,ïn) ) =nn

m /\
n -n z

¿A 8;“!dP(Cn-1[:Xo,oo,1 ,0o,Xn])A(dxo,X )

=det A . auch): dP(Cn)

b) dP(C:) elemento de volumen de la esfera Sr
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Sea Cr la cadena dterminada por los vértices x°,..,1r

Tomemos (r+ 1) puntos en Cr ortonormales ta
ya: Z: (X; x3 , ( 0g) matris de orden r+1 ,5:0

unitaria.

Es sabido que si Ps xo, dP(Cr).: ¿6; (dyoaïd)
Siendo C? fija , los ¡s son fijos , entonces

fi

dy°___2-54) dagxs y por ortogonalidad
_ m

(dy°,yJ)=;o daga: J:1,..,r

con esto ,

:4 5:0
ü sgh . /NÉ o

‘_'__ :0 (x ' . ° ’ O IL-dCXO/\ o. Adq‘ke eAd“
J l _ L1 /\ o d ’Lineperml051,..,1,.,nl=flT

- xxm:{o,1,..,3,.,r\
<7-ü z /”ï>_- daoAddooeAddAeúdo

a z L o A J n,
1,,<1q s1 p<qA a
ip e L0,L,..,J,.rï

En el último miembrode la igualdad anterior cada coe

ficiente es el determinante del menor complementario del

elemento 0(°5con s:0,1,..,r .
Recordemos que

(Xi-¿hdi MO/s) por lo que queda
m V’b o o /\ o): ddere AeeAdd/L

Por otro lado , considerando las proyecciones sobre cada

eje cartesiano CXJ con J:O,1,..,r , llamando dsr a1
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elemento de volumen , se tiene

do<°Adc><4A...Ado<n_,l = dar. o<r/\
dNOAdU¡A..oAdp_A = dar O<H

clo<4Ado<zAnmd<><r = der (X0

multiplicando cada expresión por e]. (XSque figura en el 29
/L

miembro y sumando , como Z (XJZ ; 1 , queda
m /\\

dar: Z a AoooAddAooÁdmf_ J o J
d=0

De (1) , ee tiene

dP(Cn) = dsrr
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CAPITULolIV

DENSIDAD DE PARES DE ELEMENTOS

1. DENSIDADES DE PARES DE SUBESPACIOS LINEALES

a) Pares de puntos

Sean P:l, pz dos puntos dados. Consideremoa los tetrae
dros autopolares de referencia (1° ,rl ,xz, x3) , (1° ,Y1,} ,y3)

o
Sin pérdida de generalidad podemossuponer P12 x ,

Payo ;x‘:x1,f,y1 colineales 3'2st y ,132y3.
3

I Así, de pag. 1?, la densidad de pares

3‘31 de puntos es , salvo un factor constan
Il I

lo \ 4‘ ;y te 8 _
:c ya

dP AdP2=(dx°,x'1)/\(dx°,x'2)A(dx°,ï3)/\(dï°,í1)ACdï°,¡2)/\

Auro-¿3) A(dy°,ï1)r\ maiz) A(«053) A(dï°,y1)A

A(d70,y2) A (dï0,y3) (3€)

Teniendo en cuenta 1a colinealidad mencionada hacemos

y0;>\x1+/u,xo con Á=(y°,ï°) , /u=(y°,ï1)

(dy0,ï2) :-. Á(dx1,ï2) +/—L(dx°,ï2)

(dï°,f3)= A(dx1,ï3)+“¿1053)
_ _ 2 2

Sea r =dist( x°,y°) entonces A) :1-/u./u =1-cos r _sen 5_T
reemplazando en (fi)

dplAdpf (dx°,ï1)/\ (dí'°,x 1)A(dy°,y'1)/\ (+di'°,y1)A(dx°,ï2)A

mm 2)A(dx°,ï3)A(una) A(dx1,í'2)A(dï1,12)/\
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A(ax1,ï3),\ (dï1,x3) (A302

Llamando G a la recta que pasa por x°, y° queda, pag. 17

(1+.1) dliAszz senl‘Lá chdP4(c)AdP¿(G)

b) Punto y recta

Sean, respectivamente , P y G , punto y recta dados.

Llamamos E a1 plano que ellos determinan y Q a1 polo de dia

cho plano. Consideremos los vértices (P,Q,R,S) y (T,R,Q,U).
Para ser consecuentes con 1a notación anterior llamenos

Psx° , Rsx" , SEXZ , Q=x3 ,Usy‘ , Tsyz
‘Q Por pag. 17,

dP = (dx°,ï3) A(dí°,x‘-) A(dx°,ïc‘)A

U

A(di°,x‘)A (dx°,íz)A (dï°,x?) y

dG: (dy2,'ï3)rs(dí2,13)/\(dy29'}74)A

A(díï,Y¿)A(dx‘,í3) A(dí‘,x3)rs(dx4,í‘)A(dï4,v4)

Por ser colineales,

P: AT+puU , A =(P,Ï) , llamando r :dist (P,T4).'

Axgl-fi/E, =cos?'_g_

Ahora , usando [5], pag. 17 y 57

(M2) dPAdG= fa/ldEAdMEMdHE): sen°'__3_dEAdo(E)/\
AdP(E)
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c) Punto y plano

Sean P y E los dados; llamenos Q al polo de E y H

a1 pie de la normal G a E por P. Entonces p P,Q,B son

colineales. Tomemoscono vértices de tetraedroa autocon

Jugados (P,H,12,x3) , (Q,H,y2,y3) con y2.y3,xz,x3

colineales. En lo que sigue llamaremos PE1° , Hax‘ ,

E p sz° , y dzdist (92,11)
G G=Q_H—-Q__P=H_P_

Ahora,
H

- dP(G) = («11°,ï1)A(dï° ,xb
ys ‘ 13

i‘—*—b ’yz ' dH(G):(dï1,y°);\(dxl,ï°) .

apAun= (dx°,ï1)/\(dï°,xl) A(dx°,ï*-°)A(dï°,12)/\(dx°,ï3)l\

,13 ,ïo ,yo)A ,ïo ,yo {io)/\
A q?)

Tomando yo=Ax y
MM“ ¿3

(¿23,?) = S(a¿,ï°9+/ï(dx2,ï*)
(613,30); ¡(«1:3 ,ï°H/L1(dx3,ïl)

Reemplazando , queda

dPAdE = (¡u/¿farm A¿11(6)A(¿2° ,1? )A(dx°32 ma? ,x3Mazo ,ï3 )A

Aun? ,ïl Na? ,11)A(ax35:1M0133,11)

Usando pag. 17 y 57
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(m3) ¿mas = c094 a amm dH(G)AdG

d) Por de rectas

Sean 61 ,02 , las rectas dadas; llamenos N a la recta

normal a Gl , y G en P y Q respectivamente; El el plano2

determinado por G y Q; E2 61 plano determinado por 62 y
P. Tomemoslos cuadrivérticos autoconjugados (P,}',12,x3)

(Q,y1,? o
Min-nación a x3 ,y3 ,1 1 , y 1son co
lineales.

En (¡511 912,x 3) la recta x 11 3_oa

polar de la recta P12. Esta últi

E4 no 001116160con la recta an , que en

el tetraegïo (Q,y1,y2,y3) o! Polar de 1a recta y1y3 , luego

y3,y1,x3,x1 son colinealoso

Ahora , de pag. 17

dGl= (dí,12)/\(dP,ï2)»‘(65,13X‘dP,ï3)A(dxl,Ï2)A(dï1,x2)A
¡«(1119í3 )/\( dïl ,13)

¿62= (dQ,y'2),\(añ ,y2Maq ,ï3Ndñ ,y3Nail ,y2)A(dy152M

A («1371,3'3)A (dy1,ï3)

Es conveniente tener presente que

an = (dQ,Ï1)A(dñ,y1)A(dQ ,ï3)A(dQ oy3)A(dy2,ï3)A(‘dï2,y3)/‘

Adyzil) A(¿2,37?)
y que por colinealidad , podemosescribir
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x1: ay3+ byl , 12=A y2+/u. Q
entonces

(M152): eïx(«137352)+a¡ï(dy3,’6)+ bi «13'15?» b/ïmylfi)

tomando 2
P=ry+sQ , x3=o<y3+/3y1

(app): rcT<(dy2,ï3)+r;(ay2,;1)+sac(aq,ï3)+sfi(aq,ï1)

Considerando sólo los factores que intervendrán en dal 462
se tiene

(d11,ï2)A(dï1,12)A(dP,ï3)A(dlï,x3) = (AXaïpfisï-Üzïbïímoïrï).

. (dy3,ï2)A(dï3 .y2)A(dñ,y1)A(dQ,ïl)

(dP,ï2)/\(dï’,12) =dP(lí) y

(dq,ï2)/\(dñ,y2)=de normas. 57.,
Reenplazando con estos datos, salvo signo , queda

dolAdaz = (A3 ¿[s/5 sï-ÜabíuarFMHN) AdQ(N)AdNA(dy1,ï3)A

A(dï1,y3)A(d11,ï3)1\(d;1,13)

Comosobre N se miden distancias, sobre su polar l*' se

miden ángulos diedros alrededor de N.

Hemos llamado

d=:distancia entre P y Q

6-:ángulo de los planos El, Ez
Entonces

sí: (11,33)A(ï1,y3):cos2(“+9 z sen2 9T
Á;:(x2 00529-5
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/3/32(x3,ïl)(ï3,y1)= cos2 3T-9 _ sen2 9

uü:(x3,ï3)(ï3,y3) = 0.032%

8g=(P,’Q-)(?,Q): C082 %.

r5:(¡>3"2)(1>y2)=<:osl d(P 2)_ 1- ’_ 2aa a +_ SS_ sen_2_

m7: (11,;1)(ï1,71): coszfií
-:(-2 ) 2 - = 1 d

¡Lo/u, x ,Q (x ,Q) sen T

Reenplazando queda

dGlAdG2: (c054 d mite. - eenlfld.costa.) dPlN)AdQ(N)AdNA5' 2 2 2 .

A(ay1,i3)A(dil,y3)A(axl,ï3)A(a¡1,x3)
Gon 1a notación definida en cap. III, pag. 31+,se tiene

('+.'+) dG AdG :(cos‘d sen‘i - senl'_d_ cos'ifi.) dP(N)A
1 2 2 2 2 2

AdQ(N) Adlladfií [P]Ad62 [Q]

e) Recta y plano

El resultado debera ser dual del caso b).

Sea G y E 1a recta y el plano cuyas densidades bus

camos . Llamemos P al polo de E y en el plano determinado

por G y P se toma 1a perpendicular a G por P, sea

T el pie de dicha perpendicular.

Llamamos R : EnG , y SzfinE.

Consideremos los tetraedroa (P,Q,R,S) y (Q,R,T,U)

con S,T,P,U colineales ; o, con la notación ha
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bitual P5x° ,Q E 11 , R212 ,Ssx3 , 'r=_—-¡r2 ,Uzy3

Ahora , de pag.17

dE==(dxl,ï°)A(dï1,x°)A(dx2,ï°)A(dï2,x°)A(dx3,ï°)A(dÏ3s1°)

Ama ,íï )A(dí2 ,x1)A<dx2¿3 Mm?- .y3>

Salvo signo , podemosescribir
G

dGAdE=dG[R]AdE¿[13](dr? ,ïo una? ,I°)A(d12 ,ï1)/\(dï2 ,11)A

P: ,\'1'+/LUCono

donde

A=(P,Ï) A7\ =c032_g_ con d=dist (p,'r)

Ahora,

dGAdE = A _>Í dG[R] A dE [Ryan

(¡0.5) dama:
o sea ,

2 .cos d dG [R] AdE [R AdB.5. ]

f) Par de planos

Sean E y l
1 :2 los planos a considerar; P]_y P2 los

EA .R polos de dichos planos . Sea G

T G 1a recta en que se intersectan
E y E .mi 2

E1: Llamando P12 xo , P22 yo
consideremos los tetraedros autoconjugados de vértices
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2
3) (Yoayl 9729’3) donde ¡o 91 aya ,y3

son colineales y tanbien lo son ¡1,y1,12,x3

( o 1 2

Ahora , por pag. 17 ,

«mi: (ax?,ï°)A<aï2,x°)A(a¡1,ï°)A( dï1,x°)A(dx3,ï9)A(dï3,x°)

ana: (dy3,ï°)A(dï3,y°)A(dy1,i°)A(di},y°)A<dy2,ï°)A(dï2,y°)

Sea xl; A y1+/Ly2 entonces

(dxlño) -_—>\(dy1,ï°)+/L(dy2,ï°)
Escribiendo x°= a y3+ b yo queda,

(¿1155: x a (dy1,ï3)+>\5 (dy1,ï°)+,¿bï («253M '

+M5 (dyz,í°)

E1 2Q y k9 snnandos , a1 incluirlos en el producto

dllAdE2 son cero, entonces 3

¿EIA dE2= a a' (dxz,ï°lA(dï2,x°)A’\ ->\(dyl,ï3)+/u—(dy2,ï3)}x

J X (51,373»; (¿52,y3)jA(ax3,ï°)A(aï3,x°)A(aï3,y°)A

A(dy1,ï°)A(dïl,y°)A(dy2.ï°)A(dï2.Y°)

Tomando ahora, 3 1 2
x .-_o(y+Py queda

(«1133): 3 cx(ay1,ï3>+ z ¡e (dy2,ï3)+so( <dy1,ï°)+ B/s(dy2,ï°)
Con esto , cuidando el orden de los factores en el produc

to exterior ,
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a“ A422=(a 3 )2(d12,ï°) (¿352,?) ’¡AX (dy1,ï3)A(dï1,y3)+

¡(L/11(dy2,53)A(dïz,y3)+ x/ï (dy1,'y'3)/\(dïz,y3) +

+X¡n(d'y'1.y3)A(dy2,ï3)}A ’l o< (dy1,ï3) +p<dy2,y'3)}A

A{ü (dïl'¡y3)+/3 (52,53)) A (dy3,ï°)A(dï3,y°)(dy1,ï°)A

Mail,y°)A(dy2,i°)A(dï2,y°)

dElAdEzz (e z )2(dx?,P9A(aï2,x°)A[,\W(dy1,ï3mdï1,y3)h

A(ay2,ï3)A<aïz,y3)+/L/ï °<a (dy2,;3)A(dïz,13)A(dy1,ï3)¡\

A(dïl,y3)jA (ay3,ï°)A(aï3,y°)A(dy1,ï°)A(aïl,y°)A .

A(dy2,ïo)/x(dï2,y°)

¿EIA dE2:(a ¡5L{,\3/ó/—5—/U/ün<cïs}acA (d12,ï°)A(dï2 ,x°)A(dy3,ï°)A

A(dí3,y°)

dEl/x ¿11:2= (a ;)2{ÁS/5/3-/LL/Llo(üdeAdE1[G}dEz [c]

con ;(x°,ï3), Á:(xl,ïl) ,fl=(x3,ïz),/L=(xl,ï2) ,

«711331) . Sin pérdida de generalidad podemostomar

xl: y1 , x3: y2 y resulta fi :A :1 , o(:/a,=0
luego,

_ 2
dEl/x ana = (a a) dGAdE1[G]AdE2[G] , usando pag.57

e É+b 3:1: (x°,ï°), see r=d15t(x°,y°) ,a.ï=sen2 rT
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Finalmente,

0+.6) dE AdE sen4_xé'_dGAdE1[G]AdE2[G-J1 2’

2. DENSIDAD DE PflRES DE CADENAS NORMALES

a) Pares de 1-cadenas

Sean las l-cadenas C1 ,CÏ es decir,

C1 :- on°+ÁAXI con 253,71. A¿eR , respecto de[:0
(1° x1 ¡2 ¡3) C*E y°+ 1 <* %:1

y a a y fé ffi 7 2:0¡AL
/u.¿e:R respecto de (y°,y1,y2,y3) .
Los sistemas de referencia están vinculados entre si

por 1a propiedad de que 1°,y2,y3,x3 , a1 igual que y},

y2,¡2,xl son colinealee , cono en pares de rectas.

Llamando G a 1a recta que pasa por 1°,:1 , y G*'a 1a
1que pasa por yo, y , queda de pag. 2h ,

d :{(ÓXO,Ï;)- I\ Ac1

dc’f: {<dy°,ï1)- (FJI); A (dy1.ï1),\d0*

Ahora, salvo un factor constante, tenemos según pag. 57

3*

dClrxdcl:{coeú _Q_seÁïí. - sen4_g_ cosíELl I(dx°,ï1)
2 2_ 2 2 J l

45211)} A(¿951M ï(ay°,ïl)-(aí°,y1)‘ A (dy1,ï1)r\l J

A dP(N) A dQ(N) A dE1[N] A¿132m

Recordando (h.k), con la notación N es 1a recta normal
*

a G y G en P y Q respectivamente; El plano deter

minado por G y Q ; E2 plano determinado por G*' y P
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d==dist (P,Q) y e zángnlo entre G y G*' ; es decir

2

AdP(n)AdQ(N)AdIAdEIDI] . ¿32m

(k.7) dC AdC*=(c034_n_eenÏQ.- sen¿.d_coskfi) dC (G)A dC*(G*L
1 1 2 2 2 1 1

b) Cadena nnidimensional y bidimeneional

Analoganente a recta y plano , tomemoslos tetraedros

(x°,xl,x2.x3) y (1°.x1.7°.yl) donde ¡2.y°,x3,71
son colineales y consideremos

_ 1 <4 2_
Cl = Aoy°+>\,¡y íïoh - 1 A¿€R

_ 2 2 2. .
02 _—_/ub xW/¿Athxzx - 1 /¿¿eR

es decir , no usan vértices comunes; de pag. 2k y 25

dClz {(dy°.ï1) 450,11); n (dylilh dG con G=y°yI

aca: ¿(ax°,ï1) -(dï°,xl);A í(a¡°,ï2) -<aï°{x2)}A

A{(dxl,ï2) -(dÏ1,x2)}« (dx°,ï°)A(dx1,ï1)AdE

donde E es el plano determinado por x°,x1,¡2 .

Luego, salvo un factor constante,

dcl,‘ dC2: c052? dG[x2].dE[12J.dx2,\ {(dy°,;1)-(d;°,yl)}rx

Aá(dx°,ï1)-(dï°,xl)€h {(ax°,ï2)-(aï°,x2>i

Ak(dxl,ï2)-(dï1,xz)} A (dy°,ï°)u(dx°,ï°)A(dxl,Ïl)

donde cos2 d proviene de dG AdE en pag.69;
2

recordando pag. 57
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(the) dClAdC2:cosz_d__ dG[x2]AdE[12}deAdcl(c)/\dcz(c)Z

c) Par de 2-cadenas
o 1 2 2 2

Sean C2 E on+ÁAx+>xzx ¿;_OÁ¿:1 , AL-eR
x o 1 2 z 2

y caí/¿oy +,u,y+/u¿y ¿:1 /u¿€R
en los vértices (xñ,xl,12,x3), (y°,yl,y2,y3) respectiVamen
te.

Según ya hemos visto,

dcz = d02(E )/\dE con E plano determinado por 1°,

¡1,x2 g analoganente, ,

dc; : dCÉ(E*) dE* con Eá‘ plano determinado por
o 1 2

y .y ,y . Ahora,

cicgkdc‘;e = d02(E)AdCÉ(E‘x)ndEAdE* , usando (1+.6)

(h.9) dc2A c103: sen/2% dGAdEEG]AdE*[G]AdC2(E)AdCÉ(E*)

con r: dist(x°,y°) .

d) Par de 3-cadenas.

Sean C3 y C las cadenas tridimensionales dadas3

Por 3 ——3 2

Z >31: ÁJ'ÉB Z. Á =1 y porJïo J=0 J
3

Z /aJ yJ ¡4,4563 fill en los tetraedros
m0 =

de vértices (x°,xl,x2,x3) , e (y°,y1,y2,y3) . Sabemos

que x 3 verifica ser el polo del plano determinado por

x°,x1,12, analogamente y3 5
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Con objeto de que las cadenas seen independientes , po
demos considerar

y°= e11x1° , 11: e1/5 ¡1 , yz: e1sz ¡2 de don

de
y3 = e-1(o<+/S*ÏI)3

O -1 ’0 1 *_ y0 -l)_(d-'o 1)Así , /5M=(dx ,x )-(dx ,x ) , fiwid .y y J .

=ei(wfl)(dx°,ï1)-e'1(°('/3)(dï°,xl)

:flefiwfl) - G-1(d-F)Ivolnïol: asen(O<—/5)v°1A701
Aneloganente ,

)‘ —

fiozafiofuenW-í‘hozA ¡02 3 03%:‘2sen(2-°‘+/5*Ï\ )HO3A¡703
w _ - ae . —

gsfl:=2sen(o<+/s+2mv23lx ¡'23 , gl. AÁ;=(ax%ï1)A(ay1,ïi)

Entonces ,

dC3/x dc: = 2sen(0k-/ó )2sen(ï‘—o<)23en(25‘—/3)2:en(2°“ V5”).

2 m+ +F m+ +2F A ’ A A A A
sen( 3/5 )2sen( ¡6 Mol vol voz ¡103 voz

hv°3A ,«VlzA'13A A Av23

(M10) dC3-AdCÉ: 2 sen(o<-/3) 2 sen( ¿“'00 2 salut/5) .

2 sen (MH-firm) 23en(0(+2/5+39259m (““fiÚ-Ï‘hdxm

Adc[x0]A dE[a], dC3(x°,xl,12 ,13 dc:(y°,yl.y2,y3)

con ¡a notación usada por Ronda, [S] .
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Veamos que son los ángulos que aparecen.

En l-cadenas:

cos‘P ¡0+ son“? ¡1

cos‘fi’7°+ sen“) VI: el“ (cos‘P x°+ senkl’x' ¿Lwfig

se dice que d-[b
entre sI,Rohde [5] .

En P3(C)
por

es el ángulo que forman las l-cadenas

hay 6 cadenas unidinensionalest las que pasan

1) 1°,¡1 ¡2)x°,x2 ¡3) 1°,x3 g H) ¡1, 12 ; S) x1,x3 g

6) ¡2,13

Luego tomamos s

cose x°+ seno xl; cos‘íJ10+ sen‘P ykeao‘ ( cosW ¡0+

+sen‘+’¡1.¿L(O(7S)) o sea, el ángulo entre

estas l-cadenas es 0<-/5.
Analogamente, para x° ,12 será o<—ZÍ‘ y para las que

pasan porxl,12 será [5- b" .

Para las cadenas que pasan por 1°,x3 será z

cosz°+ sene x3 ; cos‘P y°+ sen‘P y3: e104 ( 003W x°+

+sen‘H x3. e'flw-‘FPHB

Luego, el ángulo que forman es 20(+ + y

Es fácil verificar que para ¡1,13 será 0(+2fl+bq

ypara x2,x3 será Doy/3+1)".



3.

-77

PARES ENTRE SUBESPACIOS LINEALES Y CADENAS NORMALES

a) Punto y l-cadena

A partir de pag. 2k y (k.2) ae tiene que

(1+.11) ¿mac1 = {(dx°,ï1)-(dï°,zl)}A(dx°,ï°)A dci dP

(“.12)

1a recta que pasa nor 1°, ¡1

(k.13)

(k.

(H.15)

_ sanz; dEAdG(E)AdP(E)AdC1(G)

b) Punto y 2-cadena

pag. 25 y (k.3)Recordando

¿PA aca: cosa _c2¡_dP(G)AdH(G)AdGAdC2(E)

c) Recta y l-cadena

Tomandolos vértices 1°,11,12,x3 y llamando G a

(k.k)y recordando

dGAdC1:(co54_jé_ aenl'fi. - más. sentí; ) dP(N)A2

A«(manada [PL dG[Q]AdCl(G )

d) Recta y 2-cadena

Mediante 1a expresión de recta y plano (k.5), queda

lll») dG A dC
2: cosa2421. dE[R]de[R]AdRI\ dC2(E)

e) Plano y 1-cadena

Llamando E a1 plano dado y recordando (“.5) queda

dEAdCI: cossz dEER]ndG[R]AdRAdCI(G)
2
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Naturalmente , dual de a) .

f) Plano y 2-cadena

Llamamos E a1 plano dado y E*' al plano que contiene

a C2 , G==E(\E* . Tomando la gypresión (H.6) queda

(M16) dEAdCZz sen“ _r__dGAdE[Gydflcydczuñ2



CAPITULO V

FORMULAS INTEGRALES

1. FORMULAS INTEGRALES REFERENTES A SUBESPACIOS LINEALES

Con referencia a subespacios lineales L1 , L2 hay
dos fórmulas integrales notables que vamosa estudiar,
siempre para ¡1:3 .

a) Sea C una curva analítica, ¡J s ¡J (ná-iv)
u,v<ER, J:o,l,2,3. A ella está asociado el

"elemento de arco "( o volumen bidimensional ) dado por
1a forma exterior invariante

3 _
_ i

—n—- ’2‘ 23:0 “1"de

La longitud de C es la integral de 41.50bre la misma.

Salvo posiciones de tangencia, de medida nula, C y un

plano L2 arbitrario se cortan en un númerofinito de
puntos , cap.I, É 5 .

La primera fórmula integral es

(1) n(an )dL*= _l_f_n_2 2 JT C

donde n(C(\L2) es el número de puntos de intersección de

C y L2 , y dL2 es la densidad de planos, cap.II, ás.
normalizada de manera que la medida total valga l .

La fórmula (l) es conocida y la demostración puede ver

se en Griffiths, [k] , 6 en Santaló ,[6] .

Vamosa reproducir la de [h] , detallando sus pasos
y adeptándola a nuestra nomenclatura.
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Sea C una curva analítica , es decir, dada por

XJZXJ u,V€R, J:°,1,2,3o
Sabemos que CrWI.2 es un conjunto finito de puntos,

llamamos n(CnL2 ) a este número; w al "elemento de
área"de C

¡124.23 dx Ad;
2 .yo J J

y P*'3 al espacio de hiperplanos L2 .
Queremos evaluar

*
¿11(an2) sz

3

Denotemospor z::(z°,zl,zl,z3) puntos de P (C) y

L = (10,11,12,13) hiperplanos en Px .‘3
Tomemos <L2,z>:.%o liz.1 , IL2,z] ; l<L2,z>\

y dc- 1 (5'-D)
_—T

Entonces , w: d dc loglIzH2 (a)

pues siendo
.. (-3 _

(z,dz) = ¿__z dz
J = c . 

d dc logllzflz- 1l inznzd d° u zuZ -(d n zh2)(d Mz“?' HZIE

queda ,

__1_. (ama; ) (z,ï)- (1 sz'z')-Ldz.'z')]¡k“dba-+12,69]
" 2 _ 2

(2,2 )

_1_ {(z,ï)(dz,dï)-(z.dï)A(dz,2)1
—2 _ 2 5(z,z)
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Como (z,ï); Z z¿ï¿ = 1 ,

(dz,ï)4—(z,dï)= 0 , de donde

(dz,ï)/\(z,dï)l=0 y queda

c 
d d log || zllZ __= i (dz,dz)_—_ v , y la l-forma

2

(b) Qdec log [Hill HLzllz es coo en P34?z lva 2\2

3.allí vale

(c) dï1\¿L :w pues siendo

dc log flzllzllelf- ¡znglz d°( uzuaanuí
\z, L2\2 - Hz"a NLZHZ \z,L2\2 

: l zl Lzlz 3 ¡{L2“z(i/N) i(z,dï)-(dz,ï)}lz,L2fio

lazuz u L2||2 | 2,1.2 ¡4

í: dc log Il zu2n z u2

_ 1 l Sz,dï)-Sdz,ï)

Pero l z,L2\= 0 es la ecuación del plano L2 , luego

para qúe el denominador de (b) sea distinto de cero,

z‘# L2 ,

Es decir, en cada punto de L2 , y[XQ-tiene una singularidad.
Para ver el orden tomemosun punto, por ejemplo ,el origen.

Unpunto próximoal origen es (1,t,t,t) con \t\<.€,
t complejo.
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81 el hiperplano pasa por el origen, un punto de L2

deberá satisfacer 16:0

Con esto , en L2

Q = dc 10g ( 4+3t ‘t' )(11ï1+ 12ï2+1¡13)
L2 ‘

t t (11*'12fi-12) ( 1I+ 12+'13)

c Z;- 11 Ï1
:,d log( ¿1€ _+ 3 ) ( L <_ ’ )

(ÉL. 11) (/7. 11)

C x- 
(d) .= d 1°8( ’1_ + 3)+d°103 L. _' __1__1_11

t Z 1 C Ï
1: 1‘ LL. 1

El segundo sumando es cero.

Por lo tanto, para t—e>0 , esto es del orden de

VL = dc log 4 Z dc log ¿1_ _+ dc log 1L7. ¡Hz t

2;(-t) (-1 )dt+t(-4 )°‘dï_ dt - d
tz. tz — t

dl l
"i

(e) ;%_d8 si 1;=r.ele

Zfi

JYL:ZL-fdez’fiLa 2 0

Por lo tanto,
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Normalizando se tiene

1 d _ _g_ v - T
Tr QLZ - 'JT L2

donde TL2 es tal que fuera de L2 vale cero y en los puntos

de L2 satisface ijhTL = 1 ( corriente)2

Consideremos L2(\C , fuera de alli, dtz = vL7.
y en 1a intersección

_1_d\z:l v -TL
TT L1 3T 2

Integrando sobre C, aplicando Stokes ,

ÏTLfv:%erL¿+/TL2
C 3C

E1 último sumando vale 1 en cada punto de la intersec

ción , luego

_1__jv ___1 2+n(CñL2)
IT (3 7T C: La

Integrando sobre todos los L2 y recordando que dL2 es

1a dgnsidad de plano , cap II, ‘35 , y normalizando de

modo que fi
‘jrsz ; 1 se tiene:

(r) 1 ‘w :.fn(cr\L2)df;=f1 AdL;fi
TF c P; P3 1T 3C L1
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La forma PZ sobre L2 , (e) es invariante por moviL2
mientos elípticoa y tambien los es di; , que es una
densidad.

Así, sobre L2
AdL es invariante y de grado

L 2Z

impar, y por [íhcap. 10, pag.166 ,

ví- —7<—d dL - d =

( ZLZ A 2 )_ EL; dL2 o

Comose sabe que toda forma invariante sobre L2 es par,
se infiere que

d ZLÉO , es decir VZL;ete.

Para fijar 1a constante volvamos a (d), tomando t=_1

tenemos que Z :;0 de donde (fl quedaL2
*

¿Iv = IMCOLZ) «11.2
3T c Pï'

En realidad , 1a fórmula (1) es inmediata si se usa

el hecho, demostrado por E. Cartan (Santaló, [o] ) de
que.—CLes la única forma diferencial unida a una cunva ana

lítica, que es invariante por transformaciones hermitianas.

Según esto , como el primer miembro de (1) es invarian

te para tales transformaciones ( que son biyecciones) ,

x

“[nmm.2 ) dL2: chSL

y sólo queda por hallar 1a constante H.

debe ser
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Pero ello es inmediato considerando el caso en que C es

una recta fija L1 , en cuyo caso sabemosque,cap. III, ¿1

fJZ = 23T salvo el factor_1._
L4 2

puesto en 51..

0 sea , tomando 1a densidad de planos normalizada de ma

nera que la medida total valga 1, y llamando a esta densi

dad normalizada dI.’2e , debe ser H :__2_1__3T

Si C no es una curva analítica, sino una curva general

su longitud es 1a obtenida a partir de 1a expresión

ds2 = 1+“dx ,dï) -(x,dï) {Lan}
Llamamosa esta longitud general .Í\c . Por

1a misma razón debe ser ahora,

*
fn(an2)dL2 z H. Ac

Para hallar H , consideremos el caso en que C es una

2-cadena . En este caso n(CflL2)= 2 ,capoïy É5 a

y Z\xc :: #31 ( conocido). Luego H — 1‘ 25T

b) Sea , ahora, s una " superficie analítica" y L1 una

recta que la corta en n(S{\L1) puntos.

El área ( volumen ) de S es 1a integral sobre S de 1a
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forma

(*)¿%Ï‘=-1 dxiAdïiAdeAdïj
2 ¿(J

Entonces 1a segunda fórmula integral es

3

(2) fiflSnLndLï; ¿fifaairZ s

La demostración puede hacerse siguiendo los lineamientos

de Griffiths [E] ó Santa16,[6] .

Sgbiendo que 6%9es la únflca forma diferencial invariante
por transformaciones hermitianas, se puede ver, comoantes,

poniendo en el segundo miembro un coeficiente constante,

que se determina para el caso particular en que S es un L2,
K7.) 2recordemosque la integral de fl es 27" .

2. FORMULAS INTEGRALES CON CADENAS.

En P3(C) , com la métrica hermitiana , considerando ca
denas móviles, tenemos tees posibles fórmulas integrales,
a saber s

a) Si V5 es una variedad de dimensión 5 (real) cabe
considerar

I5 z fnwsncl) dc;
con la integral extendida a todas las l-cadenas .

es una variedad de dimensión k (real)
*

In -fnww cz) dc2
con la integral extendida a todas las Cá . En este caso

b) Si Vu

puede ocurrir que Vu sea una superficie analítica.
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c) Si V es una variedad de 3 dimensiones reales,
3

I = n(vnc Mc"
3 tjr 3 3 3

En todos los casos las integrales son invariantes por

transformaciones hermitianas y por tanto, el resultado ,

salvo un facton constante, debe ser igual al volumende la

variedad VJ (J:3,k,5), volumen medido com la métrica

dszzz k í(dx,dï)-(x,dï)o(ïïd1)3 6

dv.1, Wghk\ dnlnduzA ...AduJ

ver cap. I ,56 .

Sólo en algunos casos podemosdeterminar esta constan

te . Estos son z

a) Para I“ ; si V“ es una superficie analítica, su
94

poniendo que sea un L2 y tomando dC2 normalizado de
modo que la medida total de las 2-cadenas sea 1 , debe
ser

kz) 2

y queda
*

fn(V¡+n C2)dC2 Z 24,” vol. Vu

b) Para 13 ; si V3 es una 3-cadena, sabemos que su
volumen es 2JT2 (cap. III, É 7) y por tanto

2MZH .2”
3



De teor. 3, pag. 29 y Cartan ,[2] , pag.261 , hemos

tomado

rn.(c3n 83‘): k

Por tanto,

(v nc)dc*-2 v1.(V)
fn3 3 3—-Ü—T-2° 3



[1]

[3]

[k]
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