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INTRODUCCION

Sea Y una hipersuperficie compleja regular de una variedad holomog

fa X de dimensión n. En su trabajo fundamental sobre Residuos de formas

meromorfas [6], J.Leray define la forma Residuo. Res(:), de una forma di

ferencial meromorfa 3 de X, con polos logaritmicos sobre Y.

Brevemente, si z = (21,...,zn) es un sistema de coordenadas locales
N

de X, z = O una ecuación local de Y y m = u.A gi * v localmente, con u1

y v formas regulares C., entonces Res(:) = uly, localmente.
Esta definición puede iterarse de la siguiente manera:

Si a tiene polos logaritmicos sobre la unión de dos hipersuperficies

Yi, Y2 de X, es posible construir la forma residuo ResY1(35de Yi, con"
polos logaritmicos sobre Y2, y luego nuevamente, la forma ResY (ResY (2))

2 1
de Y denominada residuo iterado de Z.2.

La generalización de C-Hde dicha teoria, presentada en [1], no con
templa en principio la posibilidad de iteración, ya que el residuo de una

forma meromorfa es siempre una corriente. i

El objeto de este trabajo es remediar parcialmente esta laguna, mos
trando que, en determinadas condiciones, es posible iterar la definición

de corriente Residual, reobteniendo la forma Residuo iterado de J.Leray

cuando las condiciones son las consideradas por este autor.

La situación que nos interesa es la siguiente:

Sea F = {Y1....,Y } una familia de bipersuperficies complejas,p+1

p 1 0, en una variedad holomorfa de dimensión n, y formas diferenciales

semimeromorfas 2 y 3 sobre X, de dimensión 2n-p y 2n-p-1, respectivameg
4'

te, con polos sobre la unión y = U Yi.i=1
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C-H probaron en [1] la existencia de los Residuos

a; Pp+1(3í) = dim dim J B (1)
6 +1+0 6+0

p ' D 6 (v)é’ p+1

35*1(3> = dim J B (2)
6+0 *1

r5 (w)
N

P g (91,...,9p+1):U " C

donde v1, 1 1 i í p+1, son ecuaciones locales de Y:l en un abierto U de X;

6 = (61(6)....,6 (6)) es una trayectoria admisible en Rp y D: 6 (v).a. P oq, p+1
Tï(v) son tubos convenientes construidos con v yuó. (c.f Cap. I 6 [1]).N

N

En particular se demuestra que, si dimc Y = 2n-p-1
p+1 dv ... dv

Y: n yi,m=.m 3 w P”
i=1 1 "’ p+1

y u es regular sobre X, entonces

n;*1(:) = Ilv'lloll(u) , (a)

donde v-1LO] es el ciclo imagen inversa de [0] por w y IIw-1IO]] es la

corriente de integracibn sobre ese ciclo ([1], 1.9).
En el caso en que p = O, esta fórmula establece la relación entre

las teorias de Leray y ColeffbHerrera, mediante la identificacion

1 N oRx(u) uly.

J.Solom1n [5] generaliza estos resultados, probando en primer término,

que los limites en (1) y (2) no varian si se reemplazan las trayectorias

admisibles g por trayectorias admitidas de ordenes suficientemente eleva
dos.



Una aplicación 1:(0,1) * RP

n1 ny(t) = (t ,...,t p), n e N, i = 1,...,pi
tal que

“i_>m, í: 1’eee’p. n >ll
ni+1 P

para cierto m e N, se denomina trayectoria admitida de orden m.

A continuación, Solomin extiende (3) a1 caso en que dimc Y > n-p-1
p+1

(intersección no completa), Y 8 n Yi, obteniendo entonces:i=1
N _

afin») = ¡[pa‘l 011m , (u)

donde 9:1[01 denota el ciclo esencial asociada a 1a aplicación w.
Para construir este ciclo esencial, se define por recurrencia 1a varie

dad esencial Ve(v) .comosigue (cf, [51)

v ( )- “’(o)e ’1 ' W1 '

Si se supone definido ve(v1....,vs) 1 1 ¡ 1 p,se toma
-1
8*1(0)ve(91....,vsfl) = Ve(v1,....ws) flv

donde ve(91,...,vs) es 1a unión de las componentesde ve(v1....,v i)l-J
sobre las que no se anula identicamente 1a función 90*1

Denotando con [0] a1 punto O e Cp provisto de su orientación cang

nica, el ciclo esencial Ce(v) se define también inductivamente:

c (v ) = v'1[01°e 1 1 ’

Si ce(91.....v.) 8 igl ni Mi para 1 < s ; p donde {Hi}1 e I es 1a
familia de los componentes de Ve(91.....vs) y nI e N; definimos

N -1
)= ce(91.....vs).w [0]ce(91,....w “13+1
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donde 8e(91....,98) i Mi, con= z ni€E(s)

n(.) = {1 e 1 / Mi c ve(wi.....«s>} .

Si F tiene intersección completa (dim nf = n-p-l) se tiene
-1 -1

ve(w) = w (o). ce(v) = w [o].

En el presente trabajo, consideraremos el caso p 1 2 y trayectorias
admisibles (o admitidas)

g. = (61(6')....,6k(6')). a" a (6k*1(6"),...,ap(6")) ,
1 < k 1 p

probando que los Residuos (1) y (2) pueden obtenerse comoLimites itera

dos¡

a; 99*1lml - Lim Lim Lim J 3 ,- (s)6 +0 ¿"+0 69+0
p” D ,.,. (w)

€.'¿ ’6p+1

ptí' N . m
R [m] z Lin Lim .' u ,

6"*0 6'+0 ‘
rgtf¿"(w)

N N

aqui
W W n

g = (6k+1(6 ),...,6p*1(6 )) .

El caso k = 1 ya está incluido en [1].
El Capitulo II, contiene las demostraciones de estos resultados

para el caso de trayectorias admisibles. En primer término probamos

la igualdad (5) cuando la unión U P de la familia dada tiene solo cr!

zamientos normales, lo que implica que, localmente las ecuaciones de

cada Yi puede escribirse como
“1

91(2) = hi(z) z , i = 1,...,p+1;
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donde a ) e Nn y hi(z) son funciones inversibles en UÏF).i g (611,...fllín
El caso general; en que las hipersuperficies son arbitrarias, se

reduce al primero mediante resolución de singularidades.

En segundo término, y comoaplicación de estos resultados, proba

mos una generalización de la fórmula (H), en la que consideramos

dv ...dV
1 k ' v .=—_ —— .v\1ooovk.

permitimos aqui, por lo tanto que

N_ v
vk*1...wp+1

tenga singularidades sobre el conjunto (91 = 0,...,vk‘= O), aunque su
ponemos que el lugar polar de 3 no contiene ninguna componente de la

variedad esencial ve(v1“ 1.....wK, ).
En estas condiciones, probaremos que (c.f, Cap. II)

p+1 N _ k p+1-k N
Rx (u) - (2:1) RY (vIY)

donde Y es el ciclo esencial asociado a la aplicación (01....,wk). El

residuo de 3 sobre X se calcula, por lo tanto, comoel residuo de 3|Y
sobre y. Si esta última forma se escribe a su vez como

dv OOO

3 = :4’1 w "+1 A of» ’k+1 "‘ ¡+1

k 1 p < p+1

donde
w tf :

vp+1 °°° wp+1

obtenemos

¿“(3) c (2.19“ Rs+l-k(3|y) ‘ (¿'“Hp RSÍIW-kúhlv') )

donde Y' es el ciclo esencial en y de la apliCacibn (vk+1,....vp)|v.
Es en este sentido que podemositerar los operadores residuales.



-5

CAPITULO I

En este trabajo respetamos las notaciones y convenciones de

Coleff-Herrera y 1a incluiremos aqui para referencias posteriores

junto con algunos adicionales y resultados fundamentales.

1.1. N designar! el conjunto de los números.enteros no negativos y

C el cuerpo de los números complejos.

Para cada z = (zi....,zn) G Cn y 7 I (i1....,yn) G Nnescri
biremos

p =(p1....,pn). pi = |21|. lvl = ¿(1+--.* 1n

n Y ' n Y

¡Y = Il zii, p : n pii ,1:1 - 1:1

Sea A(p,n) 1a familia de los conjuntos I 8 {i1,...,ip}
C (1,...,n}; 1 í i1 < ... < i 1 n. Para cada I e A(p,n) seP
denota

z = n z zY z n 211 pY = n pïi
I ie I i I ie I i ’ I ie I i

Si J g {11,000.1n-p} t {1...0.n}-1. 1 í < ooo < jn_p :n
entonces

.1 Yi
z(I) = (zj .....zj ) y z(I) = n zj1 n-p jeJ

Izl = max {Iz 3 1 í i í n}; Iz(I)I = max {Izjl; j e J}¡l

a = {z e cn / lzl < 1}; 13(1) = {z(I) / |z(I)l < 1}.
-.--“WW"v-m.una!3...4;



1.2.

y para cada 6 > O

BY6 = {z e n/IzYI > a}; un} = {z(I) e nm/Izufll > a}.

H(p*1)xn(fl) denotarl el conjunto de matrices de orden (p+1)xn
cuyos elementos son enteroa no negativos.

a = (aii....,ain) designará la ifésima fila de a.i

a(i,j) designar! la matriz obtenida suprimiendola i-fila y

la j-columna de a.

a es la matriz construida con las (p+1) filas y las columnasI

i <...<ip1 de a.

u(p+1) es la matriz que se obtiene de eliminar de a la fila p+1.

Se denotara también

dzI =dziA ... Adzi; dzI=dziA ... Adz
.1 ñ 1 p

A dz1 .'.. dzi'A dzJl .
1 1 p p

Si A C {1....,n}, designaremos por IAI al cardinal de A.

duI = dzi

Una forma w e I‘(Cn,&2n’P) :E,_2°'P(c°) 0 1 p _<_n, admite una

representación única, la expresión canónica de b

m = 2 f (2,?) dz A dï A dv
A’B." A,B,H A B H

donde A, B y H son los subconjuntos ordenados de {1....,n}

disjuntop dos a dos tales que IAI + IBI + ZIHI = 2n-p. Se

tiene necesariamente [AI + IBI + IHI í n j IHI ¿ n-p .



1.“. Se dice que u e H p(N) ea normal si det o í 0 y si a se puede’P

transformar en una matriz triangular superior mediante una pe:
mutación de sus columnas.

Se dice que p+1.p(N) ea normal si a = 0 y a(p+1) esp+1
normal.

Se dice que 1a forma u es normal respecto a a e Hp n(N) 6O

o e H. (N) si:p+1,n

IBI = O, IHI = n-p y GA es normal.

1.5. Sea k e €p(cn), y e a“ y I e A(p,n), entonces, denotaremos:

Y Y
- 2L_ 3k Y = 1 n.

ajk —azj, Ïjk í; , al} a1 ...an .K“,i
’1 ’1

3*(I)k = a1 1... ai P K. y: = 11! ... yn: )
P

= o

1(I)! 111! ... 11 . ,

k*(I) = 1 la’un]z _ _ z g ov ' ° )
Y(I). i1 ip

ï*(1) = z} k*(1) .

Si r,s e Nu; entonces

r-1 8 (ri-1,...,rn-1); r i g 0'r1 í si; 1 1 i 1 n .

1.6. Unatrayectoria admisible en RP, p i 2, ea una aplicación analítica

2 z (g(6),...,cp(c)): (0,1) + RP> o.
tal que:

1



6.
Lim ——l—= 0, 1 í j í p-1; para cada q e Nq
6*0 6j+1

Lim 6 (6) = o .
6+0 P

Uno ve inmediatamente que, dadas las vj e R 1 í j 1 p se tiene

0 si vi > 0
P “jLim n ¿.(6) =

6+0 j=i 3
*' SÍ V. < O ol

1.7. Las cadenas semianaliticas Tp , y Da .
. 6"6| 6',6",6p*1 .

Sea WC Cn un abierto conexo y

- . P
‘P ' (w1’eee.wp+1)-"" C

una aplicación analítica tal que ninguna de las funciones wj es
identicamente nula.

Denotemos con V(Wi) = {z e H/vi(z) = 0}.
Sean

2' = (61(6'),...,6k(6')), g" = (6k*1(6"),...,6p(6"))
trayectorias admisibles en Rk y Rp'k, respectivamente; denotaremos:

TP (9*) = z - (z z ) e n/Iw (z)| = a (6') i = 1 k61,6" ‘ 19'00, n i i o o"'9
m m

Iwi(z)l = 6i(6"), i = k+1,..,p

con v* = (v ... W )10 9p)
a .

D6,.6".¿ (w) = z = (21,...,zn) e B/Iwi(z)l=6i(6'),1=1,...,k
m m p+1

lwi(z)|=ai(5"),i=k+1,...,p

¡’p+1(2)| ’ 6p+1

6P*1 f1]o > 0 '
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Comola aplicación

P p+1
lvl z (|01|....,va*1l):H-Y + R > o, Y = U v(wi)

es analítica y si

dimITP, "(9')| < 2n-p y dimlba, n (9)] < 2n-p6 06 " 6 ,6 ,6 
m N w m p+1

para 6' y 6" pequeños, se pueden definir como en [1] las cadenas

B(g-1)

semianaliticas:

rg._¿..(w*) '= (-1) Isc«"'|'1“guy” ,Z” ¿füd ..
D21.2n.6p+1(9) = (-1) lvl (l(2'.gf)l 9 [xp*1 > 6p*11)

¿',g" y xp+1 > 6p+1 con las orientaciones canónicas.

si v; = h1 zui i = 1,...,p+1, donde hi(z) son funciones inversi
bles en U(F), denotaremos a estas cadenas semianaliticas con

(h), 0:, 6" 6 (h) ;
m ’m ' p+1

p
T6',6"

N N

y si h. E 1 V i, denotamos simplemente con1

T2. 6", D2. 6" 6 .
q. ’w N ’w "_ P+1'

Sea a e H (N) tal que rango d(p+1) = pp+1,n
a) Mediante una permutación conveniente de las variables zi,

podemos suponer que

A = det cA(p+1) > O

con A 8 (1.....p}.

Denotamos Aij = (-1)1+1 det a'(i.3). con

a' = «¿(p+1)
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Si z e Dz, 6" 6 ; se tiene: (c.f. [1]} 2.3)
.N , p+1

a a a
1 _ p _ p+1p ' 61,...,P - 6p, P >

6. = 61(6'), i = 1,...,k; si = cí(5"), i = k+1,...,p.
La regla de Cramer permite deducir.

í;
A .

Pi = 1 B. 1 - 1,ooc.p
1

[pp+1...pn]
‘ A11 Api
6 = .0. l A = a .0. o O

donde i 61 6p , Bl A11 a1 + + Ap1 ap

Comopi < 1, se tiene

Bi A
‘ [pp+1...Pn] > Gi; 1 = 1,...,p (2)

a

y reemplazando en p p+1 > ¿p+1 los valores de fi encontrados
en (1) obtenemos

e Ap+1
[pp+1...pnl > ¿p+1 (3)

A A p -Aj" n = oo. u
con 6 +1 ¿p+1 j=1 6] . Aj Ajl ap+1’1 + +A3pup+1’p )

Bp+1 = A “p+1 - ._ ap+1,i Bi '1-1

Denotamos con V6, 6" 6 al conjunto abierto en B(A) dado
m ’m ’ p+1

por las desigualdades (2) y (3). Bs decir:

Vg|.6n.6p+1 = (Zp‘,_1,...,Zn)/pi < 1"o
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Para TE, 6" tenemos solamente
& 'm

a
pal = 6 ... p P s 6

1’ ’ P

y denotamos

v = (z ...,z )/p < 1 lp ...p la1 > 3
¿',¿" p+1’ n 1 ' >p+1 n i

i = 1,...,p
con

3 = ¿aii ... ¿Api .
i 1 ’ ' p

lEn estas condiciones, de (1) deducimoa que IBI, 6" 6
m 'm ’ P*1

y ITÉ, ¿"Ison subvariedades (lisas) de B y la aplicación,N"w
a

" |06|,6n.6 l(o 2:)p u v
O 2'.g".6p*1 & N

101 10 _
(01....,0P,zu)) + (g’1e .....gp e P.zu))

con ¿_ 1/Á
61 '

si * —-——-—---¡— 1 * 1.---.p
.’ h. i

{pp+1...pnl l.es una parametrización de IDÉ, 6" 6
' O Im m P+1

En igual forma para ITE, ¿"lo
w ’w

Observemos que B1 = (811.....Bin), donde

B = E A a j 8 1 ... n 5ij hzi hi bj ’ ’

y cuando fijemos i, denotarenoa algunas veces dj t 61’.
j = 1,...,n
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b) Sea G G H (N), si QÁ(p+1) es triangular, entoncesp+1,n

:O.Á >OA" 0.3 1...: iiÁ11 1-1'1

i g 1.o...P
y luego en las desigualdades (2) y (3) de parte (a) se
tiene:

A\ ‘ ii .pi
61. . es. ‘11 i 1 p

3 a“ g 5-¡3 a A AS 8 1'..." a
p+1 - P*1 1:1 5 ’ j 11 °p+l.fl jp p+1.P

Si GAes normal, se obtiene

A A‘ ii pi . ’ A _
¿i g 61 su. 6P 1 1 1 í p. 6p+1 g 6p*1’ 8p*1 ’ A ap+1

1.9. Sea Y un subconjunto analítico del abierto Wde Cn.

Una forma m e ¿(H-Y) se dice semimeromorfa en H, con polos en Y;

si V z e Y existen Hz entorno de z, una forma U CEC(Hz-Y) y una

ecuación v de Y en Hz tales que, sobre H!-Y se tenga

N 8 Iu .ï

EH(*Y) denotan! las formas semimeromorfas de H, con polos en Y;

y Dw(*Y)denotan! el conjunto de las formas semimeromorfas de H,
con polos en Y, a soporte compacto.

SeanYi...,,Y hipersuperficies admisibles en w, Coleff-HerreraP

Handefinido en [1]. las aplicaciones

szvín'P(*Y) » c
P

. Y a U V(w )
_1 1:1 iP szn (ú!) + c 2n-p-1

R w
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el p-residuo y (p-1)-residuo valor principal, respectivamente,
como los limites 3

RSÍÉI = Lim J 8
6+0 p

T6(v)
N

RS'I PP(3) = Lim J 3
6*0 D:(w)

N

donde g = (61(6),...,6p(6)) es admisible y 6 suficientemente
pequeñ0; y demuestran 1a igualdad

RE'i PP(Z) = Lim Lim Í 3
6 +0 6'+0 a (v)
P ¿1,6

dondeá' = (61(6'),...,6 (6')) es una trayectoria admisible yp-l
6p > 0, cuando Wes un abierto relativamente compacto)de Cn 6 de
una variedad holomorfa paracompacta de dimensión n.

Para demostrar las fórmulas (5) y (6) mencionadas en Introducción

2|6"6 y
m ’m ' P*1 m 'm

cadenas semianaliticas; es decir que los tubos tengan la dimensión

debemos suponer que D (w) sean efectivamente

correcta; esto es:
+1 a

dim ITP (w)| < 2n-p-1; dim |D , (9)] < 2n-p
R ¿' ue" - R e ¿"NSW 

jara 6' y 6" suficientemente pequeños. La demostración de estas

desigualdades la haremos en el Lema2.16 de Cap. II, mientras tanto

la supondremosválidas.
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CAPITULO II

2;o En este Capitulo demostraremos los resultados principales del

presente trabajo:

¡“P131 = Lim Lim Lim I 3 (1)y o

6p*1+0 6 +0 6 +0 Da. n 6 (w)
á ’á ’ p+1

¡“[2] = Lim Lim I Z (2)
¿"+0 6'+0 p (v)¿Í'éfl

cuando 2' y g" denotan trayectorias admisibles (6 admitidas), nara
toda forma semimeromorfa 3 en el abierto relativamente compacto H

de una variedad holomorfa paraconpacta X de dimensión n, con polos

en ; = U v(wi).
Primero consideraremos el caso en que H es 1a bola unitaria B C Cn

y 3 tiene cruzamientos normales. Por lo tanto supondremos que:
ai.p+1

(n) y v e n°.u1 que v(z*) C v( n z )a e M
p+1,n 1:1

_ — 2n-p nu-kdzAAdzBA dyuei (C)

a
vi(z) = hi(z)z i i = 1....,p+1, hi inversible en d(ï); y

notaremoa

16, 6" = I 3-10’ a
D n (
á"¿ ’6p+1

En el caso en que h. E 1, escribiremos simplemente Da, n 6 .
1 á ’e ’ p+1

h)
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Lema 2.1.

i. Si rango a(p+1) < p

IG',6" ' °

Para cada 6p+1 > 0, 6' y 6" suficientemente pequenos

ii. Si rango a < p+1 y a f Op+1

Ic',6" g °

para cada 6 > 0, 6' y 6" suficientemente pequenos.p+1

Demostración

i. Como01,...,a son linealmente dependientes existen ti....,tP

enteros, no todos nulos tel que
P

tia1 +...+ tpap = O

Sea r el menor subindice i, tal que ti í O; t
positivo. Entonces los puntos del tubo Da, n- 6 ,6 ,6

m m p+1

r se puede suponer
(h) cumple la

igualdad:
p t p a t
n lhi(z)l í = n “11(2) z i| 1r - i=r

t t
= a r ... a P = 6*

1' P

si r 1 k; Lim 6* = 0
6'?0

y el tubo es vacio para 6' pequeno y 6" fijo, por ser las h1
inversibles en O(Ï).

si r > k; Lim 6* 8 D
¿"+0

y el tubo es vacio paro 6" pequeno y 6‘ fijo, por ser las hi
inversibles en 0(Ï).
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ii. En esta situación; laa hipótesis implican que no existe

A C A(p,n) tal que «A sea normal.
Para cada a = 1.....p. aea

I I {1 1 i 1 n: asi > O, = 0}“a+1,i “p+1,i

Existe r tal que Ir = I, 1 1 r 1 p, c.f [1]. Lema2.2.3; de

donde, se deduce la existencia de números lcrw_:l,...,l<l“1 e N
tales que

+...+ k 1 í i í nari-5 kr+1 ar+1,i p#1 ap+1,i

Los puntos en IDG n (h)IVerificana',a ,6
m w p*1

a i
“11(2) z | g 610 1 í 1 1 po y “¡1,44

Sean

m = inf {Ihr(z)laz e Í} > O

k ' k
, 'v+1 p+1 . _

H - sup {lbrwi (z)...hp+1 (z)|.z e Í} > O

y se deduce c.f [1]; Lema 2.2.3 que

k k
e

6 g Gr ' r+1 “' p+1

Si r í k , Lim 6* a 06'+0

y de (3), el tubo ID: (h)l ea vacio cara a pequeno
y 1

O l!.g .6”
y 6” fijo
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Si r > k, Lim 6* = o
¿"+0

y de (3) el tubo ID: (h)I es vacio para N'pequeño.°9
N

Í H

’á ’6p+1
Para 1a demostración de los Lemaa2.2 y 2.3 siguientes, c.f [1]

Lemas 2.7 y 2.9.

Lema 2.2.

Si rango a(p+1) = p, entonces I = O, en cada uno de los casossus"
siguientes:

a) m = IHI > n-p

b) m = IHI = n-p y det GAUB(p+1) = 0 .

Lema 2.3.

Sean g = g(2(j), ï(j)) e E°(Cn) una función independiente de z:I y

ïj, y r,s C N tal que r+s < Yj; sea

det GAUB(p+1) í 0, con [A U 3| = p

Entonces

I z.Y z; É; g(z(j.), ïü )) dzAA dïBA (huyH= O ,

DÏ' a" a
m 'm ' P+1

en cualquiera de los casos siguientes

a) j e B U M

b) j e A, s > 0

c) j e A. s = O, r < 11-1
Gracias a los Lemas 2.1 y 2.2, podemosconsiderar por el resto del

capitulo II que:

IHI = n-p (Luego lA U BI = p) y detaAUB(p+1) í 0 .
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Veremos mas adelante que el Limite iterado en 6' y 6" de 1a integral

I n es algunas veces cero.sus
Progosición 2.".

Sea f(z,ï) = gíïtíl, con g(z,ï) z z‘l ï” h(z,ï) dondeh(z,ï) es C.z
y u,v,y e Nn tal que u+v a y

y sea I C A U B; Entonces:í
i. Para cada 6" > 0 y 6P+1 > O suficientemente pequenos, existe

el limite
-1 _ . _

Lim J z f(z z) dz A dz A du¿”o I ' A n u

ii. Para cada 6P+1> 0 suficiente pequeno se verifica
-1 - _

Lim LimJ z f(zz)dz/\dz/\du =O .¿"*° ¿,+° - I ’ A B H
0 'I

2 ’g ’6p+1
Demostración de i.:

Mediante una permutación de las variables zi, podemos suponer

A U B 8 {1,....p}, H = {p+1,...,n} y det aAun(p+1) > 0; denotemos

U = (A U B)-I

Por hipótesis U f U. Sea

1 — _
J6,.6" s J _zI f(z,z) dzA A dzn A dvH
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como A = det aAUB(p+1) > O, podemos utilizar la parametrización de

0:, 6" 6 descripta en el capitulo I; Seco. 1.3, obteniendo:
m 'm ’ p+1

J - 1“ F ei? f(o ) ao Ada Ada Adp - (u)6',6" ' u "n " A n H H’
TKV6¡ 6"

donde .'

pi=p¿(pp+1.....nn)=——-—í 11111:
lpp+1'.0pn]

). p =(p1,...,pn)T = [0,211“, o = (01,...,an

‘16,.“ = (1,1),(1....,¡un)/pj < 1 ai o
[p eaepnl >p+1
i = 1,...,p+1

A A‘ 1i pi ' .6 =6 .006 B = a A
i 1 p ' 1 h=1 h hi

. 6‘ H c-xj- A A A
p+1 ' 'P*1 1:1 Í ’ fi ' 51 "p+1o1*"'+ ip ap*1.p

Bp+1 = A °p+1 - ¿:1 ap+1,i Bi

aeA a ben jeI j

Enparticular
. ¿u
p = __————————¡—, u e U. (5)

u [n - p l up+1°" n

Sea c > O una cota de If] en B. Integrando en (u) respecto de las

variables angularea obtenemos:
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lJó',6"l 1 c] "u "H ¿”a
vó',6"

|A CI pp+1...9ndfip*1...dfina
vana"

para cualquier u fijo en U.

Aqui conaideraremoa dos casos separadamente.

a) aAUB(p+1)es una matriz triangular superior (o se puede trans
formar mediante una permutación de sua columnas en una matriz

triangular superior).

En este caso A > 0, 611 > 0,...,App > 0, y para cualquier u e U

fijo los puntos de V6, 6" verifican:
9

a a B .p+1 n u
Pp+1 colpn g lpp+1oolpnl > 6“

donde

. Aun Apu
6“ = 6“ aecópr'

oí = Buj z cui Au“ +...+ api Apu, p+1 í j ¿_n
A

Reemplazando Pu en (-6.), obtenemos
a

-_1
n. 1 A" 1/A ‘ .

lJ6|.6nl1 °(6u) I n ’j Up+1noodfln (3)")

Lema 2.5.

Si ae renumeran variables de manera que

> o 1 í j 1 a

oj í o 3+1 1 j í n-p
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se verifica:
‘ 1/A

IJs,’¿"I í c1(6u) J ¡l1pj dpi...dps.
D“ - 5‘

6 ,6u u

‘ Auu A u
donde 6u = 6“ ...6pp y.6u es un producto de potencias no negativas de

algunos elementos de la sucesión ¿“+1. ¿“+2,...,6p, y

s oj . .D“ i = {(p .....p )/0¿p < 1, fl p > 6 .óu}
6u,6u 1 s j 1:1 j u

O ¿"s 1 n-p, c1 constante > O.

En efecto:

ComoAun > 0, la igualdad (7) implica que si ej < 0, entonces

ou+h j > 0 para algún h = h(j) > 0; de donde
_ °u+h

6u+h(j) - p j pj, pues pj í 1 V j 1

luego n_p al

s a x21 px ‘ n'p 'oj
n P j = n- 'o > 6o n pj

1:1 5 "p p j 3"“
' j=s+1 j

. n-p -o

l u i=s+1 (6“+h(j))

- a
e 6“ . 6“ ’ (9)

donde
a “‘P -oj
u g i=2+1 “MM”, 3

Por lo tanto se tiene que
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a oí . 3
“.6” c {(pP+1"”'Pn) e vó'.6"/121 pi :- 6 ' }

= De“:

Integrando en (8) los terminos donde oi í 0 obtenemos

u

‘ 1 A
Ia¿.,¿..l 1 cin“) ’ J

U
D D u. p

como queriamos demostrar.n

En la situación (a), consideramos ahora los casos:

a ) u 1 k para algún u C U1

a2) u > k V u e U

a1) Veamosque aqui se verifica

Lim J 0, para cada 6“ fijo y pequeño.
6'+O

Pijemos u 1 k, u e U; reemplazando 1a expresión (S) de pu en

6',6" =

JG, 6" vemospor el lema anterior que basta probar el siguiente:. .

“Lema 2.6.

. A a
Lim (6 ) n p dp1\.‘dp s o (101

¿vso n . a 3:1- j ' s60' u
donde

1. dj > 0, V j = 1,.r‘,s, A > o
. Y Yu

2. 6“ ‘ 6“ q..6pP; Y“’ u

3. 6“ es un producto de potencias no negativas de algunos elementos

de 1a suCesiñn)
6 .6u+1""’ p
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u.g' z (61(6'>,....pk(6')). g" = (6k+1(6").uu,6p(6"))
son trayectorias admisibles de Rk y RP"k

8 ej A 2s. n- = n- 3 (s) = {(p ....,p )/p < 1; n p .'; a .c }.
6u’au 6u'cu 1 s j j=1 j u u

.Demostraremos este-c lema por inducción sobre s. Para s = 1,
a

1
Si 1 - T Í -1
La integral (10) se reduce a

.01. 1 1

(auf/AJ pi 7 «m1a i ila
(6“.6u) 1

1 1_(2__
= (3 )1’A (1 - (3 É )a A )u u' u

.Z.l
. 2/0 ‘ o A

- 1/Á ‘ 1- “ ;- (6“) - (6“) (6“) a
._ - A A t

cuando 6' + 0, como u 1 k se tiene 6“ + 0 y como ¿“(fiu) 2A
es de 1a forma

Y Y' Y'u u+1 p
u .6u*1 soaóp ’ Yu > 0 (11)

también tiende s cero, por ser é' trayectoria admisible.
o1

entonces al SIQAy 1a integral (10) se reduce a:
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—T——Tl——7—— dP.
(6 .6 )1 2A 1u u

A A OI
C

v
H

.\
>

g...“ )1/2Au

1/2A .
_ (6 )1/Au

43(3)
A

Q A

como 6 (5 )-1u u
es de

Supongamos que (10)

1a integrql

la forma (11), tiende a cero cuando 6' + 0.

se verifica para el caso 5-1, y consideramos

o.
1__l

. l/A S A
(6 ) I n p dp ...dp .u . 3:1 j 1

D6 .6 (s)u

. as
81 1 - 1? Í 1, se t1ene en D6 6 que

u u

¿“.3u 1/0
s-1 o. < ps < 1

n p 3
1=1 j

la integral (10) es igual a

“1's-1 1-—- 1 s. 1/A 1___n 0..
(au) J j=1 pj dpi dps-1[J . 2 ps A dp ]

03 gh-“ 6' óu 1/“u’ u s-Ï o.
H p.J

j: 3
ii

1/A 5'1 1' A' (6 ) Í Ï. dp ...dp
u ._ 3 1 s-i

3‘1 .
Da ,5



o.
s-1 1--l

- É¿'% " Pj A' l/A - s 3:1a 6

s-1 2 o. a
" P- 4 ' 7}

j=1 J as

06 ,6 (s-l)u u

a

1/A 5’1 1"%
= (6 ) I n p dp ...dpu 1:1 j 1 s-1

2 l o.
(A : dsA 8-1-- 6 S n

u) (6“) I j=1 pj s dpí... dPs_1

flor la hipótesis inductiva, la primera integral tiende a cero
cuando 6’ + 0. 2 1

, . -,_ 2 o. X
Por otro lado ¿u = (6a)"Us (6“) ° tien e la forma

Y v' Y'u u+1
u .6 “+1 ,...,6p p con yu > 0, u í k

3 tiende a cero, cuando 6' + 0’ y como 0., o son estrictamenteu ’ 1 s

positivos, por hipótesis inductiva. la segunda integral tiende
a cera cuando 6' + 0.

Si 1 - -— = -1, entonces os = 2A, la integral (10) es igual

1/A 5’1 p1 4 -1
(6“) J jgi j dpi...dps_1 J A a ps dps6 6 1/2Au u

Sar-11po]
j=1 j
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:1 '9-1 oj 1/2Aa 8-1 1- 1 n p

- u - j 1 3-1 , a1-1 6 6
. k u u

6“ a“ 11/2A 
a-1 o

H p j
1=1 51

o
.. ‘ _1

- 1/2A .- -1/2A “’1 1’2A
= (su) (su) I ll pj dpl...dps_1j=1

a

- (311M I aii phJ‘ ap ...dpu 1:1 j 1 3-1

como

N * 1/2A = -1/2A
6u = (6“) (6“)

es de 1a forma

1 7' Y

un. uÏIII°"|6ppD Y“ > o. u i k

X“ tiende a cero, cuando 6‘ * 0.
Por 1a hipótesis inductiva. ambas integrales tienden a cero
cuando 6' * O.n .

a2) Si u > k V-u e U

En este caso, integrando en (u) respecto de laa variables

angulares obtenemos:

. ‘ AJG..6"‘J
‘ V

p+1...“n
¿O’6n
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donde

su») a Wi)“ J si? (12)
T

El g (p1.0l0.pkgpk*1’000"p.pp*1.000.Pn).evó’.6"

f(o.3) ¿0A con ¿0"

tiende, cuando 6' * o, el punto
A

p co (0.....0.Pk+1.IOO.P ’Pp p*1’tol.pn)

y por lo tanto

g(P) * g(p°).

Por otra parte

n p -Á
A 16 8 6 n 6

p+1 p+1 1:1 j
donde

x +IIQ+ A= A a G 'i jj p+1.1 jp 9+1.p’
A ' e ‘

cuando 6' + 0: 6 á 0 i = 1,...,k y 61 tiene tngo posip+1
bilidades

Si ¡j p+1

Si ¡j í 0, para algún j 1 k entonces, ei el primer elemento

= 0 V j í k entonces 6 permanece fijo.

no nulo del vector (¡1)j ee negativo se tienegig-eeíp

6p+1 * O

y si dicho primer elemento en positivo ee tiene

6p+1 * +- °

En ceso 6p+1 queda fijo, veamos que
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" A

62:: J¿,,¿" = I PU g(po)pp+1...pn dpp+1...dpn ) (13)
v6"donde

Bi .
V6" {(pp+1,...,pn)/pj < 1. (pp*1...pn) > si; 1 —k+1,...,p+1

En efecto; de la inclusión V6,’6" C V6" deducimos

“ A

JG',6" ' 'Í Pp+1..upndpp+1eeudpn
VGH-vól .6"

+ J pu g(p) Pp+1...pn dpp+1...dpn
v6"

cada integrando esaqu! acotado y V6" tiene medida finita.

Cuando 6' + 0; Gi + 0 V í = 1,...,k , y evidentemente

med(76"-"¿,,6") * 3 i

la primera integral tiende entonces a cero.

Por otro lado, g(;) * g(;o) para casi todo punto de V6";por el
teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue

[.(A) d d+ .(‘) c1
I pU g p pp+1...pn pp+1... nn pu g po pp+1...pF p
v6" v6"

lo que demuestra (13).

c2) En caso 6p+1 + O se verifica (c.f, (12))
A A

sti: Jó,’¿" = Jü pu g(%) pp+1...pn dpp+1...dpn , (1k)
v6"

donde
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B. .
k _ 1

v6" - (pp+1,...,pn)/pj < 1, (pp+1...pn) > ¿i o
i = k+1,...,p

En efecto, en este caso también V6, 6" C VÉ" y’

med(ï3-V6,,¿") * 0, y (1k) se obtiene de la misma manera
que (13).

En el caso en que 6p+1 + -, sean e1,...,eS los elementos

extrictamente negativos del vector (BFH'1,].)].=p+1’HHnse
verifica en este caso:

1 -e1 -es
Vó',6"C{(Pr1,o.-,Pr >'2——>Pr1¡oopr ;pr. <

s p+1 S J

por lo que entonces med(V6, 6") * 0 yi

Lim J = 0.
6'+0 6',¿|I

Caso en que aAUB(p+1)no se puede transformar por permutaciones
de sus columnas en una matriz triangular superior.

det a
AUB

Consideremos la matriz de cofactores (A;¿) y para cada j,

Se puede permutar variables de tal manera que A = (p+1)>0

1 1 j í p,denotemos con Ah j a1 primer elemento no nulo de lai
columna A j .
En este caso se demuestra en [1], Lema 2.5, que existen colum

nas A en la matriz de cofactores, cuyo primer término no nulo
O
t

es negativo.
Sea

A' = {t e {1....,p}/ si A es el primer término distintohtt
entonces A < 0}

de cero de Lot htt
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Para cada t e A', los puntos de V6, 6" cumplen 1a desigualdad
O

Bt .
(pp+1...pn) > at 1 (15)

donde

Bt 8 p+1goss’8tn)
(16)

. Ahtt Apt
6 I 6 ...6 , A < ot ht p btt

Sean .6 ,... B los B estrictamente negativos en eltr1 ’ tra tj
vector (B , entoncestj)j=p+1,...,n

8 Btrj .
v¿,.¿" C {(pp+1.....pn)/p¿ < 1. 1 1 H pr > Gt} = v8 (1713:1 Í t

De (6) se deduce

Ó

IJ6l’6fll 1 c2 med(v6t) ° (13)
Es necesario distinguir aqui dos casos diferentes

bl) Si ht í k para algún t e A'

V t e A'

Sea t e A' tal que ht í k; de (16) se deduce

L1m6=+- ’
6'*0

y por (17), med(V; ) * O cuando 6' + 0.t
De (18) deducinos entonces.0s

6'*° 50.6"

Si hf > k VtG-A' ,
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Sea

A" = {j e {1,...,p}/si Ah.j es el primer término distinto

de cero de A.j entonces Ahjj > 0} )

D' = {j e A"/hj 1 k}, 3' = {j e A"/hj > k} 3

B' es eventualmente vacio; pero D' í 0, puesto que

A = 611 A11 +...+ aip Alp > 0 implica la ex1stenc1a de un indice
j tal que A > 0; de aqui ¿e D'.ii

Denotemos al vector

' - ('” " >Po ’ p1.000,pp,pp+1,oee,pn
donde

p = p e A' U B' = 0 V ' e D'.j j i y pj J

cuando 6' + 0 se tiene

6j + o v j e n'

y el punto p = (pl....,pp.pp+1,...,pn) e VG',6" tiende al punto
po cuando 6' * 0 y por lo tanto para la función g de (12), se
tiene:

A A

g(P) + g(p°) o

Por otra parte

A A p 'Xj6 = 6 n 6 A = A a +...+A a
p+1 p+1 5:1 j ’ i ji P+1.1 jp p+1.p

cuando 6' * 0, 6p+1 tiene tres posibilidades 2

c1) Si ¡j z 0 V j 1 k, 6p+1 permanece f1]0.

Si ¡j f 0 para algún j < k, entonces, si el primer elemento
no nulo de la sucesión (1.) _ es negativo se tieneJ j'lo'°°op



-33

2) 6p+1 * o
c

y si dicho primer elemento es positivo setiene

c3) 6p+1 ‘ °°

En el caso (c1), veamos que

ani: JG..¿" = I pu g(Po) pp+1...pn dpp+1...dpn (19)
vA',B',6p+1

donde

v l l = Coop )/p- < 1
A ,B ,6p+1 p+1 n 1 Bj . ' Í |

(pp+1...pn) >65.) e A UB U{p+1}

t 
En efecto notando V —VA,.B,’6 . tenemos quep+1

Q A

¡16"6" = -J* pp+1000pndpp+looodpn+
v ‘v51.6n

+ ‘ (")pu pp+1ooopndpp;1000dpn
v* .

Si 6' + 0, entonces ¿j + 0 V j e D' y med(V*-V6,.6") + 0, por
lo que la primer integral tiende a cero. La igualdad (19) es entonces

A A

'evidente, ya que g(P) * g(P0) en forma mayorada.

En el caso (c2) se verifica; mediante un argumento similar que

O = a aJó'.6" J Pp+1ooopndpp+1ooodpn
V ¿ .

donde A ’B
B. .

= J 'VA.’B. {(ppfl.....pn)/pi < 1,(pp*1...pn) > Gi.) e A' U B'L
A

En el caso (c3) en que 6p+1* 0; sean ei....,es los elementos estris
tamente negativos del vector (B se verifica enP*1oj)jgp*1o°'-on.
este caso:
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1 -e1 -e
V6..6"C{(’1.ees.'.)/1 >r- > ...p.

p+1
s.’j<1},

por lo que entonces ned(V6, 6,,) + O y
O

Lil J g oe
6...0 6'06"

ii. Sea 3 = Lil J
¿n 6...0 60.6"

a) Si aAUB(p+1)es triangular superior
Según la sección (i) de la proposición 2.“, 3 8 0 excepto6”

en el caso (a2); en este caso el Lena 2.5 implica
O.1-..

‘ 1/A '
IJ¿"I.1 c1(6u) I 121pi dni...dps

n‘ 3
6 ,6ll u

. Au A

con 6 = 6 u...6 pu, u > k; para cada u'e U.u u p
“ ‘b

Cono Lil 6 = 0, la propiedad buscada Lin J = O se dadu
¿"+0 “ ' ¿"+0

ce del Lena 2.6.
6”

b) (p+1) no se puede transfer-ar por pernutaciones de sus“AUD

coluanas en una natriz triangular superior.

En esta situación 36..= 0 salvo en los subcasos
A

c1) 6p*1 queda fijo

) É # o°2 p+1

del caso (bz), (c.f sección "i" de la proposición 2.“)

la propiedad buscada 6ki: 36. = O se deduce de (19) y (20)..p

teniendo en cuenta que i
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Lim med V = O y
¿"+0 A"B.’6p+1

Lim med V O. 0°
¿",0 A'IB'

Lema 2.7.

-Y - - ¿b nDada 1a forma z b(z,z) dzA A dzB A‘duH con B í I, V b e ¡(C ),
se tiene:

i. Para cada 6" y 6p+1, positivos y suficientemente pequenos,
existe el siguiente Limite

Lim J z.Y b(z,ï) dz A dï' A duA B H
6'*O Do' Í

5 ,6',6P+1

ii. Lim Lim J z-Y b(z,ï) dz A dïá A du = o¿"+0 av+o a A H
Dev a" a

’ ’ p+1
Demostracion:

Para la demostración; c.f, [1], Lema2.12.

Consiste en demostrar que

Lim Lim I z.Y z}-1 b(z(J),ï(J)) dzA A dis A duH = o (26"*0 6'*0 a
v n

a ,6 ,6p+1

v J e {51.....3u} c A y todo b e 5°(cn) independiente de
z ’ï 3...;2 .ï o
11 11- Ju ju

La igualdad (21) se demuestra por inducción sobre u, usando

Lema2.3 y Proposición 2.“ del presente trabajo.en lugar de los.Lemas

2.9 y 2.10 que usa C-H en [1] para demostrar Lena 2.12.DD
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Por el Lemaanterior, nos resta estudiar ls integral IG, 6"
D

cuando u e Ezn-P(H) es de la forms

49'de Ade; (38,)A

para tal estudio necesitamos los Lemss2.8 y 2.9 siguientes:

Lema 2.8.

Ses f I f(z(A). ïïA)) CE°(Cn) una funcion independiente de las

variables zi. ïi, i e A.
Si uA no es normal, entonces

i. Para cada 6" y 65*1 positivos, suficientemente pequenos, existe
el siguiente Limite.

Lim I z(A)"Y zXI f dzA A dvH .6'+0 a
| n

2 'g ’6p+1

ii. Para cada 6p+1 > 0

-Y -1
Lim Lim J z(A) zA f dzA A duH = 0 c

6"+0 6’*O Da¿l’an’a
m m p+1

Demostración

Si ¿A no es normal, se presentan los casos siguientes:

a) cA(p+1) no se puede transformar en una matriz triangular por
permutaciones de sus Columnas.

b) 9A(p+1) se puede transformar en una matriz triangular por
permutsciones de sus columnas pero existe t e a tal que

Gp+1.t > O o
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Probaremos primero la parte "i", en casos a y b.

1. Sea

J z(A)'Y 2‘1 f dz /\ du .
6',6" a A A M

D ' n
6 ’2 ’6p+1

Caso a)

Mediante una permutación o de las variables zi podemos supo
ner; A = {1,...,p},H = {p+1,...,n}, A > 0 y obtener

J¿.,¿n = c I z(A)'Y f(z(A),ï(A)) duH
TxV6'.6"

donde

c = signo o (211‘)p , T = [0,21rln.P

. A " i'
VGI’GII {(Pp+1ouo-,Ñn),’fij < 1, {fip+1..oí—‘nl > 5i;í=1’..e,p¿1}

i i ii 1 p1 p

-1
A A p j- 5 fl 5 1 - a + A. a
P+1 p+1 5:1 1 ’ j 11 p+l.l 3p p+¿,p

5
Bp+1 ' Aap+1 - 1:1 ap+1,i Bi 0

Desarrollamos f¡ en términos de las variables zi, i V A;'
c.f [1] Lema 2.a

n

f z 2 ( z: í: gía (z(i),ï(i))) + K(z(A),ï(A)), (22)
i=p+1 r+a<yi
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Hanson a i z"ï" Hanson); c .
u+9=Y

Por Lema 2.3, obtenemos

JG'.6" I c J z(A)-YK(z(A),ï(A))de.
TKVG, 6"O.

Consideremos la matriz de los cofactores (Aij) y para cada
j, 1 í j í p denotamos con A el primer elemento no nulo

hifi
de 1a columna A j.
En este caso se demuestra en [1], Lema2.5; que existen colu!
nas A en la matriz de cofactores, cuyo primer término not
nulo es negativo; de donde el siguiente conjunto ,

A' = {t e (1.....p}/si Aht es el primer término distintot
d

e cero de dot entonces Ahtt < 0}
no es vacio.

Consideremos los casos siguientes:

a1) Existe t e A' tal que ht í k.
a2)VtCA',ht>k .
Pijemos un t cualquiera en A'; los puntos de V n satisfa6',6
cen la desigualdad

B ‘ h t At ‘ ‘ t pt
--.Pn] > 6to t 0.06pIpp+1

Sean 01.....0 los elementos estrictamente negativos del ves

tor (Btj)j.p*1’...,n¡ se tiene:

121 aii > (pp'1.,:)n) > 6%,
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de aqui; para v 1 - Z o. > 0 se obtiene

i=1 1

-1 s '°i S 3(est) >np. >(np)
. 1 .1:1 1:1

de donde
s . -1/sg N

v6v.ónc .U {(p19°"ops)/pi<19 °<pi< (Gt) }=U (23)1:1

0 í s í n-p ,

Caso a1

Tomemos t G A' tal que ht í k y

. Ah t pt '
Gt = ¿ht ... p , Ah t < 0 , entonces

. ,_ -1 m

Lim ¿t = +- y Lim (6 ) S“ = o 5¿1+0 6I*o

de aqui med(Ü) + 0; por 23 se tiene:

Lim J = 0.
6'*0 6v,6n

Caso a2

Si v t e A', ht > k
Sea

C x '

A" = {J e {1,...,p}/si Ah j es el primer términodietinto de

'-cero de A j entonces A > O}hjj
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n' = {j e Ann:j 3 k}. 3' = {j e A"/hj > k}

B‘-puede ser vacio; pero D'.1 I (c.f, proposición 2.0 cano bz).

Cuando 6' e 0, se tiene 6j e 0 V j e D' (2“)
y puesto que

3 ¿A 5 s-xj' A= ' = A +...+A
pu p+1 3:1 :i ' 1 11°p+1.1 1p°p+1.p

entonces 61"1 tiene tree posibilidades:

Si ¡j = O V j 1 k; tenemoe

c1) 6P+1 permanece fijo

si ¡j i 0 para algún j 1 k, entonces. ei el primer elemento no nulo

del vector (lj)j:1.....P es negativo, se tiene:
)6 —>oc p+l2

y si dicho primer elemento ee positivo ee tiene:

c3) 6p+1 * .°

c1) En caeo 3P+1 permanece fijo, por (24) ee obtiene

ati: a¿,.¿, =.I z(A)'* x(z(A).ï(A))duH.5
TxV

A',B',6p+1
donde

“¡una6 a .0’*1.....pn)lp¡ < 1 '
p+1 a .

(“una”) j>61,jeA'UB'U{p+1}

(25)

c2) En caso 6'*1 * 0, por (2k) ee obtiene
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-u1

ani: JG,‘¿" = J z(A)-Y K(z(A).ï(A))duH (26)
TIVA'.B'

donde

VA..B. (pp+1,...,Pn)/Pi < 1
B .

(pp*1csepn) j > 63. j e A' U B.

Como el inte rando es acotado V ' V V son
8 y 6o.6nn A|.BSGP+10 ¿0.3!

de medidafinita, las integrales existen.
O

En caso 6 + +- c
p+1

Sean el.....es los elementos estrictamente negativos del vector

(Bp+1’j)j=p+1.-oopn’ se verifica en eSte C380 J

. 1 'e ces
V6|.6"C{(Pi,.oo,s)/1>6r_ >P1 ...fs }

p*1 0 í s 1 n-p
por lo que entonces med (V6,’6") * 0, y

Lim J = 0.
.¿,+o 6',6"

Mediante una permutacibn o de indices de las variables zi, podemos

suponer A = (1,...,p}, H = {p+1,...,n}, GAtriangular superior; y
obtener

zu)“Y f(z(A).ï(A)) dv
J60’6n ‘ c J H

T¡v6'.6"
donde

c 8 signo 5 (2Ii)p, T l [0.2!]!!-p

(I’Pu.....pu)l;:i < 1
[Pp*100-Pnl > si;

Va',a" ‘
1 a 1,....p+1L

í .

'k
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' A C+eoo+A
li 1 pi ap’ A > oii

1 I 1.....p.

' A = Aj {1 °p+1.1*°°'*‘ ajp p+1.p

Bp+1 ‘ A“pu ' iii “p+1,1 31 .

Deaarrollemoa f como en (22); por Lema 2.3 obtenemos

J z c J MA)-k K(z(A),ï(A))de .
TxV

60,6"
6',6"

Sea A' = (1.! {1,...,p}/a # 0}..Por hipoteeia A’ es noP‘loj
vacio y podemos tomar t = min A'.

Los puntos de V¿,'6" verifican:
q ' p a 6-' "'t +1í __P_*1____'O > n O >’ 1:1 Ép+1Pt 1

(pp+1...pn)
de donde _

G
A¡(p ) P*11p*1...pn

t
[pp*1...pnl

¿A

( > ¿____;211_____ï_ (27)A, t
P lp ...pnlt p+1

-A -AA tt pt
a 6p+1 Gt ..¿6

Llamemoe
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de aqui (pp,1...pn) > 6 - (2B)

Seen 61....,oa los elementos estrictamente negativos del .vector

(841),.P*1.....n; obtenemos
s 6 8'i t e
H > ... , > 6

igi pri lpp+1 pnl
N s

entonces, para v l - í o1 se tieneill 

- s -o s m
(6*)-1 > n p 1 > ( n p )“.

1:1 '1 1:1 ’1 ’
de donde

s -1] &
v c u {(p ... p )/p < 1 o < p < (6*) ’“}= 3.

6',6" 1.1 p+1’ ’ n r:l ' ri
(29)

Caso tí k,' en este casoise tiene

Lin 6* =+- 36'*0
de aqui med(Ü) * 0; y por (29) obtenemos

Lil J ' 0 a
60.50 6'06"

Caso t > k, en este ceso 61 4 0 V i 8 1.....k cuando 6' * 0; y
luego

Lin ¿6, a; - I z(n)’* Hanson)“H (ao)604.0 e
V6" 6

’ p+1
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donde

B .i .
‘76...6 a (pp*1.....pn)/(p ...pn) > 6 1 z k+1,....nO

p+1 p+1 i
<:1’1

En V figura 3 pues t > k.
6",6P+1 p+1

Comoel integrando es acotodo y V6".6P*1 e. de medid. finit.,
le integral existe.

m

, Sea J t Lim J
ii 6" 6.-,0 ¿v’6n

n) Según sección (i), de Lema2.0, 36, 6" = 0 excepto en el caso ¡2).I

cuando
A

c ) 6P+1 permanece fijo, y1

cz) 6p+1 * °

La propiedad buscada, ki: 36" z 0 se deduce de (25) y (26), si6+
demostranos que

Lim med(V ) 3 0 (31)
¿"+0 A"B"6p+1

Lin med(VA, B.) = 0 o (32)6".’o .

probemos (31). Sen (pp*1,...,pn) e V ¡tomemos t e AS; los._ A',B’¡6p*1
punton de VA, B, 6 cumplen la desigualdad 1’ O '

A .B . . h't d'
t g .". -pt oooopn) > at. g Potro, < o )(vw1

como ht > k, Lim 6 = +- }¿"+0
Razonando como en (23) podemos deducir que VA, 3,; eat! conI p+1m

tenido en U; cuya medida tiende a cero cuando 6" + 0.
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(32) se obtiene en forma similar.
m

b) En este caso, de Sección (i) sabemos que Ja" = 0, excepto cuando
m

t > k. La propiedad buscada Lin J6" = O, se deduce de (30), si¿"+0
nosotros probamos que

Lim med(V6" 6 ) = o .
6"+0 ’ p+1

En efecto; si (Pp+1....,pn) e V6".6 , comot > k entoncesp+1

B . 6
t A _ t

(pp+1°"pn)‘> Y ' _—_6—t
(pp+1...pn)

Comoen (27) se tiene

6 BI
2+1 t a

Pt > a *1 y (pp*1...pn) > 6
(P ¡cop ) p

p+1 n
-A -A

g _ tt pt A A >°
con 6 - Gt ...6P 6p+1 3 tt

como t > k,

Lim 6* = +-.
¿"+0

Razonando como en (28) y (29) deducimos que V esti con
V 6".cp*1’m

tenido en U, cuya medida tiende a cero, cuando 6" * O. 0°

Lema 2.9.

Seaf =f(z(A),ï(A))C
Si GAes normal ae tiene o

> 0 suficientemente pequenos existe el Limitei. para 6" > 0 y 6p+1

N _Ï -1J n = Lin z(A)' z f dz A.dw
a ¿,+o A A HDuG'J”.
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ii. Para cada 6P+1 > o pequeno, se tiene

Lim 36" I Lin O(2Ii)P I z(A)-Y f duH
¿"+0 ¿+0 a

nm} n amó?“
p+1

N 

111. Lin Lin aa, a Lin a(2ri)' I z(A) 1 f duH .fl .

‘,+1*° 5 *° ‘*° B(A)I

Demostración

i. Mediante uns permutación o de las variables z1 podemos suponer

que A 8 {1....,p}, H l {p+1,...,n} y oA(p+1)es triangular' superior,

y obtener Y
Ja,’¿" = c I z(A) f duH

d d Txvó"6"on e

T e [0,2I}n'p , c a signo a (211)P

e .i 

6 g 611100.6i A > 0ii

6p+1 . 6p+1 ’ Bp+1 . Acp+1°

Desnrrollenos f cono en (22), y por Lens 3 obtenemos

J¿,.6" a c I aun"Y x(z(A).ï(A))duH .
r¡v¿,.6.

s1 6' + o, a + o v 1 - 1.....k; 1éego1
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3 n a Lin J , n - c z(A)’* K(z(A),ï(A))dw
a ¿,+9 6 ,6 u

TKVG". p*1

donde (33)

v6",p+1 g (pp+1'°'°'p¿v>j < 1
B .

i >61,i gk+1.000,p*1
las integrales existen pues el integrando es acotado y v6,.6",

V6.3?»1 son de medida finita.

ii. Si 6" + O, Si * 0 V i a k+1,...,p; de aquí y por (33) se tiene

Lin 36" I e I z(A).Y K(z(A).ï(A))dw¿ a (3“)¿"+0

‘ C

donde ' {(PP*1.-o..Pn)/Pi < 1. n] P+1 > 6 1o y)
¡3+1

eos,
p+1 p+1

por Lens 2.3, Esta última integral es igual a

Lim c I z(A)'* f dv"
¿+0 a

nu); n una?“
p+1

iii. por (3h) tenemos

Lin Lin 36" I c z(l)’Y K(z(A),ï(A))duH
6p*1»o ¿"+0 ¡(A)

y por Lens 2.3, esta integral es igual s

Lin c J z(A)'Y f dv". 0°¿»o
B(A):
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Lema 2.10.
_ n

Sea u = b dzA A duM C Ezn p(C) entonces

a) Si u no es normal

Lim Lim J z-Ym = 0
¿"+0 6'+0 Da

b) Si w es normal

i. Lim Lim J 2-1u = o(2fli)p Lim J z(A)_Y bY-1(A) dHM
6"*0 6'+0 Du 6*0 a

Ü H

3 'É '6p+1 B(A)I n B(A)¿p+1
p+1

ii. Lim Lim Lim J z-Ym = o(2fli)P Lim J z(l\)-Y bY-1(A) duM
6p+1*0 ¿"+0 6'+0 Da 6*0 Y¿www Wu

Demostración

La demostración 1a haremos por partes

1. Veamosprimero que el siguiente Limite existe

fi\de .Lim Lim J z"Y gY-1(A) dzA¿"+0 6'+0
D

éI.án,6P*1
En efecto, de Cap. I; 1.5, esta límite iterado es igual a

7-1
Lim Lim J z-Y 21'1 —_;_:%_____;_:T dzA A duHH I .6+0 a 321 onoazp

=0,...,zp=0
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- - Y'I
8 Lim LimJ z 1 z(A) Y —a———f dz /\ du6m“) 6...0 A Y1’1 YP' A H

Da 321 ...az
‘ U W

g ,g ,6P+1 21=0,...,zp=0

este último Limite; ee cero si m no es normal (Lema 2.8) y si m

es normal ee igual a

Lim a(2ti)p J z(A)'Y bY'1u)duH6+0‘ a
- y p+1.
MA)6 ñ BH)6

p+1
por Lema 2.9.

2. Se cumple 1a siguiente igualdad

- a 
Lim Lim J z Y bY 1(1) dzA A dv" =¿"+0 6'+0

Da6' 6" 6

= Lim Lim I 2-7 BY-1(A)dzA A duHaH Ü
6 ‘0 6 *0 D

v I C A tal que III = t; o 1 t í’p;

la que se prueba por inducción decreciente sobre t; usando Lema2.3

y proposición 2.4 del presente trabajo, en lugar de los Lemae2.3

y 2.10, que usa C-H en [1] para demostrar 1a igualdad (u)‘ de pro
poeición,2.13.

3. haciendo t I 0 en 2), tenemos

'Lií Lin I z-Yu = Lim Lim J 2-? 3*-1(A)dzA/\ dv"6"*° 6'*0' a 6”+0 6'*0
D , n D y n
3 ’2 ’6p*1 2 ’2 '6p*1
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ahora bien:

Si m no es normal, de (1) y (3) obtenemos la propiedad (a) del lema.

Si m es normal, de (1) y (3) obtenemos parte (i) de (b); la propií
dad (ii) se deduce de (i). 0°

Estamos en condiciones de probar la igualdad (1) para el caso

en que hi = 1, i = 1,...,p+1, en el siguiente teorema.

Teorema 2.11.

V w = k dzA A d'z'B Ade e E2n'p(Cn)’se tiene

Lim Lim Lim J z-Yu = Lim Lim J z-Yw .II I

6P+1+0 6 +0 6 +0 Da 6p*1+0 6+0Í "
á 'É ' p+1 á’óp+1

Demostración

Por los Lemas.2.1, 2.2 y 2.5 del presente trabajo y de los Lemas

2.2.1, 2.7 y 2.12 de [1], ambos Limites son cero, salvo en el caso

en que:

w = b dZA I\ dw HI = n-p, det aA(P+1) ,4 oMi

a) Si w no es normal, por el Lema2.10, (a) del presente trabajo y

C-H, [1], proposición 2.13, ambos Limites son cero.

b) Si m es normal, por Lema2.10, (b) de este trabajo y proposición

2.13 de [1], ambos Limites son iguales a

c(21i)p Lim I zu)’Y bY'1(A) du“. un5+0
B(A)I
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Para la demostración del Lema2.12 y Teorema 2.13 siguientes;

c.f [1], Lema2.1“ y proposición 2.15.

Lema 2.12.

. _ - 2n-p-1 n
Con51deremos m - k dzA A dzB A de e a (c ).

a) Sea IM] = n-p, entonces

Lim Lim I d(z-Yu) = o¿"+0 av+o
D

b) Sea IMI = n-p-l, IBl = 1 y

sop k C {z/lzil < 1, J e B U M}

entonces

Lim Lim Lim J d(z'Ym) = o .a +0 ¿"+0 5v+o
p+1

Teorema 2.13.

Sean a e F.p+1,n(N), 0 i p í n y Y e Nn tal que

Y p+1 o.ÍV(z ) C V( H z )
i=1

c = inf{|h (z)I/z C í}.
p 1+

Existe una vecindad abierta ÏCBCC“del origen tal que

a) V m e D2n-p(3)

Lim Lim J z-Ym¿"+0 6'+0
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existe para O < 6 < c, y no depende de la trayectoria admisible yp+1

Lim Lim Lin J z-vm = Lim Lin Lim I z-Yu6 *0 ¿"+0 6'+0 6 +0 ¿"+0 6'+O
p+1 D p+1 DeÍ fla .2.¿pum

Ademle (35)

bi) Si w = b(z,ï)dzA/\ dïS¡A dun e Dzn'p(3), no ea normalJel limite
(35) es nulo.

bz) Si m = b(z,ï) dzA A dïs4A dwHe Dzn-P(Ï), IHI = n-p y b"(A) = 0

V u e Nn tal que u 1 1-1 entonces el limite (35) es nulo.

Teorema 2.1“.

Existe una vecindad Ï C Cn del origen tal que V u e'D2n_P(3) se

tiene :

Lim Lim LimJ z'Ym = Lim Lin} 2”.) .
¿”1+0 ¿no ¿wo a (m ¿”1+0 6+0 De;

Dc' 6" a 2'6 +1”)
0% l p*1 P

Demostración
| .

Por Teoremas 2.11 y 2.13 de este trabajo y por proposicion 2.15

de [1]. ambos Limites son iguales a

Lim Lim Lin I z-ïu . 0°
6p*1+0 ¿"+0 6'*0

2.15. Limites Iteradoa en el caeo general. Trayectoriae admisibles

En este parágrafo, X.denota una variedad holoporfa paraco-pacta

de dimensión n. Los resultados se extienden con facilidad al'caao
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en que X es un espacio (6 un ciclo) analítico; según la técnica de

Coleff-Herrera, [1]; pero suprimiremoslos detalles correspondientes

por mayor simplicidad.

Sea F = {Y } una sucesión admisibles de hipersuperficies1,0..,Yp+1

en X, 0 1 p í n-1. Elegimos las ecuaciones wi de Yj sobre el abierto

relativamente compactoH de X, 1 í j í p+1, y á' = (61(6'),...,6k(6')),

g" = (6k+1(6"),...,6p(6")), trayectorias admisibles en Rk y Rp-k res
pectivamente, para cierto k fijo,1 < k < p.

En estas condiciones tenemos:

Lema 2.16.

- I _
Sea v - (91,...,vk), v - (vk+1,....wp+1) y

k

T(o.5ó)(w) = Íz e B/Iwi(z)l = ¿{(6'), i=1,...,x
6' e (o,5¿)

entonces:

Existen un abierto U C W, 6' > O y 63 > 0 suficientemente pequeños0

tal que:

a) para cada vw fijo e T:,(i) C Ck y 6' e (0,56), 5" c (0,53) sc tiene:
m

dim lv'1(w) n 133;“? (w) n U] í 2n-(p+k) (36)l p+1

b) V 6" e (0,68) fijo, se tiene:
p-k+1
¿",6 p+

c) para cada 6' e (0,66) y 6" e (0,68) se tiene:

k

dim (T(0.6¿)(W) n D 1(Ü) n U) í 2n-p+1

dim Tk,(w) n DPJREI (W) n u 1 2n-p
á á ' p+1
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Demostración

Por el teorema de Resolución de singularidades, [213basta probar
el Lemapara el caso de cruzamientos normales. (c.f, [1]. Teorema

1.7.2). Sea p G X y z = (21,...,zn) un sistema de coordenadas en el

abierto U! con zí(p) a O V i, y 1a bola B E {Izl < 1} C U.

Si rango a(p+1) < p, por el Lema2.1, existen 65 y 63 suficientg
mente pequenos tal que el conjunto intersección (36) es vacio, para

o < 65 < c5, y o < a" < 6:.

Si rango u(p+1) I p, permutando las variables zi; podemossuponer

A 8 {1....,p} y A I det aA(p+1) > 0.
k k

a) Si w I (H1....,vn) C T‘a.(i) C C“ , sea z 8 (21.....zn)
e v'lu) n ng;"*1(w n n.

ix
Puesto que wj(z) = wi = 61(6')e j, j 8 1,...,k; por Cap. I, 1.8,
se tiene:

3i(cg,c")
p1 a -——————————¡:,1 a 1..,..p; 6' y e" fijos (31)

[ppuumnl
a

.P p+1 > pp+1
. A A A A

con 61(6',6") a 61(6') 11...6k(c¿) k1.6k*1(6") k*1'i...sp(c") Pt.1.1.Iii.n
(se)

n

Sii sii 0’": x1, ¡j fijo 1 1 j ¿ k
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Bs obvio entonces que para 6' y 6" fijos; 6' e (0,6¿),6” e (0,63)
1a dimensión de 1a variedad real definida por las ecuaciones (37)

y (38) es 1 2n-(p+k)

b) En este caso tenemos las ecuaciones dadas por (37) con 6' variable

y 6" fijo; y 0 í Oj í 21, j t 1,...,n; que definen una variedad real
de dimensión í 2n-p+1.

c) Se obtiene facilmente de parte (b), fijando 6' e (0,65). 0°

Teorema 2.17.

Para cada g G PC(H,E;n-P(s U F))

Lim Lim Lim J 3' s a; Pp+1(:)n l
6p+1+0 6 +0 6 +0 Du. n" (v)

a 'g ’6 +1Demostración p

Tomemosen H (achicando H si fuese necesario) una resolución de

singularidades para Yo = 1(01...v ); es decir tomemosuna variedadp+1
holomorfa H y una aplicacion holomorfa propia1

¡zii * W
tal que

-1
12H -w (Yo) * N-Yo1

es un isomorfismo y I-1(Yo) tiene cryzamientos normales en H1.

Para x e H1, existe un abierto U de :1 y las coordenadas (:1....,zn)1

definidas sobre U, con 21(n1) t 0)i 8 1.....n, y 1a bola
B = {Izl < 1} C U, tales que

pel t 91
n v a 31 z1:1 ’

‘""M"h'maam.«A!.L.
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* n .
donde w = 9.o I, v e N , g1 inversible en d(U).i J 1

Tambiénexisten los vectores 01,...,ap+1 G Nn y funciones inversi

bles h1,...,hp+1 e UÏÏ), tales que
t “i

W. = h z 1 < i < p+1
1 B i - 

NPor el teorema 2.13 existe una vecindad B C B del origen tal que

si Y C Nn verifica

p+1 aiv(z*) C v( n z )
i=1

- N;
y si 01 C D2n p(B) entonces existe

Lim Lim Lim J z-le (39)o ¿"+0 6'+0 a
Dé. 6" 6’q‘ 3

6 (h)

y no depende de las trayectorias admisibles.

p+1+
p+í

Por el teorema 2.1“, se tiene

Lim Lim Lim J z-* ul = Lim Lim I z-Y mi (no)Í Í

‘p+1*° 5 *° 6 *° g, 6" 6 (h) 5p+1*° ‘*° o? 6 (h)
m ’N ’ p+1 3’ p+1

N 2n-p ñ N .
Sea a c PC(H,¿X (t UF)), entonces I (a) es semimeromorfa sobre

H1 con polos sobre 3-1(UF) y con soporte K compacto. Tomando una parti
- *

ción C de la unidad, adecuada sobre K, es posible descomponer I (É)
mm

en suma finita de formas mi = -l en un abierto de H1, a cada una de

las cuales se pueden aplicar (39) Y la igualdad (H0);obteniendose É,
asi

ñ q, ñ 'b

Lim Lim Lim J I (a) = Lim Lim J I (a)Í

6p<r1+0 6'*o 6'+° a (h) 6pm]...o 6+0 D: 6 (h)
1 ,ál,áll,6p+ N p+1

y de aqui obtenemos el teorema, usando el isomorfismo Il. 0°
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2.18. Limites iterados en el caso general. Trayectorias admitidas

El Lema 2.16 y Teorema 2.17 son válidas también, si en lugar de

utilizar trayectorias admisibles se utiliza trayectorias admitidas,

introducidas por Solomin)[5]. La demostración del equivalente a Lema
2.16 y Teorema 2.17 es semilar a la de Lema 2.16 y Teorema 2.17 res

pectivamente y no la duplicaremos aqui; solamente lo enunciaremos

para futuras referencias.
En las condiciones de Lema2.16, existe q e N suficientemente

grande tal que, si
n n n n

Y'u').=(t'1,....t"‘), 7"(t")=(t"k+1,...,t"P)
verifican

n.

1.1.11> > q i = 1.ooo'k-11+

“i
> n > q i = kgooo.p-1

n P1+1

Y.

T“ ()- e "III («H - "t" 1 - 1 k]W - z UI 4-! Yix 1’ ' w,le1¡
t' e (o,t¿)

Entonces:

Teorema 2.19.

Existen un abierto U C H, tó > 0 y tg > 0 suficientemente pequeños
tal que:

a) para cadayv fijo G T;,(i) C Ck y t' e (0,t¿). t" G (0,t8) se tiene:

dimtw'lm) n oïfi':*1(w) n U] 1 2n-(p+k)
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b) V t" G (0,t8) fijo se tiene:

Dp-k+1Y",c n í. k
d1m(T , (w) n(0,t0)

c) Para cada t' G (0,tó) y t" e (0,t3) se tiene
k+1

manta“ n 05;,c (al) n U]1 2n-p.

Teorema 2.20.
N _

Para cada a C rc (W, in p(* UF)) se tiene

Z = R; PP+1(É
(v)Lim Lim Lim J )ac*0 t"+0 t'+0

Y'.Y".c

Los resultados dados en Teorema 2.17 V 2.20 son.tambi¿n válidos
N

para el residuo R;(m). En este caso tenemos
Corolario 2.21.

En las condiciones de Teorema2.16; para una ramiiia r = íï1,...,ïp}
de hipersuperficies en X se tiene

m

Rï(u) = Lim Lim J 3il ' o
6 +0 6 + Tp' "(w)á -é

N zn-pv me reunfx (* ur)>.
Demostracion

La demostración se reduce al caso considerado en el Teorema 2.17,

introduciendo la familia

- '
F' ' {’í}i=1,....p+1 i ' 1'°“'P y ’p+1 E 1' 0°

En forma analoga se prueba el
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Corolario 2.22.

En las condiciones ya descriptas para 1' y 1" trayectorias adniti
k y Rp-kdas en R se tiene:

N

R;(u) = Lim Lim J 3t"*0 t'+0 Tp
Y,’Y,,(w)

v 3 e Dzn-P(* ur).

2.23. Una Generalizacibn del Reaiduo Logaritnico

Probaremos ahora una generalización de un resultado de J.Solomin,

[5] referente al residuo logaritmico en el caso de intersecciones no

completas. h

La situación que consideraremos es la siguiente:

Sea H un abierto conexo de Cn, U un abierto relativamente compas

to tal que U C Ü C H, y

k
w = (v1....,vk):w » c

ok
w = (w 1,...,wp):w + cpk+

aplicaciones holomorfas. Sean ve(v) y Ce(9) la intersección esencial

y el ciclo esencial asociados por C.H y J. Solomin, a la familia {vi}.
(c.f, Introducción).

Antes de presentar nuestro resuitado, observenos que las definicig

nes de los operadores RPwlz) y Ru[:]¡ definidas en el Cap. I para un
.abierto H C Cn, se extienden naturalmente al caso en que H = x es un

ciclo analítico (c.f, [1], Cap. I).

En estas condiciones dehostraremos el 5

e L»..-'.. o
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Teorema 2.2“.

Supongamos Újlve(w) I 0, k+1 1 j 1 p
Sea dv .0.

a g 3 ’ u e D2n-p-k(") . y 2118 1 k’1 0..
entonces

P !!_A l g k . ‘
n',’.¿( v 3) T(2ri) Rce(').w(u).

A . ‘
con W=,Úlv (v) y í 8 l (3), donde x:ve(w) + H denota

e (r
el morfismo de inclusióng T; 01)k xk

Demostración

Comoel resultado ea local, se puede suponer que el soporte de.u
es suficientemente pequeno comopara que sea aplicable el corolario
2.21.

Entonces
P NR (m) = Lim Lin I
"¡wow tn*o t|,o 7'07"

donde

_ 11 u .
IY'.Y""I vAï

T:,.Y"(v.ü)
con-v'(t') y Y"(t") trayectorias admitidas convenientes asociadas a

v y Ü respectivamente; tenemos aqui fine:
k -k k ;k

1:..Y,(v,ü) c (-1) (P ’ TY,(v).r:. (w)

a (-1)k(p'k)v'1(r:,(1)).r:;k(ü))

(c.f, [11 KÉ‘ap.131.“.2, (u); 1.5.1-, (1) y 1.5.6); 1 = identidad en c".
p-k
Y. (Ü) y 3 a le por el teoremaSi denotamos con X 8 9'1ÍT:,(1)].T
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de integración fíbrado, c.f [3], se verifica:
dz dz

. i: 1 k
I = f W ( A ... A ) Ay',Y" J z z W

x 1 k

dz dz
= 7 h(z) A ... A k ; t_ = (-1)k(P-k) (“1

. zi zk
TY,(1)

donde h(2) = J 3 o z e T .(1)
34(21

En efecto; con las notacíones de C-H, [1], 1.6.8 basta tomar

k . -1 k 
U ._.T = TY'(1)’ x = a :‘P [TY'(1)10TYH(4’)

dz dz
m w 1 k= = = = A

I w V W , F 21 oo. A 2k
observemos aqui, que si t‘ y t" son suficientemente pequeños, el

Lema 2.16 asegura que

dimRv‘1(z) n T5;k(W) í 2n-(p+k)

para cada z e T:,(i).
y por lo tanto (c.f, C—H;1.3.1)

3'1lzl = w'ilzl.TsIk(W) = Ts;k(WI ); (uz)v'llzl
Resulta conveniente introducir aqui 15 siguiente familia de tra

yectorias en Ck, parametrizada por 0 = (01,...,0k) 6 [0.2!]k3

z = 20(t') = (za 1(t'),...,za k(t')),
n. io '

donde za j(t') = (t') J e j, t' e (0,1). Los exponentes nj son los
definidos en 2.18.
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Si denotsmos ht,(') = h(z’(t')) de (k1) tenemos que:

k.
I a Li 1 -fí Li n (o) ¿o A ... A ¿o (ua)
t" t": 7'”..- t'->:I° "¡ti 1 k

donde ht,(0) = J 5 . (un)
3-llz]

de (“2) obtenemos

h (0) = I u (us)t. p-k 7
IY" (ú, _1lv (z.(t'))]

En lss condiciones ya descriptss, podemosdemostrar el siguiente:

Lema 2.25.

Existe tó C (0,1) tal que para t' e (0,t¿) la función
k

ht,:[0,2sl + c
verifica las siguientes propiedades:

s) ht,(0) es continua
b) 3 He R independiente de t‘ e (O,t¿) tsl que

Iht,(0)| 1 a v o e [0.2:]k.

(il; )c.(v)
e) L1; nt,(o) s Ít'+0 Tp-kvi
Demostración

w -1 k -k k
s) puesto que vsv (11,;1)).r:. (w) + 1*,(1);

es uns aplicación snslitics de espacios snsliticos reales, por

(un) y según [3], ls funcion ht,(0) es continua y obtenemos a):

(e.f; [1]. 1.6.6)
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b) Si denotamos

«-1 I k .
S = IlU ns? e D(X), z G T(0't,)(1)

0

donde U es el abierto relativamente compacto de Lema2.16.

Según [3], existe una constante C > 0 tal que

H (s) < c z e Tk (i)
U - ' (0,tó)

donde MU(S) es la masa de S.
Entonces

|ht,(0)l = |I 5| í HU(S)Mii), z e T:'(i),
3'1Iz]

donde la comasa v(%) = sup{|% (x)|: x e X(0,t¿)}
-1

con X = w (Tk (í)) n Tp;k(W), esta acotado uniformemente(o,t¿) v(o,t¿)
en t' C (0,t¿); esto demuestra (b).

vc Comoen [5], páginas HOy #1, para cada t' e (0,1) sea el conjunto

Bt, = 20((0,t6)) orientado tal que

ae = [o] - [20(t')1t!

y según J. Solomin [b], existe to e (G.1) tal que V t' e (0,t°)
se verifica:

-1
av (Bt,) = c.(v) - w-Ilzo(t')l, ("6)

donde Ce(v) es el ciclo analíticoesencial asociado a v.
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como dim ve(w) = 2(n-k) y W.I 1 0.
3 v (w)e

j = k+1,...p, entonces, para t" suficientemente pequeño se tiene:

dim TP'k(w|R Y" )) i 2(n-k) - (p-k) = 2n -(p+k)v (ve

De aquí

-k
IIdimR (T5 (w) n ve(w)) 1 2n-(p+k)

y por lo tanto (c.f [1], 1.3.1)

p-k _ p-kTy" 'TY"
Sean té e (9,1) y tg e (0,1) de tal manera que valga (H6) y Lema
2.16 sea aplicable; entonces

. -1 -k
almRv (Ist.|) n Ti" (w) í 2n-p+1 (ua)

y por lo tanto de (H2), (HG), (H7) y (#8) obtenemos:

-1 p-k _ p-k' p-k
a(v (Bt.).TY" <w>> —TY" (wlce(,,)-TY" (WI9'1Izo(t')l)

(H9)

Comoen Teorema u.1.3, [5], pág SH se demuestra que:

. LI.)

L1m j I = 0t'+0 1 k
a(w (at,).rs" (ú))

y luego de (H9) se obtiene el lema. Ü

Ahora, por Lema 2.25, (a) y (b)¡pasamos en (H3) el límite bajo

el signo de integral y obtenemos:

I =T(21ri)k J g .p-k
Ty" (úlce(v))

t"
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y luego

p-k. _ . k

L1m It" -T(211) Rce(w)
*(2,).

t"_,0 DW

como queríamos demostrar. 0°

po VV)0.4’0
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