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Proliminnroa

Dotorminarenosaquí la nomenclatura a utilizar.

3610 oonsideraremoa espacios veotorialoa reales o complejos.

Cuandono los indisponadblo la identiriouoián del cuerpo, ¿sto IO

rí denotado .

Todos los anillos y álgebra. ¡orín oonmntativoa y con uniuad,
que Iori donotnda 1. Por 1doa1 nobrontondoronon idonl propio. Ani

nisno los aubanilloa y las uubílgobrua tendría unidad, que aorí

la del anillo o ílgobra oorroapondionto. Los norrismoa de anillos
proacrvarín la unidld.

8510utilizaremos espacios vootoriuloo topológieon separados.

Pura cualquier conjunto x su nplionoión 1d5ntioa lo donotarí

lx. Lu imagen do una aplicación do conjuntos r: X-—>!’aodenota
ri indistintamente por 1mr o r(x).
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Introduccion

Prácticamente desde la aparicion de los primeros trabajos

de Gelrand sobre las algebras de Banacn, comenzaron a surgir

distintas generalizaciones a algebras topológicas. Unade las

mas fructíferas, pero ni muyremotamente la única, fue la no
ción de ílgebras localmente m-convezas por Arena en l9h5 (ape

nas 5 años despues del mencionado trabajo de Gelfand). Sin amp

bargo, no fue Arena sino Michael ([23]) quien desarrolló extensa

mente esta teoría. Es de destacar que ¡mohos de los problemas

propuestos por Michael no han sido resueltos y siguen generando

nuevos metodos de investigacion para "atacarlos".

Este trabajo se divide en tres capitulos, cuyos contenidos

describiremoe a continuacion.

El primer capitulo contiene problemasreferidos a la teoria

_ general. No hemos dudado en incluir en 61 algunos resultados que

surgieron a partir de la consideración de problemas más especifi

cos, porque creemos que tienen interes en si mismosy no solamen

te comolemas tendientes a resolver aquellos problemas. En los

tres primeros parágrafos damoslas definiciones fundamentales y

describimos las clases mas importantes de algebrae tcpologicae.

En el contexto de laa algebras localmente mpconyexasse destacan

las llamadas álgebras de Frechetg a esta categoria pertenecen

las algebras de funciones mas conocidas: las ílgebrae de funciones

diferenciablee, holomorfas o incluso continuas, cuando el espa

cio es. por ejemplo, localmente compacto. El salto que hay de

la teoria de algebras de Banaoha la de ¿lgebras de Fráchet es

lo suficientemente largo comopara que se pierdan muchas propie

dades del espectro, que en aquella teoria facilitaban mohos
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calculos. En el cuarto paragraro estudiamos ílgebras topológi

cas con involución: estas son ¿lgebras complejas, estrechamen

te vinculadas con ciertas algebras reales, hasta el punto que
pueden ser estudiadas simultaneamente. En 1.5 establecemos cier

tas propiedades dc las algebras cuyo grupo de unidades es abier

to y sobre el cual la operacion de tomar inverso es continua;

en esta categoría, a la que pertenecen las ¡lgebras de Banachy
en general aquellas algebras de funciones sobre espacios(o varie

dades)compactos, subsisten muchosresultados de las algebras de

Banach, por ejemplo la compacidaddel espectro. En 1.6 estudia

mos ílgebras tcpológioas que contienen un subconjunto finito

que genera una subilgebra densa; el estudio del espectro se sim

plifica notablemente porque contamos contamos con una inyección

del espectro en algún ü< n; a esta categoria pertenecen las ¿1

gebras del tipo 0k“) , 061mm . Es un hecho conocido que un

algebra normada tiene espectro homeomorroa su completada; en

1.7 estudiamos condiciones suficientes para que un algebra topo

logioa tenga esta propiedad. A continuacion introducimos la

categoria de las algebras fuertemente regulares; esta es una

noción relacionada con la conocida comoregularidad, aunque

se supone ademas que hay una cantidad suficiente de elementos

con "soporte compacto"; debe consignarse que nuestra definicion

es una modificación de la introducida en [5Q . En los últimos

paragraros estudiamos módulos topologicos, particularmente de
Precbet, productos tensoriales topologicos (basados fundamental

mente en ["41) y A-algebras topológicas.

Si x es una variedad compacta de clase Ok con k finito,

ck(x) es un algebra de Banachy hay suficientes instrumentos en

la teoria clasica para estudiarla exhaustivamente. Enel segun
do capitulo estudiamos las ilgebras del tipo c'(x), que llama

mos C'Lalgebras. En los tres primeros paragraros establecemos

ciertas propiedades de estas algebras. En el siguiente conside
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ramos un álgebra A que verifica esas propiedades y construimos

coordenadas locales sobre su espectro. En los dos siguientes

probamos que, en las mismas condiciones que antes, el espectro X

tiene una única estructura de variedad diferenciable y que A

es una d‘-ílgebra, más precisamente, que A es isomorfa a d‘(X).

via la transformación de Gelrand. Unaves caracterizadas las

d'eílgebras probamosque hay una correspondencia biyectiva en

tre las subilgebras d” de d‘(X) que son a inversa continua

y las oompaotirieaoionesdiferenciablos de X, este es, las varie
dades compactas Y que contienen una subvariedad densa direomorfa

a X. Finalizamos el capitulo con algunos resultados que vinculan

el númerode generadores de una (P-ílgebra con las estructuras

topologioa y diferenciable de su espectro.

m el último capítulo, dadoun fibrado vectorial g: (X, E, p)
de clase Ok buscamos describir Ok(3) en terminos de Ck(X). Para

tratar el problemacon mie generalidad y poder utilizar los resul

tados del primer capitulo consideramos el algebra de polinomios

in: AttI.....tñ] para un algebra topológica A, y buscamosuna es

tructura topológica sobre An con ciertas propiedades. Cada A-módu
lo proyectivc de tipo finito H induce una cierta descomposición

de An en sumadirecta de un ideal y una subílgsbra, que llamamos

respectiVamente I y B. Conciertas hipotesis probamosque existe

un ribrado vectorial sobre el espectro de A cuyo espacio es el

espectro de B. Másmin, .1 A: okm, utilizando la teoria de.

Swan [CM], resulta que H es un A-módulo isomori'o al modulo de

secciones de clase Okde aquel ribrado vectorial.

Los temas del capitulo 2 han sido objeto de publicaciones

en colaboración con el Dr. Angel Larotonda ([93,001). En parti

cular a ¡1 se debenlos siguientes resultados: 1.9.5. 1.9.7.

2.3.1, 2.a.h, 2.h.ll, 2.5.6, 2.5.10, 2.6.3 y 2.6.u. Nuevamente
querer agradecerle su invalorable ayuda.
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Capitulo 1

Algebras topologicas

1.1 Definiciones. Ejemplos.

un algebra topolómica es un espacio vectorial uopológico A sobreIK

con una estructura de anillo tal que la multiplicación es una aplica

ción bilineal continua, cuando AxAtiene 1a topología producto.

Las álgebras de Banach constituyen el ejemplo más natural de álge

bras topológicas. Pasamosa dar la primera generalizacion de las alge

bras de Banach. Consideremos un álgebra A y una seminorma p: A-—q>H+

que verifica p(a;b)€ p\a)p\b) para todo a,b en A;

diremos que una tal seminormaes multiplicativa o de álgebra.

Un álgebra topolónica A es localmente mpconvexacuando su topolo

gia está definida por un sistema fundamental de seminormasmultiplica

tivas {pis 1€ Ig. Observando que para todo 1,1 en I sup {p1, pj}
es también una seminormamultiplicativa, se puede suponer sin pérdida

de generalidad que e1 sistema de seminormases filtrante creciente y

consideraremos en I la relación de orden:

15.3 si y sólo si pj es más fina que pi.

Si ie I definimos N1.={a€A: p1(a)= 03 . Entonces N1 es un ideal
cerrado de A. Consideremos el álgebra cociente A/Ní con la norma co

ciente 31(É)=pí(a) (ÉGA/N“ se?) y llamamosA1 al completado de

A/Ni. De esta manera tenemos para cada i en I un álgebra de Banach A1.

Más aún, si iSJ hay un epimorfismo continuo

fíj: Aj--9 A1;
llamando f1 al morfismo canónico A —9Ai tenemos las relaciones

r“ o 31:11, I‘M. tuna” si i‘ JSk.
Esto nos permite considerar el limite proyectivo del sistema inverso

de algebras de Banach y morfismos i A1, fij }; obtenemos asi un

álgebra tonológica ¿im A1 y un morfismo f: A.-——p¿im A1 , que es
un isomorfismo topologico sobre la imagen. Si A es completa f es un

isomorfismo sobre lim A1.Qu
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La última observación sugiere considerar la extensión de resultados

de la teoria de álgebras de Benach a las álgebras localmente m-conve

xas, que son muchomas numerosas. Existen en la literatura varios tra

tamientos sistemáticos de estas algebras, desde los clasicos [41,023]

hasta los más modernos['57],[26],C36]. En el libro ['53] se encontrará

un desarrollo simultáneo de la teoria de álgebras de Benach y de la de

algebras topológicas en general.

Un álgebra de F‘réchet es un álgebra localmente m-convexa A, que es

metrizable y completa. En tal caso hay una familia numerable {pnz neN}
de seminormasnmltiplicativas que define la topología de A y, con las

noteciones anteriores, A es isomorfa a m A“ .
Cabe consignar que la escuela polaca no impone la hipótesis de m-conve
xidad local, de modoque una F-álgebra es un algebra topológica metri

zable y completa, asi comouna Bo-álgebra es una F-algebra localmente

convexa (aunque no necesariamente m-convexa).

El siguiente resultado sólo será utilizado en el capitulo siguiente.

1.1;1 Proposición

Sean A un álgebra de Frécheu y H un ideal maximal cerrado de A.

Si Mes finitamente generado entonces M2es un ideal cerrado de A.

Más generalmente, Mr es cerrado para todo r>,l.

Demostración: si x1_,..., In generan M, entonces sus clases módu

lo MZgeneran IvI/M2comoK-espaoio vectorial; en particular dimK 1-1/1'12

es finita. Consideremosla aplicación A-lineal a

u: A<3...GBA --oldbw
n veces

u(a1,..., un): així
Es evidente que u es suryectfira y continua. Por el teorema del grafico

cerrado u es abierta, de modoque Mes un cociente de AG... e A. Basta

probar que u'1(M2) es cerrado. Pero u'1(M2)D M0... 9 M y este es

cerrado de codimensionfinita en AQ ... a A, lo que prueba la tesis

para r:2. Para r72 es enteramente análogo.
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1.2 Caracteres. Espectro. i

Sean A y B álgebras topológicas. Un morfismo de álgebras topológi

cas es un morfismo de anillos f: A-—vB DK-lineal y contínuo. Denota

remos Hom (A, B) al conjunto de morfismos de A en B.

Sea A un álgebra topologica sobre K. Un carácter de A es un mor

rismo h: A-—oIK. Obsérvese que todo carácter es suryectivo, ya 'que

debe verificar h(1)=:l. Denotaremos X(A) a1 conjunto de caracteres

de A y lo llamaremos espectro de A. El espectro de A está contenido,

por definición, en el dual A' de A. Si h es un carácter de A su nú

cleo es un ideal maximal cerrado de A que denotaremos M(h).

El espectro de un elemento a A es el conjunto

sp(a)={h(a): han);
Otras definiciones de espectro se pueden encontrar en [98]. Cabe señalar

que si A es un álgebra de Banach todas esas definiciones son equivalen
tes.

Si A es un álgebra topológica consideraremos sobre X(A) la topolo

gía de convergencia simple. Entonces X(A) es un espacio separado.

Iodo morfismo de álgebras topológicas f: A-—uB define una aplicacion

continua ft: X(B)-* X(A) rt(n): hr que llamamostrasouesta
de f.

Hemosdefinido así correspondencias

A-o X(A) I'—-o1‘.‘t

y es fácil ver que tienen caracter funtorial (contravariante); máspre

cisamente, si f: A-á B y g: B-n C son morfismos de algebras topológi
t

cas entonces (gf)t= rtg y vale también(lA)t=-lx(A).

E1 que sigue es un resultado de demostracion evidente que será usado

con frecuencia.

1.2.1 Lema

Sea B un álgebra topológica y A una subálgebra densa. Si llama
mos i a la inclusión de A en B entonces la traspuesua de i



it: X(b)-—9X(A)

es una biyección continua

1.2.2 Algobras cociente

Sea Aun algebra tooológica, I un ideal cerrado de A. Entonces

A/l tiene una estructura de algebra topologica, con la topología co

ciente. En lo que sigue caracterizaremos su espectro. Para ello, dado

un ideal J de A definimos la cápsula de J, que denotamos h(J), como

h(J)={he X(A):hlI: 05
Comolos caracteres son continuos todo ideal tiene la mismacápsula

que su clausura (eventualmente ésta puede ser todo A). Volvemos al alge

bra A y a su ideal cerrado Ia La proyección al cociente es un morfismo

p: A —_fi;A/I que induce, al trasponer, una aplicación continua e in

yectiva pt: X(A/I)--—+ X(A).

Es elemental verificar que la imagen de pt es exactamente h(I)c;X(A).

Sólo resta probar que pt es bicontinua; si (hi) es una red en h(I) que

converge a un cierto h€h(I) entonces, por la definición de pt y por

su suryectividad, existen h—1,H e X(A/I) tales que h1=h_ip, Hzlr-¡p

y es claro entonces que (KT) converge a H.

En consecuencia, a partir de ahora, dados un algebra topologica A

y un ideal cerrado I haremos la identificación

X(A/I)=h(T).

1.2.3 Observaciones

i) Un algebra topologica puede no admitir caracteres ([371512).
Sin embargo si A es un alqebra localmente m-convexa entonces A admite

una cantidad aprociwble de caracteres; mas precisamente, con las nota

ciones de 1.1 sean A1 (ieI) las algebra: de Benach asociadas a A. No

resulta dificil probar (véase por ejemplotió] ) que las trasauestas

de los morfismos f1: A—1A1 (ieI) dan nomeomorfismos de X(Ai) so

bre compactos K1 de X(A) y que X(A) es unión de esos compactos.

ii) Si A es un algebra de Wréchet entonces su espectro es un
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espacio hemicomnacto, es decir, existen compactos Kn en X(A) tales que

X(A) es unión de los Kn (ne.N) y todo compacto de X(A) está contenido

en uno de los Kn.

iii) Un elemento a de un algebra localmente m-convexa es inver

sible si y 361o si rita) es inversible en A1para cada iGI. Además

aeA es inversible si y sólo si h(a)760 para todo h en X(A) ([37] ,516.
13)

iv) Si A es un algebra de Banach todo ideal maximal es cerrado

y es el nucleo de un carácter. En consecuencia todo morfismo de álgebra:

A-am es continuo, es decir, es un caracter.
Todo este panorama cambia radicalmente en la categoria de las álge

bras de Fréchet. Usualmente bay ideales maximales no cerrados (por ejemp
plo, en el a'lrzebra C( R) con 1a topología de convergencia uniforme so

bre los compactos do m, todo ideal maximal que contiene al ideal de las

funciones con soporte comnacto, es denso). Es un problema no resuelto

saber si existen mnrfismos de algebra no continuos de A en K, para Aun

algebra de wrécnet arbitraria. Una respuesta parcial es que si A es to

polágicamente finitnmente generada \véase 1.6) entonces todo morfismo

de A en M es continuo ([1] ¡[HLBJL

Las observaciones anteriores conducen a la consideración de distin

tos espuctros de un álnebra topolonica A, a saber:

a) an(A), el conjunto do ideales maximalefl de A;

b) T0p(A), ol conjunto de ideales maximales cerrados de A;

c) Hua1(A), el conjunto de morfismos de álgebra de A en K;

d) MA).

Con la hipótesis de m-convexidad local sobre A tenemos las siguientes

relaciones entre ellos ([26],[27]):
i) todo ideal no denso esta contenido en un ideal maximal cerrado

ii) Top(A)c: Real(A)

iii) Top(A)=:X(A)

iv) H1 A nn CHMDIHLBentonces TOH(A) os dhnno un Msx(fl).
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En consecuencia, el radical de A, es decir, la intersección de los ide
ales maximales de A coincide con la intersección de los ideales maxi

males cerrados.

1.3 Transformación de Gelfand

Si E es un espacio topológico el álgebra de las funciones continuas

9: E —áIM

con la topología de convergencia uniforme sobre los compactos de E,es

un álgebra localmente m-convexa con un sistema fundamental de seminor

masmultiplicativas

pKW) = sup l‘PÓOIsi K es un compacto de E.xcaK

C(E) puede no ser completa, aunque con hipótesis bastante amplias sobre

E, por ejemplo, que sea un k-espacio, resulta completa ([49] ¡[24] ).
Estudiemos el espectro de C(E). Cada elemento x de E define un carácter

de C(E), quo consiste en asignar a cada VG C(E) su evaluación en x.

Esto nos permite definir una aplicación continua e inyectiva

E —-e X(C(E))

que resulta un homeomorfismosi y sólo si E es completamente regular

(véase [25] )

Sean A un álgebra topológica, a un elemento de A. La aplicación

Q: XML-ok definida por ath)=h(a), es continua, y esto

nos permito definir un morfismo de algebras, que llamamos la transfor

mación de Gelfand de A,

8A: A —-D CUHAH gA(a)=’É.

Diremos que A es somísimnle si 5A es inyectiva. La ultima observación
de 1.2 significa que si A es localmente m-convexa entonces el núcleo

de gA es el radical de A, de modoque en este caso la semisimplicidad
es una propiedad alwebraica.

Omitiremos1a sencilla demostración del resultado siguiente

1.3.1 Lema
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1.3.1 Lema

Si B es un álgebra tonologica semisimple y A es una subalgebra

de b entonces A es semisimnle.

1.1L Alnebras con involución. Algebras formalmente reales.

Sea A un alztebra topológica compleja. Una involución en A es una

'¡z A ——‘A que verifica:anlLCAcion continua

(ra+sb)*= Fa“+ 3' b' , (abre: a‘b" , ¿“s-a, cualesquiera sean a,b en A

r, s en C . Diremos que la involución es simétrica si para cada aEA

l+aa# es inversible.

Sea A un álgebra real. Diremos que A es formalmente real si vale:

_aie A,i=l,...,n ¿312 no i‘nversible q ningún a1 es inversible.
Es muyestrecha la relación entre estos dos tipos de álgebra. Pa

semos a explicitarla. Sea Aun alqebra con involución simétrica y con

sideremos la subálgebra de A de elementos simétricos

B={ae A: a": a} .
Entonces B es una subálmebra real, mas aún,es formalmente real y hay

un isomorfismo topolonico entre A y lgrt, donde 1a inVOlución simétrica
esta determinadapor la regla mor)": a0; si ac A, rec.

Si A es un álgebra con involución y h es un carácter de A defini

mos h*(a)=m para cada aGA. Es evidente que h“ es también un

carácter de A. Asimismoes facil ver que h-álr'es una aplicación con

tinua de X(A) en X(A). Decimos que un carácter h es hermitiano si hÏ=:h.

Denotamos X‘ñA) al conjunto de caracteres hermitianos de A.
Si B es la subalqebra de elementos simétricos de A entonces hay un ho

meomorfismo evidente xau) —o X(B).

Las observaciones anteriores permiten obtener para algebras for

malmentereales tarios resultados que valen para álgebras con involu

ción simétrica. Por ejemplo, si A y B son álgebras de Frechet formal

mente reales y semisimples entonces todo morfismo de A en B es conti
A viva-9

nuo. En particular hayWna única topología sobre un algebra formalmen



te real semisimple que la hace un álgebra de Fréchet.

1.5 Algebras a inversa contínua.

Sea A un álgebra topológica. Los elementos inversibles de A forman

un grupo, el grupo de unidades de A, que denotamos U(A).

En la teoría de álgebras de Banach existe un resultado clave que

dice que el firupo de unidades es abierto y que la aplicación a-qva'l

es continua en U(A). Apenas pasamos a considerar álgebras mas generales

la situación cambia drásticamente; por ejemplo si A=C( Q) entonces

U(A) consiste de las funciones de A que no se anulan en ningún punto,

pero es fácil construir una sucesión de funciones con soporte compacto

(por lo tanto no inversibles) que converae a la unidad, de modo que U(A)
no es abierto en A.

Existen ejemplos de álgebras localmente convexas en las que la apl

cación a -—9a'1 no es continua en U(A) (véase [38] ). no puede de

jar de mencionarse un resultado de Banacn, por el cual si A es un álge

bra motrizablo y completa entonces amos"1 es continua si y sólo si

u(A) es de clase u‘ (ver [a]J [37],[38]). Un resultado en la mismadi
rección es que si A es un álgebra localmente m-convexa entonces a-—oa'1

es cantinun([23])
un ¿1”ohra teanóglca A se dice a inversa continua si U(A) es a

bierto y la aplicación a-—+em-1 es continua en u\A).

Toda ñïfebra de Hanach es a inversa continua, asi comotodo li

mite inductivo de álqebras de Benach.

Si A es a inVersa continua entonces todo morfismo de A en es

continuo, de modoque los cuatro espectros definidos en 1.? coinci

den. Todo elemento do A tiene espectro compacto, X(A) 08 equiconti

nuo y compacto y la transformación de Gelfand HAes continua ([ló] )

Par-a ¿'11:ebras de F‘réchet se puede probar (Da-1,513):

Aes a inversa continanHA) es compacto(¿todo aeA tiene espec
tro acotado.

Un caso particular interesante es que si X es una variedad de
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clase Ck (OSIcSIb ) entonces Ck(X) es a inversa continua si y sólo si

X es compacta; en efecto se verá en 2.1.1 que el espectro de Ck(X)

es homeomorfo a X.

Una consecuencia trivial de 1.2.1 y de las observaciones anterior
res es la siguiente

1.5.1 Pronosición

Sea Aun álgebra a inversa continua. Entonces toda subálgeora

densa B de A tiene espectro compacto

1.5.2 Cornlario

Sea Aun álgebra topolfigica tal que su completada Í es a inver

sa continua. Entonces la trasnuesta de la inclusión de A en Í es un

homeomorfismo it: X(I) —-9 X(A)

En 1.7 se encontraran más resultados que vinculan el espectro de un

álgebra con el de su completada.

1.5.3 Nota

Una subálgebra B de A se dice M cuando U(B): U(A)('\B.

Si A es un alwebra tal que a-—, a’l es continua en U(A) y B es una

subalgebra plena entonces U(B) es abierto en B si U(A) es abierto

en A, de modo que B es a inversa continua si A lo es.

1.6 Algebras topológicamente finitamente generadas.

Sea A un almebra topológica. Decimos que un subconjunto S de A

genera topologicamente A si la subalqebra generada por S es densa

en A. A sera tonológicamente finitamente generada si existen elemen

tos a1....,an en A tales que {a1,...,an} genera topológicamente A;
en tal caso nay una aplicación inyectiva continua

MIU-ok" h-—o(n(a1),...,h(an))
que en General no es un homeomorfismo ([6] ).
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roda subálgebra de codimensión finita de un alqebra topologicamente

finitamente generada es tooológicamente finitamente generada. En el

Capitulo 2 probaremos que CQKX)es topologicamente finitamente gene

rada si X es una Variedad paracompacta de base numerable.

1.0.1 Lema

Sea Aun álgebra topologicamente generada por {a1,...,an} .
Entonces para cada heXM) la subalgebra sin identidad generada por

{al- h(a1),..., an- h(an)s es densa en M(h).

Demostración: basta observar que si P(t) es un polinomio con

coeficientes en [K en r variables entonces

P(a1..o-Oga-r)= Q(a1'h(a"|_)geoeg.-P'h(a-p)) + z

donde Q(t) es un polinomio sin término constante y z es un escalar.

1.6.2 Corolario

Sea Aun álgebra localmente m-convexa topológicnmente fini

tamente generada. Entonces todo ideal maxinal cerrado es topologí

camente finitamente qenerado.

Demostracion: solo debe recordarse que todo ideal maximal cer

rrsdo es el núcleo de un carácter y aplicar 1.6.1 (of. 1.2)

1.7 El espectro del algebra completada

En el Capitulo 3 utilizaremos álnebras cuyo espectro es homeomor

fo al de su CompLetnda. Hso ocurre, por ejemplo, con las álqebras

normadan, puro nn es válido sin hïpótesis sobre el algebra: en

hay ojhmwlun de ¿I nhrnn Lulns qun el onpuchrn du nu completada no

es hOHmumnrrnal suyo([J2]IL|5])
Omitímosla sencilla demostración del siguiente lema, que tie

ne interesantes consecuencias



1.7.1 Lema

Sean A, B, a algebras topológicas tales que

a) A es una subálqebra densa de C
Y

b) hay un diagrama conmutativo de morfiamos A'——-’B
i\c/gtal que ft es un homeomorfismo.

Entonces it y gt son homeomorfismos

1.7.2 Proposición

SeaAunálgebratooológicaal.w W m
II.» tal que su transformación de Gelfand ¿A es continua y C(X(A))
es completa. Entonces 1a traspuesta de 1a inclusión i: A-—oK

es un homoomorfismo.

Demostración: la continuidad de 5Ay la completitud de C(X(A))
permiten extender n a Í. Obtenemos asi un diagrama comoen 1.7.1

A

con B=U(X(A)) y 0-711 La completa regularidad de XM) prueba que

gAt es un homeomorfismode X(A) sobre X(A). Sólo resta anlicar 1.7.1.

1.7.3 Corolario ([24] )

Si A es unalqebra m-tonelada y X(A) es un k-eapacio entonces

X(Ï)==K(A).

Demostracion: un algebra tanológica es m-tonelada si todo to

nel idempotente es un entorno de 0. Si A ea m-tonelada entonces RA
en continua (loc.cit.). Para poder usar 1.7.2 basta observar que si

X es un k-espacio entonces C(X] es completa ([ifi] )

1.7.h Observación

En 1.7.1 1a hipótesis de densidad no es redundante. En efecto

consideremos B-CWI J, A la uubtïlrrebra de B de funcionen que tienden

a O en infinito y C la aubálgebra de B de funciones acotadas. Tene

mos entonces un diagrama como en 1.7.1 b) siendo los morfiamos to

das inclusiones. AdemasX(B)= X(A)le mientras que X(C) es homeo
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morfo a la comnactificación de Stone-Cech de m , que es obviamente

no homeomorí‘a aIR .

1.8 Subálnebras y morfismos separadores

Sea A un álgebra tooologica y S un subconjunto de A. Decimos que

S distingue los puntos de X(A) si nara cada par de elementos distin

tos hl, ho de X(A) existe aGS tal que h1(a)7Éh9(a).
Si para cada cerrado F de X(A) y cada hEX(A) - F' existe aGS tal que

h(a)=l y h'ia)=0 para todo h'e F decimos que S es separador y que a

separa a F de h. Más generalmente, un morfismo de álgebras topologí

cas f: A-vB distingue los puntos de X(b) \resp. es separador}

si S=f(A) distingue los puntos de X(B) (resp. es seoarador).

1.8.1 Observaciones

i) Obviamente todo subconjunto separador de A distingue los

puntos de X(A)

ii) -rambiénes evidente que f: A—->Bdistingue los puntos

de ¿((B) si y sólo si ft: X(t5)-—,X(A) es inyectiva.

iii) Si SDS‘ y .‘3'distingue los puntos de ka) \resp. es

separador) entonces S también.

iv) Si X es una variedad de clase Guy A=C°(X) entonces

AO= {TeAz sonorte de W es compacto}
es una subálnebra se'oaradora densa, asi comotoda subálr-jebra que con

tiene a An. Para un algebra topológica A definamos

AozíaeA: sonorte de Q es compacto} u
Aún suponiendo que An sea densa en A, lo que no ocurre en general,

puede existir una suhálïzebra separadoi-a S de A que no contenga a

Ao. En efecto, si A: C“ (IR) y 3 es la subálrzebra de las aplicacio
nes de 1a forma

t‘b‘P(t3) ‘PeA=c" (R)
entonces 1a trasouesta de 1a inclusión de S en A es una homeomorfis

mo (ya que ‘<(A)4=X(°))2R), mas precisamente el determinado por thB)
de modo que S es generadora. Sin embargo,nS no puede contener a Ao,
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puesQ' (O)=O para toda Pes y existen funciones diferenciables

de soporte compacto con derivada en cero no nula. No obstante en

2.6.3 se probará que si S es separadora y densa entonces Si) Ao.

1.9 Algebras fuertemente regulares.

Dadoun anillo A llamemos Spec(A) al conjunto de los ideales

primos de A.

Si I es un ideal de A definimos

h(I) :{Jesuecmz I c J}
(comparar con 1.2.2).

Si H es un subconjunto de Spec(A) definimos

1c(n)=r'\J
JG H

Se prueba entonces que la operación lí-—9hk(n) es una
a

clausura de Kuratowski y define una topología, llamada de Za

riaki, sobre Spec(A).

Un algebra A (no necesariamente topológica) se dice ggmé;

giga cuando Max(A), con lu topología Zariski inducida, es se

parado. ComoMax(A) es siempre casicompacto, A es armónica si y

sólo si Hax(A) es cowpa to. En [aKJse encontrara una extensa des

cripcion de las alqehrns armónicas.

Un algebra tonolózica A es reoular cuando la topología dé

bil sobre X(A) coincide oon la Zariaki inducida por Spec(A).

Nótese que la topoloqia Zariski es en general mas débil pues todo

cerrado Zariski es de la forma v

h(I)={hex(A):h(a): o si “13:0 {hexmz ahh-.0}¡01
y por lo tanto es débilmente cerrado.

Si A es un álgebra regular e I es un ideal cerrado de A enton

ces A/I es regular: basta recordar que X(A/I)::h(I).

IVamosa necesitar varios resultados sobre alaebras regulares

que ae puedan encontrar- en (“LU-7]. Los citamos sin demostración.
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1.9.1 Lema

Un algebra topológica A es regular si y sólo si para cada

cerrado F de X(A) y cada heX(A) - F existe aeA que separa a F de h.

1.9.2 Teorema

Sea A un álgebra localmente m-convexa, tonelada, regular y
completa. Bonequivalentes

i) A no tiene ideales densos

ii) Ï(A) es compacto

iii) Aes a inversa continua.

. 1.9.3 Teorema

Sea Aun álgebra localmente m-convexa con involución simétri

ca y sea B la subalnebra de elementos acotados de A, esto es,

B=íaeAz p(a)= sup |a(h)|kexm)
Consideremos sobre B la topología reunión de la de A y la determi

nada por la seminorma p. Entonces A es regular si B lo es, se veri

fica Hax(A)::Top(B), de modo que Top(B) es una compactificación de

Iop(A).

1.9.h Corolario

Bajo las condiciones anteriores Top(A) es localmente com

pacto si y solo si en A hay un ideal denso minimo.

1.9.5 Teorema

Sea A un álgebra de Fréchet formalmente real regular.

a) Si F,G son cerrados de XM.)disjuntos existe aeA tal que

’¿[F=o y “0:1.
b) Si (mi; es un cubrimiento abierto de X(A) existe una parti

ción de la unidad subordinada (cf.[?] )

c) Si W’EC(K(A)) coincide localmente con elementos de A entonces
A

existe aeA tal que a :‘P.
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Diremos que un álgebra topolomica A es fuertemente reo'ullar

si es semisimple y nara cada heX(A) y cada a€M(h) existe béAñ
2

con Mb): 1 y b (1 - a) + r2 g U(A) para todo escalar no nulo r
A

(recordemos que Ana-{aeAz a tiene sonorte comoacto} ). Cabe con

signar que esta definición es una modificación de la dada en [3 J .

1.9.6 Teorema

Sea A un álgebra formalmente real, localmente m-convexa

y fuertemente renulur. EHUOHCGSA es armónica y regular, An es

un ideal denso. Si suponemos que A es un álgebra de Fréchet en

tonces X(A) es localmente compacto (y numerable al infinito).

Demostración: sea U un abierto débil de X(A); probaremos

que U es un abierto Zariski. Sea nos X(A). Existen elementos

a1_,...,a.reA y un númerot>O tales que

Vzlfj {hz ‘h(a;) - h0(a1_)l< tSC U

Sea ahora agl? ¿(aq - h0(a4))2. Claramente aeM(ho) y,por 1ayz.

regularidad fuerte de A, existe beAO tal que

b2(1 —a) + r2 e U(A) para todo real r no nulo.

En consecuencia, la función l52(1 - G) + r2 no se anula en nin

gún heX(A) para todo rfO, de modoque 'ÏJ2(l - 3)30.

Definamosx=b2(l - a); entonces h0(x)al y h(x)=-.0 si h*U, ya

que si th h(a)>l y entonces h(x)( O, lo que contradice que;}0.

Poniendo V(x) = {Her-Mx“): 1:;le 3 obtenemos un entorno de hn en
la topología Zarislci tal que V(x)fl X(A)<;U; hemos probado asin

que A es renïular (la única hipótesis utilizada fue la regularidad
fuerte).

A es armónica pues Max(A) es homeomorfo a 1a compactificación

de Stone-Cecn de X(A) ( [7a, [32] )

Sup0n_"_amosque Ao no es un ideal denso. Existe entonces heX(A)

tal que KC H(h) (recordar las observaciones finales de 1.2) y
esto imnide que A sea fuertemente regular.
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Finalmente, veamos que si además A es de Fréchet entonces todo‘

noeX(A) tiene un entorno compacto;para ello elijamos ber tal
que ho(b)=l y el entorno en cuestión es

V={heX(A): h(b)7é.o} A
(su compacidad sime del hecho de estar contenido en sop b ).

El resultado siguiente será de utilidad en el Capitulo 2.
1.9.7 Lema

Sea Aun álgebra de F‘réchet formalmente real fuertemente regu

lar. Sea (hn) una sucesión en X(A) tal que DTF-r heX(A), hnïfh

para todo n. Entonces existe a€M(h) tal que hn(a)>0 para todo n.

Demostración: para ceda n existe ¿ne M(h) tal que hntan)=l
por 1.9.5 a). Supongamosque la sucesión creciente de seminormas de

álgebra (pn) determina la topología de A y definamos para cada n

xn=(1 + pn(an2))'1.an2.

Entonces xne H(h) y hn(x,n) >0 para cada n; además la sucesión (xn)

es acotada pues pm(xn)< 1 si m<n. Esto nos permite definir

¡“A
y este elemento de A cumple los requisitos pedidos.

Ü

8.22%¿(11(of. y

1.9.8 Algebras localizadas

Sea A un álgebra de B‘réchec formalmente real y fuertemente

regular. Sea h(X(A) e indicaremos con llum) el álgebra local
de A en M(h) ( [LI] , ch. lI, Q3) y con Ah el álgebra de nérmenes
de elementos de A en h, esto es, el cociente de A por el ideal

Ih=iae A: Aa\U-:O para un entorno U de hi
Comoh se anula sobre Ih,define un morfismo de álgebras Ah

cuyo núcleo es el ideal M,“de los gérmenes nulos en h.

La. semisimnlircidad de A dice que ¿{Aes un isomorfismo de álgebras
sobre 1a imarren. Tenemos entonces un isomorí‘ismo de álgebras

A/P(h) —————,Ah siendo P(h) ="—ise)“ h*son G}
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Debe notarse que P(‘n) es un ideal contenido en M(h) y por el iso

morfismo anterior anlica M(h)/P(h) sobre Mh.

Proposición

a) 13%1es un álgebra local

b) Ah es isomorfa a Aïfln)

c) P(h) es el menor ideal cuya ca'msulaes {ha . En particular,
P(h)C H(h)r para cada r) 1 '

Demostración:

a) Es suficiente ver que si h(a)740 entonces a es inversible módulo

P(h). Sea V un entorno compacto de h (1.9.6) tal que h¡(a)ÏÉO si
ntev, y sea I=k(V):r\ M(h') .

n‘eV '

Si BgA/I entonces X(B)=h(I)=hk(V)-V, por lo tanto B es a inver

sa contínua y todos sus elementos tienen espectro compacto.

See.f: A-fl B el enimorfismo canónico y b=f(a). mmonces 1: no

se anula en ningún punto de V y en consecuencia beU(B), o sea

quq a es inversible móduloI, y en particular es invorsible módulo

P(h). huerto Ah es un ál'tebra local con ideal maximal I'Eh.

b) Consideremos el ecimorfismo canónico

A-—>Ah x Hï

Para cede xemh) ï os inversible y esuo permite factorizar el epi
morfiszno como

E)

-—) AMÜÜ-ñ Ah,
donde 9 se define 00m0 sirtue:

si utilizamos la notación e/b para los elementos de M(h)
e (¿mas?

Obviamentee es un eoimorrismo. Si 9(e/b):.9 (c/d) entonces

ad - bc se anula en un entorno U de h. Si VCU es un entorno com

pacto de h existe re A tal que É: vale l en V y O fuera de U.

ComoA es semisimple, reM(h) y r(ad - bc)=0, lo que significa

que a/‘b=o,/d por la definición de Amh) y e es un isomorfismo.
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c) Es una adaptación trivial de [32], 1.23 y la omitimos.

1.10 Cálculo oneracional de clase Ck.

Diremos que un álgebra topológica A admite un cálculo operacio

nal de clase Ck (Oá ké OO)si para cada aeA existe un morfismo (con

tinuo) ra: CRUR) -—9 A

tal que '1'a(t).—.a, donde Ck(R) tiene la topología de convergen

cia uniforme sobre compactos de la mnción y sus derivadas hasta el

orden k (“3] , ch. XVII) y donde t denota la aplicacion lQ .
Si tal morfismo existe,debe ser único)ya que está determinado por su
valor en las funciones nolinomiales, que forman una subálgebra densa

de CkUR). Más aún, si A es un álgebra de Fréchet semisimple enton

ces la continuidad de Ta es automatica por el teorema del gráfico ce
rrado.

1.10.1 Lema

Si A es un álgebra de Fréchet semisimple son equivalentes

a) 'A admite un cálculo operacional de clase Ck;

b) para toda We Cha) y todo aeA Wi e gA(A)
Si además A es formalmente real y fuertemente reqular a) y b)

son equivalentes a

c) para toda VG CkHR) con sonorte compacto y ae A YaegAM).

Demostración: a)=:>b) Sólo hay que observar que
1

{Wec‘m): vaflnw )}
es una subálrzebra cerrada que contiene a los polinomios, de modo que

L

coincide con CNR );

b)=y a) Como {3Aes un isomorfismo sobre su imagen, la regla

TA? ) = único b eA tal que 93 :3

define un mor'fismo (continuo) Ta: Ck(Q)—-o A

c)-pb) Sean VGCKHR),aeA, noe X(A) y elijamos un entorno com

pacto V de hn y q’e CkHR) con soporte compacto que coincide con ‘P
A .

en el comnacto a(V). ¡Entonces 'ÏQGHAUL) y coincide con ‘93 sobre
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V; hemos probado asi que W’fi coincide localmente con elementos

de gA(A) y por 1.0.5 cWQeo‘ÁM.

Diremos que un álgebra topológica A es diferenciablemente

completa si A admite un cálculo operacional de clase 0° . Tanto

la denominación como lo que sigue nan sido tomados de E26]. En

esta referencia se trabaja con Álgebras complejas. Para adaptar los

resultados allí obtenidos para álgebras formalmentereales, sólo

hay que notar que un álgebra real A es diferenciablemente completa

si y sólo si su complexificada ASC lo es. La demostración del
siguiente teorema está en [263,111 2.1.1

1.10.2 Teorema

Sea A un álgebra de Frácnet formalmente real y fuertemen

te rea'ular. cionequivalentes:

a) A es diferencíablemente completa;

b) para cada ae A la aplicacion deR en A definida por
t N eita

es deórecimiento lento, esto es, para toda seminormacontinua mul

tiplicativa de A existen c> O, meN tales que

p(eíta)S-c(l + [t|m) para todo t real.
Debe notarse que en toda álgebra localmente m-convexa completa

se puede definir un cálculo operacional analitico “5.0361 ), de

modoque el elemento de A eita esta bien definido.

1.11 Módulos tonológicos

Sea A un alqehra topológica sobre {K y sea Mun A-módulo.

Diremos que Mes un Afmódulo topológico si Mtiene una estructu
ra de 0Q-espacio vectorial topológico tal que la aplicacion

canónica AXN-9M es continua.

Cuando hablemos de A-modulos de Banach, de Fréchet, 9to.,

nos estaremos refiriendo a la. estructura subyacente de espacio
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vectorial tooológico.

1.11.1 Observaciones

i) Si A es un álgebra de Fréchet An (neflO) es un A-módulo

de Fréchet con 1a topología producto.

11) 31 Mes un A-modulode Fréchet libre de tipo finito

entonces Mes topologicamente isomorfo a An, donde n==dimAM:

el isomorfismo de A-módulos AQ——,II definido por cualquier

base de M, es continuo; mas aún, por el teorema del grafico cerra

do, es bicontinuo.

iii) Si Mes un A-móduloproyectivo de tipo finito, donde

A es un algebra de Frécnet, existe una única topología sobre M

para 1a cual Mes un A-módulode Fréchet: basta definirla como1a

topología cociente de cualquier epimorfismo (existe por hipótesis)

Am-+ M ; un argumento elemental muestra que esta topología es in

dependiente de m.

iv) Un A-móduloproyectivo de tipo finito Mse puede obtener

como núcleo de un proyector Am——-aAm, automaticamente continuo,

y por ende comoun sumando directo, en particular cerrado, de Am.

Dados A-módulos topolónicos M, N un morfismo de Men N es una apli

cación A-líneal continua M-—vrh Denotamos HomA(M,N) el conjun
to do morfismos de M en N.

1.11.2 Teorema

Sea A un álmebra de Frechet, Mun A-modulo de Frecnet de ti

po finito.
a) Si N es un A-módulo de Frechet toda aplicación A-lineal de M

en N es continua.

b) Si Mes proyectivo e I un ideal cerrado de A ontoncus I.M es

cerrado en M.

e) Si A es a inversa continua Mno tiene submodulos propios densos.
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d) Si Mes oroyectivo Mno tiene submódulos propios de tipo finito

densos.

Demostración:

a) sea f: ÑÏ——9b1unepimorfismo; f es continuo y, por el teorema

del grafico cerrado, f es una aplicación abierta, de modoque Mes

un cociente de Am.

b) Mes sumando directo de un Amy Am/Mes proyectivo, en particu

lar es playo, de modoque LM: ImnM ( ch.I 2, n°ó)

c) Supongamos primero que M==Am.

La continuidad del determinante y el hecho de que U(A) es abier

to implican que

í(V1..u-.Vm)€AmX...x Am:qu',...,vm.Ses base de AmS
es abierto. En consecuencia; todo submódulo denso de Mdebe conte

ner una base de Amy por lo tanto debe coincidir con H==Am,

En el caso general hay un epimorfismo abierto f: AmL—9I4.Si N

es un submódulo denso de H entonces f'1(N) es denso en Amy por

lo dicho antes debe coincidir con Am;pero entonces H==M.

d)'Si H==Aes un hecho conocido?)3uponnamos que es cierto para todo

read con r< n. Sea N un submódulo denso de An. Consideremos 1a pro

yección P: An-> A sobre 1a última coordenada; entonces p(N) es

un A-módulodenso de tipo finito, por lo que pkN)=:A. En parti

cular existe xoeN tal que p(x0)=1. Podemosentonces definir

f: An-+ An por f(x)-sx - n(x)xn e identifiquemos An'l con el

submódulo do An generado nor los primeros n-l vectores de la base

canónica. Entonces f(x)=x si y sólo si xeAn'l, do donderesulta

que f(N)=-N(\An-1 es un submodulo denso de tipo finito de An'l,
n-lPor la hioótesis inductiva r(N)::A de donde An'E; N. Pero

n n
comoes claro que í 61,...,en_1,xo a es base de A , resulta N==A,
En el caso general hay una sucasion exacta

o -—» N —-+An--a M--’0

que se escinde mediante una aplicación A-lineal u: I4-—oAn.

Si S es un submodulo de Mdenso generado por {V1,...,Vr30nt0n068

t“) U]
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el submódulode An generado por N y iu(v1),...,u(vr)3 es denso de
tipo finito; por el caso anterior, este submódulodebe coincidir

con An, lo que obliga a que S sea todo M.

1.12 Productos tensoriales de algebras y módulos topológicos.

Dadas álgebras tonológicas A, B diremos que una topologia'c

sobre A313 es compatible si

i) A%B es un álgebra topológica

ii) la aplicación bilineal canónica Ax B -—+Ad?! es conti
nus;

iii) si HcAl y KcB' son equicontinuos entonces

noKC(AQ5)'t .
y es equicontinuo.

particular, si heX(A) y keXtB) entonces hOkeX(A%B),
dondeIIOIcesté definido de la maneranatural, esto es,

hOk (281Db1):zh(a1)k(b1).
Por ejemplo, sean A, B álgebras localmente convexas (resp. lo

calmente m-convexas) con sistemas fundamentales de seminormas mul

tiplicativas Epi: 1€ IE , íqk: chï respectivamente;entonces
la tooo'lom'a proyectiva 11' sobre Aos, definida por la familia de

seminormas {pikz ie I, keK?’ , (10:19

p11,(x)=inf{ p1(a1)q1((bj): x=2a10bj ,

es compatible. Ademáses eáidente que A215 es localmente m-convexa
si A y b lo son, ya que pik es multiplicativa si pi y qk lo son.

Debemosconsignar que la definición de t0pologia compatible que“

acabamosde eneciar es de Hallios, en cuyestrabajos

se estudian diferentes propiedades que el algebra A%Bhereda de las
de A y B. 'vlnellos se puede encontrar al siguiente resultado

1.12.1 Lema

Sean A, B álgebras topológicas y t una tovologia compatible.

Entonces la aplicación
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X(A) x X(B)——9 X(A?B) (h,k)¡——oth
es un homoomorfismo cuya inversa es

X(A®B) __, X(A) x x03) H -——9(Fr, Hg)t
donde f: A-e AQB es el morfismo ¿{-08.01 y

g: BNAQB es el morrismo leOb.
'C

Muchasveces no trabajaremos con #98 sino con su completada A315.
El problema que se presenta es que en general no será cierto que

el espectro de AÉB es homeomorfo a X(A) x X(B) (cfli'l'l, [451 )
Sin embargo, comoen 1.7, hipótesis bastante generales nos llevan

al resultado deseado.

1.12.2 Proposición

Sean A, B algebras topológicas y't una topología compatible

sobre AQDB.fintonces cada una de las tres condiciones siguientes

son suficientes para que valga

xmgsmxu) x xus):
i) gA B es continua, X(A) x X(B) es completamente regular y

C(X(A) x X(B)) es completa;

ii) AQB es m-tonolada y X(A)xX(B) es un k-espacio;
iii) X(A) y X(B) son localmente equicontinuos.

Demostracion: para los dos primeros basta aplicar 1.7.2,

1.7.3 y 1.12.1; el tercero esta probado enCiO], Tn. 2.1

Consideremos ahora dos modulos topológicos sobre ufiálgebra

tonolorgica A, My N. Siguiendo a (261,1.1 definimos el produc

to tensorial topoloqico de My N, que denotamos MgïN, por

M®N=M®N / DA.' MQÑ(A 1: t
dondet es una topología de espacio vectorial tópologico sobre

HgN y compatible sobre AaA, DAes el núcleo del morfismo

AgA —oA inducido por la multiplicacion y la barra denota

clausura en MON. Cabe agregar que DAes el ideal de A211.geneC



rado por {aQI - 19a: aeAA , -2,"

Sólo utilizaremos Iz‘fl , ya que MQN satisface 1a siguiente
propiedad universal: "A

existe una aplicacion A-bilineal continua t: H x N-—aHGDN

tal que para todo A-módulotopológico P y toda anlicación A-bïïi

neal continua f: Mx N-—+P existe un único morfisno de A-módu

los topolo'nicos ÏT: MaN —-9P tal que I‘gï‘ t.

Denotaromos 148021a1 completado de Ham/x Es fácil ver que si

My N son A-ruódulos de Frécnet entonces MPAN=MEN/ I, donde

I es el submódulo de HQN que se obtiene a1 clausurar DA. I-IgN
(loc.cit. 1.1.8)

1.12.3 Ieorema

Sea A un ¿l‘abra de Fréchet, l un ideal cerrado du A, P un

A-modulnoroJectivo de tipo finita (provisto de su tooologia de Fre

ohet canóníca (1.11.1 111)). Entonces PoA/I es completo
11A

Demostracion: llamando B a A/I obtenemos una sucesion exacta

0 «y I —) A -¡B —a 0

que, a1 ser tensorenda por P, induce otra, también exacta,

0 --—)I.P —-—v.P -—a Pala-40.

Por 1.11.2 b) resulta que 1a topología cociente hace de PGÁBun
A-módulo do T"réchot, que llamamos P'. Este es un B-módulo de F‘re'chet

ya que, a1 sor B x P' cociente de A x P, 1a aplicación bilineal

B x P' s.) 1" es continua. Asi P' es un n-módulo de Fréchet de ti‘po

finito. Por otra parte, por las propiedades de 28Aes claro que

PÉB es un Ü-módulode Fre'chet nroyectivo de tipo finito, pues
para conVenic-ntes S y m es POS=Am. Como1a anlicacion

P -—-9 PáB KH x61 A
es continua, también lo es 1a inclusion i: P98 -—* PPAB

si PQB tiene 1a topología cociente. Pero comoi tiene imagen
densa, de 1.11.2 d) resulta que i es biyectiva. Por el teore

o ' .ma del "raí‘ico cerrado i es un isomorfismo topoloaico.
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l.l2.h A-algebras tonológicas

Dado un morfismo de álgebras topológicas f: A-—9B diremos

que B es una A-álfiebra tonolóqica. En este caso B es un ALmoduloto

polozico, ya oue la acción a.b:=f(a)b es una aplicación de A x B

en B continua, por ser 1a composición de f x 1B con 1a multiplicación
de B.

Proposición

Sean f: A —-* B, g: A -——-Cmorfismos de algebras topolo

gicas y Í una tonologia compatible con la estructura de A-modulo

topolórtico de B20 y con la de álgebra topológica sobre ASA
(recordar 1a definicion al comienzo de este parámraro). Entonces

Eggc es una A-álqebra topológica cuyo espectro es nomeomorfoa
XUH _ XC = h,k XB XC :hf=h .¿muy )e<)x(> ga

La demostración es evidente si observamos que

x(R®C)=x(Bec / DA.Boc)=h(DA. BQC) (1.2.2).
EA C t t

Los comentarios hechos en los dos parégrafos anteriores sobre el

completado son validos en este contexto; en particular si B y C son
o 7. y A Aalgebras de u‘rechet entonces B®C=BOC / I .

tA t

1.13 Derivaciones

Si A es una0< -a1qebra y Mes un A-modulo, una derivación de

A en Mes una anlicucioan -linea1 l): A-‘D M que verifica

!;)(a-[a9)= 8.1"!)(841)+ apD(B.1) si a1, apeA.

Nos limitaremos a Considerar derivaciones de A en A; el conjunto

de estas derivaciones, que denotamos Der(A), es un A-modulo.

Un problema interesante es establecer condiciones sobre A nara

que toda derivación de A sea continua. Esto ocurre, por ejemplo,

si A es un alqehrn de Fréchot reñular semisimple ([30”

Si A ns un alvuhra de Fráchet entonces el producto induce un
A . .

morfismo AQDA—-—oA.cuyonucleoll llamamos la dlaqonal de A y se
“A
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puede probar que Der(A) es el A-módulodual denU‘.) = A/Az

Másprecisamentefl (A) es un A-modulo de Frechet y Der(A) es iso

morfo a HomA(-Q(A),A). Llamamosa 9M) es Mo dE difeancEles
de Ay tiene un significado análogo al módulo de diferenciales de

KeÏhleren la geometria algebraiua.

1.13.1 Proposición

Sea A un álgebra de Frechet fuertemente regular. ‘3ean
A

DeDerM), U un abierto de X(A) y a,b e A tales que SAU=b\U./\ /\
Entonces Du‘U= DblU,

Demostracion: por la linealidad de D basta considerar el

caso b=0. :ea her y consideremos un entorno V de ho con clausu

ra contenida en U. Por 1.9.5 existe XGA tal que GC\V=1y

gc X(A) - U:O. Por 1a semisimplicidad de A es ax=0 y nor lo

tanto xDa+ an=0; en consecuencia, para todo heX(A) vale

h(x)h(De) + h(a)h(Dx)==0.

En particular h(Da).-.O para todo heV, o sea. que Se 7:0.

Comoh0 es un elemento arbitrario de U no hay nada más que probar.



Canitulo 2

C'- algebras

En este capítulo por variedad sobreentenderemos variedad dife

renciable de clase C“ , de dimensión finita, numerable al infinito.

2.1 El espectro de C‘(X)

Dada una variedad X consideraremos el álgebra C°(X) de todas

las funciones diferenciables de X ana. Es facil ver que C.(X) es

un álgebra formalmente real y un álgebra de Fréchet separable para

la topología usual ([13], ch. XVII).

Cadaafilicación diferenpíable entre variedades f: X-*Y

define un morfismo t¡I'z C°(Y)—o C°(X) por 1a fórmula tf") n ‘Pf.

Es inmediato que las reglas X-—#C‘ÏX),fv-vtf definen un

funtor contravariante de la catevoría de variedades en la categoria

de ¿Inebras de Fréchet. H1principal propósito de este capitulo

es caracterizar 1a imaqen de este funtor. Llamaremosa esta la
. . ,

categoria de las C -a1"ebras.

Para encontrar el esoectro de C.(X) ante todo debemos observar
. oque cada):oÁ defmno nn caracter, que consiste en evaluar en x y que

denotaremos exkx): o:((x)(‘f )= ‘P(x).

2.1.1 vpo” n1c|on

73m1X unn vur'iudaw. "íntoncns

a) la uol‘cncïon nulnn'al ox: X —-O X((P(K)) en un honluomorf'inzqo;
b) el alueüra C°(X) es fuertemente rewular.

Dezostracion:

a) como 0°(K) os una SHbá170bPa de C(X) que distinfuo _untos, eX

es ínynctiVn; su continuidad es inmediata. Veamosono eX es bí

yer:tivu (crwnp:'.;-r.necon [3] ), ".na hn: C.(X)—w R un cnráctrm;
v l. ,\

(¡robin-t: 10.", «nm 1),] Lu ¡{ng .’. tal «¡Im nur'u cm'u 9€ (n (--) v:.1.o
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)= ‘P(Xn)c
Supongamoscue no existe tal xñ; entonces para cada xeX

,‘o
existe ï’xeu (K) tal que ‘í’x(x):fio, n0(‘*’x)=0. Para cada x

consideremos un entorno relativamente comnacto ¡Jx tal que

0* Wim'x). ComoX es numerable al infinito, existe un snbcu

brimiento numerable (IT ) N y una partición de lq‘midad deXn nc.

clase Cun subordinada a dicho subcubrimiento, (+11) (of. [n] )

31 definimos ahora \P = É MN;
es claro que V e C°(X) y que ‘P(x) 70 para todo x. En particular

‘P es inversible. fiin embargo, esto no es posible porque V pertenece

. al ideal maxima]. (cerrado) M(ho): en efecto si uTn= i‘L‘P‘:
entonces 11.,1—9‘l’ nues cada xeX tiene un entorno V en el cual

“P coincido con todos los um .3.nnrtir de un cierto subíndíce.

Por la continuidad (le hñ debe ser ha“? )=1im hfl(um)=0.

Para ter "Lnnr a) renta ver que ex es un homeomorfismo; sea x06 X

y sea U un entorno de x0; entonces existe ‘VGCÏ‘Mcon sonorte

compacto contonid u en U tal que ‘* (xn)=1 y el conjunto

V=Xhe x(d’(x)): hW ht o}

es un entorno de ex(x0) contenido en ex(U).

Nota: con las nodificacinnes obvias, lo anterior vale para
1 O

C'{(Ï() con WSk<m . Ademas, onerando sobre cada comoonente co

nexa, podemos pedir solamente que X sea paracompacta.

b) La biyectividud de eX prueba que C°(X) es semisimple.

“,1 xne X y ‘P(x,,)-: O nera una W e c“(x), existe ‘\' G 0‘00

con 30norte compacto contenido en ixe X: ‘P(x)< 13 y tal que

+(xn): 1. Entonces: “(1 JP );O y es claro ahora que C“(X)
es fuertemente rertular.

El siguiente resultado es conocido ([33]) y omitimos su demostración.

I 0 '2.1.2 Prox03101on
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2.1.2 Pronosicion

Sean X, I Variedades y f: X-—0Yuna aplicación continua.

Entonces son equíanontes:

a) f es de clase d”

b) para toda We C°(Y) se tiene ch C.(X).

2.1.3 Corolarío

Sean X, r variedades.

a) Para todo morfísmo de álgebras al: C.(Y) —-0C-(X) existe

una única a"-'I.ícaciondiferenciable f: X--o x tal que tran!

b) X es difeomorfa a I si y sólo si C.(X) es isomorfa a 00(1).

Denontracíón: b) es consecuencia de a); probamos entonces

esa proposición; 1a unicidad es evidente; para definir f notetos

que al induce una aclicacion continua alt: X(C'(X)) -—- X(C'(I))

y solo tenemos que noner f: ey'ïggt.ex y usar 2.1.1 y 2.1.2.

Observemosque hay una gran analogía entre este resultado
a _ .y el claswco teorema de Banacn que prueba que dos CSDHCIOScom

v r ) ,pactos son nomeonorfos si y solo si sus alqebras de Jun01ones

continuas non isomorras.

. . .o o ‘2.2 Una “escr1nc10n de C (K)

En este ana tado enumeramosuna serie de condiciones que sa
. a o , otlsfaccn las C“ -aïgebras. El resto del Canitulo esta. destinado

a probar que son suficientes nara caracterizarlas.

a) Toda Cn-úlqebra es fuertemente regular (2.1.1)

b) Toda C' -álnebra es díferenciablemente connleta (1.10.1)

l
c) Si A es una C°«-élqebra entonces Der(A) es un A-modulo

proyectivo de tino finito: esto es consecuencia inmediata de idon

tifícar Wor(C.(ï)) con el módulo de camposvectoriales C. sobre
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X, esto es, con las secciones de clase C‘del fibrado tangente de X’

que denotamos T(X) (cf.C3\],[2€]). Por supuesto el A-módulodual

HomA(Der(A),A) también es proyectivo de tino finito y se identi
fica con el modulo de secciones Co del fibrado dual de T(X), que

denotaremos r' (T(X)*) ("formas diferenciales de rrrado uno")

d) Si A es una C. -ál,n;ebra .Q. (A) es un A-modulo proyectivo

de tipo finito.

Demostración: sea A: C°(X); consideremos primero un caso par
ticular

1) X=U abierto de 62":

en este caso se sabe que AÉA se identifica con C.(U x U) y A
con el ideal de las funciones que se anulan sobre la diagonal de

U x U; de la fórmula de 'mylor se deduce que A está rrenerado

por x; - yí ‘ 15 is m (las x1, y, son las canciones coordenadas)

y de aqui sírtue inmediatamente que los elementos
, a

dx1. claso modulo A de X4 - yi 1‘ 1‘ m,2

forman una bnse de .Q(A); este resulta asi un A-módulolibre de
Idimension m.

11) Cano deneral:

por el teorema (lo inmersión de Whitney (03] , cn. XVIIZOl 2.

l‘í.18) oodemos suponer que Y es una subvariedad cerrada do IR“ ¡ara

m suficientemente grande; sea U un entorno tubular de X y sea

r: U-O Xuna retracción 0° (loc.cit.): entonces la inclusión

1: X —>U induce un euimorf'ïnmo ti: B=C‘°(U) —-o A con inversa

a derecha tr: A -—oH, :‘nr 1.a ¡moria rmnurnl, hujf un owlmorf'iumn

u: hifi“) -—on (2.) Lnl (¡No |l(l..(ÍHlI)-(1A(L1(h)’ ¡,um. (:mlu
be B ([26], IN), (,‘rnnoQ (¡Hzlim pa‘ la nnrto i), ¡"multa qm,

ASQU'S) en un A-modu'Lolibre y bastará definir una 1nVnrna a dere

cha de u. “li ponemos d: A-á AQDAB) d(a)= 10dB(tI‘(&))
entonces d es una (Iorivacion continua y por definicion najr una anli

cación lineal continua v:.Q.(A)—b AQQU3) tal que dzvdA.
B
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Ax para cada ¡e A y por

lo tanto mía-.151“) , ya que { (le: xe A3 genera un submódulo

Por las definiciones resulta uv(dAx)=d

denso doQM) ( [ZC], III). Esto termina la demostración.

Observemos que nor ser Der(A) el dual de Q (A), usando d)

es fácil nrobar que 11H) es canónicamente isomorfo al módulo de

diferenciales de "rado 1.

e) Toda Ca -á1gebra es tonológicamente finitamente generada:

esto es inmediato si A: CNR.) ya. que las funciones coor

denadas X.‘ 1‘ ií m veneran topológicamente A; en el caso general,

por el teorema de inmersión de Whitney, A es cociente de un C.(Q‘).

f) Si A es una C. -á1p;ebra entonces para cada he X(A) su

núcleo M(h) es un ideal maximal de tipo finito y I-'í(h)Pes un ideal

cerrado para cada r) 1.

Demostración: como antes.A= d'(X), y comenzaremos por el

caso más fácil, a saber, X=[É‘; entonces H(h) está determinado por

el' nunto sr (317,...,s,.,) 4 (2.1.1),y 1a fórmula

f(X)=f(s)+iS('3f/'bx1(tx + (1.- t)s) dt)(x1- si)
muestra que los elemex‘rtosom2 si , líiám , generan M(n).

En el cano íennrnl podemos suponer que X es una subvariedad cerrada

de IR” . ñi f‘emh) entonces hay una extension Te 00H?) de f y

se aplica lo anterior a Ï, con lo que resulta que los elementos

xílx - s; 1‘ it m generan M(h).
Si bien en 1.1.1 yn fue probado que cada M(h)r es cerrado, conviene

observar que de 1a fórmula integral anterior resulta que

“(11)22{re c"(:<): r(s)- o, dr(s)=o'5,
donde df(s) es 1a diferencial de la funcion f en el punto s:

en efecto, podemos suponer que X es un entorno abierto de s en , y

por 1a fórmula es d!‘(s)‘0 si y sólo si af/in (s):0,1‘1ím.

g) Si A es una Cn-‘lqebra, heX(A) y A+=ile€At 2m} en
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+ . 2tonces A nïlï(n)CI-;9h) z

esto no es otra cosa que el criterio elemental de determina
' 0 o \r +

cion de eXtremos relatiVOS de una funcion, pues 31 Ñ€;C°(A y Se

anula en xeX, debe tener un minimoen x y por consiguiente df(x)= o.

h) La díavonnldde una C" ¿algebra A es un ideal de AeAde
tipo finito; ademásA} es un ideal cerrado

si XzflquÉ A- C°(tR“xtR‘)y A={S°¿C'(Q‘xfl‘):w(x, x) si erM}
Conun razonamiento similar al de f) se prueba que

WEA si y sólo si “Nx, y): ¿Sign y)(x1 - y1),4’ te AÉA,IS iám
y en consecuencia x1 - yi ¡ls ií m; generanlk .

En el cnsn ¡general se utiliza una inmersión en algún R‘y el

caso anterior. 

De la misma manera que antes se prueba que ¿LI es el ideal

cerrado de las anlicaciones que se anulan en la diagonal Junto con

sus derivadas de orden menor que r.

_ lHOSUMLmOSlos resultados de este paragrafo.

2.2.1 Prowosición

Sea A una C' -Álgehra. Entonces

i) A es un alfebra de Fréchet formalmente real;

ii) A es fuertemente reqular;

iii) 51(A) cs un A-moduloproyectivo;

iv) A es un idea-l de AÉA de tipo finito yA‘ es cerradoa
v) A ns tonolo icamente finitamente generada;

ví) para cmln nexu) A+r\I-I(h)CM(h)2;

vii) A es diferenciahlemente completa.

. l 0Los slmlientcs tres paragrafos estan destinados a nrobar

que las condiciones i) - vii) caracterizan a las C” -á1nebras.
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2.3 Lemustecnicos

2.3.1 Lema

Sea A un álgebra de Fréchet formalmente realmuertemente

regular tel que A+GM(h)cH(h)2 pero. todo h¿X(A) y see

¡QA tel que í tiene un mínimolocal en ho ex“), es decir que

existe un entorno U de ho tel que ho(x)5h(z) ei heU.

Entonces x - h°(x) eM(ho)2

Demostración: por 1.9.6 existe e er te]. que Í V=l

y eop QCV, siendo V un entorno de ho con VCU: entonces

¡Zu —nom) e fin M(h)

de modo que
_ 2 2 2 2z - ¡10(1)- e (x - h°(x)) + (1 - e )(z - h°(x))€mho) + P(ho)cn(h°)

puesto que, por 1.9.8, P(h)C Hkh)’ pere todo he X(A) y r7, 1.

2.3.2 Lema

See Aun álgebre localmente convexe tel que el ideal A

de A91 ee de tipo finito. Entonces M(h) ee un ideal meximel de
tipo finito pere todo h XM).

Demostración: tenemos dos norrisnoe de ¿ÉL en A, uno
determinado por le multiplicación y otro, que lleneremoe p,

definido por p(x0y)= h(x)y pere cede z, y el: ellos inducen
un diegrame conmutativo con files exectee

o —-' A —u2¿m-—» A -—’ o
l 1 x0 “¡1401)-)A ¿(REO

Si z1,...,zr generenA comoideel de AÉA, veamosque P(zl),...,
pal.) generen H(h). Ante todo obse'rveee que MA )clflh) por le

conmntetividad del diagrama. Pere cede ¡emm existen cie AÉA

(l‘iír) teles que lo: - ¡Olzá'oili (enreelided,esto ee.

cierto pere cede ¡e A): pero como ¡21410! - x01) por ser
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h(x)=0, vale ¡:Ïp(01)P(Zg), comoqueriamosprobar.
ha

En lo que resta del parágrafo A sorí un álgebra de Fre'chet que

verifics las hipótesis
1. Q. (A) eo un A-módulcproyectivo de tipo finito.

2. mn) os un ideal rinitamento generadopara cada hcxu)

Usando el mismo argumento que en lo demostración de 1.12.3 ob

tenemos una sucesion exacta de A-nódulos de Fre'ohet

o ——.nun-nu) ———»Q(A)LSNMgR —-+0.
en el que considormos a [R comoA-módulovis el norrisno h: A-oR,

ConoQ“) es de tipo finito, INMQQ es un espacio vectorial
resl de dimension finito. 31 definimos

dh: A -—° M\h)/ “(11)2 dhxc close modulo "(11)2 de z - hu)

entonces dh ec uns derivación continuo, de modoque existe uns. líni

cc aplicación A-linoal continuo r: .QUL) ——->H(h)/¡{una

tu que «¡F-MA (1.13). Obviamenteummnunzo, csi que

te?“ poro una cierto. ¡2.010262 —o H(h)/ H(n)2 continua.
Por ocre. porto dA(M(n)2) C M(n).0.(A), ds nodo que hay una spli

ocoiónR ¿Lineal Ah: H(h)/ H(h)2-——>n(A)2lQ que veritios
Ahdh-1ïd., c ces. que AhrdA :Tïdr Pero cono 1o imagen de dA

es un eubmódulodenso ds Qu), results queAh y T son iaonor
fis-os rociprocos. Hemosprobado sei que

Q(¡029:th uma.
Ses. DeDer(A)y see.hexu); cono ls. splioscióan dinos]. hD

(continushe anula sobre H(h)2, induce 515:H(h)/ H(h)2—o Q

Tenemossoi un norrismo de A-nodulos kh: Der“) -—-D(H(h)/H(h)2)*

lnh(D)=E5,donde ls estreno indios s1 [R«ind.
Consideremosshots el diogrnns conmtstivo

Hom(nu) A) 4——"—— Der(1)®\RA ' P
¿3 * A ‘\ Don-(A)

Bon (QHWER) ———‘(mw/muafi «/\<¡
R A A:
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donde p(D)_-_—D01 y g(F®1)(m01)=h( (P300) )

ComoAh es un isomorrismo, su traspuesta también 1o es; por

otra parte, comoQ (A) es proyectivo de tipo finito, es un re

sultado clásico que g es un isomorfismo; de 1.11.2 e.) y de

Bonus-UA). A)zDer(A) se desprende que i es un isomorrismo,

kh es un epimorrismo y le. sucesion

o ——.H(h).Der(A) -—- Der(A) —-' (H(h)/H(h)2)*-* 0

es exacta.

2.3.3 Lema

Seen hoe X(A), Die Der(A) 1‘ 1‘ n tales que 1501111),
1 6 ií n es base de (H(I)/ l'flh)‘2*. Entonces existe un entorno U

de no tal que para cada he U kh(D1) ls 15 n es base de (Man/Hung?”

Además,si heU y 1161401) entonces ¡emma si y sólo si hD1x=0
para todo 1 í n.

Demostración: comoDer(A) es proyectivo de tipo finito,

existe n ¡{(110) ta]. que el módulo de fracciones

Der(A)¡=Der(A)9A.

es un A.-m6dulolibre de rango un cierto m. mltiplicando, si es

necesario, por un elemento inversible de La (de la forms ar),po

demos suponer que hay una base de Der“), de la forms '1'1/1 ,

1 {is m, para ciertos Tie Der“). Consideremosla aplicación A

lineal uz Am—-vDer(A) u(e.1....,em) = ¿.121 . Llamamosll y
c c1 núcleo y conúcleo de u respectivamente: Por definición, N.-:O

y 08:0. Comoc es de tipo finito, existe r;0 tc]. que Joao."
Además, para cada. v c-Nhay un q: q(v)) 0 ta]. que aqv :0. Por con

siguiente, si DeDer(A) existen elementos nie A 15 ii m tales

que o.ng fui“ 3 además,si foirfio entonces (01.....om)e N
y debe existir q: q(01,...,om}mtnl que ¡qciz 0,1515 m.

Despues de estos preliminares generales, consideremos el

entorno abierto de no U0:{hexuh nunk 0';
1) para todo he Uo khu'i) 1€ iám genere. (MM/MHZ)“.
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a" existe DeDerU.) tel queen erecto, si te (M(h)/H(h)

o"n-khLD): por lo anterior, existen eieMA,l‘ ié m teles que
e’D: eiri y entonces h(er)kh(D): z, h(e1)hh(!1), de donde
#zzmil “¡(21) , comoqueriamosprobzu'

i Mer)

2) si her thvq) ls iím es linealmenteindependiente:

si existen sie [Q tales que i; s11q1('ri)=0, por la sucesión
execte previe el enlnliedo de este lene resulte que sin e

H(h).Der(A) y en consecuencia existen bkelflh). Lk‘GDorM).

lSk‘ p, teles que ¡1‘21= bki‘. Ahorabiien, pera ceda k

existen cue A 1:: 1€ m t‘eles que erIak : ¡Zg‘cki'ri o

Por lo tanto (crei - Anchuri: O y existe q>r0 tel que
eq(ers1 - ¿Máh 0 lé is n. Peroconon(e)7éoy Mb“: o
pere todo k, debe ser si: 0 pera todo i.

Les afirmaciones probedes, l) y 2), Junto con le hipótesis

implican nus, pues dimR(H(no)/H(ho)2)*= n.
Pere cede D1del ennnciedo existen eike A ls kg n teles

que erDi= 25:1ka 1‘ 15 n y le matriz (ho(e1k))e Rm
es inversiblqumtril de oenbio de bese"). Por continuidad, hay un

entorno U1de n tel que (MenaeQ m es inversible pere cedeo

neUl y entonces U: Uoñ01 verifice lo pedido.
Finalmente, es evidente que si ¡emma entonces th: O pere

tode D €Der(A)¡ supongamos que hDix-r O 1‘ 1G n. Entonces

kh(D) (clase módulo th)2 de í): O pero. toda. DGDerM)‘

y esi "elese módulo"(me de x“: 0, o see xCM(h)2.

Observeoión

E1resultado enterior permite esteblecer le existencie del "ribre
do tangente" de XM) con ribre (MM/MHZ)“ en cede hsxu).

2.3.h Loma
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2.3.}... Lema

Sea A un álgebra fuertemente regular que satisface 1. y 2.

Para cada hoe X(A) son equivalentes

a) M(ho)=H(ho)2
b) M(ho)=P(ho)

c) M(ho) está generado por un idempotente

d) {ná es abierto y cerrado el XM)

Demostracion :

a) b) En el anillo local Año vale 15°: ¡5,02 y por el lema de
Nakayamadebe ser Mh°=o; solo resta aplicar 1.9.8

b) c) Como Aho: A/P(h°) resulta M\h°)h°= 0 y por ser who) de
tipo finito existe cg P010) tal que \l - c)M(ho)=0. Como

ce Muze) resulta 02- c y exe: para todo ¡e 24010).y en

consecuencia M(ho)-Ac
c) a) Evidente

c) d) nesulta{ho‘ï abierto en uuu), a tcrticri en XM).
d) c) Por la regularidad merte, existe cc-A tal que ho(c)=0 y

h(c)=l para todo haéhog siendo A semisimple debe ser 02.-:c

y cx:x para todo 3614010).

Dorinamospara cada nexu) P(h)=dinQ(M(h)/H(h)2)
htonces es claro que P(h)<m para todo h'eXM).

2.3.5 Corolario

La aplicación fos localmente constante.

2.14 Coordenadas locales en X(A)

m1todo lo que sigue A “mi un algebra que verifica las condi

ciones i) - vii) de 2.2.1. Veremosque es posible dotar a XM) de

una estructura de variedad, para lo cual precisamos construir pri
mero coordenadas locales.

El siguiente resultado es clave para nuestro propósito.
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2.14.1 Proposición

See nos XM) tel quem‘fJ(110)) 0. Entonces existen elementos

¡1. yke A, ls ii n, 1€ kt m, derivecicnes Dic-Der“), lí is n, y
un entorno U0 de ho teles que

l) {11....,In.71.....ym} genere topológicenenteA

b) pere cede he x(A){11 - nui), y} - Muy-1515 n, ls ki n]
genere M(h)

c) pere cede11er y cedei: l....,n, lc: 1...... 03hDixk=Sik
d

V les cleses módulo M(h)2 de los x1 - nui) formen une bese de

H(h)/ H(h)2 pere cede hcvo

e) pere cede 11er H(h) es generado por P(h) y{11 - h(xi):16 it nï
f) si hGUo y h(xi)= 0 pere edo iá n entonces h=h

g) para cede xeA y cede i, J-l,....n D1D3x\Uo=D5D1x‘U°
h) existe ee l + P010)tel que eDixjteS“ i, 121.....n

y pere todo aus Q“) me»-ÉÍ(D1, w>.d.x13 en perticuler
e.dx= e.ZD1x.dxi si xeA.

Dems‘treoiónt

e). por le hipótesis v) hey une remilie rinite[u1.....urscA que
genere topológicemente A; por 1.6.1, pere cede hexu) le subilgebre

sin identidad generede por ul - h(u1).....u¡. - h(u¡.) es dense en

H(h)¡ claramente les imágenes de los ui - ho(u1) generen nn subes

pecio denso de H(ho)/ M(ho)2¡ por un eventuel reordenamiento, po

demos suponer que les imágenes de los n primeros formen une bese

de H(ho)/ u(h°)2. Definiendo x1=u1 - h°(u1) 15 12 n
u :ui - ho(u1) M16.ie r

quede probedo a) .

c) Dc le sucesión exeote enterior e 2.3.3 resulte que existen

rie Der(A) le 15 n teles que hoFixk e 81k ,15 i,k&n;

comoexiste un entorno Hde ho tel que le netris (twin,th m
es inversible pere todo new el elemento de A e=det(F1xk)

es tel que h(e)#o pere todo new; en consecuencie existe ben
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tal que abe l + P010). Si (en) indica la matriz adjunta de (Pink)

entonces (01k).(Fixk)=a.( 31k). Si ponemosaikzacik entonces

¿Aaijrjxk = 51k +311" para ciertos pure P010).

Derinamos D1: sus, ,16 12 n.
Sea vocw un entorno abierto de ho tal que pïúvo=0 para todo 1.1:.
Entonces c) es valido para todo hello; se construirá Uo de nodo que

d) ComoInho(D1), le 12 n es base de (H(h°)/ n(ho)2)* hay un en

torno VICVo tal que “¡(Di) 1 sis n es base de (MOH/ H(h)2)*Pl

ra todo he V1 (2.3.3). Como {’(Vl): n, bastará ver que para cada

he V1 ¿31(11 - h(x1))€ M(h)2a) s1. O ,l (is n; pero esto es
evidente nues para cada k=1,...,n vale que

un“ “(:1 - h(x¿)))=skennkmmfimo.

e) Consideremosel anillo local Ah,para he V1. Las clases de los

¡1 - nui) generan H(h)/ "(Macs 15/ ¡ha y por el lema de Naka

yama las clases de los ¡1 - h(xi) generan lg, en Ah=A/P9h).

r) Sea V un entorno de ho con clausura compacta contenida en V1.

Cono A es separable (como se desprende de aH y de Frechet, V re

sulta equicontinuo de'bilmente cerrado y por lo tanto compactoy

Istrizable ([5] , oh. Iv, 52); en particular,es legitimo el uso

de sucesiones en V. Sea F = {n eV: nui): 0 ,1 í i‘ n}

Entonces F es un cerrado que contiene a ho. Veamosque no no es un

punto de acumulación de F; supongamos que exista una sucesión de

puntos de F, todos distintos, hme F)que converse a no, nmq‘:no para

todo n; por 1.9.7 existe x eM(h°) tal que nm(x)> 0 para todo m.

Por lo probado en e) debe ser x =a111 + b con aiíA, bG P010).
Claramente hm(b)= o si m mo, de ¡»ÉL que O<hm(x)=2hm(a1)nm(xi)= 0

lo que es absurdo. Por lo tanto no tiene un entorno abierto Uo en V

tal que UoflF: íhoï , lo que prueba r).

b) Para cada heX(A) sea I(n) el ideal generado por los 1:1 - hu!)
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y los yk - Myk), ls kg m. Claramente I(n)cH(h). Por 1a consumo

ción de 11, yk y por ia parte e) results. que I(h) y P(h) generan

M(h))para todo hexm). Bastará ver que P(h)cI(h) para todo h,

0,10 que es igual por 1.9.8, que la eípeula de I(h) eeï h] . Pero
como1a eubálgebra ein identidad generada por aquellos elementos

está contenida. en I(h), por 1.6.1 resulta que I(h) es denao en

¡((11). Entonces I(h) no puede estar contenido en otro ideal maximal

cerrado distinto de M(h). Eeto prueba que su cápsula. es {h} .

g) Ante todo ea olard por la parte d) que si hC-Uoentonces las

olaaes módulo ¡{(11)3 de (¡1 - h(xi))(¡k - h(xk)) 15 16 ké n

generan el Q -eepaeio Vectorial H(h)2/ M(h)3. Veamosque son li

nealmente ingependientee: sean auf 01d G Q tales que

(o) ¿“sikhi - h(x1))(zk - Mack“: n(h)3;
por la. parte o) Dkzi = 31k + aik con s1k\U°=0 16.1.1151: y

entonces ame P(h)CH(h)r ai ral: en particular nik eM(h)3.
Conopara. toda DeDerUl) y todo ¡»,1 D(M(h)“*1)cn(n)’, aplican

de'DJ a (G) obtenemos

á sikwjziuk - una) + (x1- Mmmm.) run)a
y como D511- S H=auen(h)3 queda

¿.114 snack - 11(ka + 83km - h(11)))eH(h)2
de donde ZZaJkuk - htxk))=2s5k(zk - hu“) + ¿”ahi - h(zi))
e H(h)2. y por la parte d) reaslta (“c-:0 para todo J, k. Acabamos
de probar aei que las elases de (x1 - l:¡(xi))(z¡t - M11,” 1€ is k5 n
tornan una.baee de M(h)2/ H(h)3. Entonces, para cada. ¡e A existen

s1k=sh e 65‘ tales que m

z - nu) - Zwinxi - num -2 ¡“(:1 - h(11))(:k- num: ¡(m3.
¡u ¡lku

Aplicando hDPDa,lí 151€ n y recordando que Drxi - 51,6 H(h)2 obte

nemos hDPDQ1=ert y por lo tanto hDrD'_=h.DzD¡.z.Comoesto vale

para. cualquier heumse obtiene lo afirmado.

la). Consideremoslas aplicaciones A-lineales
m

1': An——9 f(‘1.ese’.n) = 2.1-u1 y
¡3|
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esa (A)——’A“ ¿(W)‘(<D1.cc>)1¿ n.
Pasando a1 anillo local Ah°= A/Hho) obtenemos

ro: Ahon___.,.QM)ÏAho y go: .Q(A)2Aho—o Akon; veamos que ro
y go son isomorrismos reciprocos. Comose trata de aplicaciones

entre Ano-móduloslibres, es suficiente ver que, reduciendo todo

móduloHho, se obtiene goto: id (verÜfl , ch.II, 53 n°2).

Cono Aho/ 14‘10:A/ M(ho)nQ 1o último equivale a decir que

(Ru: AniftR———oQ(A)?Q fi Aves! =Q n es 1a identidad (R con
siderado comoA-módulovia no) y este es inmediato porque, en el

diagrama previo a 2.3.3, el isomorrismo Aho aplico. la clase
móduloH(n°)2 de los x1 en los correspondientes 4:13 1, y por otra

parte {boDiz1 í ii n?) es le b_asedual correspondiente.

Conoro y go son isonorrismos reciprocos existe ae]. + Puno) tal

que a.1’3:mln“) y a.gr=a.1An (loc.cit. ch.II,&2 Prop 19)
lo que de. la tesis.

Observación

Si hau; y ¡e M(h)entoncea ¡e ¡«(mag D136H(h),1í 1€ n (2.3.3)

2.1...2 Notación

Desde ahora indicaremos con U un entorno abierto de no con

clausura contenida en U0.

En lo que sigue nos ubicsrcmos en las condiciones de 2.1:..1

i‘enemcsasí una aplicacion continua O: Kun-.62" definida por

e(n)= (n(x1),...,n(xn)), que verifica (<9l11)":"(o).—_wc)J(2.1“). rn.

2.14.3 Loma

Derinamospara cada w o pt- { ncxu): t>|b(n)ll]
Ut: {nena): allow“)

Entonces

a) si 0<t< s Ftn Fc WCF.GÜ
b) {Ftnüt t> Oíes una base de entornos de no.



o) ïUtn U: t) o} es una base de entornos de ho

Demestración:

a) si he Ft,an entonces llO(h)l\s t y existen lake U (ketN) tales

que h=lim uk, de modoque existe ko tal que ll0(hk)ll< s si k >,lto.

EntonceshkeU.n U si kzko y por endehem. La otra inclu
sion es trivial.

b) como,por 2.u.1 r), Q Ftnfl’:{no}, resulta que ho es el único
punto de adherencia de 1a baee de filtro (Rtn mt) o y en conse
cuencia esta base de filtro oonVergea noe U. Si w es un entorno

de no en XM), wnÜ’ ee un entorno de no en U y entonces debe exis

tir t>0 tal que FtñUcHnÜcH

o) es evidente por a) y b).

Iotaoión

Ktng ve ta": nvl\< a}

24.1; Lema

Existe un to) 0 tal que 0(Ugnu)DEt/2(0) si O<t<t°

Demostración: sea V un entorno abierto de no con clausura

compacta contenida en U y sea to) O tal que Ptoñ UCV: entonces,
si 0<t<t° y v Et(0) definimos z=i(xi - v1)2 °°n '= “1’15 n
Por la oompacidadde FtnU existe n'c‘;tr\ÏY tal que í alcanza su

¡{nino c4en h‘. Nótese que d» O pues 3:}0. Veamosque nie Ut.

Supongamos,por el contrario, que lemon-t; entonces
n n 23a n 2 vt 2

2gh'(xi)v15 ¿(E'h'hfi ) (¿v1 ) < zum/2:1:
de donde resulta n

Ilv“2=ho(x)> h'(x)=l\0(h')l|2 + ¡hrll‘cz- ZZh'ufi'i =

t 1:2+ uvu2- zinuzpvivuvnz, '
lo que es absurdo. ¡A

Luegoh'e Utn Üc Ftn UCV; pero cono Utn UD!!th resulta que
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UtnflgUth; asi, h' perteneceal abierto Uthth AUy enton
ces h' (¡H 11(1) para todo heUtn V. Esto prueba que É tiene un

¡{nino local en h'; por2.3.l x - olGH(h')2 y entonces

h'Dix-¿h‘Dfix - ol )-O: pero cono, por otro lado, n'Diz=2(n'(xi)-v1)
debe ser h'(¡)= v, con lo que concluimos.

Necesitaremos ahora algunos resultados de la teoria de ¿lo

gebras diferenciables, que adaptarenosde [4a]1

Comoes habitual para cada multi-indice de enteros no ne

gativos p =(p1,...,pn) ponemos \p\= ¿pi y definimoenel opera
dor que actúa sobre 0°(Qn) 'Bp /3tpz W-a'BPP/at-IPI... tnp".

Si A es un algebra comoen 2.l¿.1 y d=(du...,d,) ,1 S 011€n ponemos

D(d):A-——oa D(°L)x= D¿‘... D¿'z.
El orden, en la n-uplad , es hmdamental pues en general no es

cierto que sea D1D¡=DkDí si iyik. Sin embargo, de 2.14.1 resulta

zones L.“

Si los Hilti-indices al, (i difieren en una permutacion y ‘u

es cono en 2.1|..2 entonces para todo ¡EA D“! )x U=»D(P)¡\U.

Una consecuencia del lema es que resulta posible definir

para cada multi-indice p como antes un operador DP: A—-’ C(U)

comocualquiera de los D(d) si pkw card {iz 0‘1- k , 1‘ ken}.

Para cada heU se obtiene asi una 'derivaoión puntual de orden

|p| asociada al caracter h", definida sin ambigüedadpor
thz A-wlR y que resulta continua.

Para cada v-(v1,...,vn)e (Ru indicaremos Wn(7)t{VcC'(lT)-.W(v‘.03

de nodoque un“)!ng afin“): "oPQ/ztp (V):O si |p\<r}
Es evidente queTïnh) es un ideal maximal cerrado generado por

ti - v1, lí 16 n.
Asimismo, indicaremos ¿n el algebra local de gérmenes
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de aplicaciones de clase c°°es o. Obviamente¿nz c"(R°)/’S>n.

donde en t {We 0°(Rn): Wlu=o para un entorno w de 01

El ideal maxima].de ¿n es K9 n = fln(0)/@3n.

Denotaremos T‘n al álgebra de series formales en n indeterminades.

Bs un resultado clásico que T:n se identifica con el completado

separado de En para 1a topología A(on-idica, esto es,

'5c=¿n/I‘G’;oi WLM (MD¡Wi

Consideremosahora el oíloulo operaciontl 0° 1': 0°(R n)—9A

determinado por T(t1)=¡1 1€ is n. Obse'rveeeque, cualquiera. ses.

Wec°(fl?“)y nexu) mw n: ‘P(h(z1).....h(znn

24.6 Proposición

Pera ceda ‘PG CNR“) velez

s.) T(\°)E P010) si y cólc si vc?”

b) wiu'W): hT('B‘P/'bt1) parc 1€ is n y neu
o) thTW )=nr('bp*P/'atp)

Demostración t

s) si ‘9‘H: 0 pero. un entorno U de O, por 1o. continuidad de 0 re

sults ¡Ñ )lo'1(w)=o; si EN )eP(ho) existe t>0 tal que
TG )lUtnU=0 (2.h.3 c)). Si to) 0 es comoen 2.h.h., aohioando

t podemossuponerque t<t°, asi que ‘P(h(x1),....h(¡n))=0 si

neUtnU;asi thtn U)=0 y pora.“ Nat/2mm, lo que
prueba que ‘Pe 'PM

b) lobos miembrosdefinen derivaciones continuas de C°(Rn) en Q,

y coinciden, por 2.14.1 o), sobre ‘Putk ¡161cc n. Comolos poli
nomios son densos, results lo pedido.

c) Es evidente por la parte b) usando inducción.
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2.1“? Corolario

Si ‘Pe 0° (an) y he U entonces ‘9e Human" si y ló
lc si I’H’ )€ M(h)r , para cada rr; 1. En partimleu',

nnmmn‘zg nn(o(n))"<=>rw )e mn)“. Q um)"

Demostración: claramente ¡(Trn(0(h)))c. M01), de modoque

una implicación es evidente; 1a otra también lo es para r= 1 ya que

h('1'(‘0))= ‘P(O(h)). Supongamosque TW )e “(11)N1 y sea p un mlti

indice con |p|5 r. Por 2.h.6 c), como th(T(‘P))=-_ 0, resulta

que ’bP‘P/a tp(0(h))= 0 si |p|s r, o sea que ‘PGTïn(0(h))N1.

Para cada hEX(A) existe un morrisno de ilgebras

th: [REtpuutn-J --o A 'derinido por 'Ch(t1)=11 - 11(11)

Obse'rveseque the es la restricción de '1'al algebra de polinomios.
Por 2.11"? 'Ch ee compatible con las filtraciones definidas por

17,40)“ (rao) y H(h)r (10/0), y asi define un mortismode álge

bras graduadas

Q[tluoutn] '_'" Gru(h)(A)=anunr/ "(h’fil

2.h.8 Proposición

Para cada he U,í; ss un ieonorrismo de ilgebrae graduadas.
V“ deEn particular, las clases móduloH(h(¡1' ' pag

forman una base de H(‘n)r/ M(h)r+l.

Demostración: si heU, los elementos ¡1 - nui) ls is n

forman una base de H(h)/ Mth)2, de modoque grflñ) es un isonor

tiene; por lo tanto ïh es un epimorriemo. Sea t un polinomio homo

ge'neode grado r, r: liraní:p tal que 13-11”):O. Esto significa

¿“afin - hu1)p1...(tn - h(xn))pneun)“. Por2.1“?a) el
polinomio g: chül - h(x1))p1-...(tn - h(¡.n))pn tiene todas
las derivadas (¡ignoran menor o igual que r+l nulas en el punto

h(x)=(h(11)...., h(x.n)). Pero comoel grado de g es a lo sumor
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debe eer 3:0; luegorio, ya que¿(th r(t - h(x)). Esto prue
ba que srrfrh) ea inyeotiva para todo r>,1 y conoluimoa.

2.14.9 Corolario

Si heU y ¡GA existen únicos epeR tales que
x - Z opul - h(11))p1...(zn - h(xn))pne una)“

lflir

2.1...10 Observación

loa coeficientes op estan determinados por la fórmula

pÉopathx.
Enerecto, basta aplicar moeaivmnte loa th con |p\s r y near
24.6 o) con \P(t)= Z op(t - h(x))p

Iflír

Consideremosahora el siguiente diagrama de algebra:

'1'

o'mzn) —-—-+ A

l 1

¿n EL, A/Hho) —"——-A/mho)
d

A/P(ho)

15° “
‘Fn

Las flechas sin nombreson laa evidentes, Afilia) el el compgetado

separado de A/P(ho) para 1a topología H(h°)/P(h°)-ádioa, d ee el

morriemo que resulta de la igualdad L/P(ho)=].._i_nA/H(ho)r; 1a en...
tencia de To resulta de 2.14.6 a) y ea evidente que

rotgermen de t, en O): olale módulo P(h°) d}\x1
¡“1:0le obtiene por la continuidad de 'ro ya que 7:56 n; finalmente

comoel núcleo de “¡Pro el K9: (24.7) esto noe permite definir

un norriemo inyeotivo uz 1‘ n -—-—’A/ Who)"



2.l4..11 Proposición
p

Conla notaeion anterior ‘ro, d y u son isomorfismos.

Demostración: vi es trivialmente inyeetivo; comoHhozA
7:,rad(A/ P(h°)) es generado por las clases de los ¡“To es sur

A

yectivo; de 1a igualdad «¿11:90 sale la suryeotividad de d ; pa
ra obtener lo pedido resta notar que u es inyectivo.

2.5 Estructura de variedad de XM)

m1todo este parágrafo seguiremos con las notaciones e hipó

tesis ‘anteriores. Sea Vun entorno abierto relativamente compacto

de ho con clausura contenida en U tal que h(a)=l si he V (recor

demosque a ha sido definido en 2.u.l ). LlamemosI al ideal defi

nido por V, esto es, I = í ¡e A: Elva o} y B a1 algebra A/I. Enton
ees ¡(3): V y asi B es a inversa continua (1.2.2 y 1.5). Indica

remos con ï a la imagen en B de cada IEA.

2.5.1 Lema

i) si zeI y DeDer(A) entonces DzeI

ii) si ¡ea D105:- DJDizeI para todo 1,1
iii) si heV IC ¡[(11), para cada ra l.

Demostración:
A

i) si ¡e 1 entonces ilv: Oy por 1.13.1 resulta DflV:0; por conti
A

unidad mlvgocle modoque Dxe I;

ii) evidente por 2J4.1 g):

iii) en virtud de 2.14.9bastará probar que para todo p thx= 0 si

¡e I y he V: por continuidad es suficiente probarlo para he V, pero

en este caso xeP(h) y basta apelar a 1.9.8 b).

En vista de lo anterior se puede definir una aplicación A
lineal Der“) N) Der(B) DHÏ) con1-)(a)=53
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En particular, por 2.1|..l h) Dï(fi) = 81k 151,1:Én, de donde

se deduceque 5151:5151 ,lSi,Já n y esto permite definir ein
ambigüedad,comoen 24.5 Ñ: B-a B, para cualquier p.

De manera general, si A es un algebra de Pre'chet considera

remos a AGA comoA-módulovia el ¡norrismo aH aol.

2.5.2 Proposición

1) El ideal generado por los elementos

1011 - ¡101. lo“ - ykol 1614 n, lake m

es denso en la diagonal AA
11) n (A) es generado por los elementos c111, dyk

Demostración:

i) consideremosla sucesión exacta 0-4 DA-aAQA-d-«O.

Es sabido que AAes la clausura de D1L ([26], III 1.2) de modo
que es suficiente probar que el ideal generado por aquellos ele

mentos es denso en D‘g anora bien, DAes generado por los ele

mentos 10a - 0.91 para aeA. y comolos ¡1, yk generan una

subílgebra densa de A, existe una sucesion de polinomios p, en

n+nvariables tal que a: lim pr(¡, y); asi, cada l®a - 0.01
es limite de elementos de AGA de la rom puGz, 10 y) 

- p(x01 - le) y basta probar que estos están en el ideal

del enunciado i). Existen polinomios 0;, 85 en 2(n+m)variables

tales que p(t,s) - p(t',s')=%|Q1(t,s,t',e')(t1-t'1) +
+Ï85(t,s,t',s')(sJ-e'J)

y el resultado sigue sustituyend: tab-e1011. sir-910)].
t'iH ¡101.s', Hgm;

ii) por i) el submódulode n (A) generado por dq, dy¡ces denso;

basta entonces aplicar 1.11.2 d).
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2.5.3 Proposicián

i) la diagonal AB es generada por los elementos
leí - fio 1, lo}; - ïïgm

ii)-Q(B) es un B-mádulo libre de base dar-1',15 ié n

Demostración:

i) consideremos el diagrama conmutativo con filas exactas

0-9DA-—-‘A®A —-0A——40
1 L l

0-4 DB—-oB®B—+B-—+O

como i-¡B es suryectivo y como DBes generado, comoB-módulo, por

{IQ}: - bel: ¡163.5 D‘H DB es un cpimorrismo; por otro lado,
BQB es un cociente de AGA (algebraica y topolágicamente) de don

de D es cociente de DA(algebraica y topológicamente) y al pasarB

a los completados obtenemos un epimori’ismo AA——’AB y AB
es un EGB-modulode tipo finito (recordar la. hipótesis iv) de 2.2.1

sobre AA); basta ahora combinar 2.5.2 i) con 1.11.2 o).

ii) tenemos una sucesión exacta

' o-o 1.au)-—-onm——. BÉQ(A)——9Q
(1.12.3) y un epimorfismode A-módulos J: 390414)“ .Q (s) de
terminadopor j(b®dAx)=b.dBï para bee, aeA ([26], III 1.a).
De esto y de 2.5.2 ii) resulta que los elementos (111, dyk generan

el B-módulo11(3); pero como a.dyk=a.'2D’yk.dzj ls k6 m

¡24.1 11)) y como¡:1, resulta dí; .32);WWE,“ ls un
y entonces los generan Q(B) 3 supongamosque existen bie BL

tales que 2: ¡midi-1:0 y apliquemos las derivaciones 5; de B
recordando (5;, = D1313 Si“ esto nosda b1=0,
141€ n y todo queda probado.

Se deduce de lo anterior que existe una matriz (cik)e Bm

tal que dyj :Z‘ojkdxk láJSm (claramente c1k=Dky1 ,
1 {1€ n, 1€ ki n).

Consideremos e1 epimorrismo Bmw-4913) determinado



sobre la base oanónicapor 01H dí}, E “ki-wait ,15 iSn
1€ kém. Obtenemosentonoes una sucesion exacta

o —-. n —-. ¡amm-.943) ——so

2e5e’4 Lema
W

Nes un B-nódulolibre de base el, - chkek,ls Js m.¡el

Demostración: inmediata a partir de 1a definición.

2.5.5 Preposioión

A32 es cerrado en BÉB y .Í'?.(B)=AB/AB‘2

Demostracion: 1a aplicación natural “AB/A 32——°S)-(B)
es un epimorrismo de B-módulos.

Definamos una aplicacion B-linoal v: Bn+m—--oA B

pordei): loïï - íïol , v(e°1)=1®ïí- fiel , ls 1; n, 1s1s n
Veamosprimero que v(H)CABZ.Para esto basta probar que para todo J

vw, - en”): leí, - ïjol - áïkïpuoïk - ïks 1)eA32.
Esto sigue inmediatamente pues por 2.14.1 h)

amy, - 139l) - a2 Dky’. (IGIk - zk®1)eAA2
y porque ¿A2 es oerrado,por 2.2.1 iv).

La relación NN) CAB‘2 nos permite obtener un diagrama
o —oB -—o8mm —-oSl(B) —-»0 oommtativo; para probar que 7

1 v 7 es suryectivo, alcanza eon probar

OHQÉ—AB ———oAB/Aáao que AB=A123+ imv.

Pero si definimos v: ¿mm-q A‘ por v(e1)=1®xi - ¡161
u(e'1)=1®y3 - no]. y demostramos AA: AÏ + im H 1a otra

igualdad será evidente; tomemosentonces IGWAAy escribanos la

imagende z en S) (A)=A¿/AA2en 1a forma ¿avui ¿»gaa'hcwj
para eiertoa a1, angel (2.5.2 11)); tenemosasi

1 ’ ¿‘iusxi " ¡191) ' ¿“gueïj - 1501)eAl2 y hemos
probado que 7 es suryeotivo.

Losepinorfisnos 7: 51(3)#AB/ Aaa, izAn/A32-—Q(B)
son tales que



son tales que i; es un ieomorriemo;asi, gos inyeetiva y por lo

anterior un ieomorriemo, lo mismoque 1 (of. 2.5.3 11)).

2.5.6 Proposición

Existe un ieomorriemo de B-álgebras graduadas

¡u BEr:,...,Tn] —-—-pABm'én): 939317AJ“
univooamentedeterminadopor la condicion rm): leía - ¡10 1

o . A — 2
Demostracion. en Primer lugar, como grABm? B)1—AB/ AB

Por 2.5.5 Y 2.5.3 11) 81'1(r.) ee ieomorriemoy por lo tanto

¡L ee un epimorriemo. Consideremos he V y sea 1h: BéB-o B

el morfismodefinido por ih(z0y)= 21(1)!»ee decir, 1h: hOlB
Tenemos aei un diagrama oonmnt’ativo

ABürlgooe’Tn-I¿a
°‘ 9' (¡k

l ñ, x )attlgeee’tn]——-4
ïk\ / “L

grana)m

donde aLee el morriemo definido por al (b)=h(b), «1021): ti,

pu“) ee inducido por 1h, ya que ih(AB)= ¡{(11)(2.5.3 1), 2.3.2)

Uh mi definido en forma evidente via B: A-oB, Ï-h ee comoen

2.h.8 y por lo tanto un isomorriemo, y í? ee define análogamente

poniendo ïh‘(t1)=olaee móduloH(h)2 de :1.

Graoiae a 2.5.1 iii) TI’hee un ieomorriemo y por 2.14.8 tam

bie'n 75;“. Sea P: ¿lana? Ker(g-m(r.)) ,m>,1; entonces L

¿30(1011 - ¡101)p1...(1®xn- ¡“empleo
y aplicando grmüh) queda

thprï - h(ï))p= 0. Por lo dicho antes quedah(bp)=0,ya que
l"l"|l’;,meeun ieomorrismo. Conoeeto vale para todo heïgxm) resul

ta bpzo para todo p, de donde P=O y oonoluimoe.
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2.5.7 Corolsrio

Para osde se BÉB existe una única familia (l’tphJ)p de
elementos de B tal que

a - ¿{wanna - ¡191)p1...(1®:n - 31,91)pltleAB'“
pare. todo mao.

Ls aplicación o': BÉB‘A B[[T1,...,Tn]] definida por
0h) =Zflp(l0 TP es un morfismcde B-ílgebras con núcleo

2.5.8 Observaciones

e.) Para explicitsr los coeficientes Hp“) aplicamos 1h y

comparandocon 24.10, obtenemos h(Rp(n))=bÑ(1h(n))/ p!
pnrs cado.hGV. Enparticular, si ¡:101 resulta ih(s.)= z
y entonces Rb(l®nsz/ p! 3 por el contraricfii 9.2.361 es

1h(s)=h(x) y Rp(x®l)=0 si |p|> o, R°(z01)= z.

b) Para cada ¡EB y cada nao resulta

ls: - Z Ïgüexl - x101)p1...(1@xn- ¡1181)an Ann“
(Mim P!

e) Si.en b) reemplasemosz por Ñ: y m por n - |q|
161531- ¿WEHQII - ¡191)p1...(161n - xn®1)pneABm+l

woman r!
para. todo m7,O y todo q con |q\< ml.

Consideremos ls. aplicación continue.

v]: m) —-oQW ')(h)= (h(z1)....,h(xn),h(y1),....h(ym))
V) es inyectivs ya que los polinomios en 1:1, yk son densos ennA.

Ses K el compacto “¡(7): entonces tenemos, por restricción, un no
neomorfismo J: V-o K que induce un isomorrismo de álgebras de

Benach tj: G(K)-—»c(V)=c(x(B)) (recordar que 1510?): ‘91)

Utilizando le. transformación de Gelfand 33: B —-oCW), que es
inyectivn, definimos un norrismo inyectivc 1’: 13-9 G(K) por ls

fórmula tjrng; este nos permite representar a cada elemento
beB comouna función continue r(b): ¡(“R . Vamose probar
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que las funciones flb) son de clase 0°, es decir, para cada bc B

existe We 0°(Q'Hm) tal que W|K=r(b). Para ello, basta pro

bar que hay un Jet de orden m F: (1'1‘)udsme ¿“(11) con F°=r(b)
(con la natacion de [4Q], ch.I).

Derinamos un norrismo de algebras

1P:B“e ctK)[[t1,....tn,s1,...,sn]1=JUI)

F(b)=ÏÏ,'-.r(ñ‘Pb) tp
Solo hay que verificar que para cada nao el Jet asi definido esta

en 6mm) (loc.cit. ch.I, 2.2, 2.3): esto es consecuenciade las
identidades de 2.5.8 c) y del siguiente lema (cr.[26] , lII 3.1).

2eSe9 Loma '

Para cada aula“ (r) 1) definamos r.=(r@r)(s): Kz K—-v[R
Entonces existe una constante c>0 tal que

lffl'lo'aflí ° II'1-‘2Hr '1 V1:'2EK

Demostración:por 2.5.3 i) existen cpe Béb, p=(p1....,pn+n)
tales que a: Z cp(l®Ï1 - ¡le l)p1...(l@ï.n - ¡“91)Pn.

m" .(mfi - ï1® 1)“’n+1,..(1aa‘im- fianpm‘m

Si observamosque fui): til K, un): sk\K, la tesis resulta de la

igualdad i'.((t,s),(t',s'))=l.':%rg,,(t,1:',s,s')(t-1:')p(s--s')q
dond. gp: (f®1')(cp) y q=(pn+1,...,pmm). La constante c depende

de la? {supï ‘5‘,(t,s,t',a')| 8 (tn), (t',s')& K};
Conviene observar que si toe c“mzn+"‘) corresponde a un r(b),

es decir, si r(b):‘P\ K, entonces las derivams parciales de P res

tringidas a K son exactannte los Fpm), esto es, la setie de Taylor

de W sobre K coincida con 1'03).

Consideremos ahora el calculo operacional 0'“

a": 0°(Rm') á, n 'r"(t¿)=¡1. '1"'(ak)=yk 1‘ 14 n, 1‘ kén



2.5.10 Corolario

1'” es un epimorriemo

Demostracion: .1 be a, rm = ‘PUCpara alguna ‘9e CWRM")

y como obviamente r'r"( HP) = ‘NK resulta b ='1"'(‘l’ ).

2.5.11 Proposición

rozén —v A/P(h°) ee un iaomorriemo(of. 24.10)

Demostración: detinamoe el calculo operacional c“ sobra A

T': 0°(Qnfl') -—qA por T'(t1)=zi, T'(sk)=yk. Nótese quenT'=‘r".
de nodo que T' es suryeotivo por 2.5.10. Comoel ideal I que define

a B está contenido en P010), el norfiano B —oA/P(h°) es auryectivo

por lo que 1a composición (¡wav!) T—'vA —-‘ A/P(ho), que 11a

IamoeF, es suryoctivo e induce un epimorriemoFozémnfi A/P(h°).
Entonces L/P(ho) ee un algebra diterenciable, en el sentido de [aq 1,

n+m n-(Rn¡R‘M R .oh III 2.2. Llamandop a 1a proyección de R
obtenemos un diagrama oonmutativoía¡cna ¿m

“ F.
To o¿n_—’

lo que significa que To ee un norrieno de Élgebrae diferencia

blee. Comoï'o ee un ieomorrismo (2.14.11) la tesis resulta de [N],
0h V tm.

2.5.12 Oorolario

Existen un entorno w de ho y V ke 0°(Rm) 1€ k5 m tales

que ;k=T(‘P¡) sobre H para oada k.

205.13 LOM ([3 1, Prop.1)

Sea SIC (Ru un abierto no vacío y sea A' una aubálgebra de

(¡(51) que verifica;

1. uiztilfl e A')151án
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2. para cada un el ideal mimal {Webs ‘Hu-O}

es generado por ui - s1 ls is n

3. existen SieDeru') 1‘ ic n tales que 51015)= 515.
Entonces A'c C“(.O.)y '51- ? /3 ti ls ie n

Sea Aun ílgebra de Fre'chet que verifica las condiciones i),

ii) y v) de 2.2.13 incluso con unos hipótesis es posible definir

un has Q sobre el espacio MA) cuyas secciones globales coinci

den con A. Para ello se considera para cada abierto UCJUA) el con

Junto nmltiplioativo su = {neu nm; o si he u} y se define

Q (u): ¿E su‘l] (álgebra de fracciones de A definida por su)
Es un hecho conocido que esto define un haz ([26], I 2), asi como

que cada QUI) admite una tcpologia de álgebra de Fre'chet formal

mente real. Tsmbie'nse puede probar que O, (U) puede describirse

cono el conjunto de aplicaciones U-o Q que coinciden localmen

te con funciones de la forma Í‘U (det). La aplicación natural

A HQÁU) ao——oa/l induce un homeomorrismo X(Q,(U)) —v U.

lbncionemos que para cada abierto UCXU) hay una aplicación A-li

noel Der(A) —« Der(Q(U)) Dr——-°DlU definida por la rómla

DlU (¡t/b): (bDa- an)/ b2

2.5.114. Teorema

Sea Aun álgebra que verifica las condiciones i)-vii) de
2.2.1. Existe entonces una única estructura de variedad diferencia

ble en X(A) tal que la transformación de Gelfand 3A induce un'iso
norrismo g: A-—' C°(X(A)).

Dem: por 2.1.3 la unicidad es clara; veamosla existencia.

En primer lugar Xo=fihexun P01): o} es un subespecio discre
to abierto y cerrado de Xu) (2.3.14.)y no hay dificultad en dotar

e. lo de una estructura de variedad de dimensión 0. El problema resi

de en los puntos de x - xo. Para tratar este ceso puede suponerse

que XOes Vacio. Construimos un haz como antes, que llamamos Q, e



-56

Sea hoe XM). Por 2.5.12 puede suponerse que hay un entorno H de

ho y funciones ‘Pkc c°([Q n) tales que ñ: T/(Nv‘)en W. Sea U un en

torno abierto relativamente compactode ho con clausura contenida

On V til que ÓIU! U —-oEt(O) es suryectiva para un cierto t) o

(2.114“ y tal que ÜcUo (2.a.2). Para probar que OlU; U-eEt(0) es

un honeomorrismo basta probar que elw es inyectiva; supongamosque

h1(¡1)=h2(11) , ls is n)para ciertos bl, hze U; entonces
h1(yk)=‘Pk(h1(zl)....,hg(ln))= ‘Pk(h2(z1)....,n2(znn:nam)

y por 2.14.1 b) debe ser 111: ha.

Probaremos ahora que si VCU es abierto y he V entonces el

ideal mn) de QUI) es generado por ¡1/1 - h(¡1) ,ls it n.

.Es evidente que M(h) es generado por ¡1’1- h(x1), M1 - h(yk), asi

que basta ver que cada y‘o/l - huy) esta en el ideal generado por

los ¡1/1 - h(x1). Sabemosque yksTUPk) + ak con :khl: 0. Sea se A

tal que sak:0 ,1: kí m, “Us 1, ¡IMM-Uno. Entoncess/lal en
QW) y ak/ls-O en QW), si V es comoen 1a hipótesis. Sea v=0(h)

Entonces ‘h‘ - ‘thU: WH“, - VJ) ,1! k6 m, para ciertas
WH; C'(Rn), y por lo tanto
yk - Mm) - ak=T(Wk) - h'r(\°k)='r( ‘91,)- Tt thiH: '1’(9k - han

:i 'H‘i'kJHIJ- h(15))
Lo afirmado resul’t'a aplicando el morrismoA-ea (V) ¡H 1/1.

Sea VCUun abierto no vaciorqzow) y consideremos

00*: 0‘61) —-eGW) 0:0? )u ‘PO.Probare-os que e'sta es una bi
yeoción sobre (MV). Para ello, consideremos el calculo operacional

’I’: O'uRn) -—oA definido por T(t1)=11 1€ 1€ n y sean SJ1,

los correspondientes conjuntos mltiplicativos de CNR“) y A. Es e

vidente que usa )C SVy queda entonces inducido un único morrismo

Iv que hace commtativo el diagrama
WR“) —'-"——v A

l 1
c‘m) __—"-.0m
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(1a primera flecha vertical proviene de la igualdad (PURn)[8n '1]
=c°(Sl)). 31 We0‘61) existen ‘91: d'un“). ‘92; 3n tales que
W- Wl/NPa, de modo que, para cada he V: ¡(CUVH/\ /\
TV(VNh): (TU?1)/T( wenu): hT(‘í’1)/h'3(v 2): “91(001))/‘Pz(°(h))

= ‘P(0(h)),

y hemos probado asi que Tv: e: y en consecuencia o: (6°(S'IHCCLW)
y probaremos que, en realidad, vale la igualdad.

Para cada ac QW) definimos r(a) :Q-oíR f(i)(0(h))=h(l)
(recordemos que OIV: v—a.n es un homeomorrisno). Tenemosentonces

un mortismo inyeotivo 1’: (MV) -—4 (¡(51) con imagen A', que cumple

las hipótesis de 2.5.13:

1. 1111/1):tflí). le iá'n
2. ae “(h)or(a)(ii)= 0

3. sean DieDerU) tales que DGHU: 81k; entonces 81: U-o A'

definida por 31(r(a))rt(D1]u(a)).
Por 2.5.13 AIC.c°(n) asi que r: Q, (V)se c"(.Q.) es un morrisno

inyectivo; pero 0:2: la”) pues para cadaha V
oo'(r(.)(n))=r(a)(o(n))fina).

por lo que O: z 0'00.) -’O.(V) es un isomorrismo.
De lo probado resulta que es posible definir en XM) una

estructura de variedad diterenciable tal que para cada abierto

UCX(L) el algebra C°(U) se identifica con (MU), y entonces
la tesis es evidente.

2.5.15 Observación

Si V8 x——.Y es una aplicación diterenciable, obtenemos

un mortismo t? s B-—.A; la diferencial usual de Y en heX=X(A)

se identifica con 1a aplicacion lineal inducida por tv

(sun/ uma)" (m ‘P(n))/ ruw(una)ü

2.5.16 Conclusión
La categoría de las C"-e'.lgebras se identifica con la subca
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tegoría plena de 1a categoría de álgebrae reales, formada por las
algebra; topológicas que verifican i)-vii) de 2.2.1. Los runtoree

x —a- c"(X) , (W: x—o Y) ——- (“P z c°°(Y) —— c"(x))

A —-.X(A) , (r: A ———-B)——.(rt: ¡(13) ———vX(A))

establecen una equivalencia entre esta categoría y la de variedades
diferenciable e.

2.6 Compactirioacionee diterenoiablee

Es un hecho conocido que la teoría de Álgebra: de Banach per

nite "algebrizar" el problem de caracterizar lae compaotiricaoio

nes de un espacio completamente regular X. Másprecisamente, hay

una correspondencia biyectiva entre compactiricaoionee de X y sub

ílgebraa eeparadoras cerradas de Bo(x)= ¡1‘96CDC); ‘P ec acotado}

(ver, por ejemplo, [46 3, Algebree de BenachComtatives, S 8.1)
En este parágrafo probaremoe que la teoría de laa c'-e'.lgebraa

permite establecer una correspondencia análoga entre las compacti

ricacionee diferenciables de una variedad X (definidas en 2.6.5) y

oiertae eubálgebras de O°°(X).

Sea f: A-¡B un morriemode T-álgebrae. Por 2.5.15 eu trae

pueeta tt: ¡((3)—-áXM) ee una aplicación diterenoiable cuya di

ferencial en h GX(B)ee obtiene ací:

comoMutua): Xae A: luï(1"°(1a))=o} = {se A: f/(Z)(h)=0'fi ,vale
t(H(ft(h)))CM(h) y f(M(ft(h))2)cH(h)2; llamandorh a la rea-I
trioción de r a H(rt(h)) obtenemosel diagrama conmtativo

autom ¿La mn)
l -— l, (o)

H(rt(h))/H(r‘(h)Fi nun/uma

y la aplicación lineal tangente de ft cn h ee la tra-puesta de
la aplicaciónR -lineal Y}:.

Ett! observación permite tormlar en el lenguaje de c”-íl



gebras las propiedades locales de una aplicación diferenciable
(«[43]. amm)

2.6.1 Proposición

Sea 1': AH b un morrismo de (km-algebra: y sea ft: X(B)-b X(A)

la aplicacion diferenciable asociada. Entonces

a) ft es una imnsrsion si y sólo si para cada heX(B)
nun: rmu‘mm + uma

b) ft es una sunersión si y sólo si para cada he X(B)

:h'lmmz): mutuo?

La demostración de ambas afirmaciones resultan de]. diagrama (@)y

del hecho que 1a diferencial 'de ft en h es inyectiva (resp. su)

yectiva) si y sólo si Y; es suryectiva (resp.inyectiva)

Para lo que sigue conviene tener presente las definiciones de

subalgebras y norriamos separadores (1.8)

2.6.2 Teorema

Sea 1': A —o B un morfismo de C'-ílgebras. Entonces

a) r es separador si y sólo si tt es un homeomorrismosobre su imagen

b) r en lnyectiva si y .610 si la imagen de ft eddensa en X(A)
t

c) r es suryectiva si y sólo si r es una inmersion regular sobre

una subvariedad cerrada de XM)

Demostración:

a) si f es separador entonces es inyectiva (1.8.1)_;_b_astaprobar
que para cada cerrado FCX(I) vale tt”): 1mttn ft(F). Si he
X(B)-F’entonces rt(h)e im rt-rtuv); entonces si f(a) separa a P

le h tendremosr(aJ(h)=í(rt(h))= 1, ï\tt(F)= 0
y por 1a continuidad de 2 es film)= 0, lo que prueba que rt(h)

t
í rtuv). Reeiproeamente si r es un homeomorrismoy FCX(B) para
cada he 103)-? es Hume inn tt - rtm), de modoque .1 ae A
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“para rtuv) de rt(h) os claro que r(a.) separe e F de h.

b) Recordemos que una inmersión P z X-oY ee regular si ‘\ oe un

homeemorrismosobre eu imagen; ello implica automáticamente que

1111+iee una aubvarieded de Y y que +t X-h 1111+es un direomorria

mo (loe.oitJ

LlamamosI al núcleo de t. Cleremento le. cápsula de I oonioide

con le. clausura de im tt para la topología Zarieki. ComoA es fuer

temente regular im ft: {he X(A)z IC 1101)} een lo que conclui
moe, ya que A es semieimplo.

o) Unaafirmación es conocida ("teorema de 'rietze diferencieble");

.para le. otra notemoe en primer lugar que, por gráfico cerrado, B

le identifica con el cociente A/I. Deesto resulta que ft es un

homeomorriemo sobre 11(1). Le. regularidad de A pruebo. le. primera

parte. Para ver que ft oa una. inmereion, comor ee euryeotiva re

Iulte r(M(r"(n)))- run) y basta aplicar 2.6.1 e).

2.6.3 Propoaioián

Si r: A--» B es un morrisno de Ü-ílgobraa son equivalentes:

t oe un! inmersión regulare) 1'

b)1m (of.10801
e) im t ee una eubílgebre eeperedore y densa de u

Demostracion:

e) =)b) Conidentificaciones evidentes ee suficiente probar que si
í en una subveriedad de X entonces toda aplicacion con soporte oom

pacto Vec‘hr) admite una extensión í‘e CHI). Esto 08 "idonte si I
es cerrada e abierta; en general también ee clero pues X ee una sub

verieded cerrada de una eubverieded ebierte

b) =)o) ¡hidente (1.6.1)

o) 93) ro: 2.6.2 tt ee un homeomorfismosobre la imagen y eólo ral

tl Ver que es una inmereion, o eee que para todo he ¡(8) Í; OI un



epimorrisno (2.6.1). ComoH(h)/H(h)2 tiene dimensión finita bas

ta probar que 1a imagen de Í; ee densa. Esto es consecuencia de un

hechomásfuerte: para cada he x03) rhuurtuzn): Mmmm r es
denso en M(h). Esto último se prueba a partir del

2.6.1; Lena

Sean E un espacio vectorial real localmente convexo, H un

hiperplsno cerrado de E y 8 un subespacio vectorial denso. Enton
ces Ens es denso en H.

Demostración: sea h: B-——HRuna aplicación lineal conti

nua con núcleo E; pongamosE+=h'1((o,fln )) , E" h'1((-a ,O)).

Si zoe H y U es un entorno de O, existe un entorno convezo V de O

tal que Vc 1/2 U. Tambie'nexisten s1. ¡2€ 3 tales que

s14:(¡o + vmsnn‘“. a, ¿(zo + V)nSnE'.
Comoconsecuencia, existe un número t, os tí 1 tal que

:ts1 + (1 - “¡arenas y entonces ¡o - seV + VcU.

Podemospasar de inmediato al tema propuesto. Sea X una varie

dad:diterenciable. Una gomactirioación diterenciable de X es un

par (1.o! ), siendo Y una variedad computa y al: x —-oYuna inner

sión regular con imagen densa

Como.610 usamos variedades localmente compactas, 1a imagen

de ‘74 es un abierto denso de Y, de modo que 1a dimensión de X en x

es igual a la dimensión de Y en GUI).

2.6.5 Teorema

Sean X una variedad diferenciable, A una C°-ílgebra con un

morfieno inyectivo i: A-—-o0‘00. Entonces el par (¡(A), it)

es una compactifi cación ditercnciable de X si y so'lo s1

i) 1(A) es separadora y densa

ii) A es a inversa continua

La demostracion, evidente a partir de 2.6.2 y 2.6.3, la omitimos.
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LlamemosÉ a la clase de las subalgebras de c°(x) que veri
fican las condiciones de 2.6.5 y crdene'moalapor inclusion. Tam

bien llamenos 5* a la clase de las compactificaciones diferencia

bles de X y ordene'moslaasi: Ups“) é (12,011)si y sólo si existe

0€ 6°(Y2, Y1) tal que “tu!” Diremos que son equivalentes si cada
una es menor o igual que 1a otra.

2.6.6 Teorema

Para cada variedad diferenciable X las correspondencias

8-4" A——.(x(A),1"),¡{F-«g . (La )—+ A,“ a
donde¿nfï'mc‘mh 4'6 C"(!)3 . conservan el orden. Además

(Yi, di) i: 1,2 son equivalentes si y sólo si Ari,“ 1= Ayz'd 2

Demostración: si A15A2 hay un diagrama conmutativo de c'

ílgebras A1 H que, al ser traspuesto, prueba que
ll c" x t t
At? ( ) J i? a ilt, de donderesulta

‘X(A1)'11t)€ (XiAQ),12t).

Recíprocamente, si (Y1,oL1)éme"! 2) con cgc’\'y2, yl) 042=ot1

se tiene Lynch ={w.cc°(X)z4'c c‘htlfi-He dz: k c“(!1)}c. ¿rada

io“ °°n°°°u°n°1an \Y1o°‘1""(ï9v°‘2’<=> Arbol 1C AYanina A111ml1

2.6.1 Observación

Salvo equivalencias, las correspondencias anteriores son reci

procas una de otra. En erecto, si AGÉ entonces a (XM). it) le
t A o A t At: ACXA i aGA‘ia:a€A

corresponde Axun'i Hi ¡h z ( ( H} zïts z ¡.5 { ( ) IS
o lea que AX(A)’1t/:I,3A“); analognmonte si (Y,o( )eg entonces a

A! ü le corresponde la compaotitioaoion (XM.yd ), it) que es equiI D

valente a (xml). ya que el morrismo c°(r)——oAnd WH Qu.
es un isomorriemo y se puede usar 2.1.1 y 2.1.3.

2.6.8 Ejemplo

Consideremos en (PUR) 1a derivación D.-.(l/2)(1+t2).d/dt.
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Sea A:{%C°°(@): para todo n>, O Dn\P es acotada} . Las seminormas

pu“? )= supí bn“) (t)| : te (R?) definen sobre A una estructura de
álgebra de Fre'chet a inversa continua. Las funciones fit): 2t/(1+t2)

731?): (te-l)/(t2+1) son elementos de A que, comoverifican que
¡2+ ya: 1, inducen una aplicación continua O: X(A)-v S1 por

Nh) = (11(3),h(y)). Usando1a proyecciónestereogríi‘ica tH(z(t),y(t))

resulta enseguida que A: c”(31), de modoque (XM), it) es una com

pactiricación diferenciable de U2 3 observese que la inclusión de A

en CWR) es separadora con imagen densa pues contiene a las funcio

nes de 0°(R) con soporte compacto.

2.7 Númerode generadores tqpológicos de una c°-álgebra

31 A es una c°-álgebra y he xu) definimos

flan) - dimRM(h)/M(h)2.

mA:min{ neN : existen 11,...,xn que generan topológicamente A}

1‘: min {neN z existe una inmersión regular de X(A) en {Ru}

Cabe señalar que el teorema de inmersion de Whitney nuestra que iA
es finito.

2.7.1 Lema

Si A es una c°-a1gebra mA: iAs 9‘01) para cada he X(A)

Demostración: si hay una inmersión regular al: X(A)-iÍRn
entonces las restricciones de las funciones coordenadas a et(X(A))

generan topológioamente A, lo que prueba que mAs1A. l

Siïxl....,¡1.3 genera topológ. camente A probaremosque 1a aplica
ción .1 a X(A)—-.Q r sub) =(h(11)....,h(x.,)) es una inmersión regu
lar. Sea r: C°(Qr) sa A el morfismodeterminado por las condicio

nes r(t1):zí. fiatonces1'24 y basta probar, por 2.6.3, que

im ra Ao. Sea ‘P=’i para ae Ao. Multiplicando por una partición de
1a unidad adecuada podemos suponer que sop‘?esta contenido en un

abierto coordenada U de XM). Por 2.1|..1 podemos elegir
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i111.....zin}c{11..."xrï, que por comodidadpodemossuponer que
son los n primeros, siendo n = (“(11) (heU) tales que (’Ü,(;1,...,2n))

A A -l .
es un mapade XM). Si 0: (11,...,xn) entonces ‘90 e C (0(U))°
Cono existe +6 Cam-Zn)tal que ‘h‘PO'l en NU). Se prueba asi que

tNI )=\° . Lo.desigualdad iA ¿(301) es trivial .

2.7.2 Corolario

a) X(A) es difeomorro a un abierto de Q n ei y .610 si

n : “(11): mA para. todo hGX(A)

b) Si X es una hiperauperrieie de Q m1 W(x)= n 6 n+1

o) Si x es una hiperauperrieie compacta de 6?ml mc.(x): n+1

8510 A) requiere demostración; 'si {Jn-.1”...an genera topológieamente

Aentonces nH(h(¡1),...,h(¡n)) ee un direonorrieno sobre una.
mbvariedad de Q n de dimensión n. Por invarianoie. de dominio esta

eubveriedad debe ser un abierto de (Ru.



capítuio 3

El álgebra de un ribredo vectorial

En este capitulo deseribirenoe el ilgebre del espacio de un

ribredo vectorial en términos del álgebra de le base. Para ello
necesitamos establecer algunos hechos referidos e ílgebrea de poli
nomioe.

3.1 El álgebra A[t1,...,tn]
See A un álgebra topológiee y denotenoe An el álgebra de poli

nomiosen n variables e coeficientes en A. En este parágrafo deri

nirenoe estructuran de ¡lgebre topológice sobre An con ciertas
propiedades que pasemos e especificar.

3.1.1 En un hecho conocido que hay una biyeoción

e: menu“) —a eeuu) x [Kn
(recordar que Reel(A) ee el conjunto de mortiamoe de álgebra de A

sobre D<) definido por O(ñ)=(Ï1lA, (ñ(t1)....,ñ'(tn))).

Si tuvieramos una estrueture de álgebra topológica sobre Antel

que 0 indujera un homeomortiamode XM") sobre X(A) ¡[K n, podri

emoeafirmar que hemosobtenido el ílgebra del fibredo Vectoriel

trivial de rango n sobre X(A). Le primera condición que exigiremoe

eerí entonces que valga le. fórmula ¡((meu) x (Ku.

3.1.2 La segunda condicion aerí que le inclusión canonioa de A en

An eee continue. En terminos de ribredoe vectoriales equivale e e
xigir que le sección nula eee continue. De esta manera An eeri una

A-¿lgebra topológioa. Más generalmente pediremos que ei nsïm enton

con el morfiamo Ln—-oAm ee continuo.

3.1.3 Si bien las dos condiciones anteriores eimplifican mucho

el problemapere hallar el álgebra del espacio de un fibrado trivill
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para fibrados vectoriales no neoesariamcnte triviales hay que

poner más condiciones. Pediremosentonces que si q1(t),..., qn(t)
e An entonces el morfismo de sustitución

An——-oAn p(t)\-—’ p(q1(t),....qn(t))
es continuo. En realidad, sólo sera necesario sustituir polinomios
homogéneos de grado l.

3.1.h El algebra topológica An deberá tener el mismoespectro que
su completada. El objeto de este requerimiento se vera claramente
mas adelanto.

Debenotarse que no toda estructura de algebra topológica

.sobre An cumple con estos requerimientos. Por ejemplo, si sobre

An consideramos la topología de convergencia simple de todos los

coeficientes, es decir la topología determinada por las seminar

nas de algebra Z a¡l,¿.1;1 ¡31‘ ) nelN , entoncesvale
que X(An)=:X(A) y no se verifica 3.1.1 en general.

No sabemos si para toda algebra topologioa A existe sobre

A“una estructura de algebra topológica con los requerimientos he
chos. Sin embargo, la respuesta es positiva con sólo pedir que a

sea semisimple y que la transformacion de Gelfand g‘ sea continua:
en erecto, el morfismode ilgebras

gn: An——.cum) xk“) gn(2a1t1)(h.r)=zh(l1)r1
es inyectivo y permite que demosa An la estructura topolágica in
ducida por C(X(A)xD<n). Conesta topología las hipótesis anteriores

se cumplen: la sustitución se transforma en una composición y la

continuidad de gAmostra que vale 3.1.2. En rigor de verdad, para
que valga 3.1.u hay que pedir que A este en condiciones de que sea

X(Ï)=X(A), pero hemosvisto (1.7) que esto no es una gran restric

ción.

Conrespecto a lo anterior es importante decir que nncnas

veces la topología mas natural sobre An no es la de C(X(A)xb(n)¡



por ejemplo, ai A: C°(X),para una variedad x, entonces nos conven

dra consideran a A.“comosubalgebra de 0°(X x (Ru) y la topología

de esta última es obviamente nas fuerte que la de CUNA)39‘).

Gonrelación a esta observación Ve'ase 3.1.5.

Diremos que An es una FV-ílgd)ra si satisface las propieda

des enunciadas entre 3.1.1 y 3.1.1“

Beles Prop081°1ón

Sea An una FV-ílgebra, sea B una subalgebra de 0(X(A) 11K”) y

supongamosque existe un diagrama conmtativo de aigebras topológi
o“

An¿1, cum z n;
'\\.B

siendo i inyectivo con imagen densa. Si XM) es completamente re

galar entonces it y Jt son homeomorrismos

Donosti-ación: comoXM) ¡k n es completamente regular,

antes un homeomorrismoy sólo resta aplicar 1.7.2

3.2 Deecompoeiciones de A.“

En este pal-¡grato A sera un algebra oonmtativa con identidad

(no necesariamente topológioa), H un A-móduloproyectivo de tipo

finito. En este caso, existe otro A-moduloN tal que An: HON

y en consecuencia una matriz idempotente a: (auge Am ta]. que

u es isomorro a la imagen de 1a aplicacion A-lineal de A“ en si

lleno inducida por a. Nótese que, reemplazando a por l - a =

(81k - eik), Hes isomorro al núcleo de la aplicación inducida
por 1 - a.

LlamamosI:IM a1 ideal de An generado por

{p1(t)=¿afiches i:l,....n3
y 8:3” a la subalgebra de A.“generada por

(¿mani - p1(t):1:1.....n}
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Es evidente que ¿":8 + I y vamosa probar que BnI=O, o sea

que An- BOI.

En:primer término, probemos que

3.2.1 p1(q1(t).....qn(t))= o ,1- 1.....n2
W

en erecto, como¡Zua1ka a a” 1,1 s1,...,n ,entonces valea

91(q1(t)puogqn(t))=uz‘nudtk- ¿aunke

Más generalmente

3.2.2 P(q1(t).'....qn(t))=0 .1 p(t)q-I:

puessi p(t)e I entoncesexisten sitt) i:l,....n tales que
a

DH): 81(t)p1(t)
y basta aplicar 3.2.1.

El último resultado parcial que neoesitams es

3.2.3 P(t)€ I Q P(q1(t).....qn(t))eI=

una inplicación es trivial por 3.2.2; para la otra, utilizando

el desarrollo de Taylor de orden 1 obtenemospara p(t) can

p(q1(t).....qn(t))=p(t1 - plit).....tn - pn(t))=P(t) + q(t)
para un cierto q(t)e I, con lo que sale la otra implicacion.

Probemosahora que BOI-:0. Si p(t)e Bn I, por pertenecer

a B existe un polinomioq(t) (-Antal que p(t)=q(q1(t),....qn(t))
por 1a definicion de B; comop(t)eI debe: ser q(q1(t)....-.qn(t))

GI Y P0P3.2.3 q(t)e I: aplicando 3.2.2 a q(t) resulta l

q(q1(t),....qn(t))= 0. Volviendohacia atrás obtenemosp(t):-.O y
hemos terminado .

3.2.14. La aplicación An-eB x I p(t)b—-o(p(q(t)). p(t) - p(Cl(tH)

es un ieomorrisno,dondeq(t)=(q1(t),...,qn(t)).
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3.3 Teorema

Sea A un algebra topológica y An una ¡FV-álgebra. Si H es un

A-nóduloproyectivo de tipo finito existe una descomposición

algebraica y topológica An: BHQ IM siendo I“ un ideal y 13Muna
subílgebra de An tales que

i) BHes el álgebra sine'trica de u (C99'],ps'.g. 103)
ii) Si i es la composición de los mortismos

A——'Ar- “n ——=;
entonces (XM), ¡(EL it) es un fibrado vectorial de rango finito.

Demostración: la descomposición algebraica nos le. provee el

parágrafo 3.2; es topológica porque el isomorrisno de 3.2.14.es

continuo por la hipótesis 3.1.3 y bicontinuo porque la inversa

es I z B a An (p(t), q(t))t——op(t) + q(t). Demostremosaho
ra las otras dos afirmaciones; la de i) es completamentealgebrai

ca: tenemos un morfismo de a-módulos (no continuo)

1:14 —° BH 1% ‘ik3k01)=¡2:¡worst: 11k“)
donde estamos identificando a Mcon la imagen de la aplicación A

lineal inducida por a y e]_....,en es la base canónica de An; si
r: ll HE es un morrisno de H en la A-ílgebra E extendemos r a An

y llamamosv1=r(e1)¡ entonces tenemos un norrismo de A-ílgebras

T: Blll—-—-,E ¡(a away-MZ“. ailgkvi
que verifica 11:1"; de este nodo (BH, .1) es solución del problema
universal que define el álgebra simetrica de H (Czqj, pag. 103)

Para la parte ii) consideremos el ribrado trivial sobre X(A)de.

rango n 8;“):(xm), X(A)¡IK n, pl) y por la Prop. l de
[Si] bastars'. definir un norrismo de fibrados vectoriales

4): 8;“) fi 5;“) connúcleo ¡(3,4)y tal quela dimen
sión de las fibras de MB“) sea localmente constante; para ello

vanos a calcular MB"). Conovale =An/ IMy ademásT=W Y;

podemosidentificar a JNE“) y a JNE) con un subespacio de



no

¡(1) z “<3, a saber, con11(1)={(h,r): Éh(a1k)rk=0, i=1....,n'fi
Beta observacián prácticamente nos obliga s definir

4)(h,r)=(n,¿“alga-k..." ¿Mmmm
Evidentemente d) es un norrisno de ribrsdos vectoriales con núcleo

11(1)y .610 hay que verificar le. constancia local de le. dimension

de lss fibras de h(I). Esto es consecuencia inmediata del siguien
te resultsdo

3.3.1 Lens.

See.Xun espacio topológico y ses s: X“(Rm une.spli
csoio'n continue tel que ¡(I)2== s(x) pere todo z ex. Entonces

.ls. función x l-‘Drango de su) es localmente constante

Denostrecion: si r3 e(¡)- r existe un entorno Ude x tal

que r3 ¡(abr para todo ¡e03 pero cono r3 (1 - e)(I)=n - 1'
existe un entorno V de 1: tsl que r3 (l - s)(z)) n - r pera todo

zeV. Así, para todo seUnV velo r3 e.(z)s rSrg ¡(8).

3.3.2 Observación

Tambien hemos probado que (¡(1511), XM), p) es un ribrsdb

vectorial, ya que en nuestras condiciones X(BH)=X(Ï3;). En efec

to ls descomposición An: BMGIn induce otra, ¡Sr-FES TM, y
.610 debemos recordar que An tiene el mismo espectro que su com

pletsde.

3.3.3 Ejemplos

i) Si A: 6km) , k.0,1,...,m , y H es un A-móduloproyec
tivo de tipo finito existe un ribrsdo vectorial de clase ck

g: (xo Bs p) tal que ¡gtck(n)

ii) Ses 130°(Rm)/Ï, siendo I el ideal generadopor las

funciones 11k - Z 111x51"¡1k - tu, ¿tu - k , gun..."
3 ' , s

Entonces la imagen de la splicsoion A-lineel de An en si mismo¡o



-‘Il

n nido por asu“) es un A-nóduloproyectivo que llamamosM.
Con el método del Teorema 3.3 obtenemos el flbradc cenónico

vn(pn+k) sobre le. graesmannianeGann-Fk) (of. (“1.55)

111) 81 A: c"(sl) y .114“:qu entoncesauf-¡2,
0.2: a y la traza. de a. es l. Por lo tanto 1a imagen de a es

un A-nódulo proyectivo de tipo finito y por 3.3 obtenemosun

fibrado, que resulte. ser el fibralo tangente e. la circunferen

cia: en erecto, con los notaciones de 3.3, I está generado por

p1(t)= ¡letl + 1:11th y p2(t)= xlzztl + Izatp y entonces

¡(BH)= {(s,r)e .3le2: ¡11%!+ sara: 03
y le fibra por el punto¡981 es {han-813622: <z,r>=0}
que es el especie tangente's 81 por el punto z.

iv) His generalmente, s1 A- c°(sn) y ¡“(xk-ax],
entoncesc=(g1k)e¡(“nfln‘tn 3 sea I el ideal de ¿m1 gene

rado por p1(x,t)=z ¡ixktb Entonces se obtiene comoantes el
K

fibrado tangente de la esfera Sn.

v) See X uns. variedad de clase ok y sea (9119€ (31‘00mm

una matriz idempotente. Entonces

X¡Qn:É0’ 1=1geoopnï
“l

es una subvarieded de clase Ok de X x R n.

v1) Si A: 0°(tPn), dondeP n es el espacio proyectch

de dimension n, y s1 ¡“Ad-u ¡11k ,de igual manera que anteg
se obtiene el tibradc tangente a Pn.

vu) 31 A es comoen v1) y u :Woc'°(3n): ‘H-z)- Mm}

para todo ¡e Sn} entonces H es proyect1VOde tipo finito y
-— o Á \

le traspuostl. del norrisno 1-» BH1mm“ 01 fibradc’°an°ni°°ü



Pera finalizar. damosdos resultados que tienen uns estrecha

relsoion tanto con el teoroms 3.3 comocon algunos de los ejemplos.

3.3.14. PrOposieion

Seen ;=(x, E, p) un run-ado vectorial de dass ek (15 nao,
A=ck(X), B:ckm). Entonces hay uns correspondencia biyectivs entre

los elemntos del A-módulo(proyectivo de tipo finito) de seccio

nes de clase Ck de g , que denótsmoe P‘fi‘g), y los ideales I de
B teles que AO 1:8.

Demostración: comoes nstursl, podemos oonsidersr s B como

un A-módulc (en verdad, comouns L-álgeors) mediante la acción

HU? He): hpm). We). Se'sI un idesl de a tsl queAe 1-a;
entonces A: B/I y X-X(A)-h(I), mediante e]. homeomorrismo

O: X-ohu) que proviene de trasponer A--4 BHA-B/I; Ove

rifics po-1x, de modoque OGTHE). Rec‘procamento,si De VHÉ)

el ideal 1°.-.He3: Wow): o si ¡e x73os sun-ndedirecto de B:
en etecto, InA n {v es: \P(0(¡))= o si xexfigo
(donde identificamos e A con une. eubilgebrs de B ¡nediante ln seccion

O); por otra porto, si ‘49e B y *a(z) = ‘P(O(x)) entonces i! E-Ay

Wdze I pues ‘P(O(x)) -+ (z)=0 psss todo ¡eL de modoque
B: A + I.

3.3.5 Proposicion

31 x es una variedad de clase c“, g = (x, E, p) es un fibra
do notoria]. de clsse Ok, A=C(X), 13:00: afin) (donde n es tel

que g es sumandodirecto de 5;), A|=ck(x) y B'= 0km zR“)

entoncespers ondase Pk(g) es A' 0 13:3, y A' 0 I.ñB'=B',
donde I,={‘PG'B: ‘P(s(z))=0 pus csds ¡exï

3,: {063: 4’. eu S.
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