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INTRODUCCION

0. NOTACIONES Y ENUNCIADOS [E ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS QUE SE

UTILIZAN EN LA TESIS.

Llamaremos L2(C") e] espacio de las funciones medibïes
h(¿) ( g: ei') con vaiores en Cn y de norma de cuadrado sumabie;
consta de ias funciones cuya serie de Fourier es (en el sentido de

1a convergencia en promedio) h(¿) = ï hk ¿k con hke Cn y

uhu‘= XIIth|2< o»(cf. [1), p. 183).

L:(C") es e] subespacio de L2(C") que consta de 1as funciones
para las cuaies hk = O si k < 0 (cf. [1), p. 184).

H2(C") designa e] espacio de funciones h(z) = 2 hk zk
k=0

(z = rei') con hk e C", hoïomorfas en el interior de] circulo uni
dad D = {z ; Izl < l}. tales que

zn

21-“Jllh(re“)llz dt (0<r<1)
0

tiene una cota independiente de r (cf. (1], p. 185).
Una función u(z) hoïomorfa en D se Ilama interior si ((1),

p. 101)

Iu(z)|<1 (zeD),

|U(E)I = 1 . p.p. en |g| = 1.

Una función ®(z) holomorfa en D se Iiama exterior si ([1],
p. 102)

©(z) = x exp —L- Ér-i-¿ in k(t) dt (z e D).
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donde k(t) > 0, in k(t) e Ll y x es un número complejo de módulo 1.
Toda función holomorfa acotada en D puede escribirse como pro

ducto de una función interior por una función exterior acotada.
Para una función w(z). meromorfa en D. 1a caracteristica de

Nevanlinna T(w;r) está definida por la expresión ((2). p. 1303;(3),
ph 168)

II2 r

T(w;r) = _2_1n_Í “1+lw(reil)| dt +J “Mdt +
o .0

+ n(0,w) ln r,

donde

ln a , si a > l .

0 , si 0 < a < 1,

y n(t,w) es e] número de polos de w(z), contado cada uno con su res
pectiva multipïicidad, comprendidos en e] circulo IzI < t. Decimos
que w(z) es de caracteristica acotada si sup T(w;r) < m. Liamare

l’<l
mos N 1a c1ase de funciones de caracteristica acotada en D. De
acuerdo con un teorema de Nevanïinna ((3), p. 189) 1a ciase N coig
cide con la ciase de funciones que pueden escribirse como cociente
de funciones holomorfas acotadas en D° Por consiguiente. 1as fun
ciones de 1a ciase N están univocamente determinadas por sus valo
res de contorno en un conjunto de medida positiva.

Designaremos con e] simbolo No 1a subclase de funciones de N
que pueden escribirse en 1a forma

F(z) = z"1 u(z) Mz) . rn > 0.
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donde u(z) es una función interior y o(z) es función exterior.
Para las funciones de la clase N° vale el principio del máximo
((2), p, 1305).

Una matriz A se llamará contractiva_si verifica la condición

I - A*A > 0 ,

donde I es la matriz unidad y el simbolo * denota la adjunción
hermitiana.

Sea J una matriz que satisface a las condiciones J* = J.
J’ = I.

Una matriz A se llamará J-expansiva si verifica la condición

A*JA - J > 0

y J-unitaria si verifica la condición

A*JA - J = 0.

Las expresiones anteriores son respectivamente equivalentes

AJA* - J > 0,

AJA* - J = 0°

LlamaremosS la clase de funciones matriciales S(z), definl
das y holomorfas en D. que verifican la condición uS(z)|1 < 1
(z e D) ((2), p. 1299).

Una función matricial A(z) se llama de caracteristica acota
da si todos sus elementos son funciones de caracteristica acotada.

Sn es la subclase de funciones matriciales de S cuyos valores
en casi todo punto de la circunferencia unidad son. simultáneamente,



vaiores de contorno de alguna función matricial de caracteristica
acotada en |z| > 1.

Una función matricia] A(z), meromorfa en D. se 11ama J-expan
siva si toma vaiores J-expansivos en cada.punto de holomorfismo;
es decir, si se verifica

A*(z) J A(z) - J > 0 ,

donde z es un punto de hoiomorfismo de A(z).
La función matricia] A(z) se Ilama J-interior si es J-expansi

va (z e D) y toma valores J-unitarios en casi todo punto de] con
torno; es decir, si se verifica

A*(z) J A(z) - J > 0 (z e D),

A*(¿) J A(5) - J = 0 , p.p. en |g| = 1.

Lema Fundamentai (cf. (2). p° 1306)

Higótesis.
La función matricial de orden 2n de caracteristica acotada

a(z) B(z)
A(z) =

Y(Z) ¿(2)

ta] que det 6(z) ? 0 (z e D). satisface a 1as siguientes condiciones:

1) A*(€) J' A(a) - J’ > 0 , p.p. en la! =1. (0,1)

donde J = ;



2) ias funciones

am d‘ïf su) ¿"(2). (0,2)

bm d‘ïfau) - su) ¿“'(z) m), (0,3)

cm d'ïf ¿“'(z) nz). (0,4)

du) d‘ïf a"<z), (0,5)

son de 1a ciase N° (z e D).

Tesis°

La función matricia] A(z) es j-expansiva; es decir, se verifica

A*(z)J'A(z)-J'>0 (zeD);

y, además,

Ha(z)H < 1 ; Hb(z)l < 1 ; "c(z)" < l ; "d(z)" < l.

Llamaremos TH 1a clase de funciones T(z) j-expansivas (z e D)
cuyos valores en casi todo punto de 1a circunferencia unidad son,
simuitáneamente, vaiores de contorno de alguna función matricia]
de caracteristica acotada en IzI > 1.

Teorema de Matveev (cf.(2), po 1311)

Higótesiso

F(z) es una función matricia] de orden n, de caracteristica
acotada en D y verifica 1a condición



Tesiso

Existen funciones matriciales, de orden n, o(z) y W(z) acotadas
y holomorfas en D, tales que

F(¿) = o*(¿) 0(¿) = W(¿) w*(¿) . pap. en Igl = 1.

Una función matricial H(z) es por definición real si

HG) = H(2).,

Llamaremos P la clase de funciones matriciales holomorfas y de
finidas en el semiplano abierto de la derecha Re p > 0, p = x + iy,
que tienen parte real no negativa en ese semiplano. Las funciones
reales de la clase P se llaman positivas reales“

gd es la clase de funciones matriciales holomorfas en el semi
plano abierto de la derecha (Re p > 0). salvo un conjunto de puntos
aislados, que en cada punto de holomorfismo son iguales a una matriz
J-expansivao

Definiremos a continuación funciones matriciales que tienen in
terés en la teoria de n-puertos eléctricos lineales.

La matriz de impedancia Z(p) de un n-puerto lineal pasivo es
una función matricial de orden n < w, racional positiva real; es de
cir, que la función Z(p) verifica las condiciones:

1) Z(p) es holomorfa en Re p > 0 ;

oi2) M; 0 enRep>0
3) Z(ñ) = Z(p)
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Si ei n-puerto es un sistema sin pérdidas, 1a matriz de
impedancia satisface, además, a 1a condición

4) Z 2 Z = 0 en Re p = 0

La matriz de scattering S(p) de un n-puerto Ïineal pasivo es

una función matricial real, de orden n, de la ciase €_I; es decir,
que S(p) verifica las condiciones

l) S(p) es holomorfa en Re p > 0;

2) In - S*(p) S(p) 9 0 en Re p > 0;

3) S(ñ) = S(P)o

La matriz de scattering de un n-puerto iineai sin pérdidas
verifica 1a condición adicional

4) In - S*(p) S(p) = 0 en Re p = 0.

La matriz de cadena A(p) de un 2n-puerto linea] pasivo es una

función matricia] racional real. de orden 2n, de 1a clase gd ,
O In P

donde JP = ; es decir, que A(p) verifica las siguien
I 0

n

tes condiciones:

P1) A*(p) Jp A(p) - J > 0 en Re p > 0 ;
——

2) A(B) = A(p)

En los 2n-puertos reaies se cumple, además, 1a condición



3) A*(p) Jp A(p) - J 0 en Re p = 0.P

La matriz de transferencia T(p) de un 2n-puerto 1inea1 pasivo

es una función matricia] racional real, de orden 2n, de la clase Si,
-I 0

donde J = ; es decir, que T(p) verifica ias condi

o In
ciones

1) T*(p) J T(p) - J > 0 en Re p > 0 ;

2) T(ñ) = T(p).

Para un 2n-puerto linea] sin pérdidas T(p) cumple, además, 1a
condición

4) T*(p) J T(p) - J = 0 en Re p = 0 .

Es de particuiar interés para nosotros 1a realización a 1a
Dariington [4) de un dipolo. E1 resultado de Darlington puede for
muïarse como 1a siguiente proposición matemática (cf. (2), po 1298):

Una función raciona] positiva real z(p) se representa en 1a
forma de una transformación linea] fraccionaria

z(p) = (a(p) r + b(p)) (c(p) r + d(p))'l .

con una constante r > 0, cuya matriz de coeficientes

a(p) b(p)
A(p) =

c(p) d(p)
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es una función matricial de segundo orden de la clase SJ , y
P

toma valores Jp-unitarios en el eje imaginario.
El dipolo buscado se obtiene cerrando con una resistencia r

los bornes de salida del cuadripolo sin pérdidas cuya matriz de
cadena es, justamente, A(p).

El resultado de Darlington ha sido generalizado por Melamud
[5) para funciones matriciales racionales positivas reales de la
clase P.

De la representación de funciones racionales de la clase P
en forma de transformación lineal fraccionaria con una constante

r (e P) y matriz de coeficientes A(p) (e SJ ). fácilmente se pasa

a representaciones análogas para funciones de las clases S_I y S.
En el trabajo de Arov (2) sobre representación a la Darlington

de funciones matriciales de la clase S se prescinde de la condi
ción de racionalidad y comomatriz de coeficientes de la transfor
mación se admite cualquier función matricial j-interior. El resul
tado fundamental de Arov es un criterio de realización para funcig
nes matriciales de la clase S, a saber: S(z) (e S) puede realizar
se a la Darlington si y sólo si S(z) e Sn.

1. RESULTADOS NUEVOS OBTENIDOS EN LA TESISo

En el capitulo I se demuestran teoremas sobre descomposición
del espacio C" y, a base de ellos, el Teorema 1-1 (Teorema Funda
mental) que suministra una representación de una función matricial
S(z) e Sn como suma directa de dos funciones matriciales que ope
ran sobre dos subespacios ortogonales. Demostramos. también, que
para funciones matriciales S(z) (e SH) reales, la representación
obtenida es real°

A partir de la representación hallada en el parágrafo I
construimos, en el parágrafo II, una única expresión de la trans
formación lineal fraccionaria (a la Darlington) de S(z) (e SH) que
incluye los tres casos tratados separadamente por Arov en (2).
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Este expresión permite estudiar, en el capitulo III, el problema
de la multiplicidad de las realizaciones a la Darlington de una
función matricial S(z) (e Sn) prefijada. Obtenemos una fórmula
que generaliza el resultado de Arov, el cual, en [2], trata sólo
un caso particular y propone, como problema abierto, el caso que
nosotros también resolvemos.

En el capitulo IV se demuestra que toda función matricial
T(z) de las clase Tn que satisfaga a una de las condiciones

1) T*(E;) j T(¿) - J > o . p.p. en |¿| = 1,

2) T*(¿) j T(a) - j = 0 . p.p. en [el =1,

puede representarse a la Darlington; es decir, en forma de una
transformación lineal fraccionaria

uz) = (A(z) to + s(z))(c(z> to + nm)" .

donde to es una matriz constante j-expansiva. cuya matriz de coe
ficientes

A(z) B(z)
“(2) =

C(z) D(z)

J 0

es J'-interior (donde J' = ).
0 -J

Mostramos, también, que es condición suficiente para que valga
la inclusión T(z) e Tn, que T(z) pueda representarse c0mo la tran;
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formación lineal fraccionaria mencionadamás arriba.
En el parágrafo V obtenemos teoremas sobre la multiplicidad de

las realizaciones de una función matricial T(z) (e Tn) prefijada
que satisface a la condición T*(€) j T(g) - j > 0, p.p. en
¡al = 1.
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I. TEOREMAS SOBRE REPRESENTACION DE FUNCIONES MATRICIALES DE LA

CLASE SH.

1,1. Demostraremos a continuación trece lemas y dos teoremas que
desempeñan papel fundamental en 1a construcción de las realizacig
nes a 1a Darlington de las funciones matriciales reaïes de 1a cia
se SH.

I,l - Consideremos una función matricia] S(z) e S. Pondremos

N de {h(¿) e LÏ(c“); T(¿)h(€) = h(€) p.p. en lil = l}.

donde T(€) = S*(E)S(€) ; (1.131)

N'dsf{h'(i) e LÏ(C"); T'(€)h'(€)=h'(€) p.p. en Igl = 1}.

donde T'(€) = s(¿)s*(¿) . (1,1;2)

Lema l-l

Hipótesis.

S(z) e S.

Tesis.

LÏ (c“) = N e N . (1.1;3)

2 n

donde N1 es e] complemento ortogonal de N con respecto a L+(C ).

Demostración.

Sean h1(€) y h2(¿) (E = e“, 0 < t < 2h) dos funciones de N.
De 1a definición de N es fácil ver que A hl(E) + u h2(€) e N.
(A, u e C); es decir que N es una variedad 1inea1 de LÏ(C").

Mostraremos que N es un subespacio de LÏ(C").
Designaremos con e] simboio Ñ 1a clausura de N.
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Sea f(¿) e Ñ y {fn(g)}e N (n=l,2,...) una sucesión que con
verge a f(¿) en L:(C"); es decir, que vale 1a fórmula

zn

= ¿í f "fn(e¡') - f(e“)u2 dt + ouma) - Hs)":
L2(Cn) o

para n + m.

De esto se concïuye que existe una subsucesión {fn (g)}que
kverifica

211

X í Ilfn (ei') - f(e“)II2 dt < o .

Por e] teorema de Beppo-Levi (6), para casi todo punto de
1a circunferencia unidad va1e

X "fu (a) = f(¿)II2 < w ;
k k

por 10 tanto

u'fn (g) - f(E)H + o (1,1;4)

en casi todo punto de] contorno.
Pondremos

Ha) dí” In - T(¿). (1,1;5)

De 1a definición de N concluimos que. para todo h(g) e N, se
verifica

F(€) h(¿) = 0 p.p. en Ial = 1 . (1.1;6)

En virtud de (1,1;4) resulta

HF(¿) fu (a) - F(€) f(¿) u + 0



para nk + w, en casi todo punto de 1a circunferencia unidad.
Como {fn (€)} e N. teniendo en cuenta (1,1;6), conciuimos que

k

F(€) f(€) = 0 D.P. en|g| = l ;

es decir, que f(¿) e N. Hemosdemostrado que N es cerrado. Luego.
N es un subespacio de L:(C") y es correcta 1a fórmuia (I,1;3).
Queda, asi, demostrado e] Lema 1-1.

Lema 1-2

Higótesis.

S(z) e S

Tesis.
2 n _ ¡ .

L+(C ) - N e Nl

donde Ni eu e] compiemento ortogona] de N' con respecto a Lí(C“).
Omitimos 1a demostración de] Lema 1-2, similar a 1a del Lema

1-1.

Consignaremos, ahora, algunas definiciones y fórmulas que tie
nen que ver con e] Lema 1-3, más abajo demostrado.

Para cada g fijo de 1a circunferencia unidad donde T(¿) y
F(g) están definidos, pondremos

def
Ng = {h e c“; T(¿) h = h} , (1.1;7)

N¿ = {h'e c"; T'(¿)h' = h'}. (1,1;8)

Es evidente, de 1as definiciones anteriores, que N5 y N; son
subespacios de C"; por consiguiente, se verifican las reiaciones

n = ® - . o
C N¿ Ngl , (1.1,J)

n = u Q) n . .
c Ng N¿l , (1,1,10)
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donde Ngl y Nal

ies de Ng y Ng

son, respectivamente, los compïementos ortogona
con respecto a C".

Lema 1-3

Higótesis.

S(z) e S.

Tesis.

Para cada a fijo de 1a circunferencia unidad, excepto, quizá,
un conjunto de medida nuïa, se verifica

a) S(€)N¿ = N¿ .

* I =
S (E)N¿ N

b) S(E)N¿l C N51.

Demostración.

a) Consideremos un g fijo de 1a circunferencia unidad. Sean

h e N y h' e Né; entoncese

T(€)h = h,

T'(e;)h'= h'.

Luego

S(¿)T(¿)h = T'(E)S(E)h = S(¿)h .

5*(¿)T'(s)h' = T(E)S*(E)h' = S*(€)h'
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De las definiciones (1,1;7) y (I,l;8), y teniendo en cuenta
las dos expresiones anteriores, concluimos que

I

S(E) h 6 NE ,

S*(E)h' e NE ;

por consiguiente

C ' .
S(E) NE NE (1,1,11)

S*(€)N¿ C N (1,1;12)g l

Para demostrar la parte a) de la tesis sólo resta probar que

(1.1313)' C
NE S(€) NE

N¿CS*(E) N¿. (1.1;14)

Probaremos (1,1;13) por el absurdo. Admitamos que Né 1 S(€)N¿.
Luego existe un elemento f' e NÉ tal que f'f S(¿)h para todo h e N¿.

De la definición de N'E sabemos que

T'(¿)f' = f' - (1.1315)

En virtud de (1,1;12) se verifica

S*(¿)f' = fe N (1.1;16)¿;

luego, de las fórmulas (1,1;15) y (1.1;16) se concluye que

S(e:)f = f'. (1,1;17)
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La fórmula (1,1;17) contradice la hipótesis de partida. Por

consiguiente debe verificarse (1,1;13).
La inclusión (1,1;14) se demuestra en forma similar.
Queda, asi, demostrada la parte a) de 1a tesis.

b) Demostraremos 1a parte b) de 1a tesis por e] absurdo.
Admitamos que no se cumple 1a parte b) de 1a tesis, es decir

que

S(g)NEl 1

Esto es equivalente a afirmar que existe un vector g e NEl

l def
g =

Como g'

S(€)g

a

Ngl .

tal que

l

t NEl .

e C", este vector puede escribirse, en virtud de (1,1;10)
como1a suma de dos vectores pertenecientes. respectivamente, a
los subespacios ortogonales

que g' É Nél es equivalente

donde g: e Né y g; E Nál.
De (1.1;18) concluimos

Hg' u2 =

NÉy Nél. De acuerdo con esto, afirmar
a afirmar que

De 1a definición de g'y de (1,1;18) resulta. además,

ug' II2 =

= <S(€)9.9;>

<9'.9‘> =

+ g; . (1,1;18)

Hg: u2 + ug; u2 (1.1;19)

<S(¿)g.g; + 9;) =

+ <S(€)g.g;> . (1.1;20)

Veremos que en 1a expresión anterior es nulo e] primer término
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de] último miembro. Sabemos que g: e N'; por lo tanto, en virtud
E

de (1,1;11), S*(€)g: e NE. Luego

(S(a)g.g;> = <9.S*(E)9_'> = o.

pues g e NEl y S*(¿)g; e Ng.
De (1.1;18). (1,1;20) y 1a fórmula anterior

"9'"2 = (S(€)9. 9;) = <9; + 9;.9;> =

= <g;.g;> = "9;"z . (1.1;21)

De (1,1;19) y (1.1;21) concluimos que ug;u2 = o. Esta con
clusión contradice 1a hipótesis de partida, que era suponer g: r 0
o. equivalentemente, S(E)NEl1 Nél . Luego debe verificarse 1a in
clusión S(¿)NEl C Nél. y queda. asi, demostrada la parte b) de la
tesis.

Queda, pues, demostrado el Lema 1-3.

Lema 1-4

Higótesis.

S(z) e SH ,

Mo
Los subespacios NEde C", definidos por 1a fórmula (1.1;7)

tienen 1a misma dimensión para todo E donde esté definida 1a ma
triz F(¿), dada por 1a fórmula (1,1;5).

Demostración.
Consideremos la función matricia] F(E), definida por la fór

mula (1.1;5). ComoS(z) e SH. entonces F(E) es e] limite en casi
todo punto de] contorno de la función matricial.

F(z) = I_ - 54%) su). (1.1;22)
Z
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de caracteristica acotada en D (cf. (2), p. 1308).
Para la función escalar f(z) S det F(z) hay tres casos posi

bles:

1) f(¿) = det F(¿) f 0 p.p. en la] = 1. De esta hipótesis
resulta F(€) > 0. p.p. en I€I = l; por consiguiente, para cada g
fijo de la circunferencia unidad donde está definida, la matriz
F(€) es hermitiana positiva; es decir que F(g) h f 0 para todo

h e C". De esto se concluye que Ng = {0} para casi todo E; por con
siguiente

para casi todo e de la circunferencia unidad.

2) f(z) = 0 (z e D) y S(z) es función interior. En este caso
F(g) = 0 (p.p. en Igl = 1). Para cada a fijo de la circunferen
cia unidad donde está definida. la matriz autoadjunta F(E) es nula;
es decir, para todo h e C", se verifica F(E)h = 0. Por lo tanto,

dim Ng = n, para casi todo punto de la circunferencia unidado

3) f(z) = 0 (z e D) y S(z) no es función matricial interior.
La función escalar f(z) es de caracteristica acotada en D y,

por lo tanto, está definida en el interior del circulo unidad por
sus valores de contorno en un conjunto de medida positiva, verifi
cándose

f(E) = lim f(z) p.p. en la] = 1
l, |->l

Si f(z) = 0 (z e D), entonces f(g) = 0 p.p. en lil = 1. Como
S(z) no es función matricial interior, F(E) f 0 en un conjunto de
medida positiva de la circunferencia unidad; entonces. F(¿) tiene
algún menor principal Ak(€) de orden k tal que (cf. (2). p. 1310)
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det Ak(€) f 0 p.p. en IEI = 1 . (1.1323)

1n det Ak(€) e Ll ;

en tanto quej para cualquier menor principal Ak+¡(g) (i=1,2....,n-k)
de orden mayor que k, se verifica (cf. (2), p. 1310)

det Ak+¡(¿) = 0 p.p. en Ig] = 1 . (1,1;24)

Comolas iguaidades (1,1;23) y (1.1;24) valen para casi todo
punto de 1a circunferencia unidad, para cada E fijo donde está de
finida 1a matriz F(E) se verifica

Rg F(E) = dim im F(¿) = k (1,2;25)

(Rg = rango, dim im = dimensión de 1a imagen); por io tanto, en vi:
tud de (1.1;25) y teniendo en cuenta resultados conocidos de álge
bra linea] (cf. (7). p. 71), resulta

dim ker F(¿) = dim c" - dim im F(¿)

De la definición de NE es evidente que

ker F(E) = NE

Luego, de las fórmulas que preceden conciuimos que

dim Ng = n - k .

para casi todo E de 1a circunferencia unidad.
Queda, asi, demostrado e] Lema 1-4.
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Lema 1-5

Higótesis,
S(z) e Sn ,

Tesis.

Los subespacios NEde C", definidos por ¡a expresión (1,1;8)
tienen 1a misma dimensión para casi todo g de la circunferencia
unidad.

Omitimos 1a demostración de este Iema, similar a 1a de]
Lema 1-4.

Lema 1-6

Higótesis.
S(z) e Sn

Tesis.

. = . .
dim Ng dim NE ,

para casi todo g de 1a circunferencia unidad.

Demostración,

Sea dim Ng = n - k (0 < k < n). Existe una base ortonorma]

de N ta] que
n-k

"111 E
{h

(h a hi) = 6¡j (1:1929-oo9n’k) (j=l)200--on'k)- (191326)

En virtud de la definición de NE, ios hrn satisfacen a 1a
fórmula

T(2;)hm = h . (1,1;27)I'll

Como hm e N (m=1.2,...,n-k), sabemos, de] Lema 1-3, que seEverifica
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S(¿) nm = h¿ e N' (I.1;28)

un“2 =- u5(¿)hmu2 = <s(¿)hm.s(a)hm> = (hm.T(E)hm> =

= (hm,hm) = uhmu2

De 1as fórmulas (1.1;26), (1,1;27) y (1,1;28) resulta

<hf.h;> = <S(¿)h,.S(c)hj> = <h,.T(¿)h,> =

= (h ,h.) = 6 ;
i J

. -k .
es dec1r que {hl;.}n es un conJunto de n-k vectores ortonormaïesl

en N'E.

Admitamos que dim Né f dim NE. Sin restricción de 1a gene
ralidad podemos suponer que dim Né = r > dim NE (r < n). Existen,
entonces, r - (n-k) vectores ortonormales {f¿}"(".k) de Né quel

satisfacen a las siguientes iguaïdades

<f' , f') = a . (1.1;29)

para todo i, j. m(i = 1.2....,r-(n-k)) (j = l,2....,r-(n-k))
(m= 1.2,...gn-k).

Sabemos, de] Lema 1-3. que para cada f¿ (e Né) existe un vec
tor fm e Ng ta] que

s(g) fm = f;
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De (1,1;27), (1,1;28), (1,1;29) y 1a fórmula anterior conclui
mos que

<fi'.h;> = <S(¿)f¡.S(¿)h,> = <f¡.T(a)hJ> =

= (fm!) = o,

(fl',f;> = <S(¿)f¡.S(a)f,> = <f¡.T(s;)fj> =

= (f .f) = .

Observemos que, de acuerdo con 1as dos últimas ecuaciones Ios

{fm}"(“'k) (e NE) son ortogonaïes entre sí, tienen norma 1 y sonl

ortogonales a todos los vectores de 1a base {hm}"k de NE. Estel

resultado contradice 1a hipótesis dim NE= n - k. Debe verifica;
se entonces dim NE = dim NÉ.

Queda, pues, demostrado el Lema 1-6.

Lema 1-7

Higótesis.

S(z) e SH .

Tesis.

a) Los autovalores 6m(€) de 1a función matricia] F(g), definida
por 1a fórmuïa (1,1;5) son de 1a forma

Am(¿)
6 (E) = -— .
'" u(€)

donde Ám(€) es una función de Lí(C") y u(g) es e] vaïor de contorno
de una función escaïar interior.
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b) Pueden elegirse autofunciones {om(€)}" de la función matri
l

cial F(¿)_que sean limite en casi todo punto del contorno de
funciones holomorfas y acotadas en D.

Demostración.
ComoS(z) e Sn, entonces S*(E) es el valor en casi todo punto

del contorno de la función matricial S*(%). de caracteristica acg
z

tada en D; luego F(€) es el valor en casi todo punto del contorno
de la función matricial F(z), dada por la fórmula (1,1;22), de
caracteristica acotada en D.

Los elementos de F(z) son funciones escalares de caracteris
tica acotada en D; por lo tanto pueden escribirse comococientes
de funciones holomorfas acotadas en D. Una función holomorfa aco
tada en el disco unidad es el producto de una función interior por
una función exterior acotada. Por consiguiente. los elementos de
F(z) pueden escribirse en la forma

u',’(z) o',’ (z)
F (z) = ——-—. (1.1;30)

I ' ' . . . l '

donde u¡j(z) y u;'(z) son func1ones interiores; o¡’(z) y o;j(z)
son funciones exteriores acotadas.

Sabemos que el cociente de funciones exteriores es una función
exterior. Entonces

¡1
Ó zdgf,“
o',‘ (z)

o“ (z)

es función exterior. Reemplacemosla fórmula anterior en (1,1;30);
obtenemos
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ui,’ (z) o” (z)
F..(z) =l]

u2 z)

Veremos que oij (z) es una función exterior acotada. Comoios e19
mentos F¡j(z) de 1a función matricia] F(z) son de caracteristica
acotada en D. es bien sabido que va1e 1a fórmula

F¡¡(¿) = ii F¡j(z). p.p. en lal = 1. (1,1;31)

Por io tanto, en casi todo punto de] contorno, se verifica

m
+1

u:’(¿) o¡‘(¿)
F¡,(€)=------- o (1,1;32)ii

u2 (E)

ComoS(z) e S, F(¿) está acotada inferior y superiormente por 0 y
1, respectivamente, y

u:’(¿) o"(¿)
0 ‘ |F.¡(5)| = ""--'-'-- = Io"(¿)l < 1ii

u2 (a)

en casi todo punto de la circunferencia unidad. Sabemosque oij(z)
es función exterior; entonces, en virtud de] principio de] máximo
(cf. [2). p. 1304)

Io¡’(z)l <Io" (e)! < 1 . (1,1;33)

Sea u(z) 1a función escaiar interior, que se comündenominador
de todos Ios eiementos de F(z), definida por 1a fórmula

u(z) = a uil(z) . (1,1;34)
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Resulta evidente que

G(z) dïf F(z) u(z) (e H’<c"))

es una función matricial holomorfa y acotada en D, y sus elementos

G¡j(z) son funciones escalares holomorfas y acotadas en D. Pode
mos escribir F(z) en la forma

G

F(z) = (Z) (1.1;35)
u(z)

En virtud de (1.1;31) y (1.1;35) se verifica

G(e)
F(¿) = p.p. en Ial =1. (1.1;36)

u(¿.)

donde G(5) y u(g) son, respectivamente, los valores en casi todo
punto del contorno de G(z) y u(z). Es inmediato ver que u(g) y los

elementos G¡j(g), de la función matricial G(g). pertenecen a Li.
pues son valores limite de funciones de H2.

Para cada valor de E donde está definida, F(g) es una matriz
autoadjunta en C", acotada inferior y superiormente por 0 y 1, res

pectivamente. Por lo tanto. existe una base ortonormal {vm(€)}:
de Cn compuesta por autovectores de F(¿), que satisfacen, para ca
da g fijo y para cada m (m=1,2,....n) a la fórmula

F(¿) u¿“(21) = amm me) . (1,1;37)

Ordenaremos los autovalores 6m(¿) en la forma

1> 61(5) > 620;) > > ¿“(5) > 0.

Para cada valor de g donde está definida F(5), también está
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definida, por la fórmuïa (1.1;36). 1a matriz G(E) que, en virtud
de (I,l;37),satisface a 1a ecuación

G(¿) wm(a) = u(¿) 6m(¿) wm(¿) = Am(¿) wm(€) . (1.1;38)

donde Am(E) = u(€) 6m(E). Observamos, entonces, que Ios {Wm(¿)}"
l

son, también, autovectores de G(E) con autovaïores Am(€) @F1.2n..,nL

Veremos que Ias funciones Am(E), definidas en casi todo punto
de] contorno por 1a fórmula (1.1;38), son limite (p.p. en IEI = 1)
de funciones escalares holomOrfas y acotadas en D y, por consiguien
te. pertenecen a Li.

Sabemos que (cf. (1], p. 272) para el máximo autovalor de F(€),
en este caso 61(5), se verifica 1a ecuación

6,(¿) = sup (F(E) f“. f“) ,

donde fn es una sucesión densa en 1a esfera unidad de C". La ex
presión anterior puede escribirse en 1a forma

n n

51(5) = sup Z 12 F¡l(g) f; f (1,1;39)-|

Comolas funciones F¡j(g), definidas en casi todo punto de]
contorno por (1,1;32), son, p.p. en Igl = l. valores limites de
funciones de caracteristica acotada en D, entonces 1a función

61(¿). definida en casi todo punto de] cont0rno p0r (1,1;39), es
una suma de funciones que son limite, p.p° en I€I = 1, de funcio
nes de caracteristica acotada en D. Por consiguiente, teniendo en
cuenta (1,1;32). concïuimos que

6,(:) = iim 6,(z). p.p. en Isl = 1 . (1,1;40)
IzI-H

donde 61(2) es de caracteristica acotada en D.
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Escribamos Al(g) teniendo en cuenta (1.1;40); obtenemos

A|(€) = U(E) 5l(E) = u(g) sup 3: F“(€) f: 1_.i

De (1,1;33), (1.1;34) y 1a expresión anterior concluimos que

A¡(g) = lim A¡(z) , p.p. en Isl = 1 . (1,1;41)
|2I+l

donde Al(z) es hoiomorfa y acotada en D y, por lo tanto, pertenece
a H2. Sabemos (cf. (l). p. 185) que e] limite en casi todo punto

del contorno de una función de H2 es una función de Li; entonces
Al(E) pertenece a 1a clase Li.

Consideremos 1a función matricial

F¡(z) dgf 6,(z) 1,, - F(z) .

cuyo valor en casi todo punto de] contorno es

F¡(€) = 61(5) In - F(E) .

Para cada E donde está definida, F¡(€) es una matriz autoadjunta en
Cn Teniendo en cuenta (1.1;37) resulta, para cada E fijo y para
cada m,

F¡(¿) wm(a) = (¿.(a) In - F(¿)) wm(a) =

= (¿.(E) - 6m(¿)) vm(¿) ;

es decir que {Wm(E)}Ïson autovectores de F¡(¿) correspondientes a
los autovaiores 61(5) - 6m(¿).

Sea 6k(€) e] minimo autovalor de F(E) distinto de cero. Enton
ces 61(5) - 6k(¿) será e] máximoautovalor de F¡(E), para e] cua]
se verifica (cf. (l), p. 272)
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61(5) - me) = sup<[6l (a) In - F(¿)) f“. f“) .

donde fn es una sucesión densa en 1a esfera unidad de C". Multipli
quemos 1a ecuación anterior por u(¿); obtenemos

u(€) (6¡(€) - 6k(€)] = u(€) sup <(<Sl(€)In - HE) fnn‘n) =

= u(€) sup (6¡(€) - <F(¿) fn. fn’)

= sup u(€) [61(5) - (F(€) fn. fn)] =

= sup (me) - u(¿) <F(¿) fn, ffl)

Sabemos, de (1.1;41) que Al(¿) es e] limite en casi todo punto
del contorno de 1a función Al(z), holomorfa y acotada en D; y de
(1,1;32) y (1,1;34) vemos que u(g) (F(g) fn, fn>es Iimite en casi
todo punto de] contorno de una función escalar hoiomorfa y acotada
en D. Por consiguiente

u(¿) (6,(¿) - ¿[(53)

también es limite, p.p. en le] = l, de una función holomorfa y aco
tada en D y, por 10 tanto. se verifica

Ada) = u(€) 6.¡(€) = Ak(z). p.p. en IEI = 1.

donde Ak(z) es holomorfa y acotada en D. Luego, Ak(z) e H2 y

Ak(g) e L1.
Repitiendo en procedimiento anterior, se puede demostrar que

los Am(¿) son funciones de L: para todo m (m=1.2,...,n) y son timi
tes, en casi todo punto de] contorno, de funciones hoiomorfas y acg
tadas en D.

Queda, asi, demostrada 1a parte a) de 1a tesis°
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b) Veremos, ahora, que a partir de las funciones {Wm(€)}" ,
l

definidas en casi todo punto de 1a circunferencia unidad por 1a
fórmula (1.1;37), se pueden construir funciones {om(€)}“ , per

l

tenecientes-a 1a clase L:(C"), que, para cada E donde F(E) está
definida, son autovectores de F(¿) y forman una base ortonormal
de C".

Para cada punto de 1a circunferencia unidad donde F(€) está

definida, las componentesW;(¿) (i = l,2,...,n) de los autovec

tores {Wm(¿)}" son, en virtud de (1,1;38). las soiuciones de]
l

sistema de n ecuaciones Iineales para cada m

_2 6,,(a) w;(a) = xm(e) w;(e)
, =

(1:152’ooo’n)
Reescribamos la última ecuación; obtenemos

n

ZIG,,(e) - me) 6“) “11,02)= 0. (1.1;42)1:]

(1:1!2I-ooogn).
Para cada E , donde F(€) está definida. las soluciones W;(¿)

de (1,1;42) pueden expresarse en 1a forma

fín’ (a)

I 9',“J (E) ’

donde ij(¿) y ng(€) son productos de coeficientes de las ecuacio

"11,,(5) = (1.1;43)
IIM=J

nes de] sistema (1,1;42).
Hemos demostrado. en 1a parte a), que

A (g) = 1im Am(z) . p.p. en |+;| = 1 ,
m III-H

G..(g) = lim Gu(z) , p.p, en Igl = 1 ,
H zI-H
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donde Am(z) y G¡j(z) son funciones holomorfas y acotadas en D.
Por consiguiente, 1as funciones TL(¿), definidas en casi todo
punto de] contorno por (1.1;43), son limites de funciones de ca
racteristica acotada en D; es decir

WL(¿) = I ïim WL(2). p.p. en Ial = 1 .z-H

donde wL(z) puede escribirse en 1a forma (cf. (2), p. 1304)

uL'(z) o;(z)mz)=—.
u;’(z)

donde u¡'(z) y uL2(z) son funciones interiores y oL(z) es función
exterior.

La función interior'

def n
um(z) = n u'2(z)

es comün denominador de Ios elementos de Wm(z); por consiguiente

def 2 n .0 (z) = u (z) W (z) (e H (C )) (1.1,44)
m m m

es holomorfa en D. Se verifica entonces

o (E) = lim o (z) = um(z) Wm(5) .
l'l'l Ill+l l'l'l

p.p. en IEI = 1.
En virtud de (1,1;37) y ias tres últimas fórmulas concluimos

que

um(¿) F(¿) Wm(¿) F(¿) om(¿) = 6m(a) um(¿) vm(¿) =

= 6m(¿) 0m(¿), p.p. en Isl = 1. (1.1;45)
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De acuerdo con (1,1;45), 1as funciones {om(g)}: (e L:(C"))

son, para cada g donde F(g) está definida. autovectores de 1a ma
triz autoadjunta F(g) y. por 10 tanto, base de C".

Teniendo en cuenta que. por construcción, Ium(g)| = l,
p.p. en Igl = 1. resulta

nom(¿)u = Ium(€)l "wm(s)n' = nwm (5)" . p.p. en ¡5| = 1.

Recordemos que {w (¿)}n es, para cada g donde F(g) está definida.
“‘ l

base ortonorma] de C";, es decir "wm(g)" = 1 (m = l,2.....n).

p.p. en Igl = l. Concïuimos. entonces, que las funciones {ok(g)}",
l

que son limite en casi todo punto del contorno de funciones holo
morfas y acotadas en D. forman base ortonorma] de C‘ para cada a
fijo de 1a circunferencia, excepto. quizá, un conjunto de medida
nula.

Queda, pues, demostrada 1a parte b) de 1a tesis.
Queda, así, demostrado el Lema 1-7.
En forma similar se demuestra e]

Lema 1-8

Hipótesis.

S(z) e SH .

Tesis.

a) Los autovaïores 6¿(g) de 1a función matricial

F'(¿) “Ef In - S(a) 5*(5) (1.1;46)

son de 1a forma

A¿(¿)
6¿(€) = .

u'(€)
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donde A;(g) es una función de L: y u'(€) es e] valor en casi to
do punto de] contorno de una función interior.

b) Pueden eiegirse autofunciones MJU}l de 1a función matri

cial F'(g) que pertenezcan a L:(C").

Lema 1-9

Higótesis°

S(z) e Sn

Tesis.

Para todo g(¿) e Ni se verifica F(€)g(€) f 0 (p.p. en IEI = 1),
donde N1 es el complemento ortogona] de N con respecto a L:(C").

Demostración.

Consideremos 1a función matricia] F(z), definida por 1a fórmu
1a (1,1;22). Hemosvisto que para 1a función escalar f(z) = det F(z)
hay tres casos posibles:

a) f(¿) f 0 p.p. en Igl = l. De 1a hipótesis resulta F(€) > 0
p.p. en lg] = 1; por consiguiente N = {0} y N1 = L:(C"). En este
caso 1a demostración de 1a tesis es inmediata: para todo
ghz) e LHC"). F(¿)g(e;) f 0 p.p. en IEI = 1.

b) f(z) = 0 (z e D) y S(z) es función matricia] interior. Este
caso no interesa pues N = L:(C") y NL = {0}.

c) f(z) = 0 (z e D) y S(z) no es función matricial interior.
Luego F(¿) f 0 en un conjunto de medida positiva de 1a circunferen
cia unidad. Comof(z) es de caracteristica acotada en D, está de
finida en el interior de] circuio unidad por sus valores de conto:
no en un conjunto de medida positiva, verificándose

f(€) = lim f(z). p.p. en IEI = l.
lzl+l
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Resuita, entonces, f(¿) = 0, p.p. en |g| = l. Esto significa
que existe una función h(g) e L:(C") que verifica F(¿)h(g) = 0
p.p. en |g| = 1; por lo tanto. h(g) e N y N f {0}.

De acuerdo con 1a definición de N, para una función g(g) e N1
se cumple

F(¿) g(¿) f 0 . e: e E . (1.1;47)

donde E es un conjunto de medida positiva de 1a circunferencia uni
dad. Pongamos

g'(z) “Ef G(a) 9(¿) . (1.1;4a>

En virtud de (1.1;36) obtenemos

g'(c) f 0. a e E. (1,1;49)

ComoG(g) es e] vaïor en casi todo punto de] contorno de la
función matricial G(z), holomorfa y acotada en D. se verifica

G(g) Lim") c Luc") .

De (1,1;47) y (1.1;49) resuïta

9'(E) e LHC");

por consiguiente

9'(¿) = 11m g'(z) . p.p. enlsl =1.
|z I-Dl

donde g'(z) e H2(C"). Comog'(g) f 0 en E, entonces g'(z) f 0
(z e D). En consecuencia

g'(a) 7‘ 0 , p.po en IEI =1. (I,1;50)
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Por lo tanto, en virtud de (1,1;36), (1,1;48) y (1,1;50) obtenemos

F(s;) 91(5) = 9.-“)- f 0. p.p. en Ial = 1.uiz)

Queda, asi, demostrado el Lema 1-9.
En forma simiïar se demuestra el

Lema 1-10

Hipótesis.
S(z) e Sn .

Tesis.

Para toda función g'(g) e Ni se verifica F(g)g'(¿) f 0 en casi
todo puntc de 1a circunferencia unidad° Ni es el compïemento ortg
gona] de N‘ con respecto de L:(C").

Lema l-11

Higótesis°

gm e N1 (C Li(c")) .

Tesis.

Para cada g donde F(g) está definida, g(g) e NEL.

Demostración.

Como g(¿) e N1, de] Lema 1-1 conciuimos que

211

(gm. h(€)>z = ¿lïj <g(e“). h(e“)> dt = o. (1.1;51)
L (C ) °

para toda función h(€) e N.
Admitamos que no se cumpie 1a tesis. Esto es equivalente a

afirmar que existe un conjunto E, de medida positiva, contenido

en la circunferencia unidad ta] que, para cada a e E, g(¿) e NEL.
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En virtud de (1,1;9) se verifica

9(¿) = g,(¿) + 92(6) (1.1;52)

para cada g e E, donde gl(g) e NE y 92(g) e N51. Entonces podemos
definir funciones g¡(¿) y 94:) (e L1(c“)) que verifiquen (1.1;52).

Sabemos que gl(g) f 0 para todo a e E; por 10 tanto,

g (a) = lim g,(z) . p.p. en IEI = 1 .
l IzI-H

donde g,(2) a 0 (z e D) y 9,(z) e H2(C"). Luego 9,(a) f 0 p.p.
en Igl = l°

Pongamos

F(a)_gl(:) dsf 9;(¿) . (1.1;53)

Como91(5) e NE, para cada g e E, de la definición de NE resulta

F(€) g,(¿) = 9;(¿) = o . a e E . (1,1;54)

Teniendo en cuenta que F(E) es limite en casi todo punto de]
contorno de una función matricial de caracteristica acotada en D,
concluimos que

g;(€) = lim g;(z) . p.p. en ISI = 1.|2|+l

donde g:(z) es una función cuyos elementos son de caracteristica
acotada en D y, por consiguiente, está definida por sus va10res
de contorno en un conjunto de medida positiva. En virtud de
(1.1;54) obtenemos

g;(¿) = o . p.p. en IEI = 1 . (1,1;55)

De 1a definición (1,1;53) y de (1,1;55) resuïta
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F(¿) glu) = 0. p.p. en ¡al = 1 .

Es decir,que gl(g) e N (C L:(C")). Entonces
zII

<g(e:). g (¿)> = 21-! <g(e“). g (e“)> dt
l L2(cn) ]'[ o ¡

zII

1 J
= —— Hg (e

21'! o l

La expresión anterior contradice (1.1;51). Debeverificarse,

entonces, 91(¿) = 0. p.p° en Igl = l y g(€) e NEl para casi todo
punto de] contorno.

Queda. así, demostrado e] Lema 1-11.
En forma similar demostramos e]

)Ilzdt ¡e o°

Lema 1-12

Higótesis.
q 2 n

g'(€) e Nl (C L+(C )) .

Tesis.

Para cada E donde F'(E) está definida. g'(€) e Nél a

1,2 - Teorema 1-1 ¿Ieorgma Fundamentai)

Higótesis,

S(z) e SH .

Tesis°

Existe una representación de S(¿) de 1a forma

51(5) 0
o (192;1)

o 52H)
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donde ios bloques 51(¿) y 52(g), de orden k y n-k (n-k e dim N ),
respectivamente, satisfacen a las condiciones

Ik - 57(5) Sl(a) > 0 . pop. en lgl = 1 ;

I _k- S;(¿)Sz(¿) = 0 . p.p. en la!

Demostración.
Para todo g de 1a circunferencia unidad donde F(¿) está de

finida resulta, en virtud de ios Lemas 1-4, 1-5. y 1-6

dim NE = dim NÉ = n - k (0 < k < n).

Para cada E fijo ordenaremos en forma decreciente 10s auto

valores 6m(€) de 1a matriz hermitiana F(¿)

1 > 51(5) > 52(5) > 0.... > ¿"(5) > o .

Comodim NE í n-k, teniendo en cuenta 1a ordenación de los
a (g), se verifica (cf. [7), p. 186)

6m(€) = 0 para m = k+l. k+2, ...., n a

Ceusideremos 1a base ortonorma] de C“ formada por los auto

vectorus {o (15)}nde la matriz autoadjunta F(¿), definidos por
m n

(1,1;44), e introduzcamos 1a notación

í/oml(¿)\
o (a)

m2

emm = (m=1.2.....n>

\<{m|(¿)//
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Construyamos la matriz

0,,(5) o,,(¿) °,n(¿)

q31(5) q,22(E) o2n(E;)
U¡(€) = (1,2;2)

onl(¿) on,(¿) °nn(5)

Como1a base {0m(€)}n es ortonormal. resulta
l

hits)" 0 0
o |0,(¿)|’,.. o

u7(¿)ul(z) = Q o ... o = In .

o o ... han)"2
Es decir que, para todo E fijo de la circunferencia. excepto, qui
zá, un conjunto de medida nula. U|(¿) es una matriz unitaria.

De acuerdo con 1a Ordenación de los autovalores. las n-k
üïtimas filas de 1a matriz Ul(E) son los autovectores correspon
dientes a] autovalor cero de F(€).

Construyamos en forma similar 1a matriz

ofl(a) 0;,(z) o:n(¿

o;l(¿) o;z(¿) o;n(s)
U,(z) = . (1.2;3)

o' (a) o' (e) 0' (¿P’
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donde

son 10s autovectores de 1a matriz autoadjunta F'(g), definida por
(1.1;46) en casi todo punto de] contorno. Como, para todo g donde

F'(¿) está definida {o¿(€)}: es base ortonorma] de C“. 1a matriz

U2(¿) es unitaria.

Sabemos que dim NE = dim NÉ = n-k; por consiguiente. podemos
construir U2(g) en forma tal que las n-k últimas fiias sean los
autovectores correspondientes a] autovalor cero de F'(g).

En virtud de los Lemas 1-7 y 1-8, se pueden elegir autofun

ciones {om(€)}“ de F(€) y {0;(€)}ï de F'(5) que pertenezcan a
l

Lí(c"); por lo tanto las funciones matriciales Ul(g) y U2(¿), de
finidas en casi todo punto de] contorno por las fórmulas (1,2;2) y
(1.2;3) verifican. respectivamente,

Ul(¿) = 1im Ul(z), p.p. en ¡gl = 1 ;lz|+l

U2(&:) =|1Iim Uz(z). p.p. en lel = 1;Z ->l

donde U¡(z) y U2(z) son funciones matriciaies holomorfas en D que,
por construcción, satisfacen a las condiciones

IU¡(g)H = 1 , p.p. en Ig| = l ;

HU2(E)H = 1. p.p. en la! =1
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Es decir, que U¡(z) y U2(z) son funciones matriciales interiores
y, por consiguiente, pertenecen a la clase S.

De 1a definición de 1a clase S se concluye que

U.(¿) H’(c") c me").

U2(a) H’(c“) c Mc“).

Podemos identificar e] espacio H2(C") con e] espacio L1(C") (cf.
(1), p. 185). Se verifica, entonces

2 n 2 n

U,(¿) L+(C ) C L+(c ) .

2 n 2 n

Uz(€) L+(C ) C L+(C )

Consideremos una función h(¿) e N (C L:(C")). Para cada E
fijo donde F(;) está definida, e] vector h(€) e N En virtud de]
Lema1-3, se verifica

E.

s(¿) Me) = h'(€) e N¿. (1,2;4)

Expresemos e] vector h(¿) en 1a base {om(¿)}n de autovectores
l

de F(¿) y e] vector h'(€) en la base {44(5)}n de autovectores de
me). '
Pongamos, para cada a fijo donde F(E) y F'(€) están definidas,

me) h(€) di” xm . (1.2;5)

U,(E)h'(¿) “Ef x'm. (1.2;6)

Por construcción de U¡(€) y U,(E), Ias primeras k componentes de
x(€) y x'(€) son nuïas; es decir que. en general. se verifica
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xk+n(¿)
x(¿) = (19237)

xk+2(€)

x110“) = HHH) (1-233)

x¿“(5)

\x¿(€))

Reempïazando (1.2;5) y (1.2;6) en (1.2;4) obtenemos

u,(g) su) u;‘(a) xm = x'm . (1.2;9>
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Introduzcamos 1a notación

S'(5) dïf U2(¿) S(€) u;'(a) “sf

(fije) 5:1(e) s;n(a)\s;¡(¿) s;,(e;) s;n(g)
def
= (1,2;10)

\sn'¡(€) 5;,(5) s;n(e))

Escribamos (1.2;9) en forma matricia]. teniendo en cuenta (1.2;7)
(1.2;8) y (1,2;10); obtenemos

Ks,',(¿) s:2(€) “(sw / 0 \ ( o w
52'¡(E) sz'2(E) s;n(€) ó ó

x¡+¡(E) = x¿+,(a)

XM“) ¡{HM

\sn',(¿) s¿,(¿) su“) Lam / \ me) /

De 1a fórmu1a anterior concluimos que



- 44 _

S:(k+l)(€) 5:(k+2)(€) s;n(¿

S; k l (E) S; k 2 (E) ..°. ; (a)(+) (+) S“ = o. (1,2;11)

s¿(k+l)(g) s;(k+2)(¿) s¿n(e:)

Consideremos, ahora. una función 9(E) e N1. De acuerdo con
1a definición de Ng y en virtud del Lema 1-11, para todo g fijo de
la circunferencia unidad, excepto, quizá, un conjunto de medida

nula, g(€) e Ngl.
En virtud de] Lema 1-3 se verifica

S(¿) 9(¿) = g'(¿) e N¿l . (1.2;12)

De (I,1;9), (1,1;10) y e] Lema1-6, resuïta

dim Nél = dim NEl = k

Expresemos g(€) en 1a base {0m(E)}" de autovectores de F(¿) y
l

.g'(¿) en la base {o¿(¿)}“ de autovectores F'(E). Pongamos
l

me) gm “sf ym . (1.2;14)

u2(a)g'(&:) “Ef y'(&:). (1.2;15)

Teniendo en cuenta 1a definición (1,2;10) y reempïazando (1,2;14)
y (1.2;15) en (1,2;12). obtenemos

S'(¿)y(¿) = y'(+;). (1,2;16)

Por construcción de Ul(€) y U2(E) y en virtud de (1,2;13). 1as
n-k últimas componentes de y(€) e y'(¿) son nulas. Entonces, en
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genera], y(g) e y'(€) tendrán la forma

/ yl(s)\

y,(e:)

ym = me) .

y'(€) =

De (1,2;10), (1,2;16) y las dos fórmulas que preceden concluimos
que

S'(k+¡)¡(g) S'(k+¡)2(¿) °°" s'(k+l)k(E)

sl(k+2)i'(g) S.(I:+2)2(E) s'(k+2)k(E)

(1,2;17)
s¿¡(5) s;2(E) s¿k(€)
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En virtud de (1,2;11) y (1.2;17) podemosescribir

S,(¿) o
S'(¿) = . (1.2;18)

0 52(5)

donde

5:1(5) s;,(5) s;¡(¿

Si“) = s;ï(€) s;,.(s) s,'.:(¿) ’

5;,(5) 5;,(a) 5;,¡(5
(1,2;18bis)

SZk+.)(k+.)(E)SZ¡+.)(k+z)(¿) Shaun“)

sl(k+2)(k+l)(g) SZk+2)(k+2)(€) "°°' sik+z)n(€)
52(5) = .

Sr:(k+l)(€) sn'(k+2)(€) 5:11“)
(1,2;18t6r)

La fórmula (1,2;18) define una función matricial S'(g) en ca
si todo punto del contorno. Para todo g fijo de 1a circunferencia
unidad, excepto, quizá, un conjunto de medida nuïa, se verifican
1as igualdades (1,2;11) y (1,2;17); por consiguiente vaie (1,2;1).

Teniendo en cuenta que S(z). U¡(z) y U2(z) son funciones ma
triciaïes holomorfas y acotadas en D, concluimos que la función
S'(€), es e] limite, en casi todo punto del contorno de una fun
ción matricial S'(z) de caracteristica acotada en D.
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Demostraremos, a continuación, que e] bloque S (g) satisface
2a la condición

Il”k - S:(€) 52(5) = 0 . p.p. en IEI = 1 .

Sea h(¿) e N. Pongamos

s(¿) h(€) dïf h'(€) . p.p. en ¡5| = 1

De 1a fórmula anterior resulta

Ih'(¿)||2 = (h'(¿). h'(¿)> = <S(¿) ME). S(e) h(+;)> =

= <h(€). S*(¿) S(€) h(€)> . P-P. en IEI = 1

(1,2;19)

De 1a definición de N sabemos que S*(€)S(E)h(€) = h(€).
p.p. en IEI = l. Reempiacemosesta igualdad en (1.2;19); obtene
mos

uh'mn2 = uh(¿)l’ . p.p. en ¡al = 1. (1,2;20)

Pongamos

U.(¿)h(¿) dïf x(e) . p.p. en IEI = 1. (1.2;21)

U2(g)h'(¿) dÏf x'(E) . p.p. en |¿I = 1. (1,2;22)

Las funciones matriciales Ul(€) y Uz(¿). definidas en casi to
do punto de] contorno por 1as fórmulas (1.2;2) y (1,2;3) son uni
tarias, p.p. en I€I = 1; por 10 tanto se verifica



_ 43 

uhmn’ = ¡xmü’ . p0p. en ¡al = 1;

lh'(€)"2 = IIx'(e:)u2 . p.p. en |¿I = 1 .

De (1,2;20) y las dos üïtimas fórmulas resuïta

“.(ng = “(gw . p.p. en |¿| = 1. (1.2;23)

En virtud de (1,2;21), (1.2;22) y de la definición de S'(E)
en casi todo punto de] contorno, dada por la fórmula (1,2;10),
concïuimos que

S'(&:) x(€) = x'(E) . p.p. en IEI =1. (1.2;24)

Sabemos, además, de (1,2;18). que

sl(¿) = s'(e) ' . (1.2;25)
UI(E)N

Por 10 tanto, de (1.2;24) y (1.2;25) obtenemos

S'(€) x(€) = S,(E) x(€) . p.p. en IEI =1. (1,2;26)

Entonces. de (1,2;23) y (1,2;26) resuïta

Ix'mn’ = |S,(¿) xml’ = Ix(e)l’ .p.p. en IeI = 1;

y, por consiguiente

"51(5)! = 1 p.p. en lal = 1 .

Es decir, que S¡(E) es unitaria en casi todo punto de 1a circun
ferencia.
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Se demuestra, en forma similar que HSz(€)I < l, p.p. en
la! = 1.

Queda, asi, demostrado el Teorema Fundamental.
Demostraremos a continuación un lema del cual es conclusión

casi inmediata el Teorema 1-z.

Lema 1-13

Higótesis.

i) S(z) e SH

ii) S(z) es una función matricial real; es decir, gïïï = S(z).

Tesis.

Las funciones matriciales U|(E) y U2(E). definidas en casi
todo punto del contorno por las fórmulas (1.1;2) y (1.1;3), res

pectivamente, son limites de funciones Ul(z) y U2(z) (e H2(C“))
que satisfacen a

U (í) = Ul(z) (z e D); (1.2;27)

u (E) = U2(z) (z e D). (1,2;28)

gumostración.

ComoS(z) (e Sn) es real, se verifica

fi = S(¿) . pop. en |¿I=1

Por consiguiente. la función matricial F(g) satisface a

F_(E—)-= F(¿) . p.p. en|g|=1. (1,2;29)

En virtud de (1,1;45) y (1.2;29) obtenemos
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F(¿) om(€) = 6m(E) o (E) . p.p. en le] = 1. (1,2;30)

Para cada g donde está definida, F(€) es una matriz autoad
junta; entonces

6 (E) = 6m(E) . p.p. en ¡el = 1. (1,2;31)m

Reempiacemos (1,2;31) en (1,2;30); obtenemos

F(¿) °m(í) = 6m(E) om(E) . p.p. en Izl = 1. (1,2;32)

De acuerdo con (1,1;45) y (1,2;32) 6m(€) y 6m(É) son, respec
tivamente, soïuciones de las ecuaciones

det (F(€) - 6m(.€) In) = 0 . p.p. en IEI =1;

det (F(€) - 6m(É) In] = 0 . pop. en [El = l.

En virtud de las dos ecuaciones anteriores concluimos que

6m(a) = cm(E) . p.p. en ¡al = 1.

En consecuencia

Fm QT) = amm W. p.p. en IEI = 1.

Consideremos las autofunciones {om(¿)}: y {;;ïgí}:de F(¿)
correspondientes a 105 autgïalgres 6m(€) f 0 (m = l,2....,k).
Para cada m fijo. 0m(E) y 0m(É) son autofunciones correspondien
tes a] mismo autovalor. Teniendo en cuenta que ¡om(g)l =

= "0m(E)" (p.p. en IEI = 1), concluimos que hay dos posibiiidades

para om(€):
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a) 0m(¿) = om(E) . p.p. en la] = l ;

b) ®m(¿) = -om(E) . p.p. en lel = 1 . (1.2;33)

En e] primer caso om(g) es, evidentemente, real. Supongamos
ahora que valga b). Comoom(¿) puede escribirse en 1a forma

om(g) = E a e . a e

entonces

o (E) = E a e .

De las igualdades anteriores y de (1,2;33) resuita

es decir,que ios coeficientes am son imaginarios.
k

Pongamos ahora

°m(¿) sí om(a) = °m(E). p.p. en I€I = l.
def

o;(€) =

iom(¿) si om(e) = - om(E). p.p. en Ial = 1.

(m=l,2,....k) (1,2;34)

Vemos, inmediatamente. que 1as autofunciones o;(¿) de F(¿)
(m=l.2....,k) son reales; es decir, que satisfacen a la fórmula

o;(s) = o;(á) . p.p. en |¿I = 1

Consideremos, ahora, ias autofunciones {wm(€)}:+l y
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{dam('á)}:+1 de F(¿) correspondientes a] autovalor cero.

Sabemos que se verifican ias igualdades

Il o oF(€) °m(€) p.p. en Ial = 1;

F(¿) om(E) = 0 . p.p. en la! = 1 (m=k+1,k+2....,n)

Hay dos posibilidades con respecto a om(g)

a) 0m(€) = 0m(É) . p.p. en I€I = 1 ;

b) °m(€) f 0m(E) . p.p. en IEI = 1

Pongamos

°m(¿) si °m(¿) = om(E) , p.p. en Ial = 1;
def

o;(¿) =

om(¿) + om(E) si om(¿) f om(é). p.p. en Isl = 1°————_
2

(m=k+1,k+2,....,n) (1,2;35)

Es evidente que 0;(¿) = 03(5), p.p. en [gl = l. Por consi
guiente 1a función matricial U¡(¿), construida con las autofuncig
nes 03(g), definidas por las fórmulas (1,2;34) y (I.2;35), satis
face a

U¡(€) = U (É) . p.p° en |¿| = 1. (1.2;36)

Como03(6) e L:(C"), para U¡(€) va1e 1a fórmuia

Ul(¿) = Ilím U¡(z) . p.p. en IEI = 1, (1,2;37).z-H

donde Ul(z) es hoiomorfa y acotada en D; entonces, en virtud de
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(1,2;36) y (1,2;37) resuita (1,2;27).
En forma similar se demuestra 1a fórmula (1.2;28).
Queda, pues, demostrado e] Lema 1-13.
De] Lema que precede resulta inmediatamente el

Teorema 1-2

Si 1a función S(z) (e Sn) es rea], entonces 1a función matri
cia] S'(g), definida por 1a fórmula (1.2;18), es límite en casi
todo punto de] contorno de una función matricial rea].

Este Teorema tiene una aplicación importante en teoria de
circuitos porque suministra un procedimiento de sintesis de ma
trices de scattering, segün veremos más adeiante.
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II - REALIZACION A LA DARLINGTON

II,1. Por realización a la Darlington de una función matricial
S(z) de la clase S entendemos la representación de S(z) como
transformación lineal fraccionaria

S(z) = (a(z)e + S(z))(v(z)e + <S(z))'l . (11.1;1)

donde e e S es matriz constante y la matriz de coeficientes

a(2) S(z)
A(z) =

Y(Z) 6(z)

-In o
es j-interior (donde j = ).

0 I

La ecuación (II,1;1) también puede escribirse en la forma

S(z) a(z) B(z) e [Y(Z)e + ¿(2))-l
= . (11.1;2)

I y(z) 6(z) Inl'l

Arov demostró en (2) que una condición necesaria y suficiente
para que una función matricial S(z) sea realizable a la Darlington,
es que S(z) pertenezca a la clase SH.

Hay tres posibilidades con respecto a S(z):

a) S(z) es una función matricial interior;

b) S(z) no es función matricial interior y det F(g) f 0 en ca
si todo punto del contorno

c) S(z) no es función matricial interior y det F(z) = 0 (z e D).
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A partir de resultados de Arov y teniendo en cuenta la reprg
sentación (1,2;18) demostraremos un teorema cuya utilidad reside
en dos hechos:

1) Arov, para probar que las matrices S(z) e Sn pueden represen
tarse a la Darlington. utiliza tres métodosdistintos, segün se
verifique a), b) o c); en cambio nosotros obtenemos una fórmula
única válida para los tres casos.
2) Este teorema permite estudiar el problema de la multiplicidad
de representaciones a la Darlington no solo en el caso b) (ya de
mostrado por Arov) sino también en el caso c). que Arov no resuelve.

Teorema 2-1

Hipótesis.

S(z) e Sn

Tesis.

La función matricial S‘(E), definida en casi todo punto del conto:
no por la fórmula (1,2;10), puede representarse comotransformación
lineal fraccionaria

S'(€) = [a'(€)e + B'(E)) (v'(¿)e + 6'(¿)]-' . (11,1;3)

donde e e S es matriz constante y la matriz de coeficientes

a'(e:) B'(€)

A'(s) =

Y'(€) 6'(€)

es j-unitaria en casi todo punto del contorno.

Demostración.

La idea de la demostración consiste en:
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1) elegir e de una manera adecuada (fórmula (II,1;4));

2) mostrar, luego, que eligiendo los elementos de 1a matriz de
coeficientes en 1a forma (11,1;5) e] problema está resueïto.

Construjremos 1a representación (11,1;3) con 1a matriz cons
tante

e = (n-k = dim NE), (11,1;4)
n-k

y 1a matriz de coeficientes A'(E) formada por 105 bloques

w*(¿) 0 0 0 Sf(¿) 0 "

“¿ví + u;'(a)+u;'(s) ] +0 0 0 I 0 52(5n-k

slug) o
s‘(¿) =

o Sz(€

w*(¿) 0 0 0

g + J U;'(¿) +U."(e:)0 o I
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o(¿) 0 0 0 S (a) 0 l

6'(¿) = + U,"(¿) +U;'(e:) l ív‘
o o o In” 0 52(5)

o o

+ ¿[un , (II,1;5)
o In_k

donde Ul(¿) y U2(g) son las funciones matriciales definidas en casi
todo punto del contorno por las fórmulas (1,2;2) y (1.2;3), respec
tivamente. y las funciones matriciales 0(¿) Y W(E)satisfacen a

d f
F¡(¿) 5 1k - s:(a)sle) = e*(¿)9(¿). p.p. en ¡5| = 1;

(II,1;6)

F;(¿) dïf 1k - S,(¿)Sf(¿) = W(¿)w*(¿). p.p. en Ial = 1.
(II,1;7)

ComoS(z) e Sn, las funciones matriciales no negativas Fl(g) y
F:(g) son limites en casi todo punto de la circunferencia unidad de
funciones matriciales F¡(z) y F;(z), respectivamente, de caracteris
tica acotada en D. Por consiguiente, el teorema de Matveev asegura
que existen soluciones 0(5) y V(¿) de los problemas de factorización
(II,1;6) y (II,1;7). Estas soluciones están univocamentedetermina
das por las condiciones de normalización G(0) > 0 y W(0) 9 0;
det o(z) y det W(z) son funciones exteriores. Además. o(¿) y 0(g) sa
tisfacen a las fórmulas

0(g) = lim o(z) , p.p. en Igl = 1 ;
Iz|+1

Ha) = Hm Hz) . p.p. en IaI = 1 .
Iz +1

donde G(z) y W(z) son funciones matriciales holomorfas y acotadas
en D.
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Probaremos que se verifica (11,1;3) con e y A'(g) definidas
por (11.1;4) y (II,1;5), respectivamente. En efecto

S'(¿) (una + 6'(¿)) - (a'(¿)e + 6'(¿)) =

s,(e) o 570;) o Me) o o 0‘

0 S (E . 0 521€ 0 0 Ü In_k2

57(5) 0 o o o o

o sgh; o I o I I

ou) o o o s‘ha) o "

+ ] +[ [ufm +U;‘(e:) +
o o o In_k 0 52(5)

0 0 “1*(5) 0 57H) 0 "

+u¡(¿) ]+íu;'(a)+ul"(¿)[ .
o In_k o o 0 32(¿)

0 0 0 o 51(5) 0 o(¿) 0

] - %U2(E)[ +
o In_k n In_k o 52m o o

S,(¿) o “ o o

+ Emu) +U;‘(¿)[ +Uz(¿)%[ =0 52(g) 0 I

S,(€)Sf(€)-Ik 0] í [KUNG 0] [o 0 J [
= + Ü;'(E) +

í o o o o o I



31(5) 0 " o o
-1

+ Ul (g) = 0. p,p. en [el = 1.
0 52(5) n In-k (II,1;8)

Para probar 1a tesis queda por demostrar que 1a función matri
cial A'(€) es j-unitaria; es decir. que satisface a Ja ecuación

A‘*(¿) JA'(€) - J = 0 . p.p. en |¿| 2 1. (11,1;9)

La expresión anterior es equivalente a] siguiente sistema de ecua
ciones para los bloques de A'(g):

a'*(€) a'(€) - Y'*(E) Y'(€) = In . (11.1;106)

c'*(¿) 6'(¿) - B'*(€) e'(¿) = In . (11.1;10b)

a'*(¿) B'(E) - y'*(s) 6'(:) = 0 . (II.1;10c)

en casi todo punto de] contorno.
Probaremos que los bloques de 1a función matricia] A'(g), defl

nidos por (11.1;5). satisfacen a las ecuaciones (11.1;10a).
(II,1;10b) y (II.1;10c).,

a'*(€) a'(€) - Y'*(E) Y'(E) =

= + U,(¿) + U.(:)
v(¿) o s¡(g) o o o

i +o o o 51(5) 0 I

mln

o o í w*(g) o o o

U;‘(¿) Ï ¡í + [U;'(¿) +x 1
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(a) 0 510;) 0 o

{íf 1+fi=<e>+í J [‘
o o o 52m _ o

É

í
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57(5) 0 _, o

] u;'(e)] z + U2(¿) á [0 S’;(¿) o

n-k

0 HE) 0 (2;) 0

MW} if HF ]I s;(¿) o o

o

] n-k 0

Sl(g) o o o *" o o

¡(6) + [ ]‘u,(e¿] [ ] E - %u,<a) [0 52(5) 0 In_k 0 In

w"(€) (1k - S¡(¿)Sf(¿)) v"*(a) o

S,(a) 0 " "¡(5) 0 0

{[Uzhz) +[ ]Ul(e)] +o 52(5) 0 o o

Sim 0 Ma) 0

í [U2(a) + [ U¡(€)] ] +
_ o 52(5) 0 0

(a) 0

0 52m

k

Í ] 17

J}

+
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6'*(¿) 6'(¿) - s'*(¿) B'(€) =

*-|
o(€) 0 o o sl(¿) o

= ] + ] [UIWU+ U;'(5) +o o o I o S (a)

o o ' o(e:) 0 o o

+ ]UI'(5)%}{{ ] +[ ] [UI-WE) +o In_k o o o 1n_k

510;) o " o o

+ u;'(¿> í +%u,(a) [ 0 52(5) o In-k

o(¿) o o o 51(5) o *".

o o o In_k 0 52(¿)

S:(¿) 0 0. 0 S¡(a) 0 o(¿) 0

í ï - Furmií Ji To s;(¿) o I k o 52(5) 0 n

0 0 Sl(g) 0 0 0

+[ ][U,"(¿)+U;'(¿)[ - %u,(s) =o In_ . 0 52(5) 0 Ink

[e*"(€)(lk - 's7(.s)sl(e:))o"(:) o {[ou) o
ï

0 0 0 O
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0

sam

Sl(¿) 0 " 0 0'

[UI-WE)+ U;'(¿) [ +[o 52(5) o In_k

o o o(¿) o S,(¿)

+% ] [uï‘m +U;‘(¿)o In_k o o o

o o " 1k o

+[ =[ ]. pp enIE|=1o I 0 In-k

a'*(E) B'(E) - Y'*(E) 6'(E)

me:1í

+[z mi“

[fm +u;‘(¿)[ 52(5)

o

]+[Uz(€)+o

Ha) 5,

51(5) o

0

Me)

0

51(5)

0

(e) 0

0

o(¿) 0

0 0¿LJ {í

mw
0

WH

]+ í

0

0

] UAH] [52(5)

0

0



_ 53 

S,(¿) o o o o(¿) o o

- %Uf'(¿)}{ +O 0 In_¡¡ 0 0 o In-k

S¡(&:) 0 " o o

U;'(¿) + Uf'(¿) } + % U¡(€) 3 =o sam o ¡“k

s¡(+;) o " o o " o o

=-% Uz<€>+ un] + í +_ o 52(5) o In_k o I“k

0 0 0(¿) 0 S,(+;) 0 "
+% u;'(¿) + U;'(¿) +

o In_k o o o 52(5)

o 0 "

= 0 . p.p. en IEI = 1.

o 1n_k

Queda, así. demostrado el Teorema 2-1.

II,2. Obtendremos, ahora, 1a expresión general de una realización
a 1a Darlington, váïida para los tres casos, a), b) y c), mencio
nados en 11,1.

Consideremos 1a fórmuïa (1,2;10), que relaciona S'(¿) con S(€)
en casi todo punto de] contorno,

S'(¿) = U,(e:) S(¿) Uf'(¿)
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De la expresión anterior resulta inmediatamente

s(¿) = u;'(¿) s'(¿) u¡(¿) , p.p. en Izl = 1. (11,2;1)

Comoconsecuencia de] Teorema 2-1 sabemos que se verifica

s'<¿) = (a'(¿)e + s'(:)) (v'(a)e + a'(a))"

en casi todo punto de] contorno, con bïoques a'(€). B'(¿), Y'(€) y
6'(g) definidos por ias fórmulas (11,1;5) y 1a matriz e dada por
(11,1;4).

De 1a ecuación anterior y (11,2;1) obtenemos

s(;) = u;‘(¿> (a'(¿)e + e'(c))(Y'(a)e + 6'(¿))" ul(a) =

= (u;'(¿>a'(g)e + U;'(¿)B'(s))[Uf'(¿)v'(¿)e + u;‘(a>s'(a))" ,

p.p. en |¿I = l ; (11,2;2)

por consiguiente, 1a expresión (11,2;2) es una transformación Iinea]
fraccionaria de S(g) con matriz constante e (e S) definida por
(11,1;4) y matriz de coeficientes A(E) = U(E) A'(E), donde

def u;'(:) o
U(E) =

0 Uf'(a)

y A‘(E) está formada por Ios bioques (II.1;5).
Sabemosque, por construcción de U(E) y A'(fi), se verifica

A(€) = lim A(z). p.p. en ¡5' = 1, (11,2;3)
I, I+l

donde A(z) = U(z) A'(z) (z e D) (II.2;4)
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es una función matricial de caracteristica acotada en D.
Pasaremos, ahora, a demostrar el

Teorema 2-2

Higótesis.
S(z) e Sn

Tesis.

La transformación lineal fraccionaria

S(z) = (a(z)e + B(Z))(Y(Z)e + ¿S(z))'l . (11.2;5)

con matriz constante e_(e S), definida por (11,1;4) y matriz de
coeficientes A(z), dada por la fórmula (11.2;4). es una realiza
ción a la Darlington de S(z).

Demostración.

Para probar la tesis debemosdemostrar que la matriz de coeficieg
tes A(z) de la transformación lineal fraccionaria (11,2;5) es j-e¿
pansiva en D y toma valores j-unitarios en casi todo punto de la
circunferencia unidad.

Es inmediato ver que A(E) es j-unitaria en casi todo punto del
contorno. En efecto, sabemos que UI(E) y U2(E) son unitarias por
construcción en casi todo punto del contorno; por lo tanto, en
virtud del Teorema 2-1, resulta

A*(¿)JA(5) - j = U*(€) A'*(€) jA'(¿) U(5) - j =

U*(¿) :¡Um - :i = o p.p. en Isl =1

Comola función matricial A(¿) es j-unitaria (p.p. en IEI = 1),
para que A(z) sea j-expansiva (z e D) los bloques a(€), S(E). y(€)
y 6(¿) deben ser, de acuerdo con el Lema Fundamental, limites en
casi todo punto del contorno de funciones matriciales a(z). S(z).
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y(z) y 6(z) que satisfagan a las condiciones (0.2), (0,3), (0,4)
y (0,5) del Lema Fundamental de Arov.

Probaremos que esto se cumple.
La ecuación (11,2;6) es equivaïente a1 sistema

a*(c)a(e:) - v*(¿) v'(¿) = In ; (11.2;7)

6*(¿)6(¿) - B*(¿) B(€) = In , (11.2;8)

Mama - v*(s) am = o . (i1.2;9)

en casi todo punto de] contorno.
De (11,2;9) resulta

y*(¿) = a*(e) a(¿) ¿"'(s) . p.p. en Igl = 1

Reempïazando esta igualdad en (11.2;7) obtenemos

a*(¿) (de) - Mi) ¿"(5) HU) = I . p.p. en Ial = 1.

De 1a fórmula anterior y (0.2) concluimos que

a(€) = a"*(€) . p.p. en ¡El =1;

por consiguiente

M5) 0 s'ha) o 0 o "
a(¿) = U;'(¿) +U¡(.5)+ U¡(s) +

0 0 o 52(5) o In_k

o o *"
1 _

+ í 
0 I
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Ha)

= zur“) í o] + (In + S(¿)] [o o

Ha) 0

+% U;'(¿)[ + (In + S(e:))[o o

w(z) 0

a(z) = {In + {U;'(z)[ ]o 0

NlH
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W(z) 0 0 0

u;'(z) + (In + s(z)) . (11,2;10)
0 0 0 In_k

Veremos que los elementos del primer factor de (11,2;10) son
funciones exteriores y el segundo factor es una función matricial
holomorfa y acotada en D.

Sin restricción de la generalidad podemosadmitir que la uni
dad no es autovalor de - S(z) (cf. (2). p. 1310) para z e D; por
lo tanto, la unidad no es autovalor de

0 0

- (In + s(z))
0 In_k

0 0

Entonces I“ + (In + S(z)]
0 I

es inversible para todo z e D. En virtud del Lema 3-1 de Arov
(cf. (2), p° 1313), los elementos del primer factor de (11,2;10)
son funciones exteriores.

Consideremos el segundo factor del tercer miembro de (11,2;10).
0 O

Es evidente que (In + S(z)] es una función matricial
0 In_k

holomorfa y acotada en D, pues S(z) e S. Debemos probar que el
W(z) 0 i

término U;'(z) es función matricial holomorfa en D.
0 0

Sea b¡(z) una función escalar interior que es comündenominador
de los elementos de la función matricial de caracteristica acota
da U;'(z). Si w°(¿) es una función matricial solución del problema
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de factorización (II,1;7) que satisface a las condiciones de nor
maiización,w(g) dgf w°(¿) b¡(g) también es solución de (11,1;7)
y satisface a las mismas condiciones. La función W(¿) verifica,
además

w(€) = lim w(z) . p.p. en |g| = 1 .
|‘|+l

donde w(z) = wo(z) bl(z) es holomorfa y acotada en D. Entonces,
los elementos de la función matricial

W(z) 0

U"(z)
2

son funciones escaiares de 1a clase No. Conciuimos que a(z) e No.
Consideremos e] blque

d(t:) = ¿"(a =

0(¿) o 0 o S'(¿) 0 "

= uí‘mí + Uí'(€)+“2'(€) }*o o o In_k 0 52(5)

o o "

+ % E =o In_k

o(€) o o o '

= U,(¿) + [In + SND} In +0 0 0 In-k

o o -n

+ á (In + sum} . p.p. en IEI = 1.o I
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Luego

(¡(2) 0 0 0

d(z) = U¡(z) + (In + s(z)) In +
o o o Ind

0 0 -¡

+ % (In + s(z)) (z e D). (11,2;11)
o I

Es evidente que e] primer factor de (11.2;11) es una función
matricial hoiomorfa y acotada en D. Podemos ver fáciimente que
Ios eiementos de] segundo factor son funciones exteriores. Admi
tiendo que 1a unidad no es autovalor de - S(z). la función

o o '

I + % (In + S(z)) resulta inversible y. por 10 tanto,
O I n-k

en virtud de] Lema 3-1 de [2), todos los elementós de] segundo fac
tor de (11,2;11), son funciones de No. Luego. 1a función matriciai
d(z) e No.

Consideremos e] bloque b(z). Sabemos que

b(e;) = su) ¿"(5) . p.p. en Isl = 1.

Teniendo en cuenta (11.2;11). por medio de senciiios cálcuios, ob
tenemos

s¡(e:) o o o o(¿) o
b(¿) = U;'(¿) Uf'(5) In- 7 U¡(¿) +

o sz”) o I o o

o o o o "

+ (In+ Él"+% (In+ 'o I n-k n
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p.p. en |g| = 1. Por lo tanto

51(2) o o o e(z)
b(z) = u"(z) U¡(z) In-á- U,(z) +

0 52(2) 0 I 0 0

MH

0 0 0 0

+ (In+ Sun} il!“ (In + S(z)) =

0 0 o(z) 0 o o

= S(Z) {I -% Ul(z) + (In+ su“ .‘
0 In_k 0 0 0 In

o o 'I

In +% (1.. + S(2)) (z e D). (11,2;12)
o In_k

Se ve inmediatamente que el primer factor de (II,2;12) es una
función matricial holomorfa y acotada en D. Hemosdemostrado más
arriba que los elementos del segundo factor son funciones escalares
exteriores; por consiguiente los elementos de b(z) pertenecen a la
clase No y b(z) e No.

Por último consideremos el bloque

c(¿) = ¿"(U Ha) =

o(¿) o o o o o

={ ulm + (1,,+s<a))}{1n+%O 0 0 I 0 In-k n-k
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" S,(e:) o Ha) o

' (In + WH} “¡(E) E ] +[U,(a) +o 520;) o o

[sim o ][o o °+ U,(z) } -0 52(5)] 0 J o IIn-k

p.p. en IEI = l. (11.2;13)

E1 segundo miembro de (11,2;13) es la suma de dos términos que de
signaremos con 1a siguiente notación:

def Ghz) o o _ o o

am = me) + Iv i‘m} ‘»+% ]"o o o 1 o 1Mn-k

" o o

. [In + sun} á- ] ; p.p. en Ial = 1. (11.2;14)o In_k

o(&:) o o o ) o o

c2(€)dsfíí ]ul(a) +[ (In+s(¿))5{1n+%[ ].o o o In_ ' o 1n_k

" 8:02) o "¿(5) 0

. (In + s(¿)) } u¡(¿) ] + u,(e:) +o 5;”) o o
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51(¿) o o o *"
+ Ul(g) . p.p. en Igl= 1. (11,2;15)

0 82(E) 0 I n

Teníendo en-cuenta que, segün hemos demostrado, d(z) e No. conclui
mos que

cl(z) = d(z) á e No. (11.2;16)

Probaremos que e] término c2(€) es limite en casi todo punto de 1a
ciriunferencia unidad de una función matricial c2(z) (z e D) de 1a
cïase No.

Reempïacemos en (11.2;15) la iguaïdad

o o " í o 0 "

In+ % [In+ s(¿))} = In- ¿In+ % (In+ S(¿))o In_k o In_k

o o

% (In + S(€)] . p.p. en IsI =, l;
o In_k

obtenemos

0(¿) 0 o o s|(¿) 0

c2(€) ={ U¡(¿) + (In+ S(€))} U¡(¿)o o o In_k 0 52(¿)

v(¿) 0 S,(a) 0 o o

á + [U2(5) + U,(¿)] E o o o 52(5) o I
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o(€) 0 0 0 0 0

- {[ ] ul(¿) + [ ] (In+ s(¿))} {In+ % [ ] .o 0 o I o In-k n-k

" o 0 57(5) o

. (In+ s(¿)) á- [ J (In+ s(¿)) Uf'(¿) ]o In_k o s;(¿)

w(g) o 51(5) o o o *"

.íí ] +[m(a)+ JI¿(Ü] ]Ï .o o o 52(5 o In_k

p.p. en IEI = l. (11,2;17)

Introduzcamos 1a siguiente notación:

c2(€) = C,(E) + c4(€) .

donde

def e(€) o o o 57(5) o

c,(e:) = í ]u.(a) + (I..+ sun} U,(e:) .0 0 0 I o s;(¿)

w(¿) o s,(a) -o o -o "

' í ] +[0,(a) + [ ] U,(€)] ] 1 .n o o 52(¿) o I

p.p. en la] = 1 ; (11,2;18)
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def e(¿) 0 0 o o o

c4(¿) = í ]Ul(¿) +[ (1,,+S(¿))}{In+%[ ] o o o In” o In“

_, 0 0 57(5) 0 Ma) 0

o In_k o s;(g) o o

Sl(g) o o o *"

+ [U2(¿) + í ] U¡(E)] [ ] } , p.p. en lil = 1.0 52(5) 0 In_k

(II,2;19)

Consideremos e] término c4(¿).

o o STR) 0 He) 0

cJ¿)= Ma) % U;W¿)[ ]í ] +[UJ¿)+o In_ 0 S;(:) 0 0

*-¡
sin) o o o

+ \ ] “¡(¿J [ ] í . p.p. en Ig] = 1.0 52(5) 0 In'k
(11,2;20)

Sabemos que d(g) = lim d(z). p.p. en Igl = 1, donde d(z) e No;
|= |+l

debemos demostrar que e] factor

o o SHE) 0 Ma) 0

É [ ] (1..+sm) U."(€)[ ] {Um +o 1 o s;(¿) o on-k



/
51(5) 0 o o *"

+ [ U,(5) (11,2;21)0 52(a) 0 In -k

es límite en'casi todo punto de] contorno de una función matricia]
de 1a cïase Noo

Por medio de sencillos cáïculos e] factor dado por 1a fórmula
(11,2;21) resulta igua] a

0 0 Sf(€) o

% U;‘(¿) + uf'(a) - U;‘(¿) 1n —
0 In- 0 sw;

S.(a)Sf(¿) 0 w(¿) 0 51(5) o

_ } + u2(a) + Ul(a)o In_k o o o 52(5)

o o ï *"
o In_k

o o w*(¿) o 57(5) o

= á í U;'(a) + U;'(¿) +
o 1n_k o o _ o s;(¿)

o o " 0 o w(¿)

+ } u;'(a) =o I o I o o
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o o W(¿) o

= % In - U;'(€) . p.p en IEI = 1.
o In_k o o (11,2;22)

Luego

0 0 W(z) 0
1 

c4(z) = d(z) ï In - U2'(z) (z e D)°
o In_k o o

Habíamos visto que podíamos elegir W(z) = bl(z) wo(z) (z e D), donde
b¡(z) es una función escalar interior, comündenominador de 10s ele
mentos de u;l(z) y Wo(z) es solución de] probïema de factorización
(11,1;7). Concluímos entonces que 1a función matricia]

W(z) 0
-¡

U, (z)

es hoïomorfa y acotada en D; por 10 tanto

c4(z) e No . (11,2;24)

Consideremos e] término c3(€), definido por la fórmula (II,2;18).
Por medio de sencillos cáïculos obtenemos ‘

o(¿) 0 S:(:) 0 w(¿) S.(¿)

c,(a) = { + u2(:)+ ulmo o o s;(g o o 52(¿)

o o "* ’o o Sf(g) o

E + l (In+ S(¿)) U;‘(¿)o In_k o In_k o s;(g)
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wm o s,(e:) o o o
+ U2(€) + U,(¿) .

o o - o 52(a) o In_k

p.p. en Ial = 1. (11,2;25)

Consideremos e] primer término de (11,2;25)

0(¿) 0 S.<:) 0 v*(a) o o o
+ U;'(¿)+UI'(:).

o o o 52(¿) o o n In_k

57(a) o " o(¿)Sf(¿)w*"(¿) 0

o s;(¿) o o

(11.2;26)
p.p. en I€I = 1.

La función matricia] definida por (11.2;26) es 1ïmite en casi todo
punto de] contorno de 1a función

o<z)sr(%)w*" G) o
z z (z e D).

0 0

de caracteristica acotada en D. Sea b2(z) una función escaïar
interior que es común denominador de Sf(%) W*'l(%). Si 00(5)

z z

es una función matricial soïución de] problema de factorización
(11,1;6) que satisface a 1as condiciones de normalización.
0(€) = b2(E) 00(5) también es solución de (II)1;6) y Satisface
a 1as mismas condiciones.
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0(¿) verifica, además

u(g) = Iím G(z) , p.p. en IEI = 1 .Iz +1

donde 0(z) es hoïomorfa y acotada en D. Entonces o(z)Sf(%)W*'l(%)
z z

es de 1a clase No.

Hemosdemostrado más arriba que e] segundo término de (II,2;25)
es límite en casi todo punto de] contorno de una función matricia]
de 1a c1ase No. Por 10 tanto, c3(z) e No.

Concluimos entonces que c(z) e No. Luego, 1a matriz de coe
ficientes A(z), dada por 1a fórmuïa (11,2;4) es j-interior y 1a
transformación linea] fraccionaria (11.2;5) es una reaïízación a
1a Darlington.

Queda, así, demostrado e] Teorema 2-2.
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III - MULTIPLICIDAD DE LAS REALIZACIONES

La realización a la Darlington de una función matricial
S(z) e Sn no es ünica. Tiene importancia, tanto desde el punto
de vista teórico comodesde el punto de vista práctico (sintesis
de un n-puerto de matriz S(z) prefijada). la determinación de
las infinitas soluciones del problema (esto es lo que Cauer llamó,
en el caso de circuitos de matriz de reactancia prefijadas, el
problema de equivalencia (8)).

Arov ha resuelto el problema de la multiplicidad en un caso
particular; nosotros generalizamos el resultado de Arov, obtenieg
do una fórmula válida, también, para el caso c), que Arov no re
suelve. Es nuestra fórmula (HI,2;17), que obtenemos utilizando,
esencialmente, el Teorema Fundamental (Teorema 1-1).

Este es el principal resultado del capitulo III. Comenzamos
demostrando tres lemas preparatorios (lema 3-1; lema 3-2 y lema
3-3), como consecuencia de los cuales y del Teorema Fundamental
llegamos a las fórmulas (III,2;16) y (III,2;17) que resuelven
nuestro problema. Mostramos, luego, que comocaso particular de
estas dos fórmulas se obtiene el resultado de Arov.
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111,1. Sea

S_(z)= (a(z)e + B(z)1[v(z)e + ¿(z))".

a(z) B(z)
A(z) =

v(z) ¿(2)

una realización
A(z).
las matrices

de coenicientes
Como e e S

son hermitianas no negativas.
E1 espacio C

c“ = ker F + kerl F ;

7C" = ker F' + kerl F'

De] Lema 1-3 resulta

e ker F = ker F' ;

e kerl F C kerl F' .

Sea r = dim rg F y Vl y V2 1as matrices unitarias
lizan, respectivamente, F y F'. En virtud de] Teorema
1a matriz

puede descomponerse en la forma (cf.

(III,1;1)

arbitraria de S(z) con matriz constante e y matriz

7)(1)» P.

que díagong
Fundamental,
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e' = V e v (11,1;2)

e' = . (11,1;3)

donde los bloques e de orden r, y e de orden n-r. satisfacen a1’ 2’
1as condiciones

Hell < 1; |92| = 1 ,

Consideremosla transformación linea] fraccionaria

e. = (Gen Eo + Bel)(YEl eo + 5E|)-l ,

donde

0 0
rCo= ;

0 In_r

cuyos e1ementos están definidos por las fórmulas a continuación
consignadas, es j-unitaría:
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F"'/’ o elF'l/z o
del = s Bel = a

0 0 0 0

€TF.-¡/2 0 F-|/2 0
Ye. = 6€. = (III,1;5)

0 0 0 In-r

Pasaremos a demostrar esta aserción.

En virtud de (III.1;2) y teniendo en cuenta que Vl y V2 son
matrices unitarias concluimos que

e = (ae co + 8€)(YE so + 6€)" . (111,1;6)

donde

v" oae Be 2 ae. 8€.
Ue = = o . (III,1;7)-l

Ye dc v1 Yc' 6€'

ComoUE. es j-unitaria 1a matriz Ue también resulta j-unitaria.
De (III,l;1) y (III,1;6) obtenemos

S(z) = (ao(z) eo + Bo(2))(Yo(z) eo + 6.,(z))‘l , (III,1;:’;)

ao(z) 80(2) def
Ao(z) = = A(z) Ue . (III,1;9)

“(2) 60(2)

De] Teorema Fundamentai sabemos que, en casi todo punto de 1a
circunferencia unidad, se verifica
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S'(€) = UAE) S(¿) UI'H) ,

donde S'(g) es e] vaior de contorno de una función matricia] S'(z),
de caracteristica acotada en D, y puede escribirse en 1a forma
(1,2;18).

De 1a fórmuia anterior y (III,1;7) obtenemos

S'(¿) = (a'(¿) eo+ B'(€)](Y'(E) 20+ 6'(¿))" , (III.1;10)

p.p. en |g| = 1, donde
'

a'(¿) s'(¿) U2(¿) 0
A'(¿) = = . A°(+;). (III,1;11)

Y'(€) 6'(¿) 0 U (a)l

pop. en Ig] = 1.

ComoAo(g) es j-unitaria y ias funciones U¡(g) y U2(g) son uni
tarias en casi todo punto de] contorno, conciuimos que

A'*(¿) jA'(E.) - J" = 0 , p.p. en [gl :1; (III,1;12)

10 cua] demuestra e] Lema.

Lema 3-1

Higótesis.

1) S(z) e SH .

2 n

Tesis.

dim ker F = n .
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Demost¿aciónm

Sea r = dim ker F. Admitamos que 1a tesis no se cumple; es
dCLÍF que r f n.

ComoLí(C") = N, teniendo en cuenta (111.1;8) y 1a definición
de H, concluimos que para todo h(g) e L:(C") se verifica

*_ 
F<g)h<g) = (yo<g)e°+ 50(¿)) '(In- eseo)(yo(e)eo+ 50(5)) 'h(€) = o.

p.p. en la] = 1. (III,1;13)

Introduzcamos 1a notación

def _¡
w(¿) = (“(5) eo + 60(¿)) . (111,1;14)

Comor = dim ker F, de (III,1;5) resuita

I - 63 Co = (III,1;15)

Reempïacenus(III,1;14) y (III,1;15) en (111,1;13); obtenemos

F(¿)h(¿) = w*(r;) w(e:)h(e) = o. p.p.. en la] = 1.

De 1a hipótesis 2) y de 1a definición de N sabemos que para

todo h(€) e Lí(C"), S(E)h(€) f 0, p.p. en IEI = l; por 10 tanto
está definida en casi todo punto de] contorno.
Consideremos una función h(€) e L:(Cn) de 1a forma

Vw(€
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hu) = hr“)

Sabemos que

(Yo(¿)eo+ 60(€)) h(¿) = h'(¿) f 0, p.p. en le] = 1. (III,1;17)

Como Yo(€)eo+ 60(5) es e] límite, en casi todo punto de 1a cir
cunferencia unidad. de una función matricial de característica acg
tada en D. se verifica

h'(¿) = 11m h'(z) . p.p. en lal = 1 ,
IzI-n

donde h'(z) es una función. que toma valores en C". cuyos eïementos
son funciones escalares de característica acotada en D. Lïamaremos

bl(z) a la función escalar interior que es comündenominador de Ios
e1ementos de h'(z). Entonces

b1(5)h'(e:) e L1 (0");

por consiguiente. de (III,1;17) outenemos

F(¿.)b,(¿)h'(¿) = mg) ' w(¿)bl(¿)h'(a) =
0 0

Il 'l’

= w*(¿)bl(5)h(a) f 0 . p.p. en Ial = 1. (111.1;18)
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La fórmula (III.1;18) contradice 1a h1pótesis 2). Debe veri
ficarse, entonces, dim ker F = n.

Queda, así, demostrado e] Lema 3-1.

Lema 3-2

Higótesís.
1) S(z) e Sn.

2) N1 = Lim")

Tesis.

dim ker F = 0.

Demostración.

Sea r = dim ker F. Admitamos que la tesis no se cumple; es
decir, que r f 0.

Sabemos, por hipótesis, que para todo g(¿) e Lï(c“), g(g) e N1;
por 10 tanto, en virtud de (1,1;1). (111,1;13). (111.1;14) y
(III,1;15), resulta

I 0

F(¿)g(a) = w*(€) w(e)g(¿) f 0, p.p. enlzl =1. (III.1;19)
0 0n_I

De 1a fórmuïa anLerior concluimos que w(:)g(5) f 0. p.p. en|g| = 1,
para todo g(€) e L:(C").

Consideremos una función g(¿) e L:(C“) de la forma

91(6) = (111.1;20)
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Sabemosque la función matricial (y°(¿)co+ 60(5)) está definida
en casi todo punto de la circunferencia unidad; por lo tanto, de
(III,1;19) resulta

(Yo(€)t—o+ 60(¿)) 91(6): 9'(E) r 0. p.p. en Itl = 1. ‘(III.1;21)

Como (Yo(€)eo + 60(E) es limite, en casi todo punto del contorno,
de una función matricial de caracteristica acotada en D, se verifica

9'(€) = lim g'(z). papa en Izl = 1,
Izl+l

donde g'(z) es una función, que toma valores en C". cuyos elementos
son funciones escalares de característica acotada en D. Llamaremos

b2(z) a la función escalar interior que es comúndenominador de tg
dos los elementos de g'(z). Entonces

2 n
b,(¿) 9'(¿) e L+(C ) .

De las fórmulas (III,1;20) y (111.1;21) concluimos que

F(€)b,(¿)g'(¿) = w*(¿) ' w(:)b,(e>g'(s) = o.
0 0

p.p. en IEI = 1o

La igualdad anterior contradice la hipótesis 2). Debeverificarse,
entonces, dim ker F = 0.

Queda, asi, demostrado el Lema 3-2.
Introduzcamos la notación

dim NE = n - k .
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Lama 3-3

Hipótesis.

1) S(z) e Sn .

2) N f fi y N1 f 0 .

dim ker F = n - ko

Demostración.

Introduzcamos 1a notación

def _ 
w'(¿) = (v'(a)e0+ 6‘(¿)) ‘ = wm U.'(¿) . (111.1;22)

pop. en IEI = 1, donde la función matricial Ul(g), definida por la
fórmula (1,2;2) es, por construcción. unitaria en casi todo punto
de] contorno.

De las fórmuias (1,2;10). (111.1;16) y (111.1;22) obtenemos

I 0

(In - S'*(E)S'(E)] X(E) = W'*(€) W'(E)X(E) = 0 .
0 0n_I

p.p, en I€I = l, donde x(g) está definida, en casi todo punto de]
contorno, puv (1,2;5) y se puede escribir, en general. en 1a forma
(1.2;7)°

Como(Y'(€)€o + 6'(E)) y w'(¿) no son funciones matriciales
singulares, debe verificarse, en virtud de (111,1;3)

It- etel 0
w'(€)x(€) = 0. p pu en Igl = l. (111,1;23)



Admitamos que la tesis no se cumple; es decir que r f k, e intro
du¿camos la notación

w;¡(€) w;¿(¿) v;¡(¿) v;2(€)
w'(€) = ; v'(€) = ;

w;l (a) w;, (a) v;. (a) v;, (a)

6:¡(¿) 6;,(5)
6'(¿) = . p.p° en ¡5| = 1. (111,1;24)

6;,(a) 6;2(¿)

donde los bloques y:l(¿) y 6:¡(¿) son de r x k, y;¡(g) y 6;l(¿) de
r x (n-k). Y:,(€) y 6;,(6) de (n-r) x k. 1;,(¿) y 6;,(5) de
(n-r) x (n-k). w:¡(€) de k x r, w:2(¿) de (n-k) x r. w;¡(€) de
k x (n-r) y w;2(E) de (n-k) x (n-r).

De la fórmula (III,1;23) concluimos que el bloque rectangular
w:2(g), de n-k columnas y r filas, satisface a la ecuación

w;,(¿) = 0 . p.pe en IEI = 1.

Calculemos w'(¿), teniendo en cuenta la igualdad anterior,
(III,1;22) y (111,1;24); obtenemos

6;,”(5) o
w'(¿) =

(y;,(a)+6;,(z))"ó;.(¿)6;f'(€) (v;,(c)+ó;,(5))"

p.p. en [el = 1. (III.1;25)
De las fórmulas (1.2;10). (1.2;18), (III,1;4). (111,1;22) y

(III,1;25) resulta '
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Ik- S’;(¿)S|(€) o Ir 0
= w'*(€) w'(€) .

pop. en Igl = 1°

De la ecuación anterior concluimos que

Ik - Sf(E)S¡(€) = 6;:'*(¿)6;í'(¿). pan. en IEI = 1°
(III,1;26)

Podemos aplicar el teorema de Mntveev a la función positiva
Ik- Sf(¿)Sl(¿) (cf. (2), p. 1311); de acuerdo con este teorema
existen funciones matriciales 0(z) de orden k, holomorfas y acota
das en D, tales que det e(z) f 0. que son soluciones de problema
de factorización

1k - Sf(€) S¡(€) = 0*(E) 6(€). P.P. en IEI = 1. (111.1;27)

Dentro del sistema infinito de soluciones está univocamente deter
minada la función matricial 00(2), de orden k, por las condiciones
de normalización 00(0) > 0 y det 00(2) es función exterior. Sabe
mos, además (cf. (9], p. 285; [10), p.304 ) que cualquier solución
del problema de factorización (III.1;27) satisface a la condición

o(€) = vl(¿) 90(5) . p.p. en |¿| = 1, (III,1;27bis)

donde Vl(¿) es una isometria. Para cada g del contorno donde está
definida, Vikt) es una matriz un; iria; por lo tanto debe ser una
matriz cuadrada° Entonces, como 00(5) es función matricial de
orden k, V¡(¿) debe ser también de orden k; por consiguiente, to
da solución de (III,1;27) es función matricial de orden ku

De (III,1;26) y (III,1;27) resulta

6;,(¿) = 0"(¿) . pop. en lel = l.
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Luego 6:1(5) Jebe ser de orden k y, por lo tanto, e] bloque w;¡(E)
también es de orden k; entonces e] bloque w;z(5) que, en virtud de
(111,1;23), es nulo (p.p. en |g| = 1), es de (n-k)xk; por consi
guiente, resulta r = k. Esta concïusión contradice 1a hipótesis
de partiddo Debe verificarse, entonces, 1a tesis dim ker F = n-k.

Queda, asi, demostrado e] Lema 3-3.

III,2° después de demostrar estos tres 1emaspreparatorias, pasa
mos, con su ayuda, a 1a demostración de nuestras dos fórmulas fun
damentales (fórmuïa (III,2;16) y fórmula (III,2;17))°

Introduzcamos la notación

u;,(¿) «1;,(5) 6:1(5) 8:2(E)
a'(e:) = , B'(€) = .

a;l(¿) a;2(e;) e;¡(s) s;2(¿)

Php. en lil =1. (111.2;1)

Consideremos una función h( 3 e No Sabemos, de] Lema 1-3, que
para todo a de 1a circunferencia unidad excepto, quizá. un conjunto
de medida nula, se verifica

S(¿) h(+;) = h'(r:) e N; .

En virtud de (1,2;2), (1.2;3)° (1,2;10) y (III,1;10) obtenemos

S'(a) x(¿) = («'(¿ho + B'(€)) w'(¿) x(a) = x'(¿)
(111.2;2)

p.p. en IEI = 1, donde x(:) y x'(€) están definidas por 1as fórmulas
(1,2;5) y (1.2;6) respectivamente.
Consideremos, ahora, una función g(5) e N1. De] Lema 1-3 sabemos
que, para casi todo punto de] contorno, se verifica

S(&:) 91(5) = g‘(€) e NEl
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De 1as fórmuIas (1,2;10), (1.2;14). (1,2;15) y (III,2;10) resulta

S'(¿)y(+;) = (u'(¿)eo+ B'(E)) w'(¿)y(¿) = y'(s). (111,2;3)

popa en Ig] ='1, donde y(:) e y'(¿) están definidas por las fórmuias
(1,2;14) y (1,2;15) respectivamente°

Teniendo en cuenta (1.2;18), de las fórmuïas (III,2;1),
(III,2;2) y (III.2;3) se concluye que

(a;2(g) + e;2(a))[y;2(¿) + 6;2(¿))" = 52(6). p.p. en ¡5| = 1;
(111.2;4)

6:1(5) s;f‘(e:) = s,(a). p.p. en ¡al =1; (mms)

al',(s) + 3;,(5) =. o . p.p. en [el = 1; (111.2;6)

(a;2(5) + 8;,(€))(Y;,(5) + 6;,(¿))" 6;,(5) a;;‘ (e) 

- e;l(¿) a;l"(¿) = o , A p.p. en |¿| = 1. (111,2;7)

Reemplazando(111,2;4) en (III,2;7) resulta

s;,(¿)_ = sim 6,30;). p0p. en IsI = 1. (111.2;8)

La ecuación matricial (III,1;12) es equivaïente a1 siguiente
sistema de ecuaciones para 105 bloques de A'(E):

a'*(¿) a'(e) -,v'*(€) y'(¿) = In. mp. en |€l =1;

6'*(a) 6'(a) - B'*(€) B'(E) = In. pop. en IEI =1;

a'*(¿) s'(5) - Y'*(¿) 6'(¿) = o . p,p. en [el = 1.
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Desarrolïemos e] sistema

- y;f(¿) y' (a)

u;;(a) a;2(¿) +

2|

- Y;;(€) y;2(a)

(1
l

I f(€) a:2(€) +

- Y;f(€) Y;2(€)

amm 6:1(5) +

\l

‘f(¿)

33(5) 8;,(9

;_,';*(s;) 6;2(t:) +

8;;(5) alma)

¿13(5) +

emm ama)

2|

= I ,

aga) agzm

: 0 ’

ama) aglm

I ,
k

6;:(5) 6;,(5)

6;;*(¿) 6;2(5)

= o ’

Hu) B,',(¿) + a,‘ï‘(¿) e;¡(e;)

mm 6;,(5) = o ,

Y:T(€) Y:¡(E) 

pop. en [5| =

anterior; obtenemos

1;

Y;:(€) y;2(¿) 

p.p° en Ig] =

fifla) y,'2(¿)

popo En |g| =

- 3:7(5) 8:1(5)

popa en |¿| =

33H) sign)

p.pg en Ig] =

el'f(¿) 13:20:)

p.pu en [al =

v,‘f(¿) 6:.(5)

pop. en Igl =

1;

(III,2;9)

(III,2;10)'

(111,2;11)
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:(6) e'2(¿) + a;f(€) 3;,(a) - v:f(¿) 6:2(5) 

' Y¿T(¿) 5;2(€) = 0 a pop" en [al = 1; (111,2;12)

a';(¿) 6:,(¿) + aga) 8;,(e) - mm 5;,(5) 

- Y;;(€) 6;,(E) = u , pop. en lal = 1;

a:;(:) 6;,(E) + a;:(¿) 8;,(g) - y;;(¿) 6:,(a) 

- v;:(¿) 6;,(5) = 0 . pop. en |¿I = 1°

s mando (111,2;10) y (111,2;12) r.suTta

u;7(€) 52(5) = r;,(¿) . p.p. en IEI = 1;

es decir

v;,(¿) = s;(¿) a;l(€) . pop. en |g| = 1 (¡11.2;13)

Reemplacemos(111,2;5), (111,2;8) y (III,2;13) en (III,2;11);
obtenemos

a;r(¿) S¡(:) 6;,(¿) - Y;:(¿) 6;,(a) = 0 . p.p. en Ial = 1;

por 10 tanto resuïta

Y:l(¿) = s;(¿) a:l(€) . p.p. en IEI = 1- (111»2;14)

Consideremos e] probïema de factorización

Ik - S¡(¿)SÏ(E) = v(¿) w*(¿). p.p° en ¡al = 1. (111,2;15)
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uentro de] sistema infinito de soluciones está univocamente deteg
minada la función matricial de orden k wo(2), holomorfa y acotada
en D que satisface a 1a condición det wo(z) i 0, por ias condicig
nes de normalización Wo(0) > 0 y det Wo(z) es función exterior.
Toda solución de (111,2;15) se obtiene por medio de 1a fórmuïa

v(¿) = wo(¿) V2(¿). p.p. en Ial = 1. (III.2;15.bis)

donde V2(¿) es una isometria°
Reemplacemos(III.2;13) en (111,2;9); obtenemos

a;f(¿) a;¡(5) - y;7(¿) v;¡(¿) = Ik. p.pn en Ial = 1.

De1a fórmula anterior,(IIl,1;26), (III,2;14) y (III,2;15) resuita

B:¡(E) = S¡(€) 0"(¿;). p.p. en IEI=13

a;¡(¿) = v"*(¿) . p.p. en Ial = 1;

Y:¡(E) = Sf(€)i’"*(€) . p.p. en IEI = 1.

Teniendo en cuenta que las soïuciones O(E) y W(g) de
(111,1;27) y (111,2;15) se pueden expresar por medio de ias so]!
ciones univocamente determinadas Oo(€) y Wo(¿), respectivamente,
en 1a forma

o(¿) = v¡(¿) 90(5) . p.p. en |¿I = 1,

W(€) = Wo(€) V,(€) . p.p. en IEI = 1.

concluimos que

03'(¿) Vf'(€) . p.p. en IEI = 1.6;l(a)
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B:¡(E) = S.(€)03'(¿)V;'(¿) . pop. en Icl = 1,

a;¡(.;) = v*"(e) V,(¿). p.p. en ISI =1,

Y:;(¿) = 57(5) W*"(€) Vz(¿). p.p. en IE] = 1.

donde Vl(g) y V2(¿) son isometrïas.
Sabemos,de (III,1;25). que se verifica

Y;,(E) + 6:2(E) = 0 . p.p. en Ial = 1.

Finalmente, en virtud de (111,2;6). (III.2;13) y las fórmulas an
teriores concïuimos que A'(z) está dada por 1a expresión

wz"(%)v,(e) «¡,(a> s,<z)o;'(z)v;'(z) - al2(z)
Z

a;¡ (z) 0;: (z) s2(z)ó;l (z) 3;: (z)
A‘(z) =

s:(%)w:"(%)vl(z) y;,(z> o;'(z) v;'(z) - Y¡2m
Z Z

s;(%> y;,(z) y;,(z) 6;,(2) a;2<z)
Z

(z e D). (III,2;16)
y satisface, además. a la condición (III,2;4).

De (III,1;9) y (III,1;11) se concïuye que 1a matriz de coefi
cientes de cuaïquier realización a 1a Darlington de S(z) se escri
be en la forma

uf'(z) o
A(z) = A'(z) Ug‘ (111,2;17)

0 u;l(z)

donde A'(z) está dada por 1a fórmuïa (III,2;16) y UE por 1a fórmuïa
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(III,1;7); y debe satisfacer a 1as hipótesis (0,2), (0.3), (0,4)
y (0,5) del Lema Fundamental de Arov.

La fórmula (111.2;17) es nuestra solución del problema de

1a multiplicidad. Variando ias funciones V¡(z) y V2(z), defini
das por las fórmuias (III,1;27 bis) y (11,2;15 bis), obtenemos
todas 1as rea] 'aciones de S(z). i

Para ser compïetos. no está de más demostrar que nuestra for
mula (111,2;17) contiene a 1a (4.14) de Arov (cf. (2). p° 1318)
como caso particular. Es lo que hacemos a continuación.

Cuando 1a función matricia] F(g), definida por la fórmula
(I,1;5) satisface a la condición F(g) > 0, p.p. en |5| = 1,
dim N = 0; por 10 tanto. 1a fórmula (111,2;16) se reduce a

w:_'(%) S¡(z) eS'(z) V2(z) 0
Z

A'(z) =

s:"(%)w:"(%) e;'(z) a v;'<z)
Z Z

(111.2;18)

Teniendo en cuenta que, como dim N = 0. se verifica

S(s) = U;‘(¿) S¡(¿) U¡(:) . p.p. en lel = 1. (111,2;19)

resulta, en virtud de (111,1;27) y (111.1;15)

In - S*(€)S(¿) = Uf(¿)0:(:)eo(€)U,(E). p.p. en ¡al = 1;

In - S(¿)S*(:) = U;'(¿)vo(s)w:(¿)U,(¿).p.p. en lal = 1.

De 1as expresiones anteriores vemos que las funciones

P(a> dïf eo(a) U¡(¿) . p.p. en lsl = 1,
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def _,
Q(:) = U2 (a) Wo(€) . p.p. en IEI = 1,

son soluciones de los problemas de factorización

In - s*(¿)s(g) = P*(E)P(E) . p.p. en Igl = 1;

In - S(€)S*(€) = Q(E)Q*(€) . p.p. en IEI = 1.

De las fórmulas que preceden. (III.2;17),(III,2;18) y (111,2;19)
concluimos que, en este caso, se verifica

/ Q*"(%) S(z)P"(z) V,(z) 0
Z

A(z) = U

s*(%)o*"(%) P"'(z) o v,"(z)
Z Z

(z e D). (III,2;20)

La fórmula (111,2;20) coincide_con la fórmula (4.14) que obtiene
Arov (cf, (2]. p. 1318) al resolver el problema de multiplicidad
de representaciones a la Darlington de una función matricial
S(z)(e SH) cuando F(€) > 0. p.p. en IEI = 1.
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IV - TRANSFORMACIONES LINEALES FRACCIONARIAS DE FUNCIONES MATRI

CIALES j-EXPANSÏVAS.

Demostraremosen este capituïo tres teoremas para funciones
matriciales j-expansivas a base de Ios cuales se puede resolver e]
problema de la sintesis a 1a Darïington de matrices de transferen
cia de 2n-puertos, a partir de 1a sintesis de multipolos no disi
pativos con doble número de puertos. El sistema buscado se obtiene,
comoveremos en e] parágrafo IV,2, cerrando Ios puertos sobrantes
con cuadripoïos.

IV,1. Consideremos las matrices P = 1/2 (I2
donde

+ J) y o = 1/2 (12" - J)

j = (IV,1;1)

Para una matriz T, de orden 2n, j-expansiva, está definida la
matriz

s = (0T +'P) (PT + Q)" a, . (Iv.1;2)

donde

0 In
J = (1v,1;3)

P

I 0

De 1a fórmuia (IV,1;2) obtenemos

1 — s*s = a (QT + P)*" (1* j T - j) (0T + P)" J .
Zn p P

En virtud de la expresión anterior podemos afirmar que T es
j-expansiva si, y sólo si, 1a matriz S, definida por (IV,1;2) es
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contractiva. La matriz T se expresa. en función de la matriz S,
psr medio de la fórmula

T = (Q - s JP P)" (P - s J, o).

Si T(z) es una función matricial j-expansiva. de orden 2n. de
acuerdo con la fórmula (IV.1;2) 1a función matricial

S(z) = [o T(z) + P) (P T(z) + o)" Jp (Iv.1;4)

es holomorfa y contractiva en D. Sabemos (cf. (2). p. 1303, Lema
2-1), además, que T(z) es de caracteristica acotada en D.

Nos interesarán funciones matriciales G(z) jzn-interiores,
esto es, funciones matriciales G(z) jaa-expansivas (z e D) cuyo va
lor G(¿), en casi todo punto del contorno satisface a la condición

6*(5) j G(e) - J = 0. p.p. en le] = l.in an

donde

.i2 = (IV.1;5)

9,,(2) 9,,(2)
G(z) =

9zl (z) 9,2 (z)

una función matricial. de orden 4n, de caracteristica acotada en D.
En virtud del LemaFundamenta] (cf.(2). p. 1306). citado en
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la Introducción. si G(z) satisface a la condición

G*(z) j,, G(e) - j,, > o. p.p. en ¡el = 1.

y si. además; los bloques

a(z) dsf 9,,(2) 9;;(2) (z e D).

def _,
b(z) = 9,,(2) - 9,,(2) 9,,(2) 9,,(2) (z e D).

c(z) dsf 9;;(2) 9,,(2) (z e D).

def _
d(z) = 9,;(2) (z e D). (IV.1;6)

pertenecen a la clase No. entonces G(z) verifica

G*(z) ji. G(z) - J > 0 (z e D).

0 sea. que el Lema Fundamental nos permite afirmar que si una fun

ción matricial G(z) toma valores jim-unitarios en casi todo punto
del contorno y para sus bloques se cumplen las condiciones (IV.1;6),
la función matricial G(z) es jaa-expansiva (z e D).

El resultado anterior desempeña un papel importante en la de
mostración del

Teorema 4-1

Higótesis.
T(z) es una función matricial, de orden 2n. de la clase Tn y

Cumpleuna de las siguientes condiciones

1) T*(¿) J T(e) - J = 0. p.p. en le! = 1.

2) T*(E) j T(E) - j > 0. p.p. en |¿I = 1.
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donde j está dada por 1a fórmula (IV.l;l).

Tesis.

T(z) se puede representar comouna transformación linea]
fraccionaria

T(z) = (A(z) to + B(z))(C(z) to + D(z))". (IV,1;7)

donde to es una matriz constante j-expansiva de orden 2n. y la
matriz de coeficientes

A(z) B(z)
“(2) =

C(z) D(z)

verifica las condiciones

H*(z) J' H(z) - J' > 0 (z e D);
(IV,1;8)

N*(€) J' H(¿) - J' = 0 . p.p. en IEI = 1.

donde

J O

J' = (IV,1;9)
0 -J

Demostración.

1) Es trivial demostrar la tesis cuandoT(z) es j-interior; es decir,
cuando T(z) satisface a la condición 1) de la hipótesis. En este
caso la realización de T(z) comotransformación lineal fraccionaria
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se obtiene con la matriz constante to= I2n y la matriz de coefi
cientes

T(z) 0
H(z) =

2) Consideremos, ahora, una función matricial T(z) que satisfaga
a la hipótesis 2).

ComoT(z) e TH la función matricial S(z), holomorfa y acotada
en D, relacionada con T(z) por medio de la fórmula (IV,1;4). es de
la clase Sn. Podemos. entonces, aplicar el teorema de Matveev
(cf.[2). p. 1311) a las funciones Ian - S*(¿)S(g) y Izn-S(¿)S*(€).
De acuerdo con este teorema, existen funciones matriciales 0(z)
y w(z), de orden 2n, holomorfas y acotadas en D, tales que
det 0(z) # 0 y det V(z) i 0. que son soluciones de los problemas
de factorización

I - 5*(5) S(c) = e*(¿) e(a) ;Zn

Ha) Wu)I“ - su) s*‘(z)

Dentro del sistema infinito de soluciones están univocamente
determinadas las funciones matriciales 00(2) y W°(z) que satisfa
cen a las condiciones de normalización 00(0) > 0, W°(0) > 0;
det 00(2) y det Wo(z) son funciones exteriores.

Obtendremos la realización (IV,1;7) de T(z) con la matriz
constante j-expansiva

to = 3}: (IV,1;10)
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Introduzcamos ias siguientes designaciones

A(z) = {o + P (T*(%)P + Q)"[T*(%)o + P)} P*"(%) «s o 
Z Z Z

0 I

- L [ + {Q (QT(z) + P](PT(z) + Q)" JP + PJP} o"(z).V5 o 21n

In o

. [ds 0.1p-‘/¿5 ;21n o

B(z) = ía + P (T*(%)P + o)" (T*(%)Q + a} w"(%)[«s p Z Z Z

21 o

- i + '{o(oï(z) + P) (PT(z) + o)" J + PJ } e"(z).
x/S _I o " p

o 21n

.[x/s PJP - —1- í ;x/s o _I

L(z) = {P + Q (T*(%)P + o)" '(T*(-Ï—)Q+ P)} w"*(-Ï-) |:x/5 Q Z Z Z

o I

- L í + {P(QT(z) + P) [PT(z) + Q)" JP + QJP} o"(z).V5 021

In o

.[45 QJp- L ;V5 21“ o

D(z) = {P + o (T*(%)P + Q)" (T*(-Ï-)0 + P)} "1*" é) [JS P Z Z Z
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21 0

- —l- ] + {p(oï<z) + P)(PT(2) + o)ï' J + 0d } O"<Z>«s p p
-In 0

0 21n

[JSPJP _ _L_ ] . (IV,1;11)V5 o -In

Demostraremos a continuación que si T(z) satisface a 1a condi
ción 2) de 1a hipótesis. puede representarse en la forma (IV,1;7),
con 1a matriz de coeficientes N(z) construida con los bloques defi
nidos por 1as fórmulas (IV,1;11). Para ello calcularemos
(A(z)to + B(z))(C(z)t° + D(z))" con to dada por (IV,1;10) y A(z),
B(z), C(z) y D(z) dadas por (IV,1;11), y veremos que el resultado
es T(z). Los cálculos que siguen no ofrecen dificultad aïguna.

A(z)to + B(z) = {o + P(T*<%)P + 0)"(T*(%)Q + P)} w*"(%>
Z Z Z

In In o I I I 21

V5 % + % -.J_ % n n n + n ] +In 51n V5 o 21n In 51n -I o

[In I

- _ QJ n

+ {Q(QT(z) + P)(PT(z) + o) ' .Jp + PJP} o '(z) {us 2” +
In 51n

In o In In o 21n

“5 In o In sg_ o -1n

= {o + P (T*(%)P + o)" (T*(%)Q + P)} w"*(%)
Z Z Z

[ «5/2 In «5/2 In «5/2 InJS/Z In

L --l- ] + {Q(QT(2) + P)o «5 1 “5 o 5 I
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2/ x/s In 2\/51n

. (PT(z) + Q)" Jp + PJP} o"(z) [ ]4/ \/5 In o

{Q [QT(¿) + P](PT(z) + o)" JP + PJP} o"(z)

í J

C(Z)to + D(Z) = {P + Q (T*(%)P + (U-l (T*(-Ï-)Q + PNY-HG)
Z Z Z

«a [g "M H "1 í "1
0

[ E+ {P (QT(z) + P)(PT(z) + Q)" JP + PJP} 0'0

2/ x/S In 2\/5 In

4/ «5 In o

I

[n
In

II 0 I I
l

\/5
51 0 21 In 5I

21“
+

-I

L: si] “’JP]¿F LLÉ][L

+ [Z ZM

o)" (T*(%)Q+ P)}w"*(-Ï-) {VSZ Z

Jí :H
{P + Q [T*(%)P +

Z

n]+
I 0I II 21n

. [ 1 I 0I SI
n SI -In

+

¡(2).

M
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QJ

+ {P [QT(z) + P)(PT(z) + Q)" Jp + QJP} o"(z) í «5 [ 2”
I I I o I I o 21

I'I n n n n n

+ PJ --l— [i + 7 7
o -In J

' P

In 51n V5 21n o In 51n j

2/ JS In 2 JS In

{P(QT(z) + P)(PT(z) + Q)"Jp + QJP} e“(z)
4/ «5 In o

Teniendo en cuenta los cáicuios anteriores concluimos que

(A(z)to + B(z))(c(z)to + D(z))'l = {Q(QT(z) + P)[PT(2) + Q]"JP+PJP}

{P (QT(z) + P)(PT(z) + oi" J, + oa, }" = T(z).

Mostraremos que 1a matriz N(z) construida con ios bloques
(IV.1;11) satisface a las condiciones (IV.1;8).

Introduzcamos 1a matriz

Q PJdef P
R = . (IV,1;12)

P QJ
P

que es unitaria por construcción, y la función matriciai

h (z) hl2(z)
H(z) =

h (z) h22(2)2|

formada por 105 bioques

hl¡(z) =-J5 w*"(%) I
Z

2n —-l—(QT(z) + P)(PT(z) + o)" a e"(z)
ds P
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In 21n

21 -In

In 21n

hn<z> = - i w*"(%> ws (om) + mmz) + ora .
V5 z 21 _I p

G'l(z) I2 ;n

h,,(z) = «5 ap (T*(%)P + o)" (T*(%)o + P) w*"(%) I - i
z z z 2" V5

In 21n
O'l(z) ;

21n —In

1n 21

h“(z) = - L JP (T*(%)P + o)"(T*(%)o + P) w*"(%) +
V5 z z z 21 _I

+ «5 e"(z)1“ . (IV,1;13)

Es fáci] comprobar que 1a matriz R satisface a 1a iguaidad

R j R* = J' , (IV,1;14)

donde j2n está dada por 1a fórmuia (IV,1;5).

Teniendo en cuenta (IV,1;11) y (IV,1;12), observamos que W(z)
puede escribirse en 1a forma

N(z) = R H(z) R* .

De 1a igualdad que precede, conjuntamente con (IV,1;13), concluimos
que
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N*(z) J'w(z) - J' = R (H*(z) Jzn H(z) - 12“) R*.

La reïación anterior nos permite afirmar que H(z) es J'—expag
siva (unitaria) si y sólo si 1a función matricia] H(z) es j2 -expag
síva (unitaria).

Multipïiquemos 1a función matricia]

H*(z) iz“ H(z) - jzn

a 1a izquierda y a la derecha por la matriz autoadjunta

4/5 In o — In L1)
V VS

o V5.1" 7-1“ L In
tl = . v5 V5 , (IV.1;15)

L In L In «s I o
V5 JS “

—2—In -1— In o «5 I\V5 JS /

e introduzcamos 1a función

9.!(2) 9,,(2)
G(z) = = tl H(z) tl .

9,,(2) 92,(z)

Por medio de un senciïlo cáïculo obtenemos

gun) = Wué) ;
z

9,,(2) = [QT(2) + P)(PT(2) + Q)" 0"(z) ;

“21(2) = (“GW + 0)"(T*(-Ï-)o + P) w'é) ;
Z z z

0"(z)
(.0

¡o H
A N v

¡l
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Teniendo En cuenta que tl satisface, por construcción, a la
igualdad

concluimos inmediatamente que se verifica

tl (H*(z)j2nH(z)- j“) tl = 6*(z)j“G(Z) - j“ .

Por lo tanto, para comprobar que W(z) satisface a las condiciones

(IV,1;8), basta mostrar que G(z) es una función matricial jzn-inte
rior.

Un sencillo cálculo nos permite ver que la función matricial
G(z) toma valores jzn-unitarios en casi todo punto del contorno, Tg
niendo en cuenta. además. que en (2) se demuestra que los bloques
(IV,1;6), definidos a partir de los bloques de G(z) son de la clase

No. concluimos, a base del LemaFundamental. que G(z) es jaa-interior;
por consiguiente w(z) satisface a las condiciones (IV,1;8).

Queda, pues, demostrado el Teorema 4-1.

ComoT(z) e Tn, entonces T*(a) es el limite en casi todo punto
del contorno de la función matricial T*(%). de caracteristica acotg

z
da en D. Por lo tanto. la función matricial T*(g) j T(g) - j es el
limite (p.p. en |¿| = 1) de la función matricial T*(%) j T(z) - j,

z
de caracteristica acotada en D.

Para la función escalar det (T*(%)j T(z) - j]. de caracteris
z

tica acotada en D. hay tres posibilidades:

1) dEt (Ï*(€) j T(E) ' J) = 0 . p.p. en IEI = 1, y T(z) es función
matricial J-interior.

2) det (T*(€) j T(g) - j) f 0 . p.p. en lg| = l. De esta hipótesis
resulta que T*(g) j T(E) - j > 0. P-P- en IEI = 1'

3) det (T*(%) j T(z) - j) = 0 (z e D) y T(z) no es función matri
z

cial J-interior.
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HL os demostrado el Teorema 4-1 en los casos 1) y 2). Es
ütil señalar que si pudiéramos probar un teorema análogo al 4-1
para el caso 3) podriamos afirmar que es condición suficiente pa
ra representar una función matricial T(z) j-expansiva en la forma
(IV,1;7), que la función T(z) pertenezca a la clase Tn (este es
un problema que queda abierto).

Teorema 4-2

Hipótests.
La función matricial T(z). de orden Zn. puede escribirse en

la forma

T(z) = (A(z) to + B(z))(C(z) to + nm)" , (1v.1;15)

donde to es una matriz constante j-expansiva y la matriz de coefi
cientes

A(z) B(z)
H(z) =

C(z) D(z)

verifica las condiciones

w*(z) J'H(z) - J' > 0 (z e D) ;

H*(¿) J'H(¿) - J‘ = 0 , p.p. en [5| = l.

Tesis.
U o

Demostración.

En virtud de (IV.1;16) podemosesrribir
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T(z) A(z) B(z)_ to (c(z) t°+ D(z))"

I C(z) D(z) Izn zn

De 1a expresión anterior obtenemos

to * A(z) B(z) * j 0 A(z) B(z)

(C(z)to+ 13(2))*'l
I n C(z) D(z) 0 -j C(z) D(z)2

to
[C(z)to+ D(z))“ = T*(z) j T(z) - J (z e o). (Iv,1;17)

Sabemos. por hipótesis. que H(z) es J’-expansiva (z e D); por
lo tanto. de (IV.1;17). concluimos que

T*(z) J T(z) - J > (c(z)to+ D(z))*"(t: Jto- J)(C(Z)to+ D(z))"

(z e D). (IV.1;18)

Comoto es j-expansiva por hipótesis resulta, entonces.

T*(Z) j T(Z) - j > 0 (z e D).

Mostraremos, ahora, que T(z) e Tn.
Sabemos. por hipótesis. que 1a función matricial J'-expansiva

w(z) verifica la condición H*(€) J' N(¿) = J'. p.p. en |¿I = l.
Por consiguiente. la función matricia]

ü(z) = J' u*"(%) J' ,
Z
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definida en Izl > 1 de acuerdo con el principio de simetria tiene
caracteristica acotada en IzI > 1, y sus valores de contorno

Wa) = lim ¡T(z) , p.p. en IEI =1.Izlil
coinciden, en casi todo punto. con los valores de contorno H(€) de
w(z). Por lo tanto, la función matricial T(z). que admite una re
presentación (IV,1;16). tiene la propiedad adicional de que sus va
lores de contorno son, simultáneamente, valores limites de una fun
ción matricial de caracteristica acotada en lzl > 1. 0 sea. que
T(z) e Tn.

Queda, asi, demostrado el Teorema 4-2.

Teorema 4-3

Hipótesiso

T(z) e Tn es función matricial real y cumple una de las siguientes.
condiciones:

1) T*(¿) .Í T(E) - j = o. p.p. en ¡el = 1;

2) T*(€) J T(E) - J > 0 . p.p. en IEI = l.

Tesis.

La matriz de coeficientes N(z) de la transformación lineal
fraccionaria (IV.1;7) es real; es decir que N(z) verifica

“(5) = “(2).

Demostración.

1) La demostración es inmediata cuando T(z) satisface a la hipó
tesis l). En este caso, la matriz de coeficientes propuesta en el
Teorema 4-1 es
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T(z) 0
w(z) =

0 IZn

ComoT(i) es real por hipótesis w(2) es. evidentemente, real.

2) Admitamos ahora que T(z) verifica la hipótesis 2). ComoT(z)
es real, también es real la función matricial S(z). relacionada con
T(z) por medio de la fórmula (IV,1;4). Por lo tanto, junto con 0(z)
y T(z) son soluciones de los problemas de factorización Izn-S*(E)S(¿)

y IZH-S(g)S*(¿) las funciones matriciales 0(í) y T(í) (cf.[2),
p. 1322). Estas soluciones satisfacen a las condiciones de normali

zación 0(0) > 0, T(O) > 0; det 0(í) y det T(E) son funciones exte
riores. Entonces, debido a la unicidad de las soluciones, resulta

o(z) = o(í) y W(z) = T(ïl (z e D). Por consiguiente, es real la
matriz de coeficientes H(z) de la transformación lineal fracciona
ria (IV.1;7). cuyos bloques están dados por las fórmulas (IV,1;11);

Queda. pues, demostrado el Teorema 4-3.

Llamaremosrealizaciones reales de una función matricial T(z)
j-expansiva las transformaciones lineales fraccionarias con matri
ces constantes j-expansivas reales y matrices de coeficientes
realeso

El Teorema 4-3 nos permite afirmar que para una función matri
cial T(z) que verifique las hipótesis del Teorema 4-1 siempre existe
una realización real.

IV.2. Nos ocuparemos. a continuación. delproblema de la sintesis
de matrices de transferencia de 2n-puertos en relación con los
teoremas demostrados en el parágrafo IV,1. Nuestro tratamiento es
análogo al de Efimov y Potapov [11) para matrices de cadena.
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Es üti] recordar que 1a matriz de transferencia de un 2n-puert0
pasivo es una función matricia] T(p), de orden 2n, j-expansiva rea]
en e] semipïano abierto de 1a derecha (Re p > o). Si e] sistema es
no disipativo T(p) satisface a 1a condición adiciona]
T*(P) J T(P) - j = 0 en Re p = 0.

Consignaremos, para ser más claros, 1a relación que establece
1a matriz de transferencia T(p) entre 1as variables de entrada y de
saiida de un 2n-puerto. segün la convención usada para e] sentido
de ias corrientes°

Consideremos e] 2n-puerto

Vl Vn+l

fig. 1

V2 Vn +2

c NW a
1" 12“—-—>—-—- r-—€—-—

vn v2n

donde ii y vi (i = 1,2,.....2n) designan, respectivamente, las
corrientes y 1as tensiones.

Introduzcamos 1a notación

V1 Vn+1 1| n+l

vl = , v2 = ; Il = z , Iz = .

Vn V2n In 11n

De acuerdo con e] sentido de 1as corrientes, 1a matriz de transfe
rencia
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t“(p) t,,(p
T(p) =

t2¡(p) t,,(p)

del sistema de la figura l se define por medio de la siguiente f6;
mula

vl - Il t¡[(p) t;l2(p) v2 +12
= (Ivozïl)

v] +11 t21(p) t23(p) v1 - 11

Consideremos e] 4n-puerto

1| 12II+I_-'—1 ————-——
V1 V1. +|

12H!

v3.

í'3 +1 f1n g. 2

v3n+l

ian
r——————

v4.

Introduzcamos las notacíones
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v1 vn+l v2n+| v3n+l

VI = . , V2 = E ’ V3 = E ’ v. = E ’

V“ v2“ van v4n

1| n+l 12n+l lan-H

In = : ' I: = : ' Ia = : ' ¡4 = :

1h 12h ian 14"

Llamaremos H(p) 1a matriz de transferencia de] 4n-puerto. De
acuerdo con la convención usada se verifica

Vl - Il V3 + I3

V2 '12 = H(p) V4 J' ¡4 (IV.2;2)

vl + Il va - I3

v, + Iz v4 - I.

zl e n (i = 1.....n) son, reSpectivamente. las impedancias y admitancias de
los n cuadripolos.
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Cerrando los 2n-puertos de salida con n cuadripolos, como se mues
tra en la figura 3, obtenemos un 2n-puerto para e] cua] 1as varig
bles de entrada y salida son

Vl + I| V2 - I2

Lïamaremos to la matriz de transferencia de los n cuadrípoïos que
conectan de a pares los puertos de salida. Teniendo en cuenta e]
sentido de 1as corrientes vemosque se verifica 1a reïación

= to (IV,2;3)

Multipïiquemos (IV,2;2) por la matriz R. definida por 1a fór
mula (IV,1;12); obtenemos

V1 ' In VJ + Ia

V - I + I

R ’ 2 = R H(p) R*R " ‘ (IV,2;4)
v1 + Il 3 - la

v2 + I2 v4 - 14

Introduzcamos la notación

A Bdef def (p) (p)
H(p) = R H(p) R* = o (IV.2;5)

C(p) D(p)

donde los bloques A(p). B(p), C(p) y D(p) son de orden Zn.
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Calculemos (IV,2;4) teniendo en cuenta (IV,2;5) y 1a defini
ción de R; obtenemos

N

<<<<'

De 1as fórmulas (IV.2;5)

Mp)

C(p)

= [A(p) to + B(p))(C(p) to

Y

3

3

3

U UMp)

<<<<

l
H

(IV,2;6) resulta

I

3 + B(p)
- 1

3

IS

I + D(p)
3

(IV.2;6)

14 . (IV.2;7)
I

4

IC (IV.2;8)
I

en (IV.2;7) y (IV.2;8) obtenemos

(Mp) to + B(p))

(Hp) to + D(p))

4 ; (IV.2;9)
4 14

4 14 (IV.2;10)
4 Ia

'l 2 I'.’
D(p))

2 - I2

(IV,2;11)
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Comparemos(IV.2;11) con (IV.2;1). Concluimos que la función
matricial (A(p) to + B(p))(C(p) to + D(p)]'l es la matriz de trans
ferencia del 2n-puerto que_se obtuvo cerrando de a pares los puer
tos de salida del 4n-puerto de la figura 2 con cuadripolos.

Si el 4n-puerto es no disipativo, su matriz de transferencia
H(p) verifica las condiciones

H*(p) J'zn H(p) - J,n > 0 en Re p > 0 ;

H*(P) J,“ H(P) - J,“ = 0 en Re p = 0 .

donde jZn está dada por la fórmula (IV,1;5)°
En virtud de-las dos fórmulas anteriores. podemosafirmar que,

para sistemas sin pérdidas de energia. la función matricial H(p),
relacionada con H(p) por medio de la fórmula (IV.2;5), satisface a
las siguientes condiciones:

H*(p) R ja“ R*w(p) - R jzn R* > 0 en Re p > 0;
(IV,2;12)

w*(p) R jzn R*w(p) - R j!“ R* = o en Re p = o.

De (IV.1;14) y (IV,2;12) resulta, inmediatamente, que la fun
ción matricial H(p) verifica las condiciones

H*(p) J' H(p) - J' > 0 en Re p > 0 ;
(IV,2;13)

w*(p) J' H(p) - J' = 0 en Re p = 0 .

La función analítica z = %%%transforma conformemente el se
miplano de la derecha en el circulo unidad. Por lo tanto, es inme
diato que teoremas equivalentes a los Teoremas 4-1. 4-2 y 4-3 valen
para funciones matriciales j-expansivas en el semiplano abierto de
la derecha.
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Queda claro, ahora, qoe el Teorema 4-2 nos da una condición
suficiente para que una función matricia] racional T(p) sea 1a
matriz de transferencia de un 2n-puerto.

A base.de Ios Teoremas 4-1 y 4-3 podemos afirmar que existe
una reaiización rea] para la matriz de transferencia de un 2n-pueg
to que verifique ias hipótesis 1) o 2). A partir de este resuïtado
obtenemos un método de sintesis de 2n-puertos con matrices de trans
ferencia prefijadas. Consiste en cerrar de a pares con n cuadripg
10s (de matriz de transferencia conocida) los puertos de saïida de
un 4n-puerto no disipativo. En efecto, según vimos en e] parágrafo
IV,2. la matriz constante de 1a transformación linea] fraccionaria
es 1a matriz de transferencia de] sistema de n cuadripoïos y 1a
matriz de coeficientes N(p) está relacionada por medio de 1a fórmuia
(IV.2;5) con la matriz de transferencia del 4n-puerto no disipativo.
E1 resultado tiene interés ya que existen métodos de sintesis de
2n-puertos no disipativos de matriz de transferencia prefijada
(cf° (12)).
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V - MULTIPLICIDAD DE LAS REALIZACIONES DE UNA FUNCION MATRICIAL

j-EXPANSIVA.

La realización de una función matricial j-expansiva T(z), de
orden Zn. comotransformación lineal fraccionaria. no es ünica.
Tiene importancia la descripción de todas las posibles realizacio
nes, especialmente en el problema de la sintesis de un 2n-puerto
de matriz de transferencia prefijada.

Nosotros hemos logrado obtener una fórmula (cf. fórmula
(V,2;10) que resuelve el problema de la multiplicidad de las reali
zaciones en el caso particular en que la matriz j-expansiva T(z)
verifica la condición

J - j > o, popoen =lo

V,l. Demostraremos un teorema preparatorio. a base del cual obten
dremos. en el parágrafo V.2. las fórmulas (V.2;10) y (V.2;11), que
son los resultados fundamentales de este capitulo.

Sea T(z) una función matricial j-expansiva en D. y S(z) la
función matricial contractiva relacionada con T(z) por medio de la
fórmula (IV.1;4)°

Introduzcamos la notación

s..<z> sum
S(Z) = (V.1;1)

SZI(Z) 522(z)

Teorema 5-1

Hipótesis.
La función matricial T(z). de orden Zn. es de la clase Tn y

verifica la condición

T*(s) j T(¿) - j > o, p.p. en lEI = 1. (v,1;2)
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Tesis,

La matriz de coeficientes

Tll(z) T12(z)
Tl(z) dsf

T (z) T¡,(z)2|

de 1a transformación lineal fraccionaria

S(z) = (Tll(Z)Eo + T'2(Z))[T21(Z)€o + T“(z))'l .

con co = Oz“. de la función matricial S(z). relacionada con T(z)
por medio de la fórmula (IV,1;4). verifica

Tl(z) =' R H(z) R* tI' (z e D) , (v.1;3)

donde H(z) es 1a matriz de coeficientes de la transformación Iineaï
fraccionaria (IV.1;7) de T(z) y las matrices R y tl están definí
das por las fórmulas (IV.1;12) y (IV.1;15) respectivamente.

Demostración°

Sea

T(z) = (A(z) to + B(z)) (c(z) to + D(z))" ,

donde

a (z) a¡¡(z) b (z) b (zll
Mz) = ; B(Z) =

a (z) a22(z) b (z) b (z)2|
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Entonces

def t1|(z) t¡2(z)
T(z) = =

t2¡(z) t¡1(z)

Ï (a11(z)+a12(z)) +.b11(z) % (all(z)+salz(z)) + bnz(z

[ :1(a2l(z)+5a22(z)) + b22(z
Mon-I

%(a21(z)+a12(z)) + b21(z)

-1
MH

f [c“(z)+c”(z)] + d“(z) (c”(z)+5c”(z)) + d”(z J(c2|(z)+5c21(z)) + d22(z
(sap

% (C21(z)+czz(z)) + d2|(z)

Ca1cu1emos 1a matriz Tl(z) dada por 1a fórmula (V,1;3); obtenemos

0 P A(z) B(z) Q PJp
T¡(z) =

QJp PJp C(z) B(z) P QJp

«51 o -1-I ¿In «su «su
o «51 ¿I -—1—I

l ll V511
2

¿I -2—I «51n o«5" «5"
3-1 —11 o «51
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Por medio de un sencillo cálculo obtenemos los bloques de 1a ma

I

0

triz T¡(z):

In

T,,(z) = {(0A(z)+ Pc(z))o + (08(2) + Nanni; [ o

In

+ {(QMz) + PC(z))PJ,+ (08(2) + PD(z))QJ }¿
" 2\/5 21

III

T,,(z) = {(OMz) + Pc(z))o + (03(2) + 90(2))“ _1_
245 21

III

+ {(QA(z) + PC(z))PJp+ (03(2) + PD(z))QJp}‘/75
o

T¡,(z) = {(QJ,A(2) + PJ,C(z))0 + (OJPB(2) + PJpD(z)]P}‘¿2“í [n

+ {[QJPA(2) + PJPC(z))PJp + (QJPB(z) + PJPD(z))QJp} 2-3-5

(0JpB(z)+PJpD(z))P}¿T22(z) = {(QJPA(z)+PJpC(z))Q + ads
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I 0

+ {tQJpA<z>+w,c<znw,+ toJ,B<z>+w,o<znoJ,}“ï‘5[" ]I 0 I

(V0134)

Caïcuïemos ahora 1a matriz S(z) a partir de 1a representación a

1a Darlington con 1a matriz constante e = 02“ y la matriz de coefi
cientes dada por 1a fórmula (V,1;4); obtenemos

S(z) = T¡z(z) T;;(z)

I_ 21“ {2; [1. oS(z) = {Q{A(z) [Q _1_. + pJ’ ] )+245 21“ _l“ o I.

+ B(z) (P ——-— [

In 21n

+ n*{C(z) (Q -—l-—' l

+ B(z) (p __l__ í

,{QJP { A(z) (0-1
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l / I_ 21" J I_ o

+ B(z) (P ——-—-L J + QJ 7; [’ )} +2” 21n -I p o I

In 21n 1_ o

+ PJp {C(z) (O NL- ] + Pinze-S- ) +“5 21n -I o I

I
l Il

5 I

2

21_ 5 I_ o "

+ om (pÑ- 4] + asfá- [O I] m.

Saquemos factor Cnmünde T'¡(z) y T¡¡(z) la matriz

' 5
O l

_¡_ [ ï\/5 l.Í. ' 7‘.

Resuïta (después de cálculos largos pero elementaïes)

+ PJp (C(z) á: +D(z)]}" g

l I

S(z) = {Q (MZ) % L ] + B(z)) 4*l| SII)

In III

P (C(z) % J + B(z))1Iu 51n

III

] + B(z)] +51'1

II

51.]

1

. {on (Mz) ¿v [
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g[%(a,,(z)+a,,(¿)) + b,,(z) ¿(a,,(z)+5a¡,(z)) + b,,(z)]¿(a,,(z)+a,,(z)) + b,,(z) ¿(a,,(z)+5a,,(z)) + b,2(z>

+[%{c,,(z)+c,,(z)) + d,,(z) ¿(c,,(z)+sc,,(z>) + d,,<z>]
P

¿(c,,(z)+c,,(z)) d,,(z) ¿(c,,(z)+sc,,(z)) + d,,<z)

[%(all(z)+a|2(z)) + bll(z) á-(all(z)+5a‘3(z)J + b”(z
QJ +

)%(a2l(z)+azz(z)] + b (z) %(azl(z)+5a21(z)) + b22(z

’l

[%tc..<z>+c.,<zn + d..<z) %(c..<z)+5c.,<zn + cum+ PJ ]Ï =%[c2¡(z)+czz(z)) + d2¡(z) %(czl(z)+5c21(z)) + d12(z)

%(all(z)+a¡2(z)) + b¡¡(z) %(a"(z)+5alz(z)) + b'2(z)

[%(c2l(z)+c22(z)) + d11(z) %(c21(z)+5c22(z)) + d12(z)]

¿(a,,(z)+a,,(z)) + b,,(z> ¿(a,,(z)+5a,,(z)) + b,,(z)

2' [c¡¡(z)+clz(z)) + a (z) %(c¡l(z)+5cl¡(z)) + dlz(z)

Introduzcamos. para abreviar. las siguientes notacíones:



a.(z)

62(2)

63(2)

a4(z)

c¡(z)

c2(z)

C,(z)

64(2)

-1'30 

(amm +
Nlo-I

wz) +
l

Nilo
(wz) +

wz) +I
NlH

(cll(z) +I
¡"qu-a

(cum +|
MH

I
Nh-a

Escribamos Ios bloques de T(z) y S(z):

t.l<z>=

mz) =

t (z) =2|

t22(z)

(a,(z) 

(a2(z) 

(64(2) 

(a4(z) 

(62(2) 

(az(z) 

al(z)c;'(z)c4(z))(c2(z)

a¡(z)c;'(z)cz(z)](c4(z)

a3(z)c;'(z)c4(z))(c2(z)

aa(z)c;'(z)c1(z))(c4(z)

al(z)c:'(z)cz(z))(a.(z)

al(z)a;'(z)a4(z))(c2(z)

+ alz(z)) + bl¡(z) ;

5a¡z(z)) + b'z(z) ;

aman + (“(2) ;

Sa¡2(z)) + b¡2(z) ;

C¡¡(Z)) + d¡¡(z) ;

Sc'z(z)] + d'1(z) ;

c¡¡(z)) + d2¡(z) ;

[czl(z) + 5c2¡(z)) + d22(z) .

c¡(z)c;'(z)c4(z)]" ;

c3(z)c¡"(z)c2(z))'l ;

c¡(Z)C;'(Z)C4(Z))-l ;

c3(z)c;"(z)cz<z))" ;

(V.1;5)

a3(Z)C:'(Z)C2(Z))'l ;

cl(z)a:;"(z)a4(z))"l °
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s (z) = (cam - c,(z)c;'(z)c,(z))(a4(z) - a,<z)c;‘(z)c2(z>)" ;

5,2(2) = (c4(z) - c,(z)a;'(z)a4(z))(cz(z) - c¡(z)a;'(z)a,(z))'l ;

(V,l;¿)

Calcuïemos ahora la matriz T'(z) relacionada con S(z) por medio
de 1a fórmula (IV.1;4); obtenemos

Snz(z)' S||(z)s;:(z)szz(z) s||(z)s;:(z)
T'(z) =

-s;:<z>s,,<z> s;:<z>

Debemosdemostrar que T'(z) = T'(z).

Es inmediato ver que

t,,(z) = 5;:(2) .

tlzáz) = s||(z)s;:(z)

Demostraremosque 5;:(z)s¡2(z) = t2¡(z). Para ello calculemos
5;:(z)szz(z) utilizando 1as expresiones (V,1;6); obtenemos

5;:(z)szz(z) = [a4(z)-a,(z)c¡"(z)c,(z))(C.,(2)-c,(2)c;'(z)c2(z))'l

[c4(z)-C,(z)a;'(z)a4(z)](C,(z)-cl(z)a;'(z)a4(z))"

Sumemosy restemos el término a3(z)c;'(z)c‘(z) en el segundo factor
y e] término c3(z)c;'(z)c2(z) en e] cuarto factor (los cálculos
que siguen son eïementales y aburridos):



- 132 

5;:(z)sïl(z) = -{(a4(z) - a3(z)c;'(2)c4(z)) + (a3(z)c;'(z)c4(z) 

- a,(z)c:'(z)c2(z))} (c4(z) - c3(z)c:'(z)c2(z))"

{[c4(z) - c3(z)c:'(z)c2(z)) + (c3(z)c:‘(z)c2(z)

- c3(z)a;'(z)a4(z))} (c2(z) - cl(z)a;'(z)a4(z))'l =

= (a4(z) - a3(z)c;'(z)c4(z)) (c4(z) - c3(z)c:'(z)c2(z)]'ï

.{(64(z) - c3(z)c:'(z)c2(z)) + C,(z)c:'(z) .

[c2(z)-c¡(2)a;'(z)a4(z))}(c2(z)-c¡(z)a;'(z)a4(z)]" +

+ a3(z)c;'(z) (c4(z) - c3(z)c:'(z)cz(z))

(c4(z)-c3(z)c:'(z)c2(z))"(c4(z)-c3(z)a;‘(z)a4(z)).

(Cz(2) - cl(z)a;'(z)a4(z)) =

= [a4(z)-a3(z)c;'(z)c4(2)){In+[c4(z)-c3(z)c:'(z)c 2(z)).

- c,(z)c:'(z)(c2(z)-cl(z)a;'(z)a.(z))}(c2(z)-c¡(z)a;'kz)a4(z)]" +

+ a,(z)c;'(z)(c4(z)-c3(2)a;'(z)a4(2)) (C__(z)-cl(z)a;'(z)a4(z))'l =

= [a4(z)-aa(z)c;'(z)c4(z)){(c,(z)-cl(z)a;‘(z)a4(z))‘l +

+ [c4(z)-c3(z)c:'(z)C,(Z))-'°3(z)cíl(z)}+aa(z)c;l(z)

o (c (z)-c3(z)a;'(2)a4(z))(cz(z)-cl(z)a;'(z)a4(z)]"
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= («'a\‘,(z)-¡=\,(z)c;'(z)c.(z)]{(c,(z)-cl(z)a;'(z)a‘,(2))'l +

+ {cl(z)c;'(z)(c4(z)-c3(z)c:'(z)c¡(z))}"}+a3(z)c;'(z).

- (c4(z)-c,(z)a;'(z)a,(z))(c2(z)-c,(z)a;'(z)a.(z))" =

= (¿I4(z)-a,(z)c;'(z)C,(z))(c2(z)-C,(z)a;'(z)a4(z))'l 

- (a.(z)-a,(z)c;'(z)c4(z))(C,(z)-C,(z)c;'(z)C.(z))" +

+ a,(z)c"(z) (c4(z) - C,(z)a;'(z)a,(2))

. (c1(z) - cl(z)a;'(z)a.(z))'l =

= (a.(z>-a,(z)c;'(z)c.(zi)(c,(z)-c.(z)c;'(z)c.(z))" +

+ (a.(z)-a3(z)c;'(z)c‘(z)+a3(z)c;'(z)c4(z)-a.(z))

- (C,(z) - C¡(Z)a;l(2)a‘(z))" =

= (a,,(z)-a;,(z)c;'(z)c4(z))(C,(z)-C,(z)c;'(z)C,(z))'l =

= t (z).2|

Para finalizar 1a demostración sólo resta ver que

__ -|t¡¡(z) - s'¡(z) - s¡¡(z)szl(z)szz(z) .

Calculemossl2(z) - s¡l(z)s;:(z)szz(z) utiïizando las expresiones
(V.1;6); obtenemos
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sl,(z) - sl (z)s;:(z)s2 (z) = (a2(z) - a¡(z)a;'(z)a4(z))l 2

[c2(z) - c¡(z)a;'(z)aq(z))" + (a2(z) - al(z)c:’(z)c2(z))

- (a4(z) - ¿13(z)c:'(z)c2(z))’l (a.(z) - a3(z)c;'(z)c4(z))

- (62(2) - c¡(z)c;'(z)c4(z))'l

Saquemosfactor comün(cz(z)- c¡(z)c;'(z)c‘(z))". Resulta

5,1(2) - s¡¡(z)s;:(z)szz(z) = {(a2(z) - a¡(z)a;'(z)a4(z))

(cz(z) - c¡(z)a;'(z)a.(z))" (c¡(z) - c¡(z)c;'(z)C.(z)) +

+ [a2(z) - al(z)c:'(z)cz(z)) (a4(z) - a3(z)c:'(z)c2(z))'l .

(34(2) - a,(z)c;'(z)c4(z))}(c,(z) c¡(z)c;"(z)c4(z))'l .
(V.1;7)

Calcuïemos e] factor que figura entre llaves (lo cua] es fác¡] pero
¡argo y tedioso):

[a,(z) - a¡(z)a;'(z)a4(z)) (cz(z) - cl(z)at;'(z)a4(z)).l

[c2(z) - c¡(z)c;'(z)c4(z)) + (az(z) - al(z)c:'(z)cz(z))

(a4(z) - a3(z)c¡"(z)c2(z))'l (a4(z) - a3(z)c;'(z)c4(z)) =

= {(a,(z) - a¡(z)c;'(z)c4(z)) + (a¡(z)c;'(2)c4(z)-al(z)a;'(z)a4(z))}

Lc2(z)- c¡(z)a;'(z)a4(z))"{(c2(z) - cl(z)a;'(z)a‘(z)] +
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(C,(z)a;'(z)a4(z) - C,(z)c;'(z)c4(z))} + {(a,(z) 

al(z)c;'(z)c4(z)) + (al(z)c;'(z)c4(z) - a¡(z)c;'(z)c2(z))} .

(a4(z) - a,(z)c;'(z)c2(z))'l {(a.(z) - a,(z)cf'(z)c2(z)) +

(a,(z)c;'(z)c,(z) - aJ(z)C;'(Z)c4(z))} =

(32(2) - a¡(2)c;'(4)c4(z)) {(c¡(z) - cl(z)a;‘(z)a.(z))'l

(62(2) - C,(z)a;'(z)a.(z)) + (c2(z) - C,(z)a;'(z)a‘,(z))'l 

(C,(z)a;'(z)a4(z) - c¡(z)c;'(z)c.(z)) + (a.(z) 

«'1¡,(z)c¡"(z)c2(z))'i (a4(z) - a,(z)c;'(z)cz(z)) + (a.(z) 

a,(z)c;'(z)c¿(z))" (a,(z)c;'(z)c,(z) - a,(z)c;'(z)c4(z>)} +

(a,(z)c;'(z)c4(z) - a,(z)a;'(z)a4(z)) {In + (c,(z) 

cl(Z)a;'(Z)a4(Z))-' (cl(z)a;'(z)a4(z> - c;(z)c;'(z)c4(z))} +

(a.(z)c;‘(z)c.(z) - a,<z)c;‘(z)c2<¿>) {In + (a.(z) 

a13(z)cl"(z)c2(z)]'l (a3(z)c;'(z)c2(z) - a3(z)c;'(z)c4(z)) =

(a2(z) - a,(z)c;'(z)c4(z)){ln - (c2(z) —c¡(2)a,"(z)614(z))'l

(cl(z)a;l(z)a4(z) - c¡(z)c;'(z)c4(z)) + I + [a4(z) 

a3(z)c¡"(z)c2(z))'l (a3(z)c:'(z)cz(z) - a3(z)c;'(z)c4(z))} +
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a¡(z)c;'(z) (c4(z) - c,(z)a;'(z)a4(z)] {ln + (c2(z) 

c,(z)<'1;'(z)í=l,‘(z))'l (c¡(z)a;'(z)a4(z) - C,(z)c;'(z)c4(z))} +

al(z)c;'(z) (c4(z) - c3(z)cl"(z)c2(z)){ln + (a4(z) 

«'=\3(z)c¡"(z)cz(z))'l [a,(z)c:‘(z)cz(z) - a3(z)c;'(z)c4(z))} =

(a,(z) - al(z)c;'(z)c4(z)) {21n+ (cz(z) - c¡(z)a;'(z)c'14(z))'l

c¡(z)a;'(z) (a4(2) - a3(z)c;'(z)c4(z)) + (64(2) 

a,(z)cf'(z)c2(z)) (a,(z)c:'(2)C,(2) - a,(z)c;'(z)c4(z))} +

a¡(Z)C;'(Z) {(c4(z) - C,(z)a;'(z)a4(z)) + (c4(z) 

c,(z)a;'(z)a,(z)) (c2(z) - c,<z)a;'(z)a.(z))" (c.(z)a;'(z)a4kz)

cl(z)c;'(z)c4(z)) + (C.(z) - c3(z‘c:'(z)cz(z)) +.(c4(z) 

(z)c3(z)c:'(z)c2(z)) (a.(z) - a3(z)c:'(z)cz(z)]"(a3(z)c:'(z)c2

a,(z)c;'(z)c4(z)J} =

(az(z) - al(z)c;'(z)c‘(z)) {21n+ (a4(z) - a3(z)c¡"(z)c2(z))'l

(a,(z) é a3(z)c;'(z)c4(z)) + (64(2) - 63(z)c;'(z)c2(z))"

(a,(z)cf‘(z)c,(z) - a,(z)c;'(z)C.(z))} + a,(z)c;'(z) {(c4(z) 

c3(z)a;'(z)a4(z)) + (c‘(z) - c3(z)c:'(z)cz(z)] + (c4(z) 
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- C3(z)a;l(z)a4(z)) “¡(2) - cl(z)a;'(z)a‘(z))" cl(z)a3'|(z)

(a,(z) - p,(z)c;‘(z)C,(z)) +( C,(z) - c,(z)c:'(2)cz(z)) (a4(z) 

- a3(z)c:¡(z)cz(z))" (a3(z)c:'(z)cz(z) - a3(z)c;'(z)c‘(z))} =

= (a,(z) - a.(z)c;'(z)c4(z)) {21n- (a,(z)cf'(z)c1(z) - a,(z))

(64(2) - a,(z)c;'(z)C.(z) + a,(z)c;'(z)c4(z) - a,(z)c:'(2)c2(2))} +

+ a,(z)cf'(z) {(c4(z) - c,(z)a;'(z)a.(z)) + (C.(z) 

- C,(z)cf'(z)c1(z)) + [C.(z) - c,(z)a;'(z)a,(z)) (a,(z)cf'(z)cz(z)

- a.(z))'l (a.(z) - a,(z)c:'(z)c,(z) + a,(z)c:'(z)c2(z) 

- a,(z)c;'(z)C.(z)) + (C,(z) - C,(z)c;‘(2)c,(z))(C,(z)a;'(z)a.(z) 

- a,(z))" (c,(z) - c.(z)a;‘(z>a.(z) + c,(z)a;'(z)a.(z) 

- cl(z)c;'(z)c4(z))} =

= (a,(z) - a,(2)c;'(z)c4(z)) + a,(z)cf'(z) (e.(z) 

- c3(z)a;'(z)a4(z) + c4(z) - c3(z)c:'(z)cz(z) + (c.(z) 

- C,(z)a;'(z)a,(z))[ a,(z)c:'(z)c2(z) - a,(z))'l (a4(2) 

- a,(z)cf'(z)C,(z)) + (C.(z) - C,(z)a;'(z)a4(z))(a,(2)cf'(z)c2(z) 
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a4<z))" (63(z)c:'(z)c1(z) - a3(z)c;‘(z)c4(z>) + (c4<z) 
-l

c3<z)c, (z)c,<z)) (c,<z>a;'(z)a4(z) - c2(z))" (c,(z) 

C,(z)a;'(z)a4(z)) + (C4(z) - c3(z)cf'(z)cz(z))

[c¡(z)a;l(z)a4(z) —c2(z))" (cl(z)a;¡(z)a4(z) —

cl (z)c;l (z)c4(z))} =

(a2<z)-a,(z)c;‘(z)c.(z))+ a,(z)c;'<z) {c4(z) - c,(z>a;‘(z)a4<z) +

c4(z) - c3(z)c['(z)c2(z) + c,(z)a;'(z)a4(z) - c.(z) +

c3(z)a;'(z)a4(z) - c4(z) + (C.(z) - c3(z)a;'(z)a4(z))

(a3(z)c;'(z)c2(z) - a4(z))" (a3<z)c;'<z)c,(z) 

a3(z)c;'(z)c4(z)) + (c4(z) - c3(z)cf‘(z)c2(z))(6,(z)a;'(z)a4(z)

c2(z)]-l (c¡(z)a;'(z)a4(z) —c¡(z)c;'(z)c4(z))} =

(a,(z) - a,<z>c;‘(z>c4(z)) + al(z>c;'(z) {(c4(z> 

c3(z)a;'(z)a4(z)) (a3(z)c;'(z)c2(z) - a4(z))"(a3(z)cf'(z)c2(z)

a3(z)c;'(z)c4(z)) + (c4(z) - c3(z)cf'(z)c2(z))(c¡(z)a;'(z)a4(z)

c2<z))" (c,(z)a;'<z)a4(z) - cl(z)c;'(z)c4(z))} =

(62(2) - a,(z)c;'(z)c4(z)) + al(z)c;'(z) {[c4(z) 
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c3(z)a;'(z)a4(z)) (C,(z) - c¡(z)a,"(z)a.(z))'l (62(2) 

C,(z)c;'(z)c4(z)) + (c4(z) - C,(z)cf'(z)c,(z))(C,(z)a;'(z)a4(z)

cz(z)]'l (cl(z)a;'(z)a4(z) - cl(z)c;'(z)c4(z))} =

(a,(2) - d¡(z)c;'(z)n4(z)) + a¡(z)c;'(z)c4(z) (62(2) 

c,(z)a;'(z>a.(z))" (c,(z) - c,(z)c;‘(z)c.(z> 

c,(z>a;'<z)á,(z) + c,(z)c;'(z)c.(z)) - c,<z)a;'<z)a.(z) (c,(z) 

cl(z)¡=l3"(z)al,(z))'l (C,(z) - c,(z)c;'(z)c.(z)) 

c3(z)cf'(z)C,(z) (C,(z)a;'(z)a.(z) - c,(z))"(c¡(z)a;'(z)a4(z) 

C,(z)c;'(z)c4(z)) =

(62(2) - a,(z)c;'(z)c4(z)) + ¿.(2)c;'(z)c4(z) 

al(Z)C;'(Z)C3(Z){a;'(z)a.(z) (c,(z) - C,(Z)a;l(2)a4(z))"c2(2)*

a;'(z)a4(z) (cz(z) - C,(z)a;'(z)a4(z)]'l cl(z)c;'(z)c4(z) +

c:¡(Z)C¡(Z) (C,(z)a;'(z)a,(z) - C,(z)]'l C,(z)a;'(z)a4(z) 

cf'(z)c2(z) (c¡(z)a;'(z)a4(z) - c2(z))'l c¡(z)c;'(z)c4(z)} =

(a¡(z) - a,(z)c;'(z)C.(z)) + a¡(z)c;'(z)cq(z) - a,(z)
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{a;'(z)a4(z) (c2(z) - cl(z)a;'(z)a4(z)) c2(z) + c:'(z)c2(z)

(cl(z)a;'(z)a4(z) - c2(z))'l cl(z)a;'(z)aq(z)

[a;'(z)a4(z) - c:'(z)c2(z)) (cl(z)a;'(z)a4(z) - c2(z))".

C,(z)c;'(z)c4(z)} =

[a2(z) - al(z)c;'(z)c4(z)) + al(z)c;'(z)c4(z) - al(z) .

- {{c;'(z) [cz(z) - cl(z)a;'(z)a4(z)) a;'(z)a3(z)}" +

+ {a;'(z)a3(z)c:'(z) (cl(z)a;'(z)a4(z) - c2(z)) c;'(z)cl(z)}'l 

c:'(z) (c¡(z)a;'(z)a4(2) - cz(z)) (c2(z) - c¡(z)a;'(z)a4(z))“'

c¡(z)a;'(z)a4(z)} =

(a,(z) - a,(z)c;'(z)c4(z)) + a¡(z)c;'(z)c4(z) - a,(z)

. {(a;'(z)a3(z) - c2"(z)cl(z))'l + (c;'(z)cl(z) - a;'(z)a3(z))'l —

c;'(2)c4(z)} =

\(a2(z) - al(z)c;'(z)c4(z)) + al(z)c;'(z)c4(z) - al(z)c;'(z)c4(2¡.

(V,1;8)

De (V.l;7) y (V.l;8) obLenemos
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5,2(2) - S,¡(z)s;:(z)sz,(z) = (62(2) - a,(z)c;'(z)c4(z))ícz(z) 

- C,(z)c3"(z)c4(z))'l

De la fórmula anterior resulta, en virtud de (v,1;5),

5,,(2) - S,,(z) sf;(z) 5,2(2) = t¡,(z) (z e D).

Queda, asi, demostrado el Teorema 5-1.

V,2. UL.¡izando el Teorema 5-1 obtendremos una fórmula que resuel
ve el problema de la multiplicidad de las representaciones de una
función matricial j-expansiva T(z) (e Tn) de orden 2n, que satis
face a la condición (V,1;2).

Seal

T(z) = (A(z) t + B(z))(C(z) t + om)" (v,2;1)

una representación cualquiera de T(z). con matriz constante t,
j-expansiva, y matriz de coeficientes

A(z) B(z)
“(2) = (V,2;2)

C(z) D(z)

que verifica

w*(z) J'w(z) - J' > 0 (z e D);

w*(¿) J'N(:) - J' = 0 . p.p. en |¿| = 1. (v,2;3)
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En virtud de (v,2;1) resuita

T*(E) j T(€) - J = (C(€) t + D(E))*'l {(A(E)t + B(E))* J (A(E)t +

+ B(¿)) - (C(¿)t + D(¿)]* j (C(¿)t + D(¿))}

- (C<¿)t + D(¿))" .

p.p. en ¡al = 1. (V.2;4)

La igualdad (V.2;3) es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones para los bloques de H(z):

A*(€) j A(E) - C*(c) j C(E) = j . p.p. en IEI = 1;

B*(:) i B(E) - 0*(E) j D(¿) = J . p.p. en la] = 1;

A*(s) j B(a) - C*(c) J D(¿) = 0 . p.p. en lel = 1.

(V.2;5)

De las fórmulas (V,2;4) y (V.2;5) obtenemos

T*(¿) j T(¿) - j = (C(¿)t + D(¿))*"(t*Jt - j)(C(¿)t + D(¿))" .

p.p. en [El = 1. (V9236)

ComoT(¿) satisface a la condición (V,1;2), de la fórmuia anterior
concluimos que

t*J't-.i>0;
por Io tanto. 1a matriz j-expansiva t se puede representar comouna
transformación linea] fraccionaria
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t = (unto + un) (uzlto + un)" (v.2;7)

donde t° es 1a matriz j-expansiva constante dada Por la fórmula
(IV,1;10) y_1a matriz de coeficientes

cuyos bïoques consignamosa continuación, es J'-unitaria.

".. = (P(Pt + 0)*"(ot + P)* + o)(P(Pt + 0)*"(ot + P)* - o)"

o 1

(tJt* - j)"/’(\/5 o --l- ] + t(t*jt - j)"/’
‘¡5 o 21

I_ o
(«sad --1— );

p “5 21n o

U., = (P(Pt + o>*"(ot + P)* + o)(P(Pt + Q)*"(ot + P)* - 01"

21“ o
(tjt* -j)"/‘(Js P-¿ )+ t(t*jt -J')"/2

s/5 I 0

o 21n
s/s PJ --1— );

( " s/s



- 144 

u = (0(Pt + 0)*"(ot + P)* + P)(P(Pt + 0)*"(Qt + P)* - 0)"2|

0 In

] ) + (t*jt - j)"’2o 21n

¿n 0
1

.[VSQJp-—[ ] );
“’5 21n o

u 2 =(Q(Pt + Q)*"(ot + P)* + P)(P(Pt + 0)*"(ot + P)* - o)2

.(tjt*-' j)"”(«s o- L [«s

21 o

. (tjt* - J)"/’(J 5 P - -L- [ ] ) + (t*jt - j)"/2V 5 -I o

o 21n
1. 5 PJ - -— V.2;8

0 -I
n

De las fórmuïas (V,2;1) y (V.2;7) resuïta

T(z) = [Ao(z)to + 30(2))(co(z)to + 00(2))“ . (v.2;9)

donde

Ao(Z) 30(2)

wo(z) dïf [ ] = w(z) u‘ . (v,2;10)Co(Z) D0(z)

ComoT(z) satisface a 1a hipótesis de] Teorema 5-1, la matriz
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de coeficientes Wo(z) de 1a realización (V,2;9), puede expresarse,
en virtud de este teorema, en 1a forma

w°(z) = R'1T¡(z)(R*t;1).1, (V,2;11)

donde T¡(z) es 1a matriz de coeficientes de una rea1ización a 1a
Darlington de 1a función matricia] S(z), reiacionada con T(z) por
1a formuia (IV,1;4), con matriz constante co = 0

2

Sabemos (cf. (2), p. 1316, fórmulas 4.8 y 4.9 y fórmuïa
(III,2;18)), que se verifica

w*"<%) s(z) o"(z) v2(z) o
Z

T,(z) =

54%) w*"(%) e"(z) o v;‘(z)
Z Z

(V,2;12)

donde 0(z) y W(z) son ias soïuciones de ios probïemas de factoriza

ción, I2n - S*(¿)S(¿) y IZn - S(¿)S*(€), determinadas univocamen
te por 1as condiciones de normalización, y Vl(z) y V2(2) son funcig
nes matriciales interiores que caracterizan e] grado de arbitrarie
dad de 1a realización.

En las ap1icaciones fisicas las funciones matriciaïes que apg

recen son reaies en D; es decir, quecumpien 1a condición

S(í) = S(z). En re1aci6n con esto consideraremos matrices T(z)

j-expansivas reaies (z e D) y sus reaiizaciones reaïes.
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Teorema 5-2

Hipótesis.

T(z) es una función matricia], de orden 2n, es de 1a c1ase
Tn y verifica 1a condición

T*(¿) ¿i T(E) - J" > 0, p.p. en IEI = 1.

1'Tesis.

Todas ias reaïizaciones reales de T(z) se obtienen de 1as
fórmuias (V,2;10), (V,2;11) y (V,2;12) con matrices V¡(z) y V2(z)
rea1es.

Demostración.

Demostramos en e] Teorema 4-3 que si T(z) es rea], son reaïes
las soluciones o(z) y W(z) de ios probiemas de factorización
Izn - S*(€)S(€) y 12" - S(€)S*(E); por 10 tanto, 1a matriz Tl(z)
obtenida con funciones Vl(z) y V2(z) rea1es, resuita rea]. Enton
ces, 1a matriz wo(z) es rea], por construcción.

Para ias reaïizaciones reaies 1a matriz constante t, j-expan
siva es rea], 1uego Ut es nea]. Es decir, que todas ias reaïiza
ciones reaïes se obtienen con ias fórmuias (V,2;10), (V,2;12) y
(V,2;11) von V¡(z) y V2(z) reaïes.

W 5334::
A. 610.5«7g DW.“ 792.3
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