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INTRODUCCION

O. NOTACIONES Y ENUNCIADOS Cc ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS QUE SE
UTILIZAN EN LA TESIS.

Llamaremos L2(C") el espacio de las funciones medibles
h(g) (= ¢e'") con valores en C" y de norma de cuadrado sumable;
consta de las funciones cuya serie de Fourier es (en el sentido de
la convergencia en promedio) h(g) = § h, £* con h € c" y
tha* J 0h "< = (cf. (1), p. 183).

L2(C") es el subespacio de L’(C") que consta de las funciones
para las cuales h, = 0 si k < 0 (cf. (1), p., 184),

h 2"
k

t~18

H2(C") designa el espacio de funciones h(z) =
k=0

(z = rei') con hk e C", holomorfas en el interior del circulo uni-
dad D = {z ; |z| < 1}, tales que
211

21_11 Illh(re“)"z dt (0 <r < 1)

0
tiene una cota independiente de r (cf. (1), p. 185).
Una funcidn u(z) holomorfa en D se 1lama interior si ((1),
p. 101)

lu(z)] <1 (z e D),
lu(e)| = 1, p.p. en |g| = 1.

Una funcién ¢(z) holomorfa en D se 1lama exterior si ((1),
p. 102)
2 1l

¢(z) = x exp é% I ETT_i_£ In k(t) dt (z e D).
e -z



donde k(t) > 0, 1n k(t) e L' y x es un nimero complejo de mddulo 1.
Toda funcidn holomorfa acotada en D puede escribirse como pro-
ducto de una funcidon interior por una funcidn exterior acotada.
Para una funcibén w(z), meromorfa en D, la caracterfistica de
Nevanlinna T(w;r) estd definida por la expresién ((2), p. 1303;(3),
P. 168)

21 r
Twir) = Zr | et fwire' )] ar e [ 2B 2 n(0uw) 4,
0 0 .
+ n(0,w) Inr,
donde

0 » si 0<a<1’

y n(t,w) es el nimero de polos de w(z), contado cada uno con su res
pectiva multiplicidad, comprendidos en el cfrculo |z|] < t. Decimos

que w(z) es de caracteristica acotada si sup T(w;r) < o, Llamare-
r <1

mos N la clase de funciones de caracteristica acotada en D. De
acuerdo con un teorema de Nevanlinna ((3). p. 189) la clase N coin
cide con la clase de funciones que pueden escribirse como cociente
de funciones holomorfas acotadas en D. Por consiguiente, las fun-
ciones de l1a clase N estan univocamente determinadas por sus valo-
res de contorno en un conjunto de medida positiva.

Designaremos con el sfmbolo No la subclase de funciones de N
que pueden escribirse en la forma

F(z) = z" u(z) ¢(z) , m>0,



donde u(z) es una funcidn interior y ¢(z) es funcibn exterior.
Para las funciones de la clase N, vale el principio del maximo
((2}, p. 1305).

Una matriz A se llamard contractiva si verifica la condicidn

I - A*A > 0 '

donde I es la matriz unidad y el simbolo * denota la adjuncidn
hermitiana.

Sea J una matriz que satisface a las condiciones J* = J,
J? = 1,

Una matriz A se 1lamard J-expansiva si verifica la condicifn

A¥*JA - J 2> 0
y J-unitaria si verifica la condicidn
A*JA - J = 0.

Las expresiones anteriores son respectivamente equivalentes

AJA* - J = 0,
AJA* - J = 0.

Llamaremos S la clase de funciones matriciales S(z), defini
das y holomorfas en D, que verifican la condici6n IS(z)l <1
(z € D) ((2), p. 1299).
Una funcibn matricial A(z) se 1lama de caracteristica acota
da si todos sus elementos son funciones de caracteristica acotada.
Sn es la subclase de funciones matriciales de S cuyos valores
en casi todo punto de la circunferencia unidad son, simultaneamente,
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valores de contorno de alguna funcidn matricial de caracteristica

acotada en |z| > 1,
Una funcién matricial A(z), meromorfa en D, se llama J-expan
siva si toma valores J-expansivos en cada punto de holomorfismo;

es decir, si se verifica
A*(z) J A(z) - J = 0,

donde z es un punto de holomorfismo de A(z).

La funcidn matricial A(z) se 1lama J-interior si es J-expansi
va (z ¢ D) y toma valores J-unitarios en casi todo punto del con-
torno; es decir, si se verifica

A*(z) J A(z) - J = 0 (z e D),
A*(g) J A(g) - J = 0, p.p. en |g]| = 1.

Lema Fundamental (cf. (2), p. 1306)

Hipftesis.

La funcién matricial de orden 2n de caracteristica acotada

a(z) B(z)
A(z) =
v(z) 6(z)

tal que det 6(z) # 0 (z e D), satisface a las siguientes condiciones:

1) A*(e) j A(g) -3 =20, p.p. en |E] =1, (0,1)

donde j = H



2) las funciones
a(z) ‘27 6(z) 67 (2), (0,2)
b(z) ‘€ alz) - 8(2) 67 (2) v(2), (0,3)
c(2) ‘¢ 67 (2) v(2). (0,4)
a(z) %87 s (2), (0,5)

son de la clase N, (z € D).

Tesis,

La funcidon matricial A(z) es j-expansiva; es decir, se verifica
A*(z) j A(z) -3 =20 (zeD);
y, ademas,
la(z)l <1 ; WIb(z)0d <1 ; He(z)h <1 ; Hd(z2)l <1,
Llamaremos TN la clase de funciones T(z) j-expansivas (z € D)
cuyos valores en casi todo punto de la circunferencia unidad son,

simultaneamente, valores de contorno de alguna funcifn matricial
de caracteristica acotada en |z| > 1,

Teorema de Matveev (cf.(2}, p. 1311)

Hipdtesis.
F(z) es una funcibn matricial de orden n, de caracteristica
acotada en D y verifica la condicion



Tesis.

Existen funciones matriciales, de orden n, 0(z) y ¥(z) acotadas
y holomorfas en D, tales que

F(g) = o*(¢) ole) = v(&g) v*(¢) , p.p. en |g| =1,
Una funcidn matricial H(z) es por definicibn real si
H(z) = H(z) .

Llamaremos P la clase de funciones matriciales holomorfas y de
finidas en el semiplano abierto de la derecha Re p > 0, p = x + iy,
que tienen parte real no negativa en ese semiplano. Las funciones
reales de la clase P se 1laman positivas reales.

§J es la clase de funciones matriciales holomorfas en el semi-
plano abierto de la derecha (Re p > 0), salvo un conjunto de puntos
aislados, que en cada punto de holomorfismo son iguales a una matriz
J-expansiva.

Definiremos a continuacidn funciones matriciales que tienen in
terés en la teoria de n-puertos elé@ctricos lineales.

La matriz de impedancia 2Z(p) de un n-puerto lineal pasivo es

una funcidon matricial de orden n < =, racional positiva real; es de-
cir, que la funcidn Z(p) verifica las condiciones:

1) Z(p) es holomorfa en Re p > 0 ;

2) 2(p) ; 2(p) > 0 en Re p > 0

3)  2(p) = 1Z(p)



Si el n-puerto es un sistema sin pérdidas, la matriz de
impedancia satisface, ademds, a la condicifn

en Re p = 0

La matriz de scattering S(p) de un n-puerto lineal pasivo es

una funcidn matricial real, de orden n, de la clase §-I; es decir,
que S(p) verifica las condiciones

1) S(p) es holomorfa en Re p > 0;
2) I - S*(p) S(p) 20 en Re p > 0;
3) s(p) = s(p).

La matriz de scattering de un n-puerto lineal sin pérdidas
verifica la condicifn adicional

4) I - S*(p) S(p) = 0 en Re p = 0.

La matriz de cadena A(p) de un 2n-puerto lineal pasivo es una

funcién matricial racional real, de orden 2n, de la clase §J .

o I P
donde J_ = ; es decir, que A(p) verifica las siguien
I“ 0
tes condiciones:
1) A*(p) Jp A(p) - Jp > 0 en Re p > 0 ;
2) A(p) = A(p)

En los 2n-puertos reales se cumple, ademds, la condicidn



3) A*(p) Jp A(p) - 4 0 en Re p = 0.

P

La matriz de transferencia T(p) de un 2n-puerto lineal pasivo

es una funcibn matricial racional real, de orden 2n, de la clase S ,
)

-1 0

donde j = ; es decir, que T(p) verifica las condi-
0o 1

ciones

1) T*(p) 3 T(p) - J > 0O en Rep>0;

2) T(p) = T(p).

Para un 2n-puerto lineal sin pérdidas T(p) cumple, ademds, la
condiciédn

4) T*(p) j T(p) - J = 0 en Re p = 0 .

Es de particular interés para nosotros la realizacidn a la
Darlington (4) de un dipolo. El resultado de Darlington puede for-
mularse como la siguiente proposicibn matemdtica (cf. (2}, p. 1298):

Una funcidn racional positiva real z(p) se representa en la
forma de una transformacidon lineal fraccionaria

z(p) = (a(p) r + b(p)) (c(p) r + d(p))”" ,

con una constante r 2 0, cuya matriz de coeficientes

a(p) b(p)
A(p) =
c(p) d(p)



es una funcidon matricial de segundo orden de la clase SJ s Y
P
toma valores Jp-unitarios en el eje imaginario.

E1 dipolo buscado se obtiene cerrando con una resistencia r
los bornes de salida del cuadripolo sin pérdidas cuya matriz de
cadena es, justamente, A(p).

E1 resultado de Darlington ha sido generalizado por Melamud
(5) para funciones matriciales racionales positivas reales de la
clase P,

De la representacidn de funciones racionales de la clase P
en forma de transformacion lineal fraccionaria con una constante
r (¢ P) y matriz de coeficientes A(p) (e §J ), fécilmente se pasa

a representaciones andlogas para funciones Ze las clases §-I y S.

En el trabajo de Arov (2) sobre representacibn a la Darlington
de funciones matriciales de la clase S se prescinde de la condi-
cidon de racionalidad y como matriz de coeficientes de la transfor-
macidon se admite cualquier funcidon matricial j-interior. E1 resul-
tado fundamental de Arov es un criterio de realizacidn para funcio
nes matriciales de la clase S, a saber: S(z) (e S) puede realizar-
se a la Darlington si y s6lc si S(z) e Sn.

1. RESULTADOS NUEVOS OBTENIDOS EN LA TESIS,

En el capitulo I se demuestran teoremas sobre descomposicidn
del espacio ¢" y, a base de ellos, el Teorema 1-1 (Teorema Funda-
mental) que suministra una representacidon de una funcidn matricial
S(z) e Sm como suma directa de dos funciones matriciales que ope-
ran sobre dos subespacios ortogonales. Demostramos, también, que
para funciones matriciales S(z) (e Sm) reales, la representacion
obtenida es real,

A partir de la representacidon hallada en el pardgrafo I
construimos, en el pardgrafo II, una dnica expresion de la trans-
formacién lineal fraccionaria (a la Darlington) de S(z) (e Snm) que
incluye los tres casos tratados separadamente por Arov en (2).



Este expresidn permite estudiar, en el capitulo III, el problema
de la multiplicidad de las realizaciones a la Darlington de una
funcidén matricial S(z) (e Sn) prefijada. Obtenemos una férmula
que generaliza el resultado de Arov, el cual, en (2], trata sdlo
un caso particular y propone, como problema abierto, el caso que
nosotros también resolvemos.

En el capitulo IV se demuestra que toda funcidn matricial
T(z) de las clase Th que satisfaga a una de las condiciones

1) T*(g) j T(¢) - 3§ > 0, p.p. en |&] 1,

2) T*(g) 3 T(g) - 3§ = 0, p.p. en |g| =1,

puede representarse a la Darlington; es decir, en forma de una
transformacion lineal fraccionaria

T(z) = (A(z) to *+ B(2))(C(z) to + D(2))™" ,

donde to es una matriz constante j-expansiva, cuya matriz de coe-

ficientes
A(z) B(z)
W(z) =
c(z) D(z)
J 0
es J'-interior (donde J' = ).
0 -3

Mostramos, también, que es condicidn suficiente para que valga
la inclusidén T(z) e Tn, que T(z) pueda representarse como la trans



formacidén lineal fraccionaria mencionada mds arriba.

En el pardgrafo V obtenemos teoremas sobre la multiplicidad de
las realizaciones de una funcidn matricial T(z) (e Tn) prefijada
que satisface a la condicidn T*(¢) j T(¢) - j > 0, p.p. en
le| = 1.
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I, TEOREMAS SOBRE REPRESENTACION DE FUNCIONES MATRICIALES DE LA
CLASE SI,

I,1. Demostraremos a continuacidn trece lemas y dos teoremas que
desempeian papel fundamental en la construccidn de las realizacio
nes a la Darlington de las funciones matriciales reales de la cla
se ST,

I,1 - Consideremos una funcidn matricial S(z) e S. Pondremos

BARTICR L2(c")s T(e)h(g) = n(e) p.p. en l&] = 13,

donde T(g) = S*(£)S(&) ; (I1,151)
N 98T (g) € L2(C")s TH(E)R (£)=h' (€) p.p. en €] = 1),
donde T'(g) = S(E)S*(&) . (1,152)

Lema 1-1
Hipotesis.
S(z) € S.

Tesis.,

Li (c") = N ® N » (1,1;3)

2
donde NL es el complemento ortogonal de N con respecto a L+(C").

Demostracifn.
Sean hy;(g) y h,(g) (€ = e', 0<t < 2N) dos funciones de N,
De la definicién de N es fdcil ver que X h,(g) + w h,(£) e N.
(A, u € C); es decir que N es una variedad lineal de Li(C").
Mostraremos que N es un subespacio de Li(c").
Designaremos con el simbolo N la clausura de N.
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Sea f(g) € N y {fn(g)}e N (n=1,2,...) una sucesidn que con

verge a f(&) en Li(C"); es decir, que vale la fdrmula
2 1
If (€) - F(e)” - Lf IF (e'') - fle' )1 ?  dt -0
n LZ(CII) 2H n

0

para n > o.

De esto se concluye que existe una subsucesidn {fn (£)}que

. . k
verifica

2 11

T A A I PR VR TIPS
k o k

Por el teorema de Beppo-Levi (6), para casi todo punto de
la circunferencia unidad vale

g Mf o (g) = fle)N® <=

por lo tanto

if (g) - (e > 0 (I,1;4)

en casi todo punto del contorno.
Pondremos

Fie) ‘€T 1 - T (1,155)

De la definicién de N concluimos que, para todo h(g) ¢ N, se
verifica

F(g) h(g) = 0 p.p. en |g| =1, (I,1;6)
En virtud de (I,1;4) resulta

IF(e) f (&) - F(g) fle) n ~» 0



para n_ - =, en casi todo punto de la circunferencia unidad,
Como {f (¢)} €N, teniendo en cuenta (I,1;6), concluimos que
k

F(e) f(g) = 0 p.p. enjg] =13

es decir, que f(g) € N, Hemos demostrado que N es cerrado., Luego,
N es un subespacio de Li(C") y es correcta la férmula (I,1;3).
Queda, as1, demostrado el Lema 1-1,

Lema 1-2

Hipdtesis.
S(z) €S .

Tesis.

2 n _ '

Li(c") = N @ N,

donde Nj e. el complemento ortogonal de N' con respecto a L:(C").
Omitimos la demostracidn del Lema 1-2, similar a la del Lema

1-1,

Consignaremos, ahora, algunas definiciones y formulas que tie-
nen que ver con el Lema 1-3, mds abajo demostrado.

Para cada ¢ fijo de la circunferencia unidad donde T(¢) y
F(g) estan definidos, pondremos

def hy (1,1;7)

Ne

def )
N ' thie ¢y T (e)n

{hecC"; T(¢g) h

h'} (1,1:8)

Es evidente, de las definiciones anteriores, que NE y N; son

subespacios de C"; por consiquiente, se verifican las relaciones

" = N. ® N\ : (I,159)
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]
donde Ngl y Ngl

les de NE y NE

son, respectivamente, los complementos ortogona-
con respecto a C".

Lema 1-3
Hipdtesis.
S(z) € S.

Tesis.

Para cada ¢ fijo de la circunferencia unidad, excepto, quiza,
un conjunto de medida nula, se verifica

a) S(E)NE Né R

n
=z

S*(e)NE ;

b) s(s;)NEl C NEl.

Demostracion.

a) Consideremos un & fijo de la circunferencia unidad. Sean

h e Ng y h' e N!; entonces

£
T(e)h = h,
T'(g)h' = h'.

Luego
s(g)T(e)h = T'(g)s(g)h = s(g)h,
S*(g)T'(g)h' = T(g)s*(g)h' = S*(g)h’
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De las definiciones (I,1;7) y (I,1;8), y teniendo en cuenta
las dos expresiones anteriores, concluimos que

S(g) h e NE .

* ' .
S*(g)h' e NE H

por consiguiente

S(t) Ne C N2 (I,1;11)

S*(E)Né CN (I,1512)

£
Para demostrar la parte a) de la tesis s&lo resta probar que

Né C s(¢g) Ne s (I,1;13)

N CS*(E) Ny (1,1514)
Probaremos (I,1;13) por el absurdo, Admitamos que Né A S(E)NE‘
Luego existe un elemento f' € Né tal que f'# S(g)h para todo h € NE’

De la definicibn de N!

E sabemos que

T'(g)f' = f' . (1,1;15)

En virtud de (I1,1;12) se verifica

S*(g)f' = fe NE; (1,1;16)
luego, de las férmulas (I,1;15) y (I,1;16) se concluye que
S(g)f = f' . (1,1;17)
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La férmula (I1,1;17) contradice la hipdtesis de partida. Por

consiguiente debe verificarse (I,1;13).
La inclusién (I,1;14) se demuestra en forma similar.
Queda, asi, demostrada la parte a) de la tesis.

b) Demostraremos la parte b) de la tesis por el absurdo.
Admitamos que no se cumple la parte b) de la tesis, es decir

que
S(g)NEl ¢ Nep -
Esto es equivalente a afirmar que existe un vector g € NEl tal que
def
g' = S(g)g £ N .

€1

Como g*' € C", este vector puede escribirse, en virtud de (I,1;10)
como la suma de dos vectores pertenecientes, respectivamente, a

los subespacios ortogonales
que g' ¢ Nél es equivalente

] ] [} ]
donde g/ € NE y 9, € NEl'
De (I1,1;18) concluimos

hg' 1> =

Né y Nél. De acuerdo con esto, afirmar

a afirmar que

g, (1,1;18)

||g;||2 + ug;u’. (1,1;19)

De la definicidn de g'y de (I1,1;18) resulta, ademds,

hg* 1’

(s(g)g,9,)

(g',g') =

(S(g)gsg, + 90 =

+ (s(g)g,g,) . (I,1;20)

Veremos que en la expresién anterior es nulo el primer término
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del Gltimo miembro. Sabemos que g, € N_; por lo tanto, en virtud

11
de (I,1;11), S*(E)g: € NE' Luego

(s(e)g,9, = (g,5*(g)g)) = 0,

pues g € Ngl y S*(g)g; e N&'
De (I,1;18), (I1,1;20) y la férmula anterior

2
I

g (s(g)g, 9> = (g; + 91,9 =

Cglvg) = Ngln®. (1,1;21)

De (I,1319) y (I,1;21) concluimos que llg,’ll2 = 0. Esta con-
clusidn contradice la hipdtesis de partida, que era suponer g, #0
0o, equivalentemente, S(g)NEl s Nél . Luego debe verificarse la in
clusiodn S(&:)NEl c Nél. y queda, asi, demostrada la parte b) de la
tesis.

Queda, pues, demostrado el Lema 1-3.

Lema 1-4

Hipotesis.
S(z) e Sn ,
Tesis,

Los subespacios NE de ¢", definidos por la férmula (I1,1;7)
tienen la misma dimensidn para todo £ donde esté definida la ma-

triz F(t), dada por la férmula (I,1;5).

Demostracidn.

Consideremos la funcibn matricial F(g), definida por la f6r-
mula (I,1;5). Como S(z) e SN, entonces F(£) es el 1imite en casi
todo punto del contorno de la funcibn matricial.

F(z) = 1, - s+ (1) s(z) , (I,1522)
z
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de caracteristica acotada en D (cf. (2), p. 1308).
Para la funcidn escalar f(z) £ det F(z) hay tres casos posi
bles:

1) f(g) = det F(g) # 0 p.p. en |g] = 1. De esta hipdtesis
resulta F(¢) > 0, p.p. en |E] = 1; por consiguiente, para cada ¢
fijo de la circunferencia unidad donde estd definida, la matriz
F(¢) es hermitiana positiva; es decir que F(g) h # 0 para todo

h e C". De esto se concluye que N, = {0} para casi todo E; por con

£
siguiente

para casi todo ¢ de la circunferencia unidad.

2) f(z) = 0 (z eD) y S(z) es funcidn interior. En este caso
F(¢) = 0 (p.p. en |g| = 1). Para cada ¢ fijo de la circunferen
cia unidad donde estd definida, 1a matriz autoadjunta F(£) es nula;
es decir, para todo h e C', se verifica F(g)h = 0, Por lo tanto,
dim NE = n, para casi todo punto de la circunferencia unidad.
3) f(z) = 0 (z e D) y S(z) no es funcién matricial interior.
La funcidn escalar f(z) es de caracteristica acotada en D y,
por 1o tanto, estd definida en el interior del circulo unidad por
sus valores de contorno en un conjunto de medida positiva, verifi-

candose

f(g) = lim f(z) p.p. en lg| = 1.,
:|+1
Si f(z) = 0 (z e D), entonces f(g) = 0 p.p. en |e| = 1. Como
S(z) no es funcibn matricial interior, F(£) # 0 en un conjunto de
medida positiva de la circunferencia unidad; entonces, F(g) tiene
algin menor principal A (&) de orden k tal que (cf. (2), p. 1310)



- 20 -

det A (g) # 0 p.p. en €] = 1, (1,1;23)

In det Ak(g) e L' 4

en tanto que, para cualquier menor principal Ak+l(g) (i=1,2,...,0n-k)
de orden mayor que k, se verifica (cf. (2), p. 1310)

det Ak+i(£) = 0 p.p. en |E] = 1. (1,1;24)
Como las igualdades (I1,1;23) y (I,1;24) valen para casi todo

punto de la circunferencia unidad, para cada ¢ fijo donde esta de-
finida la matriz F(g) se verifica

Rg F(g) = dim im F(g) = k (I,2;25)
(Rg = rango, dim im = dimensién de la imagen); por lo tanto, en vir

tud de (I,1;25) y teniendo en cuenta resultados conocidos de dlge-
bra lineal (cf. (7), p. 71), resulta

dim ker F(g) = dim C" - dim im F(¢g)
De la definicidon de Ng es evidente que
ker F(g) = Ne «

Luego, de las formulas que preceden concluimos que

dim NE = n-k,

para casi todo £ de la circunferencia unidad.
Queda, asi, demostrado el Lema 1-4.
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Lema 1-5

Hipdtesis.
S(z) e Sn .

Tesis.

Los subespacios Né de C", definidos por la expresibén (I1,1;8)
tienen la misma dimensidn para casi todo ¢ de la circunferencia
unidad.

Omitimos la demostracidn de este lema, similar a la del

Lema 1-4.

Lema 1-6

Hipbtesis.
S(z) e Sm .,

Tesis.

dim Ng = dim NE .

para casi todo £ de la circunferencia unidad.

Demostracidn,

Sea dim Ng =n-k (0 <k <n). Existe una base ortonormal

de Ng tal que
m

}n -k

{h

(h , h )y = 6 (i=1,2,...o0-k) (§=1,2,...4n-k). (1,1;26)

i ] i}

En virtud de la definici6fn de NE' 1os hrn satisfacen a 1la

formula

T(¢) h = h_, (1,1;27)

m m

Como hm e N. (m=1,2,...,n-k), sabemos, del Lema 1-3, que se

£
verifica
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S(e) h = n' e (I,1;28)
y
||h';l||2 = MS(:';)hm,u2 = (S(e)h_,S(e)h )y = Ch ,T(g)h ) =
= ¢h_,h) = by’

De las férmulas (I,1;26), (I,1;27) y (1,1;28) resulta

Chlyh? (S(g)h, »S(g)h> = (h ,T(g)h) =

= (hi,hj) = 6” 3

. -k .
es decir que {h“‘1}n es un conjunto de n-k vectores ortonormales
1

[]
en NE'

Admitamos que dim Né # dim NE' Sin restriccidn de la gene-

ralidad podemos suponer que dim Né = r > dim NE (r < n). Existen,

entonces, r - (n-k) vectores ortonormales {f;}"("'k) de Né que
1

satisfacen a las siguientes igualdades

CFL LY =, (1,1;29)

Cf'  hl) = 0,
m
para todo i, j, m (i = 1,2,...,r-(n-k)) (§ = 1,2,...,r-(n-k))
(ﬂ'l = 1.2,....."-'().
Sabemos, del Lema 1-3, que para cada f'! (e Né) existe un vec-

tor fm e N, tal que

3

S(g) f = f;
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De (I,1;27), (I1,1;28), (1,1;29) y la férmula anterior conclui-
mos que

CF1an) = (S(E)F,,S(eh) = (F,T()h) =
= <f|'hj) = 0,
CFrafly = (SCe)f WS(E)F )y = (f \T(e)f) =

(faf) = 6, .

Observemos que, de acuerdo con las dos Gltimas ecuaciones los

{fm}"(“'k) (e NE) son ortogonales entre si, tienen norma 1 y son
1

ortogonales a todos los vectores de la base {hm}"‘ de NE' Este
1

resultado contradice la hipdtesis dim NE = n - k. Debe verificar

se entonces dim Ng = dim Né.

Queda, pues, demostrado el Lema 1-6.

Lema 1-7

Hipotesis.
S(z) e Sm .

Tesis.

a) Los autovalores Gm(g) de la funcién matricial F(g), definida
por la férmula (I,1;5) son de la forma

A, (€)

s () =
u(e)

donde Am(E) es una funcidn de Li(C“) y u(g) es el valor de contorno
de una funcidn escalar interior.
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b) Pueden elegirse autofunciones {¢m(£)}" de la funcibn matri-
1
cial F(£) que sean 1imite en casi todo punto del contorno de

funciones holomorfas y acotadas en D.

Demostracidn.
Como S(z) e Sn, entonces S*(t) es el valor en casi todo punto

del contorno de la funcidn matricial S*(%). de caracteristica aco
z
tada en D; luego F(E) es el valor en casi todo punto del contorno

de la funcidn matricial F(z), dada por la formula (I,1;22), de
caracteristica acotada en D.

Los elementos de F(z) son funciones escalares de caracteris-
tica acotada en D; por 1o tanto pueden escribirse como cocientes
de funciones holomorfas acotadas en D. Una funcidén holomorfa aco-
tada en el disco unidad es el producto de una funcidn interior por
una funcibn exterior acotada. Por consiguiente, l1os elementos de
F(z) pueden escribirse en la forma

! (2) 0 (2)

Fij(z) = ’ (I,1;30)
i) i)
u,” (z) ¢, (2)

i ij . N . i i
donde u'j(z) y u;’(z) son funciones interiores; ¢|'(z) y ¢;j(z)
son funciones exteriores acotadas.

Sabemos que el cociente de funciones exteriores es una funcidn
exterior. £Entonces

c o (@)

¢.' (2)

o1 (z) 98

es funcidn exterior. Reemplacemos la fdrmula anterior en (I1,1;30);
obtenemos
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u'(z) ¢' (2)
F . (z)

i
u,” (z)

Veremos que ¢i’ (z) es una funcidn exterior acotada. Como los ele
mentos Fij(z) de la funcifn matricial F(z) son de caracteristica
acotada en D, es bien sabido que vale la férmula

F.o(e) = lim  F . (z), p.p. en |g] = 1. (1,1;31)

|z |+l

Por 10 tanto, en casi todo punto del contorno, se verifica

u’ (g) o' (g)
Fo,(e) = . (1,1;32)

u,' (g)

Como S(z) e S, F(t£) estd acotada inferior y superiormente por 0 y
1, respectivamente, y
u’(e) o' ()
0 < IF, ()] - = o' (e)] <1
ij
u,” (g)

2

en casi todo punto de la circunferencia unidad. Sabemos que ¢ij(z)
es funcibn exterior; entonces, en virtud del principio del maximo
(cf. (2), p. 1304)

16 () <o’ ()] < 1. (1,1;33)

Sea u(z) la funcidn escalar interior, que se comin denominador
de todos 10s elementos de F(z), definida por la férmula

u(z) = n u;j(z) . (1,1;34)
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Resulta evidente que

6(z) €7 F(2) u(z) (e HP(C"))

es una funcidn matricial holomorfa y acotada en D, y sus elementos
Gij(z) son funciones escalares holomorfas y acotadas en D. Pode-
mos escribir F(z) en la forma

Y
Flz) - o) (1,1335)
u(z)

En virtud de (I1,1331) y (I,1;35) se verifica

G(g)
F(g) = p.p. en |g] =1, (I,1;36)
u(e)

donde G(t) y u(g) son, respectivamente, l1os valores en casi todo
punto del contorno de G(z) y u(z). Es inmediato ver que u(g) y los
elementos G‘j(g), de la funcidén matricial G(g), pertenecen a Li.
pues son valores limite de funciones de H?.

Para cada valor de ¢ donde estd definida, F(£) es una matriz
autoadjunta en C", acotada inferior y superiormente por 0 y 1, res
pectivamente. Por lo tanto, existe una base ortonormal {Wm(E)}:
de C" compuesta por autovectores de F(¢), que satisfacen, para ca-
da £ fijo y para cada m (m=1,2,...,n) a la férmula

F(e) v () = & _(¢) ¥ _(g) . (1,1;37)
Ordenaremos los autovalores Gm(g) en la forma
156 (e) >6,() >...56(g) >0,

Para cada valor de ¢ donde estd definida F(g), también estéd



- 27 -

definida, por la formula (I,1;36), la matriz G(£) que, en virtud
de (I,1;37),satisface a la ecuacibn

G(e) v (g) = ule) s (&) ¥ (g) = (&) v _(¢), (1,1;38)

donde A (g) = u(g) 6 _(£). Observamos, entonces, que los {Wm(g)}"
1

son, también, autovectores de G(£) con autovalores A (€) =1,2,...,n).
Veremos que las funciones Am(g), definidas en casi todo punto
del contorno por la f6rmula (I,1;38), son 1imite (p.p. en |E] = 1)
de funciones escalares holomorfas y acotadas en D y, por consiguien
te, pertenecen a Li.
Sabemos que (cf. (1}, p. 272) para el méximo autovalor de F(t),
en este caso Gl(g), se verifica la ecuacifn

§,(e) = sup(F(g) f , f) ,

donde fn es una sucesion densa en la esfera unidad de C". La ex-
presidn anterior puede escribirse en la forma

n
s,(¢) = sup [ I F (e) f f (1,1;39)

Como las funciones F.,(E)' definidas en casi todo punto del
contorno por (1,1;32), son, p.p. en |g| = 1, valores 1fmites de
funciones de caracterfistica acotada en D, entonces 1a funcidn
Gl(g), definida en casi todo punto del contorno por (I,1;39), es
una suma de funciones que son limite, p.p. en |&| = 1, de funcio-
nes de caracterfistica acotada en D. Por consiguiente, teniendo en
cuenta (I,1;32), concluimos que

s (g) = }im § (z), p.p. en |g] =1, (1,1;40)
+1

2

donde 61(2) es de caracteristica acotada en D.
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Escribumos Al(g) teniendo en cuenta (I1,1;40); obtenemos

A (e) = ule) 6,(6) =ule) sup [ I F,(6) £ f

De (I,1;33), (I,1;34) y l1a expresidn anterior concluimos que

r,(e) = lim x (z) , p.p. en |g] =1, (1,1;41)
|2 [+
donde Al(z) es holomorfa y acotada en D y, por lo tanto, pertenece
a H'. Sabemos (cf. (1), p. 185) que el 1fmite en casi todo punto
del contorno de una funcién de H’ es una funcién de Li; entonces
Al(g) pertenece a la clase Li.

Consideremos la funcibn matricial

Fo(z) 987 5 (2) 1, - F(2) ,
cuyo valor en casi todo punto del contorno es

Fo(E) = 6,(€) 1. - F(g) .

Para cada & donde estda definida, Fl(E) es una matriz autoadjunta en
¢". Teniendo en cuenta (I1,1;37) resulta, para cada £ fijo y para
cada m,

Fo(g) ¥ _(¢) (s,(e) 1 - F(g)) ¥ (&) =

(6,(g) - 6 (€)) ¥ (&) ;

es decir que {¥_(£)}] son autovectores de F (£) correspondientes a

los autovalores & (&) - & _(&).
Sea Gk(g) el minimo autovalor de F(&) distinto de cero. Enton

ces § (&) - s (g) serd el méximo autovalor de F,(€), para el cual
se verifica (cf. (1), p. 272)
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s, () -6, () = supC(s () I - F(e)) f, f) ,

donde f_es una sucesidn densa en la esfera unidad de C". Multipli
quemos la ecuacidn anterior por u(t); obtenemos

u(e) (s, (g) - 6, (€)) = u(g) sup < (s,(e)1, - F(g) f_ ,f ) =

= u(g) sup (8,(g) - ¢(F(g) f , f )

= sup u(g) (8,(g) - ¢F(g) f , f)
= sup (A, (&) - ulg) CF(e) f, F)) .

Sabemos, de (I,1;41) que Al(g) es el 1imite en casi todo punto
del contoruo de 1a funcibn Al(z). holomorfa y acotada en D; y de
(1,1532) y (I,1;34) vemos que u(g) ¢F(g) f , f)es 1imite en casi
todo punto del contorno de una funcibn escalar holomorfa y acotada
en D. Por consiguiente

u(e) (s,(g) - s (8))

también es 1imite, p.p. en |&| = 1, de una funcibn holomorfa y aco-

tada en D y, por lo tanto, se verifica

r(e) = wu(g) s, (¢) = Tim A (2), p.p. en |g] =1,

z|+1

donde Ak(z) es holomorfa y acotada en D. Luego, Ak(z) e H y

A (£) e L},

Repitiendo en procedimiento anterior, se puede demostrar que
los xm(g) son funciones de Li para todo m (m=1,2,...,n) y son !imi-
tes, en casi todo punto del contorno, de funciones holomorfas y aco
tadas en D.

Queda, asi, demostrada la parte a) de la tesis.
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b) Veremos, ahora, que a partir de las funciones {?m(E)}" s
1

definidas en casi todo punto de la circunferencia unidad por 1la
férmula (I,1;37), se pueden construir funciones {¢m(E)}n » per-
1

tenecientes -a la clase Li(C"). que, para cada £ donde F(&) estéd
definida, son autovectores de F(£) y forman una base ortonormal
de C".

Para cada punto de la circunferencia unidad donde F(E) estd
definida, las componentes w;(s) (i = 1,2,...,n) de Tos autovec-

tores {Wm(g)}" son, en virtud de (I,1;38), las soluciones del
1

sistema de n ecuaciones lineales para cada m

I 6, (8) vi(e) = 1 (g) ¥ (5)

i =1

(i = 1’2,00.’“)
Reescribamos la Gltima ecuacibn; obtenemos

I (6, (e) -2 (g) 8,) vi(e) = o, (1,1;42)
] =1

1,2).0...").
Para cada & , donde F(£) estd definida, las soluciones ¥ (&)

de (I,1;42) pueden expresarse en la forma
£ (g)
! 9',,,j (¢)

donde f;j(s) y g;j(z) son productos de coeficientes de las ecuacio-

(i

v (g) = (1,1;43)

nes°

J

nes del sistema (1,1;42).
Hemos demostrado, en la parte a), que

]
fa—
L J

A () Yim A (z) , p.p. en €]
-1

|2 |
lim 6, (z) , p.p. en | €|

|2 |

n
ot
-

G . (&)

1)



- 31 -

donde Am(z) y Gij(z) son funciones holomorfas y acotadas en D.
Por consiguiente, las funciones W;(g), definidas en casi todo
Punto del contorno por (1,1;43), son 1imites de funciones de ca-
racteristica acotada en D; es decir

v (g) = lim v (z), p.p. en |g| =1,

z |1

donde wL(z) puede escribirse en 1a forma (cf. (2), p. 1304)

u'(z) ¢! (2)
v (z) = .
0 (2)

m

i . . . i . .
donde u'' (z) y u;z(z) son funciones interiores y ¢m(z) es funcidn
m
exterior.
La funcibn interior:

ulz(z)

um(z) dgf

n=sas

es comin denominador de los elementos de wm(z); por consiguiente

ef

o (2) €7 u (2) v (2) (e W (C")) (1.1;48)

es holomorfa en D. Se verifica entonces

¢ (g) = lim ¢ (2) = wu _(g) ¥ (&),

m
|z l->|

p.p. en |g]| = 1.
En virtud de (I,1;37) y las tres dGltimas f6rmulas concluimos

que

u (g) F(e) ¥ _(g) = F(g) ¢ (g) = s (&) u (¢) v () =

s (¢) ¢ (£), p.p. en [g] = 1. (1,1;45)



- 32 -

De acuerdo con (I,1;45), las funciones {¢m(g)}: (e Li(C"))

son, para cada £ donde F(g) estd definida, autovectores de la ma-
triz autoadjunta F(g) y, por 1o tanto, base de C".

Teniendo en cuenta que, por construccién, |u ()| =1,
p.p. en |g| =1, resulta
he Cedn = Ju ()| ny () =1y (el ., p.p. en |g] = 1.

Recordemos que {yY (£))}" es, para cada ¢ donde F(¢) estd definida,
m 1
base ortonormal de C";, es decir he (e)f =1 (m=1,2,...,n),
p.p. en |g¢| = 1. Concluimos, entonces, que las funciones {¢k(g)}",
1

que son l1imite en casi todo nunto del contorno de funciones holo-
morfas y acotadas en D, forman base ortonormal de C' para cada ¢
fijo de la circunferencia, excepto, quizd, un conjunto de medida

nula.
Queda, pues, demostrada la parte b) de 1a tesis.
Queda, asi, demostrado el Lema 1-7.
En forma similar se demuestra el

Lema 1-8

Hipbtesis.
S(z) e Sm .

Tesis.

a) Los autovalores 6;(g) de la funcibn matricial

f

Frie) 987 1 - s(e) se(e) (1,1346)

son de la forma
A (€)
s'(g) = :
u'(e)
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donde A;(g) es una funcidn de Li y u'(g) es el valor en casi to-
do punto del contorno de una funcifn interior.
b) Pueden elegirse autofunciones {¢;(£)}? de 1a funcibn matri-

cial F'(g) que pertenezcan a Li(C").

Lema 1-9

Hipdtesis.
S(z) e Snm

Tesis.

Para todo g(t) e N se verifica F(£)g(&) # 0 (p.p. en |E] = 1),
donde N1 es el complemento ortogonal de N con respecto a Li(C").

Demostrac idn.

Consideremos la funcién matricial F(z), definida por la férmu
la (1,1;22). Hemos visto que para la funcidn escalar f(z) = det F(z)
hay tres casos posibles:

a) f(¢) #0 p.p. en || = 1. De la hipbtesis resulta F(£) > 0
p.p. en |g] = 1; por consiguiente N = {0} y NL = L:(C"). En este
caso la demostracidén de la tesis es inmediata: para todo

g(e) e Li(C"), F(g)g(e) # 0 p.p. en |&] = 1.

b) f(z) = 0 (z e D) y S(z) es funcibn matricial interior. Este
caso no interesa pues N = L:(C") y N;p = {01},

c) f(z) = 0 (z e D) y S(z) no es funcib6n matricial interior,
Luego F(£) # 0 en un conjunto de medida positiva de la circunferen
cia unidad. Como f(z) es de caracteristica acotada en D, estd de-
finida en el interior del circulo unidad por sus valores de contor
no en un conjunto de medida positiva, verificdndose

f(g) = lim f(z), p.p. en |E] = 1.

|2 |



- 34 -

Resulta, entonces, f(¢) = 0, p.p. en le] = 1. Esto significa
que existe una funcién h(g) e LI(C") que verifica F(g)h(g) = 0
P.p. en |g| = 1; por lo tanto, h(g) e N y N # (0}.

De acuerdo con la definicién de N, para una funcibn g(¢) e NI
se cumple

F(g) a(g) # 0, ¢ e€E, (1,1;47)

donde E es un conjunto de medida positiva de la circunferencia uni
dad. Pongamos

, def
g'(g) €' a(e) gle) . (1,1;48)
En virtud de (I,1;36) obtenemos

g'(g) ¢ 0, gE e E. (1,1;49)

Como G(g) es el valor en casi todo punto del contorno de la
funcidn matricial G(z), holomorfa y acotada en D, se verifica

G(g) Li(C") < Li(c™)
De (I,1;47) y (1,1;49) resulta
g'(g) e LL(C")
por consiguiente
g'(g) = lim g'(z) , p.p.enle] =1,

|z |+l

donde g'(z) e H*(C"). Como g'(g) # 0 en E, entonces g'(z) # O
(z e D). En consecuencia

g'(e) # 0, p.p. en |g|] =1, (1,1;50)
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Por 1o tanto, en virtud de (I,1;36), (I1,1;48) y (I1,1;50) obtenemos

F(e) a(g) = g (&) # 0, p.p. en |g| = 1.
u(e)

Queda, asi, demostrado el Lema 1-9.
En forma similar se demuestra el

Lema 1-10

Hipbtesis.
S(z) € Sn .

Tesis.

Para toda funcidn g'(z) e N; se verifica F(g)g'(g) # 0 en casi
todo puntu de la circunferencia unidad. N/ es el complemento orto
gonal de N' con respecto de Li(C“).

Lema 1-11

Hipdtesis.
gle) e NL (CLi(c™)) .

Tesis,

Para cada ¢ donde F(g) estd definida, g(¢) e Ngl'

Demostracidn.

Como g(¢) e N, del Lema 1-1 concluimos que

1 21 it it
Cgle), hlg), =2 [ <g(e''), n(e'' ) dt =0,  (1,1;51)
L“ (C) 0

para toda funcibn h(g) e N.
Admitamos que no se cumple la tesis, Esto es equivalente a

afirmar que existe un conjunto E, de medida positiva, contenido
en la circunferencia unidad tal que, para cada¢ e E, g(g) ¢ Ngl'
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En virtud de (I1,1;9) se verifica
g(e) = g (g) + g, (g) (1,1;52)

para cada £ e E, donde gl(g) e NE y gz(g) e Ngl' Entonces podemos
definir funciones g (£) yg,(£) (e L;(C")) que verifiquen (I,1;52).
Sabemos que gl(g) # 0 para todo £ e E; por lo tanto,

g (¢) = lim g (z) , p.p. en jgf =1,
1 |z|+l
donde g, (z) # 0 (z e D) y g, (z) e H'(C"). Luego g (&) # 0 p.p.
en |g| = 1.
Pongamos

Fe) o, (5) ‘€7 ar(e) . (1,1353)

para cada & e E, de 1a definicidn de N_ resulta

Como g, (¢) e N £

E.
F(e) g,(g) = g/(g) = 0, E e E . (1,1;54)
Teniendo en cuenta que F(&) es 1imite en casi todo punto del

contorno de una funcibn matricial de caracterfstica acotada en D,

concluimos que

g;(€) }im 9;(z) »  p.p. en |E] =1,
g

z

donde g;(z) es una funcibn cuyos elementos son de caracterfistica
acotada en D y, por consiguiente, estd definida por sus valores
de contorno en un conjunto de medida positiva. En virtud de
(1,1;54) obtenemos

g, () = 0, p.p. en |g] =1, (1,1;55)

De la definicién (I,1;53) y de (I,1;55) resulta
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F(e) g,(¢) = 0, p.p.en g =1

Es decir,que gl(g) e N (C Li(C")). Entonces
21l

_ 1 it it
<g(s).g,(s)>L,(cn)-ﬁ[ (g(e'"), g ('t )

211
1 f
= = g (e
2n 0 1

it

)i 2 dt #

dt =

0 .

La expresidn anterior contradice (I,1;51). Debe verificarse,

entonces, g (&) = 0, p.p. en le] =1y g(e) e N
punto del contorno,
Queda, asi, demostrado el Lema 1-11.

€L

En forma similar demostramos el

Lema 1-12
Hipdtesis.
] 2 n
g'(g) e N/ (C L.(c)) .
Tesis.
Para cada £ donde F'(&) estd definida, g'(£) e Nél

I,2 - Teorema 1-1 (Teorema Fundamental)

Hipdtesis.,
S(z) € SIn ,

Tesis.

Existe una representacibn de S(£) de la forma

s, (&) 0

0 s, (&)

para casi todo

(1,251)
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donde los bloques S (g) y S,(¢), de orden k y n-k (n-k = dim Ng),
respectivamente, satisfacen a las condiciones

1}
—
.o

1 - Sf(e) Sl(s) > 0, pP.p. en |g]|

"
—
.

I -syle)s, (&) = 0,  p.p.oen |g]

n =

Demostracion.

Para todo £ de la circunferencia unidad donde F(t) estd de-
finida resulta, en virtud de los Lemas 1-4, 1-5, y 1-6

dim NE = dim Né = n-k (0<gk<n),

Para cada £ fijo ordenaremos en forma decreciente l1o0s auto-
valores 6m(£) de la matriz hermitiana F(g)

1> (€)> 62(5) > ... > 8 (£) >0,

Como dim NE = n-k, teniendo en cuenta la ordenacibn de los
GH(E). se verifica (cf. (7), p. 186)

sm(s) = 0 para m = k+1, k+2, ...., n .

Co.sideremos la base ortonormal de C" formada por los auto-
vectorus {¢m(£)}" de la matriz autoadjunta F(¢), definidos por
1

(1,1;44), e introduzcamos la notacién

lo (E)N

¢ (&)

m2

e (g) = (m

lozooo:nn)

\fm"(a)//
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Construyamos 1a matriz

7o (g) e (€) o (6N
o, (€) o (¢) ®, . (8)
u (g) = (1,2;2)
Noe (6) e, (g) ¢, (€)/

Como la base {¢m(E)}" es ortonormal, resulta
1

Ao (g)F 0 0

0 e (e)1%... 0
ux(g)u, (g) = 0 o ... 0 = 1.
N0 0 ... e (5)V

Es decir que, para todo £ fijo de la circunferencia, excepto, qui-
z8, un conjunto de medida nula, Ul(E) es una matriz unitaria,.

De acuerdo con la ordenacibn de los autovalores, las n-k
Gltimas filas de la matriz U (&) son los autovectores correspon-
dientes al autovalor cero de F(£).

Construyamos en forma similar la matriz

(¢,‘l(s) o' (&) o' (&N
o () o (&) ¢, (&)

v, (&) = o (1,233)
N (e) ol () o (eV
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donde

7ot ()N

o' (&)
o' (¢g) = (m=1,2,...,n)

N (g)/

son los autovectores de la matriz autoadjunta F'(t), definida por
(I,1;46) en casi todo punto del contorno. Como, para todo ¢ donde
F'(g) estd definida {¢'(£)} es base ortonormal de C", la matriz

Uz(g) es unitaria.

Sabemos que dim NE = dim Né = n-k; por consiguiente, podemos
construir Uz(g) en forma tal que las n-k dltimas filas sean los
autovectores correspondientes al autovalor cero de F'(g).

En virtud de los Lemas 1-7 y 1-8, se pueden elegir autofun-
ciones {¢ (£)}" de F(g) vy {¢;(E)}: de F'(£) que pertenezcan a

1
Li(c"); por 1o tanto las funciones matriciales Ul(g) y Uz(g), de-

finidas en casi todo punto del contorno por las férmulas (I1,2;2) y
(1,2;3) verifican, respectivamente,

Ul(g) = 1im Ul(z). p.p. en |g] =1 ;
|2 |+

u,(e) = lim U (2), p.p. en lel =1 ;
z |1

donde Ul(z) y Uz(z) son funciones matriciales holomorfas en D que,
por construccidn, satisfacen a las condiciones

n
p—
-

h, (g)d

1]
[a—
.

p.p. en |g]

i
—
.

]
fa—ry

o, (&) p.p. en |g]
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Es decir, que Ul(z) y Uz(z) son funciones matriciales interiores
Y, por consiguiente, pertenecen a la clase S.
De 1a definicidn de la clase S se concluye que

u (g) W (C") < W ("),
u, (g) W (c") < H'(c")

Podemos identificar el espacio Hz(C") con el espacio Li(cn) (cf.
(1), p. 185). Se verifica, entonces

u (g) L3(c") < Li(c") ,
u, (g) L3(c") < Li(c")

Consideremos una funcién h(¢) e N (C Li(C")). Para cada &
fijo donde F(g) estd definida, el vector h(g) e NE' En virtud del
Lema 1-3, se verifica

S(g) h(e) = h'(g) e Ne . (1,2;4)

Expresemos el vector h(g) en la base {4>m(£)}n de autovectores
1

de F(¢) y el vector h'(E) en la base M;\(E)}n de autovectores de
1

F'(e).
Pongamos, para cada & fijo donde F(£) y F'(&) estdn definidas,

u, (s) h(ey €T x(e) (1,2;5)
U, (exn(e) Y€ xe (1,2:6)

Por construccibén de U (€) y U,(€), las primeras k componentes de
x(£) y x'(¢) son nulas; es decir que, en general, se verifica
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X, 4, (€)

x(¢) (1,2;7)

X s (8)

N x (£)/

Xy, (€) (1,2;8)

x!(g)

"i+z (E)

N\ x!(€) )

Reemplazando (I,2;5) y (I1,2;6) en (1,2;4) obtenemos

u,(g) S(e) u' (&) x(g) = x'(g) . (1,2;9)
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Introduzcamos l1a notacifn

s'(e) ‘€M u () s(e) v (e) %8
A e)  s!o(g) s/ (80N
s;, (6)  s),(€) S;a (€)
def
= (1,2;510)
Nsy o (g)  s) () S,,‘,,(E))

Escribamos (I1,2;9) en forma matricial, teniendo en cuenta (1,2;7)
(1,2;8) y (1,2;10); obtenemos

/sl () s),(E) st (8)\ 7 0\ (0 w

s) () s)(6) s! (£) 0 0
a0 = X, ()
Xy 4z (€) X 4 (€)

(st (8) s, () S (6)) W (g) / \ X' (E)

De 1a férmula anterior concluimos que
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/Sll(k"’l)(g) S:(k+2)(€) s:n(g)\

Sy ey (8) sy () Ll ,. (&)
(k1) (k+2) S = 0. (1,2;11)

\Sl:(k+l)(€) SI:(k+2)(E) o Sl:n(ﬁ)/

Consideremos, ahora, una funcidn g(£) e Nl. De acuerdo con

la definicion de Ng Yy en virtud del Lema 1-11, para todot¢ fijo de

la circunferencia unidad, excepto, quizd, un conjunto de medida

nula, g(¢) e Ngy -
En virtud del Lema 1-3 se verifica

S(e) g(g) = g'(g) e N;, (1,2;12)
De (I,1;9), (I,1;10) y el Lema 1-6, resulta
dim Nél = dim NEl =k

Expresemos g(£E) en la base {¢m(€)}" de autovectores de F(g) y
1

.g'(g) en la base {¢'(€)}" de autovectores F'(g). Pongamos
v () ote) €T yie) (1,2:14)
U, (e)g' () ‘€7 yrey . (1,2;15)

Teniendo en cuenta la definicién (1,2;10) y reemplazando (I,2;14)
y (1,2;15) en (I,2;12), obtenemos

y'(g) . (1,2;16)

s'(g) y(g)

Por construccidn de Ul(g) y Uz(g) y en virtud de (1,2;13), 1las
n-k Gltimas componentes de y(t) e y'(g) son nulas. Entonces, en
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general, y(£) e y'(t) tendrdn la forma

y(g) =

y'(g) =

/Y, (BN

y, (€)

y, (€)

De (I1,2;10), (I1,2;16) y las dos fdrmulas que preceden concluimos

que

\ 5!, (€)

s., (&)

f’S'(k+|)n(E) S|(k+1)z(£)

S.(k+z)i(5) s.(k+2)2(€)

S|(k+l)k(g)

' (k42 Y (E)

s, (€)

N\

/

(I,2317)
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En virtud de (I,2;11) y (I,2;17) podemos escribir

s, (g) 0
s'(g) = ' (1,2;18)
0 s, (¢)
donde

<Y s, (&) s;, (&N

s () - s;t(s) s,‘,.(s) S; () .
\s,, (&) s,, (£) s! (e

(I, 2318 bis)

/Sik+l)(k+l)(g) Sik+l)(k+2)(£) """ sZk+l)n(£)\
Szk“)(k“)(i) SZk+2)(k+2)(£) ceece SZu+z)n(E)

s, (g) =

\St:(k-f-l)(E) s.:(kﬂ)(g) """ sr:n(a) /
(142;18ter)

La formula (1,2;18) define una funcifn matricial S'(¢) en ca-
si todo punto del contorno. Para todo £ fijo de la circunferencia
unidad, excepto, quizd, un conjunto de medida nula, se verifican
las igualdades (I,2311) y (I1,2;17); por consiguiente vale (I,2;1).

Teniendo en cuenta que S(z), Ul(z) y Uz(z) son funciones ma-
triciales holomorfas y acotadas en D, concluimos que la funcibn
S'(g), es el limite, en casi todo punto del contorno de una fun-
cidon matricial S'(z) de caracteristica acotada en D,



- 47 -

Demostraremos, a continuacibn, que el bloque S (g) satisface
2
a la condicidn

I, - Sk(e) s, (e) = 0, p.p. en]g] =1
Sea h(g) e N. Pongamos
s(e) n(e) ‘€7 negey p.p. en g| =1
De 1a f6rmula anterior resulta
th' ()8 = C(h'(g), h'(E) = (S(&) h(g), S(g) h(g) =

(h(g), S*(g) s(e) h(e)> , p.p. en Jg| =1
(1,2;19)

De la definicibn de N sabemos que S*(£)S{(¢)h(g) = h(g),

p.p. en |g| = 1. Reemplacemos esta igualdad en (I,2;19); obtene-
mos
bh' (£)0% = dn(g)i? , p.p. en |g] =1, (I,2;20)
Pongamos
U (e)h(g) def x(¢) , p.p. en lg| =1, (I,2;21)
U, (£)h* (&) T e , p.p. en |g] = 1. (I,2;22)

Las funciones matriciales U (¢) y U, (£), definidas en casi to-
do punto del contorno por las formulas (I1,2;2) y (I1,2;3) son uni-
tarias, p.p. en |&] = 1; por lo tanto se verifica
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bh(g)I® = Hx(g)¥’ : p.p. en |g| =1 ;

Ih (e)8? = gpx*(en’ , p.p. en || =1

De (I,2;20) y las dos iltimas formulas resulta

Ix* (g)#* = dx(g)h? . p.p. en || =1 . (I,2;23)

En virtud de (1,2;21), (I1,2;22) y de la definicifn de S'(¢)
en casi todo punto del contorno, dada por la férmula (i1,2;10),
concluimos que

$'(g) x(¢) = x'(&) , p.p. en |g] =1 . (1,2;24)
Sabemos, ademds, de (I1,2;18), que

s () = s'(g)] = . (1,2;25)
u(e)N

Por 1o tanto, de (I1,2;24) y (1,2;25) obtenemos

1]
f—

$'(g) x(g) = s (&) x(g) . p.p. en || (1,2;26)
Entonces, de (I1,2;23) y (1,2;26) resulta
bx ' ()0 = As (&) x(e)F® = Ix(e)V® , p.p.en |g] =1 ;

y, por consiguiente

p.p. en |g] =1

n
a—ry

Is, (e)1

Es decir, que Sl(g) es unitaria en casi todo punto de la circun-

ferencia.
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Se demuestra, en forma similar que HSZ(C)H <1, p.p. en
lel = 1.
Queda, asi, demostrado el Teorema Fundamental.
Demostraremos a continuacidn un lema del cual es conclusifn
casi inmediata el Teorema 1-2.

Lema 1-13
Hipdtesis.

i) S(z) e Sn

ii) S(z) e¢s una funcidn matricial real; es decir, S(2) = S(z).

Tesis.

Las funciones matriciales Ul(E) y Uz(E), definidas en casi
todo punto del contorno por las férmulas (I,1;2) y (I1,1;3), res-
pectivamente, son limites de funciones Ul(z) y Uz(z) (e HZ(C"))
que satisfacen a

U.(Z) = Ul(z) (z e D) ; (I,2;27)
UZ(E) = Uz(z) (z e D) . (1,2;28)
bemostracidn,
Como S(z) (e Sn) es real, se verifica
ETET =  S{(¢) , p.p. en Jg| =1
Por consiguiente, la funcibn matricial F(g) satisface a
F?g; = F(eg) p.p. en |g| = 1. (1,2;29)

En virtud de (I1,1;45) y (1,2;29) obtenemos
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F(e) o () = &.(E) ¢ (8) , p.p. en |E] =1, (1,2;30)

Para cada ¢ donde estd definida, F(E) es una matriz autoad-
Junta; entonces

s (8) = 6§ () , p.p.en || =1, (1,2;31)

m

Reemplacemos (1,2;31) en (1,2;30); obtenemos

[}
f—
.

F(e) ¢ () = & (E) ¢ (E) , p.p. en |E] (1,2;32)

De acuerdo con (I,1;45) y (1,2;32) § (g) y Gm(E) son, respec-
tivamente, soluciones de las ecuaciones

]
o
-
L]
—
s

det (F(g) - am(z) 1) p.p. en |g]

n
o
-

n
—

det (F(g) - & (&) 1) p.p. en |g|

En virtud de las dos ecuaciones anteriores concluimos que

s () = & (E) , p.p.en |g| =1,
En consecuencia
F(e) o () = & (£) ¢ (E) , p.p. en |E] = 1.

Consideremos las autofunciones {¢m(£)}: y {¢m(E)}:de F(E)
correspondientes a los autovalores & (&) # O (m=1,2,...,k).
Para cada m fijo, ¢ _(&) y ¢_(E) son autofunciones correspondien-
tes al mismo autovalor. Teniendo en cuenta que Mo _(g)l =

= ﬂ¢m(E)“ (p.p. en ||l = 1), concluimos que hay dos posibilidades

para ¢ (g£):
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i
—
-

a) e (e) = ¢ (8) . p.p. en |g]

"
—
[ ]

(1,2;33)

n

]
<
—
Tt}
~—
L J

b) ¢ (¢) pP.p. en |g]|

En el primer caso ¢m(g) es, evidentemente, real. Supongamos
ahora que valga b). Como ¢m(g) puede escribirse en la forma

o _(¢€)

n
e~ 8
(<1}
®
=
-
-
[<1]
(1
o
3
-

entonces

6 (E) ] a et
k=0

De las igualdades anteriores y de (I,2;33) resulta

es decir,que los coeficientes a_ son imaginarios.
k

Pongamos ahora

e (g) si e (£) = ¢ (§), p.p.en [E] =1,
def
e2(g) =
ie (g) si o (g) = -0 (£), p.p.en [g] = 1.
(m=1,2,...,k) (1,2;34)

Vemos, inmediatamente, que las autofunciones ¢;(£) de F(¢)
(m=1,2,...,k) son reales; es decir, que satisfacen a la férmula

e°(g) = ¢2(8) , p.p. en |g] = 1.

Consideremos, ahora, las autofunciones {4'“'(5)}:+I y
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{d»m(é)}:+1 de F(&) correspondientes al autovalor cero.

Sabemos que se verifican las igualdades

F(g) ¢ (&)

n
o
-

P.P. en |g| = 1;

F(e) o ()

]
o

P.p. en |g] 1 (m=k+1,k+2,...,n)

Hay dos posibilidades con respecto a ¢m(g)

a) e (g) = ¢ (g) , p.p. en |g] =13
b) e (g) # ¢ (E) . p.p. en |g] =1
Pongamos

¢ (g) si o (¢) ¢ (%) , p.p. en |g| = 1;

def
er(g) =
o (g) + ¢ (E) si o (g) # ¢ (£), p.p. en Jg| =1,
2
(m=k+1,k+2,....,n) (I,2;35)
Es evidente que ¢°(g) = 0;(5). p.p. en [g| = 1. Por consi-

guiente la funcifn matricial UI(E). construida con las autofuncio
nes ¢°(¢g), definidas por las férmulas (1,2;34) y (1,2;35), satis-
face a

u (e) = U (E) pP.p. en |g] =1, (1,2;36)
Como ¢°(€) e Li(C"), para UI(E) vale la férmula
u, (g) = llim u, (z) , p.p. en |g| =1, (1,2;37).
z |1

donde Ul(z) es holomorfa y acotada en D; entonces, en virtud de
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(1,2:36) y (I1,2;37) resulta (I,2;27).
En forma similar se demuestra la fdrmula (I1,2;28).
Queda, pues, demostrado el Lema 1-13.
Del Lema que precede resulta inmediatamente el

Teorema 1-2

Si la funcién S(z) (e Sm) es real, entonces la funcién matri
cial S'(¢), definida por la férmula (I1,2;18), es 1imite en casi
todo punto del contorno de una funcidn matricial real,

Este Teorema tiene una aplicacidn importante en teoria de
circuitos porque suministra un procedimiento de sintesis de ma-
trices de scattering, segin veremos mds adelante,
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IT - REALIZACION A LA DARLINGTON
II,1. Por realizacibn a la Darlington de una funcibn matricial

S(z) de 1a clase S entendemos la representacién de S(z) como
transformacion lineal fraccionaria

S(z) = (alz)e + 8(2)) (v(2)e + 8(z))™" , (11,1;1)

donde ¢ e S es matriz constante y 1a matriz de coeficientes

a(z) 8(z)
A(z) =
v(z) 5§(z)
‘I 0
es j-interior (donde j = ).
0 I

ta ecuacidén (II,1;1) también puede escribirse en la forma

S(z) a(z) B(z) € (v(z)e + G(Z)]-l
. (I11,1;2)

I v(z) §(z) I

Arov demostr6 en (2) que una condicidn necesaria y suficiente
para que una funcibn matricial S(z) sea realizable a la Darlington,
es que S(z) pertenezca a la clase SI,

Hay tres posibilidades con respecto a S(z):

a) S(z) es una funcibn matricial interior;

b) S(z) no es funcibn matricial interior y det F(¢) # 0 en ca-
si todo punto del contorno

0 (z e D).

c) S(z) no es funcibn matricial interior y Jet F(z)
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A partir de resultados de Arov y teniendo en cuenta la repre
sentacidn (I1,2;18) demostraremos un teorema cuya utilidad reside
en dos hechos:

1) Arov, para probar que las matrices S(z) e Sn pueden represen
tarse a la Darlington, utiliza tres métodos distintos, segin se
verifique a), b) 0 c); en cambio nosotros obtenemos una férmula
Gnica valida para los tres casos.

2) Este teorema permite estudiar el problema de l1a multiplicidad
de representaciones a la Darlington no solo en el caso b) (ya de-
mostrado por Arov) sino también en el caso c), que Arov no resuelve,

Teorema 2-1

Hipdotesis.
S(z) e Sn

Tesis.,

La funcibén matricial S'(g), definida en casi todo punto del contor
no por la férmula (I1,2;10), puede representarse como transformacidn
lineal fraccionaria

s(e) = (a'(g)e + 8'(£)) (v'(e)e + 6'(c))™" (11,1;3)
donde ¢ e S es matriz constante y la matriz de coeficientes

a'(€) 8' (&)
At(g) =
v'(€) §'(¢g)
es j-unitaria en casi todo punto del contorno.

Demostracibn.

La idea de la demostracibn consiste en:
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1) elegir e de una manera adecuada (férmula (II,1:;4));

2) mostrar, luego, que eligiendo los elementos de la matriz de
coeficientes en la forma (II,1;5) el problema estd resuelto,

Construiremos la representacibn (II,1;3) con la matriz cons-
tante

0 0
e = (n-k = dim Ng)’ (11,134)
0 I

n=k

y la matriz de coeficientes A'(¢) formada por los bloques

¥*(€) O 0 0 s¥(g) 0 -
o' (€) ={ + uz'(g)+u]’ (€) } +
0 0 0 I _, 0 S*(g
0 0
+ U, (¢) % 5
o I _,
s () 0 o(e) 0 0 0
B' () = [ { + ] Ut (g) + v ' (g)
0 s, (s 0 0 01
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o(g) 0 0 0 s (&) 0 ‘
§' (&) = + vt (e) + U () f +
0 0 VI 0 s, (g)
0 0
+ % u, (€) . (11,1;5)
N

donde Ul(g) y Uz(g) son las funciones matriciales definidas en casi
todo punto del contorno por las férmulas (1,2;2) y (1,2;3), respec-
tivamente, y las funciones matriciales o(¢) y v{(t) satisfacen a

f
Fo(e) 981 - se(e)s(e) = e*(e)ole)s p.p. en || = 1
(I1,1;6)
def
Fole) = 1, - s (e)s¥(g) = v(g)v*(e), p.p. en |g] = 1,
(11,1;7)

Como S(z) e Sm, las funciones matriciales no negativas Fl(s) y
F:(g) son 1imites en casi todo punto de la circunferencia unidad de
funciones matriciales Fl(z) y F;(z). respectivamente, de caracteris-
tica acotada en D. Por consiguiente, el teorema de Matveev asegura
que existen soluciones 0(g) y ¥(¢) de los problemas de factorizacidn
(11,1;6) y (I11,1;7). Estas soluciones estdn univocamente determina-
das por las condiciones de normalizacién 6(0) » 0 y ¥(0) > 0;
det ©(z) y det ¥(z) son funciones exteriores. Ademds, o(t) y o(g) sa
tisfacen a las formulas

o(g) = 1im o(z) , p.p. en |¢g| =1 3
|z 1

y(g) = Tim v¥(z) , p.p. en |g| =1,
|z |+

donde 0(z) y ¥(z) son funciones matriciales holomorfas y acotadas
en U.
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Probaremos que se verifica (II,1;3) con e y A'(g) definidas
por (II1,1;4) y (11,1;5), respectivamente. En efecto

S'(g) (v'(&)e + 8'(€)) - (a'(E)e + 8'(€)) =

S.(6) 0 N((S*(e) 0 Y (¥*(&) O 0 o
0 s, (eVN 0 sx(q 0 0 o1,

2

S*(g) 0 o 0 0 o0
0 S*(¢ 0 I 01

o(e) 0 0 0 s (g) o0 -1
+ {[ ] + [ ][u:'(e) + U7 (¢) } +
0o 0 0 I _. 0 s (¢)
0 o0 ¥yx(g) O s*(g) 0 -
o I _. 0o 0 0 s (&)
0 o0 0 0 s, () o o(g) 0
: [ ] - U, (¢) ( ] - [ } { +
0o I _, 0 I, 0 s (¢) 0 0

s (g) o o 0 0
frarwal Y s ()
0 s,(¢) 0 I
S, (e)s*(g)-T, OJ { {w*(a) o] (o 0 J [
- + urt(e) o+
{ 0 n 0 0 0 I
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s () 0 o o

0 s, (£)

D
—

(11,1,8)

Para probar la tesis queda por demostrar que la funcién matri-
cial A'(¢) es j-unitaria; es decir, que satisface a la ecuacibn

At*(g) jA'(g) -3 = 0, p.p. en |g|] =1, (II,1;9)

La expresibn anterior es equivalente al siguiente sistema de ecua-
ciones para los bloques de A'(¢):

a'*(g) o' (g) - v'*(e) v' () = 1 (11,1510a)
§'*(e) ¢'(g) - 8'*(g) 8'(e) = I, (I1,1510b)
a'*(g) 8'(€) - v'*(g) 8'(g) = 0 , (IT,1;10c)

en casi todo punto del contorno.

Probaremos que los bloques de la funcifn matricial A'(g), defi
nidos por (II,1;5), satisfacen a las ecuaciones (II,1;10a),
(11,1;10b) y (II,1;10c)..

a'*(g) a'(¢) v'*(g) v'(g) =

= + U, (g) + U (&)

v(e) 0 s (g) O 0o 0
} :
0 0 0o s,(¢) 0o I _,

N r—

0 0 ( y*(g) 0 0 0
u>' (¢) } ’{ + [u;‘(s) +
\ I



+

+
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2 n -k

s, (g) 0 0
lE,(E) +[ ]'U,(a)jl[
0o s,(¢) 0

{w"(s) (1, - 5, (6)s*(e)) ¥~ " (g)

*-

I

n=-k

0

(¢) 0 s,(g) 0 0
0 0 0 s, ,(g) J \o

(e) 0 0 0 ¥(e)
JR R i )
0 S (&) 0 1 0 S*(g)

.
[

0
+
0
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§'*(g) 8'(g) - g'*(e) B'(g) =

0
+
0

[e*"(g)(lk - s*(g)s, () o' () 0
0 ]

i

n -k

0

0

0

J-

0 S;*(s)] [
0 s, () 0
][ul"(s)w;'(e)[ ]N
I -0 S, (&)

0.

0

n -k

vl

n -~k

s, (¢)

0

0 S'(g) 0
] [u:‘(e) + U7 () [
I 0 s

il

J

o{¢)

0

0

o

}



a'*(g) B'(g) - y'*(g) 6'(g) =
v(g) 0 s, (g)
= ] + {Uz(s) +
0 0 0
0 0 s, (g) 0
+ [ ]%—u;‘(a)} E[
oI _ 0 S (

s,(¢) 0
[U,"(&) + U7 (g) [ ﬂ
0 S, (¢)
y(g) 0 s, (&)
-{{[ ] +l:U2(g)+ [
0o 0 0

S
2

y
:

0

s,

ol

L

-%Uz(e)

.

)|

0

0
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s, {eg) o0 0 O o(€) 0 o
- %U,"(a)}{ .

0o S, (¢)

o
—

n -k n -k

s, () 0 0 0
U " (g) + U7t (k) } + 2 U (g) } .
I

0 s,(¢) 0o I _,
s, (£) 0 o0 o oo
o %§[U2(g) ' U‘ (E)J ' z +
_ 0 S,(¢) 0 I _, 0 I _,

0 0 o(g) © s, () 0 -
‘3 [U;'(a) + U] (g) -

0 I _, 0 0 0 s, (£)

0 0 -

E = 0, p.p. en |&] = 1.
0 I _,

Queda, asi, demostrado el Teorema 2-1.

I1,2. Obtendremos, ahora, la expresifn general de una realizaciodn
a la Darlington, védlida para los tres casos, a), b) y c), mencio-

nados en II,1l.
Consideremos la férmula (1,2;10), que relaciona S'(¢) con S(t)
en casi todo punto del contorno,

S'(g) = U, (e) s(g) U (g)
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De 1a expresidn anterior resulta inmediatamente
S(£) = u7'(€) S'(E) U (§) , p.p. en |E] = 1. (11,2;1)
Como consecuencia del Teorema 2-1 sabemos que se verifica
$'(e) = (a'(g)e *+ 8'(£)) (v'(&)e + &'())""

en casi todo punto del contorno, con bloques o' (&), B'(&), Y'(&) y
§'(g) definidos por las férmulas (II,1;5) y la matriz € dada por
(I1,1;4).

De la ecuacidn anterior y (II,2;1) obtenemos

S(g) = U;' (&) (a'(&)e + 8'(g))(v'(&)e + 6" (&))" U (¢) =
= (U7 (g)a'(g)e + UZ () (E)) (U7 (&)Y (B)e + U (E)8 (€)'
p.p. en |g| =1 ; (IT,2;2)

por consiguiente, la expresidon (II,2;2) es una transformacién lineal
fraccionaria de S(&£) con matriz constante € (e S) definida por
(I1,1;4) y matriz de coeficientes A(g) = U(E) A'(&), donde

def u, (&) 0
u(e) =
0 urt (&)

y A'(E) estd formada por los bloques (I1,1;5).
Sabemos que, por construccidon de U(E) y A'(&), se verifica

A(e) = 1lim A(z), p.p. en|g] =1, (II1,2;3)

|z |+|

donde A(z) = U(z) A'(z) (z e D) (11,2;4)
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es una funcidon matricial de caracteristica acotada en D.
Pasaremos, ahora, a demostrar el

Teorema 2-2

Hip6tesis.
S(z) € Sn
Tesis.

La transformacidn lineal fraccionaria

S(z) = (e(z2)e + B(2))(v(2)e + 8(2))7" , (11,2;5)

con matriz constante ¢ (e S), definida por (II,1;4) y matriz de
coeficientes A(z), dada por la férmula (II,2:4), es una realiza-
cién a la Darlington de S(z).

Demostracion.

Para probar la tesis debemos demostrar que la matriz de coeficien
tes A(z) de la transformacidn lineal fraccionaria (II,2;5) es j-ex
pansiva en D y toma valores j-unitarios en casi todo punto de 1la
circunferencia unidad.

Es inmediato ver que A(E) es j-unitaria en casi todo punto del
contorno. En efecto, sabemos que U'(E) y Uz(ﬁ) son unitarias por
construccidn en casi todo punto del contorno; por lo tanto, en
virtud del Teorema 2-1, resulta

A*(£)JA(E) - § = U*(g) A'*(g) jA'(g) U(E) - =

U*(g) jU(e) - 3 =0 p.p. en |E] =1 .

Como la funcidn matricial A(£) es j-unitaria (p.p. en |g| = 1),
para que A(z) sea j-expansiva (z e D) los bloques a(&), B(£), v(E)

y &(t) deben ser, de acuerdo con el Lema Fundamental, l1imites en
casi todo punto del contorno de funciones matriciales o(z), B8(2z) .
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vy(z) y 86(z) que satisfagan a las condiciones (0,2), (0,3), (0,4)
y {(0,5) del Lema Fundamental de Arov.

Probaremos que esto se cumple.

La ecuacibn (II,2;6) es equivalente al sistema

a*(g)a(g) - y*(g) v'(g) = 1 (11,237)
s*(g)é(g) - s*(g) 8(g) = I (11,2;8)
a*(g)B(g) - v*(g) s(g) = 0 ; (i1.2;9)
en casi todo punto del contorno.
De (I1,2;9) resulta
v*(g) = a*(g) 8(g) 67 (£) , p.p. en |g] =1

Reemplazando esta igualdad en (II,2;7) obtenemos

a*(€) (a(g) - 8(g) 677 (&) v(g)) =1, p.p. en |g] = 1.

De la formula anterior y (0,2) concluimos que

a(g) = o7'*(g) , p.p. en |g] = 1;
por consiguiente
v(g) 0O s (g) o 0 o0 ™!
a(g) = §u;'(g) HU_ (g) + v, (€) +
0 0 0 s, (g) 0o I _,
o o \
1 -
+ 5 =
0 I



a(z)
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N —
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¥y(z) O 0 0
v, (z) + (1. + 5(2)) . (11,2;10)
0 0 o I _,

Veremos que los elementos del primer factor de (I11,2;10) son
funciones exteriores y el segundo factor es una funcidn matricial
holomorfa y acotada en D.

Sin restriccibébn de la generalidad podemos admitir que la uni
dad no es autovalor de - S(z) (cf. (2), p. 1310) para z e D; por
1o tanto, la unidad no es autovalor de

0 0
- (1, + s(2))
0 In_k
0 0
Entonces I+ (1 + s(z2))
0 I

es inversible para todo z € D. En virtud del Lema 3-1 de Arov
(cf. (2), p. 1313), los elementos del primer factor de (I1,2;10)

son funciones exteriores.
Consideremos el segundo factor del tercer miembro de (11,2;10).

0 0
Es evidente que (In + 5(z)) es una funcidn matricial
0 In_k
holomorfa y acotada en D, pues S(z) e S. Debemos probar que el
v(z) O '
término U;'(z) es funcidn matricial holomorfa en D.
0 0

Sea bl(z) una funcidn escalar interior que es comldn denominador
de los elementos de la funcibn matricial de caracteristica acota-
da U;'(z). Si ¥ (&) es una funcibn matricial solucidn del problema
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de factorizacién (I1,1;7) que satisface a las condiciones de nor-
malizacidn, v(¢) def Yol(E) b,(g) también es solucidn de (II,1;7)
y satisface a las mismas condiciones. La funcidn ¥(g) verifica,
ademads

v(eg) = lim w(z) , p.p. en |g| =1,
|2 |1

donde ¥(z) = ¥o(2z) bl(z) es holomorfa y acotada en D. Entonces,
los elementos de la funcidn matricial

v(z) 0

u ' (z)

son funciones escalares de la clase No. Concluimos que a(z) e No.
Consideremos el bloque

d(g) = & '(g) =
o(g) O 0 0 s (g} 0 -
= § U7 (g) + uTt (g)+u] " (g) +
o 0 0 I _, 0 s, (&)
0 0 -
.1 } i
o I,
o(g) 0 0 o0
= u, (g) + (1, +S(£))} I, ¢
0 0 o I_,
0 0 -1
+ % (r + S(s))l . p.p. en |g| =1
0 I
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Luego
(J(Z) 0 0 0
d(z) = u (z) + (1. + s(z)) I+
0 0 o 1 _
0 0 -1
+ oz (1 + s(z)) (z e D). (11,2;11)
0 1

n =

Es evidente que el primer factor de (II,2;11) es una funcién
matricial holomorfa y acotada en D. Podemos ver fdacilmente que
los elementos del segundo factor son funciones exteriores, Admi-
tiendo que la unidad no es autovalor de - S(z), la funcifbn
0 0 |
) % (In + S(z)) resulta inversible y, por lo tanto,
0 I

n =K
en virtud del Lema 3-1 de (2), todos los elementos del segundo fac-
tor de (1I,2;11), son funciones de N,. Luego, la funcidn matricial
d(z) e N,.
Consideremos el bloque b(z). Sabemos que

b(g) = 8(g) 6 ' (&), p.p. en |g]| = 1.

Teniendo en cuenta (I11,2;11), por medio de sencillos cdlculos, ob-
tenemos

s, (¢) 0O 0 0 e(g) ©
b(e) = U, (g) urt(e) §1, - % U, (g) +
0 s,(¢) 0 I _ 0 0
0 0 0 O -
+ (1 + s(g)) I+ % (1. + s(¢)) .
0 1 0 1
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P.p. en [g]| = 1. Por lo tanto

s, (z) o 0 0 o(z)
b(z) = Ul (2) U (2)§1 - 5 U (z) +
0 Sz(z) 0 I 0 0

0o 0 e(z) o0 0 0
- s(2)§1,- 3 u, (z) + (1,+ s(2))¢
o 1 J o o 0 I _
0 0 -
I, + % (1. + s(2)) (z e D). (11,2;12)
0o I,

Se ve inmediatamente que el primer factor de (II,2;12) es una
funcifn matricial holomorfa y acotada en D. Hemos demostrado mds
arriba que los elementos del segundo factor son funciones escalares
exteriores; por consiguiente l1os elementos de b(z) pertenecen a la
clase No y b(z) e No.

Por G1timo consideremos el bloque

c(g) = &7'(g) v(g) =

o(g) 0 0 o0 0 o0
- { u, (£) + (1 + sm)} EI; 5

0 0 0 1 0 1
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- s, (g} 0 ¥(e) 0
- (1, + s(e)) } u, (€) [ ]i[ ] +[J,(s) +
0 s, (¢) 0o 0

SR Nt A

n-k

p.p. en |g| =1, (I1,2;13)
E1 segundo miembro de (I11,2;13) es la suma de dos términos que de-
signaremos con la siguiente notacibn:
]
def () 0 0 _ 0 0
c (g) = u, (g) + I+ S(g)) p§I + u
0 0 0 In-k 0 In-k

- 0 0
. (1, + s(g)) % ] s p.p. en |E] = 1. (11,2;14)
0 I

n =k

N
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s (g) 0 0o 0 \Y '

+ u, (¢) » P.p. en |g}=1. (I1,2;15)
0 s,(¢) 0 1

Teniendo en cuenta que, seglin hemos demostrado, d(z) e No, conclui
mos que

c (z) = d(z2) % e No. (11,2;16)
0 I

Probaremos que el té&rmino cz(s) es 1imite en casi todo punto de la
circunferencia unidad de una funcidn matricial cz(z) (z e D) de la
clase N,.

Reemplacemos en (I1,2;15) la igualdad

0 0 - f 0o 0 -
1L+ 3 (1+seNt  =1- B 3 (1,+ s(e))
o1, 0 I _,
0 0
% (1, + s(&)) , p.p. en |g] =13
0o I _,
obtenemos
o(g) O 0 0 s (g) 0O
c, () ={ U, (g) + (1 + S(&))} u, (g)
0 0 o I _, 0 s, (g)



P.P.

en |e| = 1.

s¥(¢) 0
J (1 + s(e)) v (¢) [ ]
N 0 sp(e)
s, () 0 0 o .
J U,(E)J[ ]} ’
0 S (¢ 0 I _,

(11,2;17)

Introduzcamos la siguiente notacion:

c, (€)

donde

¥(e) 0

] + [Uz(g) +
n 0
en IEI =13

c,(g) + ¢, (&),

0

(11,2;18)
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- 0 0 S*(g) O v(g) 0
(I + s(¢)) % [ ]UII(E) [ ]{[ ] +
VI 0 S*(¢) 0 0
s (e) 0 0 0 e
+[Uz(£) ¥ JUI(E)} [ ] } s P.pP. en IEI = 1.
0 S, (&) o I _
(11,2;19)

Consideremos el término c4(£).

0 0 S¥(e) o ¥(g) 0
c,(g) = d(&) % ur' () ]{ ] +[U,(e;) +
0 I _ 0 S*(¢) 0o 0

s, (g) 0 0 0
+ | ] U,(ﬁﬂ [ J z » P.p. en |g] = 1.
0 52\:,) 0 I

n -k
(11,2;20)

Sabemos que d(¢) = 1lim d(z), p.p. en |g] = 1, donde d(z) e No;

|+ |

debemos demostrar que el factor

0 0 s¥(¢) o0 ¥(g) O
3 ( ] (1, + s(g)) ul"(e)[ ]{( ] +[u2(s) +
0 I 0 S*(&) 0o 0

n =k



4

s, (g) 0 0 0 *-
+ t ul(g)J g (11,2;21)
0 S,(¢) o1 _/

2

es limite en casi todo punto del contorno de una funcibn matricial
de la clase No.

Por medio de sencillos cdalculos el factor dado por la fdrmula
(I1,2;21) resulta igual a

0 O s¥(g) 0
% [U;l(é) + U7 (E) :l- u;t(e) I -
0 I 0 Sk(e

ne-

s (g)s¥(e) 0 v(g) 0 s, (g) 0
- }{ +[u2(z) + U'(E)J .
0 I 0o 9 0 S, (&)

0 0 ¥x(g) 0 Sx(g) 0
- 3 z ] ':U,"(t:) + U7 () :
0o I _, 0 0 .0 S*(g)
0o 0 - 6 0 ¥(€)
L 7 ) :
0 I 0 I 0 0
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0 0 ¥(g) 0
- % I - u;'(e) » P.p. en |E| = 1.
o I__, 0 0
(11,2;22)
Luego
0 0 v(z) O
1 -
c,(z) = d(z) 5 I - Uz'(z) (z e D).
0o I__, 0 0
(11,2;23)

Hab7amos visto que podiamos elegir ¥(z) = bl(z) ¥o(z) (z e D), donde
bl(z) es una funcidn escalar interior, comin denominador de los ele
mentos de U;l(z) y Yo{(z) es solucidn del problema de factorizacidn
(I1,137). Concluimos entonces que l1a funcidon matricial

¥(z) 0
-1
u, (z)
es holomorfa y acotada en D; por lo tanto
c,(z) e No . (11,2;24)

Consideremos el término ca(a), definido por la férmula (I11,2;18).
Por medio de sencillos calculos obtenemos )

o(g) ON(S¥(e) 0O ¥(g) s, (¢)
c,(g) = [ { *u, (g)+ u, (¢)
0 0 0 S*(e 0 0 s, (&)
0 o0 Y0 o sx(g) 0
g + t (1,+ s(&)) u ' (&)
VI 0 I _ 0 S*(¢)
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v(g) 0 s, () 0 R N
+1U, () + u,(¢) ,
0 0 : 0 S,(E) 0 I _,
p.p. en |&] = 1. (11,2;25)
Consideremos el primer término de (I1,2;25)
o(g) 0N(s,(g) O y*(g) 0 0 0
+ uzt(e)+uT! (E).
0 0 0 s,(¢) 0 0 n oI,
s¥(g) 0 I o o(g)s¥(g)ex™" (&) 0
0 S* (&) 0 0
(11,2;26)

p.p. en |g| = 1.

La funcién matricial definida por (I1,2;26) es 1imite en casi todo
punto del contorno de 1a funcibn

o(z)s*(2)v+" (1) 0
z z (z e D),
0 0

de caracteristica acotada en D. Sea bz(z) una funcidén escalar

interior que es comin denominador de S;(%) \l'*"(%)° Si 0.(t)
2 z

es una funcidn matricial solucion del problema de factorizacidn
(I1,1;6) que satisface a las condiciones de normalizacibn,

o(£) = b, (£) ©.(£) tambi&n es solucién de (11,136) y satisface
a las mismas condiciones.
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o(g) verifica, ademds

v(g) = lim o(z) , p.p. en |g|] =1,

z |1

donde 0(z) es holomorfa y acotada en D. Entonces 0(2)5:(%)w*"(%)
z z

es de la clase No.

Hemos demostrado mds arriba que el segundo término de (II,2;25)
es 1imite en casi todo punto del contorno de una funcidn matricial
de 1a clase No. Por 1o tanto, ¢, (z) e No.

Concluimos entonces que c(z) e No. Luego, la matriz de coe-
ficientes A(z), dada por la formula (II1,2;4) es j-interior y la
transformacidén lineal fraccionaria (I11,2;5) es una realizacibn a
1a Darlington,

Queda, asi, demostrado el Teorema 2-2.
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IIl - MULTIPLICIDAD DE LAS REALIZACIONES

La realizacidn a la Darlington de una funcibén matricial
S(z) e Sm no es dnica. Tiene importancia, tanto desde el punto
de vista tedrico como desde el punto de vista practico (sintesis
de un n-puerto de matriz S(z) prefijada), la determinacidn de
las infinitas soluciones del problema (esto es 1o que Cauer 1lam6,
en el caso de circuitos de matriz de reactancia prefijadas, el

problema de equivalencia (8)).

Arov ha resuelto el problema de la multiplicidad en un caso
particular; nosotros generalizamos el resultado de Arov, obtenien
do una formula valida, también, para el caso c), que Arov no re-
suelve., Es nuestra formula (NI,2;17), que obtenemos utilizando,
esencialmente, el Teorema Fundamental (Teorema 1-1).

Este es el principal resultado del capitulo III. Comenzamos
demostrando tres lemas preparatorios (lema 3-1; lema 3-2 y lema
3-3), como cunsecuencia de los cuales y del Teorema Fundamental
1legamos a las férmulas (I1I1,2;16) y (I1I,2;17) que resuelven
nuestro problema. Mostramos, luego, que como caso particular de
estas dos formulas se obtiene el resultado de Arov.
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I11,1, Sea
S(z) = (a(z)e + 8(2)) (v(z)e + s(2))"",
a(z) g(z)
A(z) =
y(z) §(z)

(111,151)

una realizacidon arbitraria de S(z) con matriz constante ¢ y matriz

de coericientes A(z).
Como ¢ e S las matrices

son hermitianas no negativas.

E1 espacio C" puede descomponerse en la forma (cf.

" ker F + keri F ;

O
"

c" ker F' + kery F'

Del Lema 1-3 resulta

e ker F = ker F' 3

e kert F C kery F' .

(l)o pP. 7)

Sea r = dimrg F yV yV, las matrices unitarias que diagona
lizan, respectivamente, F y F', En virtud del Teorema Fundamental,

la matriz
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def -
= v, e v (11,1;2)

[

€

puede escribirse en la forma

e! = . (11,1;3)

donde los bloques e, , de orden r, y ¢,, de orden n-r, satisfacen a

2
las condiciones

be N < 1; e, 8 =1,

Consideremos 1a transformacidon lineal fraccionaria

e' = (Clel €, + Bel)(YEl €o *t ‘Sel)ml ’
donde
0 0
r
€o = 4 (I1,1:;4)
0 I
n-r

mostraremos que la matriz de coeficientes

[
]
-

cuyos elementos estdn definidos por las f6érmulas a continuacibn
consignadas, es j-unitaria:
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Fretr g e F7MP g
aE' = s Bel = ’
0 0 0 0
efF'-l/z 0 F-n/z 0
Yel = Gel = (III,1;5)
0 0 0 1

Pasaremos a demostrar esta asercidn.
En virtud de (III,1;2) y teniendo en cuenta que V, ¥y V, son
matrices unitarias concluimos que

e = (a, c0 +8)(v, o+ )" (111,156)
donde
-]
“e Be v, 0 Gt Be'
Ue = = o . (I11,1;7)
-1
Ye S¢ vn Ye! 6e'

Como UE. es j-unitaria la matriz UE también resulta j-unitaria.
De (III,1;1) y (III,1;6) obtenemos

S(z) = (ao(z) €o + Bo(z))(vo(2) €0 * 60(2))™" (I11,1;6)

ao(Z) Bo(Z) de

Ao(z) = A(z) u_ . (111,1:9;

Yo(2z) §o(2)

Del Teorema Fundamental sabemos que, en casi todo punto de 1la
circunferencia unidad, se verifica
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s'(¢) u,(g) s(e) u7'(e)

donde S'(t) es el valor de contorno de una funcidén matricial S'(z),
de caracteristica acotada en D, y puede escribirse en la forma
(1,2;18).

De la fdrmula anterior y (II1,1;7) obtenemos

S'(g) = (a'(€) eot 8'(£))(v' (&) eot 8'(€))™" (I11,1510)

p.p. en |g] =1, donde

te

a'(g) 8'(¢) u,(¢) 0
A'(g) = = . Ao(g), (IIT,1;11)
y'(g) &'(¢) 0 U (¢)

p.p. en Jg| = 1.

Como Ao(£) es j-unitaria y las funciones U (g) y U,(g) son uni
tarias en casi todo punto del contorno, concluimos que

A'*(g) jA'(g) - 3 =0, p.p. en [g] = 1, (111,1;12)

1o cual demuestra el Lema.
Lema 3-1

Hipdtesis.

1) S(z) e Snm .

2) N o= Li(c")

Tesis.

dim ker F = n .
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emost acidn.

Sea r = dim ker F. Admitamos que la tesis no se cumple; es
decir que r # n,

Como Li(C") = N, teniendo en cuenta (III,1;8) y la definicibn
de N, concluimos que para todo h(g) e Li(C") se verifica

* o -
Fle)h(e) = (vol(&)eot 60(3)) "' (I - efeo) (vo(E)eot 6o(£)) ™ h(e) = O,
p.p. en |g] = 1. (111,1;13)
Introduzcamos la notacifn
def

W) = (volE) €0 + 8ol(E))™" . (111,1;14)

Como r = dim ker F, de (II1,1;5) resulta
I - €% €0 = (111,1;15)
Reemplacew.s (I11,1;14) y (II1,1;15) en (III,1;13); obtenemos

F(e)h(g) = wr(c) w(e)h(g) = 0, p.p. en Je| = 1.

De la hipdtesis 2) y de la definicibébn de N sabemos que para
todo h(g) e L:(C"), S(gyh(g) # 0, p.p. en |E| = 1; por lo tanto
w(¢) estd definida en casi todo punto del contorno.

Consideremos una funcibn h(g) e Li(C") de l1a forma
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h(i) = h (£)

Sabemos que
(vo(€)eo+ 6o(€)) h(E) = h'(¢) # 0, p.p. en |g| = 1. (I1II,1;17)

Como Yo(E)eot 6o(€) es el 1imite, en casi todo punto de la cir-
cunferencia unidad, de una funcibn matricial de caracterfistica aco

tada en D, se verifica

h'(g) = M1im h'(z) , p.p. en |g| =1,

g |1

donde h'(z) es una funcibn, que toma valores en C", cuyos elementos
son funciones escalares de caracteristica acotada en D, Llamaremos
bl(z) a la funcidn escalar interior que es comin denominador de los
elementos de h'(z). Entonces

b, () h*'(s) e Ly (C%) ;
por consiguiente, de (II1,1;17) cotenemos
I 0

wr(g) wie)b (e)h'(g) =
0

n

F(e)b, (€)h*(¢)

n-=r

wx(g)b (g)h(e) # 0, p.p. en [g] = 1. (I11,1;18)
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La férmula (III,1;18) contradice la hipStesis 2). Debe veri
ficarse, entonces, dim ker F = n.
Queda, asi, demostrado el Lema 3-1.

Lema 3-2

Hipdtesis.
1) S(z) e Sn .
2) Np = Li(c")

Tesis.

dim ker F = 0.

Demostracidn.

Sea r = dim ker F. Admitamos que la tesis no se cumple; es
decir, que r # 0.

Sabemos, por hipftesis, que para todo g(¢) e L3(C"), g(g) e N.;
por lo tanto, en virtud de (I,1;1), (II11,1;13), (I11,1;14) ¥y
(ITI,1315), resulta

I 0

F(e)g(e) = wx(¢g) wie)g(e) # 0, p.p. enlg} = 1. (III,1;19)
0 On_'

De la formula anterior concluimos que w(g)g(g) # 0, p.p. enjg| = 1,

para todo g(t) e Li(C").
Consideremos una funcidn g(£) e L3(C") de 1a forma

g(e) = g, ,, () (IT1,1;20)
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Sabemos que la funcidn matricial (yo(&)eo+ 6o(E)) estd definida
en casi todo punto de la circunferencia unidad; por lo tanto, de
(IT1,1;19) resulta

(vol€)co + 8o(€)) g(€) = g'(g) # 0, p.p. en |g| = 1. <(III,1;21)

Como (vo(E)eo + 6o(E) es 1imite, en casi todo punto del contorno,
de una funcidn matricial de caracteristica acotada en D, se verifica

g'(g) = 1lim g¢'(z), p.p. en |g] =1,
|2 [+
donde g'(z) es una funcidn, que toma valores en C", cuyos el mentos
son funciones escalares de caracterfstica acotada en D. Llamaremos
bz(z) a la funcidn escalar interior que es comin denominador de to
dos lus elementos de g'(z). Entonces

b, () g'(g) e LL(C") .

De las férmulas (II1,1;20) y (I1I1,1;21) concluimos que

F(e)b, (€)g' () = w*(g) w(g)b (g)g'(g) = 0,
0 0 _

p.p. en |&] = 1.

La igualdad anterior contradice la hipbtesis 2). Debe verificarse,
entonces, dim ker F = 0,

Queda, asi, demostrado el Lema 3-2.

Introduzcamos la notacifn

dim Ng = n -k .
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lLema 3-3

Hipdtesis.
1) S{(z) e S
2) N#9P y NiL #P.

dim ker F = n - k.,

Demostraciodn.

Introduzcamos la notacibn
wiie) = (v'(E)eo* 8'(€))7F = wle) U7 (g) (111,1;22)

p.p. en |¢| = 1, donde la funcibn matricial U, (g), definida por la
férmula (1,2;2) es, por construccibn, unitaria en casi todo punto
del contorno.

De las f6rmulas (1,2;10), (II11,1;16) y (111,1;22) obtenemos

I 0
T
(I - s'*(£)s'(€)) x(g) = w'*(g) w'(g)x(g) = 0,
0 0
n-=t
p.p. en |g] = 1, donde x(t) est§ definida, en casi todo punto del

contorno, p¢. (I,2;5) y se puede escribir, en general, en la forma
(1,2;7).

Como (v'(£)eo + 6'(€)) y w'(€) no son funciones matriciales
singulares, debe verificarse, en virtud de (II1,1;3)

I - e*¢ 0
r 1 1

w'(e)x(g) = 0. p p. en |g| =1, (ITII,1;23)



Admitamos que la tesis no se cumple; es decir que r # k, e intro-
duscamos 1a notacion
w' (¢) W', (€) v, , () v, , (€)
w'(¢) ; y'(g) = ;
wy, () wy, (£) v,, (€) Y,, (€)

s, (g) §' (¢g)
§'(¢) » P.p. en |g] =1, (I11,1;24)
s, (¢€) s, (¢)

donde los bloques v/ (¢) y &/ (&) son de r x k, y;l(g)'y 6, (g) de
rx (n-k), v/,(¢) y &/ (g) de (n-r) x k, v;, (&) y 6 (&) de
(n-r) x (n-k), w' (g) de k x r, w:,(&) de (n-k) x r, w;‘(g) de
k x (n-r) y w; (&) de (n-k) x (n-r).

De la férmula (II1,1;23) concluimos que el bloque rectangular
w;z(g), de n-k columnas y r filas, satisface a la ecuacidn

w' . (e) = o0, p.p. en lg] =1,

Calculemos w'(g), teniendo en cuenta la igualdad anterior,
(111,1322) y (111,1;24); obtenemos

5!t (€) 0
w'(g) =
(v}, (e)+s! (€)' 6! (g)s! ' (&) (v}, (e)+e! (&))"
p.p. en |g] = 1. (111,1;25)

De las férmulas (I,2;10), (1,2;18), (I1I1,1;4), (III,1;22) y
(I11,1;25) resulta )
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p.p. en |g]| =1,

De la ecuacidn anterior concluimos que

I, - S*(e)s (&) = &) ' *(e)s! " (&), p.p. en |g| = 1.
(I11,1;26)

Podemos aplicar el teorema de Mitveev a la funcibn positiva
I,- S*(g)s, (g) (cf. (2), p. 1311); de acuerdo con este teorema
existen funciones matriciales o(z) de orden k, holomorfas y acota
das en D, tales que det o(z) # 0, que son soluciones de problema
de factorizacidn

I, - S¥(e) s, (g) = e*(g) o(g), p.p. en [g] = 1. (II1,1;27)

Dentro del sistema infinito de soluciones estd univocamente deter-
minada la funcibfn matricial 0.(z), de orden k, por las condiciones
de normalizacibn 6,(0) > 0 y det 0.(z) es funcidn exterior, Sabe
mos, ademds (cf. (9), p. 285; (10), p.304 ) que cualquier solucidn
del problema de factorizacidn (II1,1:;27) satisface a la condicidn

o(e) = V (g) eo(g) » p.p. en |g| =1, (I11,1;27bis)

donde V (&) es una isometria. Para cada¢ del contorno donde estd
definida, Vl(g) es una matriz un: :ria; por lo tanto debe ser una
matriz cuadrada. Entonces, como 0o,(¢) es funcibn matricial de
orden k, V (&) debe ser también de orden k; por consiguiente, to-
da solucidn de (III,1;27) es funcibn matricial de orden k.

De (III,1;26) y (I11,1;27) resulta

6' (¢) = o' (g), p.p.oen |g| =1,
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Luego 6:l(£) iebe ser de orden k y, por lo tanto, el bloque w;l(g)

también es de orden k; eutonces el bloque w;z(e) que, en virtud de

(II11,1523), es nulo (p.p. en |g| = 1), es de (n-k)xk; por consi-

guiente, resulta r = k. Esta conclusidn contradice la hipotesis

de partida. Debe verificarse, entonces, la tesis dim ker F = n-k,
Queda, asi, demostrado el Lema 3-3.

IIT,2. vespués de demostrar estos tres lemas preparatorios, pasa-
mos, con su ayuda, a la demostracidn de nuestras dos fOrmulas fun
damentales (f6rmula (III,2;16) y férmula (III,2317)).
Introduzcamos 1a notacibn
« (€) af, (€) B, (¢€) B;, (&)
o' (g) = » B'(g) = ,
[} ] 1
o, (€) ay, (£) 8,, (&) B,, (&)
p.p. en |g| = 1, (111,251)
Consideremos una funcién h( ' e N, Sabemos, del Lema 1-3, que
para todo & de la circunferencia unidad excepto, quizd, un conjunto
de medida nula, se veritfica

s(g) h(g) = h'(g) e N; .
En virtud de (1,2;2), (1,2;3). (I,2;10) y (III,1;10) obtenemos

S'(g) x(g) = (a'(g)es + B'(£)) w'(€) x(&) = x'(&)
(111,2;2)

p.p. en |&g] = 1, donde x(€) y x'(&) estdn definidas por las formulas
(1,2;5) y (I,2;6) respectivamente.

Consideremos, ahora, una funcidn g(t) € N1. Del Lema 1-3 sabemos
que, para casi todo punto del contorno, se verifica

s(g) g(e) = g'(g) e N
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De las fdérmulas (I,2;10), (I,2;14), (I,2;15) y (I11,2;10) resulta
S'(e)y(e) = (a'(E)eot B'(E)) w'(E)y(e) = y' (&), (111,2;3)

P.p. en |g| =1, donde y(£) e y'(t) estdn definidas por las fbrmulas
(1,2;14) y (1,2;15) respectivamente,

Teniendo en cuenta (I1,2;18), de las férmulas (I11,2;1),
(111,2;2) y (111,2;3) se concluye que

(ar, (g) + 81, €e)) (v), (&) *+ 62,(e))™ = s,(€), p.p. en |E| = 15
(111,2;4)

B! (£) 6!T'(g) = s ()  p.p. oen |g] = 1; (111,2;5)
ol (g) + 8! (&) =0, P.p. en |E| = 13 (111,2;6)

(af, (&) + 82, (£)) (v}, (e) + 62 (&))" 6} (&) &!]" (&) -
-8 (g) 87 () = o0,  p.p.oeng] =1, (111,2;7)
Reemplazando (III,2;4) en (III,2;7) resulta
e;,(e)- = S,(g) 8;,(g), p.p. en |g| = 1. (I11,2;8)

La ecuacifn matricial (III,1;12) es equivalente al siguiente
sistema de ecuaciones para los bloques de A'(g):

a'*(g) a'(g) -, v'*(g) v'(g) = 1, P.P. en |g]| = 1;
§'*(g) 8'(g) - B'*(g) 8'(g) =1, p.p. en |g] = 1;
a'*(€) 8'(E) - v'*(g) 6'(6) = 0,  p.p. en || = 1.
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Desarrollemos el sistema

o' *(g) o (£) *+ al*(e)a! (e)

21 21

- vrle) vy (e) = 1,

4106 al, () * alz(e) o

12

-vaxe) v, (e = 1,

a'*(g) o), (€) + a *(g) agz(ﬁ)

- vx(e) v, (e) = 0

s1*(e) 8! () + 8!*(g) 6 (£)

- 8,x(e) 8y, () = I,

¢ 3(e) &), (e) + 8/x(e) &}, (g)

- 8ix(e) 8, (g) = L _

s1*(g) 6!, (r) + 61¥(g) 8!, (¢)

- 8 x(e) 8, () = 0 ,

“:T(L) B;l(g) * a;f(g) B;l(E)

- ylx(e) 8l () = 0,

anterior; obtenemos
I % ] -
YII(E) v,, (€)

P.P. en |g| = 1;

- vire) ¥l (e) -

—t
we

P.p. en |g]| =

- vi*(e) v, (g) -

P.P. en |g| = 1;
B, *¥(¢) &' (&)
p.p. en |g| = 1;

- 8,x(¢) 8,,(¢)

P.P. en |g| = 13

- 8/ *(¢) 8!, (&)

p.p. en |g| = 13

- yie(e) s (e)

[
we

p.p. en |g]| =

(IT1,2;9)

(I11,2;10) -

(111,2;11)
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Ae) el (e) + wl*(e) 8y, (g) - v *(g) 5! (&)

- v, rle) 8;,(e) = 0, p.p. en [g] = 13 (I11,2;12)
a'*(€) 8),(g) + ay*(g) 8) (&) - v/¥(¢) &) (&) -
-y, (e) s, (e) = v, p.P. en |g| = 13
a'*(e) 8/, (&) + a)¥(€) 8),(c) - v/¥(g) s/ (&) -
- v, ¥¢e) 6, (g) = 0 p.p. en |g| = 1.
¢ ..ando (I11,2;10) y (II1,2;12) r.sulta
ar¥(e) s,(e) = ) (g) , p.p. en |g] =1;

es decir

v, () = S¥(&) o) (&) » p.p. en [E] =1 (111,2;13)

Reemplacemos (I11,235), (I111,2;8) y (II1,2;13) en (II1,2;11);
obtenemos

al*(€) S (£) &) (&) - v/*(€) & (&) =0, p.p. en |g] =1;
por lo tanto resulta
v (&) = S*x(g) of (£) , p.p. en |g] = 1, (I11,2;14)

Consideremos el problema de factorizacidn

I - S (£)s*(g) = ¥(g) ¥*(g), p.p. en |E] = 1 (111,2;15)

k
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ventro del sistema infinito de soluciones estd unfvocamente deter
micada la funcidn matricial de orden k ¥o(z), holomorfa y acotada
en D que satisface a la condicidn det v¥o(z) # 0, por las condicio
nes de normalizacibn ¥o.(0) > 0 y det ¥o(z) es funcidn exterior.
Toda solucidn de (III,2;15) se obtiene por medio de la férmula

v(g) = vole) V (€), p.p. en [g] =1, (11T,2;15,bis)

donde Vz(g) es una isometria,
Reemplacemos (I111,2;13) en (III,2;9); obtenemos

a'*(g) af (£) - vi*¥(e) v/ (&) =1, p.p.en |g] = 1.

De la férmula anterior,{(IIl1,1;26), (III,2;14) y (111,2;15) resulta

B, (e) = s (&) o7 (¢), p.p. en |g| = 1;
a! (£) = ¥7'*(¢) . p.p. en |g] = 1;
v/, () = s*(e)y7'x(g) . p.p.oen |g] =1,

Teniendo en cuenta que las soluc.ones 0(g) y ¥(eg) de
(111,1;27) y (t11,2;15) se pueden expresar por medio de las solu
ciones univocamente determinadas 0o(f) y ¥o(£), respectivamente,

en la forma

o(g) = V (&) e.(¢) , p.p. en |g} =1,
v(e) = vol(e) V, (&) , p.p. en |g| =1,

concluimos que
! () =03 (e) v (g) . p.p.oen || =1,
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B!, (e) = s (g)es'(g)v, (e) , p.p. en Jg] =1,
o) (2) = v (g) v (E) p.p. en fg| = 1,
v, (g) = s¥(e) v*7'(g) V_(£), p.p. en |£] =1,

donde Vl(g) y Vz(g) son isometrias.
Sabemos, de (III,1;25), que se verifica

v, () +&' (¢) = 0, p.p.en|g| =1.

Finalmente, en virtud de (I11,2;6), (I111,2;13) y las férmulas an-
teriores concluimos que A'(z) estd dada por la expresidn

(v:"g)v,(s) o), (6) S (2)03 (2] (2) - a,, (2)\
a;, (2) ay, (2) s, (z)s! (2) 8!, (2)
A'(z) =
ss(her Qv () v 2) et () V() - v (2)
4 4
NosHd) v () v! (2) 6! (2) s (2)
z
(z e D), (I11,2;16)

y satisface, ademdas, a la condicidn (I111,2;4).

De (II71,1;9) y (I11,1;11) se concluye que la matriz de coeri-
cientes de cualquier realizacifn a la Darlington de S{(z) se escri-
be en la forma

A(z) = A'(z) U] (111,2517)
0 v’ (z)

donde A'(z) estd dada por la férmula (III,2;16) y Ue por la formula
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(ITI,1;7); y debe satisfacer a las hip6tesis (0,2), (0,3), (0,4)
y (0,5) del Lema Fundamental de Arov.

La f6érmula (III,2;17) es nuestra solucidn del problema de
la multiplicidad. Variando las funciones Vl(z) y Vz(z). defini-
das por las férmulas (III,1;27 bis) y (I1,2;15 bis), obtenemus
todas las real:-aciones de S(z). '

Para ser cumpletos, no estd de mas demostrar que nuestra for
mula (II[,2517) contiene a la (4.14) de Arov (cf. (2), p. 1318)
como caso particular. Es 1o que hacemos a continuacidn,

Cuando la funcibn matricial F(g), definida por la fbrmula
(I,1;5) satisface a la condicibn F(g) > 0, p.p. en |g| =1,

dim N = 0; por lo tanto, la férmula (II1,2;16) se reduce a

yrx7!(2) s (z) o5 (z) v, (2) 0

N1 |

A'(z)

s+ (hyrt () 03" (2) > NNR)
Z Z

(111,2;18)

Teniendo en cuenta que, como dim N = 0, se verifica

S(g) = Ut (g) S (g) U (e) ., p.p.en |g] =1, (111,2319)

resulta, en virtud de (IT1I,1;27) y (Ii11,1;15)

1]
—
e

I - s*(g)s(g) = ux(elo*(e)eq (&)U, (€), p.P. en |ef

1}
b
L]

I - s(g)s*(g) = U ' (e)vale)¥i(e)U, (),p.p. en |g]
De las expresiones anteriores vemos que las funciones

pe) %8 ooe) U (&) . p.p. en lE] =1,
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y
def _,
Q(e) = U (g) ¥o(g) ,  p.p.oen [E] =1,
son soluciones de los problemas de factorizacifn
I, - s*(g)s(g) = P*(g)P(g) , p.p. en |g] = 13
I - S(g)s*(g) = Q(e)Q*(¢) , p.p. en |E] = 1.

De las f6rmulas que preceden, (II1,2;17),(II1,2;18) y (111,2;19)
concluimos que, en este caso, se verifica

soQ*

=

) S(z)P™' (2) v, (z) 0
z
A(z) = U,
sx(Lygr=t (1) P~ (2) 0 v (2)
p4 Z

(z e D). (111,2;20)

La formula (I11,2;20) coincide con la férmula (4.14) que obtiene
Arov (cf. (2), p. 1318) al resolver el problema de multiplicidad
de representaciones a la Darlington de una funcifn matricial
S(z)(e Sn) cuando F(g) > 0, p.p. en |E] = 1.
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IV - TRANSFORMACIONES LINEALES FRACCIONARIAS DE FUNCIONES MATRI-
CIALES j-EXPANSIVAS,

Demostraremos en este capitulo tres teoremas para funciones
matriciales j-expansivas a base de los cuales se puede resolver el
problema de la sintesis a la Darlington de matrices de transferen-
cia de 2n-puertos, a partir de la sintcsis de multipolos no disi-
pativos con doble nimero de puertos. E1 sistema buscado se obtiene,
como veremos en el pardgrafo IV,2, cerrando los puertos sobrantes
con cuadripolos.

IV,1. Consideremos las matrices P = 1/2 (Izn+ iy Q=172 (I~n -3)
donde

j = (IV.].,].)

Para una matriz T, de orden 2n, j-expansiva, estd definida la

matriz
s = (T +P) (PT+ Q)" 0, (1V,1,2)
donde
0 N
Jp = (1v,1;3)
I 0

De la f6rmula (IV,1;2) obtenemos

[, - S* =3 (QT + P)*™' (T* 5 T - §) (QT + P)™" 3,

En virtud de la expresifn anterior podemos afirmar que T es
j-expansiva si, y s6lo si, la matriz S, definida por (IV,1;2) es
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contractiva. La matriz T se expresa, en funcibn de la matriz S,
¢ .r medio de la f6érmula

T = (@-s3 )7 (P-sa Q).

Si T(z) es una funcibn matricial j-expansiva, de orden 2n, de
acuerdo con la formula (IV,1;2) la funcifn matricial

S{z) = (QT(z) +P) (PT(z) +Q~" J (IV,1;4)

P

es holomorfa y contractiva en D, Sabemos (cf. (2). p. 1303, Lema
2-1), ademds, que T(z) es de caracterfstica acotada en D.

Nos interesardn funciones matriciales G(z) jzn-interiores,
esto es, funciones matriciales G(z) i, -expansivas (z e D) cuyo va-
lor G(g), en casi todo punto del contorno satisface a la condicidn

G*(¢) §,, 6(¢) - §,, =0, p.p.en |g| =1,

donde
i. c (IV,1;5)

Sea

9,,(2) g,,(2)
G(z) =
g,, (2) 9,,(2)

una funcibn matricial, de orden 4n, de caracterfstica acotada en D.
En virtud del Lema Fundamental (cf.(2), p. 1306), citado en
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la Introduccibn, si G(z) satisface a 1a condici8n
G*(¢) j,, G6(g) - 3, >0, p.p. en |g] =1,

y si, ademds, los bloques
def -
a(z) = g,,(z) g9;.(2) (z e D),

def -1
b(z) = g,,(z) - 9,,(2) 9;,(z) 9,,(2) (z e D),

c(z) ‘€7 971 (2) g, (2) (z e D),

fo
d(z) i 9,,(z) (z e D), (IV,1;6)

pertenecen a la clase No, entonces G(z) verifica
G*(z) Jia G(z) - J > 0 (z e D).

0 sea, que el Lema Fundamental nos permite afirmar que si una fun-
ciébn matricial G(z) toma valores j, -unitarios en casi todo punto
del contorno y para sus bloques se cumplen las condiciones (IV,1;6),
la funcidn matricial G(z) es jzn-expansiva (z e D).

E1 resultado anterior desempeiia un papel importante en la de-
mostracidn del

Teorema 4-1

HipbGtesis.
T(z) es una funcibn matricial, de orden 2n, de la clase T y
cample una de las siguientes condiciones

1) T*(g) § T(g) - § = o0, p.p. en |g] =1,

1,

2) T*(g) j T(g) - 3 > 0O, p.p. en |&|
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donde j estd dada por la f6rmula (IV,1;1).

Tesis.

T{(z) se puede representar como una transformacidn lineal
fraccionaria

T(z) = (A(z) to + B(2))(C(z) to + D(2))"", (Iv,1;7)

donde to, es una matriz constante j-expansiva de orden 2n, y la
matriz de coeficientes

A(z) B(z)
W(z) =
C(z) D(z)

verifica las condiciones

W*(z) J' W(z) - J0'>0 (z e D);

(Iv,1;8)
W*x(g) J' W(g) -Jd*' =0, p.p. en |E}] =1,
donde
J 0
J' = (IV,1;9)
0 -J

Demostracifn.

1) Es trivial demostrar la tesis cuando T(z) es j-interior; es decir,
cuando T(z) satisface a la condici8n 1) de la hipStesis. En este
caso la realizacibn de T(z) como transformacidn lineal fraccionaria
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se obtiene con la matriz constante to= I2n y la matriz de coefi-

cientes

T(z) 0
W(z) =

2) Consideremos, ahora, una funcidn matricial T(z) que satisfaga
a la hipbtesis 2).

Como T(z) e Tn la funcibn matricial S(z), holomorfa y acotada
en D, relacionada con T(z) por medio de la férmula (IV,1;4), es de
la clase Sn, Podemos, entonces, aplicar el teorema de Matveev
(cf.(2), p. 1311) a las funciones I, - S*(£)S(g) y I, -S(g)s*(g).
De acuerdo con este teorema, existen funciones matriciales o(z)

y ¥(z), de orden 2n, holomorfas y acotadas en D, tales que
det o(z) # 0 y det ¥(z) # 0, que son soluciones de los problemas
de factorizacidn

o*(g) o(g) ;

I, - S*(g) S(¢)

2an

L, = S(g) s*(g) ¥(g) v+(g)

2
Dentro del sistema infinito de soluciones estdn univocamente
determinadas las funciones matriciales 0o,(z) ¥ Yo(z) que satisfa-
cen a las condiciones de normalizacidn 0,(0) > 0, ¥,(0) > 0;
det 0o(z) ¥ det ¥o(z) son funciones exteriores.
Obtendremos la realizacifn (IV,1;7) de T(z) con la matriz
constante j-expansiva

(1v,1;10)

-
)
"
NO|—
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Introduzcamos las siguientes designaciones

A(z)

)[\/50-

0 [
1 [ Il + {Q (QT(z) + P)(PT(z) + Q)" Jo+ PI} o ' (2).

0 21
10

[\/5 W - L " ﬂ :

. P ]
V5 21 0

{o b e+ Q)7 (rx(dy + P)} vt (L) [\/s P -

(g +p (x(yp + )7 (7x()a + p)) e
¥A 2

N1 |

B(z)
z z z

21 0
-1 [ H +00(QT(z) + P) (PT(2) + Q)" 3+ PY ) 07! (2).

0 21
.l}/s Py, - 1 [ ﬂ :
V5 0 -1

L(z) = (P +q (T2 + Q)7 (1(dyg + p)y v'x(dy [»/s Q -
z

y4 ¥4

0 I
L [ J} + (P(QT(z) + ) (PT(z) + Q)" J+0Qd) o ' (z).

0 2I

I 0
. [\/5 Q, - L ﬂ ;
Vs Lo o

D(z) = (P +q (T*(1)p + )" (T+(D)q + )y v+ (L) [ws P -
Z ¥4 Z
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21 0
.1 jl + {P(QT(z) + P)(PT(z) + Q)=" 0 + Q3 } o™ '(2).
Vs T
-1 0
0 2r
[JSPJp o1 } . (Iv,1;511}
Vi lo -1

Demostraremos a continuacidn que si T(z) satisface a la condi-
cion 2) de la hipbtesis, puede representarse en la forma (IV,1;7),
con la matriz de coeficientes W(z) construida con los bloques defi-
nidos por las formulas (IV,1;11)., Para ello calcularemos
(A(z)to + B(z))(C(2)to + D(z))™"' con t, dada por (IV,1;10) y A(z)
B{(z), C(z) y D(z) dadas por (IV,1;11), y veremos que el resultado
es T(z). Los cdlculos que siguen no ofrecen dificultad alguna.

A(z)to + B(z) = {Q + P(T*( 1yp 4 o)“(T*( )q + P)} w*"d)
In In 0 In
1 51 V5 0 21

(Q(qr(z) + P)(PT(z) + Q)" J, + P} o (2){

10 S 0 21
+ PJ - l .].'. + =
p 2
J V5 { 10 1 51 0 -1 }

N | =

RO &
(3

+

g+ e (oL« (1x(he s Py vre(dy .
¥4 z

z

1

V5 0 5 1

[(vs/2 1, V5/2 1 v6/2 1 V5/2 1
| ] - ] +{Q(QT(z) + P)

L 0 V5 1
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2/ V5 1_ 2V5 1,
C(PT(z) + Q)TN 9, + ke 07 (2) [ ]

4/ V5 1 0

= (0 (T(z) + P)(PT(z) + Q)7" 9, + P} e7'(z)
[2/ V5 I, 2v5 I
4/ V5 1 0 J

Clz)to + D(z) = (P +q (Tx(2)p + @)7" (1x(L)q + P)rv'»(d
4 Z 2

I, 1, 0o I 11
BRC A0 C
1 5l V5 0 21 1 s,

21 0\7
: [ J § + (P (QT(z) + PY(PT(z) + Q)71 9, + Pa ) 07 (2) .

-1 0

N

+
A
o o
] N

b'_‘ SH
N~— _/
)
N’

n

tp o+ q (me(hye v )7t (ehie + p)yvie(d ivs {%
p4

z ¥ 4

S IR I R R W
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QJ
{P (QT(z) + P)(PT(z) + Q)" J o+ QJP} o' (z) { V5 5

I 1 I 0 11 0 21
| +pa -1 L + 11
1 51 210 I s 0 -1

n

P

+

2/ V5 1 245 1
{p(QT(z) + P)(PT(z) + Q)"Jp +Qd ) o~ ' (z)

4/ V5 I 0
Teniendo en cuenta los cdlculos anteriores concluimos que

(A(z)to + B(z))(C(z)te + D(z))™' = (Q(QT(2) + P)(PT(z) + Q)"JP+PJP}

(P (QT(z) + P)(PT(2z) + ;7' 9 + @ 17" = T(z).

4

Mostraremos que la matriz W(z) construida con los bloques
(IV,1;11) satisface a las condiciones (IV,1;8).
Introduzcamos la matriz

Q PJ

def P
R = , (1v,1:12)

P QJp
que es unitaria por construccién, y la funcibn matricial

h (z) h (z)

Wz) - 12
h (z) h,, (2)

formada por los bloques

h  (z) =V5 v+

NI =

) 1. - L (aT(z) + P)(PT(2) + Q)" U o”'(2)
V5 P

2n
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In ZIn
ZIn -In
1 121
h ,(z) = - = W*'l(%) +Vv5 (QT(z) + P) (PT(z) + Q)"J
V5 z P
ZIn -In
o ' (z) 1 :

h,(2) = Vs 3 (T2 + @) (e v p) vy 1 L
z z z "5
121
0" (z) ;
21 -1
1 21
n,(2) = - 20 (e s ) rha v ey wr(d +
v'5 Z z z 21 1
+ V5 e ' (z) I . (IV,1;13)

Es facil comprobar que la matriz R satisface a la igualdad
R J R = J' , (Iv,1;14)

donde j, _ estd dada por la férmula (IV,1;5).

Teniendo en cuenta (IV,1;11) y (IV,1;12), observamos que W(z)
puede escribirse en la forma

W(z) = R H(z) R* .

De la igualdad que precede, conjuntamente con (IV,1;13), concluimos

que
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Wr(z) J'W(z) - 3" = R (H*(z) §, H(z) - §, ) R*.
La relacidn anterior nos permite afirmar que W(z) es J'-expan
siva (unitaria) si y s6lo si la funcibn matricial H(z) es j2 -expan

siva (unitaria).
Multipliquemos la funcidn matricial

H*(z) §,, #(z) - i,

a la izquierda y a la derecha por la matriz autoadjunta

(V5 I 0 1 I 2 1)
V5 V5
0 V5 1 72- I 1 1
t, = - Ve V5 . (IV,1;15)
A I 2 VI 0
V5 V5
L 1 I 0 J5 1
WV 5 V5 /

e introduzcamos la funcidn

g, (z) g,,(2)
G(z) = = t H(z) t
g,,(z) g,,(2)

Por medio de un sencillo cdlculo obtenemos

g, (z) = ¥7'*(L) ;
¥4

g,,(z) = (aT(z) + P)(PT(z) + Q)7 o ' (2) ;
g, (z) = (x(Lyp + q (mx(ha + p) v (D)
4 ¥4 2

07" (z)

V=]
~
~
~—
N
g
f
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Teniendo en cuenta que t satisface, por construccidn, a 1la
igualdad

concluimos inmediatamente que se verifica

t, (¥ (2)3, H(z) - 5, ) t = 6*(z)j, 6(z) -3, .,

Por 1o tai.to, para comprobar que W(z) satisface a las condiciones
(IvVv,1;8), basta mostiar que G(z) es una funcidn matricial jzn-inte-
rior.

Un sencillo cdlculo nos permite ver que la funcifn matricial
G(z) toma valores j2n-unitarios en casi todo punto del contorno. Te
niendo en cuenta, ademds, que en (2) se demuestra que los bloques
(Iv,1;6), definidos a partir de los bloques de G(z) son de la clase
No, concluimos, a base del Lema Fundamental, que G(z) es jzn-interior;
por consiguiente W(z) satisface a las condiciones (IV,1:;8).

Queda, pues, demostrado el Teorema 4-1.

Como T(z) e Tn, entonces T*(g) es el 1imite en casi todo punto

del contorno de la funcidn matricial T*(%), de caracterfstica acota
z

da en D. Por 1o tanto, la funcibn matricial T*(g) j T(g) - j es el

1imite (p.p. en |£]| = 1) de la funcibn matricial T*(1) j T(z) - j,
Z

de caracteristica acotada en D.
Para la funcidn escalar det (T*(%) j T(z) - j), de caracteris
z

tica acotada en D, hay tres posibilidades:

1) det (T*(¢) i T(¢g) - j) =0, p.p. en |g|] =1, y T(z) es funcibn
matricial Jj-interior.

2) det (T*(¢) j T(g) - 3j) #0 , p.p. en |E] 1. De esta hipbtesis
resulta que T*(¢) j T(g) j >0, p.p. en |g| =1,

3) det (T*(%) i T(z) - j) =0 (z eD) y T(z) no es funcidn matri-
2
cial j-interior.



- 112 -

Hi...os demostrado el Teorema 4-1 en los casos 1) y 2). Es
Gtil sehalar que si pudiéramos probar un teorema andlogo al 4-1
para el caso 3) podriamos afirmar que es condicibn suficiente pa

ra representar una funcidn matricial T(z) j-expansiva en la forma
(IV,1;7), que la funcibn T(z) pertenezca a la clase Tl (este es
un problema que queda abierto).

Teorema 4-2

Hipbtes s.
La funcibn matricial T(z), de orden 2n, puede escribirse en
la forma
T(z) = (A(z) to + B(z))(C(z) to + D(2))"" (1V,1;16)

donde t, es una matriz constante j-expansiva y la matriz de coefi-
cientes '

A(z) B(z)

W(z) =
c(z) D(z)

verifica las condiciones
Wx(z) J'W(z) - Jd' >0 (z e D) ;
Wr(g) J'W(g) -J' =0, p.p. en |g| = 1.

Tesis.

T(Z) < Tr[ °

Demostracifn.

En virtud de (IV,1;16) podemos escribir



- 113 -

T(2) Az) B(z)® to (€(z) to+ D(z))""

I C(z) D(z) I

2n 2n

De la expresidn anterior obtenemos

to Y* (A(z) B(z)N\* (] 0 A(z) B(z)

(C(z)to+ D(z))*"’
I C(z) D(z) 0 -j C(z) D0D(z)

to
(C(2)te+ D(z))™" = T*(z) j T(z) -3 (z eD). (IV,1;17)

Sabemos, por hipdtesis, que W(z) es J'-expansiva (z e D); por
1o tanto, de (IV,1;17), concluimos que

T*(z) § T(z) - 3 2 (C(z)to* D(2))*"" (t¥ jto- J)(C(z)to+ D(z))"’
(z e D). (Iv,1;18)
Como t, es j-expansiva por hipotesis resulta, entonces,
T*(z) j T(z) - §j >0 (z e D).
Mostraremos, ahora, que T(z) e TI.
Sabemos, por hip6tesis, que la funcibén matricial J'-expansiva
W(z) verifica la condicibn W*(g) J' W(g) = J', p.p. en |g| =1,

Por consiguiente, l1a funcifn matricial

Wiz) = avwt(dy o,
4
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definida en |z| > 1 de acuerdo con el principio de simetrfa tiene
caracteristica acotada en |z| > 1, y sus valores de contorno

We) = lim W(z) , p.p. en le| =1,

' e |41
coinciden, en casi todo punto, con los valores de contorno W(&) de
W(z). Por lo tanto, la funcibn matricial T(z), que admite una re-
presentaci6én (IV,1;16), tiene la propiedad adicional de que sus va-
lores de contorno son, simultdaneamente, valores 1imites de una fun-
cién matricial de caracteristica acotada en |z| > 1. 0 sea, que
[(z) e Tnm,

Queda, asi, demostrado el Teorema 4-2,

Teorema 4-3

Hipotesis.
T(z) e Tl es funcidn matricial real y cumple una de las siguientes
condiciones:

[}
p—t
we

1) T*(g) j T(¢) -3 =0, p.p. en |E]
2) T*(g) j T(e) -3 >0, p.p. en |E]

1
Pt
.

Tesis.

La matriz de coeficientes W(z) de la transformacibn linc:al
fraccionaria (IV,1;7) es real; es decir que W(z) verifica

Wiz) = W(z) .

Demostracidn.

1) La demostracifn es inmediata cuando T(z) satisface a la hipd-
tesis 1). En este caso, la matriz de coeficientes propuesta en el
Teorema 4-1 es



- 115 -

T(z) 0
W(z) =
0 I

2n

Como T(i) es real por hipbtesis W(z) es, evidentemente, real.

2) Admitamos ahora que T(z) verifica la hip6tesis 2). Como T(z)

es real, también es real la funcién matricial S(z), relacionada con
T(z) por medio de la férmula (IV,1;4). Por lo tanto, junto con 0(z)
y ¥(z) son soluciones de los problemas de factorizacibn I, -S*(g)s(g)

y I, -S(g)s*(g) las funciones matriciales o(z) y ¥(z) (cf.(2),
p. 1322). Estas soluciones satisfacen a las condiciones de normali

zaci6n 0(0) > 0, ¥(0) > 0; det 0(z) y det ¥(z) son funciones exte-
riores, Entonces, debido a la unicidad de las soluciones, resulta

6(z) = 0(z) y ¥(z) = W(Ef (z e D), Por consiguiente, es real la

matriz de coeficientes W(z) de la transformaci6n lineal fracciona-

ria (IV,1;7), cuyos bloques estdn dados por las férmulas (IV,1;11).
Queda, pues, demostrado el Teorema 4-3.

Llamaremos realizaciones reales de una funcifn matricial T(z)
j-expansiva las transformaciones lineales fraccionarias con matri-
ces constantes j-expansivas reales y matrices de coeficientes
reales.

E1 Teorema 4-3 nos permite afirmar que para una funcibn matri-
cial T(z) que verifique las hipdtesis del Teorema 4-1 siempre existe

una realizacibn real.

IV,2., Nos ocuparemos, a continuacibn, del problema de la sintesis
de matrices de transferencia de 2n-puertos en relacidn con los
teoremas demostrados en el pardagrafo IV,1. Nuestro tratamiento es
analogo al de Efimov y Potapov (11) para matrices de cadena.
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Es Gtil recordar que la matriz de transferencia de un 2n-puerto
pasivo es una funcidn matricial T(p), de orden 2n, j-expansiva real
en el semiplano abierto de la derecha (Re p > v). Si el sistema es
no disipativo T(p) satisface a la condicifn adicional
T*(p) j T(p) - j = 0 en Re p = 0.

Consignaremos, para ser mas claros, la relacifn que establece
la matriz de transferencia T(p) entre las variables de entrada y de
salida de un 2n-puerto, segun la convencibn usada para el sentido
de las corrientes.

Consideremos el 2n-puerto j i
1 n +1
————— —————————
v, vn.+.l
fig. 1 i ;
g 12 1n-{-z
B ———
V'2 vn+2
N—\——J
. --‘-—"-f_\. -
T, L
S ——————
vn v2n

donde i, y v, (i = 1,2,....,2n) designan, respcctivamente, las
corrientes y las tensiones.
Introduzcamos 1a notacidn

Vl Vnﬁ ]l ]n+l
v, N O R L Lo
vn V2n 1“ ]2"

De acuerdo con el sentido de las corrientes, la matriz de transfe-
rencia
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T(p) =

21

t (p) t,{p)

del sistema de la figura 1 se define por medio de la siguiente fér
mula

Vl - In tnn(p) tnz(p) vz ¥ Iz
= (IvoZ;l)
V‘ * In t!l(p) tzz(p) vz - Iz
Consideremos el 4n-puerto
1| i2|l+l
_-'—ﬂ [—— e ———
V‘ Vzn,',l
| I
1n i!n
— ———————————
Vn VSn
in+, +3u+l fig., 2
] ————
vn+1 V3u+|
12n ian
——— e el p—l———
v:n V"

Introduzcamos las notaciones



Vl

vl = . ’ Vz
vn
il

Il N E * Iz

- 118 -

2n ¢1

L4
"
°

In

12n +1

—
[}

3 L)

i

3n

Llamaremos H(p) la matriz de transferencia del 4n-puerto. De
acuerdo con la convencibn usada se verifica
vl - h vs + Ia
o bl sy Vet e (1V,2;2)
vn MR L Ia
vz t 1 V‘ - Ic
fl . 3 ,! i n Z
y | 2n+1 J—LI
Vi v2n+l Dyl
et
i“ ——— i,, z
—_—— — ] }-
in+| iSn«H
—— ] .
Va 41 Vin+
-—'—"\J
i i,
an _\.__‘ n
Van Van

i
Tos n cuadripolos.

R

zZ ey, (i = 1,...,n) son, respectivamente, las impedancias y admitancias de
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Cerrando los 2n-puertos de salida con n cuadripolos, como se mues
tra en la figura 3, obtenemos un 2n-puerto para el cual las varia
bles de entrada y salida son

Llamaremos to, la matriz de transferencia de 10s n cuadripolos que
conectan de a pares los puertos de salida. Teniendo en cuenta el
sentido de las corrientes vemos que se verifica la relacibn

(1v,2;3)

1}
(ad
(-]

Multipliquemos (IV,2;2) por la matriz R, definida por la fb6r-
mula (IV,1;12); obtenemos

Vl - Il Va + I:
v, -1 vV + 1
R ? 2 = R H(p) R*R * ‘ (IV,2;4)
v, + 1 v, - I,
v, + I, v, - I,
Introduzcamos la notacibn
A B
def . (p) (p)
W(p) = R H(p) R* = ’ (1v,2;5)
C(p) D(p)

donde los bloques A(p), B(p), C(p) y D(p) son de orden 2n.
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Calculemos (IV,2;4) teniendo en cuenta (IV,2;5) y la defini-
cidn de R; obtenemos

V. -1 V. o+ 1
1 1 3 3
Vo+ T v, - I,
= W(p) (1v,2;6)
Voo+ 1 vV, -1
2 2 4 4
V., -1 V. + 1
2 2 4 4

De las férmulas (IV,2;5) y (IV,2;6) resulta

vl - Il V3 + 13 V4 - 14
= A(p) + B(p) i (Iv,257)

V o+ 1 vV - vV + 1

1 1 3 3 4q 4

V2 + I2 V3 + 13 V‘ - 14
= C(p) + D(p) . (IV,2;8)

V -1 vV -1 vV + 1

2 2 3 3 4 4

Reemplazando (IV,2;3) en (IV,2;7) y (IV,2;8) obtenemos

U v, - I,
= (A(p) to + B(p)) s (1v,259)

V. o+ 1 Vo o+ 1

1 1 4q 4

Vv, + 1 v, - 1,
= {C(p) to + D(p)) . (1v,2;10)

V. -1 vV o+ 1

2 2 4 4

' ' = (A(p) to *+ B(p))(C(p) to D(p))~" :

(1v,2;11)
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Comparemos (IV,2;11) con (IV,2;1). Concluimos que la funcidn
matricial (A(p) to + B(p))(C(p) to + D(p)]" es la matriz de trans-
ferencia del 2n-puerto que se obtuvo cerrando de a pares los puer-
tos de salida del 4n-puerto de la figura 2 con cuadripolos.

Si el 4n-puerto es no disipativo, su matriz de transferencia
H(p) verifica las condiciones

H*(p) J,, H(p) - J,, 20 enRep>0;

H*(p) J,, H(p) - J,, =0 enRep=0,
donde j, _ estd dada por la férmula (IV,1;5).

En virtud de las dos fbrmulas anteriores, podemos afirmar que,
para sistemas sin pérdidas de energfa, la funcidon matricial W(p),
relacionada con H(p) por medio de la f6érmula (IV,2;5), satisface a
las siguientes condiciones:

W*(p) R i, R*W(p) - R j,, R* 2 0 en Re p > 0;
(IV,2;12)
W*(p) R i, R*W(p) - R j,, R* = 0 en Re p = 0.

De (IV,1;14) y (IVv,2;12) resulta, inmediatamente, que la fun-
cién matricial W(p) verifica las condiciones

Wx(p) J' W(p) - J' >0 enRep>0;
(Iv,2;13)
Wx(p) J' W(p) -J' =0 en Re p = 0 .

%i% transforma conformemente el se-
miplano de la derecha en el circulo unidad. Por 1o tanto, es inme-
diato que teoremas equivalentes a los Teoremas 4-1, 4-2 y 4-3 valen

para funciones matriciales j-expansivas en el semiplano abierto de

La funcidn analitica z

la derecha.
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Queda claro, ahora, que el Teorema 4-2 nos da una condicifn
suficiente para que una funcibn matricial racional T(p) sea la

matriz de transferencia de un 2n-puerto.

A base de los Teoremas 4-1 y 4-3 podemos afirmar que existe
una realizacibn real para la matriz de transferencia de un 2n-puer
to que verifique las hipbtesis 1) o 2). A partir de este resultado
obtenemos un método de sintesis de 2n-puertos con matrices de trans
ferencia prefijadas. Consiste en cerrar de a pares con n cuadripo
los (de matriz de transferencia conocida) los puertos de salida de
un 4n-puerto no disipativo. En efecto, segin vimos en el pardgrafo
IV,2, 1a matriz constante de la transformacidn lineal fraccionaria
es la matriz de transferencia del sistema de n cuadripolos y la
matriz de coeficientes W(p) estd relacionada por medio de la férmula
(IV,2;5) con 1a matriz de transferencia del 4n-puerto no disipativo.
E1 resultado tiene interés ya que existen métodos de sintesis de
2n-puertos no disipativos de matriz de transferencia prefijada

(cf. (12)).
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V - MULTIPLICIDAD DE LAS REALIZACIONES DE UNA FUNCION MATRICIAL
J-EXPANSIVA,

La realizacion de una funcibn matricial j-expansiva T(z), de
orden 2n, como transformacibn 1ineal fraccionaria, no es Gnica.
Tiene importancia la descripcibn de todas las posibles realizacio-
nes, especialmente en el problema de la sfntesis de un 2n-puerto
de matriz de transferencia prefijada.

Nosotros hemos logrado obtener una f6rmula (cf. f6rmula
(V,2;10) que resuelve el problema de la multiplicidad de las reali
zaciones en el caso particular en que la matriz j-expansiva T(z)
verifica la condicibn

T*(g) j T(e) - 3 > 0, p.p. en |g] =1,

V,1. Demostraremos un teorema preparatorio, a base del cual obten
dremos, en el pardgrafo V,2, las f6rmulas (V,2;10) y (V,2;11), que
son los resultados fundamentales de este capftulo.

Sea T(z) una funcibn matricial j-expansiva en D, y S(z) la
funcidn matricial contractiva relacionada con T(z) por medio de la
férmula (IV,1;4).

Introduzcamos la notacién

sll(z) SIZ(Z)

S(z) = (v,1;1)
Szx(z) Szz(z)

Teorema 5-1

Hipbtesis.,

La funcibn matricial T(z), de orden 2n, es de la clase Tn vy
verifica la condicién

T*(g) j T(e) - § > 0, p.p. en €] =1, (v,1;2)



- 124 -

Tesis.,

La matriz de coeficientes

def Tnx(z) le(z)]

T (z) T (2)

21

de la transformacibn lineal fraccionaria

S(z) = (T, (2)eo + T (2)) (T, (2)eo + T (2))7",

con eo = 0, de la funcidn matricial S(z), relacionada con T(z)

por medio de la fdérmula (IV,1;4), verifica

T (z) = Ru(z) R* t;' (z e D) , (v,1;3)
donde W(z) es la matriz de coeficientes de la transformacidn lineal
fraccionaria (IV,1;7) de T(z) y las matrices R y t estdn defini-

das por las f6rmulas (IV,1:;12) y (IV,1;15) respectivamente,.

Demostraciodn.

Sea
T(z) = (A(z) to + B(z)) (C(z) to + D(2))™" ,
donde
all(z) alz(z) b..(z) blz(z
A(z) = ; B(z) =
azx(z) azz(z) bzn(z) bzz(z)
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c  (z) c ,(z d (2) d , (z)
C(z) = : D(z) = [ ] :
c. (z) czz(z) d (z) dzz(z)

Entonces

def tn(z) tnz(z)
T(z) = =
t. (z) tzz(z)
%— (all(z)+a12(z)) +'bn(z) % (a“(z)+5a”(z)] * bnz(z
[ )7

(azl(z)+5azz(z)) + bzz(z

N
N -

(a,,(z)+a, (2)) + b  (2)

-1

% (cll(z)+c12(z)) * dll(z) %- (cll(z)+5clz(z)) * d:z(z
[%— (CZI(Z)+C22('Z)) * dZI(Z) % (c2l(2)+5c22(z)) * d22(Z]

Calculemos la matriz Tl(z) dada por la férmula (V,1;3); obtenemos

Q P A(z) B(z) Q PJp
T (2) =
QJp PJp C(z) D(z) P QJp

5 T 0 1 21\
n \/sn \/sn
0 NI 2 .1
-]-.- n \/5 \/Sn
2 2
1 2 g 5 1 0
vs " vs "
27 .1 0 \/51)
\\/5 n \/b n
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Por medio de un sencillo cdlculo obtenemos los blogues de la ma-
triz T (2):

I 0
T,,(2) = ((0A(z) + PC(z))Q + (QB(z) + PD(z)]P}'%? [ ] s
0 I
1, 21
+ {(QA(z) + PC(z))Pd + (@B(z) + PD(z))Qd } —— ;
’ *avs g
1, 21
T .(z) = {(QA(z) + Pc(z))Q + (qB(z) + PD(z))P} 1
12 2\/5 21 -I
I 0
+ ((QA(z) + Pc(z))py + (QB(z) + pD(z))QJp}~%;
0 I
In 0
T,,(z) = ((Q3, A(z) + Py _C(z))Q + (QJ,8(z) + PJPD(Z))Pr%? [
0 I

+

1
{(QJPA(z) + PJPC(z))PJp + (QJPB(z) + PJPD(z))QJp} T ve

I 21

T,,(2) = (03 A(2)+P3 C(2))Q + (QJPB(2)+PJPD(z))P}2—\/l; [zx |

n
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I 0
¥ {[QJPA(Z)+pJPC(Z))PJp ¥ [QJPB(Z)+PJPD(Z))QJP}‘ég-[ I }
' 0

(V01;4)

Calculemos ahora la matriz S(z) a partir de la representacidn a

1a Darlington con la matriz constante ¢ = 02“ y la matriz de coefi-

cientes dada por la formula (V,1;4); obtenemos

s(z) = T (z) T '(z)

12 22

, 1 21 (Lo
s(z) = {Q{A(z) (Q 7vs [21“ -I"] + pJp\(T [0 I'] ) +
1 L2 c (.0
+ B(z) (P Z/—; [21“ -IJ + QJP\LQ_ [0 IJ )} +
L 1 21 i [In 0
RV (un I} He7 0 In] )
1 21 I 0
+ 0(z) (P—l—[ " ] +QJ,‘% ( } ) 1)
Ve R, 01,
1 1 2l s I 0
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’ I. 21" I. 0

: | G2 s [0
P o G 2vs [21,, -1 ] T [o I} e
, I, 2l : [0 -
+ D(z) (Pm LI -1] + QI [O IJ )i o

Saquemos factor cumin de le(z) y Tzz(z) la matriz

. 5
0 I
N [ 3 ]
V'S 1
I, -3

Resulta (después de c&lculos largos pero elementales)

I 1

S(z) = (@ (A(z) %— [‘ J + B(z)) +
51
III Ill

P (C(z) 3 [ J + D(2)))

I 51
. III Ill

- (a3 (A(z2) % ] + 8(z)) +
I 51
Il Il

+ PJP (C(Z) % J + D(Z)]}-. =

I 51
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+

—

{'[%{a,,(2)+a,,(t)) + b, (2) %(a,,(2)+5a,,(1))

b, ,(z)
%(azl(z)+azz(z)) + b, (2) E(azl(z)+5azz(z)) + bzz(z;]

%(cl,(z)+clz(z)) +d  (2) %(°||(2)+5°|z(z)) +d,,(2)
+ P
[%‘(CZI(Z)+C22(Z)) + d2|(z) %(czl(z)+5czz(z)) + dzz(z)}
%(?,,(Z)+a,,(z)) + b,,(z) %(all(z)+sal3(z)) * blz(z
QJ, +
[%(az.wa,,(zn £, (2) 33, (2)+58,,(2)) + b,,mj
+

[%(c,,(z)+c,,(z)) +d, (2) (e, (2)+sc, (2))
PJ

+ +
o [~ %
- [
~ ~
~— —
N N
~— —
N—
S’
[

%(cz,(z)+c22(z)) +d, (2) %(C,.(Z)+5C,,(Z))

[%(all(z)+al2(z)) * bll(z) %‘(a‘|(2)+sa‘z(2))

+ +
(=N o
» -
~ ~
—— Lo Y
N N
S ge®
N—

%(cz,(z)+c,,(2)) +d, (2) %(C,,(Z)+SC,,(Z))

(a,, (2)+a,, (2)) + b, (z)  5(a,, (z)+5a,,(2)) + b,,(Z)] o

Njr— N

|

Introduzcamos, para abreviar, las siguientes notaciones:

(c,, (2)+c,, (2)) + 4, (2)  3(c,, (2)+5c, (2)) + 4, (2)



a (z)
a, (z)
a_(z)

a,(z)

c (2z)
c,(2z)
c,(z)

c,(z)
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1] n
N~ ~N|—
~
o
~
-
L am Y
N
A
+

1]
N —
—~—
o

~
-
—
N
A
+

? @, () +a, (2)) +b (2);
(all(z) + 5a12(z)) + biz(z) :
a,(2)) + b, (2) 5

5a_ (z)) + bzz(z) ;

- %— (cn(z) * clz(z)) ¥ dn(z) ;

=3 (c, (2) + 5¢,,(2)) +d (2);

N|—

Escribamos los bloques de T(z) y S(z):

t

t

t

t

11

12

21

22

(z)

(z)

(z)

(z)

(a, (2)

(a, (2)

(a, (2)

(a, (2)

(a, (2)

(a, (2)

al(z)c;'(z)ca(z))(cz(z)
al(z)c:‘(z)cz(z))(c‘(z)
aa(z)c;'(z)ca(z))(cz(z)

a (z)e ' (2)c, (2)) (c, (2)

a (z)c ' (z)c, (2)) (a, (2)

a, (z)a]" (2)a, (2)) (c, (2)

-3 (e, () v ¢, (2)) + a4 (D)

(czl(z) + 5c21(z)) +d (z) .

2

¢ (z)c ' (z)c (2))7"
c,(z)et(2)c (2))7"
c (z)e ' (z)c (2))7"

¢, (z)e ' (2)c (2))7" 5

(V,155)
as(z)cl"(z)cz(z))'l ;

c (2)a]'(2)a (2))™"
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(c,(2) - ¢, (2)c  (2)e, (2)) (a,(2) - a,(z)c] (2)c,(2))7" ;

w
—

N
~

]

(c,(2) - c,(2)a]" (2)a,(2)) (c,(2) - c (2)a]'(2)a (2))7" ;

w
~
~
—
N
—
[}

(Val;;)

Calculemos ahora la matriz T'(z) relacionada con S{(z) por medio
de la formula (IV,1;4); obtenemos

S”(Z) - Sll(z)s;:(z)szz(z) sll(z)s;:(z)

T'(z) =
- 571 (2)s,, (2) 571 (2)

Debemos demostrar que T'(z) = Tl(z).

Es inmediato ver que

t,,(z) s; ()

“'(2) .

21

t o \2)

12 Sll(z)s

Demostraremos que s;:(z)szz(z) = tzl(z). Para ello calculemos
s;:(z)szz(z) utilizando las expresiones (V,1;6); obtenemos

s;:(z)szz(z) = (a4(z)-a3(z)c;'(z)c2(z))(c‘(z)-ca(z)c:'(z)cz(z))°'
(c, (2)-c,(2)a]' (2)a,(2)) (¢, (2)-c (2)a] (2)a,(2))""
Sumemos y restemos el término aa(z)c;'(z)c‘(z) en el segundo factor

y el término c,(z)c:'(z)cz(z) en el cuarto factor (los cdlculos
que siguen son elementales y aburridos):
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-{(a,(2) - a (z)c "(2)c (2)) + (a,(z)c '(2)c (2)

a,(z)e ' (2)c (2))} (c,(2) - ¢ (2)c ' (2)c (2))"

((c,(2) - c (z)c M (2)c (2)) + (c (2)c]'(2)c (2)

c,(z)a} (z)a (2))} (c (2) - ¢ (2)a)'(2)a (2))""

(a,(2) - a (2)c; (2)c (2)) (c, (2) - ¢ (z)c '(2)c (2))""
((c,(2) - c (zje]"(2)c (2)) + c (2)c]'(2) .

(c,(z)-c (2)a]'(z)a,(2))}(c,(2)-c (z)a]'(z)a (2))" +

+ a (2)c]'(2) (e, (2) - ¢ (2)c'(2)c, (2))

(c,(2)-c (2)c ' (2)e (2))7" (¢, (2)-c_(z)a ' (z)a (2)) .

(Cz(Z) - Cl(z)a;'(z)aa(z)) =

= (a,(2)-a, (2)c]" (2)c (2)) {1 _+(c (2)-c (2)c ' (2)c (2)) .
- e (2)c] (2)(c, (2)=c (2)a " (2)a, (2))}(c, (2)-c (2)a]"1z)a (z))7" +
+a (z)c; (2) (c,(2)-c (2)a] (2)a, (2)) (c (z)-c (z)a] Y(z)a (2))7" =
= (a, (2)-a (2)c]" (2)c, (2))((c, (2)-c (2)a ' (2)a, (2))7" +
+ (e, (2)-c,(2)cT (2)e, (2)) e (2)e]  (2)+a (2)c )" (2)

(¢ (z)-c,(2)a]' (2)a, (2)) (¢, (2)-c (2)a]'(2)a, (2))"" =
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= (a,(2)-a,(2)e] (2)c, (2)) ((c, (2)-c, (2)a] (2)a,(2))"" +

+ {c'(z)c;'(z)(c‘(z)-ca(z)c:'(z)cz(z))}"}+a3(z)c;'(z).

. (e (2)-c,(z2)a; (2)a,(2)) (c,(2)-c (2)a]' (2)a,(2))""

= (a,(2)-a,(2)c; (2)c (2)) (c,(2)-¢c (2)a] (2)a (2))""

+

- (a (z)-a,(2)c]" (2)c (2)) (¢, (2)-¢ (2)c; (2)c, (2)) "
+ a,(z2)c7 (2) (¢, (2) - c,(2)a]" (2)a,(2))

o (e, (2) - ¢ (2)a) (2)a, (2))"" =

= (a4(z)-a,(2)c;'(Z)c‘(25)(C,(Z)-C,(Z)c;'(Z)c4(z))" +
+ (a,(z)-a,(z)c] (2)c, (2)*a (z)c; (2)¢, (2)-a,(2))

. (e, (2) - ¢ (2)a)' (2)a (2))™" =

= (a,(2)-a,(z)c;" (2)c (2)) (¢, (2)-c, (2)c] " (2)c, (2))"" =
=t (z).

21

Para finalizar la demostracifn sdlo resta ver que
_ -1
t,, (2) = s (z) - s  (2)s, (2)s,, (2) .

Calculemos slz(z) - sll(z)s;:(z)szz(z) utilizando las expresiones
(v,1;6); obtenemos
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sz(z) TS,

(25515,

L(2) = (a,(z) - a (z)a)'(z)a,(2))
(e, (z) - c (z)a]'(2)a,(2))7" + (a,(2) - a (z)cT'(2)c (2))

(a,(2) - a (2)ci (2)c,(2))7" (a,(2) - a (z)c]'(2)c (2))

. (cz(z) - cl(z)c;l(z)ca(z))'l
Saquemos factor comﬁn(cz(z) - c.(z)c;'(z)c4(z)]". Resulta

s,,(2) = s (2)s;(2)s, (2) = ((a,(2) - a (2)a;'(2)a (2))

(c,(2) - ¢ (2)a] (2)a,(2))™" (¢ (2) - ¢ (2)c]'(2)c (2)) +

+ (az(z) - al(z)c:'(z)cz(z)) (a4(z) - aa(z)c:'(z)cz(z))" .

(a,(z) - aj(2)c]' (2)c (2)))(c,(2) ¢ (2)c]'(2)c (2))7" .

(v,1;7)

Calculemos el factor que figura entre llaves (16 cual es facil pero
largo y tedioso):

(a,(2) - a,(2)a, (z)a,(2)) (c,(z) - c (z2)a]'(z)a, (2))""
(c,(2) - ¢ (z)c; (2)c (2)) + (a,(2) - a (z)c ' (2)c (2))
(a,(2) - a (z)c ' (2)c (2))7" (a,(2) - a (2)c]"(2)c (2)) =
= ((a,(2) - a,(z)c;" (z)c,(2)) + (a,(z)c] (2)c (2)-a (2)a]'(z)a, (2)))
(cz(z) - cl(z)a;'(z)a‘(z))"{(cz(z) - cl(z)a;'(z)a‘(z)) +
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(c, ()" (2)a, (2) - ¢, (2)e;' (2)c (2))} + ((a,(2) -
al(z)c;'(z)ca(z)) + (al(z)c;'(z)ca(z) - al(z)c;'(z)cz(z))}.
(2, (2) - a (z)e]" (2)e, (2))7" (2, (2) - a,(2)c] ' (2)c, (2)) +

(a, (2)e; (2)c, (2) - a,(z)c]' (z)c, (2))} =

(a,(2) - a, (2)c] (e, (2)) ((c,(2) - ¢, (2)a; (2)a, (2))""

(e, (2) - ¢, (2)a; (2)a,(2)) + (c,(2) - ¢, (2)a," (2)a, (2))7" -
(c,(2)a] (2)a, (2) - ¢ (2)c; (2)c, (2)) + (a,(z) -
c’:s,(Z)C,"(Z)cz(Z))’.I (a,(z) - a,(2)e]' (2)c, (2)) + (a,(2) -
a,(z)c;' (2)c (2))7" (a,(z)c]" (2)c (2) - a,(z)c]' (2)c, (2))) +
(a, (z)c;' (2)c, (2) - a,(2)a;' (2)a,(2)) (I + (c,(2) -
c,(z)a]'(2)a, (2))7" (c,(2)a]' (2)a,(z) - c (z)c]'(2)c (2))) +
(a, (z)c;' (2)c, (2) - a (2)e] ' (2)c, () (I + (a,(z) -

a,(z)c ' (z)c, (2))7" (a,(2z)c;" (2)c (2) - a (z)c;' (z2)c, (2)) =

(a,(z) - a,(z)c] (2)e, (2))(I, - (c,(z) - ¢, (2)a;' (z)a, (z))""
(¢, (2)a;" (z)a, (z) - ¢ (2)c]' (2)c (2)) + I + (a,(2) -

a,(z)e; ' (2)e, (2))7" (a,(2)e] ' (2)c (2) - a (z)c] (2)c, (2))} +



+

+
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a, (2)e]'(2) (c (2) - ¢, (2)a]' (2)a,(2)) (1 + (c,(z) -
c,(z)a] (2)a (2))™" (c (2)a]'(2)a (z) - c (z)c]'(z)c, (2))} +
al(z)c;'(z) (ca(z) - ca(z)c:'(z)cz(z)){ln + (a,(z) -

a (z)c ' (2)c, (2))7" (a,(2)c " (2)e, (2) - a (z)e]" (2)c, (2))) =

(a, (2) - a,(2)c] (2z)c (2)) (@I + (c,(z) - ¢ (2)a]'(2)a (z))"

c (z)a;'(2) (a,(2) - a (2)c]' (2)c (2)) + (a,(2) -

a,(z)c;' (2)e, (2)) (a,(2)c]' (2)c,(2) - a (z)c]' (2)e (2))) +

a (2)e]' (2) ((c,(2) - c,(2)a] (2)a,(2)) + (c,(2) -
c,(2)a]'(2)a, (2)) (c,(2) - ¢, (2)a;'(2)a (2))"" (c, (2)a]'(2)a,(2)
c, (z)e;' (2)c, (2)) + (¢ (2) = ¢, (2)c]" (2)c, (2)) + (c (z) -
c,(z)c ' (2)c, (2)) (a,(2) - a,(2)c" (2)c,(2))7" (a,(2)c]' (2)c, (z) -

a, (z)c;' (z)c,(2))) =

(a,(z) - a (z)c;' (z)c, (2)) (21 + (a,(z) - a (2)c ' (2)c,(2))""
(a,(2) = a,(z)c] (2)c, (2)) + (a,(z) - a,(z)c ' (z)c, (2))7"
(a5 (z)e; ' (2)c, (2) - a,(z)c]' (2)e (2))) + a (2)e]' (2) ((c,(2) -

cj(z)a;'(z)aJ(z)) + (c,(2) - cs(z)c:'(z)cz(z)) + (c,(2) -
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c,(2)a; (2)a,(2)) (c,(z) - ¢ (2)a]"(2)a,(2))7" ¢ (2)a]'(2)
(a,(z) - a,(z)c;" (2)c (2)) +( ¢, (2) - c (2)c ' (z)c,(2)) (a,(z) -

a,(z)c; ' (2z)c, (2))" (aa(z)c:'(z)cz(z) - a,(2)c]' (z)e (2))) =

(a,(2) - a (2)c;' (2)e,(2)) (21, - (a,(z)c;'(z)c, (2) - a,(2))

(a,(2) - a,(2)c]' (2)c, (2) + a,(2)c;' (2)c,(2) - a,(2)c " (2)c, (2))} +
a,(z)c;' (2) ((c,(2) - c (2)a]" (2)a, (2)) + (c (2) -

c,(z)e;' (z)c,(2)) + (c (2) - c (2)a]' (2)a (2)) (a,(2)c]'(2)c (2)-
a,(2))™" (a,(2) - a (2)c]' (2)c,(2) + a (2)c]" (2)c, (2) -
a,(z)c]' (2)c (2)) + (c,(2) - c,(z)c] (2)c, (2)) (c, (2)a] (2z)a, (2) -
a,(2))"" (c,(2) - ¢ (2)a]' (2)a, (z) + ¢ (2)a]'(z)a,(2) -

c (z)e]'(z)c,(2))) =

(a,(z) - a,(z)c;' (2)c,(2)) + a,(z)c; (2) {c (z) -
c,(z)a;' (z)a,(z) + ¢, (2) - ¢, (2)c] (2)¢c, (2) + (c,(2) -
c,(z)a)' (2)a,(2)) (a,(2)¢]' (2)c, (2) - a,(2))"" (a,(2) -

aa(z)c;'(z)cz(z)) + (c (2) - ca(z)a;'(z)a‘(z))(aa(z)c:'(z)cz(z) -
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a,(2))™" (a,(2)c] (2)c, (2) - a,(2)c] (2)c,(2)) + (c,(2) -
¢, (2)e; ' (2)e,(2)) (c,(2)a] (2)a,(2) - c,(2))7" (c,(2) -
¢, (2)a;' (2)a,(2)) + (¢ (2) - c,(2)c] (2)c, (2))

(c, (2)a;" (2)a,(2) - ¢, (2))7" (c, (2)a]' (2)a,(2) -

cl(z)c;l(z)c4(z))} =

(3, (2)-a (z)c; (z)c, (2))+ a, (z)c; ' (2) {c, (2) - ¢, (z)a] (2)a, (2) +
¢, (2) - c,(z)c; (2)c,(2) + ¢ (2)a;' (2)a,(2) - c,(z) +

c,(z)a)' (2)a, (2) - c,(2) + (c,(2) - c,(2)a]' (2)a,(z))
(a,(2)c; " (2)c, (2) - a,(2))7" (a,(2)e]' (2)c, (2) -

a,(z)c;' (2)e,(2)) + (e, (2) - c,(2)c] (2)¢, (2)) (¢, (2)a, (2)a (z)-

cz(z))-I (cl(z)a;'(z)aa(z) - c‘(z)c;'(z)ca(z))} =

(a, (z) - a, (2)c] (z)c, (2)) + a,(2)c]' (2) ((c,(2) -
c,(z)a)' (2)a,(2)) (a,(2)c; (2)c (z) - a,(2))7" (a,(2)c]" (2)c (2)-

a,(2)c]' (2)c, (2)) + (c,(2) - c (2)c; (2)c,(2)) (c, (2)a]" (2)a, (2)-

1

¢, (2))7" (¢, (2)a;' (2)a, (2) - ¢ (2)c]' (2)c, (2))} =

,(2)c, (2)) + a (2)c]' (2) ((c,(2) -

(az(z) - a, (z)c,
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c,(z)a;' (z)a, (2)) (c,(2) - ¢, (2)a]' (2)a,(2))™" (c,(z2) -
c,(z)e] (2)c, (2)) + (c,(2) - ¢, (2)e] (2)c, (2)) (c, (2)a;" (2)a,(2)-

c,(z))™ (cl(z)a;'(z)a4(z) - cl(z)c;'(z)c4(z))} =

(a, (z) = o, (2)c]" (2)c, (2)) + a (2)c]" (2)c,(2) (c,(2) -
c,(z)a]' (2)a, (2))™" (c,(2) - ¢, (2)e] (2)c, (2) -

¢, (2)a]" (2)a, (2) + ¢, (2)c]" (2)c, (2)) - c,(2)a]* (2)a,(2) (c,(2) -
¢, (2)a]' (2)a, (2))™" (e, (2) - ¢, (2)e] (2)c, (2)) -

c,(z)c;' (z)c, (z) (¢, (2)a;" (2)a (2) - ¢ (2))7" (¢, (2)a]' (2)a,(2) -

¢, (z)c;' (2)c, (2)) =

(a,(2) - a,(2)c]' (2)c, (2)) + a (2)c] (2)c (2) -

a (z)c]' (2)c, (2) (a]'(2)a,(2) (c,(2z) - ¢, (2)a] (2)a,(z)) "¢ (2)-
a;' (2)a, (z) (c,(2) - ¢, (2)a;' (2)a,(2))™" ¢ (2)c]' (2)c, (2) +

¢l (2)e, (2) (¢, (2)a;' (2)a (2) - ¢, (2))7" ¢, (2)a] (2)a,(2) -

¢’ (2)c, (2) (¢, (2)a] (2)a, (2) - ¢, (2))7" ¢ (2)c] (2)c,(2)} =

(a,(2) - a (2)c;' (2)c, (2)) + a (z)c; (2)c, (2) - a,(z)
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ta)'(2)a, (z) (c,(2) - ¢ (2)a]'(2)a,(2)) c, (2)

2

(c'(z)a;'(z)a4(z) - cz(z))'I cl(z)a;'(z)aa(z)

+
(9]
]
——
N
N
(@]
—~
N
g

[a;'(z)a4(z) - c:'(z)cz(z)) (cl(z)a;'(z)a4(z) - cz(z))".
¢, (2)c;' (2)c (2)} =
(a,(2) - a,(z)c; (2)c,(2)) + a (2)c]'(2)c (2) - a (z) .

- e, (2) (e, (2) - ¢ (2)a]'(2)a (2)) a]'(2)a (2)}"" +

+

ta,' (z)a (z)e]" (2) (¢, (2)a;"(2)a,(2) - ¢, (2)) ¢;'(2)c (2)}"" -

c;' (2) (c (2)a]'(2)a,(2) - ¢ (2)) (c,(2) - c (2)a,'(2)a (2))”"

c,(z)aj' (2)a (2)} -

(a,(2) - a,(z)c;' (z)c,(2)) + a (2)c] (2)c (2) - a (2)

c{(a] (2)a (2) - ;' (2)e, (2))7" + (c]'(2)c, (2) - a,'(2)a (2))7"

c,' (z)c, (2)} =

(a,(2) - a (z)c]" (2)c (2)) + a (z)c.'(2)c (2) - a (z)c]'(z)c, (z).

De (V,1;7) y (V,1;8) obcenemos

(v,1;8)
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s,,(2) - s, (2)s; (2)s,,(2) = (a,(2) - a,(z)c] (2)c, (2))(c, (2) -
- ¢, (2)c] (2)c, (2)) 7
De la formula anterior resulta, en virtud de (V,1;5),

s,,(2) - s, (2) s;;(2) s,,(2) =t (z) (zeD).

Queda, asi, demostrado el Teorema 5-1.

V,2. UlL.iizando el Teorema 5-1 obtendremos una férmula que resuel-
ve el problema de la multiplicidad de las representaciones de una
funcidn matricial j-expansiva T(z) (e Tn) de orden 2n, que satis-
face a la condicibn (V,1;2) .

Seu
T(z) = (A(z) t + B(z))(C(z) t + D(z))”" (v,2;1)

una representacidn cualquiera de T(z), con matriz constante t,
j-expansiva, y matriz de coeficientes

A(z) B(z)
W(Z) = (V,Z,Z)
C(z) D(z)
que verifica
Wx(z) J'W(z) - J' > 0 (z e D)
We(g) J'W(E) - J' = 0, p.p. en |g] = 1. (V,2;3)
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En virtud de (V,2;1) resulta
T*(£) 3 T(g) - 3 = (Cle) t + D(e))*"" ((A(e)t + B(E))* § (A(e)t +
+ B(g)) - (c(e)t + D(e))* J (C(e)t + D(¢g))}
(cleyt + o(e))™"
p.p. en |g] = 1, (V,2;4)

La igualdad (V,2;3) es equivalente al siguiente sistema de
ecuaciones para los bloques de W(z):

A*(g) j A(g) - Cc*(g) j c(¢) = §, p.p.en |g] =1;

B*(¢) j B(g) - D*(g) J D(g) = § , p.p. en |g| = 1;

A*{g) j B(g) - Cc*(g) j D(g) = O, p.p. en |E] = 1.
(v,2;5)

De las férmulas (V,2;4) y (V,2;5) obtenemos
T*(¢) § T(e) - 3 = (Cle)t + D(&))* " (t*jt - J)(c(e)t + D(e))™" ,
p.p. en |g] = 1, (V,2;6)

Como T(&) satisface a la condicién (V,1;2), de la férmula anterior
concluimos que

t* jt - 3 > 0

por 1o tanto, la matriz j-expansiva t se puede representar como una
transformacidn lineal fraccionaria
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t = (u, te +tu,) (u,6 te+ u,,)”" (V,2;7)

donde t, es la matriz j-expansiva constante dada por la férmula
(IV,1;10) y la matriz de coeficientes

cuyos bloques consignamos a continuacibn, es J'-unitaria.

u, = (PPt + Q)*7'(Qt + P)* + Q) (P(Pt + Q)*7 (Qt + P)* - Q)7

0 I
(tjt* - )" /2 (vsq - L ) + t(t*jt - 3)7'/°
Vs Lo a1
I 0
(vsqa - L )
A 21 0

21 0
(tjt* - §)/*(vsp - L ) + t{t*jt - §)/*
V5 -1 0
0o 21
(Vs Py, - =+ ) s
5
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u,, = (Q(Pt + Q)*7'(qt + P)* + P)(P(Pt + Q)* ' (Qt + P)* - Q)"

0 I
c(tgex- )P (vs Q- L [ ] ) + (it - §)7'/°
Vs Lo e

: 0
1 n
.(\/soap-—5 [ J ) s
v 21 0

u, = (Q(Pt + Q)*7'(Qt + P)* + P)(P(Pt + Q)*"(Qt + P)* - Q)

21 0
(et - )P (vs e - L [ ] ) + (trjt - §)~'/?

0 21
. (vs5 Po - L J ) (V,2;8)
P V5 0 -1

De las férmulas (V,2:31) y (V,2;7) resulta

T(z) = (Ae(2z)to + Bo(2)) (Colz)to + Do(2))™" , (V,2:9)
donde
Ao(Z) Bo(z)
Wo(z) 9&° [ ] = W(z) U, . (V,2;10)
Co(Z) DO(Z)

Como T(z) satisface a la hip6tesis del Teorema 5-1, la matriz
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de coeficientes Wo(z) de la realizacién (V,2;9), puede expresarse,
en virtud de este teorema, en la forma

Wo(2z) = RJTI(z)(R* t?)d, (v,2;11)

donde Tl(z) es la matriz de coeficientes de una realizacidon a la
Darlington de la funcidn matricial S(z), relacionada con T(z) por
la férmula (IV,1;4), con matriz constante e¢o = 0 .

Sabemos (cf, (2), p. 1316, formulas 4.8 y 4?5 y formula
(I11,2;18)), que se verifica

v (d) s(z) 07" (2) v, (2) 0
Z
T, (z) =
s*(2) v () o”' (2) 0 REEY
Z Zz
(v,2;12)

donde 0(z) y ¥(z) son las soluciones de los problemas de factoriza-
cién, I, - S*(£)S(g) vy L - S(e)S*(g), determinadas univocamen-
te por las condiciones de normalizacién, Y Vl(z) y Vz(z) son funcio
nes matriciales interiores que caracterizan el grado de arbitrarie-
dad de la realizacidn.

En tas aplicaciones fisicas las funciones matriciales que apa

recen son reales en D; es decir, que cumplen la condicibn

S(z) = S(z). En relacidén con esto consideraremos matrices T(z)

j-expansivas reales (z € D) y sus realizaciones reales.
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Teorema 5-2

Hipbtesis.
T(z) es una funcidn matricial, de orden 2n, es de la clase
Tn y verifica la condicidn

T*(g) j T(¢) -3 > 0, p.p. en |g| =1,

)
Tesis.

Todas las realizaciones reales de T(z) se obtienen de las
férmulas (V,2;10), (V,2;11) y (V,2;12) con matrices v (z) y V2(z)
reales.

Demostracion.

Demostramos en el Teorema 4-3 que si T(z) es real, son reales
Tas soluciones 0(z) y ¥(z) de los problemas de factorizacién
I - S*(g)S(g) vy I, - S(g)S*(&); por lo tanto, la matriz Tl(z)
obtenida con funciones Vl(z) y Vz(z) reales, resulta real. Enton-
ces, la matriz Wo(z) es real, por construccidn.

Para las rea]izacione§ reales la matriz constante t, j-expan
siva es real, luego u es real. €Es decir, que todas las realiza-
ciones reales se obtienen con las férmulas (V,2;10), (V,2:12) ¥y

(V,2511) von V (z) y V, (2z) reales.

oy AW

’-————f .

A. Guny ey Domi g3
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