
Di r ecci ó n:      Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :     digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Intersección de corrientes
residuales

Bucari, Néstor

1979

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Bucari, Néstor. (1979). Intersección de corrientes residuales. Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1602_Bucari.pdf

Cita tipo Chicago:
Bucari, Néstor. "Intersección de corrientes residuales". Tesis de Doctor. Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1979.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1602_Bucari.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1602_Bucari.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1602_Bucari.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

FACULTAD DE CIENCIASLEXACTAS Y NATURALES

INTERSECCION DE CORRIENTES RESIDUALES

TRABAJO PRESENTADO PARA OPTAR AL TITULO DE

DOCTOR EN CIENCIAS MATEMATICAS POR NESTOR BUCARI

DIRECTOR: OR. MIGUEL HERRERA

BUENOS AIRES, OCTUBRE DE 1979.

1/021‘0

La
,10*

C­
.¡o



A mi esposa Flora y

a mi hija Lucila.



Quiero expresar mi profunda gratitud al Dr. Miguel Herrera, di­

rector de esta tesis, y a mi compañero Adrián Paenza; sin la guia
y consejo de uno, o sin la amistad del otro, la realización de este
trabajo hubiera sido imposible.

Agradezco también al Dr.Nicolás R.Coleff, de la Universidad Na­
cional de La Plata, por el tiempo que me ha dedicado, y por las

fructíferas conversaciones que durante el mismomantuvimos.
Por último quiero manifestar mi reconocimiento-a mis compañeros

del Departamento de Matemática de la Facultad de Ciencias Exactas

de la Universidad de BuenosAires,a.1as autoridades y al personal
del mismo.

Buenos Aires, octubre de 1979



INT'RODUCCION

1. Generalidades

Es sabido que el cup-producto define una estructura de

anillo sobre el grupo de cohomología H'(X;K) de un espacio topolo­
gico X con coeficientes en el anillo K (cf.[M ). En el caso

en que X es una variedad C0°y K='C ,'el cup-producto se construye,

por ejemblo, mediante el producto exterior de formas diferenciales

C0° sobre X . .

Si 1a variedad X es de dimensión m, orientada y para­

compacta, 1a dualidad de Poincaré define isomorfismos

Ap :H"(x;C) ———'> Hm_p(X;C) , o<p<m , m

donde HP(X;C)se identifica con el cociente"

{p-formas cerradas de X }

{p-formas exactas _de X }

y HqCX;C), la q-homología (de Borel-Moore) a soportes cerrados
de X , se identifica con el cociente

{q-corrientes cerradas de X}

{q-corrientes exactas de X}

(teoremas de De Rham).
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Estos isomorfismos son inducidos por la aplicación

.fm .'. (M
X

m -———a>I[X] A m

que asocia a cada forma mi, 1a corriente:

I[x1.w:a —__. IIX](w.a).

Los isomorfismos Ap permiten trasladar el cup-produc­
to en H'(X;C) a 1a homología .H (X;C) , mediante las fórmulas:

¡1.a '= A(A"(a) Q 47'00) ; <4)

(¡.8 se denomina el productod_eintersección de a con' B .

Este producto está definido solamente sobre las clases
de homología de X . No existe, en general, una multiplicación en

el espacio de todas las corrientes de X , que induzca el producto

de intersección.

El producto de intersección se generaliza a la homolor

gía (de Borel-Moore) con soportes_de X , de 1a siguiente manera:

sean Y], Y2 subespacios cerrados de 'X , H.(Y;;C) y PKCY2;C) sus
espacios de homología de BoreliMoore (a soportes cerrados). Existe

entonces una forma bilineal canónica, llamada también producto de

intersección,

Hp(Y1;C) 09 Hq(Y?;C) ——» Hp+q_n (er1 Y2;C)
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que aplica: a 3 B -—-————> u.B (5)

campatible con el producto de intersección en H.(X;C) y los homo­

morfismos en homologia inducidos por las inclusiones:
Ñ .Yl,Y2,Yl Y2 C_> X.

Si. X es un conjunto analítico real e Y CL+ X

es semianalítico —osubanalítico- (2) admite 1a generalización si­

guiente (cf.[1m )

{q-corrientes cerradas de X con soporte en Y}
HCl(Y;C) z (6){q-corrientes exactas de X con soporte en Y}

El problemagenera] ‘d_eintersección , puede plantearse, pues,

de la siguiente manera: dadas corrientes cerradas T y S de X, per­
tenecientes a una cierta familia (por ejemplo: corrientes de integra­

ción, corrientes residuales, etc.), que definen clases de homología

[T] y [S] , respectivamente, en —H(X;C) ,¿existe una corriente J

de la mismafamilia (esto es: de integración, residual, etc.) tal que

'[J'] = [T] .[51 2 (7)

Si T y S tienen soportes en subespacios cerrados Yl

e Y2 de X , ¿puede construirse J con soporte en Yin Y2 ? Si

tal corriente existe, y se construye explícitamente a partir de las

corrientes T y S , escribiremos J = T. S (8)
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(8') Ejemglo : Cuando IZ e Iw son corrientes de integración so­
bre ciclos semianalíticos -6 subanalíticos- Z y W, el problema es­

tá resuelto bajo la hipótesis de "intersección propia":

dimC (ZÍÏW) < (dimC (Z) + dimC (W)) - 'm (9)

La respuesta a (7) es: el representante de [Ig .[IJ es Iz w , don­
de. ZLWes el "ciclo intersección“ de los ciclos dados (cf.[lpL

para el caso analítico complejo, y también [fl ) para las corrientes

localmente playas ("locally flat"). En este caso escribimos por lo

tanto Iz.w = Iz . I .

2.-_Intersecci6n de corrientes residuales

}Dada una familia de hipersuperficies W = {Y1,...,YFH
en una variedad holomorfa paracompacta y orientada de dimensión n,

y una k-forma meromorfa ï con polos en U Yl , Coleff y Herrera

defienen en [fl las corrientes (p+1)-residuo Rïrï] y p-residuo

valor principal RPflJï] de grados .2n-p-k-1 y gn-p—krespecti­
vamente. '

E1 problema de intersección (7) admite en este caso la

conjetura siguiente: si M'=s{Y¡,...,Y } _Ï'= {Zl,...,Z¿} sonPïdos familias de hipersuperficies en X y m son formas meromor­

Cfas de grados k y s , con polos en K y ‘UJÜ respectivamen­

t t : 3'. = Na" " ' _e, en onces [QKÍII I&R,hfl] [QKUJOIA ufl]’con hipote51s a
decuadas sobre los soportes de las corrientes residuales dadas.
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3.- Resultados obtenidos

En este trabajo; se encara el problema de intersección

d'e corrientes residuales, obteniéndose resultados satisfactorios en

dos casos particulares significativos:

w m'
a) X -= C . Sean RP -—Y y RP —- los operadoresV

Z Z

residuos-valores principales (cf.[1] ), definidos por:

Mim): lim I ¿.‘n
zY 6+0 y

. z

p+LaÏ
D9,

RP fi (E) = lim J‘ m'zv 6+Ó —v. Ez

q+l,B
Dé

donde a e N(p+l)xn, B Elm-DX“ , p+q < n ‘ ,, y,v e Nn' , ta­

les que
Lil . El

V(zY) c v( ¡I=Il za! ) , vu") c V( jI=Il 231 )

(eli , BJ filas de a y B .respectivamente) , tu e 8p (Cn) , ¿0' esq (Cn).

I 7

Entonces J =RP“B (“-43- : f fi lim f L9- ,, f
9 zY.z 6+0 Z‘YFH)

Dïq +1,a+B
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b) X = variedad holomorfa de dimensión n . H'= {Y¡,...,Yp}
una familia de hiperSuperficies en X_; WC X -, una subvariedad

holomorfa lisa de codimensión p , tales que:

i) dimC n fl"= n "P

ii) dimc ((0.10 nw) =' o

Sea Z; e P(X;&Ï p(*kÜÓ) . Consideremos en este caso, las corrien­

tes T = Ru. , la corriente residual asociada a.1a familia JC y

a 3 (cf. u] ),.y S = Iw , lá corriente de integración sobre w.

Entonces Rmálwlw] = QKlw1° IW
donde

a; = {YJÏW,...,YJÏW } y IIW denota 1a restricción
de la forma Z a W.

Se deduce, además, el siguiente reSultado: si x =

= {Y¡,...,Yp} Ï' =. {Y',..;,Y¿T} son dos familias de hipersu­
perficies en X tales que:

i)dimCñJ('= n..p , dimcnxv= p
ii) dimc (UND-Om 30)) = 0 .

y si

'47 e r(x;&;(*uJC))- _, ïI ’e r(x;&;(*LflC') son tales

que las corrientes residuales Ruíz] y Rx,[;] son cerradas, en­
tonces:

[Ig-KIM] . [R30 131] = [la-KU” [117. El] (no)

(donde [ ] indica la clase de homologïa )
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4.- Idea de la demostración

(10W : De Rhamprueba en [fl el siguiente teorema gg reguïa­

rización: existen endomorfismos RE y Ae de 'D(X) homogéneos
de grados 0 y l respectivamente, dependientes ambos de un parámetro

real e , 0 < e< 1 , tales que:

i) Rg‘ - T = bAéT + AEbT , para toda T E 'D(X)

donde b denota el borde en 'D(X) .

ii) los soportes de RJ? y Ag? están contenidos en un
entorno arbitrario del soporte de T, para e Suficientemente pequeño.

iii) para cada e', R9: es una forma diferencial Cm.
iv) para toda me D(x) y se verifica:

lim RT (m) =' TG)e-e+0

lim AET (Lu) = 05+0

(11)Es claro que, cuando T es cerrada, R9? y T definen

1a misma clase de homología. en H.(X;C)° Se demuestra además, que
si S = m una forma diferencial C0°cerrada, entonces T A m repre­

senta a [S].[T] . (m

En vista del teorema precedente y las observaciones (11)

y (12), para verificar que dadas corrientes T, S y J , éstas satis­
facen:

[Tlo [S]= [J] (u)
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es suficiente probar: existe una familia de formas diferenciales

c RES , o <8 <1 , tales que:

1. RS regulariza a S en el sentido ya expuesto GO').

2. Si se define la corriente T ,‘RÉ como:

T. RES'(Lu)=T(R€S,,m) ,
y notando que T ; RÉS representa a [T].[S] en virtud de la obser­
vación (12), entonces:

lim T ¿ RCS (m) í J(m) , para toda w e D(X)5+0

5.- Notas

1. Es conveniente destacar que las corrientes conside­

radas en los casos 3a) y 3b) no son necesariamente cerradas.

2. En el caso 3a) no se formula ninguna hipótesis refe­

rida a la dimensión del soporte de las corrientes .T y S . Estas‘

condiciones son esenciales para los resultados citados en el ejemplo
8'.

3. La hipótesis de';intersecci6n completa' de 3b)i) es

en realidad innecesaria. El resultado se probará sin formular hipó­

tesis sobre la dimensión de OHLbajo la condición más débil siguien­
te:
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dímc(V.(JOn u) - o ,

donde v.(10 denota 1a intersección esencial de 1a familia JC (cflll)
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CAPITULO 0

9L;

Sea X una variedad holomorfa de dimensión n . Sea

o = (ol,...,op) : X+ C un morfismo, tal que las funciones o! no

sean idénticamente nulas. Notemos É = V(o9 , Ï =LJ{% :1<:i<1fl

y Fi el producto cartesiano de p copias del conjunto ZR)de nú—.
meros reales positivos.

Para cada 6 = (61,...,6p) = (6';6P) E Fi , se tienen
los conjuntos:

|T':5(o)| = {xE x4? :_Iq>¡i=6¡ ,1 < i < p}.­

|D;(45)| = {xe x —ï' : |4> ¡I=5¡..,1 < i< p , |4>p|>6p}
.Cuando se verifica que

dimanïsunl < 2n.- P

dimR|D%(cb)| < 2n — p + 1

estos conjuntos se orientan mediante las convenciones siguientes:

la aplicación [4| = (141,...,|opp: X'- Y + IR es analítica.
Entonces

13m = (-1>""'”/’ ¡41"qu
DP ( ) _ ( (P '1 XP'2)/2 '1

á o — -1) lol ([61 x [xp> ópl)

para cada 6 E 32 , donde |45|fl denota la operación 'imagen in­

versa'de cadena semianalítica definida en [1] o

La orientación de los tubos T%(o) y DZCÓ)es la mis­
ma que en [1] , y se mantendrá a lo largo de este trabajo. En el ca­
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so en que X = C , H = {YY}, Yl = V(z) , T6 es el círcu­N

lo 'lz| = 5 con la orientación habitual.
En el caso de intersección completa, se verifica, que

si É y É' son suficientemente pequeños, entonces T6 y T6,

son homólogos, o sea que T6 — T6, b S , donde S es una

2n - p + 1 cadena semianalïtica conveniente.

o e N

Introducimos la notación:

UJC = U{Y¡ :.1<i<p+1}
nyc = n{Y¡. : 1<Ïi<p+1}

No Se hace ninguna hipótesis sobre 1a dimensión de n M’. Se acep­

ta también la posibilidad que a = Yl , 2 < i < p + 1 .

o I w

Una trayectoria admisibïe en E? ; p > 2 es una

aplicación

á =(.61(6),000’6P I
tal que

a) lim 6 (6) = 0
6+0 p

b) lim , ,1<i<p-1,paratodoq€]\l
6+0 a?“
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Bs inmediato entonces, que dados (ei) E F., 1 < i Q p , se tiene

0 Si ei> 0
. JL e

11m |J_6(6) s =
6+0 8-1 S

+ m si. el< 0

0.4 Teorema (cf.[1], (1.7.2) pag.36)

Sea K = {Yl,...fiá+g una familia de hipersuperfi­
cies en X, 0 < p < n - 1 .

Elijamos ecuaciOnes 9‘ de É sobre un abierto_re—
lativamente compacto w de X y una trayectoria admisible g en

JRp+ ‘
> Llamemos o = (01,...,óp¿p, Los tubos figq(o) y fi:1(o)

están entonces definidos para 6 pequeño y los límites:

R"P’“<E) = lim_ IlDïlwn (“a”) «6.4.»
6+0 N

E e 1"c(W;a;“"’ (='=UJC)) , y

R’*'5E> = lím I [rpm] (E) (“m
. 6+0 N _

E e rccw;&Ï'r”(*an)) , existen y verifican las siguientes propie­
dades:

- Los límites (0.H.1) y (0.H.2) son independientes de la elección

de 1a trayectoria g . mú.3

- Los límites (0,“.1) y (0.k.2) tienen bigrado (n,n-p) y (n,n-p-l)
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respectivamente. En particular

RPP"“(a-fi) = (-1)°“R"“(E)
(0o 4: 4)

RWGZ) '= o

para

ü ergwmÏ44wum)

V e p (w;a""""(*u:K))
c X

- Para cada E E 1*(w;a;4(*UJc)) , los funcionales

p 9+1 N — P P+' N
R P .[u](a) - R P (u a“) m.4;n
R"“['fi] (5-) = R"“(ïï ‘ B)

con a e Dh'q (W) y e e Ifmq'l(W) , son continuos si uno con­

sidera el espacio D'(W) cOn 1a topología usual.

- Existen conjuntos analíticos complejos Ve(ï) y VC(M) en X ,
canónicamente asociados a. x , de dimensión pura n-p-1 y n-p ,

conteniendo respectivamente los soportes de las corrientes RP“[Ü]

y R" PP“ [ïí] .

- Para cada trayectoria admisible É en IR: puede encontrarse
.. o 1-­

5p+l > 0 , tal que para cada pp+'f1]o , 0 < 5p+l< 5p+l, el limite
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lim I[D%+_ló (4)] (3)
6+0 N, p+l

existe y además

R°p°*'<'¿) = lim lim I[DP+' (Ma) (0.4:7)
6-+0 6+0

p+l p+l

—Las definiciones locales de RPP'H1 y Rlfiq se recolectan sobre

X , en virtud de (0.H.3) y resultan los homomorfismos:

RP z I‘c (.X;8;"p(*UJC)) ———> C ("024.3)JC

Rx : rc(x;a;“'?"(='=u:rc>)—>c

y sus valores en las formas E 'y E se llamarán _l E-residuo-va­

or Erinciga] de É y el. {9+12-residuo de E respectivamente.

—Para cada Ï' E r(X;8ïT(*UJC)) , q > p , se definen los operado­
res

RPJ(.[Ï](a) = RPJCGAOL) , ae D’“"‘(X)

y

RMIAIB) = Rxc'ï.e> , se D’“"‘“(x)
que son corrientes sobre X gracias a (0.u.5) y serán llamados el

p-reéíduo valor principal de ¡Í y el (9+1)-residuo de Ï . En

el caso p = 0 , se obtienen las corrientes 11123 Erinciga] Bï_ y

residuo Egg de [2] . En este trabajo serán notados como P y R,

respectivamente.
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0.5 La intersección esencial

Con la misma notación que en (0.a) definimos el con­

'junto Ve(o) (respectivamente Ve(o) ) de los puntos x G w tales

que para todo entorno U de x , y cada 6°> 0 , existe 6 ,

0 < 6 < 6° , tal que

U n |D'ïs“(cp)| geo

(resp.: u n ITÉleséqb ). N
Bs claro que

Ve'(.4>) c nJC(p+1)

veu) C n‘Jf
y usando (0.u.6), se\tiene:

R’P"“<2;) =' o , si sop (Z) n veu») = o (0.5“)

RP+I(E) = 0' , si sop' (E) ñ Ve(q>) = 45 (0.5;2)

Los conjuntos Ve(o) y Ve(o) son independientes de la trayecto­

ria-admisible ¡g y de las ecuaciones oi elegidas para constuir­

los. En consecuencia quedan definidos los conjuntos Ve(H) y Ve(ï)

en X llamados intersecciones esenciaïes d_e_]_afamih‘a J_Cqu‘e coin­

ciden localmente con Ve(o) y Ve(o) .

VC(M) y VeCK)pueden construirse por recurrencia de

la siguiente forma: Y; = X , y para cada i , 1.<i.<;x , sea

Y: = U{componentes irreducibles de Yi” ñ Yl fi YPH } . Entonces
N : ' ‘ : '
Vo (JC) Yp y Je (JC) Yp n Yp l (0.5”)

Se sigue de 1a construcción anterior:
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a) Si VC(Ï) (resp.: v;(M) ) no es vacío, es un conjunto a­
nalítico en X de dimensión pura n-p (resp.: n-p-l).

b) Si dimcfïï(p+1) = n-p , entonces VC(M)es 1a unión de
las componentesirreducibles de an(p+1) que no estén contenidas

en Yp+l .

c) Si dianJC= n-p-1 (caso de intersección completa), enton­
ces

ïíe (JC) = ñJC(p+1)

Y

Ve(3C) : {13€

En'general Ve(ï)' y VC(Ï) dependen del orden de las
hipersuperficies en 1a familia K comose observa en el siguien­

te ejemplo:

Yl = {zl .z2 } .= 0

Y2 ={z-2} = 0

En este caso, Ve(Yl,Y2)= 0 mientras que Ve(Y2,Yl) = Ó .

0.6 Notación

N denotará el conjunto de números naturales y el cero.

Si z = (z¡,...,zn) e Cn , c-= (a¡,...,an) If , entonces

ÍÏ a IaI = a ak

Sea A(p,n) 1a familia de subconjuntos I = {il,...,ip} C
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C {1,...,n} con 1 < il< i;< ...< ip< n. Para cada I €1\(p,n),
notaremos:

zl = (zl : i E I) = (zu,...,z¡)

a _ TT ai
z] _ ¡El a

Si J = ,0009jn_p} = {1,ooo,n} "' I 1 < jl < ...< jn_p< n,

.entonces

z(I) = (z ,...,zj )= zJ , z<1>°fi= II z]:jl n-p je!

"z" = max {Izll'z 1 < i < n} , Üz(I)“ = max {Izjl z j E J}

B = {z e c" z Ilzll < 1} , B(I) = {z(I) :- IIz(I)|| < 1}

Asimismo, para cada 6 > 0

B: = {z e B g nzau > a} , B(I): = {z<I)EB<I):IIz(I>°‘II>c}.

:Si B G IÏX" es una matriz de p filas por n columnas, denota­

remos por Bn el elemento de la i-ésima fila y j-ésima columna de

B. Bi (8“ ,..., Bm) es la i-ésima fila. BI es la matriz

construida con las p filas y las columnas il< ... < ip 'de B ..

Si B e Dfp+nxn 31(p+1) designa la matriz que tiene las prime­

ras p filas y las columnas il< ... < ip de B y B(p+1) es la
matriz construida con las primeras p filas de B . Asimismono­
taremos:
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dz = dz ..... dz
l - n

dzl = dzi M... dzl
dE = dz ..... dz

l n

dzI = dzl ...., dzl
1 _ p _

dml = dzladzl....dzi .dzl .
1 p p

m­
Una forma m e F(Cn;3 P) = 8n‘p(Cn) , 0 < p < n admite una

-I I ' n; ; .representac1on Ucha, la expre81on canonica de L01

m = Í aABM(z,z) dzA‘dzBAdmM

donde A,B,M son subconjuntos ordenados de {1,...,n} , dos a dos

disjuntos y tales que IAI + IBI + .2IMI = 2n - p . Necesa­

riamente es [AI + IBI + IM] < 11 y IMI > 11 - p .

Diremos que B E ZNPXP es normal si det(B)=#0 y si B

puede 'transformarse en Unamatriz triangular superior mediante una

permutación de sus columnas.
. + .

Dealmos que B e N(pl)xP es normal Sl Bwq = 0 y B(p+1)

es normal. Diremos también que B 651€!" es normal , si existe

A C {1,...,n} , IAI = p , tal que BAes normal.

-Consideremos la expresión canónica
_ _ m_

m = b(z,z) dzA.dzB.dwM e 3 ÏC“) .
- P’m ' (WUXD

Dec1mos que g es normal respecto gg B EIN o B E IN

(ó simplemente, que es normal, si no hay lugar a confusión), si:

B = 0 , M s n - p y B es normal.A
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Sea k G ÉÏCn) , y GINn , I E A(p,n). Entonces

ak=— , aYk= afin. aIÏnk ="k‘Y)

Sk:fi , 3Y(I) = sin! ...a¡Y¡ k
J BZ, Il pp

Y' = Yl!oonooY“! ’ :Yl! ..... Yi!
l P

1
chl) = [3Y(I)k]

Y(I)! zl =...=Zl = 0
l P

EYcl) = szY(I).

Se usará también la siguiente notación:­

Si a GN", a =(a¡,...,an), y e GR", llamaremos

U) ¡.1 (D
II

A (D ‘b a V
m o UN :l .f: ‘< N rn O

=
:3 O r'f 0.! "S (D BO U)
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0.7. Regularización.

En lo que sigue, y en el resto del trabajo, f denotará una

función Co definida sobre_el conjunto C de los números comple­

Izl <1}, radial,jos, con soporte contenido en,B = { z E C

tal que:

ff<z> dz az = 1
C

Para cada e ,0'<e:< 1, se define:

_ 'q zfE(Z)- E .

Es sabido que ( fe) es una familia regularizante'de 1a dis­
tribución 6 G 'D°(C); esto es: para Cada a E 8°(C) y cada

z E C se tiene

lim f f (z-t) a(t) dt d'Ea(z) =
5*0 C

Para z e C", definimos:

¿L
Fe(z) = i¿¡f€(zg 51 z = (21,. ,zn) ,

regularizante, 'cartesiana y ra­se obtiene así una familia

dial' ,de la distribución "ae 'D°(c").
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Bl resultado fundamental a usarse sobre regularización de

corrientes es el enunciado en la Introducción, pag.7 (10');

a1 respecto, es conveniente formular las siguientes precisiones:

1. Consideremos 1a distribución "valor principal" TaGE'D(Cn),
donde a E N", definida como:

T (a) = lim fa(t) dt d'T:
a 6*0 ta

I€I>6

Una familia de regularizantes RETdeila distribución T será:

6*0 't

|t°|>6

2. Siï' es una corriente perteneciente a 'D(Cn); 1a familia re­

gularizante construida según [2] , admite 1a siguiente descrip­
ción:

a , CD nSea m una forma diferenc1a1 C sobre C , y sea

m = Z aH(x) dxH 1a expresión canónica de m.
H

Entonces:

RET(w) = TIR:(m)] , donde R: es el endomorfismo de D'(Cn) de­
finido por
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R:(w) = E [,f aH(x+y) f;(y) dy l dm"
C?

3. La referencia sobre regularización eszde Rham, G. Variétés Différentia­

bles, Hermann,Paris, 1960, Cap.III, 515.



CAPITULO I

En este Capítulo se encara el problema enunciado en la

Introducción 3. a) ( pag.5). El teorema fundamental se demues­

tra en el parágrafo 3.

En 51 se obtiene el siguiente resultado, referido al pro­

ducto de dos valores principales en C:

lim lim [‘“oem a<z,z) dz dz = 1m a<z,z)dzdz .e'>o 8*0 . v 8*0 K+U
z l z

v x+v
IZ|>8 Iz I»

La fórmula anterior se generaliza a Clt en 52, a la siguien­
te (cf. 0.7):

(al) (al) d dí,
lim lim 0,04,) Fe (w!) b(w,íz) L7_ =

W2*0 8*0

hJ|>6

a +1
_ W' a' l GW ¿Ñ
— lun . b a +7

(a! + Y! y 8" a 1 wl = 0 w
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5 1.

1.1 Lema

Sea t e C , a(t) e D , r GZN . Entonces

f€(t).a(t) _ 1
lim lim —————-—-——dt dt = -— -—— a(t)
¿+0 6+0 t' r! _(-0

lt'I >6

Demostración: Sea a(t,ï) =

= 2 gk "ï’ + z BId (t,ï) tkïjk+j<r j k+j=r+l

el desarrollo en serie de Iaylor de a(t,Ï5 (cf.[1]).
Entonces

f (t).a(t,ï) _
lim -E—————————-dt dt =
6+0 t' ­

It'l > 6

f€(t).t"íj _
2 gki .lim —-————7——dt dt + E

It'l ><s It'l >5

(1.1.1)

(1.1.2)

l’t
_ k_¡

lim jffECt)Bfi(t,t)I t
dtdÉ
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Analicemos cada término de 1.1.2 :

a) Supongamos k + j < r y además, siempre podemos su­

poner que el soporte de a(t,Ï) está contenido en 1a bola de radio

uno’ Entonces, Si t = pelo , dnd? = (-2i)odoAd4>

k_1 l znf (t)t t
—€————dt dí = (-21) e‘k"""°d4> f (p)p"+"”‘do

tr e

Itrl>6 ¿ur o

Usando que fe es una función radial yij<.k+j<r
se sigue

211'

Í e‘“""’“" dq): o (1.1.3)
- 0

b) Luego de a), basta considerar el caso k+j = r , y en

virtud de (1.1.3) sólo si j=Ó.' Considerando entonces (1.1.2) cuan­

do j=0 , k=r se tiene:

g”, oli-m j f€('t) dt d'E = gra = — —a6+0

It'l >6

c) Sea k+j=r+1
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f (t).Bk¡(t,'É).tk:Ej _lim lim e dt dt
l’

5+0 6+0 ‘t

lt'|>6

= lim lim [f (1:).Ak.(t,ï) dt dí¿+0 6+0 ’
It'I> 6

= lim ff€(t).AH(t,t) dt dt5+0

Ct

= Ü

donde
— tkïlA.(t,ï) = B.(t,t) . '

Ki kJ tr

funci6n_cont1nua de t , que en el orlgen vale cero, ya que k+j=r+1.

1.2, Lema

Sea x EZR ,, s E N". Entonces

(-1)"(:) ¡11k (x + j) = s! (1.2.1)
J=o'

Demostración: El término de la izquierda de la fórmula (1.2.1), de­
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fine un polinomio con coeficientes reales. Verificaremos primero que

-es constante, y luego que efectivamente P(x) = s!

Comoel grado de P(x) es gs , para ver que es constante,

basta ver que alcanza el mismovalor en s+1 puntos distintos de R.

P(x) = kgo (-1)k(:)x(x+1)...(x+k—1)(x+k+1)...(x+s)

Un cálculo inmediato muestra que:

P(O) = a

P(-t) =

=(-1)‘L
(s-t)!t!

m
=--————--t!(S-t)!

(s-t)!t!

:S!

Luego, P(-t) = y , 0 < t < s

P(x) = s!

1.3 Corolario

k s 1
“1) (k)(_m+_k)_

s

É¡(:0

(-1)ÏÏ)I(—t)(—t+1)...(¿1)][(—t+t+1)...(-t+s)l

[(—1)it(t-1)u..(t-t+1)][1.2...(s-t)]

, y por lo tanto

, x Eïm

, m > 1 , S e ET
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I
., _ k s 1

Demostr901on. kgo (-1) (k) (ñïïy

= -:-1-—-— [ELJ-l)k(Í) TT (m+j)] (usando lema (1.2))— :0
JI=Io (m+j) 19H:

_ (m-1)! |- ïñïgïr . a

s!m!
' mÏm+sÏ!

_1_
m+s

m( S )

1.“ Lema

Sea b E D , m,s EZN . Entonces

a ­
lim lim b(w)a— f (wie) M
¿+0 6+0 aw’ e wm

Iwm|>6

S. am-H

Demostración: lim .Í'gïfe(t)¿a(:) dt dE :6+0 t

Itl>6_
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Luego
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= lim f d(f <t>'a‘—:) dí) — lim¿»o e t 5+o

a a(t) ­dtdt
Itl>5 Itl>6

lim fcl(f (t) a“) d'É)6+0 e t“

ItI>6

f (t).a(t) _
:1im f-—E———dt6+ t

|t|=<s

= 0 (cf.b])

lim lim f ÉTfE(w,w).b<'w)9%5+0 6+0 aw w

Iwml>6

= lim lim f (w,,vÏ1).E)s[2%] dw dire+o 6+0 E w

Iw"'I>6

I

= 1im lim ff. (w) [k2=o(]‘:)(-1)kb(&4°(w).m(m+1)";(m+k_1)ldwdx7a2+0 6+0 e . w '

Iwml>6

(kba . b (w).f (w) ­
= kgo (-1Ï(í)í2ih:llL[1im lim Jf-————————¿L——-dwdw]

(m-l)! 5+0 6+0 wm

l‘w'“I>6
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_ ° k s (m+k—1)! 1 (HHH
_ |go (-1) (k) <m_1)g (mfkï! b (0)

s m a . - != b(+)<o>.[¿o(-1)ko(í)%l

_ bu+m (o) l 5 (-1)k (S) _l4 (usando (1.3))‘ -ÏHÏÏÏÏ_ ° k=o ' k m+k

b(s+m) (o) 1
(m-1) ' m+S

m( S )

am+s_ s!’ W “WLM
1.5 Lema

lim cb :
5+0 Bw e 1 si r = m = 0

Demostración: Como Ü)o€(w) es la convolución de un valor principal
con una regularizante de 1a 6 , es bien sabido de la teoría de dis­

tribuciones que:

m m f (W-t)

a— “o (w) = a— [lim f —€—— dt dï]a '“ e a m l’w w 8+0 t

It'I>6

= lim f a— f (w-t) dt (11-:a E
rn

6+0 w w-O
lt'l>6
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f‘e'“ ) (t) _= lim — dtdt
6+0 tr

It'l>6

Entonces, por inducción, para m = 1

. a dt dt
11m f€(t)T6+0

lttl>6

ram ._ f€(t) _=lim dt) - lim T dtdt6+0 t 6+0 t

Itrl>6 It'|>6

Entonces, usando el teorema de Stokes, se tiene:

f€(t) _ fE(t)
Ilim J{6( r dt) = lim6+0 t 6+0 tr

It'|>6 It'|=5

= o (cf. [7] ,pag.28'6 (9))

.Luego, notando que por lema (1.1)

f (t) _
lim lim e“ dt dt = 0
5+0 6+0 tr

Itl>6
se sigue



f'(t) _
lim lim er dt dt = o
5+0 6+0 t

It'l><S

En el caso general, usando 1a hipótesis inductiva y 1a misma

idea que para m=1, se tiene:

f f‘:+‘)(t) dt dtlim lim r =
¿»o 6+0 t

It'|>6

f‘e'“)(t) dt f2")(t) _= limlim f - limlim —,— dt dt = o
¿+0 6+0 t ¿+0 6+0 . t

It'I=6 Itrl>6

Bs obvio que si r=m=0

m) -_
Ó€(Ü) - 1

1.6 Lema

Sea a E D(Cn), de manera que sop(a) C B , Sea a =

(a¡,...,an) GZNn.Entonces, si
a _ , avts — {t€B. |t11|>6¡,}

se tiene

a(t) _ a(t)
lim f a dt dt = lim f dt dE
¿»o t (6l,...,6'2-¡o t“

ItaI>6 Va
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a(t) _ Ka(t) _
Demostración: lim dt dt = J. dt dt (1.6¡20———————————- a a6+0 t t

|t°‘|>6 B

donde

j=1

l'l_ r-s j '.-. ­
a(t) —E (FE‘<% tl tj gn. (t(]),t(]))) + Ka(t,t)

es el desarrollo en serie de Taylor de a(t),(cf.[2],Próp.6.5 (11) ).
Por otro lado, se tiene

n _ t; E; g’n (t(j),ï(j)) _
¡El ( ¡+P<a { 11m a a dt dt} =

i (61,..,62+0 f tj} . t(j)
a

V6

" lim _ tfitïgf, <t<i),t(j)) _ . _ _
¿(mea (6 “H3 “Www 11m f —-—ï——dtjdtj dt(3)dt(]))J l i n 5-» 'tj . a

a i t(3)
[El I>fl

C! .'
V6(j)

= 0 (cf. [2] ,lema 6.3 (a)) , donde (61,...,6*j,...,6n) =

= (61,000’6j_l,6j+l,00036n) y

V‘gq):{t€B:|tf‘¡|>5l,1<i<ri,iaej}
Luego

a(t) K (t)
lim _r a- dt dí = .r a dt dí (1.6330(61,...,6n) t ta
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Luego, comparando (1.6.2) y (1.6.3) , se tiene la tesis.

1.7 Lema

_ f(€k)(tl)fe(w2—t2) _ _ _
11m lim -——-————————-——-—dt dt dt dt = 0 , Si r

+0 6+0 tr te l l 2 2
e l 2

l’ S

Itlt2I>6

Demostración: Sea D = Í (tl,t2) G C2 : It:.t;I>6 }
6 _ ‘ v _ ID2—{t2€C.1>It2|>6}

y para cada t E Df, se tiene'

Dl = {tle CI: 1 >,It:I>6/It:U
Entonces .dt dí dt dí

lim f f‘“ (tl)f (wz-1:2)¿#2 =
6+0 E E: tr ts

l Z

D

f“)(t >dt dí f (w -t ) dt dí
= lim f ( f e 1 1 1 ) e 2 2 2 26+0 I 'tr ts

l 2

D6 D6
2 l

Usando lema 1.2 , como r > 0, se tiene:

f“)(tl)dtldï¡
lim lim —E——————————— = o

¿»o 6+0 . t:
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y de allí, 1a tesis.

1.8 Lema

(P) _ -p (p) w _ ——p y
6€(w) - e . 01(2) e [f( )n p]

w

(p) .fE(w-t) _
Demostración: o (w) = lim ———-———dt dt =
".' e 5+0 t"

|t|>tS

a?» e" _= lim ——— dt dt
6+0 tp

|t|>6

(cambiando de variable t = 8.2 )

f(E - z)

= e'plim /—€—— dz d'z' = e”. mg»: ¿16+0 zp y?

6
|ZI>E

(p) w- . f1 (vía ' t) _
Notar que 6¡(—) = 11m -————————dt dt

e ' 6+0 tp

ItI>6

y además fl = f y por lo tanto

—p (p) w
E . Ó (É)

_ G)
l - 0€(w)



1.9 Lema

Sea 0 < e < 211 . Entonces

(p)4>l(z.e-¡e) = e", e.(")q>l(z)

() -ie “(e-¡ez ' U) _Demostración: p 4)(z.e ) = lim ———— du du
l 6+0 up

IuI>6

f(e'—le(z-eleu)') _
= lim /————-—-— du du6+0 up

|u|>6

(u_sandoque f es una función radial)

f(z — e‘eu') _= lim ——— du du
6+0 up

|u|>6

(haCiendo el cambio de variable t = e u )

f_(z - t) _= lim T dtdt
e p tp6+0

|t|>6

= el"e [f(z) 1p] : elpe. (“o (z)
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1.10 Lema

W) .
wp. 0€(w) -—:;-' 1 , uniformemente respecto de 0 <€<Q1

Demostración: Sea sop(f€) C {z e C :Izl < 1} , 0 < e < 1

Luego, dado d > 0 , existe C > O tal que

Iw —zl_> d > 0 (1.7.1)

si IwI > C y Izl < 1

Luego, para IwI > C , puede escribirse

f€(z) _
W)Óe(w) = .' dz dz (1.7.2)

(w-—-z)p

Izl<1

En efecto: haciendo el cambio de variable w-t=z en

f€(w-t) _(“o (w) = lim —— dt dtE tp
|tl>6

y teniendo en cuenta 1a consideración (1.7.1), desaparece el valor

principal, ya que en Izl < 1 , ¿es siempre Iw-zI > d

a) Probaremos primero que

P
W

w->0° (w-z)



-37“

uniformemente respecto de z en {Izl < 1} , por inducción en p .

Para p=1

w

_ 1 '_" < 1 _). 0 (10801)
w-z |w—z| |w|-1 w+m

ya que si |w| > 1 ,

Iw-ZI > le-Izl > IwI-Izl 2 le-1 > o
Supongamosque a5 se cumple para 1,2,...,p-1. Usando que

(a-b)(ap"‘+aw‘2b +...+ abw'2+ bp'l)aP _bP =

se tiene

wp wp - (w-z)p

(w-z)p (w-z)p

[w-(w-z)]
-———————-p-l+ ww'2(w—z) +...+ (w-zfnü

(w-z)p
p-l p-2

Z w w w

= [__p_l + ______2 ._.+ —— + 1] (1.8.2)(w-z) (w-z) <w_z>" w-z

Por hipótesis inductiva, cada término del corchete converge a uno uni­

formemente respecto de z en ,{IzI < 1} . Asimismo, de acuerdo con
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uniformemente respecto de z en {|z| < 1} . Afirmamos ahora, que el

producto en (1.8.2) , converge a cero uniformemente en {IzI < 1}.

(notar que tomando |w| 2 2 , de (1.8.1) resulta |G%ï| < 1 ).
Llamamos

_ z
gw _ W-Z

w P-l wfw +000+T+ (1.8.3)

Queremos probar que:

lim fw.gw = 0 , uniformemente en {IzI < 1} .
w-pm

Igw-fwl = Igw-fw+D-gw-P-le <Igwllfwepl + plgwl <

Ifw-pl + plgw! , va que Igwl < 1 .

Pero como cada término de (1.8.3) converge uniformemente a 1

sigue que

f -—-*- , uniformementew w+co

y por lo tanto

Ifw.gw|__.ow-m

b) Probaremos ahora, que
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p W)w . o (w) --->'1
e W+CD

uniformemente en {|z| < 1}.

Sea |w| > C. Usando 1a expresión (1.7.2)

f (z)
wp.(p)45(w)-1| = w" —€——— dz dE _ 1

e P(w-z)
IZI<1

w .f (z) _ ' _
= e p dz dz - f€(z) dz dz <(w-z)

|z|<1 |z|<1

b
w —

(w-z) e
Izl<1

Verificaremos ahora, que dado a > 0 , existe K > 0 , tal

que para todo z , con Izl < 1 , es

pr.@)Ó€(w) - 11 < a , si IwI 9 K

De acuerdo con a), dado a >.0 , existe Cl tal que

P
W

< a , si le > Cr
(w_z)"

Entonces, tomando K = max (CI,C) , se tiene en (1.9.1)
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w"

—————- 1 .f (z) dz dí =< a f€(z)dz dE = a
_ (w-z)p E ' ‘

|z|<1 Izl<1

1.11 Lema

Existe K' > 0 , tal que para todo w E C , 0<<e < 1 , se'

tiene

KV

(P) —'——
I «b <w>l ­

E <1+|w|)"

Demostración: Según lema (1.10), como la subesión

wp.(p)4: (w) -—>
. E w+eo

para 0 < ¿<1 _, entonces

|wP.W)óe(w)I < 1 + pr.@)o€(w) —1| á 2 (1.10.1)
pam IM >C y 0<g<1

Fijemos ahora w , eon le < C. Existe. 6 <C, tal que

para todo z con |z|>6 , sea Iw-zl > C-6 . Por lo tanto, para e­

fijo , elegido de esa forma, vale:

w" c"

——— f€(z) dz dz < ———
(w-z)p (C-ó)p

se 6

(I.IO.2)

1>|z|>6
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Como .
wP

wp.(p)4’e(w) = lim f—— f¿(z) dz dEv+o (w-z)p
1>Izl>v

entonces, existe el límite, cuando 6 + 0 en (1.10.2) , y por lo tan­

to como
CP

lim — = 1 (5 < C)
6+0 (C-6)p

se tiene

pr.(p)4>e(w)| < 1 (1.10.3)

para 0 < e < 1 y IwI < C.

Por otro lado, afirmamos que para todo w E C

I‘Weml < cl
uniformemente respecto de 0 < e < 1. De acuerdo con (1.10.1), es

(1.10.4)W)

.I Óe(w)l< Cp

para IwI > C , uniformemente en 0 < e < 1.

Por un razonamiento similar a1 de (1.10.2), se sigue

f€(z) dz dE 1

y/fi -——?;:;ïï—— ÏE:ETF , 0 < e <.1
1>lzl>6

Luego
ü) . 1 _ 1

I Ó€(w)l < 11m. --————- (1.10.5)6+0 (c-6)’ c"
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para [w] < C y 0 < e < 1 . Resumiendo (1.10.1) y (1.10.3) por un

lado, y (1.10.u) y (1.10.5) por otro, se tiene:

pr.(p)4ze(w)l < K

para todo w e C uniformemente para 0‘: e < 1 , y

o)
l 0€(w)l < 1<l

para todo w e C uniformemente para 0 < E < 1 . Sumando entonces

K" K"

(bem)! < .__ «aFP)
prI+1 (1+le)"'

1.12 Progosición

lim "’«b (z).(q).<t (z).a<z,z) dz dz
(e . e y+ o el 61

l 2

CZ

a(w,ñ) _
= lim —wp+_q dw dw , a(z,E) e D6+0

|w|>‘s

Demostración: Como‘ a(z,2) E D(C) , sea X E D(C) tal que:
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a) x es una función radial

b) x E 1 en sop(a).

Entonces

(P) (Q) - ­
f ¿81(2). cb€2(z).a(z,z) dz dz

CZ

= f (“o (z).““4> (z>.x(z,z).a<z,z> dz dzEl . 62 _

CZ

= (“o (z) me» (z) (z'E)[ 2 a z"z'“+ R (z 2)]dz dE
El o Ez 0X 9 .nfm<p+q nm pq ,

CZ

donde

Rm(z,2) = z Amjz,2).zn2m (cf.[7],Prop.(6.2),pag.28u)n +m=p +q

Observemos entonces que

n +m<p +q l ez nm

C
Z

K zn

_ - E (n) l (q) ¡e n+m+l l(n-m)8
_ (-21)n+m<p+qanm f f (befpe e) «tejpe )x(p). p e dp de

O 0
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Usando entonces el le'ma 1.8 1a última expresión es:

K 211'

( 2-) z -P(M (peiñ -q(q)(pel% ( ) n+m+l Hn-m)0 d
‘1n+m<p+qanmf €¡o Ó¡'E—IE2«62-;pr e dp e

0 O

(usando ahora el lema 1.9)

K zn

- 2 -p -lp0 (P) p -q -|q9 (q) g . n+m+l ¡(n-me
(-21)n+m<p+qanmf fel e . ¿105352e . 01(82)x(p)p e dpde

o o

K zn

- E ÏP -q (p) p (q) p Im-m-p-q)6
(—21)n+m<p+qanmf el e:2 . of?!) ol(€)x(p){ f e de} dp

o o

Esta última expresión es_siempre nula, ya que

n — m < n + m < p + q

Volviendo entonces a (1.11.3), basta probar entonces que:

lim (“o (z).(q)4b (z)x(z)R (2,2) dz dE =
(E ’E )+o El Ez Pql 2 ' (1.12.2)

a(w2G) _
= lim p+q dw dw

w6+0

IwI>6
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En virtud de [7] (pag.286, (8) y (11))

a(w,fi) _ R (w,G) _

lim j[ -——-———dw dw = -31-———— dw dw (1.12.3)
+ +

6* Wp q wp q

lw|>6 Cw

Por lo tanto, probar (1.12.2) , es equivalente por (1.12.3)
a demostrar

o (p) (q) - ­

lun .j. ¿€(z) 9€(z)x(z)Rm(z,z) dz dz (1.12.4)+0(a ¿9
z

R (w,G) '

= [Ji-r-dwdapq
w

C
W

Del lema 1.11, comoel integrando de (1.12.H) está acotado

por una función integrable, se puede usar el teorema de convergencia

mayorada, y por ende se puede'pasar a1 límite bajo el signo de inte­

gral, y por lo tanto alcanza demostrar

1

lim (“4, (amo (z)x(z) = + (“3.1)
kl,ez)+o EI É Zp q

o bien que

lim ZP.“ÚQ€(Z).ZÏW)ÓE(Z)X(Z) = 1 0.a.»(E,c)+0
1 2
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Por lema 1.8 es

W) _
06(2) - e

l

(q) ' _ E
62(2) — e . o (e)

Luego, como x = 1 en el soporte de a(z,E), probar

(1.13.2) es equivalente a demostrar

. z p W) (E) ('í)“°’4> (3-) = 1
(61,82)»0 l el e2 l e2

que es exactamente lo que demuestra el lema 1.10 .

1.13 Progosición

1_ _ (p) _ dz dz _1m 11m o (z).a(z,z) ­
8+0 6+0 E zq

|z|>6

f a(z,E)= lim -—-————dz dí
6+0 zp+q

le>6

Demostración: lim ”)o (2)“)o (z)a(z,E) dz dE =
(e¡,ez)+o a Ez

C
Z
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= lim lim f {(p)<b€(z).a(z,Z)}.(q)4>€(z) dz dz =l ' 2

C
Z

_ dz dE

= lim lim U/F ó (z).a(z,z). u.n.0
¿1+0 6 +0 el zq

IzI>6

Por otro lado, en virtud de 1a proposición 1.12 , se sigue:

lim ./' “,0 (z).(”o (z).a(z,E) dz dE =.51 .52(el,€2)*0
C (1.9.5)

Z

a(z,2) _
= lim ———;——- dz dz¿en zpq

Iz|>6

Atnrthnde (1.13.H) yck (1.13.5) se tiene la tesis.
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5 2

Lema 1.1“

Sean a Gimn, w E C". Entonces:

(a) _ —a ( a) w
05(w) - e . Ó¡(É)

Demostración:

(a) _f€(t-w) _
Ó (w) = lim —————-—dt dt =

e 6+0 tu

lt°l>6
JL

= lim ¿il fe(t ’w ) dt dí
6+0 ta

It°|>6
¿L

= lim _.__________E___ dt dt
6+0 ta.

It°l>6

y haciendo el cambio de variable E = z , se tiene:

fi ff w")\z ‘­
(a)cb€(w)= lim /u—ke—— dz dí =6+0 (ez)a

I(cz)ál>6
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E-a (Ü)Ól
_a «238-5 _

lim ——E—'— dZ dz
z

E

6-)

Iz°‘l>-‘5—a

Lema 1.15

Sea z E Cn, e E [o.2n]", a EZN". Entonces:

(u)él(z e'le) = elae (a)ol(z)

Demostración:

u L . _

(a)ó¿(z e-le) = lim'jf ¿Jl f(e_19"zk u ) gg—gï6+0 u

Iu°‘l>6

y, puesto cue f es radial:

"- e ie
:11m f(el (21(-e k W)) dudu_6+0 a

. u

IUI°‘I><s

haciendo el cambio de variable ehlektk uk , 1 < k < n

L — ie ()
= lím l1=I¡f(zk— tk) dt dt = e °‘ °‘ 4>¡(z) (1.16.0)

6+0 e-leata
It“l>6
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Sea A EIN , A = [gg , ak: (a“,...,ah) los vectores
fila de A .

Sea a(w,v_a)e ¿"(cp , x(w,vÏr)e a°<c1> una función radial

tal que X E 1 en el soporte de a(z,E).
n

Si YGJNn , y = ¿lak y

n s S

a(w,ü) = jgl( 2 w;fijgr(w(j),ü(j) : r+s < al) +

(u1m1)

+ K (w,w)
Y

donde
_ 3- _

KY(w,w) = E (w quBu(w,w): B+u = Y) ,
entonces

L ( )
I ¿gl “k 0€(w)] .x(w,ïa).a(w,€a) dw da =

c: k
(1216.2)

¿ (a) ­
= I ¿Jr k o%5w)].x(w,w).KY(w,w)_dw dw

Cn

L< )
Demostración: [ ¿Jlak o€(w)].x(w).a(w,Ñ) dw dfi :

k

O



: fl l!_=Il(°‘k)c1>€(w)])((w)[jgïl(Engír:gís(w(j),.‘7\7(j)-):r+s<cnj)] dw dí: +k .

(1.16.3)

l
k

+ [Í :rlmk) 0€ (w)x(w)l<Y(w,€Í7) dw dv-a]k

La demostración consistirá en verificar que el primer término de

(1.16.3) es nulo. Sea entonces. 1 < j < n . Afirmamos-entonces

que

n (a) _.
k r-s "j . - . — _

¿(ai [[¿gl (bek(w)]x(w)ijl5”.(w(j),w(j)) dwdw - o
C11

Hacemos el cambio de variable
_ ¡e

wq _ %e q

dw día = p(—2i)“ dp de

donde

p = plopzoooopn

dp = dq dg.....d%
de : de....Ide

l 2 n

Por lema 1.13

(ak)Óék(w) = {ak '(ak)Ól(_wE_k)
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o sea
peie(a) _ -a (a) k

k «pe(ok,ek) - ek k . k d;(—)
" 9k

Luego, por lema 1.15

¡e
p e k

(ak) 4)] (—k—) = e_ iekmk . (“1345] (pk)

Por lo tanto

I: I Q
e k e-iakek .(aa % Gi)

x...
II

— *—
ll _

... I"

En 1a integral múltiple, al integrar con respecto a 1a variable j ,
se tiene

g zw I'I.
¡(r-s - a_)Q r+s+l "‘ -a (a )

f] e l JdeJ pj ¡ul e:k k. k 01(pk)x(p) clpj
o o

(donde la constante % surge del soporte de x ) que es nula, pues

r - s < r + s < %

y por lo tanto se sigue la tesis.

1.17 Lema

Sea w G Cn , a = (q,...,q} E IW . Existe entonces una
constante K > 0 , tal que
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1

(01)45€(w)I < (1.19.1)
(1+lel)a1...(1+lwnl)an

L
Demostración: f€(t-w) = lu! fs(‘ck -wk») . Usando entonces lema 1.6

se sigue

( ) f (t-w) _
a 4) (w)| = lim J-— dt dt : (1.19.2)e a6+0 't

-1>Ita|> 6

."_
|_| f (1: -w )= f k_l¿k_ (1919.3)(6 ,00096)+0 talco. tan

l n a 1
v6

a a
donde v<s = {t e B: Itkkl>6k}

Luego, 'en virtud de lema 1.10, 1a expresión en (1.19.3) es equivalen­
te a:

I_rII l f 1::(tk -wk)_ lim ———-— d d- l <
k-l 6 +9 1a(01k R tk

|a°kl>61

(1+lel)a1 (1+Iwnl)an
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lim (g). (a)4>(°—')= 1 ,wec“,a61N"

Demostración: En virtud de (1.19.3) v lema 1.10 , se tiene:

. wcl (a) w

2-131 (É) . GM?)

w un w oLu fi f(tk- g“ —= lim [04) ...Gm) ¡ _ lim -——-h————-dtdt]
6% e e k —1 6:0 tak k k

1>I1:°¡:I4>6k

¿L a
= ¿Jl [lim (13) “ .‘°‘.2 4,1 (‘É’kfl6*0

Demostración: Apelando a1_lema 1.6 con 1a misma notación, se sigue:
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n

' I__I f (t -w )
(“’45(w) = lim j "" z " " dt dE

E 5+0 t

1>ltal>6

4L
¡J f (t -w )

: 11m j k-l k dt dí
C!

V6

¿L f (tk-wk) _=|_|[lim f —€——dtdt]k-l a k k6+0 t k
k

C!

1>|tkk|>6k

¿L (a)
= ¿JI k 43€(wk)

1.20 Lema

0 Sl n # 0 ó ai # O
n

lim n ¡(“o (w)]‘ =8+0 3% e .fi=o
lim (“0” o (w(j)) si n=a_:0
5+0 E J

Demostración: En virtud de los lemas (1.19) v (1.5), se tiene:
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lim n [ “3% (w)] =
5+0 aw_ E w_=0

l J

n

. (a) ¡"—¡ (a )
= 11m n l J (DE(wj)]. ¡:1 k (te (wk)

5+0 awj

0 51 n 9k 0 6 czJ 9€ 0

lim (“Wo (w(j))- si n=a = o
5+0 e J

1.21 Lema

Sea we C , I = {p+1,...,n} , y,z;.€ N" , a(w)€ D(Cn).

Entonces

3C“)

lim —— a) l “0’ cp (w(I)).a-(w,v_a)] =e+o 3w(I)C e w(¡)=0

0 Si y(I) 9k0

aC“)
a(w,fi) si y(I) = 0

8w(I)C") w(l)=o
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b) Cuando v = Y(I) = 0 , es innecesario tomar límite.

Por lo tanto, en (1.21.1) se tiene:

lim Z n .S .t = lim n .S 0.t0 +
6+0 v<c v e,v v sao v e

(1.2|.2)

+ lim E n .S .t = lim n0.t0 = t0 .
8+0 v<c v e,v v Eáo

v?

Luego, basta analizar el caso y(I) = 0 , y en virtud de

(1.21.2) y (1.21.1) , sólo cuando v = 0 , haciendo innecesario el

paso al límite. Por lo tanto,

ac“)
im—m IY")«¿man .a(w,v-a)] =

5+0 8w(I)C “ wa)=o

0 si y(I) 0

t0 si y(I) = O

donde aca)
to = ——— a(w,x7a)|ach)“ Iwu>=o
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1.22 Lema

Sea a G D(Cn) , tal que

_ _ j . _ _ _
a(z,z) —¡gil m“ z;z:g"(z(j),z(j))] + K(z,z)

es el desarrollo de

a = (al,...,an) EINÏ Entonces , si 1 < h < n , se sigue:

3a — .1 [a(z,zfl Sl

aaa.) h al! aw“ w=o-— [g 1| =
awa‘“) ah'o Iw(h)=o

0 si

Demostración: Por inducción en h. Para h=1, se tiene:

ar+t
I 1 ­

—- = ———[a(z,z)]!
l

g
n r! s! aw: aw: W: °l

(cf.[1], lema 2.“) que es la tesis para este caso.
Para h=2

Baz

ga.o = a [a ­
2 2 awzz

á%' rhf<a wïñTg;n(W(1)’ñ(1))]
l w

y por lo tanto

a(z,E) (cf.[7], lema 2.a, pag. 265), donde

h >



= 0 , usando el caso h=1

30(2) a a(¡)

__a = ¿[a ¿(2,2) —all: ari-¿Lo (w(1),:7a(1))]] =
3w(2) wü)=o 2 aw w(1) 1 wzo

(por el caso h=1)

- 1 aa - 1 v aa ‘ _
- ;:[3;3[a(z,zfl - —Faf wc}¡[a(z,zfl wm - 0

Procediendo por recurrencia, se tiene:

a“"‘+" h+1
a(h+l) g 0] =aw ah+l' w=o

a(h+l) a n _
= 2—-——-7ï É—-!:Ï-—[a(w,€5) - .gl ( 2 wuÑYgJ )] =

aw(h+1) aw:h+l ' ’ u"'v<uli j l w w=o

_ aa _ l 83(1) l
— _ aw°[a(w’W)] w=o - a" aw°“’[g°‘.'°]' _

h aaU) j ( 3 _( )_ (w ,wj :J 2 j 0,]..0

v la hipótesis inductiva en los



términos de la sumatoria.

Sea a e D(Cn) , F (w,w) =
E

0,8 e N” . Entonces:

_ (¡+8

:im lim f F‘B’<w,ü).a(w,m d—w—dw= L a—+B—[a(z,E)]5+0 6+0 e wa (a+8)! awa w

1>Iwal>6

Demostración: Por inducción en n . Para n=1 , es el lema 1.“ .

Como en lema 1.22 , sea

a(w,a> = g w;v7;gís(w(j),ír(j)) + A(w,v-a)

Entonces

lim lim f F‘B’.a(w,€a>.(lá-w =
5+6 6+0 e wa

1>Iwal>6

" - d d‘

: lim lim 2:3] f z wïüfgn(w(j),ü(j))p(e>(w,ïq) u +5+0 6+0 l r+s<a. + B. J J u e wa

1>|w°|>6



+ "m lim
¿»o 6+0

ya que

a+B+1 .

donde

-52­

f A(w,€z).F‘B)(w,ñ).E

dw da
a

1>Iwal>6

El segundo sumando de (1.26.1) es igual a:

es regular en el origen y el desarrollo se efectúa hasta

En virtud del lema 1.6 , la expresión (1.26.1) es igual a:

lbn ¡El R(j,e).S(j,e)
5+0

r_ (B) dw_dG,
R(j,e) = 2 lim Jr w w'f j (w_) ——L——Lr+s<a+B 6_->0 l j E l waj

J J J 1

a.1>ijjl>6j

FE (w(j)) . _
S(j,e) = lím ——a—— g’" dw(j) dw(j)¿(n-w w(j)

1>|w(j)°|>6(¡)
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Por el caso n = 1 , se sabe que para cada j fijo, es:

I

Bi. a°1+ Bj r —s
lim R(j,€) = -E-:E—ÏW.WJ =
seo (aj+B¡N asz j ’ ’.w=o

0 31 s # 0 6 r < ul+ Bj

B! si s = 0 y r = a + B

Por lo tanto, el límite en (1.26.1) se reduce a:

lim z! e! lim vl‘ Pgoyw(j)) gL.+ dw(j) dw(j)
Je+o “ ¿(n-w BJ'O w(j)a¡­

1>|w(j)°|>mn

(por hipótesis inductiva)

n a(a+e) j |“' = Z BJ ----[g 1 =
”' ' aw(j)°‘+8 “f’8r° lw=o

‘81! BU)! a< a+B)(l)

(aa)+ m0)! 3w(1)(a+8)(” w=0
l

_ [ga.+3_01|l l

(por lema 1.22)

a“+B[all
(a+B)! a “+6 Iw=°
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1.2u Lema

Sea a = (au)e Ifxnuna matriz triangular superior, tal
que det(0) * 0.

II

Sea Y = (Y¡,...,Yn) donde Yl =lglaU y sea a e D(Cn).
Entonces

ooodwn _
lim -——Y— =— fi [a(w,w)]

(610006“)+0 J w IW=0

T‘g'“

Demostración: Como a es triangular superior, de las ecuaciones

, a a “"
V7?!looodwklk.°"wn l“I = 61

a ° aIUOth‘I:
_ z (1.27.2)

° a
Iwn'ml = 6..

se deducen

|33| = v,
2 0.a.»

donde

vt : (__JL Tx (1.27.0
LI
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v donde

r = 1
k akk

-k
= 'ï-I ¿emo“k ¡:1 ¡+u

"' j 1e(i,k) = (.2 (-1) . a _ ).
1-0 k+1.l+k aHi’Hi

Luego
a w Ñ w

11m Jr ( , ) d(6 ...5)+o wY
l n

a.“
T

Á

dwl Jr a(w,G) dwn= — ooo —'_—_ (102705)
(6 ooI WY] an

l n l n

Como g es una travectoria admisible, al tender el parámetro

real 6 a cero, v tienden también a cero para todo 1 < i < n.
Luego, (cf.[7]) , cada integral aporta

(2111) aYk‘ï
— ————[a(w w )1
(Yk- aka- 1 l ’ n w=0

y por lo tanto, en (1.27.5) se tiene
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(2ni) aY-l
(Y-l)! awY'l

[a(w,ïa)]!

Sean w G Cn , a€(w,ü) y a(w,Ñ) G D(Cn) con soporte
contenido en la bola unitaria de Cn. Entonces, si a (w) 1 a(w)

uniformemente en B, se tiene

lim .f F (w).a (w) dw dü = a(O)
8+0 E: E

C
W

Demostración: Por inducción en el número de variables. Para “:1

I f. f€(w)[a€(w) —a(OH dw di! :

KC
W

(1.29.1)

= | f f€(w)[ae(w) —a(w)]dw da + f f€(w)[a(w)-a(0)]dwdi[

CW
C

W

Comola convergencia de las funciones a (w,i) es uniforme,,

es posible encontrar s suficientemente chico comopara que
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1
Iae(w) - a(w)I < a

Por lo tanto, el primer sumandoen (1.29.1) está acotado

superiormente por

l f f (w) dw dí: = ín e n

C'l

Para el segundo sumando, basta notar que

lim f f (w).a(w)dw dí: = a(0)
e540

C
W

y en consecuencia para e suficientemente chico, se sigue:

I 1' fe(w).a(w)dw dG - a(0) < Dhé

“' C
W

Su on amos.ahora oue la tesis es cierta Dara n-1 variables.v g . ­

Entonces

lim f F (w).a(w) dw día =E E



= lim f F (w(1))[ f f (w).a (w)dw día] dw(1) (lv-M1)e E l e l l6+0

c'"l c
W W

Llamemos b:(w(1)) = J/. f€(w ).ac(wl,...,wn)dwldfil

CW
l

Entonces, por el caso n=1 , se tiene

lim b (w(1)) = a(0,w2,...,wn).e-HJE

Usandoahora la hipótesis inductiva

lim Jf. F (w(1)).b (w(1))dw(1)dfi(1) =[lim b (w(1)fl = a(0)€ E E5+0 5+0
n_l -"' w(n=o

C

1.26 Lema

Seán I , J' C[1,...,n} una partición de {1,...,n} .

Sean a , y E'N" . Entonces:

. . _ d“
11m11m J/. (al)ó_(w ).Ffal)(w¡).b(w,w) ÉÏ—TÏ
e->0 6+0 " ° w l

1>IwYI>6
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a l a +Y dw da
= _'_ nm f a_'__'. [b(w,-';)l _J._’

(a¡+yl)! 6+0 aw l 1 J

donde b(w,ü) E D(Cn)

Demostración: Por inducción en n . El caso n=1 está contemplado en

los lemas 1.“ y 1.2 . Por simplicidad, supondremos que

I = {1,aoo’p} J = {p+1,...,n}

Sea B EÍN definido por las siguientes ecuaciones:
: + + = +

BI al Y] 1 BJ Y] al

Desarrollando b(w) en serie de Taylor (cf.[1], pag.65) hasta el orden B

se sigue:

n _
- _ r-s l . - . ‘ _

b(w,W) _ ¡2:31[tí-¡Esi wiwigrs(w(l)’w(l))] +

Entonces

lim lim (al)ó (w ).F(ar)(w ),b(w,fi)_ÉE_Éï =
¿»o ¿»o 5 € 1 wy

‘ 1>IwYI>6

n n

= lElA¡.B¡+ j¿€1.23J + M

donde

M = lim lim v/fi K(W,Ñ)-F(al)(w ).(a1)0 (w ) 23-22
¿+0 6+0 E l e J wy

1>Ile>6
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z ‘ ‘ (a) r -s flwi dai
Al = th < B 11m 11m f- ¡(w¡) wi w.

¡ e+o sin ° ' wfi
Y1>Iwil|> fi

_ 4.? . - :\

a = lim lim f g‘(w<i),w(i)).:=°‘x"’(w(1))“1’4, (w> ¿MLl rs e I a J . (e+0 6+0 w(1)

1>Iw(i)YI>6

(a) r _ dw. día,
CJ = E lim lim i Ó(wj).w,wÏ —J—7J­

¡+g <B_ 5+0 6+0 e l J wifiJ

1>wall>fl

D = lim 1m f (“10% (w (1)).E‘ax’ (wgd' —2—«—¿w("')da“)Í s J z; ‘rs . Y¿»o 6+0 w(])

1>|w(;¡)Y|>esj

n

Por lema 1.“ , ¡El Ai.3¡ =

n _ . . .— .

= 2 a! ljm lim al galan (w (fi) (0%“) :w(1) tmb.) z
¡=¡ l 31+Y..0"e ' I ‘ a '1 . YE‘Ñ 6+0 l l N(l)

1>Iw(i)YI>6

(por hipótesis inductiva)
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p a (í)! _ jw dfi
- ____¿______ - (a+y)fi) u '_¿__¿_ =
_ 'E' a‘! [( + )(i)]' ii? f a l l [g°¡*Y¡'°] w“fo

a! Y! ' ¡wl=0 J

1>hf|>6

a ! p dw dG

= Í j ¡El (a¡+Yi )! a(GI+YI)(i) [gl o] Q [11+ J(%+n)! &w % n. WÏO' “¡ln

1>hal>6

a! dw dG

= I lim f aalm [b(w,¡_4)] a’_Y’(%+n)! &w Iw=0 5%: J

1>hq|>6

La demostración se canDleta Drobando que:

O En u o (1.33.1)

0.31.1)

Q

Para (1.30.1), notemos que

a r-3 dw'
¡o (w )me_-—¿——L =

e J ll fin

1>IwÏfl>6_
J l

por lema 1.13, se tiene:
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r -c
w. W.

= lfim J J dw.d4 = O , salvo que r-s= a_+y situación
y +a. 1 J ‘ 1 J

&w Wi J

1>|ij1 I>6j

que no puede darse ya que r+s < aj+ yj .

Para (1.30.2), recordemos que

K(w,w) - u+€=8 Kuv(w,w).w w
y por lo tanto

u-v uw w
. . . — J J I . .­

M = E 11m 11m Lun (“Ro (w).K (w,w) .505ka cw sw_ e uv y e 1
u+v—3 5-)0 6+0 _5->0 w w

n 2 1 1

Y Y
1>Ivñ |>6| 1>IvG l>62

_ Si llamamos

v wpüv (a _ wuüv _
Au (w )' = lirn PMw).I< (w,w). iw c'w

e 1 e J uv * 1 I
w - 6-” 'fl

Y
1>Iv5 I>62

uv - .entonces A_ (w ) es una :unc15n - , 7 ouesro :ue
b
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. a v
(u+v)l = al+yl+ 1 se Slgue Que 3 ¡A2 I = J.' 'w=0-1

Por 1a forma de operar que tiene la :Jnc16n 7 , se tlene:

E .- q a "v . w“4= : C'»I)81.J.’J{'AI) :w :w
u+v=B a l w e l I Xem 1

Y <1lw.|

Comola integración se hace sobre un compacto, se obtiene:

wuñv vuñv
Cl ' _

a 'A“"(w) = 2 n añ FL] a‘HK .‘al’um ’ dw¿w
‘G e I o'+ =a a; W WY w! "V E l a; J 1

l Cl I l I

Y
lw,l<1

- \) . . . no

Como 11m A: (wl) ex1ste v es una func1ón C nula
e+o

en w = 0 , resulta M = Q en virtud del lema 1.25.



y vor lo tanto

í_3

g¿gl Prooosición

Sean J, L

J = {1,...,p} ,
Sean

(1

B

G

B

Y

C

p

u

donde
p+l

* Yl = ¡En

v

"l = fi

W‘ = Q-p

urhñl W»!

una nartición de (1,...,n} ,

{D+1,—--,P+q} , M =

¿onde

{p+q+1,...,n}

(un) e IPN"

(BH) e mafia)“

(°¡1’°- -a°¡n) 9 ¿

(B

(Y

a) 4<il,ooo,¡n
i < 3+1

i < q+1

Y1,00.,n)

«+1
- Ei j=ljl

i < p

, 3+1<i <p+q

1 (WI) xn(un) e J
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1 ¡zx

Si T = lim f . -—, E '91n_»(c")6+0 :

3.9“
31:

“2 " lim f 121 : '91 “Av+o 3; "-0

BIQ”!
D2

dz
T“- lim ’U' e '“ CC”)

6+0 ,9 Jn-v-q)

Du'p+q+!
E

F (t-w) dtldt(I)dï(I)
RET“ = [lim e _ 1 dwldíïlv+0 t“

DBoqï’l2

donde _

RET’E r(c“;8"(c“)).

Entonces

. - .- 2 , - . .­
ii? [Tal-RET3][a(w,w)decle = TL ¿a(w,w)awh:wM]

para toda 2(n-p-q) - forma

a):
a(w,v7)dw“dïa“ e 7'71 za“ ('35)
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Demostración: En virtud de [1] (cf.prop.(2.13), pag.86), se tiene:

. q —

RET:=322411111 f FE‘C.'”(w¡).r (t(I)-w(I))M dwrdír
(cl-1)! v-vo e t(I)Y

1>It(I)CI>v

z mi)“ “jm f
(cl-1)! wo

1>It(I)YI>v
t(I)C

(usando lema 1.6)

' q

= (¿M “(mo (w(I)) .r‘fi'” (wI ) dwldv-JI
(cl-1)! e e

Entonces

lim (T'.R€T2) a(w,tÏI)dedv-JM
6+0

' q

= (2"—1) Lun Jim f a(w,v_a).(m»q>(w<I)).r‘Cx"’(w)(cl-1)! 5+0 640 e e l

Fe(t(I) - w(I)) dt(I) dï(I) l. E‘Cr"’(w>dw .dïq
e I I l

0.2.0
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(usando [1] , prop. 2.13)

. p+q _ _ ­

= (2111) 1m Jim f (KM)Ó (WB)¡(cl nml) au, nl (¿Poemlxamn dw(J)dw(J)
(cl-1)! (y,—1)! e» «seo e e wmY

1>|w(J)Y|>5

(en virtud de lema 1.21, se deduce que c1: 0) y por lo tanto, usando
lema 1.26 y llamando

b(w(J)) = a”:"’[a(w,ñ)1

se sigue, que la última expresión es:

. p+q (c -1)! _ dw dv?

— (2“) ' ' lim f 3%”; l[b(w(J),v_v(J))]fi?”­
(cl-1)!(YJ—1)! (¿1+ yl- 1)! 6-!0 wMM M

1>hñ|>6

- p+q dw dv-J

= __(?l1)__ ]_-¡_m f a;(m+Y(M)_'[a(w,ïv)]% (3.21.2)
(yl—1)! (¿1+Yr1)! 6-)0 w'IM M

1>hfi|>6

Calculemos por otro lado

dw(M) dw dÑ

T"z [a(w,w)dw(lv-J] = Lim f a(w,v_a) ——u (3’27'3)M M
6+0 wp

wp+q+l
D6N
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La forma a(w,G) dw(M) dedv-vMdebe ser normal respecto de

1a matriz u , de manera que deben satisfacerse las siguientes ecua­
ciones:

ap“_ = 0 , 1<i<p+q
rs“J = 0 , 1 < i < p+q

c = 0

Luego, usando nuevamente la proposición 2.13 de [1] , la ex­

presión (3.27.1) es:

: ——(2"i)p+q lim f 39(M)-l[a(w {1)} dw dw"9

(p(M)-1)! ¿»o wz

1>Iwfi|>6

que es.justamente la expresión (3.27.2) , comose quería demostrar.
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C A P I T U L O I I

Se considera en este capítulo la situación descripta en la
Introducción 3.b). La demostración del teorema sobre intersec­

ción de una corriente residual y una de integración está basada

en las propiedades de la "función residuo fibrado" y la "función

residuo fibrado esencial" (cf. Coleff-Herrera [1] ; y PaenzalQI).

Comocorolario del teorema, vía el argumento conocido de "pa­

saje por la diagonal", se obtiene el resultado sobre intersección
de las clases de homologíaasociadas a dos corrientes residuales.
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Teorema:

Sea X una variedad holomorfa, paracompacta y orientada de dimen­

sion n. Sea x = {Y¡,...,Yp} una familia de hípersuperficies en
X, 1 < p < n. Sea w C X una subvariedad holomorfa de dimensión p,

tal que:

dimc( w n Ve(fl3) = 0 . (1)

Sea K e P(X;8;(*Uï)), y sean T y S las corrientes:

T = RMJFI, la corriente residual asociada a ï y a K ,

S = IIWLla corriente de integración sobre la subvariedad W.

Existe entonces una familia de fiprmas RCS regularizantes de S,
tal que:

lim (T A R S) (a) = RH [ï/wHa/w) para toda a e D°(X).
e /w«to

Notas:

1. H)w = {Ylnw,...,YPÑW} es 1a familia de hipersuperficies res­
tringidas a w.

2. El resultado es inmediato si Ve(fl) = Ó, ya que en ese caso

veac/w) = 45 .
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Demostración:

Sea R = {Unz n E NJ un cubrimiento abierto localmente fi­

nito de X , de manera tal que:

a) Para cada z G Ve(flñ ñ w , z E Ük para un único k GIN;

b) En cada Uk , k EIN , existen ecuaciones o: ,k GIN

1<i<p, de Uknyl.
c) Cada Uk es isomorfo analíticamente a 1a bola unidad de

n . .C , vía el isomorfismo

Podemos suponer, asimismo, que

ak(Ukn W) = {(z¡,...,zn) E B : zw“: ... = zn = 0} ,

si ka'1 w =* Ó .

El conjunto A = w n Ve(H) es discreto en virtud de (1). Para cada

que Am , m EïN , sea U; = Uk el único abierto de fl tal
I'n

que zm E Uk . Para cada e , 0 < e < 1 , consideremos 1a su­
I'l‘l

cesión
_ , - _ e

Se - { ej . 3 EZN} , donde el- E

Asociada a la sucesión s , 0 < e < 1, existe una forma

diferencial R53 que regulariza la corriente S en el sentido presen­
tado por de Rham (cf.[2], pag.77). Sea entonces g G D°(X). Queremos

verificar que:

lim (T A RGS)(g) = Rx/JA/wK'g/w‘.) .6+0
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Sean {Us ,...,U; } tales que:
l - s

sop (g) naneÜC) C Uk' U...U Uk' ,
l l

y consideremos también abiertos Vk C U; , 1 < i < s , tales que
l l

a) Vk f1 Ur = Ó , para todo r * k| , 1 < i < s
(2) l _

b) 0Lk‘(Vk) C Bl/3(0) , donde B¡/3(0) es la bo­l

la de radio 1/3 centrada en el origen de Cn .

Existe eo> 0 , tal que para todo 0 < e < eo es

sop (g) n sop (RES) Ñ VOÜC) C V U U V

Sea m EIÏ(X) , 1 < i < s , tal que

pi : 1 , p| E 0
V |
g x-uk

l

y llamemos Si = p¡.S , 1 < i < s .
Entonces

8

(T ,. RES) (g) = iZ_¿_¡(TA RESl ) (g) . (3)

En virtud de (2)(b) la regularización de de Rhames la

"cartesiana" inducida por la aplicación
1m x2R"--—-—> E?

(x,y) ———————>x + y

y gracias a (3) es posible reducir el problema a cada abierto Vk
1

9

1 < i < s 3 y plantearlo alli de la siguiente manera:



Sea B 1a bola unidad de Cll = Cp x C

B' C B , la bola de radio 1/3.

Sea

W = {(w,t) € B' : t = 0 }.

Sean {o¡,...,op} funciones analíticas en B' ,

a(w,t) dwl.....dwp
fi or(w,t)r=l

donde g(w,t), a(w,t) e 13(8) , tal que

w n v.(o¡,...,4>p) = {0} ,
entonces, debe verificarse:

a(w,0) .g(w,0) dwl.. . . .dwp

(u) f A. ¿1.1:(t,t)dt.dt = f fi ( o)o w

1>|4>¡(w,t)|= al 1>|4¡(w,0)l al 'g' ' ’

1>|op(w,t)|: 5p 1>|4p(w,o)| ¿p

Consideremos 1r : Cn = C: x C:-'——> CT"

n(W,t) =.tJ

g = f'(t,1_:) dt.dí e 8"""’ (c':"’)
Sea

N Pu= t). {iwloooodwpe r 8:" :fi
¡:1 0| (w,t)

Comolas fibras de n cortan a V°(33 en puntos aislados
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se verifican las condiciones de validez del Teoremade Residuo Fibrado

Esencial (cf. [9] y [1] ) , obteniéndose entonces:

<5) Rx [E .1r*(€)] = P,¡.(J0[resx;"[;](w,t),. 11*(5)] .

. (e) Pv.(x)[resx;n [E1(w,t) . n*(€)] —

= lim f [resao [E](w,t)] .f (t,1-:)dt.dt ,3+0 ’fi e

|D(t)I>6

donde D(t) es una función analítica en Bïwnoidénticamente nula (cf.[1]).
Luego, de (6) resulta:

(7) lim f n*(resx.nlïíl)(t).fe(t,t)dt dt = f x(t,t).fc(t,t)dtdt¿»o ’ '

ID(t)I>6 cz"

donde 1a función
/

¡(n = z {resx."[E](w,t): (w,t) e vam) , «(wm = t } ,

La demostración del teorema estará terminada, si se comprue­

ba que x(t,t) e 8°(CTT) , ya que en tal caso:



lim j“ x(t,t).fe(t,t) dt.dt = x<o>= resx_n[;](w,0).’a +0

n-p
ct

"' o n-p
Lema. w'(resxgnlu]) e 8 (Ct ) .

Demostración: Inmediata a partir de los cálculos presentados por Co­

leff y Herrera en[1], pag. 163 (9) y proposición 1.8.“ , pag.50 y 190.

flota: Sin pérdida de generalidad, podemossuponer que la expresión ca­
nónica de Ï es la de (3'), ya que la p-forma Ï debe tener bigrado

(p,0) (cf.[1], pag. 37). Si en dicha expresión figura algún dtl el
primer miembro de (u) es obviamente nulo, mientras que el segundo se
anula puesto que Ï E 0 ./w

Corolario 1:

Enlas condiciones del teorema, suoongamos que Rfl{A] sea cerrada.
Entonces

thïl . I [w] =- leï/w]

Demostración:

Sean 'r, S y J las corrientes residual, de integración y la restric­
ción, respectivamente.
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Llamemos Y = V (K). Es posible construir una triangulación de
e

tal que Y y w
existe un entorno U de Y
X , localmente finita, sean subpoliedros. Luego,

en X tal que:

a) Y es un retracto por deformación de U, con retracción sznY.

b) Y n w es un retracto por deformación de U n W con retrac­

ción p/U w .

Sea ahora c(p) la familia de soportes en U formada por los ce­
rrados F ñ U tales que

E ú

p/F es propia. Entonces se tiene:

Hs (y) H°.‘“(u).°

Si llamamos c(p,W) a la familia de soportes en U n W formada

por los cerrados F n w tales que F E c(p), se tendrá:
A l

H_(YÑW)—:>H°.”.'W’ (Unw) .

Enemtas condiciones, el diagrama siguiente es conmutativo:

H.(Y)®H.(W) ——x—> H.(Y“ W)

AI IR

Hf"’(U)® H.(w) ———> H.°""“” (U n w)

dxfie x 37 x'son homomorfismos de intersección en X, y n :g'G id
En efecto, los grupos en este diagrama se identifican con grupos
de homología en X con familias convenientes de soportes ( Cf. Bredon,

[11], cap.1), y la conmutatividad de (2) se reduce a la naturalidad de
la operación de intersección (cf.Borel-Heffliger [12], Apéndice).
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J corrientes cerradas de X,
n P7

Sean ahora S, T y con sopor­
[sl E H.(Y) ,

Poly [1o] ).
tes en Y, w, e Y

[T] e H:(W)
Probar que

respectivamente, v
sus clases de homología ( cf.

[S]­

equivale a verificar que
[T] = [J] e H.(Yn w)

x.([sl.["-:]) =

a, [sl . [T] =

A.( U1), y por la

conmutatividad de (2), que x,([J]). De acuer­
do con de Rham(cf. [2]), esto último equivale a demostrar que

gls] . [T] y AJJ] tienen 1a misma acción sobre las formas
cerradas de X.

Ahora bien, comoconsecuencia del teorema (10') de la In­
. . O

troducc16n pag. 7, ex1ste una forma C RGS, con soporte en

c(o) para un e conveniente, y que es cohomóloga a S en U.

Entonces [S] . [T] = [ReS] . [T] = [RGS A T] , y la i­

gualdad buscada

[S] . [T] = [J]

se reduce entonces a demostrar que RGSA T y J coinciden so­
bre las formas cerradas de X.

Por el teorema anterior sabemos que, cuando T = Rxfï] ,
y S = I[W], se verifica:

,
lim (f) = J(f) ,
e'>o

para toda forma f de X; como la clase de R S A T

R S A T
E

es independien­

te de e , esto implica que RESA T (f) = J(f), para toda
forma f cerrada de X, como buscábamos.
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Corolario 2 :

Sean K= {Y¡,...,YP} ,*Ï¡= {Y ,...,Yn} dos familias de hiper­pl
superficies en X tales que

dimc(V°(ï) n V°(JC)) =0 .

Sea 1' e r(x;¿;(*UJf)), ¿oe rcx; ¿(«muy Llamenios JCU JC' =

= {YI,IID’Yn}O

Entonces, si RxÍï] y RKÍZI son cerradas, se tiene:

Rxlï] RMIÏÁ]= RMN-¡.31

Demostración:

Consideremos la variedad producto X x X , orientada por su

clase fundamental. Sea A C_X x X la.diagona1:

A = {(x,x) E X x X}, subvariedad lisa de dimensión n.

Sean Q,H2:X x X '* X, las proyecciones. Llamemos:
4

:¡c = {II'I'I(Y1),..., H':(Yp)}
_ -1 '.l
- {II2 (al),..., n2(Yn)} .

Sean S y T dos corrientes en X . La corriente producto car­

tesiano de S v T, denotada S x T, es la única corriente en
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X x X que sobre formas descomponibles actúa de 1a manera

siguiente:

s x T (II:(a) . H;(b)) = S(a) . T(b).

Si S y T son corrientes cerradas, es sabido que:

(1) H:([IA] . [S x T] ) = [S] . [T] , donde IA denota la

corriente de integración sobre A

Por lo tanto:

<2) II:([IA] . [Rxm x R10“) 1 = [wn-1. tax, [m11.

Ahora, se deduce claramente de las definiciones que:

Rxlï] xRlel = qumlnjm . n;(u)] ,ypor 10
tanto:

“Í ([IA] - [Farm x R305] l_)__ = II;([IA1. [Rïuüq (11:0) . Igual).

Puesto que

.—H1(V°(3;k’mï) n A )== Ve(fl3fï V°(H"), el teorema precedente permi­
te afirmar que:

y}

n; ( [IA].-[P1€UJq[n:(ï).n35) 11) = guagua/Alfa) . fan/A11):

[RJCUJOÍÏ . Z] l , esta última igualdad
y (2) permiten deducir la tesis.
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