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INTRODUCCTION

1. Generalidades

Es sabido que el cup-producto define una estructura de

anillo sobre el grupo de cohomologia

gico X con coeficientes en el
en que X es una variedad c” y K
por éjemblo, mediante el producto
c” sobre X .

Si la variedad X es

compacta, la dualidad de Poincaré

A :
|

=C

H (X;5€) ——— H__ (X;0) :

H"®(X;K) de un espacio topold-

anillo K (cf.[4] ). En el caso
» el cup-producto se construye,

exterior de formas diferenciales

de dimensidn m, orientada y para-

define isomorfismos

O<ps<nm ,

donde HP (X;C) se identifica con el cociente '

{p~formas cerradas de X }

{p-formas exactas de X }

y H (X;C) , 1a

de X

q-homologia (de Borel-Moore) a soportes cerrados

, se identifica con el cociente

{q-corrientes cerradas de X}

{q-corrientes exactas

(teoremas de De Rham).

de X}

(n

(2)
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Estos isomorfismos son inducidos por la aplicacidn

Juw . . (3)
X

w —I[X] . w
que asocia a cada forma w , la corriente:
I[X] .w: ¢ —m—m—m—, IX] (w . a).

Los isomorfismos Ap permiten trasladar el cup-produc-

to en H®(X;C) a la homologia .H (X;C) , mediante las fOrmulas:

a8 = A(ATN(@) U ATNEY) ; (0

®.B se denomina el producto de interseccion de a con B .

Este producto est5 definido. solamente sobre las clases
de homologia de X ., No existe, en general, una multiplicacidn en
el espacio de todas las corrientes de X , que induzca el producto
de interseccidn.

El producto de interseccidn se generaliza a la homolo-
gia (de Borel-Moore) con_so;ortes_de X , de la siguiente manera:
sean Y , Y, subespacios cerrados de X , H.(YI;C) y H.(YZ;C) sus
espacios de homologia de BoreléMéore (a soportes cerrados). Existe
entonces una forma bilineal candnica, llamada también producto de

interseccidn,

Hp (’Yl ;C) ® Hq (Yz_.;C) — Hp +q-n (‘Yln Y2 ;0)



que aplica: a ® B —_— a.B (s)

compatible con el producto de interseccidn en H.(X;C) vy los homo-
morfismos en homologia inducidos por las inclusiones:
N .
Yx’Yz’Y1 Y2 ., X .
Si X es un conjunto analitico real e Y C, X
es semianalitico -o subanalitico- (2) admite la generalizacidn si-

guiente (cf.[10] )

{q-corrientes cerradas de X con soporte en Y}

Q

Hq (Y;0) (6)

{q-corrientes exactas de X con soporte en Y}

E1l problema general de interseccifn , puede plantearse, pues,

de la siguiente manera: dadas qorrientes,cerradas T y S de X, per-
tenecientes a una cierta familia (por ejemplo: corrientes de integra-
cidn, corrientes residuales, etc.), que definen clases de homologia
[Tl y [S] , respectivamente, en -H.(X;C) ,iexiste una corriente J

de la misma familia (esto es: de integracidn, residual, etc.) tal que

W =M .S ? (1)

Si Ty S tienen soportes en subespacios cerrados Yl
e Y2 de X » dpuede construirse J con soporte en Ylﬂ Y2 ? Si
tal corriente existe, y se construye explicitamente a partir de las

corrientes T y S , escribiremos J =T. S (8)
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(8') Ejemplo : Cuando Iz e I, son corrientes de integracidn so-
bre ciclos semianaliticos -3 subanaliticos- Z y W , el problema es-

t3d resuelto bajo la hipdtesis de "interseccidn propia':

dimC (zNW) < (dim_C (z) + dimC (W)) = m (9)
La respuesta a (7) es: el representante de [IJ .[IJ es I, . , don-
de. Z.W es el "ciclo interseccidn™ de los ciclos dados (cf. [10],

para el caso analitico complejo, y también (3] ) para las corrientes
localmente playas ("locally flat"). En este caso escribimos por 1lo
tanto I =TI . 1I .

Z,W z

2.- Interseccidn de corrientes residuales

}

Dada una familia de hipersuperficies ¥ = {Yl,.u,ﬂ*l
en una variedad holomorfa paracompacta y-orientada de dimensidn n,
y una k=forma meromorfa ;'con polos en U Yl , Coleff y Herrera
defienen en [1] las corrientes (p+l)-residuo RHIK] y p-residuo
valor principal RPxf;] de grados -2n-p-k—1 Yy 2n-p-k respecti-
vamente, '

El problema de interseccidn (7) admite en este caso la
conjetura siguiente: si R’= le,...,Yp} = {Zl,...,Zi} son
x

dos familias de hipersuperficies en X , y w son formas meromor-

fas de grados k y s , con polos en UH y UH' respectivamen-
te, entonces: i) . = x A’~ ipd i -
, nces [%K[]] I&K,hﬂl [&KUJO[A uﬂ],con hipdtesis a

decuadas sobre los soportes: de las corrientes residuales dadas,



3.- Resultados obtenidos

En este trabajo, se encara el problema de interseccidn
de corrientes residuales, obteniéndose resultados satisfactorios en

dos casos particulares significativos:

]
a) X = ¢ . Sean RP[——] y RP[EG] los operadores
z

residuos-valores principales (cf.[l] ), definidos por:

w .
RP |—]| (n) lim W . n
[ZY] §+0 f

<

lim I m_'.*E
AY)

o
r
—
N |E
| -
—_
”~~
aal
S’
]
N

§->0
a+1,8
Ps
donde a € N(pﬂ)xn, B € l\l(qh)xn , ptq < n -, y,v € N, ta-
les que
et , at1
viz") € v 24y, v cv il 2B

=1

(a, Bj filas de & y B . respectivamente) , w© € & (c") , w' €& (c").

L 1
Entonces J = RP 8 L2 : f — 1lim f L. v - f
a, ZY.zv -0 ZY+V
prhat1,atB



b) X = variedad holomorfa de dimensidn n . ¥ = {Y1""’Yp}
una familia de hipersuperficies en X ; W CX -, una subvariedad

holomorfa lisa de codimensidn p , tales que:

i) dimC NH = n -1p

ii) dimg (NI Nwy = o

Sea Z; € F(X;gﬁ-p(*uﬂ)) . Consideremos en este caso, las corrien-
tes T = Ry , la corriente residual asociada a.la familia Iy
a w (cfo 1] D,y s =1, la corriente de integracidn sobre W.

Entonces Rm%[wlw] = &Klw]. I,
donde

E@ = {YJWW,...,¥JWW } y ;Iw denota la restriccidn

de la forma 5 a W,

Se deduce, ademas, el siguiente resultado: si ¥ =
= {Yn""’Yp} H = {Y',..;,Y;T} son dos familias de hipersu-

perficies en X tales que:

i) dim, N = n-~-op . dimcﬂ H = p
ii) dim, ((NI)NO X)) = o
y si
$ € P(x;&;(*UJC)) s : = P(x;&;(*UE') son tales
que las corrientes residuales RﬂIE] y Rﬂ”[;] son cerradas, en-
tonces:
[R,c['J]] - Rew] - [Facvse @ - TI]] o

(doﬁde [] indica 1la clase de homologia )
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4.,- Idea de la demostracidn

(10') : De Rham prueba en [2] el siguiente teorema de regula-
rizacidn: existen endomorfismos RE y AE de 'D(x) homogéneos

de grados 0 y 1 respectivamente, dependientes ambos de un parametro

real € , 0 <egs 1, tales que:

i) RT - T = bAg? + AEbT , para toda T € 'D(X)
donde b denota el borde en 'D(X) .
ii) 1los sopértgs de Rg? y Ag? estin contenidos en un
entorno arbitrario del soporﬁe de T, para ¢ Suficientémente pequeno.
iii) para cada e., Rg{ es una forma diferencial C .

iv) para toda w € D(X) , se verifica:

Téw)

lim RT (w) =
£

€0

lim AT (w) = 0
€

>0

(11) Es claro que, cuando T es cerrada, Rg? y T definen
la misma clase de homologia. en H.(X;C). Se demuestra ademi3s, que
si S = w una forma diferencial C°° cerrada, entonces T ., w repre-—
senta a [sl.([t] . (2)
En vista éel teorema precedente y las observaciones (1l1)
y (12), para verificar que dadas corrientes T, S y J , éstas satis-

facen:

(T].[s]= [J] (13)



es suficiente probar: existe una familia de formas diferenciales

.
-

C ReS , 0 <e <1 , tales que:

1. Ré regulariza a S en el sentido ya expuesto (0').

2. Si se define la corriente T ,'Ré como:

=T
T . Res -(w) (RES A ®)
y notando que T ; RtS representa a [T]. [S] en virtud de la obser-

vacidn (12), entonces:

lim T , RtS (w) = J(w) , Ppara toda w € D(X)
>0

5.- Notas

1. Es conveniente destacar que las corrientes conside-

radas en los casos 3a) y 3b) no son necesariamente cerradas.

2. En el caso 3a) no se formula ninguna hipdtesis refe-
rida a la dimensidn del soporte de las corrientes IT y S . Estas-
condiciones son esenciales para los resultados citados en el ejemplo
8'.

3. La hipdtesis dé';interseccién completa' de 3b)i) es
en realidad inn;cesaria. El resultado se probari sin formular hipd-
tesis sobre la dimensidn de NI, bajo la condicidn mis débil siguien-

te:



dimc(V. (N w) = 0 ,

donde V, (¥) denota la interseccibn esencial de la familia ¥ (efl])
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CAPITULO O

0.1

Sea X una variedad holomorfa de dimensidn n . Sea
¢ = (¢l,...,¢p) : X»> C un moffismo, tal que las funciones ¢, no
sean idénticamente nulas. Notemos Y = V(¢Q , Y =U {Y, :1<1<p}

y E{ el producto cartesiano de p copias del conjunto ZR> de nf- .
meros reales positivos.
Para cada 6= (61,...,6p) = (6';6p) € Fi , se tienen
los conjuntos:
| T4 (o)
| D% ()]

=G

{(x€X-Y:|¢]=5,1<1i<p}

]

{(x€X-Y:|¢j=6,1<i<p, lo | >6 1
.Cuando se verifica que

dimR|'I“:S(¢)| < 2n.- p

dileD%(¢)| < 2n - p + 1

estos conjuntos se orientan mediante las convenciones siguientes:

la aplicacidn el = (o lsees]le P: X =Y » R es analitica.
Entonces

T () = (-1) 0/ [y g

Dz(cb) = (-1pen/2 l6]™" (18] x x> 6])
para cada 6§ € R , donde || denota la operacidn 'imagen in-

versa'de cadena semianalitica definida en [1] .
La orientacidn de los tubos T%(¢) y D%(¢) es la mis-

ma que en [1] , y se mantendrid a lo largo de este trabajo. En el ca-
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so en que X = C , H = {Yr}’ Y = v(z) , T es el circu-

!

lo '|z]| = 6 con la orientacidn habitual.
En el caso de interseccidn completa, se verifica, que

si 8§ y &' son suficientemente pequefios, entonces T6 y TG'

~ ~

son homblogos, 0 sea que T6 - TG' = b S , donde S es una

2n - p + 1 cadena semianalitica conveniente.

o
°
N

Introducimos la notacidn:

) = (Y ’_""Yl+l_’Yl+l"”’Yp+l}
U ¥ = U{Y‘ : 1 <1< p+ 1}
Nk = Ny o 1< i<p+ 1)

No se hace ninguna hipdtesis sobre la dimensidén de N ¥ . Se acep-

ta también la posibilidad que % = Y 2<1<p+1.

o
.
w

Una trayector%a'admisib1e en R , p> 2 es una

aplicacidn
‘§' = (6| (6),00.,6p (6)) : (0,1) _—>]Rp>
tal que
a) lim 6 (8) = O
§->o0 P
§,
b) lim —= » 1< 1< p-1, para todo q€ N
50 &7

1+1



~12~

Es inmediato entonces, que dados (ei) €ER, 1<is<p, se tiene

3
.

1

1im

6 (5)s
§+o0 *

0.4 Teorema (cf.(1, (1.7.2) pag.36)

Sea K = {Yx"";ﬁ+9 una familia de hipersuperfi-
cies en X, 0<p<n-1.
Elijamos ecuaciones 9, de Y  sobre un abierto re-

lativamente compacto W de X y una trayectoria admisible § en

]R';+l . Llamemos ¢ = (¢l,...,¢p-+l)._ Los tubos 'I‘Eﬂ(¢) y DEH((;’)

estan entonces definidos para 6 pequefio y los limites:

R PPTI(e) 1lim I [D':Sﬂ(qs)] (@) "(6,4.9

§->0 ~

‘a € r, (w;&;"“’ (2UI)) , vy

() lim I(7%7(9)] (3)

50 ©. 42

E (= Pc(Wgﬁﬁ-rq(*tJﬂ)) . existen y verifican las siguientes propie-
dades:

- Los limites (0.4.1) y (0.4.2) son independientes de la eleccidn

de la trayectoria § . ©0a.3

- Los limites (0.4.1) y (0.%.2) tienen bigrado (n,n-p) y (n,n-p-1)
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respectivamente. En particular

RPPPIET) = (1P *RTUY)
(0, 4: )
y
R (F) = 0
para
U e r (W8P 7CRu0)
[
Ve r (WePTRui0)
[4
- Para cada u € I'(W;&lw(*UJC)) , los funcionales
P pp+1 .~ _ Ppp+l, Y
R P..[u](a) = RPPP"(u _ a) (0. 43 )
RP*1 (T () = RP*NQ . )
con o € D% (W) y g € D™9-'(W) , son continuos si uno con-

sidera el espacio D°(W) con la topologia usual.

- Existen conjuntos analiticos complejos VG(M) v VG(M) en X ,
candnicamente asociados a. H , de dimensidn pura n-p-1 y n-p ,
conteniendo respectivamente los soportes de las corrientes RW”[G]

y RPPPM@p .

- Para cada trayectoria admisible § en ZR: puede encontrarse

o . . o . e,
6p+l > 0 , tal que para cada §p+'f130 , 0 < 5p+l< 5P+', el limite



~14~

lim T[D} ), (¢)] (@)
§»o0 ~? “p+1
existe y ademés
RRPP %) = lim 1im I ($)] (@) (0.4:7)
§ >0 6o 5§ 8
pti ~ pti

- Las definiciones locales de R®PP'! y RP*! se recolectan sobre
X , en virtud de (0.4.3) y resultan los homomorfismos:

RP r, (.X;&;'-p(*UJ()) —_— C (0 .4 ,8)

i H
Re + T (& PIGRUH) )———C

y sus valores en las formas o y 8 se llamardn el p-residuo va-

lor principal de o y el (p+l)-residuo de B8 respectivamente.

- Para cada 1 € r(X;&IT(*UJC)) , Q> p , se definen los operado-

res

RPJC['X](a) = RPJC('X.&) , o € DM™I(X)
y

Ry A 18) = Ry (X.8) , B € D™IUX)

que son corrientes sobre X gracias a (0.4.5) y seradn llamados el

p-residuo valor principal de X y el (p+l)-residuo de X . En

el caso p = 0 , se obtienen las corrientes valor principal PV vy

residuo Res de [2] . En este trabajo serin notados como P y R,

respectivamente,
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0.5 La interseccidn esencial

Con la misma notacidn que en (0.4) definimos el con-
Junto Ve(¢) (respectivamente Ve(¢) ) de los puntos x € W tales
que para todo entorno U de x , y cada 8°> 0 , existe § ,
0 < § < ao , tal que
u n 05| # ¢
(resp.: U N |Tzﬂ(¢)|4=¢ ). N
Es claro que
Vc'(lqs) C NH(p+1)
V.(¢) C N

y usando (0.4.6), se. tiene:

RP PP () 0 , si sop (a) N V (¢) = ¢ (0.5 1)
. [ ]

RPT1(B)

0 , si sop (B) N Ve(¢) = ¢ (0.5:2)

Los conjuntos Ve(¢) y Ve(¢) son independientes de la trayecto-

ria- admisible § y de las ecuacicnes 9, elegidas para constuir-

los. En consecuencia quedan definidos los conjuntos Ve(ﬂ) y vV 0
[

en X 1llamados intersecciones esenciales de la familia ¥ que coin-

ciden localmente con Ve(¢) y Ve(¢) .

Ve(ﬂ7 y ve(x> pueden construirse por recurrencia de

la siguiente forma: Y; =X ,yparacada 1 , 1<i<p. , sea

Y; = U{componentes irreducibles de YLq N Y' T Y|+l } . Entonces
V@ = Y y V() = Y' NY

° P e p p 1! (0.5:3)

Se sigue de la construccidn anterior:



a) si V(30

~16-~

(resp.: V_ () ) no es vacio, es un conjunto a-

nalitico en X de dimensidn pura n-p (resp.: n-p-1).

b) Si

dim, N¥(p+1) = n-p , entonces VC(K) es la unidn de

las componentes irreducibles de MNH (p+1) que no estén contenidas

c) Si dimcﬂsz

ces

‘7, (30

v_ (30

n-p-1 (caso de interseccidn completa), enton-
= nH(p+1)
= NH

En ‘general Ve(ﬂ)' vy Ve(x) dependen del orden de las

hipersuperficies en la familia H# como se observa en el siguien-

te ejemplo:

En este caso,

0.6 Notacidn

Y
1

{z

2

Y = {Z2

1
o

.zz}

} = 0

V(Y LY, )= 0 mientras que V (Y ,Y ) = ¢ .

N denotard el conjunto de nimeros naturales y el cero.

Si z = (z',...,zn) e c" §-= (a',...,an) N , entonces
n
z% = 1T z% , lal = % a
k=1
Sea A(p,n) 1la familia de subconjuntos I = {il,...,ip} -
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1]

(Bll 5600 9 Bln)

B 8

construida con las p filas

si g € {WePrYXC

ras p filas y las columnas i1<

matriz construida con las primeras

taremos:

es la i-ésima fila.

y- las columnas

c {1,...,n} con 1<1<i< ...< ip< n., Para cada I €A (p,n),
notaremos:
z, = (z' i€ 1) = (zl,...,zl)
1 P
[s 4 - l—r C!l
2y = =S
Si J = {jl ,.oo,jn_p} = {1,0..,1‘1} - I , 1 < Jl < ooo< Jn-p < n’
entonces
z(I) = (z seeesZ ) =z, s (1) =TI zfi
jl n -p jE!
Izl = max {|z | : 1 <1i<n} > Iz¢I)l = max {lzjl j € J}
B = {z€c" Izl < 1} s B(I) = {z(I) = lz(D)I < 1}
Asimismo, para cada § > O
By = {z€8B 1z%0 > &} , B(D)G = {z(1)€ B(D:Iz(Dl>6}.
Si B € N es una matriz de p filas por n columnas, denota-
remos por B el elemento de la i-ésima fila y j-&sima columna de

B es . la matriz

i ‘de
P

<

< L N ]

i
1

’ Bl(p+1) designa la matriz que tiene las prime-

i de
P

cee < 8 y B(p+1) es la

p filas de B8 . Asimismo no-

B ..
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dz = dz, ae.ea dz
dzl = dz. aSo oA dzl
dz = dz. .e.ee. dz
1 n
dEl = dz, aseea dz,
1 P _
dwl = dz.,\dz‘....dzl Adzi .
1 ) P
Una forma w € F(Cn;ﬁm-P) = &P (c") , 0<psn admite una

* ”» - . » -, .
representacidon unica, la expreslion canonlica de w 3

w = f aABM(z,z) dZA*dZB*d“M

donde A,B,M son subconjuntos ordenados de {1,...,n} , dos a dos

disjuntos y tales que |al + [B] + 2|M] = 2n - p . Necesa-
riamente es |A| + |B| + |[M|] < n y M| > n-p .
Diremos que B € nexP es normal s1 det(g)#0 y si B

puede ' transformarse en una matriz triangular superior mediante una

permutacidn de sus columnas.

(p¥1)xp

Decimos que B € N es normal si By = O y B8(p+1)
es normal. Diremos también dué B €N es normal , si existe
A C{1,...,n} , |A|l = p , tal que B, es normal.
- Consideremos la expresidn candnica
w = b(z,2) dz,.dzy.dw, € &7C") .
Decimos que w es normal respecto de 8 e N " 6 s e woOT

(6 simplemente, que es normal, si no hay lugar a confusidn), si:

IB] = 0 , M| =n-p v B, es normal.



Sea k €&¢"y , y €N , IE€
=9k Y- aY, . Y )
ajk—azj Y ] k" 311000 annk :](Y
5 3 29K Y = aY Y
a]k_g 9 0 (I) = ai i‘l ...3i iP k
j -1 P
Yoo oy teeeee vt s vy (I)!
1
k(1) = [3Y(IDk ]
y (IO Z, Te..zz, = 0
1 P
k(1) = zxY (D).
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Se usard también la siguiente notacidn:.

Si «c EN", a=(a ,...

A(p,n).

,an), Yy € GIR", llamaremos

Entonces

(6, ,...,9 ) € [0,27]", v z € C",'notaremos

= (z,.ew' ,...,z,é% )
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0.7. Regularizacidn.

En lo que sigue, v en el resto del trabajo, f denotard una
funcidn C” definida sobre el conjunto C de los nimeros comple-
jos, con soporte contenido en B = {z € C : lzl €1}, radial,

tal que:

f £(2) daz az = 1
c

Para cada € ,0<e¢< 1, se define:
_ - z
Es sabido que ( fe) es una familia regularizante ‘de la dis-

tribucién 6 € 'D°(C); esto es: para ¢ada a € & (C) y cada

z € C se tiene

1lim J £ (z-t) a(t) dt d4f .
€70 C

a(z)

Para z € C , definimos:

F (2)
€

se obtiene asi una familia regularizante, 'cartesiana y ra-

dial',de la distribucidn 6 € 'D°(C").
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El resultado fundamental a usarse sobre regularizacidn de
corrientes es el enunciado en la Introduccidn, pag.7 (10');

al respecto, es conveniente formular las siguientes precisiones:

1. Consideremos la distribucidn "valor principal"” TQGE'D(C"),
donde o € N", definida como:

T (a) = 1im f[2(P) dEdEt

e §%o0 ¢

| £]>6

Una familia de regularizantes R T deila distribucidn T sera:

(a)¢e(w) - 1im ffe(w—t) dt ::lt

%0 t
[€]>8

2, Si T es una corriente perteneciente a 'D(Cn); la familia re-
gularizante construida segin [ 2] , admite la siguiente descrip-
cidn:

- » L] n
Sea w una forma diferencial C sobre C , y sea

w= 2z a x) dx, la expresidn candnica de w.
H
Entonces:

R, T(w) = T[R:(w)] , donde R: es el endomorfismo de D' (C") de-

finido por
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X

R:(m) =Z S a, (x+y) f (y) dy ] dx,
cn

y

3. La referencia sobre regularizacién es:de Rham , G. Variétés Différentia-

bles, Hermann, Paris, 1960, Cap.III, §15.



CAPITULO I

En este Capitulo se encara el problema enunciado en 1la

Introduccibén 3. a) ( pag.5). El1 teorema fundamental se demues-

tra en el pardgrafo 3.

En §1 se obtiene el siguiente resultado, referido al pro-

ducto de dos valores principales en C:

lim 1lim /(“)¢e(z) a(z,z) dzdz = 1lim al(z,z) dz &z .
e?>o §*o . v §%0 kto
Z . V4
v k+v
|z |>s |27 | >

La férmula anterior se generaliza a C" en §2, a la siguien-

te (cf., 0.7):

(a’) (al) g -
1im 1lim ¢, (W) F, ' () blujy M =
er*o &% wiy
CHEY;
%' 8a+7' dw, - dwy
= 1im . b <
(o + v, ) 6%o ) . w =0 wa 7y
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1.1 Lema

Sea t€C, a(t) €D, r€N .

T

f (t).a(t) _
1im 1im € dt df

e+0 §6-0 t
| t7] >
Demostracidn: Sea a(t,t) =
- - +
ktj<r

el desarrollo en serie de Taylor de

Entonces

f (t).a(t,t)
lim £

§-+0 t'

[t'] > s

£ (). t°F :
z g, .lim [ = —— at ai
k+j <r §-0 t

ItW >8

dt dt

Entonces
o
— a(t) (1.1.1)
at’
t=o
T B. (t,t) t*¥
k+j=r+1 N
a(t,f) (cf. [1]).
= (1.1.2)
- k —j
fe(t)Bﬁ(t,t)I t .
z 1im - dtdt
k+j=r+1 6-0 t
[t"] >6
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Analicemos cada término de 1.1.2 :

a) Supongamos k + j< r y ademés, siempré podemos su-
poner que el soporte de a(t,t) estd contenido en la bola de radio
1¢

uno. Entonces, si t = Pe , dt.dt = (-2i)pdp.dé

k = 1 2w
f (t)t t
/—E——r—— dt at (_21')'/‘ fe(k"")'¢d¢ fe(p)pk+1_1_rdp
t

|7 >6 §'" o

Usando que fe es una funcidn radial vy
k-j<k+j<r

se sigue

2T
f A PR (1.1.3)

-0

b) Luego de a), basta considerar el caso k+j = r , y en
virtud de (1.1.3) sdlo si j=0." Considerando entonces (1.1.2) cuan-

do j=0 , k=r se tiene:

1 3
g, -lim /fe(t) gt at = g = — —a

§»0

|| >

c) Sea k+j=r+il
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dt dt

lim lim

4
€>0 &0

- k —j
f F().B (£, D).t F
t
[t"]>6

= 1lim lim ff€§t).Akj(t,f) dt dt

ge+0 ¢&-0

[t]> s

= 1lim ffe(t).Akj(t,T:) dt dt

e>0

C

t

donde

A, (t,E) = B (£,T) .

funcidn continua de t , que en el origen vale cero, ya que k+j=r+i,

1.2 Lema

Sea X€ER ,. s€N . Entonces

(-1)"(?(’) I, x+ 3 = s (1.2.1)

j=o-

Demostracidén: El término de la izquierda de la férmula (1.2.1), de-
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fine un polinomio con coeficientes reales. Verificaremos primero que
-es constante, y luego que efectivamehte P(x) = s!

Como el grado de P(x) es <s , para ver que es constante,
basta ver que alcanza el migmo valcr en s+1 puntos distintos de R.

P(x) = I, (D" (D)x(x+1).. . (x+k=1) (x+k+1) ... (x+s)

0

Un cllculo inmediato muestra que:

P(0) = s!

P(-t)

(D) =) (—t¥1) oo (-] [(=t+E+1) ..o (~t+s)]

= (-1t —¢ [C=1) t(t=1) 0 s (t=t+1)] [1424 40 (5=1)]
(s-t)! ¢!
s!
e ¢! (s-t)!
(s-t)' 1!

= g!
Luego, P(-t) =g , 0 €t £s , y por lo tanto
P(x) = ¢! , X €ER

1.3 Corolario

k /S 1 _ :
k;Zo (-1) (k)m = —— ,m=21 , s€N
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: k .S 1
Eo 0D mmy

Demostracidn:

1 * k .S - .
= — [kz=o(-1) (k) j|=lo (m+3)]

ll=lo (m+3) 1k

_ (m=-1)
T (m+s)t

s!'m!

" m(m+s)!

1
m+s
m("?%)

Y

.4 Lema

Sea b€ D, mys € N . Entonces

\ -
lim 1im [b(w) 9 — £_(w,@) dw _dw

g>0 &0 ow W
|w'| >
s! am+a _
CEOL awm+sb(w,w)|

m
-0

Demostracidn: lim ./.%?fe(t).a(t) dt 4t
ot

|t]>6

(usando lema (1.2))
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= in [ ace (£) L) 4F) - 1im & (038 gt at
§->0 € t >0 € t
[t]>6 |t]>6
Pero
lim fd(f (t) 28 45
§->0 € "
| t]>8
fe(t).a(t) _
= 1lim f dt
5+ ™
[t]=6
=0 (ef. 1)
Luego _
) . -—
lim lim f 2 —f (w,w).b(w) dw_dw
e>0 &-0 dw ¢ W
[w"| >8
= 1im lim / f (wy,w)d [@] dw dw
e>0 &0 € W
|w" >6
]
= 1im 1lim ff (w) [ E=o(}i)(_1) b(s"")( ) m(m+1)..n.1(m+k—1
e*>0 &0 W

= X

k=0

(_1f(s)(m+k—1)!

[w™| >6

(-8
b (w).fe(w) dw dm

[1im 1im jr
m
W

>0 §-0

K (m=1)!
4
%76

]

)]dwda
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2 k .5y (m+k-1)! 1 (sAckm+yy
& VG ey Tmeor P (0
s+m : . -1)!
= B 0.1, DNk
_ ™ () : 5 1% . (%) 1, (usando (1.3))
D R =] ‘‘k’ m+k .
_ ™ (o) 1
- (m-1) T m*s
(™*%)
i st am+s
h (m*+s)T  * 5 m¥s b(W)L
3 =0
1.5 Lema
ym - 0 si r#*0 & m#0
lim — (w)] =
g0 AW € 1 si r=m=20

Demostracidn: Como “)¢E(w) es la convolucidn de un valor principal
con una regularizante de la & , es bien sabido de la teoria de dis-

tribuciones que:

m m f (w-t)

& 4 (w) - [1im f £ dt 4t

oW € | _ ow €20 t _
w=0 w=0

|t]>s

o™ -

= 1im f — fe(w—t) dt dt

§-o0 ow |w=0

[t ]>6
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(m)

£™) (1) _
= 1lim £ 4t 4af
>0 r

t
[t'|>s

Entonces, por induccidn, para m = 1

] ) dt dt
lim /3-? fe(‘t) -

8o t
It"|>6
£ (£) £ () _
= lim d( T d't) - lim —;T dt dt
>0 t ) t
[t"]>6 [t'|>6

Entonces, usando el teorema de Stokes, se tiene:

£(8) £ () _
~lim J{é( — dt) = 1lim - dt
>0 t §->o0 t

t']>s [t']= s

= 0 (cf. [7] ,pag.286 (9))

. Luego, notando que por lema (1.1)

£ (t) _
lim lim =—dt at = 0
g0 d&->0 tr

|t |>8

se sigue



£1(t) _
1lim lim ":r dt dt = 0

g>0 &-0
|t ]>s

En el caso general, usando la hipdtesis inductiva y la misma

idea que para m=1, se tiene:

f‘;"ﬂ)(t) dt dat
1im 1lim =

L 4

€0 §&-0 t
|t']>8
£ () at £ (1) _
= lim lim —~——— - lim lim £ _— dtdt = o
€0 &0 t €>0 §->0 . t
[t"| =6 [t"]>6
Es obvio que si r=m=0
o) <
¢€(0) = 1

1.6 Lema

Sea a € D(C"), de manera que sop(a) C B, Sea a =
(¢ yees,a ) €EN", Entonces, si

1 n
a — . Q

Ve = {t €B : |t’:|> 5 )

se tiene
a(t) _ a(t)
lim f dt df = lim f — dt dt
§-+0 t (8, 5000 ,8)0 t
[t%]>6 v
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a(t) _ K (t) _
Demostracidn: 1im 5 dt 4t = f aa dt dt (.e.2)
8§20 t t
| t%]|>s B
donde
n
a(t) = .

g, (”Z§<OLj t, ot g:.s'(t(j),sc'(j))) +

K (t,t)
a
es el desarrollo en serie de Taylor de

a(t),(cf.[2] ,Prop.6.5 (11) ).

Por otro lado, se tiene
n t O g, (t(,EGN )
=21 r+sz<a.{ lim o 6 dt dt] =
(8, 50058)0 j. . t(3)
a
VG
n r-s . .
1im . £8d, €t o
jz:l (r+3§a (6 ,..,(S ,..,6 )+0 1im f a dtjd"'.j dt(!)dt(l)
i 1 i n §, >0 “t) N ]
j o | t(3)
l‘r:j1|>6J
(o APRPRN
Va(j)
= 0 (cf. [2] ,lema 6.3 (a)) , donde (8, ,uees8 5e00r8.) =
= (61,--0,6j -1’6j+l’..°’6n) y
Ve(i) = {t€B: |thil>s ,1<i<n,di#3}
Luego
a(t) K (t)
lim _r o dt dt = .f e dt dt (1.6,3)
(8, 500es6 ) t t®
n
a
VG



Luego, comparando (1.6.2) y (1.6.3) , se tiene la tesis.

1.7 Lema
£00Ct, )V _(w, -t,) ) _
lim lim dt dt dt_dt = 0 , 81 r
+0 6'+0 _tl' _tl 1 1 2 2
€ 1 2

r ]
|t t)]>6

Demostracidn: Sea D

s

D2

{(r,,t,) € & ]t .t)]>8 )

v ]
{t,€cCc: 1> |t]|>s 1}

y para cada t, € Df, se tiene

8 r
D, = {t,€C: 1> |t]>s/]t)]}

Entonces .
dt 4t dt_dt
lim f f(;) (t )f_(w -t ) 11 22
60 € t
1 2
D
. £*) (¢ yat dt f (w -t ) dt. dT
= lim J[ ( -/~ € 1 11 ) e 2 2 2 2
§->0 ) ._tr ts
1 2
DG DG
2 1

Usando lema 1.2 , como r > 0, se tiene:

f(k)(tl )dt, dE,
lim lim f £ = 0
e>0 &-0 _ t:
DG

1
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y de alli, la tesis.

1.8 Lema
() _ -p  (p) Wy o_ -p wy 1
¢E(w) = € . ¢l(€) = e [f(P)s p]
W
() ~ £ (w-t) _
Demostracidn: P’ (w) = 1lim € dt dt =
€ §-+0 +P
| t]>6
F(E5), 7 _
= 1lim dt 4t
§->o0 tp
|t]>s
(cambiando de variable t = e€.2 )
£C2 _ 2)
= ¢ ' lim f—e——— dz dz = e .[f(Ds 2
§-0 zp wp
8
|Z|>g

(®), Wy . fn(g - ) =
Notar que ¢l(—) = lim ————— dt dt
e’ . 550 P
|t]|>6

y ademis £, = f y por lo tanto

-p (p) w _ (r)
€ o« ¢ (E) = ¢e(W)



1.9 Lema
Sea 0 <906 < 27 . Entonces
(p)¢l(Z.e- ’e) = 'elP e.(p)¢l(z)
) 6 £e” %2 _ )
Demostracidn: P9 (z.e” 7)Y = 1lim
! §->o0 uP
lul|>6
fle™'®(z-e'®u) _
= 1lim / du du
§>0 u’

|ul>s

(usando que f es una funcidn radial)

f(z - e'ed) _
= 1im du du

60 up

|u|>6

(haciendo el cambio de variable t = e'%u )

f(z - t)
lim -—_T— dt d‘E
60 e 'P +P

|t]|>6

eipe [f(Z) o' _17] = eiPe (P)¢ (Z)

du du
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1.10 Lema
(pr) .
w.e ¢ (w —_— 1 . uniformemente respecto de 0 <e<1
€ w
Demostracidn: Sea sop(fe) C{z€ ¢ :lz] < 13 , 0< ex<1

Luego, dado d> 0, existe C> 0 tal que

lw - z| > a> o0 (1.741)
si Jul=c ylzl <1
Luego, para |w| > ¢ , puede escribirse
f.(2) _
“)¢E(w) = — dz dz (1.7.2)
(w=z)P '
|zL<1

En efecto: haciendo el cambio de variable w-t=z en

fe(w-t) _
®dg (w) = 1lim — 4t d%
€ . _tP
|t]>8

y teniendo en cuenta la consideracidn (1.7.1), desaparece el valor
principal, ya que en lz| <1 , . és siempre lw-2z] = a .

a) Probaremos primero que

P
W

1lim —— - 1
w0 (w._z)
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uniformemente respecto de z en {|z| < 1} , por induccibn en p .

Para p=1
W
-— 1 = |ZI < 1 —_— 0 (losol)
W-2z |w-2z| |w|-1 W
ya que si |lw] > 1
ju-z] > |[wl-12]| > |w]-]2] > [u]-1> 0

Supongamos aque a) se cumple para 1,2,...,pP-1., Usando que

aP -b® = (a-b)(aP~'+a’~?b +...+ abP~ %+ b~ 1)
se tiene
W w - (w-2z)°
— - 1 =
(w-2)" (w-2)°
[w-(w-2)] _ _ ~
T —_— [wp Ve W (w-z2) 4.0+ (w-z¥ ﬁ
(w-2)"
p-1 P~ 2
z W W W
- { —l —————“2 ...+ — + 1] (10802)
(w-2) (w-2)° (w-2)° w-z

Por hipdtesis inductiva, cada término del corchete converge a uno uni-

formemente respecto de z en {|z]| € 1} . Asimismo, de acuerdo con

(1.8.1)’
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uniformemente respecto de 2z en {|z| < 1} . Afirmamos ahora, que el

producto en (1.8.2) , converge a cero uniformemente en {|z| < 1},

Z

(notar que tomando |lw| > 2 , de (1.8.1) resulta IG:EI <1).
Llamamos
_ z
gw - wW-2Z
w P! W
fw = [(G:E) t...%4 G:Z + 1] (1,8,3)
Queremos probar que:
lim f_.g, = 0O , uniformemente en {|z| < 1} .
W o
g, -f,| = lg,.£,+p.8,-p.r, | <lg,lIf,-p| + plg,| <
|f,-p| + plg,! » vaque |g | <1.

Pero como cada término de (1.8.3) converge uniformemente a 1 , se
sigue que

f ——np s uniformemente

w W 300
y por lo tanto

|fw.gw| —_— 0

W 300

b) Probaremos ahora, que
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wp.(p)cp (w) v
uniformemente en {|z] < 1}.
Sea |w| = C. Usando la expresidn (1.7.2)
f (z)
wp.(p)cp (w) - 1] = w —&— dz dz - 1
€ (w-2)
|z|< 1
w . f (2) _ o
= ————5—;— dz dz - f.(z) dz dz <
(w-2)
|z|<1 |z |<1
P
w —
< —) - 1| . f (z) dz dz (1,9.1)
(w-2z) €
|z|<1
Verificaremos ahora, que dado o > 0 , existe K > 0 , tal
que para todo z , con lz] <1 , es

(r)

lwp. ¢€(w) - 1] <« , si Jw] =K
De acuerdo con a), dado a >0 , existe Cl tal que
)
w
= - 1 < o , si J|w|] > C,
(w-2)

Entonces, tomando K = max (CI,C) , se tiene en (1.9.1)
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- 1 'fe(Z) dz dz < «a ./. fe(z)dz dz = a

(w-2z)°

|z|<1 |z |<1

1.11 Lema

Existe K' > 0 , tal que para todo we C , 0<e <1 , se

tiene
K'
e (| <
(1+|w|)P
Demostracidn: Segin lema (1.10), como la sucesidn

Ww Pl () —=1
. € w ~>co

para 0 < ¢g<€1 , entonces

]wp.“)¢e(w)| < 1 + pr.W)¢€(w) - 1] < 2 (1.10.1)
para |w| 2 C y 0<e< 1

Fijemos ahora w , con |w| < C. Existe. 6 <C, tal que
para todo z con |zr>6 , sea |w-z]| > C-8 . Por lo tanto, para e-

se § fijo , elegido de esa forma, vale:

W c?
— f (2) dz dz L — (1,10,2)
(w-2)° (C-6)°

1>|z|>6
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Como \
wp
WP (w) = 1lim f—-— f_(z) dz dz
V>0 (w-z)P
1=z |>v

entonces, existe el limite, cuando 6 +- 0 en (1.10.2) , y por lo tan-

to como

cP
lim ——— = 1 (6 < C)
§+0 (C=68)°
se tiene
|wp.(p)¢e(w)| <1 (1,10,3)

para 0 < e <1 y |w|'< C.

Por otro lado, afirmamos que para todo w € C

l“”¢e(w)| < c

uniformemente respecto de 0 < e < 1. De acuerdo con (1,10.1), es
2

‘ |(P)¢ (w)l< (1,10,48)
€ c®

para |lw| = ¢ , uniformemente en 0 < e < 1,

Por un razonamiento similar al de (1.10.2), se sigue

fe(z) dz dz 1
J T Ter » 0cest
(w-2) C-8
1= z|>6
Luego
(r) . 1 _ 1
| ¢€(w)| < lim —m = — (1,10, 5)

§>0  (C-8)° c?
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para |w| <C y 0<¢ <1, Resumiendo (1.10.1) y (1.10.3) por un

lado, v (1.10.4) y (1.10.5) por otro, se tiene:

|w?Ps_ (] < x

para todo w € C uniformemente para 0< e <1 , vy

(r)
| ¢€(w)| < K,

para todo w € C uniformemente para 0 <e <1 ., Sumando entonces

(1.11.1) y (1.11.2)

(p) K" 5 K"
% (] < — _
|w'| +1 (1+]| w| >

1.12 Proposicidn

1im f"”¢ (z).M¢  (2).a(z,z) dz 4z
€y €

. )0
(el. ez)

Cl
alw,w) _
= 1lim —F— dw dw , al(z,z) € D
§0 W

|w|>8

Demostracidn: Como  a(z,z) € D(C) , sea X € D(C) tal que:
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a) x es una funcidn radial

b) x = 1 en sop(a)d.
Entonces
(p) (q) - -
/ ¢€l(z). ¢E2(z).a(z,z) dz dz
Cz
= U/P ”)¢ (z).“)¢ (z).x(z,2).a(z,2z) dz dz
€ S :
Cz
= @y (5. 9% (oxzE, E . a "5 R_(2,5)]dz dz
el . 82 'X b .n'_"m<p+q nm Pq 9
Cz
donde
RN(Z,E) = z Am$z,§).zn2m (cf. [7] ,Prop.(6.2),pag.284)

n +m=p +q

Observemos entonces que

n+m<p +q

<p+gq anm

K 27
- (-2i)n+mz f f (p')cbe(pe'a) (Q)cbe(pele)x(o). ettt QB 5, ae
1 2
0 1}



Usando entonces el lema 1.8 la Gltima expresidn es:

e -—
(- 2l)n+m2‘. f f p(p)¢(pe q(q)¢z(pe L€ yy(p)p n+m+lel(n m)edp de

<+nm
ptaq 2

(usando ahora el lema 1.9)

z o190 (P -a _-iq8 (a), P y n+m+1 1(n-m)@
(- 21)n+ <ptq m1Jf Jf ﬂ(ﬂ)% e . Q(E?x(p)p e dpde
27
pX e (p) py(a), . p i(n-m-p -q)6
(- 21)n+m<p+q - ¢§E? ¢522x(p){ Jr e de} dp

0

Esta Gltima expresidn es siempre nula, ya que

n-m €« n+m < p+q

Volviendo entonces a (1.11.3), basta probar entonces que:

lim ® (2).% _(2)x(2)R (2,2) dz dZ =
€ ,e.) >0 & & P
1252 : (1,12,2)
alw,w) _
= 1im p+q dw dw
§->0 w

[w|>6



~45-~

En virtud de [7] (pag.286, (8) y (11))

alw,w) _ R (w,w) _
lim f—— dw dw = A duw dw (1.12,3)

¥ ¥
§-> Wp 9 wp a

[w|>6 C,
Por lo tanto, probar (1.12.2) , es equivalente por (1.12.3)

a demostrar

1lim ]f ”)¢€(z)“”¢e(z)x(z)Rm(z,E) dz dz (1412 ,4)
(e e )0
1 2

C

qu(w,ﬁ) .

w
C

w
Del lema 1.11, como el integrando de (1.12.4) estd acotado
por una funcidn integrable, se puede usar el teorema de convergencia
mayorada, y por ende se puede pasar al limite bajo el signo de inte-

gral, y por lo tanto alcanza demostrar

1
1im Py (2) V% (2)y(2) = " (1,13, 1)
€ e 00 ! zP™ 9
o bien que
lim zp.“”¢€(z).zﬂ“)¢e(z)x(z) = 1 (1.13.2)

(e ,e. )0
1°%2
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Por lema 1.8 es

(r) _ 7 (p) z

1 1

(q) ' _ =9 (q) Y

$.(2) = " . (=)

1 2
Luego, como x = 1 en el soporte de a(z,z), probar

(1.13.2) es equivalente a demostrar
P (p)
lim 2y g B.EVY (B = 1
(el ,e2)+0 & € € &

que es exactamente lo que demuestra el lema 1.10 .

1.13 Proposicidn

(») _ dz dz

lim 1lim J[ ¢ (z).a(z,2) =
€0 §>0 € 2’

lz]|>8

j' a(z,z)
= lim ——— dz dz

550 zp+q
|w|>s

Demostracidn: 1im jf”)¢ (z)m)¢ (z)a(z,z) dz dz =
( € 52)+0 El Ez

‘,

C

4



= 1im
>0

= 1lim
e->0

1im
€0

1im
§~>0

47~

[ {(p)

C

z

J

|z|>6

¢E(z).a(z,§)}.

1

¢efz).a(z,§).

M)¢e(z) dz dz

2

dz dz

z

(1,13, 9

Por otro lado, en virtud de la proposicidn 1.12 , se sigue:

1im

(el,ez)+0

= 1im
&0

|z]>6

A partir de €1.13.4) y de (1.13.5) se tiene la tesis.

J

2

“”¢€(z>.“"¢e<z).a<z,z) dz d7 =

(1.13,9
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§ 2
Lema 1.1u4
Sean o €EN", w € C". Entonces:
(a) _ -a (a) W
¢e(w) = e . ¢1(e)
Demostracidn:

(a) _fe(tFw) ~
¢ (w) = lim € 4t df =
€ 6'*0 _td
[%]>6
- 1im / ||(=|| fe(t -w ) dt _d‘E -
50 +@
[t%]>6
E-zn IIlf(tk—wk) | _
= 1lim € dt dt
6_)0 ta
|t%]>6

y haciendo el cambio de variable

n

(a) IT f(zk_zt)
@ ¢€(w) = 1im < dz dz =

§-+o (ez)®

|(ez)§|>6
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fF(z-2)
= ¢ % 1im f dz dz = ¢ (a)¢l(::_a)
R z
12%]>L
a
€
Lema 1.15

Sea z €C", 6 € [o,271]", a«a €EN". Entonces:

(a)¢ (z e-ie) - eiae (a)¢i(z)

Demostracidn:

(a) .

¥y, puesto aue f es radial:

=' lim / El f(e-_ie (z - eie" y )) du du

§->0 - ua
|u®]>s
haciendo el cambio de variable e'_le"tk =y ,1<k<n
- - i8a (a)
= 1lim f 11=|| f(zk— tk) dt dt = e @ 4’1(2) (1.16.,0)
§-+o0 -10a_a
. t
[t%]>s
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1.16 Lema

nXxn

Sea A E€EN , A = [%9 » o = (e ,.0.,0 ) los vectores

fila de A .

Sea alw,w) € &(Cl) , x(w,w) € &(C)) una funcidn radial

tal que x = 1 en el soporte de a(z,z).
n
o n
Si vy EN s Y = L, o y
n
alw,@) = I (Z w;aj g (w(jd),w(j) : r+s < o )+

(1,16,1)
+ K (waw)
Y

donde

z (wPabk u(w,ﬁ): B+u = y)

KY(w,ﬁ) 8

entonces

j[ [-1-(GQ¢E(W)].x(w,§).a(w,§) dw dw =

k

(1,16,2)

k

= f{ S e ) ax (K e, dw i

n
Demostracidn: j{ [ JJ:aQ ¢e(w)].x(w).a(w,ﬁ) dw dw =
k
Cn




= f{ E‘“k’%k(w)u(w)[jgl (Zu & gis(w(j),a(j>-):r+s<%)l dw dw  +

(1,16, 3)

+ f[ TT¢®? 9 (W)x(w)KY(w,C}) dw dw ]

Il
k=1
k

La demostracidn consistird en verificar que el primer término de

(1.16.3) es nulo. Sea entonces. 1< 3 < h . Afirmamos- entonces
que
£ () F=s j ey =, -
r+§<% [lJl %i(W)]X(W)‘ﬁ‘ﬂ £, (W(i),w(i)) dw dw = O
n
CW

Hacemos el cambio de variable

_ i0
Y T oRe
dw dw = o(-21i) dp de
donde
p T PeReee el
dD = dpl dpzo-oo.dp
de = d6 d9.....d6
1 2 n
Por lema 1.13
(ak)d’é (w) - o, .(ak)¢( v:r)
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O sea
peiek
(o) _ -a (o) k
K ¢€ (pk,ek) . K. K ¢l( )
y &
Luego, por lema 1.15
P e 'O
(aQ ¢|( k y = e—lekak.(ae % (DQ

Por lo tanto

T1 (@) ¢ (w) =

-a ~-ia 6 (a)
11 ) € k e Kk K $ ®)

En la integral mGltiple, al integrar con respecto a la variable Jj ,

se tiene
B 27
) n
i(t-s - )0 r+s+l T -a (a)
/[ e i Jdel ; ||<=|1 g k K ¢l(pk)x(p) dpj
o o

(donde la constante % surge del soporte de x ) que es nula, pues

r - s <r + s < %

y por lo tanto se sigue la tesis.

1.17 Lema

Sea w € C s @ = (%,...,q) € N" . Existe entoncec una

constante K>0 , tal que
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1
(a)¢E (w)l < (1,19, 1)

(1+|wl|fl...(1+|wJ)%

Demostracidn: fo(t-w) = iJlfe(tk—wk) . Usando entonces lema 1.6
se sigue
- f (t-w) _
) (w)l z 1lim < 4t dt = (1,19,2)
€ a
§-+>0 t
1> t%> 6
L
T £ (t -w )
= lim / e Xk gt dF| (.09
(6 ,000,6)+0 tal... 'tan
1 n o 1 n
VG
s a
donde Ve = {t €B: [tx]>8}

Luego, en virtud de lema 1.10, la expresidn en (1.19.3) es equivalen-

te a:

ot

_n_ f (‘tk—wk) _ _
, [ Ldm S Ay dg]| <
§ »>o0 'Rk
k.
5k 1>e,

K e o o K

1 n

(1+]wl|91... (1+|wn|Pn

<
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1.18 Lema

a
1im (¥). “n¢ (E = 1 , wE€C ,a e N"
0 € (A

Demostracidn: En virtud de (1.19.3) v lema 1.10 , se tiene:

wd (@) W
lim (3) . $(3)
e=>0

w % w ) / f(‘tk—%’-k) _
= 1lim [(Ei) "'(En) R JJI lim —_— dtkdtJ

€20 6:0 t 'k

k
1>|fﬂ>6k

|

[

a
[1im (% "% ¢ (%)
£>0

1.19 Lema

Sea w€C , a-= (a‘,...,an) € N" . Entonces

Demostracidn: Apelando al lema 1.6 con la misma notacidn, se sigue:
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£ g -w) _
@ (w) = 1im 5 dt dt
€ §+0 t
1> |t%]>6
L
11T £ (t -w )
= lim f L€ ’; X dt 4t
a
VG
n fe(tk_wk) _
= |1 [ 1lim ——— dt 4t ]
k=1 6+0 _t(lk k k
k k
(o]
1>|'t:kk|><5-k
- (a, )
= |1=|1 kg (wk)
1.20 Lema
0 si n#0 & a.
n ]
lim — (% (w)] =
n €
€ >0 awj _ﬂ=o
L 1im 9 (N si
€0 €

Demostracidn: En virtud de los lemas (1.19) v (1.5), se tiene:
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lim — [ ‘Y4 (w)] =
€0 BWj € wj=0

= Lim — %o )l T % ()

€20 awj

0 si n#0 ) a * 0

1im @O (w(i))- si nz=a = 0
€ ]

€0

1.21 Lema

Sea w€C s I = {p+¥1,...,n} , v,z . € N' , a(w) € pD(C").

Entonces

aC(l)

1im —— [ Y9 4 (w(I)).alw,m]
€0 aw(I)C“) € ’ w()= 0

0 si vy(I)#0
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b) Cuando v = y(I) = 0 , es innecesario tomar limite.
Por lo tanto, en (1.21.1) se tiene:
lim X n .S .t = lim n_.S o+ to +
evo  y<p v €V VY cae V€5
(1.21,2)
+ 1lim X n .S .t = 1lim Nty =ty .
eso v&g © foV Y >0
vE
Luego, basta analizar el caso y(I) = 0 , vy en virtud de
(1.21.2) vy (1.21.1) , sblo cuando v = 0 , haciendo innecesario el
paso al limite. Por lo tanto,
aC(l)
Lim ————— [P s (w(I)) .alw,@)] -
evo Aw(I)® = w(l)=0

donde

0 si y(I) 0

si v(I) = 9

S g(I)

ty = ———— a(w,w)|
dw(I)*® |wn= o



1.22 Lema

Sea a € D(C") , tal aue

a(z,z) = . Z [

ros iy = _
i=1 r+Ea<aj 2 z,-g,,(Z(J)aZ(J))] + K(z,2)

es el desarrollo de af(z,z) (cf.[7], lema 2.4, pag. 265), donde

a = (al,...,an} € N Entonces , si 1< h<n , se sigue:
a
1% facz,z)) si
a

aa(m) al! ow w=0
— 1" ] -
aw®™ % | wim=0

\ 0 si

Demostracidn: Por induccidn en h. Para h=1, se tiene:

rts
1 9 _
g = —[a(z,z)|

r's! ow 0w fw= o0
1 2 1

(cf. [1], lema 2.4) que es la tesis para este caso.

Para h=2

0%,

a [a—
2

o tm <a ah g, (w(1),@(1))]
2 % dw | weo

2 2

y por lo tanto

h>1
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aa(z)

1 a(! _ aa(l) 1
—_G = &—'—[ aa(z,z) - U.l! __a[ga.o
ow(2) wih)= 0 T 0w dw(1) {
(por el caso h=1)
2 Z) et 2 e,
= = {fa(z,2)] - —= a! [alz,2))] = 0
a; dw’ ’ “3 'oaw® ’ w0
Procediendo por recurrencia, se tiene:
gat ) [h+l 1 _
aw“"’“’ Yt1'® |w=o
a(h +1) a o
- @ A LA YR DI BN GRS )
ow(h+1) awhh+l - ! u~l—v<cxj !
a aa(l) .
—_ = — - ! -
y [alw,w)) - a BWGU)IgG'J'
h aa(j) i _
- Z a! —Ig (w(3d,w(idN =
i=2 3} aw(j)a Gj.o

(w(1),w(1))]]

= 0 , usando el caso h=1 v la hipdtesis inductiva en los
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términos de la sumatoria.

1.23 Lema
n _ o

Sea a € D(C) R Fe(w,w) = Ll £ (w W),

a,8 € N' . Entonces:
- - o ' atg _

lim lim [ FP@at,m B B2 a3y
g+0 §->0 € w® (at+8)! ow® w=0

1>|wa|>6
Demostracidn: Por induccidn en n . Para n=1 , es el lema 1.4

Como en lema 1.22 , sea

n
- z £-s oy = -
a(w,w) = j§1 rﬂ<aj+8i ijjg"(w(j),w(j)) + A(w,w)
Entonces
lim lim f F® a(w,m. dw
e>3 §-0 € w®
1> |w®]>6
n -
= 1im 1im I > Wit g (w(i),w (i w,m) W dw
i=t r+s<a + 8 i "rs € wa
J )

1>|wa|>6
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+ ‘m 1lim f A(w,ﬁ).F(B)(w,v-J). dw Sw
-0 60 €

1>|wa|>6

El segundo sumando de (1.26.1) es igual a:

awB w w=0

va que 5 °©S regular en el origen y el desarrollo se efectlia hasta
W
at+B8+l ,
En virtud del lema 1.6 , la expresidn (1.26.1) es igual a:
n
lim jE__l R(j,e).S(j,e)
€0
donde _
: - e =s (B) dw; dw,
R(j,e) = z lim f wow £55 (v ) ———
— r+s S g+ 8 § 0 ! € ! waj
J i i i
a.
1>|wj1|>dsj
v
S CIC PP I }
S(j,e) = 1lim g:a dw(3j) dw(j)

s§h~+o w(§)*®
1> |w(3) %] >80
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Por el caso n = 1 , se sabe que para cada j fijo, es:
1
Bj. a°;+ B, r —s
1im R(j,e) = g W, W] =
€0 (a{*BjN LRI P w=o
0 si s #0 6 r<a+ 8
! 1 = =
Bj- si s 0 v T a + B;

Por lo tanto, el limite en (1.26.1) se reduce a:

lim |Z, 8! lim ./. P g, dw(3) dw(3)
e S0 ) %05 w(§)®

1> [w(H | >8m

(por hipdtesis inductiva)

o a((l"’B) ; '
- = z B! —— g ] =
i=1 ) aW(j)a+B aj+ Bjno l\V:O

“B! B! al a+B )
: g ]
X a+8) (1 a+ 8,0 l

(a(n + B()! Jdw(1 w=0

(por lema 1.22)

B! 298 [a] ]
a+B |w=o

(a+8)! )
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1,24 Lema

Sea a = UHJ € N una matriz triangular superior, tal
Que det(a) # 0,

n

Sea Y = (¥, 5000,5Y,) donde ¥, =1§la“ v sea a € Dn(c").

Entonces
a(w,ﬁ)dwl... dW . naY'l
lim a - noo. (2m) —  laCw,w)l
(Gl.oodn)"o J W (Y—l) aw IW=0
Q, n
Ts

Demostracidn: Como a es triangular superior, de las ecuaciones

se deducen

donde

W?l looonl’w:lk' o0 .w:lﬂ I —-;; 61
W Lt | =8
. (1,27,2)
" lgml s,
lw, | = v,
. (1,27, 3)
[wl| = v
v = (—) %% (1,27, 4)
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v donde
T, = L
k Oy
-k
- T scww
My i=1 itk
! j 1
e(i,k) = (Z (-1) ., a . ) .
i=o ktj, 1+k L g+i, ki
Luego
, alw,w
1im / (w,w) dw -
(6, oo s8)>0 w'
1 n
a,n
T
L
dw, f a(w,w) dw,_
= 1lim —_ .. (1.21,9)
(6 s o @ 6)-)0 le an
1 n 1 n
il =, [, = v,
Como § es una travectoria admisible, al tender el parédmetro
real 6 a cero, v tienden también a cero pvara todo 1 < i < n.

Luego, (cf.[7]1) , cada integral aporta

(27i) a% -1
[@alv 500e4w )
(Yk— 1) B3wM 1 L2 >n w= 0

v por lo tanto, en (1.27.5) se tiene
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. Y=1 _
(271) 2 [a G, i)
(Y—i)! 3wY'l :w=o
1.25 Lema
Sean w € C" ae(w,ﬁ) v a(w,w) € D(C") con soporte

contenido en la bola- unitaria de C". Entonces, si a (w) 2 a(w)

uniformemente en B, se tiene

1im .f F (w).a (w) dw dw = a(0)
o € €

C

w

Demostracidn: Por induccidn en el nimero de variables., Para n=1

| a0 - a0 dw dil =

-. C

w
(1.29.1)

= ‘| [ f ) la (w) - atw) du di o+ f £ _Glatn-a0) ducal
CW

Como la convergencia de las funciones a (w,w) es uniforme, .

es posible encontrar ¢ suficientemente chico Ccomo para aue
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1
Iae(w) -atw)| =< =

Por lo tanto, el primer sumando en (1.29.21) estd acotado

superiormente DoOr

1 ff(w) dw dw = =
n € n
CW
Para el segundo sumando, basta notar que
1lim f (w).al(w)dw dw = a(0)
e e

C

w

v en consecuencia para € suficientemente chico, se sigue:

| J‘ fe(w).a(w)dw dw - a(0)]| <

S

C

w

upongamos ahora que la tesis e lerta D n-1 variables.
Supong h aQ la t S es clerta para 1 variabl

Entonces

lim j' F (w).a(w) dw dw =
o € £

~AD
-



= lim Jf F (w(1)) [ J[ F (w)a (wdw dw ] dw(1l) dw(1)

€ € 1 € 1 1

c-+0
c

Llamemos b:(w(l))

£ -7 )dw w
J/. -e(w ).as(wl,...,dn)dwldwl

C

w
1

Entonces, por el caso n=1 , se tiene

lim b (w(1)) = a(0,W. yeeeyWw ).
€ 2 n
€0

Usando ahora la hipdtesis inductiva

lim / F_(w(1)).b (w(1))dw(1)dw(1) =[lim b_(w(1))] = a(0)
€ [ [
€0 -0
n -1 - w(l)=0
C
1.26 Lema
Sean I , 5 C{1,...,n} una particidn de {1,...,1} .
Sean a , Y € N" . Zntonces:
. . - Aw
lim 1im / @)y (w ). .rl o) (w ) b(w,) dw dw
€0 §->0 = © ',q/

1>|w"|>8
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a ! a +y dw d‘;
R L A NI E TE i)
(°I+Yl)! §+0 w1 : w1 Yy

J
1>|W,Y|>6 !wl=0

donde  b(w,w) € D(C")

Demostracidn: Por induccidn en n . El caso n=1 estd contemplado en

los lemas 1.4 v 1.2 . Por simplicidad, supondremos que

I = {1,...,p} J = {p+1,..l,n}
Sea B €N definido por las siguiéntes ecuaciones:
B = ot vt 1 By= vt g

Desarrollando b(w) en serie de Tavlor (cf. [1], pag.65) hasta el orden 8

se sigue:

n
- r—-s i sy ™o, \ -
b(w,w) = igl [r+-§8| wiwig“(w(l),w(l)ﬂ + K(w,w)
Entonces
lim 1lim o)y (w ). F %) (w )b,y 3w dW
e*0 &0 € € ! wY
. 1>|wY|>6
n a
= |£1A|’Bl * jEICJ'D, M
donde
M= 1lim lim ./f K(w,ﬁ).?‘at)(w ). 0% 6 (w ) Sw_dw
€>0 &0 € I € J wy

1>|w']>6
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:lwi clv-ai

N _YI
i

_ z . . (a) r -3
Al r+s < B, :eLi;“ :él_’:‘o f £ i(wi) W, W
1

1>|in| | > 8,

dw (1)dw (i

B = 1lim lim [ 2, (w(i),w(i)) .21V () P (w)

i ——
c+0 &0 ¢ w(i)'’

15> |w(i)Y|> 6

C, = P lim 1lim / (ai) o (W) W w
€ i

r+s <B e+»0 &0
J

1>|ij1 |><Sj

D = 1lim lim / @04 (w (j')).’E‘(al) (w).g dw(§) dw(i)
i e I £ “1s Y
€>0 &0 w@(3)
1>]w(3)Y]>6,
o
Por lema 1.4 , Z A .3 =
; i () Al
i 0 60 AT YeO € ‘ = Y

1>|w(i)Y]>s

(por hipdtesis Incuctiva)



v
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P a (I o Jw. dw
z a! ! 1im AN ] LS
U W+ v 800 & +Y;0 ST
47N ' lw =0 J
1>|wlY|>6
al p dw dw
: lim f Z (Gi+yi ol ypm g . ! J+ !
(a+y, )1 &30 o4 Yy w =0 w?l Yy
1>|w,Y|>6
al dw. dw
—_——— lim / 3% M1 [blw,w)] a’ Y’
(%+n)! &0 w=0 w1
1>|wJY|>6

La demostracidn se campleta probando que:

1™ p

lej.Dj = 0

-

Para (1.30.1), notemos que Deor lema 1.13, se tTiene:

a r—s dw d"—J
lim lim io (W)W w —— =
=0 6')'0 € ] ) ) in
)

1>|w)i[>8,
) )

(1,30.0

(1.%.2
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r—s
W W,
= 1lim L Gwdw = 093 salvo que 7r-s= a +y situacidn
Y. *a, i i - i j
>0 %l ]
1> Wy |>8.
i i
que no puede darse va que r+s < uj+ Y,
Para (1.30.2), recordemos qaue
K(w,w) = z K (wyw)ow'w’
i utv=8 uv
v por lo tanto
(@ WA oy MW
M= £ lim lim lim B () K (W, ———.F %) &, i
- € uv Yy ‘e 1"
utv=g e300 § -0 § o W, W
1 2 ] 1
Y Y
> > >
1>|w |>8, 1>|wf|[>s,
- Si llamamos
- wraY (a ST
Al (w ) = lim J)¢€(wj).1< V(w,w). - T, 2w
w'. 840 ¥ wl{
Y
> >
1 |w,| 5,
1 \, - L -
entonces AMViey ) 25 una Tuncidn CT , ~ uesto aue

[
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. a v
(u+v), = a +y, + 1 se sigue aque 3% ATV = 9,
© lw=o0
S
Por la forma de »perar que tTiene 1ia ‘uncidén T , 3e tTiene:
z - 3, 4V o am
M Iim T (w3t atVrg) e
u+v=R = t w = [ [ i
€0 1
Y
<
lw'[<1

Como la integracidn se hace sobre un compacto, se obtiene:

'’ T
a 16 Thd T
3 'A"V(w) = £ n_ 3% [—Y 351K pw) Ay
€ ! o+z=a °° W' T ) e
Do Y 1 3
Y
lw) <1
. v . - .o o0
Como lim Ae (wl) existe v es una funcidn C nula

€0
en w = 0 , resulta M= 0 en virtud del lema 1.25.



3.27 Pronosicién

Sean J, I, M 1na narticidn de D e eesll , dende
J = (1,...,0} , I = {p+1,...,p*al R M = {p+q+l,...,n}
Sean
@ = (s) € ) ale
)X
B = (8) € T
B = (BiyyeeesBin) , 1< 1 < g+1
Y = (Y‘ ’...,Yn)
C : (Cl ’...’Cn)
p = (pl ,...’pn)
u = (ul ,ooo,un)
donde
pt+i1 q+1
- Yl = ]21 it 3 :1 -]=l it ’ W = Y|+ C|
v
= 4 g 4 <
ul al » <+ = o
W= Bi , 2+1 < 1 < p+q
-p
i = a + 8

v vpor lo tanto

(ptqt)Xn
= e
(u,,) N
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1 dzl
Si T = 1lim . — €
§>0 :' P
2,p +1
)
) iz, _
T = lim / — = O
V>0 =7 a9
Buqf"l
D!
dz
= lim = = (<
>0 L2 tn-p-q)~
Du,p+q+l
£
F_(t-w) dt dt(Iddt(D) _
RET’ = [1im £ _ ] dw, dw,
v>p t”
i)
donde
ReTze rct ;&' (c").
Entonces
1im [:r“.RET’na(w,r:z)decs;-M ] = T fa(w,w) dw, 35, ]
€0 - Mo
para toda 2(n-p-a) - “orma

w = a(W,ﬁ)dw“c'-ﬁ“E S gt M)

<
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Demostracidn: En virtud de [1] (cf.prop.(2.13), pag.86), se tiene:

.\ Q =
R T = —2m) [q4p [ B ey SERLED G, g
€ (Cl-i)' V0 > € t(I)Y
1> |£(D % | >v
RN |

= (2md)” gin f F (+(I) - w(I)) dt(I) dt(T) 1. FS ) dw .dw =

(L-1)! v € z € vor

5 +(I)

1> ()Y | >v

(usando lema 1.6)

<19
= (21Tl) (cay ¢ (W(I)) .F(C]"l) (wl ) dwl dV-JI (3.27,0)
(Q—l)! € €
Entonces
lim (T'.R_T) a(w,W)dw,dw, =
€0
.\ dwy dwy dwy dwydwiy
= (21T1) 1im 1im f a(w",—q).(ca» ) (W(I))o#cl-l)(W) Y =
(51! ev & € © ' v
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(usando [1] , prop. 2.13)

dw(J)aw(J)
w(J)Y

-\pHq - -
_ _ (2ni) 1im lim f €, 'Y (W) .réﬁ ‘)(Wl y 370 (C?¢E(w,).a(w)]

(5-1)! (y,-1)! 0 6%

1> |w(d) Y| >6
(en virtud de lema 1.21, se deduce que g, = 0) y por lo tanto, usando

lema 1.26 y 1llamando
b(w(d)) = 35 Y fa(w,w)

. » o >
se sigue, que la Ultima expresion es:

(cl—l)! dw dw

. \Ptq
- (2ni)” ~ . lim f 0% " M 7 b)) ——
(Cl—l)! <Y, -! (r,'+ Y~ 1! &2 w, M M
1>]w;|>6
.\Pt+q dw._dw.
= (271) 1im f aC(M)'*“Y(M)-l[a(w’G)] # G.7.2
(Y~ (g +y~1)! &0 M- o
1 1 1 M
1>|w;:|>6
Calculemos por otro lado
dw(M) dw dw
™ [a(w,w)dw dw ] = lim f alw,i) MM G.7.3
M M
60 W
Du.p+q+l
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La forma a(w,w) dw(M) dedGM debe ser normal respecto de
la matriz u , de manera que deben satisfacerse las siguientes ecua-

ciones:

O = 0 , 1< 1< pt+q
B = O , 1< i< ptq
z = 0

Luego, usando nuevamente la proposicibdn 2.13 de [1] , la ex-

presidn (3.27.1) es:

(2ﬂi)p+q lim f aD(M)-![a(w V-J)] dw de
b
(p(M)-1)! &0 w:;

1>|w$|>6

que es. justamente la expresidn (3.27.2) , como se queria demostrar.



~79-

CAPITULO ITI

Se considera en este capitulo la situacidn descripta en la
Introduccidn 3.b). La demostracidn del teorema sobre intersec-
cidn de una corriente residual y una de integracidn estid basada
en las propiedades de la "funcidn residuo fibrado" y la "funcidn
residuo fibrado esencial" (cf. Coleff-Herrera [1] ; y Paenzal 9]).

Como corolario del teorema, via el argumento conocido de "pa-
saje por la diagonal", se obtiene el resultado sobre interseccidn

de las clases de homologia asociadas a dos corrientes residuales.
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Teorema:
Sea X una variedad holomorfa, paracompacta y orientada de dimen-
sion n. Sea ¥ = {Yl,...,Yp} una familia de hipersuperficies en

Xy 1 < p<n., Sea W C X una subvariedad holomorfa de dimensidn p,

tal que:
dim ( W N V_(30) = 0 . (1)

Sea A € F(X;EZ(*UW)), y sean T y S 1las corrientes:

-
n

RH[;]’ la corriente residual asociada a A ya ¥,
L]

I[W], la corriente de integracidén sobre la subvariedad W.

wn
1]

Existe entonces una familia de formas R, S regularizantes de S,

tal que:
lim (T *~ R S) (a) = Ry [X,,)(a,,)  para toda a € D°(X).
ero /W

Notas:

1. H>w = {Ylﬂw,...,YPHW} es la familia de hipersuperficies res-

tringidas a W.
2. El1 resultado es inmediato si Ve(ﬂ3 = ¢, ya que en ese caso

Ve(ﬂ/w) = ¢
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Demostracidn:

Sea & = {U : n € N} un cubrimiento abierto localmente fi-
nito de X , de manera tal que:

a) Para cada 2z €V ()N W , =z €0  para un Gnico k € N;

b) En cada u » k €N , existen ecuaciones ¢r ,k €EN
1<i<p, de U NY .

c) Cada U, es isomorfo analiticamente a la bola unidad de

n - -
C , via el isomorfismo

Podemos suponer, asimismo, que

ak(Ukn W) = {(zl,,,,,zn) €EB - zp+l= ces =2 = 0} ,

si U N W + ¢ .

El conjunto A= WnN Ve(ﬂ) es discreto en virtud de (1). Para cada
z, €A , mEN , sea ur = U el Ginico abierto de & tal
m
que z € U, . Para cada € , 0 < e <1 , consideremos la su-
m
cesidn
- . 2 _ €
s, = { e, ] € N} , donde € = ;

Asociada a la sucesidn s , 0 < € < 1, existe una forma
diferencial RS que regulariza la corriente S en el sentido presen-
tado por de Rham (cf. [2], pag.77). Sea entonces g € D°(X). Queremos
verificar que:

lim (T . RS)(g) = R

€ >0

JQJ&WK@@).
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Sean {U; seeesl) } tales que:
1 : [
sop (g) NW NV () c y v...vuy ,
1 [
y consideremos también abiertos v, ¢ u! , 1< 1< s , tales que
i i
a) v, N u = ® , para todo r # L S| < i<s
(2) i _
b) a (V) - Bl/3(0) , donde Bn/s(O) es la bo-

(Y
la de radio 1/3 centrada en el origen de C' .

Existe e, > 0 , tal que para todo 0 < e < e, es

sop (g) N sop (RS) N Ve('d'f) c v Uu...U v

Sea p‘EDo(X) , 1 <i<s , tal que

P, = 1 s 0 = 0
v '
5 X—Uk
i
y llamemos S, = P, S 1<i1i<s .,
Entonces
8
(T . RGS) (g) = lE___l(T ~ RS ) (g) . (3)

En virtud de (2)(b) la regularizacidn de de Rham es la

"cartesiana" inducida por la aplicacidn

n XR“—»IR“

R

(X,¥) —— s x + vy

y gracias a (3) es posible reducir el problema a cada abierto Vk 5
1

1 <1i<s, y plantearlo alli de la siguiente manera:



Sea B la bola unidad de c = & x c

B' € B, la bola de radio 1/3.

Sea
W = {(wyt) €B'" : t =0 1}.

Sean {q|>l ,...,;pp} funciones analiticas en B'
-~ a(w,t) dw, .....dw
A = P ,

ﬁ ¢, (w,t)

r=1

donde glw,t), a(w,t) € D (B) 5 tal que

W NV (4, 5ee050) = {0} ,
entonces, debe verificarse:
~ - - a(w,o).g(w,o) dwlh...kdbq
lim lim X .g.f (t,Ddtat = lm f —= P
) e 2
€20 §-0 50 1T ¢ (w,0)
1>]9, (wyt)|= &, 1>, w,0)| 85 T T
1>]¢ (wytd|= 6 1>|¢p (w,0) | 5
Consideremos o C o= C: x CT’—» C':-P
r(w,t) = €
g = £ (t,D) dat.af € &°P (™
Sea
~ a(w,t).g(w,t) . o -
u = _L’ 2 C!wl o-o-dwp E I' (B', 82“ <*l¥l(¢i - O))
U6 (w,t)

Como las fibras de ® cortan a v, (¥{) en puntos aislados



-84~

se verifican las condiciones de validez del Teorema de Residuo Fibrado

Esencial (ef. [9] y [1] ) , obteniéndose entonces:

(5) Re [u .w*()] = PV.(aD[resxgﬂ[E](w,t) . oTE ()] .

. (B) Pv.(x)[r‘esx;ﬂ[u] (wot) . w*(g)}) =

= 1lim f [resy., Q) (w,t)] £ (t,E)dt.dE .
5 >0 m ¢

[D(t)|>6

donde D(t) es una funcidn analitica en B:-Pno idénticamente nula (c¥f. [1]).

Luego, de (6) resulta:

(7)  lim [ wu(resy,  [W)().f, (t,D)dt dt = f x(t,B).f, (t,E)atat
s >0 > T

a=p

[DCt)|>6 C,

donde la funcidn

-

x(t) = E {resg [ul (w,t): (w,t) € V (30 , w(w,t) = t } .

La demostracidn del teorema estara terminada, si se comprue-

ba que x(t,t) € 8°(C':-p) , ya aue en tal caso:



~85~

lim f x(t,E).5 (t,t) dt.dt = x(0) = resye, [G] (w,0).
e >0 ¢ T
n-p
Ct
. ~ o n-p
Lema: n'(resxg"[u]) € & (C ) .
Demostracidn: inmediata a partir de los cdlculos presentados por Co-

leff y Herrera en (1], pag. 163 (9) v proposicién 1.8.4 , pag.50 y 190.

Nota: Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la expresidn ca-

ndnica de A es la de (3'), ya que la p-forma )2  debe tener bigrado
(p,0) (cf.[1], pag. 37). Si en dicha expresién figura algin dt, el
primer miembro de (4) es obviamente nulo, mientras que el segundo se

anula puesto que 2 =0

/w

Corolario 1:

En las condiciones del teorema, supongamos que RJ({A] sea cerrada.
Entnces

RyelX1 - T IW) = Ry (3]

Demostracidn:

Sean T, § y J las corrientes residual, de integracidn y la restric-

cidén, respec tivamen te.
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Llamemos Y = V (¥). Es posible construilr una triangulacidn de
]
X , localmente finita, tal que Y y W sean subpoliedros. Luego,

existe un entorno U de Y en X tal que:
a) Y es un retracto por deformacidn de U, con retraccién p:U=V.

b) Y N W es un retracto por deformacidn de U N W con retrac-

cidén Py w

Sea ahora c(p) 1la familia de soportes en U formada por los ce-

rrados F N U tales que »p es propia. Entonces se tiene:
] /F Drop

g

|

H. (y) K w) .

Si llamamos c(p,W) a la familia de soportes en U N W formada
por los cerrados F N W tales que F € c(p), se tendra:

A

L]

H(YNW)———H" wnw .

En estas condiciones, el diagrama siguiente es conmutativo:

H.(Y) ® H.(W) X = H.(YN W)

R

(2) I = A

]

B (U now)

HECXu)® H.(W)

donde y y X' son homomorfismos de interseccidn en X, y 11:5'6 id

En efecto, 1los grupos en este diagrama se identifican con grupos

de homologia en X con familias convenientes de soportes ( Cf. Bredon,
[11], cap.1), y la conmutatividad de (2) se reduce a la naturalidad de

la operacidn de interseccidn (cf.Borel-Heffliger [12], Apéndice).
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Sean ahora S, T v J corrientes cerradas de X, con sobor-
tes en Y, W, e Y N W respectivamente, v [S] € H.(Y) ,
[T] € H.(W) sus clases de homologia ( cf. Poly [10] ).

Probar que

[S] - [T] = [J) € H.(YN W)

equivale a verificar que A_(I[S].I[T]) A, (W), y por 1la

conmutatividad de (2), que ¢, [S].I[T] A, ( [J1). De acuer-
do con de Rham (cf. [2]), esto 4ltimo equivale a demostrar que

gls] . [Tl y A0l tienen la misma accidn sobre las formas
cerradas de X.

Ahora bien, como consecuencia del teorema (10') de la In-
troduccidn pag. 7, existe una forma c” R,S, con soporte en
c(p) para un e conveniente, v que es cohomdloga a S en U.
Entonces (sl . I[T] = [R¢S] . [T} = [R'S AT , vy la 1i-
gualdad buscada

(sl . 171 = [J]
se reduce entonces a demostrar que R S A T y J coinciden so-

bre las formas cerradas de X.

Por el teorema anterior sabemos que, cuando T = &Kf;] ’

y S = I[W], se verifica:
1lim RSAT (£) = J) ,
* e>o ‘

para toda forma f de X; como la clase de R S A T es independien-
te de € , esto implica que R S A T (£ = J(f), para toda

forma f cerrada de X, como busc&bamos.



Corolario 2

Sean #= {Yl,...,YP} , X = {an""’Yn} dos familias de hiper-

superficies en X tales que
dlmc(Ve(Jf) NV @) =0 .

Sea X € F(X;E2(+W0), € r(X; (WM. Llamemos X U ' =

= {Y ,...,Y, ).

Entonces, si RKJK] y EK[;] son cerradas, se tiene:

Re X1 Rpplo]l = Rygn X 4wl

Demostracidn:

Consideremos la variedad producto X x X , orientada por su

clase fundamental. Sea A C X x X la diagonal:
A = {(x,x) € X x X}, subvariedad lisa de dimensidn n.

Sean q,nzzx x X = X, las proyecciones. Llamemos:

-

X

-

b

*

-1 -1
(7 ()0 ee, T (YD)

T a .1
{Hz (an)’°°°’ Hz(Yn)} .

Sean S y T dos corrientes en X . La corriente producto car-

tesiano de S v T, denotada S x T, es la inica corriente en
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X x X que sobre formas descomponibles actlla de la manera

siguiente:

S x T (n:(a) . n;(b)) = SCa) . T(b).

Si S y T son corrientes cerradas, es sabido que:

(1) H;([IA] . [SxTI > = [s] . [T] , donde I, denota la

corriente de integracidn sobre A
Por lo tanto:
(2) Ty CIT,] « [Rypel] x Rypll 1 = [Re AT ) o [Ryp lwl 1
Ahora, se deduce claramente de las definiciones que:

Rge B x Rye lol = Ry [I7(0) . T(w)], y por lo
tanto:

L] . Ryl x Ryglal 1) = MUI. Ry yge ;00 2 MWD,
Puesto que

SV HUH) N )=V (FON V (H'), el teorema precedente permi-

te afirmar que:

-

II: ( [IA] - ‘[P}QUJ{:[HI(A). Hz(w) ]] ) = H;([RJ(;UJC

-/A[H (CORPES | (w)/A] 1) =

= [R JCU:K‘[K* W] , esta Gltima igualdad

y (2) permiten deducir la tesis.
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