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INTRODUCCION

El presente trakajo tiene su origen en la meroria &

Elm Lan (8) de 1,972 "Quadratic Forms Over Formally Real Fields
and Pythagoreans Fields", on la quo se realiza un estudio por medio

de formas de Pfister de los cuernros conmutativos verificando la pro-
piedad Je aproximaciém fuerte (SiP). ELl principzl resultado obtenico

es que.sobre un cuerpe pitazdrico real son equivalentes las pronleda-
ces SAP, AP y P tal como son ¢ofinides en el capitulo IT Posterior—
menta, vor introduccién del concento de forma cuadrdtica eatablenente
isbtropa, se ha demestrado que dehilitando convenicntements P , las
proniedades VAP, SAP y 1EP(débil) son egquivalentes cobre un cuerpo ra—
al, recobrandose los reswltados de (8) en el caso nitagbrico, puece ..
verse (16), (17) ¥ (9).

La versién presentada en (9) por Rosenherg y Ware, rza—
lizzda en 1,976, es notablemente mas simplificada one las eaanteriores
vy depende unicamente de resultados bisicos sobre el anillo de Wit ce
forras cuadridticas del cuerpo coansiderado, Per este motivo,hemos tcra-
do como base (9) para oxtender las oquivclencias de SAP, VAP y PP(dé-~
bil) a otras propiedacdes eguivalenies ¥ que cazracterizan por medio ¢a

formas cuadrdticas un cuervo formalmente real verificando SiP, obte -

3

1iendose una versidn estadble de los princirales resultados de (8), lo

nismos que hemos condensado en el teorema ceniral que constituye el ca-

rftulo I de este trahajo.

In el Capituwlo IIT hemos construido algunos ejemplos

fe cuerpos verificando SAP, mostramos que la clase de cstos cuervos es
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T

zztants amplia e imzportoante, T1 hecho de ¢ ,0da cxtensidn oe -
baztant n1 e tante 1 hecho de que toda cxtens alcge

o

raica del cuerpo racionzl Q(“entro de una clausura algebraica ) vo-
rifique SAP nos ha llevado a realizar un estudio Ce la cépsula vita-
gbérica de Q, principalmente en lo relativo a sus extensiones, infor-
~macién que hemos resumido en ¢l teorema 2 de Cap.  ITI. ILateralmente
remos tocado la carac*erizacidén de los cuernos superpitagbricos y pi-
tagé&icos nereditarios , cncontrando que cn general estos Gltimos cons-
tituyen una subfamilia de los cuernos superpitagdricos y por tanto ..
dentro de una clausura algebraica de Q son pitagdricos con a lo mas
dos ordenes.

Por otro lado, tarmbien como una aplicacidn de los
corcentos establecidos en el Can., IT, tratamos el vproblema de deter—
minar condiciones para que dada una extensidén de cuerpos K/F; la hi-
pétesis de que W(XK/F) = 0 impligue que las formas anisétropas so —
bre T permanescan anisétronas sobre ¥, Aplicames algunos de.los re—

swltados obtenidos para contestar negativamente una presunta abier-

sa
ta formulada por A, Prestel en 1,975 (4), en el siguiente sentido:
Si K/F extensidn algedvraica finita, ; K satisface 3AP implica nece -
scriamente que T satisface SAP ? . Dstablecenos también algunos cri-
terios en los que la vregunta de Prestel tiene respuesta afirmativa.
En el capitulo I hemos considerado los conceptos
nis bdsicos que son usadoc a lo larso del desarrollo del +tema, asi
como se establecen las notaciones .
Finalmente, expreso mi sincero agradecimiento al

Profesor Dr. Enzo R. Gentile, quien ha dirigido el pte, trabajo, por

su aliento y ayuda constante en la elaboracidn del mismo,

Bs, Aires Iavo de 1978 Yario Piscoya



CAPITULO I

FWODLCICHSS Y RESULTANOS  BASICOS

1.1 ,~ SO3RS FOWIAS CUANRATICAS: Consideraremos cuerpos conmutativos
cuya ceracteristica es diferente de dos, LLamaremos un espacio cuadriti-
co sobre el cuerpo F a un F-espacio vectorial V de dimensién finita, pro-
visto Ge une forma bilireal 3: VXV —> T , no degenerada., Por la forma
cuadrdtica q asociada 2l espacio cuadridtico (V,B) entendemos la apli-~
cacién q: V — F tal que ao(x) = B(x,X). En general identificamos los
espacios cuadriiticos con sus formas cuadrdticas. Decimos cue,dos espa -~
cios cuacriticos sobre I son isométricos si existe entre ellos un iso-
norfizrmo lineal que preserva lag formas cuadriticas respectivas. La iso-
nétria de espacios cuacdraticos la denotamos = .

Sea ¢ a ) dcnotando el espacio cuadratico de dimensidn
uno gobre *®, esto es, V = ¥, e donde a = B{e,c) con aeF = F -jof.

Es un hecXo fundamental que todo espacio cuadritico V sobre I' es isomé-—

o

trico 7

nensidn 2e V, En esta rapresentacidn V es denotado < 2) 9 ees 3 2 >
‘ n

una swia ortogonal <2 ) Lgye.. gL <a > donde n es la (i-
n

-

~

Una forma cuacdritica q es llamada isétrova si existe
un vector v £ 0 enV tal que q(v)=0, en caso contrario se dice que q
es anisét;opa. Toda forma hinaria isétropa es isoméirica a (1, -1)
que es liarmado plano hirerbdlico y lo denotamos con H. Llas generalmente

S v

un eszacio riperbblico es definido como ura suma ortogonal de vlanos hi-

-

perbblicos.
Toda forma cuadrdtica q puede descomponerse en an.qh
londe ¢ es anisbtropa y Qy es hiperbélico (teorema dée descompo-

k=3

sicidn de 7itt). Para un cuerpo F, VI(F) denotard el znillo de clases de



isometrias de formas cuadrdticas anisdtropas sobre F,
14 43 on ¥ ST
aditiva en W())

es el producto tensorial de formas

v a

-6 -

es la suma ortogonzl

representan el mismo elemento en V(F)

méaulo

donde la operacién

Z..  y el producto en W(F)

cuadriticas , Nos formas cuadrdticas a4y

si y solo si tienen la misra

© 2
varte anisétropa{bajo isemetria).

Dado B resey 2 € I' denotaremos con << al,...,ap>>

-

la forma cuadrdtica producto tensorial de las formas <1, ai) i=l,...yn

hal
la que es de Cimensién 2 ¥ nos referimos a ella como una n-forma de Ffis-
ter,
Para q forma cuadridtica sobre I denotamos con DP(q) el
]

conjunio de elenerntos de ¥ representados por q, Si f es una forma de

Pfister, claramente representa 1, entonces f so puecde escribir diagonal -

mente coro £ ¥ C1>1 7, £ es llarada la parte pura de f,

Sunonganos que L/K es unza extensidén de cuerpos, todo espa -

cic cuadritico q sobre ¥ determina un espacio crvadritico q;  sobre L

{por extensibén de escalares), osto es, Q = Ia?9<1 . BEllo determina un
nhomemorfismo  r: W) ——— (L) (inducido por la inclusidén de X en L),
tal aue r{a)= ql . Observar que si q es forma cuadratica de dimensidn

entonces q, es de dimensidn n sobre I , El nicleo do esta a—~

-

lo deno%arenos como es usual con VI(L/¥) y tiene particular impor—

v

tancia coro lo veremos en el cap. III {Jel pte., trabajo. Todos estos concep-

-’

hdsicos ds formas cuacrdticas pueden ser consultados en (1) .

ekt
Introducinos el concepto de formas de Pfister ligadas, que

aparece en (2). Sean f £, n-formas de Pfisterj decimos que fl y t

17’ 72
31 ¥ s0lo si existen

2
g (r-1)-forma de Pfis-

£.<¢1,b) .

estan ligadas a2, be ™ ¥y

ter sobre I tales que g.41, ay Y £ = Deci-

f. =
1 2



mos que-dos n-formas de P?lister f1, f2 sobre M estan establemente
i t

ligades si ¥y solo oi exziste um me N= conjunto de los enteros posi

m n
tal que 2 f , 2 f2 son ligadas .

1

Un cucerro * s2 define formalmente rezl si la for-

na cuadritica n<1> = <1> 1 .., 241> ( n veces) es anisbétropa

para todo nel., Fllo es cquivalentz a que I' admite un orden, esto es ,

".j-

existe en ' un subgrupo ? del grﬁpo mltiplicativo s %21 que P
es cerrado aditivemente ¥ posee indice 2 en P, B8i I' es cuerpo for-
ralnente real(deciros a merudo real solamenie) v P es un orden en F ,
la clausura real de I respecto de P2 eg unicanente determinada ha -

jo isomorfismo en mna clzousura alzehraica de F. Alends P induce un

nhomomorfismo P @ W(F)~———6-Z definido vor P ( < 2y pee0sd ) ) =
) n
Pla,) + ... +P(a) nde Pla )=1 si 2, €P y Ple,) = -1 si
1 _ n i i i
-ai er, P es un homomorfismo <2 anillos usualmente dernominado la

signatura de P .
Si £ es una forma cuadrética sobre I de dimensidn
n, f = <:a1,...,a S . Gecimos que f es definide rcspecto de P,orden

sobre F, si | P(f) | n .8 |? (%) ¢ n decimos que f es indefinida

resvecto de P, f es totalmente indefinida sohre ' 81 f es indefini-

da respecto de todos los ovdenes de F.
Sea {»Fi} i € T la ferilia de todas las clausu-—

ras reales de F respecto a los diferentes ordenses en F.El siguiente re-

sultado conocido como 91 "Princinio local-global de Plfister! serid usa-

do repeticas veces en los capitulos sozuientes. Se enuncia como sigue y

aparecid en (3) .
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Proposicién l.- Sen ji $ Ty 7 la inclusidn de F en su clausura
i

real respecto del orxden P, , 1€ 1 .Ia siruiente sucesidn es exactar
i

donde r es la ai;licacidn inducida al producto por las aplicacionss par-

cizles r, @ W(F)__—7W(F,) inducidas por i, s ieI., W ( ¥ deno~
i

ta el subgrupo de torsidn del grupo aditivo VI(F).

Corolario.- Sea F cuerpo iformalmente real, fl, f2 formas cuadriticas so-

bre f enyas dimensiones l 2 satisfacsan rl 2 r2 . Supongamos que para

todo orden P sobre F s8 tengat
133

P = P
(£) (£, )
Entonces exjsteun nm el t2l que:
n n m-1
= 2 - H
2" £ e, 1 20 (r -1,)
Den.~ Innediata ¢e prop.l .

1.2,-D52A0I08 Ik OLIMH3 SO3RE Ul CUZRPO RUAL: Supongenos que F es un cuer-—
o (=) 1

po form:lmente rceal, XP ¢l conjunto de iodos los ordenes sobrs F, se de -
4

e

iine ara a € s

k3

vi(a) = { P e XF talos que -a € P }

Ia coleccidn ‘g‘ de todos los conjuntos W(a) cuando a  recorre ﬁ, cons-

tituye una sub-base de una tovologia sobre F (topologia de Tarrison) con la

cual XF es un esgpacio tovolbégico compacto y totalmente disconexo. Los de-
tzlles 2l reapecto pueden sef'consultados en((4), cap. 6 ). Esta topologia

puede obtenerse también como restriccidn de la topologia de Zariski en el

espectro del anillo '(I") al conjunto de los ideales primos minimales de W(F).
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3

Esto porque el conjunto de ideales primos minimeles 2e V(F) esta en corres-
pondencia biycctiva con X  nmediante la correspondencia de Marrison~Lorenz

( (5)5(6) ).

2

Identificando V( L ) ‘eon % , cdonile Fp denota la

clausura rezl de F respecto del orden P, teremos lo siruiente: Fara caca
forma cuadratica f sobre P queda éefinida une aplicacidén f @ an-—> Z

tzl que £ (P ) =P (f) . Tal aplicacidén es continua resvecto de la topo-—

logia de KF vy la topclogia discreta en Z, Observamos también que ¥W(a)
es abierto-cerrado desde que ! V( -a) = XP - (a) .
4

1,3,-0:ADES CUADRATI&OS Y iRCUTLIDIANCS: Bn esta sececidn establecemos al—
gunos concaptos sobre orcenes cualriticos y arguimedivnos que usaromos
posteriormente. Dado un cuerpo I’ , un subconjunto P de ¥ verificando las
siguicntes propiedades es llomado un orden cuadritico o un g-orden .

_a) P es cerrado aditivemente

v) P c P

¢) PN (-1)r = ¢

F 1€P

Q) P U (-1)P
Claramente todo orden es un q-orden. Lo reciproco no es verdadero, por e-
jemplo veremos en Cap., IIT que Q(X) al no tener la proriedad SAP de-
be tener ordenes cuadriticos que no son ordenes. Lz notable difsrencia en—
tre estos conceptos puede verse en la exposicidén de A, Prestel de (4) .
liotacién: Dado a, b € I, 351 P es un q-orden sobre F, escribiremos a < b
para denoiar que b-a € P.
Proposicién 2.-Para P g-orden sobre F se verifica:

2 2
l.-0<a<h entonces ba < ab

- 2 2

2,-0 <2 < b entonces si a es suma do cuadrados en F es a < b (lo

nisno rara b ) .
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) ) ) -1 -1 -1 2
Dem.— La primera relacién se obticne e aque 0 <( (b-a)  +a ) T b =
2 L2 ) -1
ab - %a . La sesunda resulta de la pricera y de cue a es suma de cua-

drados en F,

Decimos cue un g-orden P sobre I' es arquimediano si para todo
a €F cxiste kX €11 tal gue a <k .,
Provosicidén 3.- Para T formalmente real se verifica:
1) P es un g-orden arquimediano si ¥y solo si Q es denso en F respecto de P,
2) Todo q-orden arquimedizno es un orden.

Den,~- Puede verse en (4), capitulo 1 ,

l,4.- CUSRPOS PITAGORICOS: Recordamos cue un cuerpo I es llamado pitazb-
rico si toda suma de cuadrados en I’ es un cuvadrado en I, For ejemvlo ,
R=cuerpo de los nimero reales, C= cuerpo complejo, toda clausura alge -~
braica, todo cuerpo cuadraiicamente cerrado son pitagdricos. Q= cuer -
Do racional no es pitagdrico . Tanmhién es inmediato que todo cuerpo real
con Cos clases cuacdradas es pitegdrico, lueso toda clausura rezl es pita-
z6rico., La interseccidén de cuerpos pitasgdricos es un cuerpo pitagorico,
si consideramos F cuerro arbitrario e intersecanos todos los cuerpos
pitagdricos que contienen 2 F dentro de la clausura algebraica de F, odbte—
nemos un cuer-o pitagdrico gque denotaremos con F it Yy ¢s llamada
la capsula pitagdrice de F (o tambien la clauvura pitagbrica de F ).Si

g

F es formalmente real, como la interseccién de todas las clausuras reales
es un pitagdérico, resulta que todio orden ée F so exticnde a Fpit e A
continuacién damos la demostracidn de una proziedad imporiante de los cuer-
pos pitagbéricos que usarenos recetidas veces en capitulo ITI, 1a que no
es muy difundida y es debida a J, Diller y A. Dress ( ver (22) ). La

derostracidén presentada se debe a T.Y. Lam,
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P a3cid i g s = ~ N nitacdrie ™ o 3
I'TODOSILCLON Lo~ DUNONTANOS QUG & OS5 U cuerno ritasdrico 9 2 uubcubrpo

- =

de © tal gue la cimensidén de I sodbre F sea finita. Fntonces T es tam-—

bién pitagbrico.

Dem,- Por induccidn sobre la dimensién n de E sobhre F,
5i n=1 es obhvio.
Surongamos valida la proposicidn para todo subcuerpo de menor dimensidn.
Si P no fuese pitazdrico entonces existe x € T a1 q.ue =1 + x2 no

1
es un cuadrado en F. Sea XK= F( w” ) , lucgo ¥ es extonsidén cusdritica
de T y vor hipdtesis inductiva cs K pitagdrico. Akrora como:

L 2 , “F 2 2 2 2
2(w+a® ) =(w+2wpl)+(wl) =(vwvP+1) +x =u €K

¥y 2 es un cuadrado en ¥ resulta que v + e € K2 . Tomando NK /F

terenos: 1 5 o
HK/F (w+w?) = w ~ws=w(w-l) =w7=x

es decir que wx es un cuadrado en F , luego w ' es un cuadrado en F

lo que es contrario a la eleccién de w , Debz ser entonces F pitagdrico.



CAPITULO II

=3

L ORI CENTRAL

Sea F cuerno formalmente real, XF su espacio
Pas

de ordenes y B la sub-base de la topologia de KF .

En (7) Knebusch, Rosenberg y ‘Ware han intro-
ducido el concepto de cuerpos reales que satisfacen la''proviedad de

. : 2 o " ~ . - s

aproximacidn fuerte", que como es usual denotaremos con sus inicia-
les en ingles SAP, asimismo la "propiedad de aproximacién débil"
que analogamente denotamos con WAP, Ellas se expresan de la forma

siguiente:

3AP: Decimos que F satisface SAP si dado cualquier par de conjuntos
cerrados y disjuntos A, B en.KF s existe un elemento a pertene-~
ciente a F 121 que -a es positivo en todo orden cde A y —a es

negativo en todo orden ce B,

WiP: Dacimos aque F satisface WAP si dado cualquier conjunto cerrado

I

A en XF ¥y un orden P que no pertenece a A, existe un elemento
a perteneciehts a I tal que -a es positivo en todo orden de

A y a pertenece a P.

Observamos que SaP implica claramente VAP, a-
fdernas sl F es un cuerno con uno o Cos ordenes triviaimente satisface
SAP(vor lo tanto Q satisface SAP, lo mismo R, toda clausura real, to-
do cuerpo euclideano, etc). En general la clase de los cuerpos satis—

facicndo SAP es ampliu como lo verermos en el capitulo III,

»
De otro lado en (8) Blman y Lam han definido
para cuerpos pitagéricos reales la'propiedad de Hasse-Jinkowski"
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™

la que cdenotaremos con I y se expresa  cono sigue:

T e

L3Pt Decimes guc un cuerpo Ditagbrico real I satisface P si toda for-

na cuadrdiica totalmente indefinida es isdétropa.

En (8) Zlmen y Lam han demositrado que SAP y WAP son equiva-
lentes sobre un cuasrpo formalmente real, si ademas es pitagbrico entonces
S&P, V4P y =P son equivalentes (tecor. 5.3 (8)). En (17) A. Prostel ha
cefinido la propiedad ce Tagse-liinkowsiki débil parz un cuarno formalmen-—
te real, iniroducicndo el concepto de forma cuadritica debilmente isbtro-
pa y cemosiraco que SAP y I2P(388bil) son equivalentes si F es formalcen-~
te real (Satz 3.1). Prestel utiliza en este trabajo la teoria de valuacio-
res y ordenes cuadriticos para demostrar la equivalencia mencionada y ca-

racteriza un cuerro satisfaciendo SAP por la sirmiente propiedad:

"Para tola valuzciln v: F ——> G con grupo abeliano ordenado G y cuer—
po reaidual *  formalmente real es of G/20)§$2 3y si 0(G/26)=2 ene

tonces = tiene un Unico orden"

Pecientemente en (9) Rosenverg y ifare han ¢emostrado la c-
cuivalencia de SAP, VAP y INP(CEbil) sobre un cuerpo formalmente real de
ranera nis simplificada que A. Preste) y Elman -Lam(en realidad han demos—
trado con mayor generalidad, sobre un anillo semi-local conexo). Esta ver—
sién de Roserberz ¥ “fare dopende unicamente de propiecdades bisicas de W(F).

Tanbién en '16) Elman , Lam y Prestel demuestran estas equivalencias en

forma implicita, pero la demostracidén depende de resultados mas complejos

que los usacdos tor Nosenberg y ware,.

Definicidn 2.1: Una forma cuadritica f sobre F es llamada ser estable-
rnente 3igdétropa( o dzbilmente isdtrecpa) si existe un mél tal que la for-

ma. nf=f1fL...,1.f ( rn veces) es isbtropa.

A

Por ejemrlo sobre Q , <’1,-2 > es anisétropa y estadlemen—
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te isbétropa.
De la definicién tenemos que f=(a.1 3 seo 5 a_ ) es esta-
n
tlemente isdtropa gi y solo si existen xl 3 eee 93 X mno nulos a la vez,
n

donde cada X. es suma de n cuadrados comr m € X verificandose aque:
i : )

o +..+aI =0
1M1 " Tnn

Si F es pitagbrico , esto demuestra que esiablemente isbtropa e isdtro-
pa coinciden
En vista a esta definicién tenemos:
EP (débil): Un cuerpo F real satisface la propiedad de Easse-liinkowski
si toda forma cuadritica totalmente indefinida sobtre F es

catablenente isdtrova.

Be lo observado anteriormente se gigue gue las equivalencias
SAP, VAP y TP pera un cuerpo formalmente real probadas en (9),(13F) y (1L6)
implican como caso particular las equivalercias probadas por Elman y Lam
en (8).

In el presente cavitulo, siguiendo las lineas trazadas vor -
Rosenberg y Vare en (9), extendemos las equivalencias de SAP, WAP y RP
gsobre wun cuerpo real a otras, parte de las cuales han sido demostradas
por Elnan y Laz en (8) cobre la hipdtesis de formalmente real y pitagd—
rico. Obtenemos asi una versidn estable de (8) caracterizando los cuer-
pos satisfaciendo SAY por medio de formas cuadriticas, lo que sumado a
la caracterizacidén de A, Prestel por valuaciones, permite tener una am-

plia informacién sobre estos importantes cuerpos.

En lo que sigue no referiremos a EMP en su versién débil

y consideramos el siguiente teorema central



Teorema 1l,- Dado * formalmente real, son equivalentes:

1) sa?
2) VAP
3)'3 es cerrado por intersaccicnes finitas
4) Todo abierto-cerrado en XF pertenece a B
5)‘% es una base ¢e la topologio de XF
6) BP
7) Pare toda r-forme de Pfister ¥, existe un meN y aeP tal que
Per 22 Ly .
8) Toda n-forma de Pfisier es ostablemente ligada a Zn(l)
9) Todo par de n-formas de Pfister son establemente ligacdas.
10) Toda forma cuadritica ‘totalmente indefinida de dirmensidn 4 es estable-
mente isétrona.
11) Toda forma cuadritica de dimensidn 4 y determinante -1 es estadlemen-—
te is6tropa.
12) Toda forma £ 1, a , b , —ab > es establemente isdtrora.
13) Toda forma cuadritica termaria reprasenta establemente su determinante,
14) Toda forma cuvadritica de dimensidén impar representa establemente su ée-
terninante.
15) Toda forma cuadritica de dimensién par y determinante -1 es estable-
mente isbétrooa.
16) Todo orden cuadratico sotre F es un orden.
17) Toda 2-forma de Pfister es establemente ligadza a 41D .

18) Existe m entero positivo impar tal que toda forma cuadritica de dimen-

gién m representa estadlemente su determinante.

Demostracidn: la realizaremos a lo largo de las proposiciones siguientes:
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Proposicidn l.- Para I' formalmente real son eguivalentes

1)
AL
3) B es cerrado pvor intersecciones finitas.
A
4) Todo abierio-cerrado cn FF vertenece a 3 .
Dom.- (1) = (4). BSea Y abierto-cerrado, luego Y , X ~ Y son cerra-

-
Gos disjuntos en X_ , entonces existe 2€F tal que para todo orden
U

PE€Y es -a€? y para todo P€ X -Y es a€P, luego Y=¥/(a)

(4) = (1). Supongamos dado A y B cerrados disjuntos en XF y tomo 57¢ B,
lvezo por normalidad en espacios compactos existie 01 ’ O2 abtiertos en
X, o, disjuntos, con T € O y AcO_ . Como O, es reunién de con-~

® v 1 2 1
juntos de la forma ‘.'.'(al)n ver N ‘.'i(ar) que son abiertos y cerrados en-

tonces por hipbtesis O es reunién de conjuntos de la forma VI(a),ive-

1
go existe un ac F  tal que C¢ (a_)c Ol y Wap)Nni= #
de donde B es cubierto por la reunidn de conjuntos Vila - ),ce3B ,

¥ por compacidad existe un nlmero finito de ellos tal que: B=‘.’.’(a1)u...

oor

-

UVi(a n). Torando complerento. X~ B = (—a. N eew (- n)'.—_W(b)
hinbétesis, de donde 2= UW(-b), entoncea si PEB es bEP ¥y si PEA
es ~b€&P, esto es, b‘é{? szpara A 7 Be

(4) = (3) "-'i(al)n ...0‘-7(an) es de la forma 7(») Dpor hipbtesis.

(3) » (4). Sunongeros Y abierto-cerrado en XIT‘ , entonces }:F—Y=\§, 0i

donde cada 0i es interseccidn de la forma ‘«‘i(al)n ...n"ﬂ(an), vor (3)

cada uno ce ellos es do la forma VI(a), luego X - Y=U1‘a'(a) Ic?,co-
iy ae
mo XP-Y es cerraclo, por compacidad existen ‘ol,...,b tales que:
; n

XY = W(bl)u ,U'.':(b ) de donde Y= 'fi(-bl)n eoo) W(—bn) s luego

Y= Vi(a) por hipdtesis.
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Pronoasicibn 2.- Para I formalmente real son cquivalentes:
(2) viap

e
(5) B es una base de la towvologia de I(F .
Dem,~(5) = (2). Sea 4 cerrado y ¢4 A, luego XF-A=.:E-_-J]; W) , 1= ii‘,
existe b € I tal que 5 ¢ Vi(h) ¥y V(d)p L= @ .uego ¢ y A son sepa-
rados por bé& 1':‘.
(2) = (5). Si todo cerrado se separa de un funto de XF que no le per-
tenece, tomo A abierto, entonces para todo P€ A existe W(aP) tal que
Pé€ ‘.'.’(a.-P ) ¥ "'I(aP)n K h= # , do donde A= U ‘:’I(a.P) s entonces B

P
@3 una base,

Zn prorosicibén 3 y 4 la demostracidn corresponde a la da-
da por Rosenberg y Viare en (9) con las modificaciones que se siguen de

nuesira hirdtesia sobre T,

Provogicidén 3.~ Para I’ formalmente real son equivalentes:
(1) sip
(2) YRy

-
(7) Para toda n-forma de Pfister existe un me¥ y ae T tales que
ol m+n-1

2t ¥ 2 &ay.
(8) Toda n-forma de Pfister es cstablenente ligada a 2" (1D
(9) Cualquicr par de n—-formas ¢e Pfister son establemente ligadas.
Dem,— (1)-> (2) . Obvvio,

(2) = (1). Supongamos que B es una base de la tonologfa de KF por

orop. 2 , demostraremes que B es cerrado por intersecciones finitas,
de lo que concluimos vor »rop. 1, considero Y= "I(al)n eee N(a)
n

que ey abierto-cerrado, luego Y= pl V() 5 Igf‘ pues B es base,
c_
por compacidad Y= 'ﬂ(bl)u cos uW(br). Poderos escribir:
n n ( o
= ";‘." C = '.l"r !
Y ﬂ' (ai) \'_)‘ \bi) a;, bye T
- - ‘-_-

»
donde si es nccesario repetimos alpuno de los W(ai) ) 's-‘T(bi).Defino:
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= <=2 so0 bt 5 = sco o
£ e < ; s —a_ W y £= <<, LI

SiP €Y, entonces P(-a, ) =1, ¥ i=l,...,n . De donde P(f)= 2"
Tamhién si PE€Y existe b-: tal que P(bj)= -1. De donde P(g)= 0
Si" P € KF:Y ~entonces exisgte aj tal que P ¢ ‘.'I(aj), luero P(—aj) =—1
de donde P(f) =0 .

n = n
Tamoién si P € X~ Y= w(-bi ), entonces P(g)= 2
; i=1
In consecuencia:
n o
h=FfLg g 27,4 1) satisfacen las hipdtesis de co-

rolario a2 proposicidn 1, cap. I , entonces existe mé& N tal que

m+n m+n=-1

27 7¢1> 4. 2 K

3|
n°

Entonces:

m m . . S
2f1 2 es isltropa, lueso existe a € F tal que -a es re -

o m
presentado por 2 £ y a es representado por 2 g. Suvongamos que

n - m m+n —r
2 f: <Cl’ Cz’oog’czn_h_n > > CODOP (2f) =2 - PeY

. n+n . )
es luego P(ci Y =l , i=lyee.,2 s de donde necesariamente es

. 2
P(-a) =1 ceasde que =-~a = Cp Xt eee ¥ c2n+m x2n+m € P, lueso

Pla) ==1 ¥ P EY y analogemente P(a) =1 ¥ P& XF - Y, es~-

to es, Y="W(a) .

(1) = (7): Considero f = (<a1 s eoo 3 an>> n-forma de Pfister y



Y= {2 )V . viila)  lucso P(£)=0 ¥ PeY y P(£)=2" ¥ PeX -Y

-

Como ™ satisfoce LAP , entonces por propn. 1 , existe un a ¢l tal que

. S n, . . . N
Y= 7/(a) , en consecuencia f y 2 (< a)) satisfacen las hipdtesis ce

. n n+n-1
corol, a pros. 1, caz. I , lucgo existe un melN tal que 2 £ 2 <1la)

(7)== 18). 3s claro desde que dcacda £ n-forma de Pfister existe mell tal

1 bl m+n-1
<l,a) y 2 1(1)2‘ ™ £1,1> , lo que significa

ue 2 (1% ¥y f estan establensnte ligedas.

(8) = (9). Susengenmos £, g dos n-formas de Pfister, por (8) existen ele—

nen%os 5, b, ¢, €T ¥ nineros naturzles m, m” asi como (min-l)~forma

de Pfister G y (m"+n-1)-forma de Pfister T {cles queo:

P nin | , n’ e 4N
272 I, 290 3 270 TCIVECLL)BG 5 2 g¥1,eH®T; 2 1> <

=, an m+n
Como para todo PEX es P(2" 1 Y= 2" entonces

P(<1,5)83 );( <1,d? )-1.’ (G) = P (27 15)= 2 entonces P(G) o™l

m+n-1 . .2 .
Luego G y 2 <1 , saticfocsn las hipdtesis de corol. a nrop, l,cap., I,

entonces existe un k entero positivo tal que:

1 rmim+k-l K “4p "l
2 G m B *n

2 FC1D ¥ T ¥ 2 <15

ne

para un x“entero positivo, “e donte resulta que:

kT’ ~++m’+k’
2':1 i +k P - 2r

son ligadas, pues:

P minrk+c” )4 m’+ 7, ~
Do 272 21, 2)® G se tieme 2 - f 2 1,2y 2 G.2 <1y =
""’i’ » " --1 d - ) ‘."‘i‘ -
{1, a) 2~ k . 2m+"+k A tietkTin-l £l,a) ¥ en forma analogza

mtn Ttk 4% “4m +kHs T4l
2 g % 2 nmtg1,0).
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(9)~> (1) . Por proposicibn 1 vastard cenostrar que si toxmo Y= ‘-.'I'(a,l)n cee
g '{.’(an) existe aeI:‘ tal que Y= i/(a).

Sca f=<<-—a1 y oee 9 —an>> NG ‘g=2n<1>
por hipltesis existe vn entero positivo m y una (ntm-l)-forma de
Pfister G asi como elermentos b,c 30 tales que:

22 < 1,580 y 2 g% oo = 27y

- +
de aqui que para toda P de X_ es P (G)= 27

2
luego:

* PETY es P (2M)=2""

¥ PeX Y es? (2™f) =0
lo que implica P(b)<l ¥ PE€Y y P(b)=1 ¥ Pe XY

es decir Y=U(-b) .

Proposicidn 4.- Pzra F formalmente real son cquivalentes:

(1) sip .

(6) EP .

Demosiracidén.~ (1) = (6). Sea f forma cuadritica totelmente indefini-
da sobre F; ce dimensidén n , demostraremos qua F es establemente i-

-+
50°vrola. .

Cono lf(f)l <n ¥ P& X_  cntonces los posibles valo-
res de P(£f) son -n+2 ,-n+d, ..., n-4,n-2 , Do aqui definimos:

Y =4 PEX, tales que B(f) = -n 42k } k=1,...,n-1

luego Y\c es una paxrticidn de XF (aunque 2lgunos podrian ser vac;’.és) ’
observamos también que Yk es pre-imagen por f ¢ }% —> Z del pun-
to —xm+2k , por lo tanto Yk es abierto y cerrado y como F satisface

SAP, por prop. 1 tenemos que existen b P tales que:

1,...,bn;2

Y e= s \/ = esoe 1Y) = ‘ ..;
(b)) =ty 3 W(v,) = YUY, 3 s (b, o)=Y uY,u-e0uY ,

sea g =< 'bl,...,bn_2> y Pe Yk conl{ k< n-2 , entonces co-
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mo Y, C ‘.'I('bk) , ¥’l(bk+l) y ces 1'r(bn_ ) ¥y es disjunto de W(bl) gore o

2
¥(b, 1) pe tiene que:
P () = (k-1) = (n-2-%+1) = -n + 2k = P (f) 1< k$n-2
Si P& Yn 1 al ser disjuanto de todos los ‘.‘I(bi) resulta E’({;) =n—2=-1;(1“),

en consecuencia f,g verifican las hipdtesis de corol. a prop. 1 , cap., T ,
. no_ ., r
por tanto existe m€MN tal quet 2 f£=2 g1 2H
m . .
luego 2 f eg isbtropa y £ establemente isbétropa.

Reciprocamente: Supongamos cue F verifica KPP, considero a,b£TF y proba—
- ° A
renos que W(a)n ¥W(b) = Vi{c) para algun c&TF , en consecusncia B es ce-
rrado por intersecciones finitasy y por prop. 1, I satisface SAP,
Soa =¢(-1, a , b, ab) al ser totalmente indefinida
. - n . . n m
eviste va mE€H tal que 2 f es isotrova , luego 2 {-1)__\, 2 ( a,b, ad>
my1l es isbtropa, podemos tomer +t¢I t2l1 que -t sea representado
m .
ror o™ {-1) ¥y t ©representado por 2 ( a,by, 2b) . Observamos que
m
1 es totalmente positivo y de otro lado al ser representado por 2 ¢ad. L
o . . m
£ b)®2m< l,a> existen 8, vcI' con t=s+v , s representado por 2°< 2)

¥y v representado por (¢ bH& 2m< l,2> . Esto iltimo implica que v=bc

Tu
donde ¢ es representlo por 2 < 1l,a) , entonces:

W(s)=Vi(a) desde que B= 2X con X suma de 2™ cuadrados

m
W(c)c(a) desde que c= X, +a%x, conX suma de 2" cuadrados

de donde si P&VW(e) es -c<P , luego ~-X, -, € P, y como %, € P

resulta -ax,€ P de donde -a&P y P € Vi(a).
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Lhora supongamos que P€ U(c)  sea tal que P(b)= + 1 , entonces V(c)
cortenido en V(a) implica que P(bc)= -1l= P(a), de aqui como t=s+v=s+bo
y PeV(a)=Vi(s) es -s<Py -bceP,, desde que esto significa ~t&P ,
gse tiene que P(t)=-l1 1lo que es contrario a t +totalmente positivo.
En consecuencia si P€(c) es P(b)=-lentonces W(c)< W(a) 47(b}s Do otro
lado como W(a)=W(s) si tomo PeVi(a)nW(b) entonces —seP y usando

t=st+v resulta P(v)=1 de agui que P{c)=-1 ¥ (a)Nn¥i(d) < Vi(c) .

Pronosicidn 5.~ Son equiveleates pvara un cucrpo F formalmente real
. ) . . 2
17) Toda 2-forma de Pfister es egtablemente ligeda a 2 (1) .
’ m 3 L 3 n
8) Toda n-forma de Pfister es esiablemente ligada 2 2 (1) .
Den,-Probarenos cn primer término que 17) implica que todo par de 2-for-
mas de Pfister son establenente ligndas, Supongemos f, g 2~formas de Pfis-

. . 2 i
ter, coro F es cstablemente ligada a 2 (1) (zndloso para g) entonces

2" % h &ay) aeF , hntl-Pfioter ne X

®

2 ~
{1H= h &by bel

2
2m{; Y W KLe» ceF , w ntl-Pfister me N

2™ 15 wiay ae ¥

n+2 +1

3i PeXF os E’(hi{(b»):.P. (27 <y)= pT*2 entonces §(h)=2n

+1 . .
dec donde obtenemos que h ¥y 2" <1) satisfacen las hipétesis de co-

rol, a prop. 1, cap. I 4, por lo que existe un entero ke N tal que
k+n- k” o4m 41
Zkh =2 +n-—1< 1> v analogemente 2 w7 2 <1)>

L}
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Ahora:

2" ¥ h ayy luego 2k+k'+m<1> | pPpry fHkTm ¢cayy  de donde
o +n + k +}§£ ~ <<a)>2m +n+k+k“+1 <15 v analogemente:
2m+n+k+k{;f=\' <<b))2m+n+k + k7+ 1 <15

entonces f y g son estublemente ligadas.

Demosiraremos entonces por induccidn que 17) implica 8)

i n=2 es justzmente la bipbtosis, Supongamos vilido el enunciado pa -

ra 2 é m- y demosirarenos que toda mil ~ forma de Pfister es estable-

L

m+1
nente ligada a 2 "(1). Sea f una m+l-forma de Pfister, escribo f= g<ld)y)

con g n—forma de Pfister la quae por hipdtesis inductiva es establemen-
. m } . t ~ .
te ligada a 2 {1) , cntonces existe te€N tal cue 2 g'= h&by) ¥
t'{' .t . -t ~ t+l- +1
2T hec &), Tuego 2 £ ha,bd ¥y 2 T LY h&led

pero L<a,by)  y&l,e)> son establemente ligadas por lo ya demostrado

lueso existe r&l tal que 2r<,< a,,B » 2 b <'<'x>> y 2* {<l,o>> =4

1
h ¥> 4 entonces: 2Ty kh LxH
+t+ml
2" 1y Bh YD

- m+1 .
de cdonde concluinros gue £ y 2 < 1> son establemente ligadas, La re-
ciproca es trivial, e
Pronosicibén 6.- Para un cuerpo I' formalmente real son equivalentes:

6) TP
10) Toda totalmente indefinida forma cuadritica de dimensidn 4 es esta-
blenente isétropa

12) Toda forma <1, a , b, —ab > es establemente iséiropa.
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Denostracién.—~ {8) => (10) obvvio » (10) = (12) inmediato desde que
<1, a, by, “adb > es totalmente indefinida. Imego basta demostrar
que (12) implica (6) pero por proposiciones 4, 5 y 3 ya demostracas
bastard cemostrar que 12) implica que toda 2-forma de Pfister es es-
tavlcenente ligada a 4{ 1).

Considero ((a,b)) 2=-Pfister , observemos que la
forma {1, —2,-b,-ad > ecs5 establemente isdtropa por hipdtesis, lo
que es equivalente a decir que (-1 , a2,b, ab > es estahlemente isb—

. k
tropa, entonces existe un k entero positivo tal aue 2 (-1l,a,b,ab) es
. - )4 L
isbtropa, ivego 2 {1) y 2 (a,h, ab > rerresentan un elemento

s k
cemin y con ras razdén 2 <1,1,15 ¥y 2 < a,byab> representan un

cue denotenos con ce&F , llamemos f=«1,1)

[}

elzrento en comin =2
"
y &=<{<a,b)), entonces ¢ & D, (27 ¢g") 1luego por teor. 2.6 de
i)

(2] existe un a¢ F tal que

2k<<a., ) = o L& cyd
v analogenente usanio cue cél)F ( Zkf') g6 tiene que existe e EF
t2l que:

K @ 2N c, eX>
de donde resulta X< 2,b) ¥ 1,1» establemente ligadas;

Proposicidn T.— Para I’ cuerpo fermalmente real son equivalentes:

12) <1,a,b,-adb > es establcmente isétrova

13)To:1a forma ternaria representa establemernte osu determinante

14)7oda forma de dimensidn irmpar representa establemente su determi-
nante.

15)Toda forme de dimensidn par y cetermiranate “~1 es establements

isétropa.
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Temostracién.— 12) — 13) . Sea (a2, b, ¢ > forma +ternaria con d=abe
entonces < 2, b 4, ¢, =4 > es forma dec dimensidén 4 totalmente in-

definida y luego por 12) (mejor dicho por(1l0) que es su equivalente)

resulta < a2y, b 5 c, <4 > estahblemente isbiropa, luego existe melN
tal que 2" < aybyc,-d > es isbtropa, entonces existen Xy X5 7:3
Yy x4 sumas de 2 cuad.rados, no nulos a la vez los X, verifi-
cando:

ax, + ¥, + cxy = de:4 (jl)
Si x4=0 y como alrun x, s diferente de cero resulta 27 ¢a,b,c)>

isétropa , luego universal y entonces represanta en particular 4 ,
en caso contrario, como las sumas de 2" cualrados forman un grupo
nmtivlicativo en-}.-“, rodemos despejer 4 de (°) y obtenemos que
2" ¢ asbyc>  representa a d.

13) e 12), Considero < l,a,by fLorma ternaria, entonces exXiste mé&N
tal gue n < l,a,b) renresenta adb , luego existen xl, > 2 j3 no

nulos a la vez swrias de nm cuadrados tales que:

X, + aw. 4¥%_. ~ ab 0

1 2 3
pero el coeficiente 1 de ~-ab puede verge como suma de m cuadrados
lueco m < l,a,hy,~2b > cs isdtropa pare tole a,b cF,
13) = 14). Supongamos g= < 2ygeeesd > con n irpar, probarenos

por induccidén sobre n . 8i n=3 es nuestra h1n6tf=31s, supongaro
verdadero ¢l emunciado para n  impares tales gue 3 < m ¢ n , con~-
sicdero L a,3,...,an > por hindtesis inductiva existe mle ¥ tal
) . L) TS s 2
que n‘\]‘<a3’.'.,an> = < a‘_‘)a/'_ ao-dn 1] 04,aoo,br > ') .Lrl"&lute tamblcn

T o~
un mzé- N tal que m2 < al, 25 a3...a.n> = <a,1...a.n s 02,...,ck>
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~ ~
D1<al 9 8-2 geee an> = ml < a-l ] ('12> _‘_ ml < a3’ooo,an> = m1< al’a2>
a Z a3...an, b4,oov’br > ) e donde m1< al,az,...,an> 2 <al,3.2’a3oaoan’d ’

eeoyd > o Sumando m, veces ambos nriembros obtenemos que:
g

‘V -‘-‘.
mlnz <al’ s ,a-n> = m?. < 3'.1, 32, a.3...an>._\_ m2 < d4’-oo> = <a1...an 9

C.ge0e4C .n Q. gsee ca decir oue O. 9000498 repre—
2700 1% > L Ty L Gpreee B ‘ TQue L3y5e.02 D TOI

senta cstablemeﬁte su determinante,

14) —> 13) owvio

14) — 15), Sea g =(a1,...,an> con n par Yy determinante -1, de-
rostraremos que g 9s establemente isbdtropa. Si n=2 inmediato pues g es

un plano hiperhdélico, suponzemos entonces que n24 . Observamos gque de

’ ~ » » n—2
g <=< 2. ><1, 2185500058,8 SEL2D 6 v det(g )=a.l det(s) , como
n-2 cos par entonces <det(g)= det(s”), en consecuencia hastari demostrar
pal‘a f=< 1’ b2 y oo ’bn > con bzo-obn = -l

Ceno <‘o2,...,bn> tiene dimensién impar entonces vor
hinétesis representa establenente 2 -1 , existe luego meN ta2l que
m<b2,...,b > representa a -1, entonces nodenos encontrar xi sumas

n
de m cuadrados toles que 1 +b X + ,.. +bxXx =06 es decir
22 nn
awe n <1, bz,.;.,bn> es is6tropa

15) => 12) ouvio,

Observemos que la cquivalencia entre 11) y 12) es in-
mediata desde aue si f=<&,b,c,d > ccn determinante -1 ‘entonces pus—
do escribirla como f = La><l, x , vy, =%y > . Tarbién supongamos que
18) se verifica , demostraremos que entonces 13) se cumple; pues tomo la
forr:a(l,a;b > ¥y veanos que representa establemente 2 ab, si el m

de la hipbtesis es =3 , no hay nada quo probar, asi que suponganos que
L}
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el n (o la hindtesis es rayor gue 3, conzidero fl ={a,b, 1> L <1,...,1>
de dimensién n , luego existe un k¢l tal que kfl representa ab , po-~

demnos encontrar xi suma de k cuadrados verificando la relacién

¥, +ax_ + bx, +xX, + e X = ab

1 2 3 4 ** n
pero en esta expresidn %+ x4 * ... X s suma de r=k(m-2) cua-~
drados, completandio con ceros puece verse también x2 Vi x3 como sumas
de r cuadrados y entonces r<l,a,b> representa ab .

Para completar la demosiracidn del tecrema central nos res-
ta probar la equivalencia de 16) con alguno de los otros enunciados, esta
equivalencia permitird unificar los resultados ya probados y que caracte-~
rizan por medio de formas cuadriticas un cuervo real verificando SAP, con
los resultados de A. Presstel, obtenidos por teorfa de valvaciones y orde-

nes cuadriticos, al respecto pucde consultarse (4] y (2F)

Uszaremos el sisuiente lema debido a Prestel.

Leras Una forma cuadrftica sovre T es establemente igbtropa si y solo si

es indefinida respecto de todos los ordenes cuadriticos de F.

Provogsicidén,- Sobre un cuerpo I formelmente rewal son equivalentes:

12) {1, a, b, —ad > es esteblemenie isbtropa

16) Todo orden cuadritico en ¥ es un orden,

Dem,- 12) > 16) si existe un orden cuadritico P que no es orden, enton-
ces existen a,b€P tales que 2b (J;“P y luego 1la forma <(l,a,b, -ab> es
éefinida respecto de P y por ¢l lema concluimos.

16) —> 12) si todo orden cuadritico es un orden entonces por el lema

F satisface 1P y luego<1l,a,b,-ab > c¢s establemente isdtropa por lo

ya demostraco.




CAPI?UILO III

ZJZPIOS Y APLICACIONES A CUZRPOS PITAGORICOS

En este capitulo aplicaremos las diversas caracteriza-
ciones que tiene un cuerpo verificando SAP al estudio de las extensio-
nes de cuerpos nitagdricos, principalmente dentro de la clausura alge-
braica del cuerpo racional O, conde se tiene la importante proniedad de
oue toda extensidn real de Q satisface SAP, También realizumos algunas
construcciones que ayudan a clarificar la estructura de los cuernos sa-
tisfaciendo esta rropiedad, tanto pitagdbricos como no vitagdricos. Como
ejemplo importante olLtenemos informacidn sobre la capsula pitasdrica

de O, la que denotaremos con ¢ .

=

En relacibn 2l nroviema de determinar extensiones pi-—
tagdéricas Qnit cenostramos srop. T , la cual aplicamos tambiénm

a caracterizar 1;s cuerpos pitagdricos hereditarios como superpitagdri-
cos, quedando entonces caracterizados dentro de la clausura algebdbraica

de Q como ritagbéricos recales con & lo sumo dos ordenes ., También nos in-
teresanos en lag extensiones "pregservativas" , esto es, si K/F es exten—
sién de cuerres con V(i/TF)=0 . ;En que condiciones las formas anisStro-
pas sobre I' rermanecen anisdétroras sohre K? . hoger Ware demostro en

( 11 ) gque si F es pitagdrico real verificando SAP entonces para toda
extensién ¥/P con W(K/7)=0 las formas anisStropas sobre F se preservan

a2 ¥. En csta seccidn demosiramos el reciwoco de este resultado de Viare,

estableciendo asi una condicién nscesaria y suficiente para que un cuer-—

9]

o pitagbrico real verifique SAP.



dent In caso de que F rogea o o Gos ordenes es inmediato de la de-—-
finicidn, Supongomos que P, P y P3 sean todos los diferentes ordo-

2
nes de I , consideremos A={.%Lk y B= i P2,P3% s luego:

P A P implica que existe a<¢® tal que —a ¢ P g ac?P g
1l 2 1 2 “
ac¢ P3 o -a ¢ P3 .2lininemos a € P3 puas sino concluimos.
Pl A P3 implica que existe b € I' tal que -bH € P1 ’ be:P3 Y

b € P2 o] -bh £ P2 «Sliminamos be&PZ por la razdén anterior.
Defininos c= -abdb Y obtenemos -—c € Pl y C € P2 Yy ¢& P3

en consecuencia c separa los cerrados A y B , luego por definicidn

™ yerifica SiP.

Por ejemplo: Toda clausura real, todo cuerpo euclideano,

L)
o~

sy R= cuerpo de los nimeros reales , etc , 2l tener un Unico orden, ana-—

logamente R(( t)) , G ( 2° ) por tener dos ordenes unicamente.

Otros ejemplos:

a) R ((tl))((tz)) no satisface SAP puesto que la forma < l,tl,tz,—tltz)

no es esiablemente isdtropa (usar que es cuervo local ),
b) GQ(X) no verifica SAP: Para ver esito usaremos la caracterizacién de

A, Prestel nmencionada en la introcuccidn al ear. LI,

Sea f(X) = X? ~2 , 21 ser irreducible sobre Q define
en la forrma oxdinaria una valuacidén sobre Q(X) cuyo cuerpo regidual
A
es Of 2”) formalmente real y con dos ordenes, lo que es contrario a
la suposicidn de que O(X) verifigue SAP, desde que ella impliocaria que

1 .
Q( 27 ) tiene un tnico orden .
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c) R(X) wverifica SAP ceade que R es trivizlmente,cuclideano here-

ta ¥y reeal

e

I'd
ditario , ver Teor. I de (16), aun mas, tola extensidn fin

de R(X) wverifica SAP (iden).

d) Cuservenos sin emvargo aue R(X,Y) no verifica S.AP desde que
lz forma cundritica <1, X, Y, XY > no es establemente isdiropa
{iende que n <1, X> ¥y ndl, =X > son anisdtropas.~para todo n

entoro positivo - sobre R(X)).

La sisuiente proposicidn mueatra una clase impor-
toernte de cuervos verificando SAP, .
Proposicidn 2.~ Toda extensibén algebraica y real de ( verifica SAP,
Don,.- Congidero /9 ecxtensién algebraica y real de @, por 16) de
tecorema 1 , cap. II , basta demostrar guz todo orden cuadrdtico sc-—

bre F es un ordén, Dpero por n»rop 3-b, cap, I , ello resultard ds

o)

emostrar quz todo orden cuadrftico es arguimediano.

Sea P un orden cuadritico sobre ¥, sea a¢éF
2 m
¥y supongamos que 1 < a 4, luego l<dada ¢ ..0<caa & oo

m .
vor arlicacibén de 1) en pag., 9 . Luego: 0« l/a. £1 ¥ melN .

Como existen ¢ c - c en Q ta2les gue @
09 1 g ecos n—l <
n n-1
a- + Cc_3a + P Y ) + C - 0
1 (o}
entonces:
( + + 1/ n-1 )
a = -\Cn—l e e co ./ &
de donde: i
a £ c . 1/a E c. < x
=3 ZI n-1-i / ' < l i |
0¢ig n-1 0%if n-1

nara cierto k natural, luego P es arquimesdiano.



)y P
Bn Q /@ , donde Q  denota la clausura algebraica
de Q@ nos interesa tener informacién de los cuerpos pitagdricos y super-—
pitagbricos . En relacidn 2 ello tenemos en forma inmediata el siguiente

resultado que se sigue de corol. 4.8 de (8) y la proposicidén anterior.

Proposicién 3.- Todo superpitagbrico en Q/Q tiene a lo sumo cuatro cla—

ses cuadradas y dos ordenes,

Observenmos que en general un cuerpo superpitagdérico pue~
de tener rmuchas clases cuadradas, por ejemplo R((tl))...((t )) es su-
n

+1 . n -
claszs cuadracdas y 2 ordenes,

N , n
verpitagérico con 2

A continuacidén enuncicmos un resultado de T,Y. Lam ,el

cual aplicaremos repetidas veces en 2uta parte y cuya demostracidn pue-

de verse en cape. VII de (1) , apendice .

Teorema: Sea F una extensidn normal ds un cuerpo de nimeros algebraicos .
31 X es una extensidn finita y propia de ¥ entonces K tiene infinitas cla-

ses cuadradag,

Resulta asi que todo cuerpo dec nimeros algebraiéos(ex—
tensibén de grado finito de O) tiens infinitas clases dualdradas,

51 F es un cuzrpo formalmente real, X su espaclio de

¥

ordenes, ovbservamos que Vi(-ab)= W(-a) & W(-b) (diferencia simétrica),
de donde resulta que la subdase de la topologia de XF con la diferen-
cia simétrica forma un subzrupo del grupo de partes de XF s+ 51 defini-
ros f(a) = V(-a) para todo a ¢ P obteneros un isomorfismo del grupo co-
ciente T /‘Z_ﬁz con B ,A) puesto que: f(a) =@ es equivalen-
te_a cdecir que a es totalnmente vositivo . Como consecuencia de esto
denostramos la siguiente proposicién:
Proposicién 5.~ Si F es cuerno vitegdrico rezl entonces; F tiene infi-

nitos ordenes si y solo si F tiene infinitas clases ¢uadradas.



. . . . o -2
Yem.— Si P pitegdbrico real con infinitas clases cuadradas, como Zf =

-ﬁz se tiene que B e¢s infinito por la argumentacidn vrecedente, Reci-
vrocamente , si P tiene un nlmero finito de clases cuazdradas entonces
tiene un nimero finito de ordenes desde que todo orden P sobre F es

un subgrupo rultinlicativo de ﬁ contenicendo a ?2 .

Pe lo visto anteriormente tenemos:

Proposicidn 6.-

a) Q " e¢s una extensidn faloasiana infinita de Q.
pi
b) Q " tiene infinitos ordenes e infinitas clases cuadradas.
»i
c) Q St no posee extensiones superpitagdricas de grado finito.
v e

d) Si F es superpitegbrico en Q /Q, entonces F no es extensién normal

de Q ni adnite subextensicnes de codimensidén finita y normales sobre Q.

Dem,- Qpit /Q es infinita desde que Q no cs pitagdrico , Tomemos h

una Q-inmersién de Q ., ean Q , luego h( O ., ) es tambibn pitagd-
“pit pit

rico, entonces Qpith-h(Qpit) y operando con h obtenemos h(Qpit)=

Qpit s de doncde resulta la normzlidad,

-

N

h

=

D) Qn't o8 un cuarpo rezl, cn consecuencia (-1) no pertenece a Q .
DL b

it

luego X= O que por (a) es exten—

pit(

,
-1)* es extensidén propia de Qpit

516n normal de Q, lucgo por el teorema de Lam, K tiene infinitas clases

it
dags y por prop.5 Q L+ tiene infinitos ordenes.
i
¢) Supongamos que F es una extensidn de grado finito de Qnit ’

-

cuadradas, pero esto imvlica que Q . tiene infinitas clases cuadra -~
b

si P=

Q " o si I es extensidén finita propia, por b) y teorema de Lam re —
vi '

sulta F con infinitas clases cuadradas, luego por prop.3 , ¥ no pue -

de ser superpitazdérico.

Ded
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2
d) Si P os cuperpitanbrico entonces (-1)° no pertenece a F, por

ser F real, 1luego si R/Q fuese normal por teor. de Lam, F teniria in-

finitas clases cuadradas lo que es falso por drovosicidén 3.

A continuacidn demostraremos que la capsula pitagérica de
Q admite extensiones de grado finito no pitagdricas . Ello resultari

de la proposicidn sizuiente:

s

[

e . . . . . ¥y
Proposicidn T.- Sea ¥ pitegérico real, si para toda extensidén F( a”)

Teal es pitagdrica entonces F es supernitagofico .

Antes de realizar la demostracién observemos gue en (8) se
define cuerpo superpitagérico involucrando al mismo ti?mpo las propie-—~
dades pitagdricds y de orden del cuerpo definido, cllo origina algu~
nos inconveneientes al estudiar los caracterisiicas de estos cuerpos.
Posteriormente én (10) R, Brovm ha definido cuerpos superordenados
de la forma siguiente:

.Def: Un cuervo T es suverordcnacdo si para todo H subgrupo multiplica-
tivo de 1;‘, de indice 2, tol que -1 &K , y H ?Zf‘z , ©3 un orden
en F,
Denmostraremos que la definicién de superpitagdrico de Elman y Lam en
(8) es equivalente a pitagbrico y superordenado. Recordamos que El-
men y Lam definen: F es superpitagdrico si para todo subgrupo E de
E/éz con -1 é:E s existe un orden en F en ¢l cual todos los elemen—
tos de E son vositivos. Esto sisnifica equivalcentemente que para to-
do subgruﬁo riltiplicativo E de ¥ tal que -1 ¢ B y B 2 72 , exXiste
un orden P sobre F tal que E € P,

. ' 2
Lema: Si H es un subgrupo de F tal que -L& E y 2 F < H, entonces

exizte un subarupo G de F tal que ESG, -1 € C y G +icne indice 2 .

»
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Considoremos G gubgruvo maximel verificando G 2H , -1&4& G , on-

tonces si fuese GU-G £ F tomo x4 Gu -G y sea T el sub-

-—

grupo generado por GCufx}y . Asi T 2K y afirmaros que -1 éf T,

. n n
pues si -1 = g_rlll cos grr ps entonces:

n=0 no es posible porque -1 45 G

*

. .. .n
n var dimplica X ¢ 2 F &€ G y entonces -le C

e

' 2m
Debe ser luego n impar y por tanto: X= - {v';l ves {gzr " &€ -C

lo oue es contrario a la celeccidén de x ., Por la maximalidad de C se
concluye que G tiene entonces ingice 2 en F . )

Lema 2,- F es superpitagfrico si y solo si F es ritagdrico y superorde-
naco.

Den,~ Supongonos que I' es superordenado ¥y pitagbérico., Tomemos B subgru-
o de P tal que -1 $ E vy T 2 I.“z s entonces existe un subgrupo P de
P tal que 14 P , ESP y P tiene {indice 2 en F, vor definicién
de superordienado P resvlta un orden en P , Neciprocamente si P es
supcroitagmdrico considero I sudbgrupo de ﬁ contenicendo a ﬁz s =1 % E ¥y
E de indice 2. Por definicidn de superpitazdrico existe un orden P
contoniendo B ¥ por ol indice es P=B y luego E es vn orden y T super-

orierado.
Demostracidn dc la proposicidn T.-

Do lo chservado en los lemas anteriores bastarid probar que
F es superordenazdo, Sea I subgrupo de F , verificando -1 ¢ H ¥y i
contenicdo en H, indice de E = 2 , Gemostraremos que FH+HGH .

Si a,b€H entonces a+b = b(Ll + ab—l ) , luego bastari con demostrar

que 1+ x € H cuando x €H ,
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. 2
S1 X es un cuadrado en ¥ , entonces l+x =1 +u € H
1

Suporganos entonces que X no es ur cuzdrado en F , lvego F( x* ) ec9 wa

extensién cuvadritica de T,

1
< ) 2 2
Si -1 =) ( x4y %% ), luego -1 =uw ++v x pues.F es pitagbrico,

.
pero, v2x =~ ( 1+'u2 ) €T y 1+ u2€. H , entonces wv= 1+u26_ Hn-E
aue es vacio ( desde que -1 /éH ¥y H es un subgrupo ds indice 2 ). En con-
. 1
secuencia F( x° ) es formalmente real. Por hipétesis es luego F( x° ) pi-
). 1
tagérico ¥ por tanto 1 + ( x* )2 = (uw+v x* )2 s esto es:

2 2
l+xX=1u +vx+2uvy X

1
3

2 2
de donde es w=0 y 1l +x=uw +v x , A&hora:

2
u=0 entonces 1 + X e=v X EE

w
1.

2
v=0 entonces 1 +XxX=u €XH .,

4]
-

In consecuencia K es un orden y F superpitagdrico.

Pegresamos ahora a la capsula pitagdrica de Q en Q

Prorosicién 8.~ O‘D't vosee extensiones reales de grado finito y no pitagb-
pi

ricas.
Dem.,- Por proposicidn 6 -c , conoceros que Qpit no es superpitagbrico ,

luezo anlicando proposicién 7 teremos que existeo un a € @ "
1 P

w . . .
( a° ) es extensién real no pitagbrica .

tal que
Qpit

Resumiendo teneros entonces la siguiente inaformacién a-
cerca de Q :
pit
Como Q’oi + verifica SAP por proposicidn 2, ademas es

formalrente real, entonces satisface las condiciones equivalentes del

Q;pi.'l;
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teorema central ( cav. II ) , por ser pitagérico el termino"egtablemente
es surrinido ror la obucervacidn hecha a la definicidn de establemente isd-
tropa ¥ pvor que ol concento de formay de Plister ligadas coincide con el

de formas de Pfister establemente ligadas al no tener torsidn W(Qpit) .

Tenenos entonces el siguiente teorema:

Teorema: Sobre QD ge verifican todas las siguientes equivalentes condi-

3.t
ciones:

1) o . satisface SAP
it
2) Q. satisface VAP
oit n
3) Toda n~forma de Pfister es ligada a 2 (1) .

4) Cualquier par de n-formas de Pfister estan ligadas .

5) Teda forma cuadritica de dimensidn 4, totalmente indefinida es isStropa.
6) Toda forma cualdriiica de dimensidén 4 y determinante -1 es isdtropa.

7) La forma 1, a, b, —ab) es isdtropa .

8) Toda forma cuadritica ternaria representa su determinante.

9) Toda forma cuzdritica de dimensidn impar representa su determinante.
10) Teda forma cuadritica de dimensién par y determinante -1 es isdétropa.

11) Todo orden cuadrdtico es un orden,

12) Las clases de Algebras de cuaterniones forman un subgrugo del grupo de

raver de O

7,

pit

En lo que respecta 2 sus extensiones Q " tiene
pi

las siguientes propiedades:

S

13) Qnit /Q  es extensidn galoasiana infinita.

14) Q;it no ticne extensiones superpitagdricas de grado finito.
15) Ost tiene infinitos ordenes e infinitas clases cuadradas.
16) Q;it tiene extensiones reales de grado finito no pitagodricas,
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Tonogtracidn,—- Ye Iz realizado anteriormente

Ohservacién: (12) on el teorema rezulta fe ( teor. 5.3 de (8) )} ea gque se
establece la equivalencia de SiP con el hecho de cue las dlgebras de cuater-—
niones formen un subsruzo en el pgruro ¢e 3rausr de un pitagbrico real.®sta

ecuivalencia no es verdadera en el cass que F gea solamente real como vere-

rros en cl siguicente ejem:lo:

Sea P = Q((+)) el cual conocemos que verifica SAP. Consi-
dero las formas de Pfister £ = <<1,1% y g =<{-2,t> ., Veamos que
f y ¢ no esatan ligades, Sea q=f 1<4-1> g , si f,5 ligadas entonces por
(

orov.4.4 , (2) ) el indice ce Witt de q serd 2 , luego la forma

<l,1,1,2> 1L <X -1, 2
es isétropa, lo que no es verdadero desde que <1, 1, 1, 2> y (-1, 2>
son enisdOtroras sohre § . Inm consecuencia las clazes de dlgebras de cua-

ternionas no formn suhsrupo en el sruro ¢2 Brauor.

En general, dado un cuerpo pitasdrico  determinar lascex-

tensiones que sean pitagdricas es5 un prodlema importante. En {15) del teo-

rema kemos establecido por ejemplo que 9 | posee extenaiones c¢e grado par

. Pit
reales y no pitagdricas . Queda todavia per consiZerar el caso impar. En re-

-

acidén al problema general se ha d¢a2finido el concepto de cuerpos pitagdri -
cos hereditarios, los gue en los Ultimos afos han sicdo ohjeto de estudio ....
detenido, principalmente por Z. Becker. En las lineas siguientes usamos....
pﬁoposicién 7 para cenrostrar que ellos constituyen una suvfamilia de los ...
cuesrpos superpitagdricos.

Def,~ Un cuerpo I formalmente real es llamado pitagdérico hereditario si ...

toda extensidn real (en la clausura algebraica ) é2 F es pitagdrica.



=38~

Proposicién 10.-3i T es pitasdérico kereditario entences es superpitagé-
rico.
Dam.~ T es pitagdrico real, de no ser superpitagdérico por prop. T se
sisue que TF admite una extensidén cuadritica real no pitagdrica .

s

En consscuencia los pitagdricos hereditarios en

57? son pitagdricos con un Gnico orden y dos clases cuedradas o pita-
gbricos con dos ordenes y cuairo clases. cuadradas, En (14) A. Prestel
vy . Ziegler han definido cucrpos euclidcanos kereditarios como cuer -
pos euclideanos( con un dnico orden y todo elemento positivo es un cua-
drado) y toda extensidn algedraice real de F es euclideana,
Proposicion 1l.,~ T es euclidocano si ¥y solo si es rpitagdrico con un dni-
co orden.
Ten.- Suponsamos que I' es euclicdeano, luego es formalmente real con dos

2 *
clases cualradas., Considero 1 +xX =w con X €F , entonces w=1

- .
-

mod. T o w=~-1 nod, ¥ , como F real la \ltima posibilicad se
c¢escarta, entonces F es pitagdérico. Ademids como todo orden en F es
un sudgruro de ﬁ conteniendo a F seguimos que I’ rosee un orden unica-
mente. Reciprocanente, i P es pitagdrica con un Unico oréen entonces

F %iene solo un nimero finito de clases cuadradas por prop. 5, como P
satisface SAP por vrop. 1 entonces F tiene uniczmente cos claes cua -

dradas en virtud de ( corl.5.7, (8)), luego I es cuclidearno,

Coizo ccnsescuencia de esta propoéicién tecnemos que
los pitagbricos hereditariou en'a‘/Q son euclideanos ( y en particular
los euclideanos hereditarios son ejenvlos de gitagdricos hereditarios)
o pitagbricos con dos tYinicos ordenes ., Un estudio detenido de los cuer-—

pos eucliceanos hercditarios puede verge en (14).
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. Cr ey = v e aamyen
SOBRS Uil PROBLLIA IR te VAIUI:

Un problema importante en la teoria de formas
cuadraticas sohre cuerpos es el sicuiente: Si K/F es una extensidn
e cuerpos. ; In gue condiciones de K/F les formas anisdtropas so-
bre F permanecen anisétropas scobre K ? , Los resultados mas cono -
cidos son los sisuientoes:

Prop, 12,-5 1 X/F es una exitensidén trascendente pura entonces las
formas anisdtroras sobre F perranecen anisétropas‘sobre X,

Prov. 13.-( @+ A. Springer) Si K/F es una extensidn de Gimensién
imnar entonces las formas anisétrovnas sobre T se preservan a K.

Prov. 14.~{ R, Vare ) Si K/F es extensidén con F pitagdrico real ve-

rificando SiP y VW(¥%/F) = O entonces las formas anisdiropas sobre

hnl . . (I 4 - hd
¥ permznecen anisotroras soore XK.
w T

Prop. 15.-( 2. Vlare ) Si X/ es extensidn geloasizna finita, enton-

ces ﬁ(L/F =0 siy solo si las formas anisbétropas sobre I se pre—

Ahora bien, si K/¥ es extensidn con la propiedad de
cuc las formas anisdtroras sobrze F permanecen anisétropas sobre K
s¢ implica que W(K/F) = 0 , Lo recivroco hra sido una pregunta abier-
ta recientorente respondida en forma negativa por R. '/are. Esto es ,

W(¥/F) = 0 no implica que las formas enisétropas sobre F se preser-

r

ven 2 K, Concretamente en ( corol. 3.4 , (18 ), 1677 ) Ware es -

tablece cuz existe wna extensidn K/F de un cuerpo ¢e numeros algebrai-
~ P o 7y .

cos, ¢e grado finito , con VW (¥/F) =0 y existe sobre F una forma

cuadritica <e dimensidén 4 y anisbétropa la que es isbétropa sodre X.

——

(°) =n proposicién 15, T es pitagdrico
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Recientemente con Znzo R. Gentile rermos demostrado gue la reci-
nroca de prop. 14 es verdadeora también{ en ¢l sentido que si F es cuer-~
po Titaszérico real con la proviedad de que todz forma anisdtropa sobre
P permanece anisdtrova sohre toda extensidn X/F -si_W(K/F) =0 gnion-
ces Ly satisface SAP . Un las lineas sifpuientes demostramos este re-
sultado el mismo qus con prop. 14 estazblece una condicidn necesaria y
suficiente para cue un cuerpo pitagdrico verifioue SAP .También en for-

ma lateral obtenemos un ejenmplo claro de que existen extensiones X/F

[¢]
Q
3
3
’\
!'JJ
”
]

O pero las formas anisbétropas sobre F no se precervan a
la extensidn ¥ 4, el ejemplo censiruido por Vare si bien es en la situa-

cién de ¥/F algebraica finita, es sumante complicado (ver (18) ).

Corn F(f) cenotaremos el'cuerpo de ceros generico' canbnico de
una forma cuadrédiica f sobre Iy cuya Cimensibn es mayor que 1 y f no
es un plano hipern8lico. P(f)/F es una exicnsidn de cuerpos generada

.por Il gy see 9 xn donde xi es la imagen <2 Xi ror medio de:

donde n= dim £ , Claramente f es isdiropa scrre P(f) y la expre-

sién pera £= {a., ... , an)

1
2 2
o X + o0 + 2 P = 0)
1 1 n on
verritie oxpresar ¢
-1 2 2 3=
(L) =T X y.e0esX -a (a. X + ... +ta _X =
(£) ( 1?7t n—l)( n 171 * Th-1"n-1 )
donde P(Il,...x 1)/F es extensidn trascendente pura(para detalles y
r—l .
propiedades fe'"cuerpos de csros genericos" ver (12) ).

Su rongarmos que F es cuerno forralrente real y P un orden en F,
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si X es trascendente sobre I entonces poderos cxtender P oa (%)

de manera que F- a2 €EP ¥ a e I' ( es decir X infinitomente gsrande).
Para ello bastz definir en I [X] el crden:

fea, +taX+... +anxn > 0 si ¥y solo si a >0 enF,

¥l orden asi definido en F [X) extiende el orden P ¢e F a F {x]
v tiene ura dnicz y natural extensién a F{X); Aderds es claro gue

X ¢s infinitenente srande,

= Sca F formalmente real , £ £ <1 sy =17 forma cua-

(o)

Provosicidn 1
drdtica con dimf 2 2. Entonces todo orcen de F se extiende 2 P(f) si
¥ solc si f es totalmente indefinida sobre f ,

»

Demestracidn:Susonganos que P es un orden en Py, £ como en la hipd-

teais, podemos suponer gue an ( O ¥y a 1 > O para una escritu -
n—
¢ ={a Y- S =T /e
ra de f —<o«1,-. ,an> . Sea X (xl, cee g xn-Z)’ al ser

trascendernte pura, P puede exten'erse a2 ¥ y luvepgo esta extensidn

extoenderla a ¥(= ]) de forma cue xn y Sea infiritamente grande so-
n- -
bre ¥, debido a la argumentacidn precedente, T varticular z > 1

-1 2
an—2 n-1" n—2

)

L 2 > X<
Yy enuwoneces X
of L n"l

Aa cdonde:

2 -1 2 -1 2
- - + ¢ o o + K .
Tpa? % 7 (22 = 8 0% Tno) 0 (=,1)
luero:
2 2 2
-, LY a - 0 o
2%+ ta T o ta T o, > en X( xn-—l) (°)
DEro como N

2 2 *

-1 ph
p(f) = K( In—l ) (- an ( alxl toeeo * an—l n-l )

ntonces (°) proporciona la condicidn necesaria y suficiente para que

P pueda ser extondido a P(F).
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T,

Prorosicidn 17.- Surornsumos quz X es un cucrvo nitasdrico real. Enton-
ces X verifica SAP si y solo si pora toda extensidr L/X con V(L/¥X)= 0
las formas anisétrovas sobre % se vreservan a L,

Demostracidn.- Si K vorifica SAY es prop. 14 ( ver (11) ).

5i ¥ no vorifica SiP, por teorema 1 de cap, 1II SAP es eguivalente a
BEP, luego existe una forma cuadridtica f sobre X totalmente indefinicda
¥y no establemente isdtropa sobre X, como K pitagérico, entonces f es
anigétropa sobre K y totalmente indefinida. Luego por prop. 16, todo
orden de K puede extenderse a ¥(f), de lo que se sigue que W( X(£)/X)
es un nilideal de %(K) per ( cerol. 2,11 , (13) ), pero a2l ser K pita-

gérico se implica que N( ¥(£)/% ) =0 por ( teoremas 3.3 y 6.1 de cap.

[a))

VIIZI, (1) ). Entonces por nuesira hipbtesis debe ser I anisdtropa so-
bre K(f) lo que es absurdo pues toda forma cuadratica es isbtropa sobre

en cuclquicr cuerpo de ceros genericos vara ella.

Corolario: Si K pitagdrico real no verificando SAP entonces existe uma
‘extonsién L/X  con (L/K) =0 pero las formes cuadriticas anisStro-
pas sobre ¥ nro se preservan o L,

Dem, Se sigue inmediztamente de la demostracidn anterior.

Observacidn: Hecordar que R((tl)) ....((tn)) para n» 2 es ejerplo de

pitagdérico no verificando SAiP,

Una extensidn K/F es llamada "excelente" si dada

cualquicr forma cuadritica f sobre F con fK isétropa entonces exis—~

te una forma cuadritica g sobre F 4 isbétrova y tal que fK‘g Cp Pa-
ra diversas caracterizocionses ¥ vproviedades de extensiones excelentes
puede consultarse (19). Tenemos la sisuiente proposicién‘en'conexién .o

con el problema que estamos tratando:
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Fronosicidn 18,.- L/F cs excelente y ¥f( /“ ) =0 siy solo si toda
forma cuadritica unisdtropa sobre F permanece anisbtropa sobre X.
Temestracidn.— Si I/F es una oxitcnsién cxcelento con U(¥X/T)=0 entonces
sea f forme aniséiro;a sobre I'y si fK isbtrora entonces por defini-
cidén de cxcelente existe vra forma sobre V),

Lo

soirora sobre I" y tal ..

l)

que fﬁ < &- luego fK = g, en V(X) ¥ por ser V(V/®)=0 resulia
P = g en W(F), pero por tecner la misme dinensién es £ g lo

que es contrario a2 la cleccidn de T, TPecinrocamente, si toda forma a-
niséiroza sobre I se preserva a X, ocntonces por definicidn de exten-—

sidn ecicelente se tiene X/¥ excelente ¥ H(¥/F)=0 .

Corolario: 5i ¥/F es exiensidn galoasiana, X pitagérico. Entonces ...

T(K/F) = 0 si y solo si toda forma anisdétrova sobre F permanece ani-

Dem.~ Si ¥/F es rulois con X pitagdrico entonces de ( 15 ) so sisue que
X/F es exiensién excelente, luego por proposicidn 18 concluimos.
Cbservacidn: K/F rrede ser de prado infinito, en caso de gue K/F Sza

o

de rrado finito cntonces F es tambidén pitagdrico rr se ohtiene la propo-

(%

sicién 15, oue es debide a R. Vare(ver (11) ).

Zn el estudio de los cuerpos verificando S4P , A,
Prestel k& vresuntodo sobhre la valider de la gipguiente implicacidn:
"K/“ extensidn a2lzavraica de crado finito, ¥ satisface SAP implica que
F ,htﬂJ-ace SAY ", ella aparece formulada en (4). Yosotros aplicaremos
ura congtruccidn dedida a ¥, Becker (20) para contestar en forma nege—
tiva & la prezunta de A, Prestel. Observemos primero que la implicacidn

en sentido contrario no es verdadera, pues por ejemplo si F= Q((t))
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L
vr B \ ~ - J > .
y X=0( 27 )((%}) , t2renos aue ¥ satisface SAP, pero ¥ no snitisfa-

- A

ce SAY desie cue lo valuacion orlinaria 2 KX como cuerno local tiene

como cucrpo residunl  Gf27 ), el cual pesce Jos cricnes,

\
’ -

Tiemplo: (T, Becker,(20) ) Txigte un cucrzo F swerritarérico con cua-

+=p ordores tal cu2 posec uma oricnsidn al-~ehraicn finita L/“ verifi- .

cando lags si~uicntes proniedades:

I
]

L 4
a) L satisface S0
b) W(L/7)=0
c) Toda fo-mz toialmente inlefinida y anisbtropa sokre T es establemen-—

}

te isdtrora sobre I,
Corolaric: ¥ en eiemulo de =, Becker no satisface SAP

Dene,~ Si F verifica S4%, enitonces,cemo sobre un cuerpo pitapdérico real

curdiriiicas €9 ...

&}
»

SiP en eguivilente 2 que el anillo cde witt de forra
1- estable, luero ' es supernitusSrico y l-estzble, er corsecuencia

por corolaric 4,2 ¢e (8) resulta que T tiene a lo surmo cuatro clases cua-

-,

dradas, ¥ al seor sunerpiiansdzico terdrdi a lo nls Cos ordenes, contra-

rio & la construccidn ds

- . /. ~
Yor lo tanto existen extensicnes I,/F alpebraicas

[ AA]

initas con L verificanlo 5:i¥ rero re I,

De la respuesta necrativa a2 la prerunta de Prestel
resulta entonces inieresants esizblecer er que casos para ura extensidén
.L/F para la curl L verifica &P se implica que F verifica SAP, BEsta=-

blecenos a coniinuacidén 2lrunos criterios
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'ropogicidn 19.-Suvenparos que E/I es extensién tal que toda forma
Y L 7d

anisbtropa sohre T nermincce anisdtropa sobre ¥ entonces ¥ verifi-

ca BAPY, imrlica gue F verifica SaP.

Der.~ Sea f ¥F-Fforma cuadritica de dimensidn 4 y determimte -1 ’
luego T es estoblenente isdtropa desde cue X verifica SAF ror

K

teor. 1, cap.,TI , luego-exist mE€NW t2l que mees isbtropa, en-

tonces por la hipndtesis rnescesariomente debe ser mf isdtropa, es de-

cir £ es establenente isdétropa sobre I', entonces .F . satisface SAP ,

2
[ 6]
[0

wevanente ror teor, 1 de can,IT o

Ohservacidn: La hipdtesis de gue 1lag formas anisbtrovas sohre F per~
menescan  anisdtropas sobre no implica gue si F satisface S;“ , X
satisfara G4P, Por ejemplo en el caso F=Q y ¥= Q(X) .

Corclario 1,- Bi L/F es cxtensidn algshraica excelents con W(K/F):O
entonces si ¥ verifice SAP , se implica F verifica SAP,

Dene~ Se sipfuc de nrov. 18 ¥ prop. 19 .

Corolario 2.-~ Si I/F'es extensidn-de grado impar (o. trascendente pura)

Y verifica SAP implica que I varifica SAP.

Der.~— De propd. 19 ¥y vrov.l3 si la dimensién es impar, si la extensidn

es trascendente vura de »nrovn, 19 ¥y prop. 12 .

Corolario 3.— Si ¥/F cs cxtensidn galoasiana cor ¥ pitagérico y W(¥/¥)=0

A7 nl

entoncen ¥ veriiica HAP irmilice F verificea SAP,
Dem.— De vroo. 10 x drov.lB{corolario) .
(°) En corolario 1, la hipdtesis de algebroaica para ¥/F puede ser o-

mitida.

izlicamos a coniinuacidn la proposicidn 19 a la construc-

£

.

cién de ejemplos de cuarpos reales no verificando SAP.
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Biemplo l.- Qf Xl ,...,Xn ) para n 31 no satisface SAY .
Den,— Si n=l conocemos ya el resultado. Si n ) 1 entonces Q(X

1
.,A ) es ura extensidn trascendente pura de W(xl) , centonces to-
.da forma cuadrdtica anisbtropa sobre Q(Kl) permanece anisdtropa so-
bre QX ,..., Xn Y. Lueso Q(XJ,...,KP) no pucde ser SAP, puesto

aue Q(k ) no Yo es (usando prop. 19).

Bjemplo 2.~ R( Xl,..., X ) para n) 2 no verifica SiP.
Deri,~ Se obiiecne analnsanenie A2l hecho que R(X ,AQ) no verifica la
ropiedad SAP coo hemos visto anteriormente .

Easta el nomento hemos ohienicdo ejemplos de cuer—
pos verificando SAP r no veriTicando 3SAP, Ahora bien, tamhién cono-
cemos  que R((+,))...((t )) ‘pera n ) 2 no verifican SAP , sin em-
hargo son pitagbéricos reales{aun més. son superpitag6ricos). Minaliza-
remos cate capitulo.prescntzrdo wna construceidén debida es ialmente

a X, Beclior, en la que se obtiene una familia de cuerpos gue son exten—

siones Ce un Dpitazérico , verificando b'p ¥ no pitagbricas .

Construecidn de v cuerro litagbrico, verificando SAP, no real cerrado

“

con la propiedad de que toda extensién real finita no es pitagdrica pe-

ro veritica SAP,

Considero Xk, un cuerpo de nimeros algebraicos que

posea al menos itres ordenes diferentes, P1 s P, ¥ P Sea k una

2 .73 °

extengibén de k, meximal extendiendo estos tres ordenes, luego k

es pitagdérico (pues todo orden se cxtiende a la clausura pitagdrica ),

adenis k no &3 superpitasbrico desde que posee tres ordenes al menos
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vy sesun heros visto en la clausura algebrica de Q los supernitaséri—

[N 2

cos tienen como naximo dos ordcenes , luego por prop. 7 existe una

10

Ly

extorsibn cundrética real no pitagérica X, = k( 2 ) , llamemos X

2 la capsulze »itagbérica de ¥, y demostraremos que ¥ es el cuer-

D0 buscado, Para ello venos que:

2) La clausura algebraica de K coincide con la clausura cuadritica de

T 4
ERN

Sea X 1la clausura algedvraica de X y X su clausura cuadritica, ob-
c

-

r

vianente es X contenido en X, Reciprocamente, consicdero T una exten-

' c
sidn de gelois finita de ¥ y Adoermostraremos que su grado es una voten-
cia de 2. Como T = X(x) , considero la capsula normal de k(x) 1la que
- . . r . .
denominazos L, entonces grado de L/k es 27 , en caso contrario podria

- r 0 . 3

escrivir gralo deo L/k = 2.(irnpar), pero como L/k es galois por Sylow exis~

P y¥P se
1? 3

extienden a este subcuerpo lo gue contradice la maximalidad de k, In -

""" tird un sudbcuerpo de L/k de sraco impar sovre k, luego P

toncas por teoria de gelois elémental LX es gelois finite sobre X, de

» L -b
dimension 2 , pero como T 23 subcuerpo entre XL y K resulta aue grado

de T/K es una potzncia de dos , de lo que concluimos gue la clausura

£
1=

:shraica coincide conm la cuadratica de X.

b) Consideraros ¢l siguiente lemas

Sea 7 cuerpo real no »itagdrico entonce el espacio d= ordenes de F 4
pi

no rosa2z suntos aislados.
Derostracidén.— Si P es un punto zislado , defino. de G( F Dt /F) en
pi

X la avlicacidn gue asimna 2 cada f
vit
elemento £(P), como esta aplicacién es continua( G(F 't/F ) es eru-
bl B

, FP—automorfismo de F _ ,el
pit

po compacto totalmente dicconexo con la topologia de Krull), entonces la

re-imagen de P que ea la identidad,es abierto, luego el grupo finiteo ,

Ief

-

o que 23 absurdo puesto gue al no ser F pitagdrico 1la extensidn Fpit/F

es galoasizna infinita por prov.6 .
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c) Volviendo 2 stra construccidn. Suvonganos que X admite una exten-

. Lo . . - r
sidén real finite y pitagbrica, por (a) tencra rrado 2 , entonces vor

Svlow existe wna eriensidn cuadrdtica X( y ) de X la que serd itambién
pitagdrica al teoner ccdimensidn Tinita respecto de un pitagdrico. Enton-

ces se verifica @

2 2
o+ ®y - KU Ky

2., 2 2 % .2
Pues si-domo z=u "+vy con u, v€K entonces z=u+( vy ) =
1

Fy2 .
(a2 +0y°) vor cer ¥( y~ ) pitazbrico, de aqui:

2 2 2 2 &
Z =0 + VY = a +by+2aby
. 2 . 2
Si 2=0  entonces 2z =by € Xy
2 2
Si ® =0 entonces 2z = a € X

La oira inclusidén es inrediate.

. e 2 . 2
Congiceremos que P = ¥ + K .(-y) . Demostraremos

que P e3 un orden. Tomo he¥ entonces como K verifica SAP por prop.2,en-

tonces la forma iermaria -y, b 4, =v1 D reoresenta cstablemente su de-
terminante por teor. 1 4, cap.II , opero como X nitandrico tehsmos que la
forma -y, b, -¥b > ' represanta 1 gobre i, luego existe a €X tal gue:
~
€1, -y ,b, b > = <1,1,a,a?
de donde:
2 ;.2 2 2 2
= vz, o+ aly oy, ) = u + av
luezo:
2 2
0=y + u + av
; 2 2
Como X + Xy = K U Uy cntonces:
2 2 2
O=ty + av o] O=hr + av
. 2 2 4 o
Si ¢ + av =0 entonces a = -y mod X v Dpodexnos escribirs
2 2 2 2 2 22 2 2
b=2, + z_ + a(t, + %, Y=n + (~-y)ms = n -r y€EP
1 2 1 2
. 2 2
Si h + av =0 entonces <1, ay s isétropa, luego € 1,-y,b,-by)

i

isétrora entonces - es una norma en .( y ) entonces -b € P, Conglui~

nos cntonces que P es wn orden.

R

1]

\/’OW
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