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I H T R O D U C-C I 0 H

El presente trabajo tiene su origen en la mayoria de

Elnan y Lam (8) de 1,972 "Queñretic Forms Over Fornelly Real Fields

and Pythagoreans Fields", en la quo se realiza un estudio por medio

de forces de Pfister de los cuerpos conmutativosverificando la pro­

piedad de aproximación fuerte (SAP). El principe- resultado obtenido

es que.sobre un cuerpo pitagórico real son equivalentes las propieda­

des SAP, WAPy BHPtal comoson definidas en el capitulo II. Éosterior­

mente, por introducción del concepto de forma cuadrática esteblemente

isótropa, se ha demostrado que fiebilitendo convenientemente HIP , las

ropiedades WAP,SAPy HÏP(débil) son equivalentes sobre un cuerpo re­’d

al, recobrandose los resultados de (8) en el caso pitagórico, puede ..

verse (16), (17) y (9)­

La versión presentaca en (9) por Rosenb,rg y Ware, rea­

lizada en 1,976, es notablemente mas simplificada que las anteriores

y depende unicamente de resultados básicos sobre el anillo de Witt de

formas cuadráticas del cuerpo consiñorado. Por este motivo,henos toma­

do como base (9) para extender las equivalencias de SAP, WAPy HEP(dé­

bil) a otras propiedaces e¿uivalentes y que caracterizan por medio de

formas cuadrátieas un cuerpo formalmente real verificando SAP, obte —

niendose una versión estable de los principales resultados de (8), los
mismos que hemos condensado en el teorema central que constituye el ca­

p tulo Iï de este trabajo.

En el Capítulo III hemosconstruido algunos ejemplos

Fe cuerpos verificando SfiP, mostramos que la clase de estos cuerpos es
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bastante amplia e importante. El hecho de que toda extensión alge —

braica del cuerpo racional Q(ñcntro de una clausura algebraica ) ve­

rifique SAPnos ha llevado a realizar un estudio de la cápsula pita­

górica de Q, principalmente en lo relativo a sus extensiones, infor­

lmación que hemos resumido en el teorema 2 de Cap.-III. Lateralmente
hemostocado la caracterización de los cuerpos superpitagóricos y pi­

tagóricos hereditarios , encontrando que cn general estos últimos cons­

tituyen una subfamilia de los cuerpos superpitagóricos y por tanto ..
dentro de una clausura algebraica de Q son pitagóricos con a lo más

dos órdenes.

Por otro lado, también comouna aplicación de los

conceptos establecidos en el Cap. II, tratamos el problema de deteré

minar condiciones para que dada una extensión de cuerpos K/F, la hi­

pótesis de que W(K/F)= 0 implique que las formas anisótropas so ­

bre F permanescan anisótropas sobre K. Aplicamos algunos de los re­
sultados obtenidos para contestar negativamente una pregunta abier­

ta formulada por A. Prestel en 1,975 (4), en el siguiente sentido:
UZ i K/F extensión algebraica finita, ¿ K satisface SAPimplica nece —

eariamente que F satisface SAP? . Bstablecemos también algunos cri­

terios en los que la pregunta de Prestel tiene respuesta afirmativa.
En el capítulo I hemosconsiderado los conceptos

más básicos que son usado: a lo largo del desarrollo del tema, asi
comose establecen las notaciones o

Finalmente, expreso mi sincero agradecimiento al

Profesor Dr. EnzoR. Gentile, quien ha dirigido el pte. trabajo, por
su aliento y ayuda constante en la elaboración del mismo"

Bs. Aires Hago de 1978 Hario Piscoya



C A P I T U L O I

3.’ T¿'=.CICI-ES Y PESÏHITAZDS BASICOS

1.1 .- SOBREFOREASCUADRATICAS: Consideraremos cuerpos conmutativos

cuya caracteristica es diferente de dos, LLamaremosun espacio cuadráti­

co sobre el cuerpo F a un FLespacio vectorial V de dimensión finita, pro­

visto de ña forma bilineal B: ViV -—a F , no degenerada. Por la forma

cuadrática q asociada al espacio cuadrático (V,B) entendemosla apli­

cación q: V 1-? F tal que q(x) = B(x,x). En general identificamos los

espacios cuadráticos con sus formas cuadráticas. Decimosque,dos espa —

cios cuadráticos sobre F son isométricos si existe entre ellos un iso­

morfisno lineal que preserva las formas cuadráticas respectivas. La iso­
métria ce espacios cuadraticos la denotamos É .

Sea < a ) dcnotando el espacio cuadrático de dimensión

uno sobre F, esto es, V = F. e donde a = B(e,e) con ansF = F -i O}.

Es un hecho fundamental que todo espacio cuadrático V sobre F es isomé­

trico a una auna ortogonal <a > .L,... , .L< an) donde n es la. (‘i­

mansión ¿e V. En esta representación V es denotado < al , ... , an>..
Una forma cuadratica q es llagada isótropa si existe

un vector v Á O en V tal que q(v)=0, en caso contrario se dice que q

es anisót:oya. Todaforma binaria isótropa es isométrica a <1, -J.)
vrue es llamado plano hiperbólico y lo denotamos con H. has generalmente

un espacio hiperbólico es definido comouna sumaortogonal de filanos hi­

perbólicos. \

Toda forma cuadrática q pueáe descomponerse en an.qh

donde qa es anisótropa y qh es hiperbólico (teorema de descompo­e
sición de Witt). Para un cuerpo F, W(FÜdenotará el anilío de clases de
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'u\isometrias LGformas cuadráticas anisótropas sobre F, donde la operación

aditiva en W(F) es la suma ortogonal módulo Z.H y el producto en W(F)

es el proáucto tcnsorial de formas cuadráticas . Ebs formas cuadráticas ql
y q2 representan el mismo elemento en WF) si y solo si tienen la misma
arte anisótropa(bajo isonetría).'d

Dado a1,..., ap e F denotaremoscon << 31,...,ap)>

la forma cuadrática producto tensorial de las formas < 1, ai) i=1,...,n
Y!

1a que es de dimensión 2 y nos referimos a ella como una n-forma de Pfis­
ter.

Para q forma cuadrática sobre F denotamos con DF(q) el
conjunto de elementos de É representados por q. Si f es una forma de

Pfister, claramente representa 1, entonces f se puede escribir diagonal ­
mente com f É (.1) L f' , f' es llamada la parte pura de f.

=ponganosque L/K es una extensión de cuerpos; todo espa ­

cio cuadrático q sobre K determina un espacio cuacrático 9L sobre L
o . Ello determina un

me:(por extensión de escalares), esto es, qL = L
>W(L) (inducido por la inclusióhomcmorfismo r: W(I) - de L en L),

tal que r(q)= ql . Observar _ue si q es forma cuhñrática de dimensión
n sobre K entonces qT es de dimensión n sobre L . El núcleo de esta a­

plicacíón lo denotaremos comoes usual con W(L/K) y tiene particular impor­

tancia comolo veremos en el cap. III fiel yte. trabajo. Todos estos concep­

tos básicos de formas cuadráticas pueden ser consultados en (1) .

Introducinos el concepto de formas de Pfister ligadas, que

aparece en (2). Sean f , f2 n-fornas de Pfister; decimos que fl y f1 2
estan ligadas si y solo si existen a, b e F y g (n-l)-forma de Pfis­

ter sobre F tales que f1 É g.<l, a) y f2 = g.< 1,b) . Deci­



-7­

mos que-dos n-formas de Pfistcr 51, Ï2 sobre F estan establemente
ligadas si y solo si existe un Inelh=conjunto de los enteros positivos,

tal que mel , 2nf2 son ligaeas .
Un cuerpo P se define formalmente real si la for­

ma cuadrática 11<1> = <1) l ...J-(l) ( n veces) es anisótropa

para todo 11eIL Ello es equivalente a que F admite un orden, esto es ,

existe en F un subgrupo P del grupo multiplicativo É , tal que P

es cerrado aditivanente y posee índice 2 en F . Si F es cuerpo for­

malmente real(decimos a menudo real solamente) y P es un orden en F ,

la clausura real de F respecto de P es unicamente determinada ba ­

jo isomorfismo en una clausura algebraica de F. iñemás P induce un

homomorfismo 5.: W(F)_———á-Z definido por 5'( < 33,...,an) ) =
P(a ) + ... + P(a ) donde P(a_)= l si a, e P y P(a_) = -1 si

1 __ n 1 1 1

—aie P . P es un homomorfismo:e anillos usualmente denominado la
signature de P o

Si 9 es una forma cuadrática sobre F de dimensión

n, f =<Zal,...,an) , decimosque f es definida respecto de P,orden
oeobre F, si ' Elf) = n . Si |5 (f) .(‘n decimos que f es indefinida
respecto de P. f es totalmente indefinida sobre F si f es indefini­

da respecto de todos los ordene

Sea {.11} i 6 I la fahilia de todas las clausu­
ras reales de F respecto a los diferentes ordenes en F.El siguiente re­

sultado conocido comoel "Principio local-global de Pfister" será usa­

do repetidas veces en los capítulos soguientes. Se enuncia comosigue y

apareció en (3) .



Proposición 1.- Sen ji = F€———á_F_la inclusión de F en su clausurai
H CJ {D ¡.1 ¡i espeoto del orden P, , i€;I .La siguiente sucesión es exacta:1

O-—-—>ïí (F)___> ‘:¡(F) !‘.-'¡(F)t‘ j.eI i

J. 1 . -. ‘ ' ' ' 1 ‘ 1, 1 + ' °eonLe r es la aplicaCion innuCica al pronucuo por las aplicac1ones par­

ciales r_ : W(F)————7W(Fi)inducidas por j. , i e I . Wt(FÜ deno­1 1

ta el subgrupo de torsión del grupo aditivo W(F).

Corolario.— Sea F cuerpo formalmente real, f1, f2 formes cuadráticas so­

l,r2 satisfacen rl 2 r2 . Supongamosque para
todo orden P sobre F se tenga:

bre f cuyas dimensiones r

Ï;(f1)= ï>'(r2)
entonces existe un m e H tal que:

zur m m "9 F N
EJ,L

A
H

¡.4

l
H

tv
V

:u1 '2
Dem.- Inmediata de prop.l .

1.2.—ESPACIOS IE) ÏHZJES SOBREUN CUERPOREAL: Suponnamos que F es un cuer­¿J

o formalmente real X el con'unto de todos los ordenes sobre F se de —
Í P ’1

0

fine para a e F :

W(a) = { P e XF tales que -a e P }

La colección ‘3’ de todos los conjuntos W(a) cuando a recorre F, cons­

tituye una sub-base de una topología sobre F (topología de Edrrison) con la

cual XF es un espacio topológico compacto y totalmente disconexo. Los de­
talles al respecto pueden ser consultados en((4), cap. 6 ). Esta topología
puede obtenerse también comorestricción de la topología de Zariski en el

espectro del anillo W(F) al conjunto de los ideales primos minimales de W(F).
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Esto porque el conjunto de ideales primos minimales de W(F) esta en c rres­

pondencia biycctiva con Km mefiante la correspondencia de Harrison-Lorenz
( (5),(6) )L

Identificando W( EP ) "con Z , donüe FP denota la
clausura real de F respecto del orden P, tenemos lo siguiente: Para cada

forma cuadrática f sobre F queda definida una aplicación f : Xn7——>Z
tal que f ( P ) = P (f) . Tal aplicación es continua respecto de la topo­

logía de XF y la topclogía discreta en Z. Observamos también que W(a)

es abierto-cerrado desde que 1' W( -a) = IP _ fl(a) .C

1.3.-ORDEHES CUADRÁTIÓOSY ARQUIÏLJIANOS:En esta sección establecemos a1­

gunos conceptos sobre ordenes cua” éticos y arquimeüianos que usaremos

posteriormente. Dadoun cuerpo F , un subconjunto P de F verificando las

siguientes propiedades es llamado un orden cuadrático o un q-orden .

',a) P es cerrado aditivamente

b) Í‘ng P
c) P n (-1)I’ = go'

É 1€Pd) P U (-1)?

Claramente todo orden es un q-ordcn. Lo recíproco no es verdadero, por e­

jemplo veremos en Cap. IIÏ que Q(X) al no tener la propiedad SAP de­

be tener ordenes cuadráticos que no son ordenes. La notable diferencia en­

tre estos conceptos puede verse en la exposición de A. Prestel de (4) .

Notación: Dado a, b E F. Si P es un q-orden sobre F, escribiremos a < b

para denotar que b-a e P.

Proposición 2.-Para P q-orden sobre F se verifica:
2 2

1.- O < a < b entonces ba < ab
- 2 2

2.- O <_a .< b entonces s1 a es suma de cuadrauos en F es a <' b (lo

mismo para b ) .



-10­

_ . _ —1 —1 -12
¡em.—La primera relac1ón se obtiene ue que O <( (b-a) + a ) b =“J

-1
ab —5a . L segunda resulta de la primera y de que a es suma de cua­p

drados en F.

Decimos que un q-orflen P sobre F es arquimediano si para todo

a éF existe Er:€IÏ tal que a <k .

Proposición 3.- Para F formalmentereal se verifica:

l) P es un q-orden arquimediano si y solo si Q es denso en F respecto de P.

2) Todo q-orden arquimediano es un orden.

Dem.- Puede verse en (4), capítulo l .

1.4.- CULJPOSPITAGOHICOS:Recordamos que un cuerpo F es llamado pitagó­

rico si toda suma de cuadrados en F es un cuadrado en F. Por ejemplo ,

R=cuerpo de los número reales, C= cuerpo complejo, toda clausura alge —

braica, todo cuerpo cuadraticamente cerrado son pitagóricos. Q: cuer —

po racional no es pitagórico . Tambiénes inmediato que todo cuerpo real

con dos clases cuadradas es pitagórico, luego toda clausura real es pita­

górico. La intersección de cuerpos pitagóricos es un cuerpo pitagórico,
si consideramos F cuerpo arbitrario e intersecamos todos los cuerpos

pitagóricos que contienen a F dentro de la clausura algebraica de F, obte­
nemos un cuerpo pitagórico que ficnotaremos con F y es llamadapi't

l » . - .la capsula pitagórica de F (o tambien la clausura pitagórica de F ).Si

F es formalmenterealjcomo la intersección de todas las clausuras reales
. e Ait

continuación damosla demostración de una propiedad importante de los cuer­

es un pitagórico, resulta que todo orden de F se extiende a F
P

pos pitagóricos que usaremos repetidas veces en capítulo III, la que no

es muydifundida y es debida a J. Diller y A. Dress ( ver (22) ). La

demostración presentada se debe a T.Y. Lam.
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Pronosición 4.- Supongamosque 3 os un cuerpo pitapórico , F subcuerpo
-\de 3 tal que la dimensión de n sobre F sea finita. Entonces F es tam­

bién pitagórico.
Dem.- Por inducción sobre la dimensión n de E sobre F.

Si n=1 es obvio.

Supongamos válida la pro.osición para todo subcuerpo de menor dimensión.
. Y . , . . - 2Sl E no fuese pitagorico entonces eziste x e F tal que w: 1 + x no

1., .
¡3es un cuadrado en F. Sea K: F( w ) , luego K es extensión cuadrática

de F y por hipótesis inductiva es K pitagórico. Ahora como:
:va- -;1'- , 3: 2 2 2 22(w+w")=('w+2w¿.I-1)+(w-1)=(w“+l)+x =u 6K

. 3a

y 2 es un cuadrado en K resulta que w + wz E K2 . Tomando NK/F

tenemos: 1
N (w + vï') = wz —w = w( wbl) = w 12

K/E‘ 2
es decir que WI es un cuadrado en F , luego w ces un cuadrado en F

lo que es contrario a 1a elección de w . Debe ser entonces F pitagórico.



C A P I T U L O II

T E 0 R E H A C E N T R A L

Sea F cuerpo formalmente real, XF su espacio
A O H

de ordenes y B la sub-base de la topologia de KF o
En (7) Knebusch, Rosenberg y Ware han intro­

ducido el concepto de cuerpos reales que satisfacen 1a“propiedad de
. . a _‘ u . . . aaprOXimaCionfuerte , que comoes usual eenotaremos con sus 1n101a­

les en inglés SAP, asimismo la "propiedad de aproximación débil" ,

que analogamente denotamos con WAP.Ellas se expresan de la forma

siguiente:

SAP: Decimos que F satisface SAPsi dado cualquier par de conjuntos

cerrados y disjuntos A, B en X existe un elemento a pertene­
Ï'n ’

ciente a F tal que -a es positivo en todo orden de A y —aes

negativo en todo orden de B.

"YWAP:IBcimos que F satisface «APsi dado cualquier conjunto cerrado

A en XF y un orden P que no pertenece a A, existe un elemento
a perteneciente a F tal que -a es positivo en todo orden de

A y a pertenece a P.

Observamos que SAP implica claramente WAP,a­

demas si F es un cuerpo con uno o dos ordenes trivialmente satisface

SAP(porlo tanto Q satisface SAP, lo mismoR, toda clausura real, to­

do cuerpo euclideano, etc). En general la clase de los cuerpos satis­
faciendo SAPes amplia comolo veremos en el capitulo III.

9

De otro lado en (8) Elman y Lam han definido
para cuerpos pitagóricos reales la"¿ropiedad de Hasse-Minkowski",
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"'\la que denotarenos con ni? y se expresa comosigue:

IiIH Encimosque un cuerpo pitagórico real F satisface EÉPsi toda for­

macuadrática totalmente indefinida es isótropa.

En (8) Elman y Lam han demostrado que SAP y WAPson equiva­

lentes sobre un cuerpo formalmente real, si ademases pitagórico entonces

SAP, WAPy EE? son equivalentes (teor. 5.3 (8)). En (17) A. Prestel ha
Gefinido la propiedad de Easseéüinkowski débil para un cuerpo formalmen­

te real, introduciendo el concepto de forma cuadrática debilmente isótro­

pa y demostrado que SAPy DIP débil) son equivalentes si F es formalmen­

te real (Satz 3.1). Prestel utiliza en este trabajo la teoria de valuacio­
nes y ordenes cuadráticos para demostrar la equivalencia mencionaday ca­

racteriza un cuerpo satisfaciendo SAPpor la siguiente propiedad:

"Para toda valuación v: F--—-1> G con grupo abeliano ordenado G y cuer­

po residual F formalmente real es o( G/20)5-2 y si o(G/20)=2 en.v
tonces P tiene un único ordefl' .v

sRecientemente en (9) Rosenberg y Ware han ¿emostrado la c­

¡4.quivalenc a de SAP, EAPy HXP(débil) sobre un cuerpo f rmalmente real de

manera más simplificada que A. Prestel y Elman 4Lam(en realidad han demos­

trado con mayorgeneralidad, sobre un anillo semi-local conezo). Esta ver­

sión de Rosenberg y'Ware depende unicamente de propiedades básicas de WF).

También en '16) Elman , Lamy Fiestel demuestran estas equivalencias en

forma implícita, pero la demostración depende de resultados mas complejos

que los usados por Rosenberg y Ware.

Definición 2.1: Una forma cuadrática f sobre F es llamada ser estable­

mente isótropa( o debilmente isótrcpa) si existe un ¡méIT tal que la for­

"a. nf: fJ.f1....J.f ( mveces) es isótropa.
\

Por ejemplo sobre Q , ('1,-2 )> es anisótropa y establemen­
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te isótropa.

De1a definición tenemos que f=(a1 , ... , a > es esta­n

blemen+eisótropa si y solo si existen x1 , ... , x no nulos a la vez,n
donde cada x, es suma de m cuadrados con m 6 H vcrificandose cue:

1 - ­

a +..+aI :0
1x1 ° n n

Si F es pitagórico , esto demuestra que establemente isótropa e isótro­

pa coinciden
En vista a esta definición tenemos:

BHP(débil): Un cuerpo F real satisface la prepiedad de HasseéüinKOWSki
si toda forma cuadrática totalmente indefinida sobre F es

establemente isótropa.

Delo observado anteriormente se sigue que las equivalencias

SAP, WAPy HHPpara un cuerpo formalmente real probadas en (9),(l}) y (16)

implican comocaso particular las equivalencias probadas por Elmany Lam

en (8).
En el presente capítulo, siguiendo las lineas trazadas por'

Rosenberg y Ware en (9), extendemos las equivalencias de SAP, WAPy EÉP

sobre un cuerpo_real a otras, parte de las cuales han sido demostradas

por Elman y Lamen (8) sobre 1a hipótesis de formalmente real y pitagó­

rico. Obtenemosasi una versión estable de (8) caracterizando los cuer­

pos satisfaciendo SAPpor medio de formas cuadráticas, lo que sumadoa

la caracterización de A. Prestel por valuaciones, permite tener una am­

plia información sobre estos importantes cuerpos.

En lo que sigue no referiremos a EMPen su versión débil

y consideramos el siguiente teorema central



Teorema 1.- Dado :

1)

2)

3)

4)

5)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

.1 formalmentereal, son equivalentes:

SAP

WAP
A
B es cerrado por 1ntersecciones finitas

A

Todo abierto-cerrado en XF pertenece a BA
B es una base de la. topología de KF
Et?

Para toda. n-foma. de Pfister 1’, existe un méÏ‘Ïy aefi‘ tal que
2m+z'1-1<4 a>> .

n-foma de Pflster es estaolemente llgada. a 2 (1)

m
2 f "“=

Toda.

Pfister son establemente ligadas .Todo par de n-fomas de

Toda.forma.cuadrática totalmente indefinida de dimensión 4 es estable­

mente isótropa.

Toda foma. cuaclrática de dimensión 4 y determinante -1 es estableman­

te isótropa.

Toda. forma. < 1, a , b , —a.b> es establemente isótropa.

Toda foma cuadrática. temarie. representa establemente su determinante.

rE‘oda.foma. cuadrática de dimensión impar representa. establemente su 6e­

terminante.

Toda.foma cuadrática de dimensión par y determinante —1 es estable­

ment‘eisótropa.

Todo orden cuadrático sobre F es un orden.

Toda.2-fom.a de Pfister es establemente ligada a. 4(1> .
Existe m entero positivo impar tal que toda forma.cuadrática. de dimen­

sión m representa. establemente su determinante.

Demostración: la. realizaremos a; lo largo de las proposiciones siguientes:
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Proposición 1.- Para .«‘formalmente real son equivalentes:

1) SAP
A

3) B es cerrado por intersecciones finitas.
A

4) Todo abierto-cerrado en IF pertenece a. 3 .
Dora.- (1) -‘7 (4). Sea, Y abierto-cerrado, luego Y , En - Y son cerra­' ­
(los disjuntos en X11, entonces existe a6 F tal que para. todo orden

.l

PÉY es -aél’ y para todo P6 XD—Y es ael’, luego Y=‘.-‘l(a).

—->(1). “unonrpnos darlo A y B Cerrados disjtm‘tos en X , tomo G'e B,' F

luego por normalidad en espacios compactos existe Ol , O2 abiertos en

XT1 , disjuntos, con (7€ 0l y A _C__02. ComoO1 es reunión de con­1

juntos de la. foma ‘.'f(al)n n ‘.'¡(a.r) que son abiertos y cerrados en­

tonces por hipótesis Ol es reunión de conjmtos de la. forma. 17(3),“¿116­

¿go existe un ase B: tal que (Te '\’-ï(a: )c_; O:L y ‘-.'¡(aG.)nA= fií

de donde B es cubierto por la. reunión «le conjuntos ‘i‘í(a5—),C‘éB ,

y por compacidadexiste un númerofinito de ellos tal que: B=‘.'!(al)u...

U ‘.‘I(a.n). Tomando complemento. ¡{F- "B= ‘-.'í(-al)n .. . n ’.’.’(—an)' =‘¡Ï(b) por

hipótesis, de donde .2: '=.'-¡'(—b), entonces si P6 B es bé? y si PGA

es -béP, esto es, bE'ï? separa A y B.

(4) —7*r(3) ‘.'í(al)n ...n‘v'¡(an) es de la fox: Tí(b) por hipótesis.

(3) e . SupongamosY abierto-cerrado en XF , entonces XF—Y=\:}Oi

donde cada. 0_ es intersección de 1a. forma ‘¿¡(a.1)n ...n ï¡(a ), por (3)i n
cada. uno de ellos es do la foma \’¡(a.), luego Xn-Y=U “‘¡(a) ISF,co—

Í ¿IL-I

moXP-Yes cerrarlo, por compacidad.existen ‘01,...,bn tales que:

¡CF-Y= W(bl)u “.QU'I'¡(bn) de donde Y= 1'í(-—bl)n ...n I'M-bn) , luego

Y: 17(3) por hipótesis.
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Proposición 2.- Para F formalmentereal son equivalentes:

A
(5) B es una. base de la topología de IP .I

Dem-(5) -> Sea .11cerrado y afin, luego XF-A=u 1¡[(a) ’ I e lï‘,“¿I
existe b e I tal que a'e W(b) y W(b)(‘A= fi .Luego G' y A son sepa­

rados por bé É.
(2)-9 (5). Si todo cerrado se separa de un funto de X que no le per­F

tenece, tono A abierto, entonces para todo Pe.A existe W(aP) tal que

Pe 17(3? ) y map)“ XF—A=75 , de donde A: [EJ v¡(aP) , entonces _B
es una base.

En proposición 3 y 4 la demostración corresponde a la da­

da por Rosenberg y Ware en (9) con las modificaciones que se siguen de

nuestra hipótesis sobre F.

Proposición 3.- Para F formalmentereal son equivalentes:

(1) SAP

127,31)II-.­
O

(7) Para toda n-forma de Pfister existe un meafiy a(;F tales que
m m+n. -l
f‘: 2 4:ai>.

. .. , _ n(8) Toda n-forma mePIister es cstaolenente ligada a 2 <1.)

N

(9) Cualquier par de n-formas de Pfister son establemente ligadas.

Dem.- (1)*? (2) . Obvio.

(2) —> (1). Supongamos que B es una base de la topología de XF por
prop. 2 , demostraremesque B es cerrado por intersecciones finifas,

de lo que concluimos por prop. l, considero Y: W(aï)(1 ... r\W(an)
que es abierto-cerrado, luego Y=LJ W(b) ; ISEÉ pues B es base,bel

por compacidad Y=W(b1)u ...LJW(br). Podemosescribir:
n ¡“I o

= y." 1 = er( l

Y (ai) u‘ foi) ai, bie 1"i- ‘3­ ’

donde si es necesario repetimos alguno de los W(ai) o W(bi).Defino:
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f t: <<—a1, ooo, —an>> y g: , ooo

Luego:

Si P e Y , entonces P(-9.1, ) = 1, e i=l,...,n . De donde ï>(f)= 2n
Tambiénsi PEYexiste bi tal que P(b_)=-l. Dedonde 0

Si' P XFÏI entonces existe aj tal que P ¿ ‘.'¡(aj), luego P(-aj) =-1
de donde P(f) = o .

También si P e xm- Y: ¡{1 W(—bi), entonces P({_ï)=2n
* 1:1

En consecuencia:

n , .h = f .L g y 2 . < 1 > satisfacen las hipoteSis de co­

rolazio a proposición 1, cap. I , entonces existe mé I-I tal que

.. _ -l
2r"+v1<1 > J- 2m+n H

m rv2 h

Entonces :

m m . . ‘2 f .l. 2 {5 es isótropa, luego existe a, € F tal que —a es re ­
m m

presentado por 2 f ¡r a es representado por 2 g. Supongamosque
m - m+n ,r

2 f = (Cl, 02,009,62n+m> , comoP ) = 2 ‘T' Y
, n+m ‘ _

es luego P(ci ) = l , i:1,...,2 , ae dondenecesariamente es
. 2 2

P(-a) =1 desde que -a. = cl x1 + .u + c , I 6 P, luego

P(a.) =-l ’f P6Y yanalogamente P(a) 1 :v" PG XF — Y, es­

to es, Y=*W(a) .

(1) ,_:, (7): Considero f = ¿(al , “o , en)> n-forma de Pfister y
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)U ...U'-:'(a) , luego 1’(f)=0 VPeY y P(f)=2 «L PeXn-Y

Corzo P satisface Ekïl’, entonces por prop. 1 , existe 1m ael" tal que

._ ' . n o ‘ . . o . .Y: ‘-.,’(a.), en consecuenua f y 2 (< 3)) sa‘tlsfacen las hapotesas ce

1 _ _. ¿ m A, vam-1coro_. a prop. 3., cae. I , luego CLlSUGun meN tal que 2 f = 2 (La)

(7)—>(8). clero hace que decia.f n-forma de I’Í‘ister existe me}! tal
' 1 r:+n m+n—l

2 (1,3.) y 2 (1)? 2 (1,1) , lo que significa

_ue 2 (2.) y f estan establemente ligadas.

(8) a (9). animamos f, 5 (‘zosn-zí‘ormasde Pfister, por (8) existen ele­

' L
mentos a, b, c, de? r ntneros naturales m, a31 como (mm-l)—forma

de Pfister G v m'+n—1-forma de Pf:¡_ster""¡'lteles nue:d ...

. V m+n, , m' ,._... . ,2f’—.¿1,a>®G ; 2 <1)"='<l,b>®G 52g"=’<1,c>ü9‘;2 <1)

- 11". .+ .
Corzopara todo PC-XF es P(2n r1(1) )= 2P1P entonces

- —- - - . _-+- - ¿+21­
P( <1,b>®-3 )=?(<l,b) )P (G): P (2"Tn<1'> )= 2m n entonces 1>(r:,)=2"1 1

m+n-l . . . .Luego G y 2 <1) , seua-facer: las hzlrotems de corol. a. prop. 1,cap. I,

entonces existe un k entero positivo tal que:

D'+n +k’-11-: 2' +k-1 k',_.
Z 2 m <1) y 2 n ":4 2 <1)2 G

para un k'entero positivo, r‘zedonde resulta que:

2m+k+m'+k'f y I2m+k+m'+k'g

son ligadas, pues:
. N 21+???+‘ " k m'+ k', NDe2flf=<l,a)®G setieneZ “f"='¿1,a)2 G.2 <1) =

r."k' m+n+k-1 m'+ n +k+k'+n—1
l, a) 2 T ‘ 2 "=’ 2 (1,3.) y en forma. analoga

'_.. .+lr.' —l
g ,\=, 2m+m+ïc +n (1,1)).'+k+EE
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(9)» (l) . Por proposición 1 bastará demostrar que si tomoY: 3'¡(a,1)n...

n 17(ar) existe .251" tal que Y: 37(3).
i | n

Sea f =<<-a1 , con , ‘a-n>> .Y = 2
por hipótesis existe un entero positivo m y una. (nm-1)-forma de

Pfister G asi comoelementos b,c él" tales que:

2%: <1,b>ec y 2’“g <1.c>®G = 2m+n<1>

de aqui que peratoda P de XFes} (G): 2m.n
luego:

e PE Y es 'ïJ (2%)= 2m+n

=o=Pe ¡{F-Y es'15(2mr) = o

lo que implica. P(b)=1 54‘ Pe Y y P(b)=—1 J} P e g-Y
es decir Y='¡¡(-‘o) .

Proposición 4.- Para. F fomalmente real son equivalentes:

(1) SAP .

(6) Iii? L

Demostración.-(1) . Sea.f forma.cuadrática totalmente indefini­
da. sobre F, de dimensión n , demostraremos que F es establemente i­

'_Lso "ropa. .

Comolï’(f)l (n #- Pé XF entonces los posibles valo­
res de son -n+2 ,-n+4, ..., n-4,n-—2. Deáqui definimos:

yk .= í Pe XF tales que ’P(f) = -n +21: } k=1,...,n—1

luego Yk es una. partición de XF (aunque algunos podrian ser vacíos) ,

observamos también que Yk es pre-imagen por f : KF -———>Z del pun­

to -n+2k , por lo tanto Yk es abierto y cerrado y comoF satisface

SAP, por prop. 1 tenemos que existen b1,...,bn—2 F tales que:
W = ' 7 = .... Y! = I .,;»¡(b1)Y1 M002) Yluïzs s (bn_2) Yluqu uYn_2 ,

sea. g =<b1,...,bn_2> y P e Yk con 1 S k5 n-2 ,, entonces co­
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mo Yk g W('bk) , W(bk+l) , ... , 37(bn-2) y es disjunto de W(b1) ,... ,

‘.-'I(1:>k_1) se tiene que:

'13 (g) = (k-l) — (n—2—k+l) = —n + 2k :Ï’ (f) 1 s kSn-2

Si P6 Yn 1 al ser distmto de todos los ‘.‘¡(bi) resulta. =n—2=-1;(1"),

en consecuencia f,g verifican las hipótesis de corel. a prop. 1 , cap. I ,

. m N m mpor tanto ezuste men tal que: 2 f = 2 g‘L 2 H

m .luego 2 f es is tropa. y f esteblemente isotropa.

Reciprocamente: Supongamosque F verifica. RIP, considero a,b€ F y proba­

u a A
remos que ".'l(a)n‘-.‘í(b)= Vl(c) para ceF , en consecuencia B es ce­

rrado por intersecciones finitas, y por prop. 1 J F satisface SAP,

Sea.f=(—1, a , b, ab) a1 ser totalmente indefinida.

. . m , , m m
enste 1m mEH tal que 2 f es isotropa , luego 2 <-—1>__\_2 < a,b, ab)

m>¡ es isótropa, podemostomar tel" tal que -t sea representado
n m .

por 2 (-1) y t representado. por 2 ( a,b, ab) o Observamoeque

_ mt es totalmente positivo y de otro lado al ser representado por 2 <a>_i_
m ° . ' m

< b)®2 < 1,3.) existen s, V’c ' con t=s+v , s representado por 2 < a)

m ' - a o
y v representado por < b)® 2 < 1,3.) . Esto ultimo implica. que v=bc

LA

donde c es representaío por 2 <1,a> , entonces:
m

11(5)=‘.’¡(a) desde que s: ex con x suma de 2 cuadrados

m

W c)g‘-.‘¡(a.) desde que c= xl + ax2 con Xi suma de 2 cuadrados

de donde si Péïl(c) es -c¿-P , luego —x1-ax2e P , y como x1 e P

ijesu'lta -—a12€P (le donde —a.&P y Pe W(a).
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\._z
Ahora suponga-¡nos que P6 '.'.-'(c see. tal que P(b)= + 1 , entonces 37(0)

contenido en W(a.) implica que P(bc)= -1= P(a.) , de aqui como t=s+v=s+bo

y P€W(a)="¡(s) es -seP, -bceP,, desde que esto significa -t€-P ,

se tiene que P(t) =-1 lo que es contrario a. t totalmente positivo.

En consecuencia si Pe ‘.’Í(c) es P(b) =—lentonces 37(0)g E'I(a,)n‘.‘¡(b). De otro

lado como W(a.)53(5) si torno Pe ‘.-'í(a,)n W(b) entonces -s €-P y usando

t=s+v resulta P(v)=l de a'qui que P(c)=—l y '-.‘¡(a.)(\".'í(b)_c_:_'.'¡(c) .

Proposición 5.- Son equivalentes para un cuerpo F formalmente real

r- - . 4. - 217) roda 2-forma. de Pfister es establemenue ligada. a. 2 < l) .

' m D ' 4. .L - n8) ¿oda n-forma de -fisuer es es hablementeligada. a. 2 (l) .

Dem-Probaremos en primer término que 17) implica que todo par de 2-Í‘or­

mas de Pfister son establemente ligadas. Supongamosf, g 2-formas de Pfis­
. . 2

ter, como Í‘ es establomente ligada. a 2 <1) (análogo para entonces
n O

2 f": h «a.» a (:F , h n+l-Pfister n e II
n+2 N ‘

2 <1) = h «b» b e F

2mg9' w «e» c e F , w m+l-Pfister me N

2n+2< 1) 2’ w<'< 41)) d r; iv

n+2 2 +1
Si rexF es Ï’(hÏ¿<b>))=Ï> ( 2 <1))= 2n+

+1 . .dc donde obtenemos que h y 2n < l > satisfacen las hipotesrm de co­

entonces =2n

rol. a prop. 1, cap. I , por lo que existe un entero keN tal que
k ' k' k' . 1'

21,11112 +nT1<1> y analegesnente 2 w 2' 2 +n +<1>
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Ahora:

2n-r “é h('<a)>1uego 2k+k'+m<1) . 2%”; 2km,+m h «a» de donde

2131+n + k +3; r: <<a)>2n + n + k + k'+ l <1) y analogamente:

2m+n+k+kág «b»2m+n+k +k'+l <1)

entonces Í‘ y g son estzzblemente ligadas.

Demostraremos entonces por inducción que 17) implica 8)

si n=2 es justamente 1a. hipótesis. Supongamosválido el enunciado pa ­

ra 2 É m- y c‘emostraremosque toda m+1- forma. de Pfister es estable­

m+1
mente ligada. a 2 <1). Sea. f una. m-i-l-forma.de Pfister, escribo f: g<(a))

con g raw-formade Pfister la. que por hipótesis inductiva. es establemen­

_ m . _ J(7 ,4 .
te ligada. a 2 <1) , entonces asuste te}? tal que 2 g = h<<b>7 y

t'i'u . t ,V t+h+12 r'21)?!11449), luego 21“: h(<a,b)) y 2 n <1>”= h<<1,c>>

pero <za,b)) :¡{¿1,c)> son establemente ligadas por lo ya denostradoJ

luego existe re}? tal que 2r<'<'a,,15)>"=’ 1" ((1)) y 2r {(1,0)} “2’ÏL

bl <<y» , entonces: 2r+tf "Z hhl (<1 >>
r+t+m+l Ñ _ _

2 (1) = hhl <<5’)>
m+1 ,

de donde concluimos que f y 2 < 1> son establemente ligadas. La re­

cíproca. es trivial. o

Proposición 6.- Para un cuerpo F formalmente real son equivalentes:

6) mr?

10) Toda.totalmente indefinida. forma cuadrática. de dimensión 4 es esta.­

bl emente isótropa.

¡.1 m.
V

’

Toda forma. < l, a. , ‘o, -a.b > es establemente isótropa.
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Demostración.— (6) -? (10) obvio . (lO)'—>(12) inmediato desde que

< l, a, b, ¿ab > es totalmente indefinida. Luego hasta demostrar

que (12) implica. (6) pero por proposiciones 4, 5 y 3 ya. denostradas

bastará. demostrar que 12) implica que toda. 2-forma de Pfister es es­

tablemente ligada. a 4< l).

Considero ¿(a,b>> 2-Pfister , observemos que le.

forma. <1, -a.,-b,-ab > es eetablemente isótropa por hipótesis, lo

que es equivalente a decir que (-1 , a,b, ab > es establemente isó­

tropa, entonces existe u: k entero positivo tal que 2k(—l,a,b,ab> es
isótropa, luego 2k<1> y 2k (3,2), ab > representan un elemento

ï

comúny con ras qazón 25(1,l,l) y 2k < a,b,ab>representan un

que denoteaos con cel? , llamemos f=((l,l)>¡.1elemento en común a
1,

y g: ((3,13)), entonces c e DW( 2 ‘g') luego por tevr. 2.6 de
[2] existe dé tal que :

2k<<a, b>>-”=‘2k a c,d>>

y analoganente usando que céDF ( 2kf') se tiene que existe e 6}?T
tel que:

2k f e 2k<< c, e>>

de donderesulta g<<a,b>> y ((1,1)) establemente ligadas;

Proposición 7.- Para. F cuerpo formalmente real son equivalentes:

12) <l,a,b,—ab > es establemente isótropa
l3)To:1a foma. temaria representa. establemente su determinante

14)’Eodafoma de dimensión impar representa establemente su determi­
nante.

15)Toda foma de dimensión par ¿r determinanate '-—l es establemente

isótropa.
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Demostración.— 12) fi 13) . Sea. (a, b, c > forma ternaria. con d=abc

entonces < a, b , c, -c‘. > es forma dc dimensión 4 totalmente in­

definida. y luego por 12) (mejor dicho por(10) que es su equivalente)

resulta < a, b , c, ¿d ) establemente isótropa, 1Llegoexiste men
m . .

tal que 2 < a,b,c,—d > es isótropa, entonces ensten Ja, X2, x3
n á a n

y xl1 sumas de 2 Gua-(7.38.5108,no nulos a. la vez los Ii , V8rlfl­
Y

cando:

sus +-bx + CI = dx (°)
- 2 3 4 Fl

Si 14:0 , comoalgm x. es diferente de cero resulta. 2“ <a,b,c>1

isótropa, , lueg uni'ersal y entonces representa. en particular d ,

en caso contrario, comolas sumas de 2m cuadrados forman un grupo

multiplicativo en-I'IT,podemos despejar d de (°) y obtenemos qu

2m<a,b,c> representa. a d.

13)a—->12). Considero < 1,a',b> forma. ternería, entonces existe méN

tal que m < l,a,h> representa. ab , luego existen xl, x2 , x3 no
nulos a. 1a vez sumas de m ctmclrezlos tales que:

Jr +25: +137:eab=0
'1 2 3

pero el coeficiente l de -a.b puede verse como suma le m cuadrados

luego m < 1,a,b,-—a‘o> os isótropa para. toda efe ,

13) -—>14). Suponganos g'=< 211,...,a.11 > con. n imper, probaremos
por inducción sobre n . Si n=3 0° nuestra. hilóótesis, supongamos

verdadero cl enunciado para m imnares tales que 3 S m < u , con­a.

sidero < a3,...,an > por hipótesis inductiva.existe mle N tal
a r3 ' Q v _ar_ ¡P

que ml<a3,.,.,un> _ (asa/É ...dn , 04,...,br> . 1.111.213€tambien
. . ' . (1’
un 11.26-II tal que m2< al, 3.2 , a3...an> — (arman , 02,...,ck>



luego :

N N
n1¿al , a2 ,... , an>— m1< al , a2) _\_ m1< a3,...,...n> _ rrï-<al,a2>

.1. < a3...an, b4,.o.,br > , de donde ml<a1,a2,...,an> “:1(a1,a2,a3...an,d4,

“nds > . sumando m? veces ambos miembros obtenemos que:
JV 5.:

man (al, ... ,an) = m2< al, a2, a3...an>i_¡_m2< 6.4,...) = (al...an ,

c2,...,ck> _\_.312< (14,... > , es decir que (al,...,an > repre­
senta establemente su determinante.

14) --> 13) obvio

14) -—>15). See. g =(a1,...,an> con n par y determinante —1,de­
mostraremos que g es establemente isótropa. Si n=2 inmediato pues g es

un plano hiperbólioo, supongamosentonces que n24 . Observamos que de
NN " .‘NI ' e Ï ' _ n_2 NL.)=< al)(1, ala2,...,alan>=¿al> g J det(g )_a.l det(5) , como
n-2 es par entonces c13t<g= cet 5'), en consecuencia bastará demostrar

I‘ = i o.» I, ooo :­paaf<1,b2, flan) con.) bn 12

Como<b2,...,b > tiene dimensión impar entonces porn
hipótesis representa establemente a -1 , existe luego mEN tal que

m<b2,...,b > representa a —1,entonces podemosencontrar xi sumasn
de m cuadrados tales que 1 + b x + ... + b x = O es decir2 2 n n

que m '<1, 132,.l..,b.'1 > es isótropa.
15) o; 12) obvio.

Observemosque 1a. equivalencia entre 11) y 12) es in­

media-ta.desde que si f=<a,b,c,d> con determinante -1 entonces pue­

do escribirlo. como f 2' (a) <1, x , y, —zy> . También supongamosque

18) se Verifica , demostraremos que entonces 13) se cumple; pues tomo la

foma(1,a;b > y veamosque representa establomente a ab, si el Im

de 1a. hipótesis es 12:3 , no hay nada que probar, asi que supongamos que
O
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el n (le la hipótesis es ray-orque 3, considero f1 =<a,b,l>_L< l,...,l)
de dimensión m , luego existe unlcelïtal que kfl representa ab , po­

demosencontrar Ii suma.de k cuadrados verificando le. relación

ï + a: + bx + x + ... + x3 = ab1 2 3 4

pero en esta expresión 11 + x4 + ... + Im es suma de r=k(m-2) cua­

drados, completando con ceros puede verse también x2 y x3 como sumas
de r cuadrados y entonces r<1,a,b> representa. ab .

Para completar la demostración del teorema central nos res­

ta probar la equivalencia de 16) con alamo de los otros enunciados, esta

equivalencia permitirá. unificar los resultados ya probados y que caracte­

rizan por medio de fomas cuadráticas un cuerpo real verificando SAP, con

los resultados de A. Prestel, obtenidos por teoría de valuaciones y orde­

nes cuadráticos, al res; ecto puede consultarse (4] y [1?] .

Usaremos el siguiente lema debido a. Prestel.

Lema;Una foma cuadrática sobre F es esta‘olemente isótropa si y solo si

es indefinida. respecto de todos los ordenes cuadráticos de F.

Proposici6n8.— Sobre un cuerpo F formalmente real son equivalentes:

12) < l, a , “o, —a‘s> es esteblemente isótropa

16) Todo orden cuadrático en 14‘es un orden.

Dem.—12) +16) si existe un orden cuadrático P que no es orden, enton­

ces existen a,b€P tales que ab (1;?, luego la forma(1,a.,b, -a.'b> es
definida respecto de P y por el lema.concluimos.

16) fi 12) si todo orden cuarlrático es un orden entonces por el lema.

F satisface 13:?y luego<1,a,b,-—a'o> es establemente isótropa por lo

ya. demostrado .



C A P I T U L O III

EJEIPLOS Y APLICAC OÏBS A CUERPOS PITAGORICOS

En este capítulo aplicaremos las diversas caracteriza­

ciones que tiene un cuerpo verificando SAP al estudio de las extensio­

nes de cuerpos pitagóricos, princip° mente dentro de la clausura alge­

braica del cuerpo racional Q, donde se tiene la importante propiedad de

que toda extensión real de Q satisface SAP. Tambiénrealizamos algunas

construcciones que ayudana clarificar la estructura de los cuerpos sa­

tisfaciendo esta propiedad, tanto pitagóricos comono pitagóricos. Como

ejemplo importante obtenemosinformación sobre la cápsula pita5órica

de Q, la que denotaremos con Q it .p

n relación al problema de determinar extensiones pi­

tagóricas de Qnit ‘enostramos prop. 7 , la cual aplicamos también
a caracterizar los cuerpos pitagóricos hereditarios comosuperpitágóri­

cos, quedandoentonces caracterizados dentro de la clausura algebraica

de Q cono pitagóricos reales con a lo sumo dos ordenes . También nos in­

teresamos en las extensiones "preservativas" , esto es, si K/F es exten­

sión de cuerpos con U(K/F)=0 . ¿En que condiciones las formas anisótro­

pas sehr F permanecen anisótropas sobre K? . Roger Ware demostró en

( ll ) que si F es pitagórico real verificando SAPentonces para toda

extensión Ï/F con W(K/F)=O las formas anisótropas sobre F se preservan

a K. En esta sección demostramos el reciwoco de este resultado de Ware,
estableciendo asi una condición necesaria y suficiente para que un cuer­

Mérieo real verifique SAP.ono pita



¿roposición 1.- Todo cuerpo con a lo sumotres ordenes satisface SAP

Dem: En caso de que F posea uno o dos ordenes es inmediato de la de­

P y P sean todos los diferentes orde­2

nes de F , consideremos A={.%Lk , B= i P2,P3% , luego:

P Á P implica que existe a<áF tal que —ae P , a e P v1 2 1 2 ‘

a e P3 o —ae P3 .Eliminemos a 6 P3 pues sino concluimos.

Pl ¡é P3 implica. que existe b e F tal que -b e P1 , beP3 y

b e P2 o —b e P2 .Elirinamos bEiPZ por la razón anterior.

Definimos c= -ab y obtenemos -c e P1 , c e P2 y c e P3

en consecuencia c separa los cerrados A y B , luego por definición
F verifica SAP.

Por ejemplo: Toda clausura real, todo cuerpo euclideano,
ñ1, R: cuerpo de los números reales , etc , al tener un único orden, ana­

1

logamente R(( t )) , Q ( 2B ) por tener dos ordenes unicamente.

Otros ejemplos:

a) R ((t1))((t2)) no satisface SAP puesto que 1a forma < 1,t1,t2,—t1t2)

no es establemente isótropa (usar que es cuerpo local ).

b) Q(X) no verifica S! : Para ver esto usaremos la caracterización de

A. Prestel mencionadaen la introducción al gay. II.

Sea Ï(K) = X? —2 , al ser irreducible sobre Q define

en 1a forma-ordinaria una valuación sobre Q(X) cuyo cuerpo residual
.1.

es Q( 2”) formalmente real y con dos ordenes, lo que es contrario a

la suposición de que Q(X) verifique SAP, desde que ella implicaría que
1_ .

Q( 2” ) tiene un único orden .



c) B(X) verifice SAP desde que R es trivialmente,euclideano here­
I .

¿ltarlo , ver Teor. I de (16), aun mas, toda extensión finita y real

de R(K) verifica SAP (idem).

d) Cbservemos sin embargo que R(X,Y) no verifica o¿D desde que

la forma cuadrática (Él, X , Y, —XY)' no es establemente isótropa

fiiesde que n < 1, X!) y n <1, —X> son anisótropasf-para todo n

entero positivo- sobre R(K))u

La siguiente proposición muestra una clase impor­

tante de cuerpos verificando SAP. .

Prooosición 2.- Tode extensión algebraica y real de Qverifica SAP.
302.- Considero E/Q extensión algebraica y real de Q, por 16) de

teorema l , cap. II , hasta demostrar que toño orden cuadrático so­

bre F es un orden, pero por prop 3nb, cap. I , ello resultará de

demostrar que todo orden cuadrátlco es arquimeüiano.

Sea P un orden cuadrático sobre F, sea ae F
2 m

y supongamos que l < a , luego l < a < a < ... < a < ...
. ., m ..

yor apllca01on d 1) en pag. 9 . Luego: 0 < l/a é 1. 4% stan .

en Q tales que :C) omo ezieten c c cu o, l ’ OOO’

n n-la. +03 + ooo +0 = 0
1 o

entonces:
a = "'(c + ooo+ C )‘ n-l o

de dondeí i
at< c . 1 a É c, 1< k‘ZI n-l-1 / l s l 1|

OSiS n-l (>SiS n-l

para cierto k natural, luego P es arquimediano.
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En Q /Q , donde Q denota la clausura algebraica

de Q nos interesa tener información de los cuerpos pitagóricos y super­
pitagóricos . En relación a ello tenemosen forza inmediata el siguiente

resultado que se sigue de corol. 4.8 de (8) y la proposición anterior.

Proposición 3.- Todo superpitagórico en Q/Q tiene a lo sumocuatro cla­

ses cuadradas y dos ordenes.

Observenos que en general un cuerpo superpitagórico pue­

de tener muchasclases cuadradas, Por ejemplo R((t1))...((t )) es susn
. , . n+l , n .perpitagorico con 2 clases cuadradas y 2 orcenes.

A continuación enunciamos un resultado de T.Y. Lam ,el

cual aplicaremos repetidas veces en esta parte y cuya demostración pue­

de verse en cap. Vïï de (1) , apendice .

Teorema: Sea F una extensión normal de un cuerpo de números algebraicos .

Si K es una extensión finita y propia de F entonces K tiene infinitas cla­
ses cuadradas.

Resulta asi que todo cuerpo de números algebraicos(ex­

tensión de grado finito de Q) tiene infinitas clases Cuadradas.
Si F es un cuerpo formalmente real, X su espacio deF

ordenes, observamos que W(—ab)=W(—a)A W(—b) (diferencia simétrica),

de donde resulta que la subbase de la topología de XF con la diferen­

cia simétrica forma un subgrupo del grupo de partes de XF . Si defini­
mos f(a) = W(—a)para todo a.€É obtenemos un isomorfismo del grupo co­

ciente Ï / Z_Í2 con ( 5 ,A) puesto que: f(a) = fi es equivalen­

te_a decir que a es totalmente positivo . Comoconsecuencia de esto
demostramosla siguiente proposición:

Proposición 5.- Si F es cuerpo pitagórico real entonces; F tiene infi­
nitos ordenes si y solo si F tiene infinitas clases cuadradas.



Dem.—Si F pitegórico real con infinitas clases cuadradas, comoZÏFZ =

-F2 se tiene que B es infinito por la argumentación precedente. Reci­

procamehte , si F tiene un númerofinito de clases cuadradas entonces

tiene un número finito de ordenes desde que todo orden P sobre F es
5

un subgrupo multiplicativo de F conteniendo a F .

De lo visto anteriormente tenemos:

Proposición 6.­

a) Q _t es una extensión galoasiana infinita de Q.Pl

b) Q _t tiene infinitos ordenes e infinitas clases cuadradas.ni

c) Q .t no posee extensiones superpitagóricas de grado finito.\,1
d) Si F es superpitagórico en Q /Q, entonCes F no es extensión normal

de Q ni admite subextensicnes de codimensión finita y normales sobre Q.

Dem.- Q it /Q es infinita desde que Q no es pitagórico . Tomemoshp
una Q-inmersión de Q .-pit
rico, entonces Qpit€5.h(Qnit) y operando con h obtenemos h(Q

Qpit ,-de donderesulta la normalidad.

en la , luego h( Qpit ) es también pitagó­
)=nit

¡J
«Vl,' no pertenece a Q ,pib) Qnit es un cuerpo real, en consecuencia (-1) t

u

luego K: (-1)É es extensión propia de Qpit que por (a) es exten­Q .pit
sión normal de Q, luego por el teorema de Lam, K tiene infinitas clases

cuadradas, pero esto implica que Q _ tiene infinitas clases cuadra ­pit
das y por prop.5 Q .t tiene infinitos ordenes.pl
c) Supongamosque F es una extensión de grado finito de qm]:t , si F=

Q _t o si F es extensión finita propia, por b) y teorema de Lamre ­D1 '

sulta F con infinitas clases cuadradas, luego por prop.3 , F no pue ­
de ser superpitay'rico.)
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1-.

d) Si F es supcrpitacórico entonces (-1)“ no pertenece a F, por

ser F real, luego si F/Q fuese normal por teor. de Lam, F tenñria in­

finitas clases cuadradas lo que es falso por proposición 3.

A continuación demostraremosque la capsula pitagórica de

Q admite extensiones de grado finito no pitagóricas . Ello resultará

de la proposición siguiente:
ra

Proposición 7.- Sea F pitagórico real, si para toda extensión F( atu}

real es pitagórica entonces F es superpitagofico o k

Antes de realizar la demostración observemos que en (8) se

define cuerpo superpitegórico involucrando al mismotiempo las propie­
dades pitagórices y de orden del cuerpo definido, ollo origina algu­
nos inconveneientes al estudiar las caracteristicas de estos cuerpos.

Posteriormente en (10) R. Brownha definido cuerpos superordenados
de la forma siguiente:

'Def: Un cuerpo F es superordcnado si para todo H,subgrupo multiplica­

tivo de F, de indice 2, tel que —l¿H , y H QZFZ t es un orden
en F.

Demostreremos que la definición de superpitagórico de Elman y Lamen

(8) es equivalente a pitagórico y superordenaáo. Recordamosque El­

man y Lamdefinen: F es superpitagórico si para todo subgrupo E de

É/Fz con -l ¿IE , existe un orden en F en el cual todos los elemen­
tos de E son positivos. Esto significa equivalentemente que para to­

(lo subgrupo multiplicatiVo E de 5‘ tal que —1e E y E 2 132, existe

un orden P sobre F tal que E 5P.
. .2

Lema: Si H es un subgrupo de F tal que —lqé E y ¿í s; H, entonces

existe un subgrupo G de F tal que EsEG, -1 ¿r6 y G tiene índice 2 .
e
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Consideremos G subgrulno mazimal verificando G .3 H , -1 e? G , cn­

tonces si fuese G U-G ¡Á F tomo xa}, GU -C- y sea 'l‘ el sub­

gr‘po generado por Guzfx} . Asi T D IT. y afirmamos que -l T ,

pues si —1= ... gÏr In entonces:

11:0 no es posible porque -1 45 G
. .2

n par implica xn e ZF s G y entonces -—le G
' . n 2m
Debe ser luego n impar y por tanto: x7. —{1:1 ... g r I e-c
lo que es contrario a la. elección de I . Por la. mazimelidad de G se

. I 1. 'concluye que G tiene entonces inoice 2 en F

Lema,2.- F es supercitagórico si y solo si F es pitagórico y superorde­

Dem.-—Supongamos que I‘1es superordenado y pitagórico. TomemosE subgru­
o . _ .2

o (¡e F tal que —-1@ E y si :2 F , entonces ex1ste un subgrupo P de
. I .. ' . . .J' tal ue -l 4. P , E SP y P. tiene inoice 2 en F, por definición

.e superorienado P resulta. un orden en F . Reciprocamente si F esA

I. . - - _ -2
supcrpitagorico coneidero subgrupo de F conteniendo e. F , —l4: E y

E de índice 2. Por definición de superpitagfirico existe un orden P
. r vconteniendo E 3; por el incace es P=E , luego es un orden y F super­

ordenado.

Demostración de la proposición 7.­

Delo observado en los lemas anteriores bastará probar que

F es superordenedo. Sea H subgrupo de F , verificando -l é H y 1'92
contenido en H, índice de H = 2 , demostraremos que H+HQH.

Si a,béH entonces a+b = b(1 + ¿lb-1 ) , luego bastará con demostrar

que 1+xEH cuandox63.
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_ 2Sl I es un cuadrado en F , entonces 1+ x = 1 + u e H
.1.

Supongamos entonces que :c no es un cuadrado en F , luego UF( xd ) es una.

extensión cuadrática. de F.

Si -1 = )_ ( Ii + yi x¿ ) , luego -1 = u + v2 x puesF es pitagórico,
2 2pero, vx=-(l+'u ) ¿H y 1+u26H ,entonces w=1+u26Hn—E

que es vacio ( desde que —1IéH y H es un subgrupo de indice 2 ). En con­
' 1-.

secuencia F( x2 es formalmentereal. Por hipótesis es luego F( Ig ) pi­
.l. 2 EL 2- L! 2tagórico y por tanto 1 + ( x ) = ( u + v I ) , esto es:

2 21+x=u +vx+2uvx2..2

2 2
de donde es uv=0 y 1+x=u +v x . Ahora:

2Si u=0 entonces 1+x=v I ¿H
2Si v=0 entonces1+x=ueH.

n a I uEn consecuenCia. H es un orden y F superpitagorico.

Regresamos ahora. a la cápsula. pitagórica de Q en Q =

Proposición 8.- Q _t posee extensiones reales de graclo finito y no pitagó­pl
ricas.

Dem.—Por proposición 6 -c , conocernos que Qpi no es superpitagórico ,t
luego aplicando _roposición 7 tenemos que existe 1m a. e Q,.t tal que1. P1 .

Qpit( a“ ) es extensión real no pitagórica .

Resumiendotenemos entonces la. siguiente información a»­

cerca. de Q =pit
Como(¿nit verifica SAPpor proposición 2, ademas es

formalmentereal, entonces satisface las condiciones equivalentes delQpit



-36...

teorema central ( cap. II ) , por ser pitagórico el termino“establemente "

es sunriaido por la observación hecha a la definición de establemente isó­

tropa y por que el concepto de formas de Pfistor ligadas coincide con el

de formas de Pfister establemente ligadas al no tener torsión W(Qpit) .
Tenemosentonces el siguiente teorema: .

Teorema: Sobre Q ,t se verifican todas las siguientes equivalentes condi­
ciones:

l) Q , satisface SAPpit
2) Q _ satisface WAP

pit n
3) Toda n-forna dc Pfister es ligada a 2 (21) .

4) Cualquier par de n-formas de Pfister estan ligadas .

5) Toda forma cuadrátioa de dimensión 4, totalmente indefinida es isótropa.

6) Toda forma cuadrática de dimensión 4 y determinante -l es isótropa.

7) La forma,(1, a, b, -ab ) es isótropa .

8) Toda forma cuadrática ternaria representa su determinante.

9) Toda forma cuadrática de dimensión impar representa su determinante.

10) Toda forma cuadrática de dimensión par y determinante —1es isótropa.

ll) Tono orden cuadrático es un orden.

12) Las clases de álgebras de cuaterniones forman un subgrupo del grupo de

Brauer de Q .pi't

En lo que respecta a sus extensiones Qpit tiene
las siguientes propiedades:

13) Qnit /Q es extensión galoasiana infinita.

14) Q;it no tiene extensiones superpitagóricas de grado finito.
15) QDít tiene infinitos ordenes e infinitas clases cuadradas.
16) Q: tiene extensiones reales de grado finito no pitagóricas,
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ra realizado anteriormente
-¡ .Observación: (12) en el teorema resulta re ( teor. .3 de (8) ) en que se

establece la equivalencia Ge SLPcon el hecho de que LP rlgebras ñe cuater­

niones formen un subgrupo en el grupo ¿e Brauor Ge un pitag'rico real.Esta

equivalencia no es verdaoera en el caso que F sea so amante real comovere­

nos en cl siguiente ejemylo: I

Sea F = Q((t)) el cual conocemosque verifica SAP. Consi­

dero las formas de Pfister f = ((1,1)) y g = <<—2,t)> . Veamosque

f y e no estan ligadas. Sea q: f i¿—1>g , si f,5 ligadas entonces por

( 4.4 , (2) ) el indice de Witt de q será 2 , luego la formaloH9

<1, 1, 1, 2> .L <t><-1, 2)
es isótropa, lo que n'o es verdadero desde nue <1, 1, l, 2) y {-l, 2)

J .v Wan . 4-) 1 16'75 I 'lno‘j 'D 1In CO.Loucu0nC-c— as C‘s.qu e a ¡l’uxrcns C4.“cua­¡..son anisótrooas sobre Q .

terniones no forman subrrupo en el grup ¿e Brauar.

‘c-dn general, dado un cuerpo pitagórico determina lascex­r
tensiones uc sean pitagóricas os un problema importante. En (15) ¿el teo­

.J

o por ejemplo que Qpit posee extensiones de grado par
reales y no pitagóricas . Queoatodavia por consiíerar el caso impar. En re­

lación al problema general Se ha definido el concepto de uerpos pitagóri ­

cos heroditarios, los que en los últimos años han sido objeto de estudio....
detenido, principalmente por B. Becker. En las líneas siguientes usamos...­
proposición 7 para demostrar que ellos constituyen una subfamilia de los ...

cuerpos superpitagóricos.
Def.- Un cuerpo P formalmentereal es llamado pitagórico hereditario si ...

toda extensión real (en la clausura algebraica ) de F es pitagórica.
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Proposición 10.-3i F es pitagórico hereditario entonces es superpitagó­

Dem.- F es pitagórico real, de no ser superpitajórico por.prop. 7 se
siïue que F admite una extensión cuadrática real no pitagórica .

C

En consecuencia los pitagóricos hereditarios en
l, . r . y. . ña ‘ A .Q/Z son pitagoricos con un unico Oluen y dos clases cuadrauas o pita­

óricos con dos ordenes y cuatro clases_ cuadradas. En (14) A. PrestelC'Q

H. Ziegler han definido cuerpos euclidcanos hereditarios comocuer —k1

pos euclideanos( con un único orden y todo elemento positivo es un cua­

drado) y toda extensión algebraica real de F es euclideana.

roposición 11.- F es euclideano si y solo si es pitagórico con un úni­
co orden.

3en.- Supongamosque F es euclideano, luego es formalmente real con dos

clases cuadradas. Considero + I = w con x e F , entonces w E l1

¿2 '2 , . . . .mod. r o w E —1 mod. F , como F real la ultima p091b111dad se

descarta, entonces F es pitagórico. Además comotodo orden en F es
I . 02un subgrupo de F contenienuo a F seguimos que F posee un orden unica­

mento. Reciprocamente, si F es pitagórico con un único orden entonces
¡4 tiene solo un número finito de clases cuadradas por prop. 5, comoF

satisface SAPpor prop. 1 entonces F tiene unicamente dos claes cua —

Gradas en virtud de ( cor1.5.7, (8) ), luego F es euclideano.

Comoconsecuencia de esta proposición tenemos que

los pitagóricos hereditarios enia /Q son euclideanos ( y en particular
los euclideanos hereditarios son ejemplos de pitagóricos hereditarios)
o pitagóricos con dos únicos ordenes . Un estudio detenido de los cuer­

pos euclideanos hereditarios puede verse en (14).
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1 --‘-\ - 7- - 1 1‘ -,-,- sw"ÑKE'ÉKÁM4LAE.L.AQ:

C‘n problema importante en la teoría de formas

cuadráticas sobre cuerpos es el siguiente: Si K/F es una extensión

de cuerpos. ¿ En que condiciones de K/F las formas anisótropas so­

bre F permanecenanisótro.as sobre K ? . Los resultados mas cono ­

[-1oidos son cs siquientes:

Prop. 12.—Si K/F es una extensión trascendente pura entonces las

formas anisótropas sobre F permanecen enisótropas sobre K.

Prop. 13.—( T. A. Sprinver) Si K/F es una extensión de dimensión

impar entonces las formas anisótropas sobre F se preservan a K.

Prop. 14.-( R. Ware ) Si K/F es extensión con F pitagórico real ve­

rificando SAP y W(K/EÜ= O entonces las formas anisótropas sobre

F permanecen anisótropas sobre K.

Prop. 15.-( 2. Ware) Si K/F es extensión galoasiana finita, enton­

ces W(K/FÜ= O si y solo si las formas anisótropas sobre F se pre­
servan a K.

Ahora bien, si K/F es extensión con la propielad de

que las formes ani55t_opas sobre F permanecen anisótropas sobre K

se implica que W(K/F) = 0 , Lo recíproco ha sido una pregunta abier­

ta recientemente responnida en forme negativa por R. Ware. Esto es ,

U(K/F) = O no implica que las formas anisótronas sobre F se preser­
vrven a n, Concretamente en ( corel. 3.A , ( 18 ), 1977 ) Ware es —

tablece que existe una extensión K/F de un cuerpo de números algebrai­
n . . ' I, .cos, ee grado finito , con V(K/P) = O y ex1ste sobre F una forma

cuadrática de dimensión 4 y anisótropa la que es isótropa sobre K.
_._.

\ —‘ . . v ,- . o .(°) nn propos eicn l), F es pit gorico
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Recientemente con Enzo R. Gentile hemos demostrado que la recí­

proca de prop. 14 es verdadera tambión¿ en el sentido que si F es cuer­
po pitagérico real con la propiedad de que toda forma enisótropa sobre

J permanece enisót:opa sobre toda extensión K/F -si_W(K/F) = O enton­
ces F satisface uAP. En las líneas siguientes demostramoseste re­

sultado el mismoque con prop. 14 establece una condición necesaria y

suficiente para que un cuerpo pitagórico verifique SAP.También en for­

ma lateral obtenemos un ejemplo claro de que existen extensiones K F

con U(K/P) = O pero las formas anisótropas sobre F no se preservan a

la extensión K , el ejemplo construido por Ware si bien es en la situa­

ción de K/F algebraica finita, es s nante complicado (ver (18) ).

.7 l . ' o , oCon E(f) cenotaremos el"cuerpo de ceros generico? canonico de

. n - . 1,'¿° h ‘ . 1- .-5una 10:33 cuec-auica f sobre I, cuya cimcnsi n es mayor que 1 y f no

es un plano hipcrbólico. F(f)/F es una extensión de cuerpos generada

.por I , ... , x“ donde Xi es la imagen de X por medio de:

37‘[X1 , , Xn .—————>F ,n. , fin] /(f)

donde n: di: f . Claramente f es isótrope secre F(f) y 1a expre­

...1 2 2 ¿:­1? x ooo - ( ooo f.-(f) ( 1, ,In_1)( an Kalxl + +an_1xn_l )

donde P(Il,...x 1)/F es extensión trascendente pura(para detalles y, .

propiedades de"cuerpos de ceros genericos" ver (12) ).

Su pongamos .ue F es cuerpo formalmente real y P un orden en F,
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si K es trascendente sobre F entonces podemos extcnáer P a F(K)

de manera que X- a E P 4- a e F ( es decir X infinitamente grande).
nPara ello basta leIinir en F [X] el orden:

f=a° +a1X+-... +5;an > o 'si y solo si an)0 enF.

El orden asi definido en F [X] extiende el orden P ¿e F a F [X]

y tiene una única y natural extensión a F(X); Ademáses claro que

K es infinitamente grande.

Proposición 16.- Sea f formalmente real , f Á (21 ,-J.> forma cua­

drática con dimfÜ>2. Entonces todo orden de F se Itiende a F(f) si

y solo si f es totalmente indefinida sobre f .

Dem.str ción:Supong'mos que P es un orden en F, f comoen la hipó­

tesis, podemos suponer que ane( O y an_1 > O para una escritu ­
Fra de f=<a1,...,an> . Sea. K: F( x1, ... , xn_2), ¿1 ser K/

trascendente pura, P puede extenrerse a K y luego_esta extensión

extonüerla a K(: J) de forma que xn 1 sea infinitamente grande so­n__ —

bre K, debido a la ar¿ymontaci6n precedente. En particular I 1 >’ 1n—­-1 2
1- a -'- ‘en x2 > X «0 u- ( 1-1 2 + + a. )J vnbonLo n-l n-l ’ ¿ya _ _ a1‘n-lxí "‘ an-2 n-lL n-2
de donde:

2 -1 2 -1 2
¡tn-1) .n_1 > -—( alan_1 xl + . . . + an_2an_l xn_2) en K(xn_1?

luego:
2 2 2

q _ o
alfil + ... + r.n__2;=:n__2+ an_lïn_1 > O en K( xn_1) ( )

pero como \
—1 2 2 J­F:

P(f) = K( zn_1 )(- an ( alxl + ..o + an_1xn_l )

entonces (0) proporciona la confiición necesaria y suficiente para que
P pueda ser extendido a F(f).
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Proposición 17.- Supongamosque K es un cuerpo pitegórico real. Enton­

ces K verifica SAPsi y solo si para toda extensión L/K con W(L/K)=O

las formas ahisótro\as sobre K se preservan a L.

Demostración.- Si K verifica S"? es prop. 14 ( ver (11) ).

Si K no verifica SiP, 'd or teorema 1 de cap. II SAPes equivalente a

REP, luego existe una forma cuadrática f sobre K totalmente indefinida

y no establemente isótropa sobre I, comoK pitagórieo, entonces f es

enisótropa sobre K y totalmente indefinida. Luegopor prop. 16, todo

orden de K puede extenderse a K(f), de lo que se sigue que W( K(f)/K )

es un nilideal de W(K)por ( corel. 2.11 , (13) ), pero al ser K pita­

górico se implica que W( K(f)/K ) =O por ( teorenas 3.3 y 6.1 de cap.

VIII, (1) ). Entonces por nuestre hipótesis debe ser f anisótrope so­

bre K(f) lo que es absurdo pues toda forma cuadrática es isótropa sobre

en cualquier cuerpo de ceros genericos para ella.

Corolario: Si K pitegórico real no verificando SAPentonces existe una

'extcnsión L/K con W(L/K)= 0 pero las formas cuadráticas anisótro­

pas sobre K no se preserven a L.

Dem.Se sigue inmediatamente de le demostración anterior.

Observación: Recordar que 11((t1)) ....((tn)) para n>,2 es ejemplo de
pitagórieo no verificando SAP.

Una extensión K/F es llamada "excalente" si dada

cualquier forma cuaarática f sobre F con fK isótropa entonces exis­

te una forma cuadrática g sobre F , isótropa y tal que fK*g 3K . Pa­
ra diversas caracterizaciones y propiedades de extensiones excelentes

puede consultarse (19). Tenemosla siguiente proposición en'conexión ..
con el problema que estamos tratando:
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Proposición 18.- í/F cs excelente y W(K/F ) = O si y solo si toda

forma cuunrática unisótropa sobre F permanece anisótropa sobre K.

Demestración.— Si Z/F es una extensión cxcelento con T(K/F)=O entonces

sea f forma anisótroga sobre F, si fK isótropa entonces por defini­
ción de excelente existo una forma sobre F, 5,isótropa sobre F y tal ..

que fr É g? , luego fK = 5K en W(K) y por ser W(K/F)=O resulta
Tf = g en W(F),'pero por tener la mismadimensión es f“! g lo

que es contrario a la elección de f. Reciprocamente, si toda forma a­

nisótropa sobre P se preserva a K, entonces por definición de eIten —
sión'eiícelente'se tiene K excelente ¿num/:9): o .

Corolario: Si K/F es extensión galoasiana, K pitarórico. Entonces ...k)

W(K/P) = 0 si y solo si toda forma anisótropu sobre E permanece ani­

Dem.—Si K/F es galois con I pitagórico entonces de ( 15 ) se siI gue que

K F es cx.cnsión excelente, luego por proposición 18 concluimos.

Obscl ación: K/F puede ser de grado infinito, en caso de que K/F sea

de ¿rudo finito entonces F eS‘tahbién pitagórico y se obtiene la propa­

sición 15, cue es cebida a R. Ware(ver (11) ).

En el estudio de los cuerpos verificando SfiP , A.

Prestel ha preguntado sobre la validez de 1a siguiente implicación:
"K F extensión el qgacraica de grado finito, K satisface SAPimplica que

F “atisface SAP", ella aparece formulada en (4). Fosotros'aplicareaos

una construcción debida a E. Becker (20) para contestar en forma nega­

tiva e la pregunta de A. Prestel. Observemosprimero que la implicación

en sentido contrario no es verdadera, pues por ejemplo si F: Q((t))
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I

.1.

"— 9‘". ( ‘n a ru Q 'n‘ '14- ' r-(‘ñ 0 J . n . cv + ' o-F‘y a- Q( l )‘(t, , t nenoo qac . su.iuiucc cui, pelo l no u¿vima­

ce SAPdesde cuc la valuación chinaria Se K comocuerpo local tiene

comocuerpo residual Q(2” ), el cual “c399 dos crcones.

Ejemplo: (3. Bccker,(26) ) Existe un cuerpo F surcrgitarórico con cua­

tro ordenes tal que gocec una extensión algebrajca finita L/Tnverifi- ­

a) L satisface ss:

b) K'.'(L/?)=o

c) Toda forma totalmente in elinica y anisótropa score F es establemen­

¡Jate sótropa sobre L.

Corolario: F en ejemplo de B. Becker no satisface SAP

De-.- Si J verifica SAT,entonces,Ccmo sobre un cuerpo pitagérico real

que el anillo de Uitt de formas cuadráticas es ...mH ? (D ,Q Hp,1aJ
r'.‘5 Í* (D r3

1- estable, lueg l es S"pervitar6rico y 1-estab3e, en consecuencia

por corolario ¿.8 Ge (8) resulta que tiene a lo sumocuatro clases cua­

dradas, y al ser superpitarérico tercrá a lo m.s dos ordenes, contra­
rio a la const-¿cci6n de F.

n o l hPor lo tanto ex1sten exten51cnes L/F algebraicas

fin'tas ccn L verificcni Si? rero ro F.

De la respuesta negativa a la prenunta de Prestel
n q

Istáolecer en que casos para una extensión'
('Dresulta entonces interesante

"1.L/F para 1a cua L verifica SLP se imylica que r verifica SAP.Esta­

blecemos a continuación algunos criterios
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H'rososición 19.-Supcnga: s qúe K/F es extensión tal que toda forza

anisótropu sobre F permaneceanisótrona sobre L entonces K verifi­

ca SAP, implica que F verifica SAP.

Jem.- Sea p F-forma cuadrática de dimensión 4 y determínnte -1 ,

luego f es establemente isótropa desde que K verifica SEP por

tear. l, cup.II , luego-existe rnélr'tal que mees isótropa, en­
tonces por la hipótesis .ecesariamente debe ser nf isótropa, es Ee­"S

cir f es establenente isótropa sobre F, entonces .F.satisface SAP,
nuevamente yor teor. 1 de cap.II .

Observación: La hipótesis de que las formas enisótropas sobre F per-_

:enescan anisótropas soere A no implica que si F satisface SAP, K

satisfaga SAP. Por ejemplo en el caso F: Q y K: Q(X) .

Corclario 1.- Si L/F es Itensión algebraica excelente-con W(K/F)=O

entonces si K Verifica SAP, se implica F verifica SAP.

Dem.— Se sigue de prop. 18 y prop. 19 .

Corolario 2.- Si ï/F es extensión-de grado impar (o trascendente pura)
K verifica SAPimplica que F verifica SAP.

30n.- Deprop. 19 y proy.l3 si la dimensión es immer, si la extensión

es trascendente pura'de prop. 19 y prop. 12 o

Corolario 3.- Si ï/F es extensión galoesiana con K pitagórico y W(K/P)=O

entonces K verifica SAPimglica F verifica SAP.

303.- De prop. 19 y prop.18(corolario) .

(° En corolario 1, la hipótesis de algebreica para L/F puede ser o­
nítida.

»-_Lnlicamosa continuación la proposición 19 a la construc­.­

ción de ejemplos de cuerpos reales no verificando SAP:
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1.- »'( ,...’Xn)
Den.— Si n=1 conocemos ya el resultado. Si n > 1 entonces Q(X1,..

.,X ) es una extensión trascendente pura de “(X1) , entonces to­n

.da forma cuadrática enisótroua sc)re Q(Kl) permanece enisótropa so­
bre Q(K ,..., X ). Luego Q(X],...,K 3 no puede ser SAP, puesto. nl n

que Q(Xl) no lo es (usando prop. 19).

Ejemplo 2.- R( X1,..., p) para r1) 2 no verifica SúP.X

Dem.- Se obti'ne analoganente del hecho que H(Xl,X2) no verifica la
nropiedad SAPcono hemos visto anteriormente .

Basta el momentohemos obtenido ejemplos de cuer­

pos verificanáo SAP y no verificando SAP. Ahora bien, también cono­

cemos que R((t1))...((t )) 'pera n Z 2 no verifican SAP, sin em­

. ' .. - -r 1.- ­remos este capltulo presentanco una construcc1on neolda esencmelmente

a E. Becker, en le que se obtiene una familia de cuerpos que son exten­

siones de un pitegórico , verificando SAP y no pitagóricas .

Construcción de un cuerpo Pitugórico, verificando SAP,no real cerrado
.con la Propiecad ¿e _ue toda extensión real finita no es pitag'rica pe­

fi .lro veriïica SAP­

COnsidero ko un cuerpo de números algebraicos que

posea al menos tres ordenes diferentes, P1 , P v P Sea k una2 °. 3 '
extensión ¿e o matinal extendiendo estos tres ordenes, luego kk

es pitegórico (pues todo orden se extiende a la clausura pitágórica ),
eademás k no s superpitagórico desde que posee tres ordenes al menos
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v serun hemosvisto en la claussra algez de Q losh x)

cos tienen comomaximodos ordenes , luego por-prop. 7 existe una
.I.
ti-IAextensión cuadrática real no pitagórica Ko: k( a ) , llamenos K

y demostraremos que K es el cuer­

po buscado. Para ello vemos que:

a) La clausura algeoraica de K coincide con la clausura cuadrática d
v '
_-O

la clausura algebraica de K y K su clausura cuadrática, ob­c
mlviamente es K contenido en . Reciprocamente, considero T una exten­

C
o ' - - Ia . . . 1 'rr

5.102". CIB {531015 11211150. (Le I“. y? demostraremos que su grado es una poten­

cia ¿e 2. Como T = K(I) , considero la capsula normal de k(z) la que
- . e 1‘ . .GenomlnazosL, entonces araao de L k es 2 , en caso contrarlo podrla

r . .L/k = 2.(inear), pero comoL/k es 531018 por Sylow ezls­

tiré un subcuerpo de L/k de grado impar sobre k, luego P1,P2 y P3 se
extienden a este subcuerpo lo que contradice la maximalidad de k. En ­

tonces por teoría de gálois elemental LKes galois finita sobre K, det
dimensión 2 , pero comoT es subcuerpo entre KL y K resulta que grado

de Ó/K es una potencia ¿e dos , Ge lo que concluimos que la clausura
c n n s a l I 1algeeralca c01n01ae con la cuaaratlca se K.

b)Ccnsideramos el siguiente lema:

el espacio de ordenes de HFno pitagórico entonces .pltcuerpo real

no posee puntos aislados.

De:ostraci6n.— Si P es un punto aislado , defino. de G( F _t /F ) enpl
Km la aplicación

l nplt
elemento

,elque asigna a cada f) F-automorfismo de FPit

f(P), como esta aplicación es continua( G(Fpit/F ) es gru­
po compacto totalmente disconexo con la topología de Krull), entonces la

pre-imagen de P,que es la identidad,es abierto, luego el grupo finito ,

lo ue es absurdo puesto que al no ser F pitagórico la extensión Fpit/F¡ies oasiana infinita por prop.6-.o,
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o) Volviendo a nuestra construcción. Supongamosque K admite una exten­

UI
. n I . 1 rión real f1n1ta y pltagórlca, por (a) tenora grado 2 , entonces por

Sïlow existe una extensión cuadrhtica K( y ) de K la que será también

nitagórica al tener ccdimensiónfinita respecto de un pitagérico. Enton­

2 2K +K5r=KZUK2y
2 2' 2 ‘%

Bues si-tomo z: u '+ v y con u, v E K entonces z: u +( v y“ ) =
.1 . 1=s-2 . .* . .

(a + b y“ ) por ser í( y ) pltaü rlco, de aqulz

2 2 2 2z=u +vy = a +by+2aby
. 2 _ 2Sl ¿:0 entonces z = b y 6 n y

C‘ .1. 2 '2ol b :0 enuonces z = a 6 Á

Lu otra inclusión es inmediata.
Ü. 2 -2

Conclderemos que P = K + K .(-y) . Demostraremos
i

que P es un ordenC TomobtíK entonces como K verifica SAPpor prop.2,en—

tonces la forma ternaria (-y, b , —yb'> representa cstablemente su de­

terminante por teor‘ 1 , oap.II , pero comoK pltagórico tenemos que la

forza (-y, b, -—:rb> ‘representa _1.sobre 3C,luego existe aGK tal que:

de donde:
"2 l ¡ 2 . 2 2 2

—y = al + 22 T ax yl T yé ) = u + av
1‘99 :

1‘ do 2 2
6 = y + u + av

2 2 2 2
Cono K + K y = K t) K y entonces:

2 2 2
0 = t y + av o O = H. + av

, 2 2 ,2 , .Sl t + av = O entonces a = -y mod e y podemos escrlblr:

b 22 + 2 + ( 1:2 + ¿2 \ 2 + ( ) 2 2 2 r2 6P= Z a. - = L'l -' n S = [1 ­1 2 1 "2 ' y y

. 2 2 . + 0 . ,Sl h +‘ av = 0 entonces ¿,za> cs lsotpopa, luego < 1,-y,b,-by>
,­

isótropa entonces —bes una norma en K( y
'II ) entonces -b 6 P. Conclui­

mos entonces que P es un orden.
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