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La :¡piienrjón de cargas concentradas sobre una superfi

cie reducida de urzcuer1melástico, carga parcial, constituye

un protloma mUJimportante en el diseño de estructuras. Debi

do al creciente uso del hormigón pretensado, se ha desarrolla

do en relación a este tipo de estructuras la más extensa inveg
tigación en el tema. La fuerza de pretensado da lugar a fuer

tes tensiones locales que deben ir distribuyéndose sobre toda

la sección dc la estructura, fenómeno que se produce en una rg

gión Vvüinu a la de aplicación de] esfuerzo denominada zona de

anclaje. en funcion de la posición y dimensión del anclaje,

se originan en esta zona elevadas tensiones de tracción. El
conocimiento de la distribución de las tensiones en esta zona

es eseneini para el proyectista, para preveer las armaduras ng

cesarias en todo punto donde el material no sea capaz de resig

tirlas por si sólo.
Este problema es de naturaleza tridimensional, pero debi

do a la dificultad de obtener una solución de este tipo, la

primera aproximación fue tratar a1 mismo comobidimensional.

Varias soluciones aproximadas han sido desarrolladas por dis

tintos autores, entre las que se destaca la de Guyon1basada

en la aplicación de sucesivas carecciones a las expresiones de
las tensiones. La solución exacta para el caso bidimensional

fue obtenida por [ycngar2 desarrollando las tensiones en se

ries de Fourier y SaLiSruCilhÓOlas condiciones de contorno.

Yettrun y Robbins) en 1969 obtuvieron la solución tridimensio



nal usando un modelo de equilibrio del método de elementos fi

nitos. Inieiulnente trataron c1 caso de un prisma de sección

cuadrada de lado 2a, cargado concentrieamentc sobre una super
ficie cuadrada de lado 2a'. Si bien no describen la tecnica

empleada, estor autores muestran la distribucion de las tensig
nes de t'aeción para distintas relaciones de a'/a. Los cálcu

los fueron realizados suponiendo al prisma formado por un ma

terial linñfllmüntc elástico, isótropo y homogéneocon un módu

lo de Poisson igual a 0.160, que es el valor promedio para el

hormigón.

Los tr bajos experimentales muestran resultados de vali

dez restringida o que están en conflicto con los dad s per dig
tintas teorías. nsta incerteza en los mismos trae comoconse

cuencia una tendencia a sobre-reforzar el hormigón, que frecueg

temente inLPOfluCCserias dificultades cn su compactación.
Christodoulidvs4 estudió la distribución de tensiones utilizan

do modclos fotoelásticos bidimensionales y sus resultados coin

ciden bastarte bien eon los obtenidos por Iyengar. Sin embargo

al estudiar modelos tridimensionales, mediante la técnica de

congelación de tensiones, halló grandes desviaciones respecto a

los valores teóricos. Zielinski y Rowes, utilizando bloques de

hormigón de sección cuadrada, midieron deformaciones suporficig

les longitudinales Ex y transversales Ey en función de la rela

ción a'/a, para distintas formas de aplicación del esfuerzo.

Compuraronsus resultados con los dados por distintas teorias,
apareciendo diferencias entre ambos superiores al 100%. Como

estos autores no midieron la deformación normal 81 y dada la ng



turaleza tridimensional del problemado carga parcial, resulta

sencillo justifiCur la escasa concordancia obtenida por los mis
mos.

rara clarificar cs.a situación se propusoestudiar experi

mentaJmenLceste }roblcma utilizando técnicas de mayor sensibi

lidad que las convencionales. dstc trabajo tiene comoobjetivo,

en parte, mostrar la aplicación de dos técnicas de óptica cohe
.v.

¡ww
rento, fotografia dc-apecbboe interferometrla holoh.áfica,a la

determinación de los desplazamientos superficiales en un cuerpo
¿4

difusor. rvr medio Cu_]fl fotografía de-npooh&e_se miden deapla{Iv-“- —---—- - v '>-'>w-w“- -»— —-—-—»M ,. '-*-'— —*>-N

¿amiantog (-1. 1:.¿4>.}7'7i"i!1()de»hrjupcrfigiemgcl7objeto ¿,rcon 1:; inm

terfcromotriudnglográficaJ_desp1azamientos normales a QQQÉLLQ,

LHinvestigación dcszripta en esta tesis se limita al esn

tudio dr un grisma dv sección cuadrada, cargado concéntricamen

te con una furrza normal a una de sus :ases y con una relación

entre la dimensión dc ia zona cargada y la sección transversal

a'/a - 0.5. Para in ependizarse de efectos dependientes del.. J.‘

tiempo que usualmente tiene el hormigón comomaterial, a saber:

relajación, deformacionesinelásticas, cracks superficiales,
etc., se usó un modelo de resina epoxiC-a.

En el trabajo de thtram y Robbins no figuran resultados

de los desplazamientos. Aunqueéstos existieran, no serian de

utilidad para cl caso que aqui se describe debido a que el mó

dulo dc Poisson dc la resina epoxi es aproximadamente dos ve

ces y media mayor que el del hormigón, diferencia que altera

sustancialmente la distribución de los desplazamientos. for
esta :ausaan calcularon los mismos usando un modelo del metodo



de elementos finitos.

44¿9ÉLGAÉ
E. el Capitulo P se considera el feLómenodcfsr-ohén, es

decir 1a ¡jrmmlonidzui que {Jf-produce cuando se ilumina una su

perficie rugosa con un haz altamente coherente y se describen

ciertas propiedades físicas del mismo, comoser el diámetro mg

dio de los granos luminosos. En e] punto 2.2 se aplica este

fenómeno a la medición de desplazamientos uniformes en el pla

no de la superficie de un objeto difusor, mediante una tienicn

de doble expcsíció . de generaliza un trabajo reciente y se de

muestra que la figura de difracción al infinito de la imagen f9

tografiada, es similar a] diagrama de interferencia de Youngfo:
mado por dos aberturas que tienen separación proporciona] a la

componente del desplazamiento en el plano de 1a superficie del

objeto. Usandoe] criterio de resolución de Hayleigh se calcu

la la resolución del método. El caso de desplazamientos no uni

formes, comoson los debidos a deformaciones, se trata en elpun

to 2.4. Se muestra comose extrae la información del registro
rww'al

de spoohie y comose modifica la sensibilidad debido a la nece

sidad de usar un sistema óptico.

En el capitulo 5 se consideran los aspectos principales de

la holografia, que másadelante se aplican a la interferometria.

Se analizan las dos operaciones básicas de la holografia, regis
tro y reconstrucción, y se muestra comofinalmente ee obtienen

las dos imágenrs, una virtual y otra real. Luegose discutenlcs

requerimientos de coherencia y estabilidad, y los efectos de la



emulsión. Por ultimo se trutn la aplicación de la holografia

a la interfcrometría. Sc discute la interforometría holográ

fica do doble UAQUSLCLÓH,que es la técnica que sc aplica en

este trabajo y no estudia ia interpretación de las franjas dc

interferunoin. ¿e desarrolla la ecuación básica que permite

determinar poquvños ncsplazamientos en un cuerpo difusor y se

muest a comose simplifica la interpretación de las franjas

cuando soluminte esta tecnica se usa para la determinación de

deSplaznmíontos normales.

En el capítulo 4 se expone el método experimental urudo

para la “edición de los desplazamientos, que consiste en usur
mamita4

foto¿raïía Cc apenküe para determiïur los desplazamientos en

el plano de La superficie del modelo e intcrferometria holográ

fica para la determinación de los desplazamientos normales aln

misma. Se muestra el modelo usado y la forma de aplicación dr

la carga. También se detalla como se midieron los módulos efiï

ticos del material y sc muestran los montajes usados para regig¡"7/9 r
trar los synnbüngramas y hologramas.

hn el capitulo 5 se introduce el método de elementos fini

tos y se considera formalmente el modelo de desplazamientos. ¿g
te método consiste básicamente en reemplazar una estructura con

tinua por un modelo matemático construido por elementos de di

menSicnes finitas, do propiedades elásticas conocidas, que son

expresadas en forma matricial. En el punto 5.3 sc calcula la mi

triz para oi cicmrnto cúbico do ocho modos, usado en este traba

jo. fin cl punto 3.4 se considera lu aplicación numérica del mé
todo a este caso.



'r‘inhlzmnw, or; ni. (:upil'Lulo b se muestran y se discuten

los rí‘í'ïllïJuÏíd' n;‘;-;¡vr'i¡..-‘ï.t.:11(::;y teóricos hallados.
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2.1- yropiedades fisicas del fenómenode speekle.

Cuando se ilumina una superficie rugosa con un haz cohe

rente, comoel que proviene de un laser, la luz difundida pre

senta una astruuturu de tipo g anular. Ls decir, se observan¿q
regioncs de alta lumiLosiuud rodeadas de otras seuras. Este

0 I and
fenómeno es llamado rp.e/]e (manchdï por los autores ingleses.

0-11
d scubrieron e Investigaron este fenóMuchos aurores

meno, que se produce debido a la interferencia mutua de las og

das que difractu cada microeiemento difusor de la superficie

rugosa. Consideremos a continuación que sucede cuando una onda

plana proveniente de un laser incide sobre una superficie rc

flectora de estructura microscópica irregular. nl frente de on

da reflejado adopta en la proximidad del objeto la misma Forma

irregular de la superficie, pero va cambiando a medida que se a

leja de la misma. Para determinar dicha forma a una distancia

cualquiera del objeto, puedeutilizarse la construcción clásica

de Huygens-Fresnel. Cada punto del frente de onda se comporta

comoorigen de una onda secundaria esférica y la onda difundida

es el resultado del fenómenode interferencia que se obtiene de

la superposición de todas estas ondas secundarias.

El frente de la onda conserva el carácter grannloso de la

superficie del ohjeto, pero su forma evoluciona y cambia a medi

da que la onda se propaga. Tanto la intensidad luminosa como la

fase de la onda Cambian rápidamente de un punto del frente a otro
{abr

lv
MAS

próximo a ¿1. ¿n Fig. 2.1 Se muestra una fotografia de annmúüw



en la que se aprecia claramente 1a presencia de "granos lumi

nosos", regiones donde la intensidad luminosa es maxima, sepa

rados por regiones osouras.

La dimensión media de los granos aumenta a medida que la

cámara fotográfica se aleja del objeto. Un enfoque posible pg

ra interpretar la figura granulosa que se observa sobre un pla
no dado, es considerarla comoel resultado de la superposición

coherente de todos los sistemas de franjas de interferencia de

YOung debidos a los pares de puntos ( P1 P2 ) , ( P1' Pz' ) ,

etc, situados sobre 1a superficie del difusor, Fig. 2.2. El
entrecruzamiento irregular de todos estos sistemas de franjas

da lugar a 1a formación de regiones alternadamente claras'y og
curas .

La dimensión media s de los granos de speckle será igual

a la más pequeña de las interfranjas de los sistemas de franjas

elementalesamtedieh s, que impone 1a fineza de Su tramado sobre

el resto de la figura. La interfranja i de un sistema de Young

correspondiente a una distancia P1P0 entre los puntos fuente(..
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. lplano de observ361on, valeah
n

izli/Iïf2: ( .1)

(1donde 1 es i longitud de onda emitida por el laser y i la dig
tancia de separación entre el objeto y el plano de observación.

Por lo tanto, el diámetro medio s de los granos luminosos

sobre el plano on consideración está dado por

S¿Ai/21' (2.2)

donde 2r es¿fl diámetro medio del objeto. En realidad si la zo

na iluminada o el diámetro del objeto no son circulares, la di
" ú U . _menéión media de los granos de speckie varia según la direC01ón

considerada.
- . / .So debe señalar que cada grano luminoso posee una extenSión

lrimitada en sentido iongitudinal. La distribución de
está formada entonces por un conjunto de regiones tridimension&

les, de extensión limitada y dependiente de 1a distancia a 1a

; .4 fi,”
v / F

,7
g,
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superficie difusora, rodeadas de regiones oscuras.

2.2- Medición de desplazamientos usando fotonrafia de

iggggggg /1®tOÏ;L4.

Puesto que la distribución de api-nte es solidaria con el

objeto que lo difunde, es posible detectar movimientos de este
A4

últimoa partir del rogg'strodem correspondientea di
ferentes p sieiones du] objeto. La primera contribución se de_

lbbe a Burch y Tokarski quienes estudiaron el czse de fotogrg

fiar m veces un objeto Fijo, difusor por transmision, Sobre una
placa foto¿rñ*ica qua habia sido desplazada m-1 veces en una di

rección coplanar a ln misma. Hallaron que la distribución de

intensidad de la figura de düracción al infinito de la placa rg

velada es equivalente ai diagrama de interferencia formado por

m aberturas que tienen separaciones proporcionales a los despjï

zamiontos. En 1970 Leendertzm’13 basándose en el trabajo an

terior, fue LL primero que determinó desplazamientos a partir

del doble registro, sobre una mismapelicula fotográfica, del

llspecklá‘difundido por un objeto, antes y después de haberse mo

vido este último. Luegoesta técnica fue desarrollada y apli
cada por otros autores14’15.

A continuación se generaliza el trabajo de Burch yTokars

ki para el caso de un objeto difusor parággáággión que se des
plaza en una distancia de dirección arbitraria, dejando la pe
licula fotografica en reposo. Dadoque en la práctica se usa

solamente doble exposición, este es el caso que se trata. Se

muestra que 1a figura de difracción al infinito de la pelicula,



es simi]ar nl diagrama de interferencia de Youngformado por

dos ahorturus que Lionen separación propocional a 1a componen

te del dosplazamionto en e] plano de la superficie del objeto.
\ . Cl, u . ihlvoctor dospluznmLonLod de un punto urbltrarlo do] ob

‘>
Jeto se pundn doscomponur on dos vectores, uno dp ooplnnar con

_,
la superficie y otro dn normal a la misma. O sea

í=á'p+á’n (2.3)

tal quo ¿szuï+v3 (2.4)

w A r

A A A _ .donde u, v, w e i, j, k son los desplazamlentos y los Versores

según los tres ejes cartesianos x, y, z respectivamente.
u I/

El speokle Se traslada según un vector idéntico en módu

lo y dirección, si la pelicula es paralela a1 objeto, Fig.2.3.
,haz coherenteY /

película
fotográficax. /

objeto L¿////'/ Z

Rig. 2.3,

Si |8(X,Y,Z)l2 es la intensidad de la distribución despeg

kle en un punto x,y,z del plano de la pelicula y t es la dura
ción do cada una de las dos exposiciones, la iluminación total

guias” urnmw'ï. | ' Y \k¿,\ 1. . M"¡:¿(wwnn ‘
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es

E(x,y.z)=t[|g(X.y.z)I2+Jg(x+u,y+v,z+w)|2] (2.6)

Comov1 dvupluzamionbo es mucho menor que la distancia

que exisLo entre lu superficie y la pelicula, la distribuciónc M—- s
[Jo azoto’rfim’de ¡pauhir no varía por efecto del desplazamiento en dirección

normal. Es docir

Ig(x+u,y+v,z+w)l2=Ig(x+u,y+v,z)|2 (2.7)

Por lo Lanto, en lo que sigue, para simplificar la nota

ción, Se shyrinirá lu coordenada z.
. en am litud

be supone que Ju íun01ón de transmLsi fi1T(x,y) de la peli

cula una vez revela a es aproximadamente una función lineal de

e“ dÜCir se SUPGHGque se trabaja en la re

mE, Rig. 2.4, donde T(x,y)=\/I/Iogión lineal de la curva 1

’o id ’fl"
T k1

. . 1.la exp03101ón ,

\
H\*

¿”7;an 3.!J/‘lé
¿“1‘50

T(X.y)=B-CE(X.y) (2.8)

donde b y C sun dos constanLcs positivas que dependen de la pe
liculn. Por lu LunLoresulta



T(X.y)=B-Ct[¡g(x.y)|2+Ig(x+u.y+v)|2] (2.9)

Si el uuu;1:nuuniano ca muy pequeño, (Hsypráctioumonto im. V) . . . W417 ¡JÓ‘
¡1051010modulo main-il ¡;::u:do,lu pe] lculu. ¡”ara obtener infor___________,
mación sobre ul mismo, su Observa entonces sobre una punüalla

I .. . _'_ . V_._'.¡ I ¡ .. . . .la IiburddiftaggIggflfi¿m¿gilg¿pghdel Ienómonoregistrado sobre
u u

la película PLVUJHLao upccklugramn. Esto se puede realizar

si so ilumina este úlnimo un incidencia norrul, con una onda&
plana coherano no amplíLud A y se coloca una lente convergen

te para observar lu Figura de difracción en su plano f0c1l,

Fig. ?.5

Ylspecklegrama
x._.._..r_.r._ __—

Usandóé%c.l.l3 del Apéndice I se puede escribir la ampli

tud U (x', y') de 1a luz en el plano focal, que resulta propor—
cional u la transformada de Fourier de la función de trasmisión

T (X, y) del spocklegruma

° 2 2 V
U(x',y')=(iÁf)'1Ae1k(x' +Y' )/2ÏF[T(x,yfl (2.10)

con k=2n/A (2.11)



1h

donde f os 1Q dinLunciu foca] de 1a lente y FE J significa la

transfurmada dv Hourier de La función que está adentro del co:

ChCLO, en avui?

_ I ,1 .

F[T(x,y)]= í'l‘(x,y)e “(xx +5” Vf dx dy (22.19»

m ,VV. _ 13,13JenlÜLHO on PHULLH que

F[a]=a5(x',y') (2.15)

donde 5 (3', 5') es lu delta de Divan

y como

F[Ig(x+u,y+v)l2] =eik(ux'+vy' Vf F Üghhy) ¡2) (9.14)

se obtiene

-1 ¡2 ¡2
U(x’,y')=(ixf) Aeik<X +y )/2f{B5(x"y|)_ (2.15)

-Ct F Üg(x,y)l?][;+eik(ux'+VY')/Ï].}
como 5 (x'. y') = O para todo punto que no sea el origen de

coordenadas, la intensidad IU (x', y')l2 en el plano focal,

fuera de] punto (x', y') = (0,0), es

IUÜI'J'>12=(7\f)'2A202t2|FÜg(x,ï)|2]l2. (9.16)
|1+pik(ux'+vy')/fl2

O sen, a menos da una constante, la intensidad en el plano fo

cal vs igual a! prndncno de dos funciones. La función
1



n q .

'F[lv(x, y) I¿JI° es la intensidad de la luz difracnada por laL)

distribución de speckle correspondiente a una única exp sición

y representa el huïo de dif‘acción. Será una distribución si

métrica alrndüdof del orlgor con intensidad gradualmente decre

ciente a medida que (x3 y') aumenta. Veremos que lu otra fun

ción representa la distribución de intensidad que generar dos

aberturas puranales que uoduian el halo de difracoion. Ln efeg
to

ll+eik(ux'+vy')/fI2=40082[k(uÏ'+VY')/2f] (2-17)

es la expresión para el diagrama de interferencia de Young, que

consiste de franjas equiospuciadas y perpendiculares al despla
. PO T. , , .zamiento . En Fig. ¿,0 se observa como se ven estas franJas

brillantes sobre el p lano focal.

Y' É‘

xl

Jn pequeño dezplazamiento, dificilmente medible, produce

entOnccsuna interfranja apreciable a simple vista.

El primer orden n 2 1, interferencia constructiva, se OQ
tiene >ara

k(ux'+vy')/2f=1ï (2.18)
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Teniendo en vuortu Ec.?{4 y Ec.2.1¡, se obtiene

3;.57=Xf (2.19)

donde ;1=(x',y') (9.?0)

—.
Comody Lícrw dirección UOPLulu las franjas

a -'| _ ' r r; "a
dp. —dp1 (¿..1,

donde i un la díozuuvju entre dos franjas consecutivas o intvrfi.
franín, yor lo LïhLOse ubLivno finalmente

i=%f/dp (2.22)

Si SCI“ “:1u inturfranja i y el ángulo de inclinación (X

de las franius r:spccto al eje y” vertical , se pueden obtener

los Valores de 105 desplazamientos coplanuros u y v a traves Cc

u=dpcos oc
(2.23)

v=dpsen oc
_ _ _ _ ¡ 11",“

. l, v ,v') , ‘r-IV'"; "/10 1/ ¿,2 ' I::u'g y) ¿ff o ,,—/1// .
d tL' . . k il. .

I
/ ' /' l a r I./'«a"1' c ‘V' /’,‘”,’ ver K I’

ES importante subrayar quo pdra que pueda usarse esta téc

nica es necesario quo la región iluminada del objeto sufra movi

minnLoa de oonj nLo, sin deformaciones locales de la microeotrug
tura de la superficie. \l l

Si asi no sucede, el diagrama de speckle

a2 f “VI/fiar»?.



se deforma, es decir cumbia la forma y la distribución relati

vade los ¡'ranos. 5’ ‘M‘ÜW'

2.3- Sorsíbilidad del método

¿e Vnrá uhoru cual es lu sensibilidad del método, S decir

cual es vi minimo desplazamiento que se puede medir. La inten

sidad de in luz difractudu por la d'ubribución de specklc corrgï

pondiente a uuu noia cïyOSÏCiÓn, se puede co sidcrur como el re

sultado de ia superposición de todas las fi¿uras de difracción

debidos a cuuu uno de Jos granos registrados en la pelicula. ui

suponemos que en promedio estos granos son circulos de difimetro

s, dicha intensidad tcndrá solamente un valor significante para

el disco central de la figura de Airy21 corrcspondiente a uno

de esos grupos. Por lo tanto el radio R del halo de difraccidn

vale, uproxínndamentc,

R=¡f/B (2-24)

si se omite ei factor 1.22.

Teniendo en cuenta que solamente son visibles franjas de

Youngque se encuentren dentro del halo de difracción y compa

randóekc.2.22 que da la interfranja i con el radio R del halo

de difracción dado po YEc.2.?4, se concluye que sólo un desplg

zamiento major que c generará franjas de Youngvisibles.

35 importunie señalar que la resolución de 1a cmuisión f9

tográfica dnbe ser tii que sea capaz de registrar cada grano de[_
k . En general sc usan pelícuius espoctrográficas con re



soluciones de hasta SUDlineas/mm.
. h. ,, ,, \ . .nn rLg. ¿.r se muestran Jas_í'an¿us do YoungobtenLdas

para un desplazamienho del objeto igual a 80 ¡Lm. Para este
montaje

>\ \ "/’) 1-6 ' ‘ V ‘a O.h u x 1d m (laser de He-ke)/(

.l e 0,7Qm?
(\ - 1/

-*¿ Q x7 f
2T "3 K Jl “I I" x,“ '

y vor lo Lunbo la dimensión media de los granos de speokle es

2.4- Extensión del método al caso de desnla7amientos no

uniformes

Si la superficie de un objeto sufre deformaciones locales

no se puede utilizar e] método anterior. Entonces, habria que

dividir dicha superficie en regiones sufidentemente pequeñas,

como para que nada una de ellas se comporte prácticamente como

un rígido. Onde una de estan regiones se iluminarïu separada

mente y se aplicarla en ‘adu caso la técnica citada.



QI

. . . . . . |rara eVLLnr la anomodldud de reallzar la 11um1nac1on

seCUaniquonuv, no puede iluminar todo el objeto y formar su

sobre lu pelicula. De .sta forma se con

].uimágenrncibu 91M proce
imágcn con una chLc

Sigue que ur: ;:-.;-.t.;unñozïr'ru dr

dontc rivl :‘u'ru (:(H'r'mwmmianu un ul. objeto.

'4 | JH..‘.\r. .' \-.O . . 3 . , i¡l 1.“J 04 hfiupluádmlhhuo cn una pOQULñd¿ona (L p ano ¡n d

superficie del oanLo es dp, el correspondinnte d2splazamiento
sobre la imagen ou

=d
D pm

¿Z mona-¿á
dondv m us'+w“mufin4#+vne+én du la lente (dimensión de la

dimensión ¿oí nbjcto).

\puntos no su superficie, se ilumina un pequeño área del spocklu

grama con o] nnz dvl laser sin expandir, F15. 2.8. Se ohticnv

frunjus de Young, que modulan el halo de di
2

así un sistun; de
’)

fracción, de espaciumionto angular“

senfi=nÁ/D=nÁ/mdp (2.26)

donde n es o] orden del espectro de difracción (n = 1,2,3,...).

haz laser r‘rj fi
m -————___._1 ___.

specklegrama

" ir:na¿;en/

Para connoer los desplazamientos de] objeto sobre distinta

l
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Analizando ul specklcgrdna punto por punto, se pueden de

terminar los dPSylazumionLosen uagnitud y dirección sobre to
da 11 PuJerficie del ob'eto.‘ ’ P J Marx/y

En estv caso la dimensión de un grano deÁap-nhiw sa puede
. . . . . _ 25 .calcuïur usando c] nrxtorlo de resoJu01ón de Raylc1gh . Hay

leigh estableció que dos componentes espoctrules m0nocromátí

cas están justamente resueltas en un espectroscopio, cuando la

intensidad máxima de una de ollas coincide con el primer minimo

de la otra. ra‘u el caso de difracción al infinito por una a

bertura Circular, el ángulo Q minimo de FOSOJUCiÓnes igtal a

sen 6:1.22A/b (2.27)

donde b es el diámetro de la lente, Big. 2.9

Fig. 2.9

' Como Q 9‘“ FW 37”“ " ' 'o ;w1UtJO, el diámetro medlo n - '/VVMyïzadzb . de un grano de
en el plano imagen es

(4.6/714) ,
=7

s=1.22>\s '/b= l.22'>xF(l+m) ( (2.28)

dond _ Í": ’' o r ‘ S, g ;
P Í/b en 14 anorturu do la lente. "r 5; 67421%3Z/¡v . A
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Por lo tanto, e] diametro medio So de un grano de speckle

sobre el objeto es

50:1.221F(1+m)/m (2.29)

Para una lente F=L.3, un laser de He-He y con m=1, se ob

tiene So=9J7/.m.¿l¿e.2.¿1 muestra que la sensibilidad del meto’ (I‘
do puede ser variada dentro de limites amplios, ehgiendo ade

cuadamente b y m. Esta posibilidad oe desen31lizar'el método,
permite independizarse de vibraciones ambientales sin necesidad

de usar bancos ópticos especialmente aislados.

En genera] conviene us/ar aberturas grandes de mode que 1m

tiempos de rxposieión sean pequeños, pero teniendo en cuenta la

resolución de la emulsión. Por ejemplo, si se emplea comofusi

te luminosa un leser de He-He, la resolución de la emulsión de

berá ser mejor que 1300/? lineas por mmpara magnificaeión uni

taria. Por otra parte, cuanto más fino es el grano de la emul

sión mas alto es el contraste y se mejora la visibilidad de las

franjas. La reducción de sensibilidad que acompaña el aumento

de resolución puede compensarse con el uso de mayores aberturas,

para mantener asi los tiempos de exposición en valores normales.
Una última consideración debe tenerse en cuenta cuando se

usa una emulsiónde espesor finito para registrar la distribu

ción deM. Eiiúlaflestructura de esta última cambiaapre
ciablemente a lo largo del espesor de la emulsión, una sola ex

posición registrará más de una distribución. Este efecto no se
rá serio a menos que el espesor de la emulsión ex eda dos veces

la tolerancia focal Az calculada de acuerdo a la reg a de un



. .. . .24
cuarto de lonxLLud de onda, 1ntrodu01da por Raylelgh . Usan

do 1a f‘c’u'r.1ulu"j

Az=i2F21 (2.50)

se encuentra qm: para una lente 17/? el espesor de 1a emulsión

debe ser mmm" (¡un 10 fun. Comolas; peliculas cspectroggl‘áficnsm
de más a1 La zwg-r-solucióx'xtienen un espesor de emulsión de] orden

de 7 ¡0.311,1:1 aber-Lima mencionada es; la limitqmpara no tener un

pobrecontrastedufranjas. WK ,1
a _ 7d¿"N/4‘!4m! [af/¿f¡á/¿olj
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3- HOLUJHAFIA E iHTERFBROMETRIA HOLOGHAFICA

3.1- Holovrafia

5.1.1- Introducción

En 1948 GaborPHpropuso un nuevo método de formación dc

imagenes en dos etapas y sin lentes, que llamó reconstrucción

de frentes de onda. Este método consisteen fotografiar primg

ro el diagrama de interferencia que existe cuando la figura de
difracción de un objeto interfiere con una onda de referencia.

Este proceso se llama formación o registro del holograma (del

griego holos:_tgdol, conteniendo este último tgggïla informa
.ción_de1 objeto,_amplitud y fase. El segundo proceso, llamado
reconstrucción, consiste en colocar el holograma en un haz lu

minoso coherente para producir una imagen del objeto. Existen

dos tiros de imágenes que se pueden obtener de un holograma.

La imagen real es aquélla que aparece sobre la parte opuestadei

holograma con respecto a la fuente de luz y tiene la propiedad

de que no se necesita un sistema óptico para registrarla. La

imagen virtual es la que aparece del mismo lado del holograma

y tiene la propiedad de que se necesita un elemento focaliza

dor para detectarla.
La holografia fue introducida por Gabor comoun intento

para mejorar el poder de resolución de los microscopios elec

trónicos. Gaborag’30 sugirió un proceso de formación de imá

genes en dos etapas, en el cual el holograma se registrabacon

longitud de onda de electrones y se reconstruia con luz visi

ble. Sin<mbargo el esquema original de Gabor, onda de refe



rencia sobre el eje con respecto al campode difracción del

objeto, no permitió resolver totalmente el problema. Las imá

genes real y virtual se superponian una con otra, causando in

terferencia mutua. Ademáscomo el haz de referencia debia pg

sar a travós de la muestra, este montaje restringia muchola

clase de objetos que podian usarse.

Muchoscientificos trataron de eliminar estos inconvenieg

tes, pero recién pasaron doce años hasta que la idea de Gabor

renació. Leith y Upatnieksó1, usando principios de la teoria

de radio-comunicaciones, introdujeron un haz de referencia in

clinado para resolver los inconvenientes mencionados. Simul

táneamente/con el advenimiento del lasen¡rse tuvo una fuente
de luz coherente cuasimonocromática muy intensa. Un año más

tardecstos autores obtuvieron las primeras imágenes tridimen

sionales de alta calidad. De aqui en más la holografia se de

sarrolló notablemente y dio origen a una nueva óptica.

A continuación se analiza la formación de los hologramas

de Fresnel, que son registros de interferencia entre el campo
de difracción cercano producido por el objeto y un fondo cohg

rente. Estos hologramas son los que dan origen a la interfe

ometria holográfica, que es la tecnica que se usa en este tra

bajo para la determinación de desplazamientos normales.

3.1.2- Formación de imágenes

Comose indicó anteriormente el procedimiento de recons

trucción de frentes de onda consiste de dos operaciones: un

registro y una operación final de reconstrucción. Por el mo
mento se tratará la primera de ellas.



Debido a que todos los medios sensibles que se disponen

actualmente registran solamente intensidad luminosa, la am.Wl____h

plitud y la fase de 1a onda difractada por el objeto.se regis
tran superponiendo un fondo coherente-de referencia. La forma

más sencilla de llevar u cabo esta superposición,para el caso

de un objeto difusor, se muestra en Fig. 3.1 donde una ondapla

na ilumina el objeto y un espejo plano.

espejo
.¡/V

\ ¡a

Un punto (x, y, z) cualquiera dc la superficie del objeto

dispersa la radiación incidente y se comporta comouna fuente

emisora de ondas. El espejo desvía simplemente la onda plana

incidente en un ángulo O y contribuye al campo con una ampli

tud uniforme y una ygriggiánwlinegl de fase.
El frente de onda originario se puede reconstruir si se

supone comoen el capitulo anterior que 1a placa fotográfica

es tal que, una vez revelada, su función de trasmisión es una

función lineal de la iluminación . Para ello se ilumina elhg

lograme cOn una onda plana en incidencia normal. Cuando la on

da pla.a pasa a través del holograma, se puede demostrar33 que

la onda trasmitida posee cuatro componentesdistintas de radig



ción. La primer componente no es más que la onda incidente

atenuada y repr23entu una onda plana que se propaga a lo largo

del eje óptico. ha segunda componente da origen a una débil

difracción u1rodudor del eje. La tercera componente es proper

cional u le onda objeto orihinel, multiplicado por un factor

exponencial que depende del ángulo O. Es una onda esféricadi

vergente y produce una imagen virtual del objeto a la distancki

z del holograma; el factor egponenciallmuestra que esa imagen‘.Mmm*“._¿w« Mmmmsmww

está desviada de un ángulo O respecto al eje, Fig. 3.2. Por
<

lo tanto cuando se utiliza cgmgflgniamdn_reconstrucción la ondufl
___ ___.._._ .,A..__,.__.-._._.-..e...—. WW.-.‘ u

de referenciu’se produce una imágenvirtual del objeu).,____*______,_
-‘A....

onda levemente

holograma “__/difractada
/1 onda/

/’ trasmitida
._.__._._.,___.,. -7. / ,

/ / _ ->u .1

imagen Z{:] /’ ‘W\\[:>X imagen
/

' /
Virtual , Z i real

.1 h. - -- »——>

Fig. 3.2

La cuarta componente es una onda esférica que converge a

1a distancia z del holograma y da orígen a la imagen real. La

presencia del factor exponencial‘dice que esa imagen está des

viada de un ángulo —G respecto al eje del holograma. Esta i

magenreal corresponde a una focalización efectiva de 1a luz en

el espacio. De esta forma se obtienen simultáneamente dos imá
genes, pero que están separadas una de la otra y también de la



onda trasmitida. Debido a que el objeto entero se puede con

siderar comoun conjunto dc fuentes puntuales de amplitud y fa

ses variubles, se puede demostrar que el haz dispersado por el
<7objeto entero engendra dos imágenes del mismo. Dudo que en lav

reconstrucción se obtiene una repliza del frente de onda emiti

do por el objeto, la inagen virtual conserva todas las propie

dades tridimensienales de aquél y se tiene una perfecta sensa

ción de relieve. En particular se observan efectos de parala

je: se pUedeVer detrás de los objetos situados en primer pla

no, cambiando simplemente el punto de observación.

La imagen real en este caso tiene ciertas propiedades que

la hacen menos interesante que la imagen virtual. Los puntos

del objeto que están más próximos a la placa fotográfica apare

cen en la imagen real mas lejos de la misma. Es decir que si

se observa la imágen real, los efectos dc paralajc no son los

que aparecen en la escena original. Se dice que la imagen es

pseudgscópiea. Ademaspara los hologramas comunes la profund;

dad de campo es generalmente pequeña, de modo que si se quiere

registrar la imagenreal hay que reconstruir parcialmente una Í?

parte del holograma. Sin embargo hay que tener en cuenta que

en este caso la perspectiva aparente de la imagen bidimensional
senodifica.

\ÉM70
Una extensión del caso tratado es usar ondas esféricasrpgA v,

ra referenciary/reconstrucción. Supongamosque la onda de re
ferencia sea una onda esférica producida por una fuente puntual

que se halla a distancia ZRde la placa y que la reconstrucción
del holograma se realiza con otra onda esférica que proviene dc
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un punto situado a disLancia zp. Para mayor generalización
se supone que la longitud de onda X2 para la reconstrucción
es distinta de Á utilizada en el registro. Se puede demos

1

t ‘ ‘ +. . . . 34,35rar que en este caso se obtiene una magnificac1ón

m:[(l-zo/ZR)ÉÁ120ÁÁQZP]_1 (3.1)

donde z o es la distancia del objeto a la placa, el signo 
\vale para la imagenvirtua] y el + para la real. bi se uti

liza una onda de referencia plana ( ZR :uo ) y una onda de re

construcción plana ( zp 200 ), la magnificación es igual a 1

independientemente del cociente Á1/ ÁZ. Se observa que sepug
den obtener magnificacioneswggngidgggnles‘si la longitud de on

da. Á? para la restitución es muchomayor que la longitud de

;¿444:¿H 2?;2rí/2vf -*"' 4‘ï/”<L’A,-//
/9M4 ¡nz/nc .

onda, A1 utilizada para el registro.

3.1.3- figyuerimientos de coherenciagygggtabilidad

Se vió que un holograma es el registro de un diagrama de

interferencia entre el campode difracción que proviene del ob

jeto y un fondo coherente de referencia. El tratamiento expueg
to anteriormente se basa en la adición de estos camposópticos.

Esta adición de campos es la aproximación de una expresión más

general que da la teoria de luz parcialmente coherente.

La teoria de interferencia entre dos haces parcialmente cg

herentes fue introducida por Wolf36'37, Esta teoria considera

el caso de un sistema como el de Fig. 3.3, en la cual una fuen

te dc tamaño finito S emite luz de ancho espectral fino, que in



cide sobre una pantalla opaca que contiene dos pequeñas aber

turas on los puntos Y y P de coordenadas 'Ï' y 'Ï respecti
- 1 2 - , 1 2

ü “un”,,vamente. La amplitud compleja en estas dos aberturas son

V ( ÉÏ, Ü y V ( r2, t) y estas funciones satisfacen la ecua
ción de onda

v2v(?,t)=1/c2 32v(ï;t)/at2 (3.2)

2 . .donde V es el operador 1ap1ac1ano y c es la veloc1dad de la
luz.

l" pa dr?

652-. Iñífi,__ :
-\¡ % ’ ¿z

Pie. 3.3

Se quiere determinar 1a intensidad resultante en el punto

Pcpe está detrás de 1a pantalla. Esta intensidad es la canti

dad observable y está dada por

I= t .Ip (Vp(t) vp( )> (3 3)

donde < ) significa un promedio temporal largo definido por

T

(f(t))=lím l/QTSf(t) dt (3.4)T»w —T
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Debido a que la ecuación de onda es una ecuación diferen

cial lineal, la amplitud compleja cn P es la superposición de

las contribuciones desde P1 y P2. Para campos estacionarios
se puede demostrar que

Ip=Il+I2+2|KlK2IRerï2(¿) (3-5)

donde I1 es la intensidad en P debido a la abertura P1 solamen

te, idem para I“, K1 y K? dependen del tamaño de las aberturas

y la posición relativa de P con respecto a P1 y P2 y P12 CS h
función de correlación cruzada dada por

P12(3)=<V1(t+¿) VÏ;(t)> (3.6)

. _ 1

que sellama fun01ón de coherenc1a mutu'h de los campos en P1 y

P2. Cuandolos dos puntos coinciden la correlación cruzada se
vuelve una autocorrelación, que se llama función de auto-cohe

rencia y no es nada más que la intensidad en el punto conside

rado si el intervalo de tiempo es 5 = O

F11(o)=1<?1> (3.7)

Se define al grado complejo de coherencia comola función.,.._l...._..... _,_“ha- Han-wm
de correlación mutua normalizada

Fl2(¿)=P12(2«)/\/P11(o)¡“22(0) (3.8)



Si la frecuencia media de la luz es Ó y la longitud de

onda medhiiwz 1 , se puede escribir l

Ip: 11+12+2J1112Iï12(o)lcos[ew05+2u@2-d1)/A+í(3.9)
+argFl2(3)] ¡

que es la ley de interferencia generalizada para luz parcial
mente coherente.

Para el caso de luz incoherente IF12| = O y

Ip:Il+ 12 (301o)

y no existe interferencia debido a que las intensidades se su
man directamente.

Para el caso de radiación coherente es |F12\ = 1 y

i l "mhm_m__.__.___“

que es la conocida)1ey de interferencia. Í
Para muchos problemas se puede suponer a la luz como cua

si-monocromática, es decir

donde AÓes el ancho espectral y Ó la frecuencia media.

Ademáspara muchas situaciones experimentales

¿«1/Aó (3J3)
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Bajo estas condiciones se pueden separar las componentes

espacial y temporal de la función de coherencia. La llamada

coherencia espacial describe los efectos de coherencia nmcial
que se deben al tamaño Finito de la fuente luminosa y está me

F¡2(o).didu por Lu llamada coherencia temporal resulta de..._...‘...w.-e-ar--*-v———N ___

consideraciones del ancho espectral finito de 1a radiación y

está medida por Ï11(¿ ). Se puede definir una longitud de cg

herencia Al’y un tiempo de coherencia At dados por

AE=c/Ab=l2/A7\ (3.14)

At=At/c:2“ (3.15)

Ec. 3.14 se puede usar para evaluar las dimensiones sobre las

cuales se puede tener coherencia con una fuente de ancho de li

nea espectral AX.

¿1 valor de |F12l, se puede medir experimentalmente a
traves de 1a observación de las franjas de interferencia, defi

nido la visibilidad de las mismas, magnitud introducida por Mi

'/Í}“L:"¡"7&’//¡Ó;/r4(á ¿lu ¿F/24'Í““É/'Í."(‘ jchelson

V=(Imáx-Imín)/(Imáx+Imín) (3.16)

Si se supone que 11 = 1? = I , 1a visibilidad de las fran
jas en P es

vp=|1912| (3.17)
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y de esta forma se puede meiir el ¿rado de coherencia entre

las dos fueLtnr puntuales. La fase de T12 es una medida del
Corrimiento de fase del máximode la franja central, comparada

con la que se obtiene con dos ranuras iluminadas con radiación

perfectamente coherente.

El efecto cuantitativo de 1a coherencia temporal, es decir

l X11('¿)| , se puede medir usando un interferómetro de Michel
son con un oompensadcr de camino óptico en uno de sus haces y

7Q
moviendouno de los espejos hasta que las franjas desaparecen".

A continuación se verán cuales son los requerimientos de

coherencia para obtener un buen holograma. Comose dijo ante

riormente, 1a onda de referencia que llega a la placa debe ser

coherente con la luz difundida por todos los puntos del cnjeto

Esta condición primero impone que 1a luz difundida por el obje

to sea de la misma frecuencia que la de la fuente. Ademáslas

díggnsignes del objeto deben ser menores que la longitud de cc

herencig de la_fuente utilizada. Finalmente la diferencia de
camino óptico entre los haces objeto y referencia también debe

ser menor que la longitud de coherencia de la fuente. Estas

condicionessnn satisfechas por un laser, el cual usualmente tie
ne una longitud de coherencia mayor al metro para los de tipo

gaseoso de mediana potencia.

El procedimiento de registro de un holograma no difere mu

cho de las técnicas interfcrométrieas. ra a registrar franjas
netas y contrastadas, es esencial que el montaje óptico sea es

table de modo que las diferencias de camino no varlen mas que

un décimo de la longitud de onda durante el tiempo de exposición.



A medida que la potencia de la fuente aumenta, es más corto el

tiempo de exposición y son menores las exigencias de estabili

dad, pero también se hace mas pequeña la longitud de coheren
cia de l/a fuente utilizada.

3.1.4- Respuesta y resolución de laggmylsión

Un problema practico importante esta ligado al hecho que

en una emulsión rea la función de transmision T sólo es una

función lineal de la iluminación E en una región limitada de

la curva T-E. Yara obtener respuesta lineal, usualmente se a

diciona un nivel de lu? mediante el incremento de la intensidad

de la onda de referencia. Se encontró39 que se obtienen buena

reconstrucciones para valores de la razón entre la inte sidad

del haz de referencia con respecto al haz objeto comprendidos

entre 2 y 10. En el caso de que el objeto sea difusor esto se

simplifica debido a que éste dispersa la luz en un angulo sóli

do grande, de modo que la radiación que proviene de cada punto

del objeto ilumina totalmente la placa fotográfica y se elimi
nan asi las regiones de iluminación muy fuerte o muydébil. En

el caso que el objeto difracte luz por trasmisión se utiliza un R 27
vidrio despulido entre aquél y la plaga fotográfica, para lograrï
el mismo efecto.

Kczma4oestudió los efectos de no linealidad de la emulsión

sobre los frentes de onda reconstruidos por holografia. Estos

efectos limitan seriamente la calidad de la imagen mediante la

aparición dc un halo superpuesto a 1a misma e introducen imáge

nes de orden superior.



Debido a que un hologrenn es básicamente un inLerferogra

ma, su rcgistrubiliduu esLará determinada por dos o)ndiciones,

además de la monocromnticidad de la fuente, a saber el ángulo

O entre la onda de referencia y el campode ondas difractadas,

y la dimensión y estructura de 1a abertura usada para generar
‘ 1 p . y . 41el fondo eonerente ue relerchia OSÍéPlCOo plano . Para que

las imágenes estén bien separadas, se debe usar una onda de re

ferenciu bastante inclinada. En el caso simple de que las on

das objeto y referencia sean planas, lu distancia i entre dos
. . 42franJas brlllfinLCS es

1:1/sen 9 (3.18)

donde4}es el ángulo entre las dos ondas. rara Q = ?O° se tie

ne ie: 2 /um , es decir la emulsión debe ser capaz de registrar
500 franjas por milímetro. for lo tanto se deben utilizar emdr x

_:;siones de resolución estremadumente elevadas. Las placas usa

das en este trabajo, 8 E 75 de Agfa-Gevaert, tiene un poder de

resolución del orden de 3.000 lineas por milímetro. Lamentablg
mente estas emulsiones de alta resolución son muypoco sensi

bles (0,015 ASApara el tipo mencionado), de modo que en gene

ral se requieren tiempos de exposición largos que entrañan se
veras condiciones de estabilidad.

Comocomentario final se debe agregar que en fotografia

convencional,dos puntos imágenes se pueden resolver si están se

parados por una distancia mayor que el tamaño del grano de la

emulsión. En un hologruma, por el contrario, la información



sobre un punto imagen se dispersa sobre toda la placa y esto

trae comoeonsecuenc'a que la resolución en sistemas holográ

ficos sea un yroblema muycomplicado 3. Si bien lï_resplugión
de la imagen no está determinada directamente por la resolución
de la blaea ésta limitala frecuencia esvacial re»istrab1e ‘ en

A 1

consecuencia, la visión del objeto.
, '7/ - 1',/' L. ' ‘ .4". . _ /- \,_ / ,,_, , ,/ 3 . /’f. I" r’/:';

3.1.5- Efecto del espesor de la egplsión

En lo que precede, se supuso que la emulsión fotográfica

tenia un espesor despreciable y que el registro de un hologram1

era un fenómeno de superficie. En realidad la emulsión tieneLn

espesor finito y por lc tanto se debe tener necesariamente en

cuenta el aspecto cn volumen del proceso de registro. Comoe

jemplo, la emulsión de la placa 8 E 75 de Agfa-Gevaert tiene un

espesor aproximado de 15 /em, que si bien u primera vista pare
cedepredable, es mucho mayor que la longitud de onda de un laser

de IIe-I'fe, l = 0.6328 ¡unn
44Siguiendo a Collier analicemos el caso de ondas objeto_7

de referencia planas, simétricas respecto a la perpendicular a

la placa y que forman un ángulo O entre si. Para este caso,los
máximos de las dos ondas determinan, en el transcurso del tiempo,

planos_equiespaciados donde las mismas están en fase y la ampli
.tud es máxima. Después del revelado de la placa, estos planos

¿{ly/4'- 7/752- ,, ¡VJI/
se comportan como espejos semireflectantes. w. /

0,1 ,- x .t' , la

Para conocer cual es el ángulo DL de reconstrucción due m

debe utilizar para obtener una onda objeto de intensidad máxima,
se usa una onda plana, F15. 5.3.
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imagen onda incidente
virtual

emulsión
placa de vidrio

onda reflejada
(fl

Fig. 3.3

Para poder ver una imagen reconstruida de la onda objeto,
las diferentes ondas reflejadas deben estar en fase. Esta con

X

dición no es otra que la conocida relación de Bragg de crista- 1
lj

lografia y trae comoconsecuencia que

04:9/2 , o<=_Üï_e/2) (5-19)

Este resultado importante indica que para obtener una re»

contrucción de la onda objeto original, e] holograma se debe i
luminar con una onda idéntica a la de referencia utilizada en

el registro, c><= 9/2. Esta onda produce una imagen virtualdel

objeto. Si el holograma se ilumina con una onda que se propaga

en sentido opuesto a la onda de referencia, GK= - (1T—9/2),

esta onda conjugada produce una imagen real del objeto, Fig.3.4.

imagen
real

Fig. 3.4
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Para poder ver una imagen reconstruida de la onda objeto,

las diferentes ondas reflejadas deben estar en fase. Esta con

¡dición no es otra que la conocida relación de Bragg de crista»

lografia y trae comoconsecuencia que

04:9/2 , o<=-oï_9/2) (5.19)

Este resultado importante indica que para obtener una re

contrucción de la onda objeto original, el hologramu se debe i
luminar con una onda idéntica a la de referencia utilizada en

el registro, oc = 9/2. Esta onda produce una imagen virtualdei
objeto. Si el holograma se ilumina con una onda que se propaga

en sentido opuesto a la onda de referencia, Ci = —(1T- 9/2),

esta onda conjugada produce una imagen real del objeto, Fig.3.4.
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Estos resultados suponen que el espesor de la emulsión es É

muchom s grande que la distancia que separa los planos semi

reflectantes. Si sucede lo contrario, el efecto Bragg es des

preciable y el hologrumu se comporta como un medio bidimensio

nal o

3.2— Aplicacion de le holografia a 1a interferometria

3.2.1- Introducción
En todos los interferómetros clásicos se haden interferir

dos ondas que provienen de le misma fuente, es decir emitidas

en un mismoinstante. Las fuentes ordinarias, exceptuando el

laser, emiten trenes de onda de corta duración y no se puede ob

servar.intcrferenciu con fuentes diferentes. La holografia per
mite resolver este problema de una forma elegante, debido a que

la onda objeto se reconstruye en amplitud y fase.

La interferometria holográfica fue sugerida por Gabor y co

laboradores45 y fue desarrollada a partir de 1965 por varios in
6

4 49. Dentro de este campo existen numerosas tecvestigadores
nicas, pero solo se discutirá la de doble exposición, que es h

que se utiliza en este trabajo.
La interferometria holográfica de doble exposición consiste

en hacer interferir dos ondas registradas secuencialmente en

forma holográfica sobre una misma placa fotográfica. Al recons

truir el hologramu estas ondas pueden interferir por ser ambas

coherentes. Una de les ondas contiene información del objeto en

un dado instante inicial o de referencia y la otra contiene in
formación de un estado perturbado. En la reconstrucción se ob
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tienen dosimágenes virtuales y dos reales. Comola pertuba

ción del objeto es pequeña, en realidad se ve una sola imagen

superpuesta a una red de franjas que está directamente rela

cionada con la variación que sufrió el objeto entre ambos e"
tados.

3.2.2- Interpretación de las franjas de interferencia
En lo que sigue se restringe e] análisis al caso de que la

pertubación del objeto sea un pequeño desplazamiento debido a

una deformación del mismo.

La interpretación de las franjas en interferometrla Lolo

gráfica es un tema de primera impor ancia para la explotación

correcta de esta técnica. Los primeros que se abocaron a la ü]

terpretacion y análisis de las franjas fueron Haines e Hildebrand

50 y Aleksanúrew y Bronch-Bruevich51. Haincs e Hildebrand divi

dieron a la superficie del objeto en superficies planas infinite
simales y determinaron las coordenadas de los desplazamientos de

los centros de estas superficies y los tres ángulos de huler que
describen la rotación de la normal, usando la aproximación del a

teoria de difracción. Para el caso de franjas que se localizan

en el infinito, más de 1000Á desde la superficie, obtuvie_

ron expresiones para los desplazamientos. Aleksandrov y Broneh

Bruevich consideraron a la superficie comoun conglomerado de

puntos y obtuvieron una descripción purto a punto del movimiento

observando las franjas y la imagen simultáneamente a través de

una abertura pequeña. Ambastécnicas son baS'ante complicadas

para usarlas en casos practices.
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Vienot52’53 contribuyó a la determinación de la región

de localización de las franjas mediante la introducción del

concepto de rayos homólogos. Sea r1 un punto del objeto y P;'
la posición del mismo punto pero sobre e] frente de onda difug

dido. Si P2 es la posición del mismo punto pero para el objeto
y ' n.’

desplazado, r1P1 y rflyz son un par de rayos homólogos, Fig.5.5

Vienot halló que la zona dc mayor visibilidad del sistema

de franjas se situa en la vecindad de la perpendicular comúna

los pares de rayos homólogos. Teniendo en cuenta que cada una
¿(p ¿naa-Ia:

de las ondas difractas posee una estructura granular, agluilb,
debido a 1a estructura rugosa del objeto, dedujo que las fran

jas tienen buena visibilidad sólo si la distancia minimaentre
los rayos homólogmes menor que la dimensión media de los gra

nos en dicha zona. A partir de este analisis obtuvo las pro

piedades de los sistemas de franjas correspondientes a algunos

movimientos simples del objeto. Por ejemplo sea el caso de un

objeto que ha sufrido una rotación alrededor de un eje conte

nido en su plano y perpendicular al plano determinado por la

fuente luminosa y los centros del objeto y la placa fotográfica.

Las franjas resultantes son rectilineas, paralelas entre si y



al eje de rotación, se hallan looalizadas sobre el objeto y

poseen una excelente visibilidad. Ademáslq_interfranja es_

inversamente proporcional al ángulo de rotacióp del objetog
«wm-"N'W-W’”' r u,“una ». K». -' ‘ . 'Otros investigadores contriouyeron con analis1s mas

, ""'_L’ u , _completos y úlLimumenLenbramsonb’ )J desarrolló una tecnica

gráfica para el anális’s de las franjas.
A continuación, siguiendo a Sollidóo, se derivará la re

lación básica que permite determinar pequeños desplazamientos

en un cuerpo difusor usando interferometria holográfica de do

ble exposición. Supongamosel caso general que se muestra en

Fig. 3.6.

Fig. 3.6

La fuente luminosa está en O, elegido arbitrariamente ooí__, N
mo origen, y sea k1 el vector de propagación'dirigido a un pun
to Pde 1a superficie del objeto que eStá localizado por r. La-,
luz se difunde con una dirección dada por k2 y es observada en

—->

S, que está localizado por el vector posición R. Cuandose re



44

construye la imagen virtual una vez registrado el holograma,
n ._. i

se recrea el vector de propagac1ón k2. bupongumosahora que
el holograma ha sido semiexpuesto bajo las condiciones descriR

' I
tas, queefl punto P se mueve a una nueva posición P y que se

completa la exposición. Los nuevos caminos ópticos están de
__I _,v

terminados por los vectores de propagac1ón k1 y k2. Cuando e]

holograma se reconstruye, 1a luz difundida según k2 interfiere
__s , . /

. , 1' ;',’¿.",’ "
con la ceda por k2. Iáuí75va " V'

Ï x‘ g ( , . - " TTLaskfnses 1 y 02 a lo largo oe los caminos k1 A? y
k k, resveetivamente son

1 i k 7

81: l.r+k2.(R—r)+5o
* * (3.20)

62: í. '+ é.(R-r')+5

donde So es un cambio de fase constante debido a la interac
ción de la luz con la superficie.

—>' ->|

Los vectores de propa5301ón k1 y k2 se expresan como

Reemplazandgg%e.3.21en Ec.3.20, se puede calcular la di

ferencia de fase 5:: 51 - 52

5=(ïl-Ïc’2).(ï-r")-AÏ:1.IT'—AÏ;2.(ÏÏ_;) (3.22)



En la practica la diS'ancia

I?Í:Iï'|»líl=lï'-ï| (3.23)

-_ T’ _ -—>| To —.I
Entonces Al<1 y A¡L) son perpendiculares a r y (d-r ),

por lo tanto son nulos los dos últimos términos de Ec.3.22 y
finalmente se obtiene

Cuando 5: 2 W (n + 1/?) y se observa e] punto P de la

imagen virtual según la dirección EL se obtiene una franja os
cura de orden n.

hn el caso de que el vector desplazamiento tenga uul cier

ta dirección conocida, usando esta relación se pueden medir los

desplazamientos en cualquier punto de 1a superficie del objeto.
Esta tecniCaes particularmente útil para la determinación de los

desplazamientos normales dn a 1a superficie del objeto. Se usa
el montaje de Fig. 3.7, es decir se ilumina con un haz perpendi

cular a la superficie y se coloca 1a placa fotográfica paralela
mente a aquélla.

============placa fotográfica

haz objeto espejo semitrasparente
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Para este montaje

(12251€).Ïi’=2kdcos lP (3.25)

donde

I'ïl|=|ï2|=k (3.26)

y

dn=dcosW (3.27)

es la componentenormal del vector desplazamiento.

El valor del desplazamiento normal dn en cada punto del
objeto, se puede calcular usando el sistema de franjas que se

observa superpuesto a la imaeenvirtual, a traves de la rela
ción

dn=(n+1/2)7\/2 (3.28)

En este caso cada franja es el lugar geométrico de los

puntos de igual desplazamiento normal, es decir de esta forma

se obtienen curvas<de nivel dc la superficie deformada. La di
ferencia de desplazamiento normal entre puntos correspondientes

a dos franjas oscuras consecutivas, es el minimodesplazamiento

medible y da la sensibilidad del método. Para un laser de He

Ne resulta igua. a 0.315 tom. De aqui sc concluye que este/
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método es en promedio diez veces más sensible que la fotograaJfladem
bn el caso general eange-no se conoce 1a evolución del

objeto, sin embargo se pueden determinar las tres componentes

de los desplazamientos a partir de un conjunto de medidas efec

tuadas sobre elsastema de franjas. Varios métodos han sido de
". 1 01,62 . .sarrollados por diversos autores. Algunosce ellos utili

zan un solo holegrama sobre c1 que se registra el movimiento de

las franjas cuando se observa la ima6en desde distintas posicio
nes. De esta forma se obtienen varias ecuaciones que se resuel

ven generalmente aplicando cl método de los cuadrados minimos,

para calcular asi las tres componentesde los desplazamientos.
63,64 . .Otros se basan en el registro de tres hologramas Simultá

neos desde tres posiciones diferentes. Tambiénde esta forma:

se obtiene un sistema de ecuaciones, en el cual las incógnitas
son las componentes de los desplazamientos.

Todos estos métodos tienen el inconveniente de que requie
ren cálculos considerables para casos de interés práctico. Se

verá en el próximo capitulo comose simplifica la interpretaMusa/J
ción de los resultados, si se utilizan fotografia defil!IÜÍÜÍ'e
interferometria holográfica en forma combinada.
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4- TECNICAS EXPERIHENTALES

4.1- Sintesis del método
szoïkv’

Enel capítulo 2 se vió quela fotografia dem es una
técnica simple que permite la determinación de desplazamientos

jïLel plano de la superficie de un objeto difusor. En el capi
tulo siguiente se vió que mediante la interferometría holográ
fica se puede determinar el campotridimensional de los despla
zamientos, pero realizando cálculos considerables. Sin embargo
el uso de esta técnica se simplifica cuando se utiliza para me

dir solamente los desplazamientos normales. En este caso las
franjas están relacionadas con dichos desplazamientos a través
de una única ecuación.

Nuestra experiencia en estas dos técnicas de óptica cohe

rente, nos indujo a usarlas en forma combinada de mdgoádemedir, ,1 _
los desplazamientoscoplanares con fotografia de:;ilüiié‘y los
desplazamientos normales con interferometría holográfica. El ú-lf

nico antecedente publicado es una comunicación de Adamsy haddgáii
en la que proponen este método dual. 1

Ya se vió en los capitulos anteriores que la interferometria
holográfica tiene una sensibilidad aproximadamentediez veces ma

A

yor que la fotografia deÍ;;:;ü&é. Este hecho trae comoconsecuen
cia la imposibilidad de registrar hologremay specklegrama simul
táneamente. La alternativa es registrar primero el hologramapa
ra una deformación que dé franjas posibles de resolver y luego el
specklegrama pera una deformación mayor. Esto requiere primera
mente verificar que el material que componeel objeto es lineal
en el rango de car as usado.

Si bien el montaje de Fin. 3.7 permite obtener los desplaza
mientos normales, el mismono se pudo utilizar debido a las si
guientes causas. La dimensión del espejo semitransparente y la
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necesidad de tener espacio suficiente para expandir el haz de
referencia, hacen que no sea posible colocar el modelo cerca de
la placa fotográfica. Ademásse pierde un 50%de la intensidad
del haz objeto por la presencia del mencionado espejo. Estas
causas combinadascon la baja potencia del laser disponible, ha
cían que los tiempos de cada una de las dos exposiciones fuesen
muyprolongados. Teniendo en cuenta los inconvenientes de es
tabilidad que aparecen cuando se usan tiempos de exposición tan
largos, se usó un montaje con incidencia cuasi-normal, Fig. 4.1.

En dicha figura-í; y'Ï; son los vectores de onda incidente
y difundido respectivamente y P un punto cualquiera de la super

ficie del objeto. Este montaje está oqracterizodo porqueí; y
__ ,

k2 definen un plano que es perpendicular a la superficie del mo
delo, k2 tiene dirección de la normal a la misma y kl forma un
ángulo 9 con k2. zxpresando el vector desplazamiento en función
de sus tres componentes u, v, w

Fig. 4.1

d;uÏ+vï+wÏ (4.1)

si se reemplaza esta expresión en Ec. 3.24 se obtiene

5=kw(1+cose)+kvsene (4.2)
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Para este caso se pueden calcular los desplazamientos normales
w a través de

w:EÁ(n+l/2)-vsen9]/(l+cose) (4.3)

si se conocen los desplazamientos transversales v y donde n es

el orden de las franjas oe interferencia.

:-Sor último falta aclarar que si tien con la fotografia de
qggniún se obtiene información sobre la magnitud del desplaza

miento, las franjas en interferometría holográfica dan solo d}

fergggia de desplazamientos entre dos puntos. Pa‘a ubicar la
franja de orden cero, se coloca una cinta de un material flexi

ble con un extremo pegaca al objeto, en una zona donde se supo

ne que los desplazamientos van a ser pequeños. El otro extremo

se pega a una parte del soporte del objeto, que pueda asegurar

se que permanece rigido. Unavez restituido el holograma, so

bre la cinta aparecerán franjas que sirven para determinar el

desplazamiento del objeto en la zona donde está pegado a la cin

ta. El sentido de crecimiento de los desplazamientós se reali

za comparandohologramas correspondientes a distintas cargas.

4.9- Modelo
... . . ¿aEl modelo utilizado ora un prisma de reelna epox1 de secsu,”

ción cuadrada ue 3,33 cm dc lado y 5 cm dc largo. Tenia uncon

ducto longitudinal centrado de 0.325 cm de diametro por donde

pasaba el alambre dc pretensado, Fig. 4.2. La relación entre

la dimensión de la zona cargada y aquella de la sección trans

versal, a'/a, se adoptó igual a 0.5.
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2a 5 cm

Íñigo 4.2

. caLa resina epoxi utilizada era AralditeB con endurecedor

HT 901, de Ciba-Geigy y fue curada en un molde metálico a ¿QLHidf
. ¡

r ‘ . ' “Í ‘140°C durante 12 horas para lograr su desga‘ado y ev1tar la ¿‘HJ VW
¡sw-mwx-JWNH... ' 4 wm... Wnamw__ 4 ‘ ‘ ‘

f ¿.jï's'fiá‘a'

inclusión de burbujas. Una vez obtenida la pieza, esta fue'"m _ ,2ÉSJHNÉQÜ
maquinada, para llevarla a sus dimensiones definitivas.

úxzf ¿“fáfijwïlfUC"48‘ á ¿siV'[A¿52.3v‘
A continuaciónysobre la misma piezat.se midieron los mo

dulos olástiCossde YoungE y de Poisson Ó del material. Para

ello Se ensayo la pieza a cowpresión pura usando dos rótulas

centradas o mose indica en Fig. 4.3 para eliminar la flexión.

Se midieron las deformaciones longitudinal 81 y transversal
E;2 para distintos valores de la carga Q usando extensimetros
elécnicos SR-4 tipo FAE-25-1ESÉ,de las siguientes caracteris.’¡ HWWW
ticas ? ?

lr É "q

factor de-taraje: 2.04 i Th , resistencia: (120 i 0.2)11

HH
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Lstos extensinetros se pegaron al modelo con un adhesivo WE

cianacrilato, Loctite 12, de baja relajación.

Las deformaciones longitudinales y transversales, para

distintas Cargas, se midieron simultáneamente, usando una uni

dad de baluhCu BLHmodelo 225 y un puente Automatic industries

model P-fiüo. Con el objeto de evitar error‘s por diferencia

de temperatura, se trabajó con un extensimetro compensador que

se aplicó a un trozo de] mismo material que el del modelo, pe

ro que no estaba sometido a deformaciones. De esta forma se

compensan los crueles Lermie s en el puente.

Se obtuvieron los siguientes valores

13 (30.000 1 900) Píg/ m‘

Ó: 0.40 1 0.1

Ademáscon los Valores obtenidos se verificó que el mate

rial tuviese dentro de los errores de medición un comportamien

to lineal en el intervalo de cargas a ser sado.
Finalmente se cubrió una de las caras laterales del mode

lo con pintura blanco mate, con lo que se obtuvo una superficie

de excelentes caracteristicas de difusión de la luz y se le per
foró el conducto central longitudinal.

4.3- Montajes

Debidoa la gran sensibilidad de la interferometria holo

gráfica, el modelo debe estar montado de forma tal que se eli

minen todos los desplazamientos rígidos, s decir no debidos a
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deformaciones del mismo. En general estos desplazamientos

rígidos no son rcproducibles una vez vuelto a cargar el mode

lo y esta es otra causa de porque deben ser eliminados. Esta

tarea no cs sencilla y cn particular para nuestro caso, se
arribó al sistema que ahora se describi‘á luego de reiterados

ensayos sobre otros dispositivos, los que debidos a esos pro
blemas dificultaban la obtención de resultados correctos.

El prisma se montó sobre una base especialmente diseña

da construida con perfiles de acero, de manera de lograr alta

rigidez y total inmovilidad, Fig. 4.4. Las cargas fueron apli
cadas al prisma a través de un alambre de alta resistencia que

era tensado paulatinamente por medio de un tornillo micrométri
co apoyado sobre cojinetes lubricados.

Elb=

Fig. 4.4

En la Fig. 4.5 se muestra una foto del montaje del mode

lo. El procedimiento que se utilizó en los hologramas y specklg

gramas fué el siguiente. Primero se tensó el prisma con una

carga de 500 Kg aproximadamente y se realizó la primera expo

sición. Luego se operó sobre el tornillo de carga para reducir

el esfuerzo y con esa carga menor se realizó la segunda exposi
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ción. Para cada uno de los estados, se leyó la deformación

oue indicaba uno de los extensimetros eléctricos. Las cargas

se determinaron ensayando el modeb en una máquina con la mis

ma configuración y para los valores de deformación anterior

mente obtendios. Este montaje y el procedimiento empleado su

ministraron una elevada estabilidad y alta rigidez y se elimi
naron de esta forma movimientos rígidos del modelo que enmas

caraban los efectos de la carga sobre el mismo. Se utilizó un

laser Spectra Physics model 134 de He-Ne TEMOOcon longitud
de onda de 6328 A y con una potencia de salida de 5 mW. Para

registrar los hologrumas se emplearon placas holográficas Agfa.

Gevaert 8575 y p ara los specklegramas, pelicula Copex Pan de

Agfa-Gevaert de 500 lineas por mmde resolución.
. . . _ _ e ‘56 . n oLas experienCias se realizaron sobre una mesa de ¿m x 1m

-«¿M

ams“:

¡Éde superficie, diseñada y contruida esyecialmcnte para aislar
mw

é

¿Evibraciones.
’>



¿{al ¿ias 4.6 y F13. 4.7 muestran Joa montajes utilizados para
medir los desplazamientos coplanares u, v mediante fotografia

meo/,04
dEJIQUIIÍEh Se usó una cámara con f=17.8 cm y F=4.5 con mag

nificación unitaria, m=1, de forma que el diámetro medio de los

granos de Speckle resultó igual a 6.9 'jam. El tiempo de expo
sición para cada uno de los registros fue de 15 segundos. El

error en la determinación de los deeplazamienuos coplanares es

del orden del 12p y proviene de los errores en las mediciones

de la interfranja y del ángulo que forma el sistema de franjas

con el eje horizonLal._-—
¡[wmwllllllil
——

Fig. 4.6
(1) obturador, (2) lente expansora,

(3) lente colimadora, (4) cámara fotográfica, (5) modelo

[dd #155 4.8 yw. 4.9 muestran el montaje usado para medir
los desplazamientos normales w mediante interferometria holo

gráfica. El tiempo de exposición para cada uno de los regis

tros fué de 10 segundos. El ángulo 6 entre el haz de referen

cia y 1a normal a la placa holográfica era igual a 2o . El
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error en la determinación de los desplazamientos normales se

puede estimar en un 7% aproximadamente.

haz de referencia5

,fi \3

7

laser

F16. 4.8

(1) obturador, (2) espejo semifiransparenLe, (3) espejo, (4) leg

te expansora, (5) lente oolimadora, (o)modelo,(7)placa_holográfica
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5.1- Introducción

El metodo de elementos finitos está basado en el concepto

de reemplazar una estructura continua por un modelo matemático

construido por elementos de dimensiones finitas, de propieda
des conocidas. Estos elementos están unidos entre si o con el

contorno<b la estructu‘a en puntos determinados que se llaman

nodos. Cuando el tamaño de los elementos tiende a cero, el mg

delo matemático convergc hacia la estructura contínua. Todo

esto requiere una gran cantidad de operaciones algebraiCas, que

expresa as en forma matricial, pueden ser automatizadas en una

computadoradigital.
Existen dos modelos dentro del análisis matricial: de los

desplaZamientos y de equilibrioó7. En el primero se toman co

moincógnitas los desplazamientos y en el segundo, las fuerzas.

La aplicación de uno u otro modelo estuvo ligada a la evolución

de las computadoras, pues el aumento de la memoria de éstas hizo

que el gran número de desplazamientos no fuera un impedimiento

para tomarlos comoincógnitas. Esto junto con otras ventajas

hacen que actualmente el modelo de los desplazamientos sea el

más difundido y en particular, es el que sc utiliza en este tur

bajo.

_Encada uno de los elementos en que se dividió la estruc

tura se hace una aproximación sobre el campo de los desplaza

mientos. esta consiste en reducir el númeroinfinito de desplg
zamientos a un número finito, que son descriptos por funciones



elementales. De esta forma el campo de deformación queda ex

presado en función de ciertas coordenadas generalizadas. Ade

más, el campo de tension‘s se reemplaza por un conjunto de fue;

zas generalizadas que no tienen significado fisico cn la estrug

tura real. La energia de deformación de 1a estructura y la eggg
¿ia potencial de Las cargas aplicadas pueden ser expresadas, e

lemento por elemento, er fanción de los desplazamientos. Apli

cando alauno dc los Lrincipios variacionulcs de la elasticidgfi

se puede calcular la matriz de rigi ez del elemento. bsta rela

ciona los deeplazamientos con las cargas generalizadas a través

de las prOpiedad-es elásticas J ¿geométricas de cada elemento.

Producido el ensamble de los elementos, el problema matemá

tico consiste en buscar el minimode un funcional, dependiente

de los desplazamientos y sujeto a las condiciones de contorno.

La operación de lograr el minimo conduce a un sistema de ecua

ciones algcbrdieas lineales, del que una vez resuelto se obtie

nen los desplazamientos. Toda esta serie de operaciones se si;

tematiza por medio de una computadora digital, que es imprescin

dible debido al gran volumen de cálculo.

Sitien se limitará la aplicación de este métodoal cálculo

de estructuras elásticas, el mismoes de aplicación genera1,pues
se usa en distintos dominios ademásdel citado. Se utiliza en

conduccióndel calor, escurrimiento de fluidos irrotacionales,
distribución de potencial eléctrico y magnético y cn general en

cualquier problema que este regido por una ecuación de Laplace o
Poisson en el dominio lineal.



5.2— Teoria básica delgggdclo de desplazamientos

Consideremos un elemento aislado del conjtnto en que se

divide la estructura. Se define sobre el mismo, un campo pa
ramétrico de desplazamientos u, v, w, que son respectivamente

los desplazamientos en dirección de los ejes estructurales x,
y, z,terna ortogonal a lu que se hu referido la estructura.

I-I ,11:2 ,I'I,¿)uil
N

l
N

w=Ï Pi(ñ,q,%) wi

donde Pi (Épq,¿ ) con i = 1 a N son las funciones de interpo

lación en el sisteaa de ejes locales (f,q,¿), H es el número

total de nodos del elemento y u v. wi son los desplazamieni, 1!
tos modules en el nodo i en direcciones x, y, z respectivamente.

El sistema de ejes locales es un sistema ortogonal asociado a
cada elemento en particular. El campo de deformaciones se pue

de escribir en forma matricial como

{€}=[¿x E'y Ez ny Eyz szi} (5'2)

donde

Ex=bu/bx; hay 2
¿L5 ¿2

FX :bu/by+BV/bx .Y/ \ giï'%>%in' Y _ u/ ¿Ad (2
y I ‘32."¿'L_ ¿Ull Zf‘ T‘ ‘* w‘

u . .y análogamente para las otras componentes. Las llaves Signi
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fican que la matriz debo tomnrse comouna matriz columna, a
,,. Í o..._..-...,_.,..._\-1.....hü

pesar de estar escrita comouna fila. Se mantendrá siempre

esta convención,para facilitar lu escritura.
. 45h ,ú' _ y .Sustltuycndo nc.b.1 enNEc.b.j, sc obtlene

(5.4)
donde %x}es la matriz dc desplazamientos nodales

{u}={ulvlwlu2v2w2. . . . . . quNwN} (5.5)

[T]=[T1(%!%9¿) T2(%vq,¿) ° ° ' ' TN(áqu¿)] (5.6)

íbPi/ax o o
o api/ay o

[111%mío]: o o api/az (5_7)
aPi/ay ¿Pi/ax o

¿Pi/bz 0 ¿Pi/ax/
x

Las funciones de interpolación Pi están definidas en tér
minos de las coordenadas localesÉan y por lo tanto se deben

calcular las derivadas de ki respecto a las coordenadas x, y,z

¿Pi/ax l api/a?
bPi/ay = [J] ¿Pi/aq (5 . ¿3)

api/az ¿Pi/¿"b



—1 . , . ..
donde [J] es La inversa dc la matriz Jacooiunu [d] .

IMC/b? ¿sr/á? bz/áá

bar/¿"1 DY/Ü‘Qbz/M (5.9)[JJ =

ax/bz óy/áé bz/b¿

Las coordenadas x y z se expresan en términos de las fun

ciones de interyolación y de las coordenadas modales en ese

mismo sistema como

l 7 _
x=ï Pi(%,"¿,v) xi (9.10)

N

y análogamcntc para las otras dos coordenadas.
I“_ IDiferenciandd‘¿c.5.10 y de acuerdo ¿{Lc.5.9 se obtiene 1a

matriz Jacobiuna EJ] necesaria para calcular las derivadas en

arl/aíz apz/aï ...bPN/ó% x1 yl zl
x2 ye z2

[J]: ¿pl/3% ¿PE/301 “¿PN/aq , . . (5.11)

a ¿é ar az; “.313 é . . .
Pl/ 2/ N/a XN yN ZN

El campode tensiones sc puede escribir en forma matri

cial como

{cf}={dx ¿y (TZ¿xy ¿yz 29H} (5.12)
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El cam\o de tensiones 5 es función del cam o de deforF P

maciones y si se supone COmportamiento lineal

{d}=[H]{6} (5.13)

donde [H] es la matriz de elasticidad.
Reemplazando Ec.5.4 en ¿0.5.13, se obtiene

{meme}
ecuación que expresa el campo de tensiones en función de los

desplazamientos nodalev.

La energia por unidad de volumen en un punto del elemento

es

W=ï(f}t{E}/2={6}t{d}/2 (5.15)

La energia total en el elemento se obtiene por integración

de este producto matricial en todo el volumen V del elemento

U=jÍLw dV=l/2[U;{E}t{d} dV (5.16)
¿IM t}

Reemplazando 3025.4 y ¡t.5.14 enWEc.5.16 y teniendo en

cuenta que el diferencial de volumen es

dv=det[J] d; dq_d¿ (5.17)



se obtiene

U=1/2 {<x}t[K] {a} (5.18)

donde

[K]:5 V[T(í¿,n[,¿)]t[H]Ef(fi,01,fó)]det[J]dídnLd¿ (5.19)

siendo [K] le_ggiríï_ge_ri¿i90n del elemento.
OUPOHÚEHOSque sobre el elemento actúan fuerzas de volu

men, fuerzas de superirieie sobre el borde del elemento y fue;
zas concentradas según los ¿rudos de libertad definidos en los

puntos nodales. El trabajo de todas estas fuerzas para el des

plazamiento unitario de un nodo en una cierta dirección, sienw

nulos todos los demás desplazamientos, será igual al trabajo

de una fuerza concentrada y ficticia Fi. Esta es la definición
de carga equivalente a un sistema dado y para un campo de des

plazamientos determinado. Procediendo de le misma manera con

todos los nodos, se obtiene una matriz {F} de cargas concentr&
das equivalentes.

{F}=[FíF2. . . . Fm} (5.20)

De acuerdo al principio variacionul de los desplazamien
s . . - u . - ntos, Sl se ddVeumbioinfiniteSimal en los desplazamientos en

lun sistema que esta en equilibrio, el trabajo que producen las

cargas externas debe Ser i¿uu] a la energia de deformación, ya



que la energía total debe ser una cantidad estacionaria y su

variaciones nulas. Tomandouna variación infinitesimal 5{XS
de los desplazamientos

1m¿mw+{«}[K15{«}>-8{«}{F}=o (W

Cada uno de estos terminos son variaciones de energia, o

sea son escolares y serán por lo tanto iguales a su Lruspuesta.

Teniendo en cuenta ademáo que la matriz de rigidez es simé

trica por su formación, lu variación de energia r'sulta ser i
gual a

6{o¿}t([K]{0‘}-{F})=O (5.2?)

Comola 'ariación debe ser nula para cualquier6{u3, se ob
tiene

{F}=[K] {a} (5.23)

Esta relación vincula las cargas generalizadas con los de;
plazamientos. Es decir que los términos de la matriz de rigi

dez del elemento son fuerzas producidas según los grados de li
bertad del elemento para desplazamientos unitariosde los mismos.

Lu unión entre los distintos elementos p ara formar toda
la estructu'a se realiza de lu siguiente form'. Si se llama

{xú u los desplazamientos de los nodos del elemento genérico i,
{x} a los desplazamientos en los nodos dc toda la estructura
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y ÜHJala matriz de locgligeción'dcl elemento i en lu estruc
tura total se tiene

{“1}=[L1]{°‘} (5.24)

Esta matriz de loculización contiene en general Jos cosenos

directores que formen los ejes locales y estructurales siendo

nulos los demás terminos. En el caso particular que ambos ejes

son paralelos, es decir que difieren por una traslación, la me

triz de rigidez en ambos sisLemas es la misma, por lo que la

matriz de localización está compuesta por unos y ceros.

Comoel trabajo de las fue zas actuando sobre cada uno de

los elementos y sumado para todos los elementos, debe ser igual

al trabajo de todas las fuerzas actuando sobre la estructura,:e
tiene

ï {waiewrce} (5.25)

donde M es el número de elementos, {Fi} son las cargas generali
zadas actuando según los {dí}y {F}son las cargas generalizadas
actuando en los nodos de toda la estructura.

Como

{Fi}=[K1] {mi} (5.26)

donde [K.] es la matriz de rigidez para el elemento i, recmplg
¿Cia

zando"Eó%2.24 y flk.2.26 enYEc.2.25 se obtiene a nivel de toda



la estructura

donde

[K]=Ï [Li] t [Ki] [L1] (5.28)

De esta forma se puede conocer lu matriz de rigideu [K]
de toda la :structurn a partir de la matriz de rigidez de los

elementos er que la misma se ha subdividiuo y a partir de la

mismadeterminar los uespla¿amientos incógnitas.

5.3- pigmento cúbico de ocho nodos

Debido u que la dimensión de las matrices de rigidez es

muygrande para los distintos elementos tridimensionales, en

general sus expresiones no figuran en la bibliografia aparecieg
do sólo las funciones de interpolución. Comgïágyordimensión

de la matriz implica una necesidad creciente de memoria de la

computadora y en consecuencia un tiempo de ejecución del progrg

ma más largo, este tipo de elementos no son muy usados en la

práctica. Sin embargo cuando el problema no puede ser tratado

en forma bidimensionul, como es en este caso, su uso es inelu
dible. A continuación se mostrará comose calculó la matriz é

rigidez para un elemento cúbico de ocho nodos. Debido a la si

metría del problema, se tomó como sistema de ejes locales (ímbz)

’un sistema de ejes ortogonales paralelos al sistema de ejes



estructurales (x, y, z), Fig. 5.1.

W

Y 5 8

I

6 l 7
l

x I 3
¿5_____ u

z /P/¿í% /
2 j

F145. 5 .1

Las funciones de interpolación Pi (É’WDé ) con i = 1 a 8
. . 69están dadas por 1a expre51ón

Pi(á,q,¿)=1/a(1+%%i)(1+n1«¿i)(1+¿2,i) (5,29)

dondxeïfqi,¿i son las coordenadas de cada nodo.
En Tabla 5.1 se muestran las coordenadas de cada nodo en

ambossistemas y las funciones de interpolación. En el siste

ma estructural, los lados del cubo valen 2C.

Usandd’Ec.5.11 y‘Tabla 5.1 se calculó la matriz Jacobiana

c 0 O

[J]=Ooo
O O c

(5.30)

y el determinante de [J]

det[J] =c3 (5.31)
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TABLA 5.1

nodo i li "Íi ¿i JCiYi Z1 Pfiïomzfl

1 —1-1 -1 -c -c -c 1/8(1-5)(l-Q)(1-¿)

2 —1—1 1 -c -c o 1/8(1—Í)(l-fl)(l+¿)

3 1-1 1 c-c c 1/8(1+g)(1—n1)(1+¿)

4 l -l -l c -c -c l/8(1+Í)(l-Q)(l-L)
5 -l 1 -l -c c -c l/8(l-É)(1+W)(l-L)

6 -1 1 1 -c c c 1/8(1-2)(1+«L)(1+?=)

7 1 1 1 c c c l/8(1+Ï)(1+n1)(1+'é)

8 1 1 -1 c c -c 1/8(1+í)(1+w1)(1-'ó)

Con estos resultados se calculó la matriz [T]dada por
Ec.5.6.

Sustituyendo esta matriz [i], la natriz [H}deelasticidad
. . . . . .70 -l ¿A .

para un material lSÓtTOLOtridimenSionai ‘ et LU en Ec.5.19

e integrando, se halló la matriz de rigidez [K] del elemento.
Esta matriz de 24 x 24, se dividió en submatrices reordenando

la matriz{á} de desplazamientos nodales. De esta forma resultó
más fácil programarla y se pudo ahorrar mucha memoria de la com

putadora.
Ha. c i endo

%x}={plu2u3u4u5u6u7u8vlv4v3v2v5v8v7v6w1w5w6w2

W4W8W7W3}

la matriz de rigidez [K] resultó igual al

(5.32)
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[K]: [K2] EKI] [K2] (5.33)

En Tabla 5.2 se muustrun las componentes de estas matriCes.

Para calcular las LCRSLONCSque actúan en los nodos de Cu

da elemento, se us«*ne.b.14 que se puede escribir.

{6}=[eEN]{M} (5.34)

Debido u _LClas tensiones de trucción máxiuas que se pro

ducen en el modelo son las tensiones transversales fly sobre d

eje longitudinal del mismo, para cada elemento sólo se calcula

ron las tensiones «y corresuondientos a los nodos 2 y 3 deVFig.

5.1. Usando las matrices [fl] y [T] se obtuvo

7

{6y(2):0’y(3)}=[TEN] {oc} (5.35)

donde {lEN] es una matriz de 2 x 24, cuyas componentes no nulas
SOI'l

TEN(1,2)=TEN(2,6)=-F

TEN(1,3)=TEN(2,7)=F

TEN(1,13)=TEN(2,13)=TEN(1,17)=TEN(2,18)=-G (5.36)
TEN(1,16)=TEN(2,16)=TEN(1,20)=TEN(2,19)=G

F=E(1-b)/[(l-2ó)(1+ó)2c] , G=Eó/[(1-2ó)(l+b)2c]



TABLA 5.2

A+B A/2-B/4 —A/2—B/8 -A+B/2 A/2-B/4 A/4-B/2
A+B -A+B/2 -A/2-B/8 A/4-B/2 A/2-B/4

A+B A/2-B/4 -A/4-B/4 -A/2-B/8

[K1]: SIMETRICA A+B -A/2—B/8 -A/4-B/4
A+B A/2-B/4

\ A+B
-A/4-B/4 —A/2-B/8
-A/2-B/8 -A/4—b/4
A/2-B/4 A/4-B/2 A=Ec(1-o)/[1a(1-2o)(1+ofl
A/4-B/2 A/2-b/4
-A/2-B/8 -A+B/2 B=Ec/[18(1+bn
-A+B/2 -A/2—B/8
A+B A/ 2-B/ 4

A+B /

'É+D/2 C-D/2 -C—D/2 -C+D/2 c/2+D/4
C/2+D/4 C/2-D/4 —C/2-D/4 -C/2+D/4 C+D/2
-C/2+D/4 —C/2-D/4 C/2-D/4 C/2+D/4 -C+D/2

[Ké]= -C+D/2 —C-D/2 C-D/2 C+D/2 -C/2+D/4C-D/2 C+D/2 —C+D/2 -C-D/2 C/2-D/4
C/2-D/4 C/2+D/4 -C/2+D/4 -C/2-D/4 C-D/2
-C/2-D/4 -C/2+D/4 C/2+D/4 C/2-D/4 —C-D/2

\:C-D/2 -C+D/2 C+D/2 C-D/2 -C/2-D/4\
C/2-D/4 -C/2-D/4 -C/2+D/4
C-D/2 -C-D/2 -C+D/2

-C-D/2 C-D/2 C+D/2 C=Ecb/[6(1-2>)(1+ofl
_c/2-D/4 C/2-D/4 C/2+D/4

C/2+D/4 -C/2+D/4 -C/2-D/4 D=Ec/[6(1+5fl
C+D/2 —C+D/2 -C-D/2
-C+D/2 C+D/2 C-D/2

-C/2+D/4 C/2+D/4 C/2-D/4/

[Ka] =[K21‘°
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5.4- Idealizaoión del modelo'

El campotridimensional de desnlazamientos y la distri

bución de tensiones GQ sobre el eje longitudinal y = O sc de

terminaron usando la idealizaoión que se muestra en Fig. 5.2.

En la misma se muestra la numeración dc algunos dc los clemen

tos en que se dividió el modelo.

Fig. 5.2

Teniendo en cuenta las condiciones de simetría, sólo se
resolvió un cuarto de prisma. Para esta idealización el total

de desplazamientos es de 189. Esta malla es la más densa que

se pudo utilizar, debido a la limitada capacidad de la memoria

central, 8K, del sistema IBM1130 con que cuenta el Centro de

Computación de la Universidad Nacional de Rosario.

En Fig. 5.3 se muestra la numeración de todos los elemen

tos y nodos.

Las condiciones de contorno en los desplazamientos son

consecuencia de la simetría del problema. Ademásse supuso que

‘lasección limite no cargada se mantenia plana. Usando estas
,‘V‘
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Fig. 5.5

¿Ï
condiciores, chTabla 5.3 se muestran los grados de libertad

fijos, es deciráüespluzamientos nulos,.corrcspondientes a cada
nodo.

Por consideraciones energéticas sc puede demostrar67 que

una carga Q distribuida uniformemente sobre una dc las caras

del elemento cúbico equivale a cuatro fuerzas concentradas i

guales a Q/4 que actúan sobre los nodos de es: cara. Para

Q = 1 Kg y dirección del eje x, engbabla 5.4 se muestra la ubi

cación dc dichas fuerzas.

En este trabajo se utilizó el programa CEPEF71(ver Apén

dice II),cálculo de estructuras por elementos finiLos, dcsarre
llado en c1 Centro dc Computación dc lu Universiad Nacional de

Rosario.
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TABLA 5.3

grados de grados de grados denodos libertad nodos libertad nodos libertad
“fijos fijos fijos

l y,¿ “WHWL 25 z 49 Z

2 y 28 y,z 52 Z
3 y 29 y 55 xvyvz
4 z 50 y 55 xvy
7 z 31 Z 57 xoy

10 y,z 34 Z 58 va
ll y 37 YIZ 59 x
12 y 38 y 60 X
13 z 39 y 61 xvz
16 z 40 Z 62 x

19 y,z 43 Z 63 x
20 y 46 yyz
21 y 47 y
22 z 48 y

TABLA 5.4

nodo fuerza generalizada dirección
[kg]

1 0.0625 I
2 0.0625 X
4 0.0625 X
5 0.0625 X

Para conocer con que grado de aproximación se trabajaba,

se calcularon los desPlazamientos y las tensiones usando la

misma malla pero para un caso bidimensional. Estos resultados

se compararoncon la solución analítica exacta obtenida por
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En Pig. 6.1 se muestran las franjas de interferencia de

Youngobtenidas por reconstrucción de un speeklegrama, corres

pondiente a una carga de Pou g, para tres puntos distintos del

modelo.

Los desnlazamientos longitudinales u y transversales v es

tán graficados enfifiig. b.2 y Fi}. o.3, respectivamente, para
una carga de P60 Kg. Estos se obtuvieron analizando punto por

punto el specklegraña sobre los ejes longitudinales y=Ue y:a',

midiendo en cada uno de ellos la interfranja e inclinación de

las redesjde Young. asi/mismo, se muestran los resultados teá
ricos obtenidos 'sando elementos finitos para el mismovalor m

la carga.
BfigFig. 0.4 se muestra la restitución de un holograma para

una carga de 75 kg. En Fig. 6.5 se grafican los desplazamientos

normales w obtenidos de este holograma, sobre los ejes y=o e

y=a'. Tambiónen la mismafigura se muestran los resultadoscal
culados.

D.
E ‘Fig. 6.6 se muestra la distribución de las tensiones de

tracciónt Uy, obtenida por el método de elementos finitos, so

bre el eje longitudinal y=o. En la misma figura, para su compa

ración, se representan los resultados obtenidos por Yettram y

Robbins para un modelo similar, de módulo de Poisson igual a

0.166.

Los gráficos de los desplazamientos, Fig. 6.2, Fig. 6.3 y

Fig. 0.5, muestran que existe un buen acuerdo entre los valores
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Aya
experimentales f’teóricos. Además,resulta importante remar

car las diferencias que introduce la variación del módulo de

Poisson sobre la distribución de las tensiones ay y sobre sus

valores máximos, Fig. 6.6.

Las tensiones a} no sc pueden calcular a través de los

desplaz mientos medidos experimentalmente, pues no se conoce la

variación de w en dirección normal o lo que ‘s lo mismo la de

forma ción normal Ez. Esto se debe a que la interferomctria

holográfica solo suministra información superficial sobre los

desplazamientos.

Resumiendo se puede decir que los resultados experimenta

les obtonidos muestran que, si se toman precauciones para res

tringir movimientos rígidos del modelo debido a la aplicación

de las cargas, el método usado combinando las dos técnicas de

óptica coherente mencionadas es una herramienta muy sensible y

simple para utilizar en el análisis de desplazamientos. Se dg
be recalcar que el método consiste básicamente en medir losdeg

plazamientos en el plano de la superficie del objeto difusorpog
_/ r..x«L

medio de fotografia de- "gie-y los normales a la mismacon in

terferometria holográfica.
También se muestra aqui la utilidad del método de elements

finitos, que si bien entraña un complejo trabajo de computación,
brinda resultados con la aproximación que se desee simplemente
aumentando el número de los elementos.

Finalmente se puede decir que los objetivos básicos del

trabajo han sido logrados.
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MDemostración detño. 2.10

Sea una pantalla ylanu opaca sobre la que existe una aber

tura b que es iluminada por una fuente puntual monocromáticu
c . . I u __’

de amplitud U, situada en PU a distan01a 1‘?1 de un punto ge. (- 

nérico P1 de la abertura, Fig. 1.1.

Yl

6’.)

Fig.I.1

Si la máximadimensión lineal de la abertura y la distan

cia -Ïo1 son grandes con respecto a la longitud de onda, se
puede usar la teoria escalar de difracción. La amplitud del

camposobre el plano de observación x'y' está dada por la fór
mula de Fresnel-Kirchhoff26

> —1

U(X',y')=(217«) ís(eikr01/r01) U(x,y). (1.1)
.[cos(ï}ïal)-cos(ï:íél)] dx dy

Supongamosse verifican las siguientes aproximaciones:

1) la función U (P1) es nula fuera de la abertura S, lo que
permite extender a infinito los limites de la integral;



2) La distancia z entre 1a abertura S y u] plano de observa

ción es grande respecto de la máximodimensión lineal de S, de

forma que

—>—_
cos(n,r01)zl

(1.2)
cos(H}Ïél)c-l

y desarrollando en serie IO1, aproximación de Fresnel,

- o_ 2 _ v 2 _

eikrOI/rofeikz elküx x) “y y ) J/Qz/z (1'5)

Reemplazandolas expresiones anteriores en EC.I.1, se ob
tiene

eikz
\_/ “’ 2 2- '— '- - \

U(x'.y')=(i7\z) ñ U(X.y) eiknx x) +(y Y) J/ . (1.4;
.dx dy ’“9

Utilizando esta ecuación se verá ahora comouna lente con

vergente realiza una transformación bidimensional de Fourier.

Una lente delgada simplemente retarda la fase de la onda

incidente en una cantidad proporcional al espesor de la misma.

en. Ao es el espesor máximo de la lente y A(x, y) es el

espesor en un punto genérico (x, y), el retardo de fase fl(x,y)
27de una onda después de haber atravesado la misma en (x, y) es ,

Fig. 1.2

fl(x,y)=knA(X.y)+k[Ao-¿(myÜ (1.5)
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donde n es e] indice de refracción del material que constitu

ye lu lento

F15. 1.2

Por lo tanto 01 campo U' (x, y) en un plano situado inme

diatamente después de lu lento está relacionado con el inciden

te por medio de la transformación dc fase

U'(X.y)=eikA° eik(n’1)A(x'Y) U(x,y) (1.6)

v . . 2oe puede demostrar que para rayos parax1alcs

A(X.y)=Ao-(x2+y2)/f2 (1.7)

donde f es el foco de la lente.

Reemplazando Ec. 1.7 en Ec. 1.6, se obtiene

2 2 2
U.(x'y)=eiknúo e-ik(x +y )/f (I 8)

El primer factor representa simplemente un retardo de fa

se constunLe; el segundo se puede interpretar como1a aproxi
mación cuadráLica do una onda esférica. Si la lente es conver
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gente, la distancia focal es positiva y la onda esférica con
verge en.un punto del eje situado sobre el plano focal.

¿upon5unos ahora un objeto piano con unn función de tras

misión T(x, y), situado inuudiutuunnLc HdUJuLLÜde una lente

COEVt‘I'b‘PhLUdv distancia l'mml L'. ¡al ubjeto cu iÏl.Lu;linzido por

una onda monoerumútiea yiunu de amplitud A en incidencia normu].

Si las dimensiones deL oLJeto son uefiores que el diámetro dela

lente, la distribución de amplitud inmodiuLumentedespués dela
lente es de acuerdo a Ec. I.8

_ 2 2 r ,_U'(x,y)=AT(x,y) en“ W V” (L9)

sin tener en cuenta el retardo de fase constante.

Para determinar la distribución U (x',y') de amplitud so

bre el plano focal de la lente, se usa Ec. 1.4 con z=f y se oh
tiene

ea

U(x'.y')=(11r)'li eik(x'2*y'2)/2f T(x,y). (1.10)
.e-ik(xx'+yy')/f dx ¿y -“’

O SCS.

u'(Xv,yv)= (¿Ar)'li eik(x'2+y'2)/2f F[T(x,yfl<I-11>

donde F[ ] significa la transformada de Fourier de la función

que está adentro del eorehete.
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hiEkDICh II:

Programa de análisis numérico Coer

A continuación se deseribirá el programa de análisis numé

rico USudO, CHLHF,gue es completamente general pues permite

la incorporación le elementos de cualquier tipo.

La memoria central de 8K conjuntamente con el disco mag

nético periférieo del sistema lBM1130, limitan el número de e

lementos a usar. La dificultad máxima ocurre en el momentodel

ensamble en la memoria de las matrices de rigidez de cada ele

mento,para formar la matriz de rigidez de toda la estructura.

Conocido el número de palabras que ocupa el programa y los da

tos en la memoria, se puede ‘alcular la dimensión máxima de la

matriz estructural y en eourecuencia el número máximode clemeg

tos. Sin embargola topología de la matriz estructural es muy

particular y permite el ahorro de memoria. Esto sc debe a que

dicha matriz presenta una topología de banda, es decir los tér
minos no nulos están situados solamente alrededor de la diago

nal principal formando una banda. De esta forma la densidad é

población de términos no nulos en la matriz resulta ser muyba

ja. El ancho de la banda depende de la naturaleza de los ele

mentos y de la forma de conectarlos.

La aplicación estricta de Ec. 5.28 para conectar los ele
mentos usando la matriz localización, no se puede utilizar en

la práctica pues requiere memorizar numerosas matrices de gran

dimensión. En el programa se utiliza un metodo directo quecog

siste en dar comodatos las posiciones de 1a matriz total en
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que deberán alojarse cada uno de los términos de la matriz de

rigidez del elemento correspondiente. Esos datos se dan como

componentes de un vector de localización que tiene la dimen

sión de la matriz de rigidez del elemento. Un término K(i,j)

de esta matriz deberá ser ubicado en la posición L(i) L(j) de

la matriz de rigidez total. rara el elemento i de Fig. 11.1,
el vector localización se define como

Li=(52,53,104,105,105,107,54,55) (1101)

51‘23 “LE?

55‘ su 401| 106

1‘ 4051
55 sz 404

54' so 4°3I 402

Fig. 11.1

Un término como el K(2,3) de la matriz de rigidez del e

lemento i se ubicará en la matriz total en la posición

K(2,3)=K(Li(2),L1(3))=K(53,104) (11.2)

Para aprovechar mejor Ja memoria de la computadora, el

programautiliza el método de las sub-estructuras. Este con



sistc cn dividir cl nodelOLL¿rupos dc sub-estructuras, tales

que lu matriz de rigidez de ceda uno do ellos no exceda la ca

pacidad dt La memoria Canrhl. En el interior de ruda sub-es

tructura se puede agrupar los desplazamientos en tres catego
rias, F15. 11.2, u saber

1) los desplazamientos {aún} necesarios para las conexiones
con las sub-estructU'zs vecinas;

2) los desplazamientos %xfi} impuestos por las condiciones
de contorno, quo en general serán nu10s;

3) los otros desplazamientos fixc},

“el
É

F15. 11.2

Se particionan los grados de libertad dentro de las matrL

ces {a} , [K] y tal que

K1 K2

{PRC FF = o(Rc (XF; (11-3)
K3 K

donde CKRCagrupa los desplazamientos {O<M} y %XC} y lo mis
mopara las fuerzas generalizadas.
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Desarrollando qu productos de las submatriccs correspon
dientes, sc obtiene

{PRC}= [K1] {una} +[K2] {up} (L L"4)

{FF}=[K3J{«RC}+[KJ{°<F}

En Ec. Ií.4 como sc conocen ÉXE} sc puede calcular

{Fito}: {Fm} ’[Kz] {(XF}=[K1]{O‘RC} (11' .6)

Ahora se puede separar los desplaza icntos {O<R}y {FKC}
de Ec. 11.6

{FIÜ=[KRR]{dn}+[KRc]{No} (“'7)

{F¿}=[KCR]{D(EÁ+[ch]{°(c} (II-8)

{de}: [Kw]-l {F¿}‘[ch] -l [KCR]{°(R} (11 .9)

y reemplazando en Ec. 11.7

{F13}‘ [K510][ch]-1{F¿}=({ÏKRÏ]' [KBC][ECC]-1 [Ken] )’ (i I ' 1°)
que se puede escribir
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De esta forma se realiza la Operación de condensación y

halla la relación entre las fuerzas y los desplazamientos en
la frontera de la subestructura.

En definitiva, el problema de elementos finitos se ha re
ducido a la solución de un sistema de ecuaciones lineales.

Existen numerosos métodos para la resolución de éste. Para c

legir entre ellos se debe comparar 1a rapidez oe ejecución,los

errores de] metodo, la facilidad de yrogramación y 1a extensión

a sistemas de orden elevado. El programa CJHLFutiliza un mé

todo directo, o sea que obtiene la solución exacta, si no se
tienen en cuenta los errores de redondeo. El método es el de

Cholevsky-banachiewicz, que está basado en la triangularización

del sistema y que es muyútil cuando las matrices son simétriaxs.

El diagrama dc flujo del programa CELLFes cl siguiente:

lectura constantes elásticas y geométricas

{3‘ ll :VÍ/
lectur¡ numeración de elemertos y nodos

/,._;; /
lectura coordenadas dc nodos

Í /

grabación en disco datos de la estructura
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cadasubest

para

“D

TTF-1
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lectura grados de libertad con restric
ciones de vinculo

subprograma correspondiente al tipo de
elemento

foruación

to

grabación
to

formación

grabación

matriz

matriz

matriz

matriz

lectura datos de

Vde

de

de

de

tension‘s del elemeg

tensiones del elemeg

rigidez del elemento

rigidez del elemenh

cargas

generación de cargas equivalentes

grabación de cargas equivalentes

lectura vector de localización de la sub—
estructura

lectura matriz de rigidez del elemento



paracadasubestructura

aracadasubestructura

v
"fl.
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lectura vector de localización del cle
mento

o
4’ . . . . .

É ubicaCión de la matriz de rigidez del e
‘íi A _3 lemonto en la subestruetura
C)

m

«(ji 1ü 1- -o v _‘U, x K»(“JLUJO ch] ’ iCR ' hR 3
m
5.. 1 o FI Fc
gi [PRC] ’ {ERC} ’ a R} ’ í e}

:> grabación vector de localización de lasubestruotura y de matrices anteriores

3 P \' a ‘ r‘ 3 ir ' .._ 'IIcoolución (ul Sl.Jth.c1 [K]{0<R}
para la última subestructura

uctura lectura &x }c

“est

(Zsun

ubicación {de} en {04}

cálculo reacciones de vinculo {FF}
naracad enordeninverso...

impresión de los desplazamientos y reac
ciones

lectura matriz de tensiones

cadaelemento cálculo de tensiOnes en nodos del ele

mento
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