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i NTRODUCCTON

El presente trabajo tiende a elaborar una nuceva perspectiva
peara alpuna: cucaliones clidsicas del andlisis lancional.

B punto de oviata asumido ono ool de 1a teorfa de las Alpebras
and lorme:s y pama que ha desarrol lado pecicenlemente como par e
del andlisis tuncional. I primer capitulo establece un nuevo
criterio para decidir cuindo dos puntos del espectro de un alge-
Lra uniforme estin o no en una misma parte de Gleason; a partir
de: esto e analizan especialmente las consecuencias en el caso
de las Adlgebras de Dirichlet y en el de las dlgebras fundamenta-
o,

Fn el sepundo capitulo, se analiza la estructura de partes
de Gleason del espectro de un dlgebra de funciones analiticas
peneralizadas, es decir, el "gran disco"; los resultados del
primer capitulo son empleados aquil para poncer en evidencia las
razoncs estlructurale: que hacen a los cldsicos conteae jemplo:ns
debidos a H. Bohr y J. Favard dc¢ lunciones casi periddicas, ana-
l1Tticas o armdnicas, con comportamicnto aparcentemente patoldgi-
co.

£l tercer y Gltimo capltulo muestra someramente que las es-
tructuras analizadas cn el que lo precedc¢, y Que dan origen en
forma natural & una nocidn de espacios de Hardy definida por

K. Ho{iman, no pueden scr tratados con la teoria abstracta de
b
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copacpon de Tlapdy a0 como la conoce hasta ol momento.
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A medida que o procede enosu leclura, se adquiere el conoci-

. . . . . Ly
miento historieo corrcnpondiente a travos deo Tas citas babliro-
..
pralrcas.,

1o vt taan: -l'."l'-l'll""' |'I‘H|III|1I-I[||I'I||-- AT I\il'x-l'lt)l' e ']'t':'.i"., ol
doctor Horacio Porta, quicn le ha dado ol aliento v o la necena-
ria caola de discusiones para llevar a buen Léermino esle traba-
YO

Floadmenl o, ol anlor cxpree:sa o reconocimiconto al doctor
AlLorto Gonzdles Dominguerz, director del Instituto Argentino de
Matemdtica por haberle brindado las instalaciones del mismo

para roalizar ¢l trabajo de redaceidn final.
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1.1 Pantes de Gleason en el espectre de un dlgebra widfomme
o) b todo b quee e, O dearienaed b cacrpo de Tos ndmerons
complejos, ool de Jous nmeros reales y 4 ¢l prupo de los enloron.
Sea Aun Alpebra de Banach conmulativa y o con unidads; Sp(A) o
clocapectro de Ay e decir, ¢l conjunlo Jde funcionales lineales
multiplicativas no nulas de A en Cyp o o que on 1o mismo, ol cespa-
cio de ddeales maximales de A Sp(A) s un subconjunto de la bola
unitaria de Aﬁ, ol espacio dual de Ay y s compacto en la topolo-

o -

pTa Jdobhil cstrella de A S0 es un elemento de Ayt Indica la

]
o
-~

tranclormada de Guellfand de 1, es deciv, la tuncidn [:Sp(A)---=2>0
detinida por ;(x)=x(l) para cada x € Sp(A).

S an cnpacio compaclto, C(X) designa ol dleebra de Banach
de las tuncionces continuas delinidas en X y con valores on O3 la
novuea s ba e bonapreemos ML) e cb cnpacio daal e CCX) e e
el copacio de medidas borelianas repulares y ode variacion total
acotada. I cipno T cord usado indistintamente para designar 1a
norma con C(X) o cen M(X).

A c¢s oun dlgebra undgfornme sobre X i

(i) A oo una subdlpebra cerrada de C(X) .

(ii1) A conticne a las constantes y scepara los puntos doe Y.



(CLoT.2) NOtese que i A csan dlpebra de Banach, conmutaliva y con
anidad, entonces Ta cltausura unitorme del conjunto de sus trans:-
formadas de Guelfand s un Algebra unilorme sobre Sp(A), cuyo
copectro vaelve a corp :;I)(/\).

(1.1.3) 9bsérvese tambidén que St A es un dlpebra uniiorme sobre X,

o transtormacion de Guelland co una fsomelria de A con su imapen
-

en C(Sp(A)) 5 ademds X es candnicamente homeomorfo a una parte X

de Sp(A). Por c¢sta razéon en todo 1o que siga salvo indicacidn en

. . - .
senliodo conltrario, cada ves que e hable de an dbyebra anrforme

sobre un capacio compaclo X, se supondrd a csle G10imo identifi-

~

cado con X.

(1.1.4) 51 A ¢ uniforme sobre X, dA designa la Irontera de Shilov
de Ay ¢ decir el menor conjunto cerrado sobre ¢l cual todos los
elementos de A aleanzan su médulo madximo; ces claro que A ¢s 1so-
métricamentc isomorfa al dlgebra uniforme sobre d3A cuvos elemen-
tos son las restricciones a A de los elementos de A.

(1.1.%) 51 x € Sp(A), se dird que mXGM(X) es una  meddda nepresenta-
tiva de x en X i

f(x) para toda f en A,

(i) f t dm
X
(ii) lIm_ M= dm_ = 1
X P

be la delintcidon se deduce que una medida representativa es
una medida de probabilidad.

Ls claro por otra parte que si X=Sp(A) entonces la medida de
masa unitaria concentrada en {x} es una medida representativa dc

x en X, pero la existencia de medidas representativas con soporte




cr, por cjemplo, La trontera Jde Shilov de Ay, no o5 totalmente
evidentes DL ocaecuiente Tema e R Arens o LML Sineer (Vere [ 23])
recuclve la cucstidn.
(l.1.6) Lema: Sea A un dlgebra unitorme sobre X vy x €Sp(A); enton-
cos o exiate mXG M(X) quce representa a x.
Demotracion: B homomor imo i————\?(x) de A en € tiene norma
I'5 el tceorema de Hahn-Banach permile exlender esta luncional
lincal a una  4:C(X)---->C Lambién de norma 1. Bl tecorema de ro-
proecontacion de Ricos permile ahora oblener lnxC'. MOX) Lal que:
(i) M =}
X
Cii) oCt)= [ f (JmX s, para toda | on C(X).
Bota medida m, 05 ouna medida representativa de x en X.
(1.17.7) B do que rosta de la ceceidn, X oindicard un espacio compacto
y A un dlpcebra unilorme sobre X. 5100 x € Sp(A), Mx(X) el ocon-
junto de medidas representativas de xoon X; F4X(IY) CHoun conjunto
convexo v débil-estrella compacto en M(X) por lo que se le podra
aplicar ¢l siguiente resultado cuya demostracidn sce encuentra en
[ 761 .
(1.1.8) Sca K C M(X) un conjunto convexo y débil-estrella compacto
e medidas positivas.,
(1) S1  un € M(X) e¢s5 tal que u es singular con respecto a to-
das las medidas de K, existe cntonces E C X tal que [ es
un conjunto T _, Iyl (X\FE)=0 y m(L)=0 para cada m en K.
(11) S1 u€ M(X), entonces p= u_ + Mo donde w, es absoluta-

a

mente continua con respecto a alguna v en K y Mo esta



concontrada en un boreliano b (i.e. Iy I(X\E)=0) tal que
mCEDY 0 e ol omeoen |
CLoloy) b descomposicion dada por (1) serd Hamada  descompos e (én
genenal (zada de Lebesque de w con nespecte a K.
BT sipuicnte resultado, conocido como tcorema generalizado
de ooy Mo Fiessy b sido demosteado pors Ly Glvelkshery en [orn] g
Glicrsberg utiliza una nocidon de descomposicidn de Lebesgue de
una medida respecto de un conjunto como on (1.1.8) que, como e
mucstea cno la anteoduccion de L 261 scoineide con Ta recién deli-
nida.
(1.1.10) Sean A, X como cn (1.1.7) y up€ M(X) tal que p es ortogonal

aA. 51 x€5pA) y o= My + b, 03 la descomposicidn ge-
C .

neralizada de Lebespue de pocon respeclo a Mx, cntonces My Y W,
son ortogondles a A.

hel teorema gencralizado de Fo y M. Ricesz se deduce que si
p ¢35 ortogondal a /\x={f€/\ / ?(x)=0} entonces u, es ortogonal a
AX y u. €S ortogonal a A; para cllo basta considerar p'=p-p(l)u.
L esta variante del teorema la que serd utilizada en este ca-
pitulo.

(1.1.11) bados x ¢y en Sp(A), se dird que x es equivalente a y cuando

Ilx-yl<2, dondce Ix-yl ¢ la norma de x-y como clemento de I\

Hue la relacidn recidén definida es de equivalencia fue obser-
vado por A. Gleason en [14] y es una consecuencia inmediata del
siguiente lema enunciado por E. Bishop en [6] .

(L.1.12) Lema: Scan x oy en Sp(A); las propiedades siguientes son

erulzalentes:



(1) ",\'—y" .
(i1) Para cada succesion ((n) de c¢lementos de A con i 1< 1,
n
. ~ E . -~
tal que ]|m]I“(x)|=l resul ta I1m|l“(v)|=l.

bemostracion: (1) = (i) Supdnpase que la conclusidn sea falsasg

cxinten cntoncos oy oy o, on Coy ouna subnucesion (F ) de 1a

m

dada tales (e

|70 | =1, 1im ()75 |z |<l y lim LYY=z .
Sea s cef oy 0 una aplicacion conforme que transforma ol
1

-

diseco unitario cerrado cn o1 mismo y tal que
|1r(Z°)—1r(Z')I = V-

¢ lg < 1.
°fm y gm 1

Exloten enlonces g oon A que satisfacen g = 1
m m €

pero o cen tal caso

- = ‘; _: = { - [ -
-yl .;p {lhm(X) Lm(V)l} ;P {l1r(lm(x)) lf(lm(y))l}>? €

Como ¢ es un nimero posilivo arbitrario se obtendrd Ix-yl=2;
csta contradiccidn prucba la primera implicacidn.

(i1) = (i) S1 sc¢ supone que Ix-yll=?, existe entonces una su-
cosion (f ]) de elementos de A con Hlllﬂ<l y tal que

'
lim | f (x)-f (y)]| = 2
n n
Considerando una subtucesion conventente y maltiplicando por

ndmceros de mbédulo 1, se pucede suponer que se ostd en la siguiente

. ..
s1luacion:

y < i ; = 1 - - -
g, € A, Hgn" 1, 1im gn(x) l1 y 1lim gn(y) 1
.. + _
Sea 1: C----> C definida por t(z)= l§Z ; resulta entonces

A A

que existen elementos hn oen A tales que hn=1oun. Ln tal cano



~ A

"h”H <1, lim h (x) =1 y lim h (y) =0

Sota contradiceidn completa la demostracidn.

(I.1.13) Las clases de cquivalencia detinidas por (Lololt) se 1laman
partes de Gteason de A 11 cipaicnte Teoromn e e Biclion o lat e,
undg relacion importantce enlee puntos on unag misma parto Jde Gloa-
son o bos respectivos conjunton deomedidan represontat ivas s nu
demosteacidn punede verase en Lol o e Voo, L.y e 13 .

Chalotn) S0 u, y €5p(A)Y vy Ix-yl-2, cntonces exiaton oo, mxe MON)

Vi m./(.' M‘/(X) Caben quee

/

. P

cm s o m < Com
\ N ¢ \Y4
Pole resultado se completa con ol sigutente de . Camelin cu-

ya demostracidn se cencuentra on V1.2.72 de [13] .

(1.1.19) 51 x,y €Sp(A) vy lx-yl = 2 entonces exislen conjuntos bore-

Lianos 1, L tales quer UL = X
» Yy b Y

m_ (o )=0, para coada om G M (N)
Xy = N

m (E_)=0, para cada m_€ M (X)
y X v y

1.2 Alqunas atgebras and formes 1y sus pantes de Gleason
(L.7.1) Si A cesoun dipebra unilorme sobre ol espacio compacto X,
dice que A es oun &gebra de Dandcehtet sebre X or R A S {Be 1/ 1 €L
es denso en CR(X) = Re C(X).
sta clase de dtlgebras ha sido definida,y estudiadas algunas
de sus propicdades,por A. Gleason en | 14] .
(1.2.2) Proposicién: (i) A es de Dirichlet sobre X si y s6lo si m=0

es la Gnica medida real ortogonal a A; en particular, para todo



x cn Sp(A), ¢l conjunto MY(X) conticne una sola medida.

Ci1) ST A ¢de Divicehlel cobre N, entonce: 0A=X.
bemostracion: (1) cs una consccuencia inmediata de (1.2.1).

(i1) Supdnpase que A £ Xy sea x € X\IA. Considerando a
A como dlgebra uniforme sobre A (ver (1.1.4)), con virtud de
Cholot) o exiaste m CHOA) que vepresenta o xo cne Xy b medida §
de masa unitaria concentrada en {x} ¢s también una medida que
representa a x oen X moy 8, resultan ser medidas representati-

vas de x cn X con soportes disjunios. Lsta contradicceidn con (1)

Lt
concluye ta demosiracion.

(1.7.3) EL &lgebra def disco: Sean D ={ z € ¢ / |z|<l } y A(D) el con-

junto de las lunciones continuds en D y analiticas en D, su inte-
rior.

L1 espectro de A(D) ¢s Dy 3A(D)= T={]z|=1) . LLamando
At (ry=(r € cery 7/ / o~ ino f(eio) do =0 si n € Z, n<0}, se tiene
que AT(T) es el dlgebra cuyos elementos son las restricciones a
dA(D) de los elementos de A(D); A*(T) es un dlgebra de Dirichlet
sobre I ST € b= DN, la medida m,, CMCr) que lo representa e
obtiene por convolucidn con el nicleo de Poisson:

AP ¥ R . . B! (1-r?) f(e'®  as.
s1 zsre (0<r <1), entonces f(z)=5 [ 1-90 cos(8— @) +r2

Si 2~ € 1, m eb la medida de masa unitaria concentrada en 2.

>

Teniendo en cuenta estas observaciones, (1.1.14) y (1.1.15),

las partes de Gleason de A(D) son D y cada uno de los puntos de T.

(1.2.4) P(K): Sean K C C un compacto y P(K) el algebra de las funcio-

nes que son limite uniforme sobre K de polinomios en zj; la norma



de una tal lTuncidn es ol supremo de su mdédulo sobre K. L espec-
tro de¢ P(K) e ddentilica con K, la ¢ipsula polinomialmente con-
vexda de ¥, oes decir, la unidn de K con las componentes conexas

acotadas Jdo osu complemento en Co La tronlera de Shilov de P(K)

e la frontera cxterior de K, esto es, la ftrontera topoldgica

Ll teorema de Walsh (Ver [29] o 11.3.3 en [13]) afirma que

~

sl K=K, o0 equivalentemenle i 3K=8R, entonces toda funcidn real
y continua delinida en 8K gse aproxima uniformemcnte por partes
reales de polinomios en z. Resullta entonces que P(K) es de Di-
richlet cobre af<.
Las partes de P(K) son Llas componcentes conexas del interior
de ﬁ y cada uno de los puntos de aﬁ (Ver Satz 7 de [30]).
(1.2.5) Sean K C C un compacto y A(K) ¢1 adlgebra de las funciones
continuas sobre K que son analiticdas en su interior; la norma cs
la del supremo. El espectro de A(K) se identifica con K (Ver [2]).
Interesa destacar aquil que en el caso en que el complemento de
K oscea conexo, ol Leorema de Mergelyan (Ver 20045 de [27]) afirma
que A(K)=P(K). Obsérvesc también que cuando K=D cntonces A(K)=
=A(D)=P(K) .

(1.2.6) Sea B%= O x D y A(DQ) el algebra de las funciones conti-

nuas en B2 y analiticas en D= D X D.

L1 espectro de A(D?) es D? y su frontera de Shilov es T2=TXT.
A(Dz) se ident ifica al dlgebra de {unciones continuas sobre T

con conficientes de Tourier nulos fuera del primer cuadrante de

Z".



(1.2.7) Sca A un dlgebra unilorme sobre el espacio compacto X y A

9

Las partes de Sleason de A(D?) son Dy, cada uno de¢ los pun-
Lo Tov e ST R TN IV DL STRINT

ADT) no oo oun dlgebra de Dirichlet considerada como dlgebra
sobre T?. Para esto basta observar que si | € A(D?) entonces
su parte rceal tiene los coclicientes de Fourler no nulos en el
primer y lercer cuadrantes doe '/.?; en particular, la funcidn

“—iUQf¢+ vioe_i¢ (0,0 € [0,29]) ¢5 una (uncidn rcal ortogonal

. .. ? ?
a la restriceron a I ode los olementos de Re ACDY) .
1
el conjunto de elcmentos inversibles de A; se dice que el algebra
es Logmodular sobre X i 1og|A_1|={ log|t| /7 [ € A1} es denso en
CR(X)'

lLa nocién de logmodularidad ha sido definida por K. Hoffman
en 18] 5 en ese  trabajo sce establecen  para las dlgebras logmo-
dularces resultados conocidos para las dlgebras de Dirichlet.

Toda algebra de Dirichlet sobre X es logmodular sobre X. La
reciproca no es valida: sea H el dlgebra de las funciones anali-
ticas y acotadas c¢n D; si T' es el espectro de Lm(T), H  se iden-
tifica con una subalgebra cerrada de C(T'), que es logmodular so-
bre 'Y pero que no on o de Dirichlet (Ver  Chapler 10 de [ 19] ).

LLa descripeidn de Sp(Hm) as1 como la de sus partes requiere un
estudio detallado que se puede hallar en [19] , [10] y [20] . Un
método general para la construccidn de algebras logmodulares co-
mo el descrito recién (i.e., a partir de una medida multiplica-

Liva ¢noun dlpcbrea unilorme) se cencucentra en 21 .
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(1.7.8) Un dlpebra unilorme sobre X es, por delinicidn, fundamentat

sebre X0 o0 cada x ocn SpOA) admite una Gnica medida ropresenta-
tiva en M(X).

Ll ocstadio de Tas dlpebras tundamentales ha sido comenado
en | 2210510 A es fundamental sobre X entonces la [rontera de Shi-
lov e A cn ¥y coto e demucsira Tdceitmente alilicando o1 appa-
mento cemplceado para demostrar (F.2.2)-Cii): si 0 x € X NOA exis-
te una medida reprecentativa de x con soporte en la frontera de
Shilov de A, y por otro lado la medida de masa unilaria concen-
trada c¢n x represcenta a x en X. Como M(3A) C M(X) se tendria
que A no ¢ fundamental sobre X.

Si A eq lopgmodular sobre X entonces A es fundamental sobre X
(Ver [ 18]) pero no es siempre cierta la reciproca. E1 siguicnte

ejemplo, que nos ha sido comunicado por A. Bernard, 1lustra este

hoecho.

(1.2.9) Ejemplo. Sca A un algebra logmodular, pero no de Dirichlet,

sobre X. Si1i Y C A*, el cono de Y es el conjunto
c(Y) = {(tx / 0 <t <1, x €Y}
es claro que c(Sp(A)) y c(X) son débil-estrella compactos. Sea
A el dlpebra de las funciones en C(e(X)) que son limite unifor-
me sobre c(X) de polinomios de la forma
P(tx)= ¥ NEY e, fi €A, k€ C. (%)
AC resulta ser un algebra uniforme sobre c(X) y este es el ejem-

plo en cuestidn, lo que resulta de las siguientes proposiciones

(que se demuestran a continuacidn):



(i) SplA d=eipCA)).
Cot) A e tandamental sobee c(N) .

(i11) Av no cs lopgmodular sobre c(X).

(1) Sean 0 < o<1y y € Sp(A); s1 P es de la torma (*), se

\li’f. > i (I) A-. f;'i
i1 oy ) y jl(y) + k

e . .o N . . .
Obhsdrvese que no hay ambipiicdad on o definicidon de O'V clan-

do =0,

Ly coolincal, multiplicaliva y no nula. 5S¢ quicre ver que es

continua. Si lHy ca la medida representativa de y en X resulta

o A(P) = [ PCax) dm (%)
oy \%
Por lo Lanto
hj_y(P)I < sup {|[P(sx)| /7 x € X} < lpl

. U .
Dee ot e deduee quae o e e barende Jbeomanersr Gnores o et tune ro-

gy
nal lineal multiplicativa no nula I v detinida en A .
; ¢

. . - . . . .

S5¢ tience ast que la aplitcacidn que a sy le asocia Esy es
una inyeccidn continua de c¢c(Sp(A)) en Sp(AC). FEsta inyeccidn es
suryectiva; en ctecto, sea w un elemento de Sp(AC); como AC con-

Licne a los polinomios on U (con coclicienten conslantes), o, 1)

estad contenido en A,y vale w(t)=gs € [0,1]. S1 s=0,

?

(w(t.1))" = w(t?(?) = w(t) w(t.f?) =0
En tal caso w=E0
Supbdngasce ahora que s # 0y definamos w':A---->C mediante

w'(f) = w(ts-l[). s claro que w' es lineal y que w'(l)=1; ademis

w' es multiplicativa pues para todo par de funciones f y g en A
| I p p

vale w'(f).w'(g)=w(tﬂ_1f).w(ts_lg)=w(t25_2fg)=w(ts_l)w(ts_l£g)=w'(fg)
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Por consiguliente w = B
SW

- .. . . , .
(i) La Gniea medida representativa de ooen ¢(X) e Ta meduda de

. . . n .
masa anitaria concentrada ocn {0} pues o Pl (tx)=(1-t) s5e ticene
)

L= P (0) = [ P (tx) dmgCix) = [ -0" dmg (L) >my ({0}
Sea ahora sy en ¢(Sp(A)) con s £ 0y m una medida repre-
Gontaliva e ay. Veamos preimero queom(slX) ey P“(l) crhoun
sucesidon de polinomios para los cuales vale
() P”(u)=0, ) ]P“(l)| < 2 s tClogl]l,y (e)lim Pn(|)=1 1 tEa,
1 Lteorema de convergencia mayorada permite obtener
m(s.%) = lim f (l—l’n) dm = 1
511 estd en A, se tendra
[ tt dm = s [ [ dm = s I (y)
L unieidad de m, on M(X), implica que
[ podm = [ p(ax) dmy(x) para cada poen C(a(X)), t.e. m s
Gdnica.
(111) Siendo Sp(AC) simplemente conexo, los elementos de A;l
tienen logaritmos en A (Ver §7, Chan. II1 en [13]), i.e.,
AL exp(A ) = Lexp() /1 €A
De aqui sc obtiene que log IA;ll = Re A_ ; como suponer que Re A,
es denso on CR(C(X)) implica que Re A es denso en CR(X) y pues-
to que A no ¢s de Dirichlel sobre X se tienc que A no es logmodu-
lar sobre c(X).
1.3 Pantes de Gleason y aproxdimacibn undforme
(1.3.1) Si A es uniforme sobre X y x es un elemento de Sp(A), AX deno-

ta el ideal maximal asociado a x vy Ax el conjunto de los elemen-
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Los conjupados de los de Aw' Si m € M(X), m denota la medida

conpnneda demodetainada pone

[ { dm = (f T dm) , para cada f c¢n C(X) .

(1.3.2) Teorema: Scean A uniforme sobre X y x e y en Sp(A); las si-

guientes proposiciones son equivalentes:

(1) ";{-y" = 9

(ii) 1 € Clausura de (A + A )

X y

Demostracidn: (i) = (1i) Si n es una medida ortogonal a Ax+ Ky

y n = nx+ n' es la descomposicidn generalizada de Lebesgue
de n respecto de Mx(X)’ el teorema generalizado de F. y M. Riesz
(ver (1.1.10)) permite afirmar que n oo ortogonal a Ax y que n!
03 ortogonal a A; por lo tanto

n(l) = n(X) = nx(l) (a)
Ahora bien, n_ es absolutamente continua con respecto a alguna
m_ en Mx(X) y se tiene un boreliano F, tal que (ver (1.1.8)):

m (F ) = 0, para cada m_ en M (X), y lIn'l(X\ F ) = ¢ .

X X X X s X
Ademds, (1.1.15) permite suponer que my(X\Fx)=0 para toda m,
cn Mo(A).

Y

Considerando ahora né y My(x) y procediendo andlogamente se
obtiene la descomposicidn generalizada de Lebesgue, né= ny+ N
de n! con respccto a M_(X), y la existencia de un boreliano Fy
contenido en F tal que:

in I(X\F )=0 , m (F )=0 para cada m_, en M (X) .

S y y v y y

Aquil también se tiene que n, es ortogonal a A, es decir

0 = n'(l) = n (1) = n_(1) (b)
s y s
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' definida por n's= n_ + n_ ¢std concentrada en

l.a medida n
X S

[ A V) (.\'\I'U), e decie IntlbesNrryy-ng pors olra parte m (') -n
Y Y = y y Y
para cada m_ on My(X). Como Ey es absolutamente continua con

respecto a alpguna medida my en My(X) se tiene que n = ﬁy + n'
es la descomposicidn generalizada de Lebesgue de n con respecto
a My(X). Pero noes oortoponal a /\y, por lo que ¢l tcorcma gene-
ralizado de F. y M. Riesz implica que n' es ortogonal a A. Esta
Al tima oboervacion (y teniendo on caenta (D)) permite deducir
que nx(l):U; volvicendo a (4) se obticne [inalmente que n(l)=0,
y entonces 1 pertencce a la clausura (débil, y por lo tanto en
norma) de A _+ A
X y
(11) = (1) Sean (In) y (gn) sucesiones en Ax y Ay respectivamen-
te tales que fn+ E“ converge uniformemente a 1 y supdngase que
Ix-yl < 2. Il'n virtud de (l.1.14), coxisten m_ en Mx(X)’ my on
M (X) y >0 tales que
y

cm <m < c_lm (c)

Yy X y
Como (l—ln) cnoorlogonal a En cn l./(my) (pucsto que my es mul-

tiplicativa cn A), sc ticne
2 -
dmy + |gn| dm_ = k > 0.

. =2
[ 11-f -8 y = Xn

Bs decir que vale Tim lnzl y lim n“=0 on LQ(my), y en vista

dm,, = / |1-fn|2
de (e), también con L?(mx).

Por otra partc¢, como Tn+ B, tambi®n converge uniformemente a 1,
se concluye que también 1lim fn= 0y 1lim g,° 1 en L2(mx) y L2(my).
Pero entonces,cligiendo convenientemente una subsucesidn (fj) de

(fn), se obtendria que para casi todo punto respecto de m vale
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1 = 1im ln: 0y esto se contradice con mx(X) = 1. Por lo tanto
debe valer  lx-yl = 2 |

(1.3.3) Corolario: Con las mismas hipdtesis de (1.3.2) son equiva-
Llentes que la elausura de (Ax + Ky) contenpga a A + A v que 1
pertencezea a la clausura unilorme de Ax+ Ky

(1.7.1) Corolario: Scan A un dlgebra de Dirichlet sobre X v o x ¢ vy
en Sp(A) s cntoneces lIx-yl = 2 51y 2dlo i /\\’+ Ay cnodenso en
C(X) . |
Demostracidén: Serd suficiente ver que la clausura uniforme de

ht Ay contiene a A, S5i 1 estd en A f = ({-1(x)) + f(x).
Ll primer término de esla descomposicidn pertencce a A,y el se-

gundo, en virtud de (1.3.2), pertenece a la clausura uniforme

de A+ AL
X y
(1.3.5) Es intercsante destacar que la equivalencia demostrada en
(1.3.4) caracteriza a las algebras de Dirichlet entre las &alge-
bras uniformes, como lo prueba el siguicnte lema.
(1.3.6) Lema: Sea A un algebra uniforme sobre X; las propiedades
siguientes son equivalentoes:
(1) A ¢s un algebra de Dirichlet sobre X ;
(ii) Si x ¢ y son colementos de Sp(A), entonces lIx-yl=2  si
y sb6lo si A_+ A es denso en C(X).
X y
Demostracidn: La implicacidédn (i) = (ii) estd dada por (1.3.u).
Para ver que (i1) = (i), obsérvese que si la frontera de Shi-

lov de A se reduce a un punto, entonces todo resulta absolutamen-

te trivial. Suponer que dA no se reduce a un punto implica
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que lo mismo ocurrce con la frontera de Choquet (i.e., el con-
junto e punton de SpCA)Y que admiben una dniea medida represen
tativa en M(Sp(A))) ya que esta Gltima es densa en la primera
(Ver 2.2 en [8]). Sean entonces x e y dos puntos de la fronte-
ra de Choquet de Aj; sus medidas representativas son las medidas
de masa unilaia concentrada en {x} y {y} respectivamente. Pero
entonces, tenicendo en cuenta (1.1.14%), resulta lIx-yl=2 y por

consipgulentoe Ax+ Ay ¢s denso en C(X); considerando partes re-
ales se obticne la conclusidn.

(1.3.7) Ln conexidn con (1.3.7) es interesante el sigulente teorema
que es una generalizacidn de un teorema demostrado por K. Hoff-
man en [17] (Ver Thcecorem 6.4).

(1.3.8) Teorcma: Scan A un alpebra de Dirichlet sobre X, x un c¢lemen-
to de SpCA) y m la medida representaliva de x en X. 8Sion M(X)
es ortogonal a Ax y existe una medida real m € M(X), m mutuamen-
te singular con m_, y tal que m(f)=n(f) para toda f en A, en-
tonces n(l)=0.
bemostracidn: Las hipdltesis permiten verificar que

(n + n) (g) = (m + m(l) m ) (g) si g € Re A
Como A es de Dirichlet resulta
n+n=m#* m(1).m (a)
S1 n = h m +n, es la descomposicidn de Lebesgue de n con res-
pecto a m (h € Ll(mx)) se tiene que
n+n=(2Reh)m + (n_+ n)) (b)

es la descomposicidn de Lebesgue de n + n con respecto a m .
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. . . .
Pucsto que m es singular con respecto a m_, la conjuncidn de (a),
() v ba o nnicidad de Ta o descomposieidn de Lebenpue implican que

m=n_+ n_ . Por otra parte, ¢l tcorema gencralizado de F. y M.

o
NP I

Riesz (ver (1.1.10)) permite afirmar que n, es ortogonal a A. Por

lo tanto

0= n (1) +n (1) =m(l) = n(l)

1.4 Pantes de Gleason y aproximacidn en LZ

(1.1.1) Ln esta seceldn se trata la posibilidad de dar versiones alter-

nativas de (1.3.2) para dlgebras fundamentales. Para algebras de
Dirichlet esto ha sido hecho en (1.3.4) pero, como ha sido observa-
do en (1.3.5%), la situacidén alll resuelta es tipica de las alge-

bras dc¢ Dirichlet.

(1.4.2) Teorcma: Scan A un dlgebra fundamental sobre X, x e y elemen-

tos de Sp(A) vy m, v my sus respectivas medidas representativas en
X. Son entonces equivalentes:

(1) lx-yl= 2

(i1) A_* Ky es denso en L2(mx+my)
y3

(1.3.2) implica que [ e ortogonal a A + A. Se quiere pro-

Demostracidn: (i) = (ii) Seca [ € Lz(mw+my) ortogonal a Ax+ A

bar que (=0.

Sea (fn) una sucesidbn de clementos de C(X) que converge a [ en
Lz(mx+ my). Ls claro entonces que (fn) es una sucesidn fundamental
en L?(mx) y en L2(my); 1lamaremos fx y fy a los respectivos limi-
tes en dichos espacios. Por otra parte, si g es un elemento de

C(X) se tiene
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) = ) ) + )
(f,p) [im ( ‘nb dmx / fnh dmy )
donde (4, ) indica ¢l producto cscalar on l.?(mx+ my).
Por lo tanto
Cihp) = f o dm_+ / ly“ (hny para toda g ooen COX) . (a)
Por ser lIx-yl=2, oxiste una sucesidn (ggn ) en A tal que
") “ < ) v, ——— D 3 7 —— - D
i I, Ln( ) I p.p (mx), L”(/) 1 p.p (my)
. +p :
S s l7Ln soo Liene quo
un(z) >1 p.p.(mx), un(z) >0 p.p.(my),
o I < - I <
v 1 y 1 u |
Pucsto que | ¢s ortogonal a A + A, (a) implica:
+ L) + ‘ + h = s1i €
f fx(g h) dmx / ly(g h) dmy 0 si f, g A
En particular resulta que
+ = :
/ g dm i lyg (lmy 0 para toda g en A
Pero cnlonce::
] + = .
[ 1.8 dm / LBy, dmy 0 ;
pasando al limite sc obtiene [ fxg dm_ = 0 para toda g en A.

X
Anélogamgnte resulta | fxﬁ dm, = 0 si1 h es un elemento de A.
Estas conclusioncs nos dicen que [, cs ortogonal a A+A ; un
resultado de G. Lumer (ver Theorem 5 de [ 22] ) afirma que si A es
tundamental sobre X, centonces A+ A es denso en L?(mx), dondec
m_ es la medida represcentativa en X del elemento x de Sp(A). Se
concluye asil que
{x =0 p.p.(mx) (b)

Procediendo con l—un como s¢ ha hecho con un se obtendrd del mis-

mo modo que
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=0 .p.Cm ) ()
y Pl y
Tentendo on cucnta (a), (b)) y (¢) implican cenlonces que |

cs ortogonal a C(X), it.c. [ es nula; por lo tanto Aw + Ky es
denso o L/(m + m ).
X Y

(ii) = (i) Si se supone que lIx-yl<2 entonces (1.1.14) impli-

'l (ll]l'
L (m ) = LY(m ) = LGm_+ m) (d)
X y X Yy
S1 € S : S o
51 fn € Ax > 8 Ay son tales quc
tim [ |1-F -p |2 d(m_+m_ ) =0
n n X 'y

se deduce entonces de (d) que

L. - 12 _
Lim f I]-fn—gn| dmy =0 (e)
Puesto que En e ortogonal a (1-Fn) en L2(my), de (e) resulta
. 2 2 -
lim ( f |1—[n| (lmy + |gn| dm_ ) =0

y
>0 p.p.(my)

Por 1o tanto [
n n

->1 p.p.(my) y g

Andlogamente fn >0 p.p.(mx) y & >1 p.p.(m_)

X
Pero entonces, volviendo a (d) se obtiene que m_ = my= 0; esta
contradiccidn completa la demostracidn.
(1.4.3) Corolario: Scan A unilforme sobre X y x e y en Sp(A); si
Ax+ Ky es denso en L2(mx+ my) para cada m_ en Mx(X)’ my en
My(X), cntonces lx-yl=2.
(1.%.4) E1 siguiente ejemplo muestra que la reciproca de (1.4.3) no
es sliempre cilerta.
Con las notaciones de (1.2.6) sean Y = 52X[0,l| y
B=(f€CK)/ ((.,.,£) €A(D?) para cada t € [0,1]}

La frontera de Shilov de B es X = TQXIO,ll.Sean A el alge-



bra sobre X cuyos clementos son las restricciones a X de los ele-

mentos Jde By s (o,0,0) oy oy=s(o,n, 1)y Ixayl=2 o /\:: e sl

. 10 ¢ 1. i
deftine por gle “,e 7 t) = 1-21, g es un elemento de A que satis-
face glx)=1 , p(y)=-1 y lglh=1

Considérense las medidas representativas en X de x e y definidas

respectivamentoe por
o 0 ¢ .
f | (lmx = g I f (e 7,0 7 50) do de,ypara Lloda [ € C(X)
hou
[t dmy = L2 [ ] 1(010’01¢,l) d9 d¢,para toda | € C(X).
R
La funcidn f(ulo,e1¢,t) e](0-¢) no s6lo es ortogonal a Ax+ Ky

en L2(mx+ my) sino que también es ortogonal a A + A en Lz(mx+my).
(1.4.%) Si bien la reciproca de (1.4.3) no es siempre cierta, obsérve-
se que en la demostracidn de la primera parte de (1.4.2) se ha es-
tablecido lo siguiente: Si1 A es uniforme sobre X, x e y son ele-
mentos de Sp(A) tales que lx-yl=2, m € My (X) y m,, € My(X), y
si A+ A (o ALt KV en virtud de (1.3.2)) tiene ortogonal no nu-
lo en Lg(mx+ my) entonces A + A no puede tener simultdneamente
nulos sus orloponales en l.2(mx) y ornl.Q(my).
Se plantea entonces la cuestidn acerca de la validez de la re-
ciproca del teorema de Lumer citado en la demostracidn de (1.4.2).
La respuesta estd dada por el siguiente teorema.
(1.4.6) Tecrema: Sea A un dlgebra uniforme sobre X; si x € Sp(A) es

tal que A + A es denso en LQ(mX) para cada m_ en Mx(X)’ enton-

ces Mx(X) se reduce a un punto.

Demostracidn: Esta consiste en una aplicacidn del teorema minimax
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dee von Neumann on la versidn siguiente (Ver [25]1): Si K es un
subconjunto conveso v compacto dhe nn esrpace to Ve Lol Fopolds.
glco Y, 51 S es un subconjunto convexo del espacio vectorial
AVAS | . > + L P .

(' 'y 51 FiKXS----- >R ¢35 una luncidn cbncava y continua en la

primera variable y convexa en la sepunda se llenc entonces que

il (ap Plm,ye) ) = sup € inf Tlmype) )

g €L mCK m € K g E S

Sea | € C(¥); e quicre ver que [ ( dm_ ¢s una constante
que no depende de m € Mx(X)'

Considérense K = M (XD, S = A+ A y F: KXS ---->R defi-
nida por Flm,g) = [ |1-p| dm

Es claro que T satisface las hipdtesis del teorema del mini-

N9l

max. Ademas inf I'Cm,p) = 0 para cada m € MX(X); por lo tan-
1 —
to, para cada n exisle gnG AN+ A tal que
sup f |F—gn| dm < % (a)
m € MX(X)

S1 <e fija m, € Mx(X) y m, es cualquier otro elemento de Mx(X)’

1 ?

(a) implica que
Lim [ P dml = [ dml y Lim f £, dmy = [ (lm2
Pero como [ pdmp = [ g_dm,  por ser m) y m, clementos de
M _(X) y estar g eon A + A resulta que [ f dm, = [ f dm
X n ? 1
Como esto ocurre para toda funcidn { en C(X) se obtiene finalmen-
te que Mx(X) se reduce a un punto.
(1.4.7) Corolario: Sea A un adlgebra uniforme sobre el compacto X;
son entonces equivalentes:

(1) A es fundamental sobre X
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(i1) Si x,y € Sp(A) entonces lx-yl=2 si y sélo
. —~ 7 ?
A A coodenso oon L(m ) oy oen LS ()
N y N y
para cada m_ € M (X), m_ € M (X).
X X y y
Demostracidon: $61lo on necesario observar que i Sp(A) no se re-
duce a un punto, c¢n cuyo caso todo serta trivial, entonces dado

x en Sp(A) existe siempre y en Sp(A) tal que [ x-y[=2; para ello

basta tomar un y distinto de x en la trontera de Choquet de A .
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2.1 Funcdones analiticas generalizadas
(2.1.1) Sea 6 an subgrapo adiltivo de R, munido de la topolopgia dis-
cretasy L(G) designa al dlgebra de prupo correspondiento .
Si G, es cl subconjunto de G de los elementos no negativos se de-
fine
L(G,) = { a € L(G) / x € G, = a(x)=0 } ;

Sp(L(G)) serd notado I'(G) mientras que B8(G) designard a
Sp(L(G,)). Ir(C) con la topologia menos fina que hace continuas a
las translormadas de Guelfand es candnicamente homeomorfo a é,
el grupo dual de; grupo G . Esta identificacidn ha sido exten-
dida por R. Arens y I.M. Singer en [u4] a situaciones muy genera-
les; dicha extensidn establece asimismo un homeomorfismo entre
A(G) provisto de la topologia inducida por las transformadas de
Guelfand y el semigrupo de los morf{ismos no nulos definidos en
6, v con valores cn el disco unitario cerrado D; este semigrupo
se¢ considera con la topologla producto. T(G) se Incluye homeomdr-
ficamente en A(G).

A(B(G)) o simplemente A(A), cuando csto no dé lugar a confu-

(34

slones, desipnard al algebra unilorme de las funciones que son

23

l L(G,) es una subdlgebra cerrada de L(G).



ITmwite unitorme de transiormadas de Guelfand de clementos de
L(H+). Ltamando m oo Ta medida de laoe normal fzada de P G), oo
de thcil veriticacidn ¢l siguiente resultado (Ver tambidn lul ).

(7.1.2) Sea t € C(Tr); [ ¢ la restriccidn a T de un olemento F de
ACD) 51y s6lo si [ 1(a) (a,x) dm(a) = 0 si x € G, (Aqui
(a,%) 1ndica ¢l valor de a en x).

(2.1.2) I's de hacer notar que &(%4) = D, que I(7) = 1 = 2 y que
AA) = A(D) (Ver (1.2.3)).

(?2.1.4) Dado 1ix € IR se le puede asociar un elemento  1'(ix) en I'(G)
definido por (T'(1x),y) = O—ixy para todo y ¢on G. lLa aplica-
cidén T' resulta ser continua. El sipuiente teorema cuya demostra-
cidn se encucentra en [U4] caracteriza la surycectividad de I' en
términos doe O,

(7.1.5) La aplicacidn L':iR--===>1'" ¢ suryccliva sioy s6lo 51 G en iso-
morfo a 2. Si G no es 1isomorio a 7 cntonces I e¢ 1nyectiva y su
imagen ¢s densa en T.

(2.1.6) Las observaciones hechas en (2.1.3) junto con (2.1.5) justi-
[ ican sobradamente que toda vez que G sed denso en R (Loeo, no
isomorfo a %), B(C) sca llamado el "gran disco" acsociado a G vy
A(B) ¢l Algebra de las "funciones analiticas gencralizadas" aso-
ciada a G.

A partir de la caracterizaciédn de A(G) como morfismos de se-
migrupo mencionada en (2.1.1), en [4] se prueba el siguiente re-

sultado que da la descomposicidén polar generalizada de los ele-

mentos de A(G).



(2.1.7) Si £ ¢s un elemento de B(G) distinto de &

( (Eo,x)=0 sl x#0

0
Y (ﬁ“,H):l ) cntonces exislen poy a on AG) Gonicos que salisla-
oaen
(i) (p,x) =20 G x € G
(11) a € T(6)
Cirr) (f£yx) = (pyx) (ayx) para Ltodo x on G, .

A eslo se pucde aprepgar (Verr 1 17])

(2.1.8) 51 p € B(G), (p,x) >0 para todo x en G, y o# £, » entonces

existe un Gnico s € (0.1] tal que

(p,x) = oF para todo x € G,

(2.1.9) I's dc¢ Inmediata veriflicacidén ademds,que la aplicacidn
j:[0,1]---->A(G) definida por
1€0) = £ y 51 8 >0 (j(s),x)=sx para todo x € G,

(2.

es un homcomorfismo de [0,1] con su imagen.

Por otro lado (2.1.7) implica que si 0 < s < 1 entonces A
es homeomorfo a j(s). B(G) = { j(s).£ / € € 8(G) } donde el pro-
ducto de n y £ en BA(G) estd definido por

(u.f,,x) = (n,x). (:’,,X)

.10) La aplicacidn I' definida en (2.1.4) se extiende del modo si-

gulente:

I :5={w€E€C/ Rew=0 }--—->8(G) donde
(I(w),x) = e ¥ para todo x € G, , w € S
I es continua; teniendo en cuenta (2.1.5), (2.1.7) y (2.1.9) resul-

ta que si G es denso en R entonces I es inyectiva y de imagen densa.

Obsérvese que T,al igual que T(G) y A(G), varia con G. Por lo tanto
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las notacioncs Ty, A ¢ T serdn usadas sin especificaciédn respecto
Jde Gosalvo e aquellon cason enoque pueda hiaber o ambipiiedoed o
rcal imprecisidn.

2.2 Medidas nepnesentativas y medidas de Cauchy

(2.2.1) Teorema: (1) La restriceidon de los elementos de A(B) a T es

un algebra de Dirichlet sobre T.
(it) I' e5 1a frontera de Shilov de A(A).
(iii) Si t € A(B) e¢s tal que f restringida a T es
nula, entonces | es nula.
(1v) La medida representativa de €0 €A es la medi-
da de Haar de T.
(v) Si me y moson las medidas representativas en T

de £y n pertenccientes a 8, entonces

m&-n= mQ* mn

donde con # se denota la operacidn de convolu-

cidén en M(T).
Demostracidén: (1) Ll conjunto de las partes reales de las restri-
cciones a T de los clementos de A(B) conticene a todos los polino-
mios trigonométricos reales, esto es, las funciones del tipo

P(a) = § a(x) (a,x)

donde a(x) = a(-x) para todo x en G, y a(x) = 0 salvo para una
cantidad finita de x en G. E1 teorecma de Stone-Weierstrass permi-
te afirmar que dichos polinomios forman un conjunto denso en CR(X).

(ii) Es consccuencia de (1) y de (1.2.2).

(1ii) Es consecuencia de (11).



(2.2.2) Sea £ €E A6 = b \T,E # ¢

(1v) Scan x € G, vy dx € I,(C) definido por Gy(y) = 1 si
\ SN () nooy

+ . . . e
I, lamando y a4 las transformaciones de Guelfand definidas

en L(G) y L(G,) respectivamente, sc obticne

- _ J1 si x =0
i dx(a) dm(a) = [ (a,x) dm(a) —{ 0 si x £ 0
. ~ + -~
Por otra parte i x 2 0, como Sx(u) = Gx(u), para todo o € T,
~ 4 ~4 . . .
rcesul ta f 6x(a) dm(a) = GX(CO) y como las combinaciones linea-

. “+ :
les de elementos del Lipo 6x con X con G+ generan un subespacio
denso en A(B), se obtiene finalmente que la medida de Haar de T

es la medida representativa de Eg on T.

(v) S1 y € M(Ir'), llamando p a la transformada de Fourier-
Stieltjes de p (p(x) = f (ayx) due(a) para todo x en G), una ve-

rificacidén sencilla permite ver que

mg n(x) = (m€*

Al scr T compacto, los polinomios trigonométricos resultan den-

mn)A(x) para todo x € G (a)

sos en C(r) por lo que (a) implica

[ E(a) dm,. n(a) = [ f(a) d(m, * m )(a), para cada f € C(T),
1.0, mE.” = mr)-.': mn

g3 en virtud de (2.1.7) y de (v) en

(2.2.1) para conocer me serd suficiente conocer la medida repre-
sentativa de la componente radial en la descomposicidn polar de

€. Se trata cntonces de determinar (ver (2.1.9) y (2.1.10))

mj(s): mI(—ln s) cuando 0 < s < 1.

Obsérvese que si o f(g) = ) a(x) (£,x) , con a(x) = 0 si

- NW

a(x)| < =, entonces [(1(w)) = § a(x) « resul la

X < 0 vy X



ser una funcidn continua y acotada en S, y analitica en S={Rc w>0};
por consigulcnte, lo mismo vale para fol cuando f es cualquier
clemento de A(A).

Ahora hicn, 51w = u + iv cestd en S, ¢l nheleo Jde Potsson
del gemiplano permitce cscribir

(1al)Y(w) } f (Tl )Cu) e e ol S 1€ AR
K u o (v-t)’

Sc tiene asi que la medida M) € M(T) definida por

f g dm = 1 f p(1Cit)) — v — dt, para cada g€cC(Tl),
1 (w) i ? ) 4
R u’+ (v-t)
cooda medida represental iva de o T(w).
Por lo Lanto, si1 £ = p.a y p = I(u) con u > 0 , se tiene
ql)()
[ 58 dm (8) = L [ gla.TCit)) %o dt
. il 2,.,2
R u +t

Las considecraciones anteriores permiten establecer el siguien-
te teorema de R. Arens e [.M. Singer (ver [4] ).
(2.2.3) Teorema: (1) 61 § € A y g # &0, entonces la medida mg, repre-
senlativa de £ en ' estd concentrada en a.I(iR),
cs o decir lnC(F\ a.l(iR)) = 0.
(it) ST p = 1(u) con u 2= 0, la medida m es 51mé-
trica.
(i11) S1 & y n cstan en A\{go} y €= pja 5, 0 = 0oey
son sus respectivas descomposiciones polares, en-

tonces mg y m, son mutuamente singulares si y sb-

lo s1 o & y. I(1R).

g

(iv) Supdngase que G no es isomorfo a 7. Si ¢ €
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£ # EO » cntonces mg \Y mg = m son mutuamente
0
singulares.
Demostracidn: ‘feniendo en cuenta (2.2.2), sblo ¢ necesario pro-
bar que mCECier)) = 0 cuando G no cn isomorlo a 7%; recor-

dando que T restringida al eje imaginario es inyectiva y continua
e ob b Tene que

m(LCiR))=m(I( YU [n,n+1)))=m( VU 1(ln,n+l)))= z m(T([n,n+1)))
donde n varia con 7.

Pero como I([n,n+l)) = I(n).IC[0,1)), la invariancia y la

finitud de m (m(F) = 1) implican que m(I(iR)) 0
(?.2.4) Corolario: Supbngase que G no es isomorfo a Z; las partes de
Gleason de A(A) son:

(1) (g}

0
(ii) Cada uno de los puntos de T.

(1ii1) Los conjuntos de la forma a.I(S) donde «a

recorrc las clases de equivalencia de T mddu-

lo I(iR).
Demostracidn: la unicidad de las medidas representativas en T por

ser A(A) de Dirichlet sobre I' (ver (2.2.1) y (1.2.2)) implica,
en virtud de (1.1.14), que dos puntos de A estdn en la misma par-
te de Gleason si y sblo si sus medidas representativas son absolu-
tamente continuas entre si.
(2.2.5) El corolario anterior permite dar otra demostracidn del siguien-

te teorema de R. Arens (Ver Theorem 4.7 en 1] ).

(2.2.6) Teorema: Supdngase que G no es isomorfo a Z; si 1 es el homeo-
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morfismo de A asociado a un automorfismo U de A(8), vale
cnltonee:s: uce (e ) {
e 0 0
Demostracidn: Basta tener en cuenta que t transforma la frontera
de Shilov en 1 misma y que si dos puntos estdn en una misma

partc de Glcason, lo mismo ocurre con sus transformados; pues

entonces o parte de Gleason (€] debe transformarse on 1 misma.

(?2.2.7) Es intceresante comparar (2.2.4) con (1.2.3), es decir cuando

G = 7. En ceste Gltimo caso se tiene que las partes de Gleason son
esencialmente pocas: el disco abierto D y cada uno de los puntos
de T. Sce trata ahora de establecer algunas consecuencias impor-

tantes que resultan de esta diferencia original.

VAN

s < 1 , entonces
. 2
[ g dm_ = 1 / plet® l-s de si g € C(T).

2w 1- 2s.cos 6 + s2

Si G =7 y 0

m_ tiene asociada una medida de Cauchy, también llamada contrac-
c1dén analitica; es decir, existe mé en M(T) cuya transformada

de Fourier-Stieltjes satisface
- [sn si n=>0
m! (n) =

v 1()

st on < 0

Dicha medida es la asociada a la funcidn cS(O) = ——i—TE

l-se
La cuestidn de la existencia de tales medidas estd relacionada
con varios puntos de ecste capitulo y el siguiente. La no-exis-
tencia de contracciones analiticas de m ( 0 <s< 1 ) cuando

G no es isomorfo a 7 ha sido probada por K. Hoffman en [17] .

Se verd ahora que esto es consecuencia, independientemente, de
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de (1.3.2) y de (1.3.8); este Gltimo teorema fue probado por
K. Hottman, como se menciona en (1.3.7), para ¢l caso de un
pran disco,

(2.2.8) Teorcwa: i r = 1(1) y G es denso en R entonces no existe

ninguna m; € M(T) que verifique

R (r,x) = ¢ % ai x>0
mi(x) _
0 S1ox o~ 0

Demostracidn: Suponer que una tal medida m; cxiste implica que
m; es ortopgonal a KO donde AO = { f € A(D) / f(EO) = 0}

y que m; es ortogonal a A = { f €A) / f(r) = 0} . Como £y Y

r estdn en distintas partes de Gleason resultara, aplicando

(1.3.2), que m!(0)= m!(1)= 0 y esto contradice a m! (0)=(r,0)=1,
LLa demostracidn, utilizando (1.3.8) se hace como sigue. Su-

pdngase que m; existe. Entonces ﬁ; es ortogonal a AO; ademés

ﬁ; (F) = mp(?) para cada f en A. Por otra parte, m, es singular
respecto de m, asi que finalmente es posible aplicar (1.3.8),
con lo que se obtiene que 0 = ﬁ;(l) = EETTT; como esto contra-
dice la suposicidn de partida, no existe una tal m;.
2.3 Medidas de Cauchy y trhansfonmadas de Hilbenrt

(7.3.1) Con las notaciones de 2.1y 2.2, si 1 < p < «(resp. p = «),
LP(r) (resp. L7(r)), indicard el espacio de Banach d= las funcio-
nes medibles, médulo la relacidn de equivalencia que las identi-
fica cuando difiercen en un conjunto de medida nula, cuyo mddulo

a la potencia p es integrable respecto de m (resp. las funciones

medibles esencialmente acotadas respecto de m). Con f se designa
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a la transformada de Fourier de f en Ll(F) (?(x)=f(a,x)f(a) dm(a)

. . . .
para cada x ocen ) Lo treanstormac ton de T heret

se define por (1) = § t(x) sgn(x) (a,x) donde

x 20y sgn(x) =-1 s1 X <

0.

~

5
e L) ==~ (1),

sgn(x) = 1 s1

Que H estd bien definida y es una

isometria resulta del teorema de Plancherel y de la igualdad de

Parseval. Ahora bien, s1 0

<

-
]

<1,

Ilamando m_

presentativa de j(s) (Ver (2.1.9)) se

to de L.? (r) entonces  H_(1)
L/(F); es1o resulta de que

tonces

N = Iy em I
b ? S

Ia)

et M .
e oundg lanecaron conlbinua. ol

lar que ¢sto no siempre eg

pa

Licne quo

a la medida re-

51 1 oo un elemen-

HC)sm  c¢s también una (uncidn de

X
m_(x) = sl lpara todo x ¢n G, pues en-

2

<

HH(I)H2= H1H2

sipuientoe

cicrtc si

G

lcoroma muye

317 =T (i.e., C es 1somorfo a 7), se ticne ademds que H ()

atra ocn particn-

no c¢o 1somorfo a 4.

(2.3.2) Teorema: Cualquiera sca G denso en R, existe t en C(r) tal

que H_(f) no estd en L7(r).

Antes de pasar a la demostracidn es necesario recordar algu-

nos hechos conocidos y establecer alpuna notacidn complementaria,

1 . . . .
I,L’(r) admite inmersiones lineales

y M(r) definidas del sigulente modo:

ir Ly e (LN

?

(i(f),p)

. ”~ . oo .::
e 1somiCtricas en (L (1))

[ fg dm

para cada g€ L7 (r)

y 1 :Ll(r)--—->M(r) R (il(f),g) = [ [g dm para cada g€ C(r) .

1

Demostracidn: Supdngase que Hs(f) pertenece a L7(r) para cada f en

C(T); se puede definir entonces, un operador lineal

K: C(I)====>l"(T)

k]

K(f)

H_(f)
s
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Se trata de ver que K es acotado de C(T) en Lw(r), para lo quec
seoaplicard ol teorema del gritico corrado. Sea entonces ( 1.r\)
una sucesion de clementos de C(F) que converge unilformemente a |
y tal que (K(ln)) converge a g en Lm(r); es claro que (fn) con-
verge a [ c¢n LQ(F) y que (Hs(fn)) converge a Hs(f). En tal caso
H_(() = g en L7(r) , i.e., K(f) = g

Sea ahora K¥: (L7(T))%*---->(C(r))*= M(r) 1la aplicacién

dual de Kj; K* c¢5 continua por scrlo Ky
K*(i(1)) = i,(K([)) para cada f en C(T) .

Esto implica que la restriccidn de K* a i(Ll(F)) tiene su imagen
contcnida «en il(Ll(F)) ya que C(T) e¢s denso en LL(F); llamando
K. a dicha restriccidn resulta

K*Ci(1)) para toda f en Ll(r)

-~

~

N’
"

Como Ki(iﬁﬁ) Ki(l)*g, sicmpre que [, g €C(ry ,
la continuidad de Ki en LI(F) implica que
Kj(f*g) z Ki(f)*g , toda vez que f, g € Ll(P)
En tal caso el operador Ki es un multiplicador, es decir, es la
convolucidn con una medida i € M(T); por lo tanto,si x € G
RGO = [Ta,x) diiCa) = (78 )(0) = (K (8 ))(0) = sl sani

donde Gx(a)=(a,x), para cada a€ T.

. -1 . . .
lLa medida m ? (mg+n) es cntonces una contraccidn analitica

' =
s
de m_; esto contradice (?2.2.8) y completa la demostracidn.

2.4 Descomposicibn de Launent en fLa gran corona

(2.4.1) Considérese cn A el conjunto

E={({t€A/ E =i3(s).a , e_l <Ks <1, a €T}

>
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y sea H(E) el algebra de las funciones que son limite uniforme

sobre | ode funciones de la lorma

b oato(e,-x0 "+ T at) (£,%) (a)

x<0 x20

donde a(x)=0 calvo para una cantidad finita de x ¢n G.

(7.0.2) Teorema: (1) HOE) o5 un dlpebra unitorme sobre 1,

Cii) SpUir)) = 1.

(iii)d L)) = je H.r ur.

Demostracidn: (i) Es consecuencia i1nmediata de la definicidn de

HCE) .

(1) Para determinar un elemento ¢ en Sp(I(R)) basta conocer

su valor en las funcionces de la forma f:(§)=(g,x) y f;(£)=(£,x)-l

donde x cioun elemento de G o Bs claro que las funciones del pri-
mer tipo generan un algebra que es densa en aquella formada por

las restricciones a L de lcs elementos de A(B8); por lo tanto ecxis-

te n €8 tal que ¢(f;) = (n,x) para cada x en G,. Pero
+ - + -
¢(fx) ¢(fx) = ¢(fx fx) = ¢(1l)= 1 por lo que
¢(f;) = (n,x)_l ; en particular n# go

La aplicacidn 1 restringida a B = {w / 0 < Re w< 11 trans-
forma esta banda en un subconjunto denso de E (ver (2.1.10)); en-
tonces (f;oI)(w) = v,

Por consigulcente

“f;“ = sup {|I;(£)| / &€ € E} = sup {|(I;OI)(W)| /w EB } = X

Por otra parte, si j(e™™) es la parte radial de n en su descom-

posicibén polar resulta |¢(f;)|= e"*. como |¢(f;)| < "f;" para ca-

da x en G, , debe ser 0 <u <1, es decir n € E.
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Ciii) S B o ocomo en (i) v 1o un elemento en (L), on-
tonces Lol cnounag tuncidn continna y acolada on By anal Tiea
en B {w / 0 < Rew < 1}. E1 teorema de Phragmen-Lindeldffl

afirma en tal caso que

sup { [UD)(w)|/ w € BY = sup { |[({,I)(w)]| / wE B \B}.
Pero centonce::

sup { [1(e)] / € €E )= sup ( |F(e)| / € € jCe” V). U T},

(2.4.3) I'n el caso en que  G=7, H(I(Z)) es el algebra de las funcio-

nes conlinuas on la corona circular (o7 ! < |z] <1} y holomorfas
cn ¢l interior de la misma; para tales funciones esta definida la
descomposicidn de Laurent que consiste en escribir a la funcidn
como suma de una funcidn en A(D) y otra que es analitica en {|z|>e-l}
y se anula c¢n infinito. En lo que resta de la seccidn se analizara
la posibilidad de una descomposicidn anidloga para elementos de H(E)

cuando G no es isomorfo a Z; se verd finalmente que tal descompo-

sicibn no es siempre posible.

(2.4.4) Sea f en H(E) y para el < s <1 se define

(L Ca) = 1C)(s)a) para todo o € 7T

De la definicidn de HIH(E) resulta

?S(x) = [ [ (a) Corx) dm(a) = s fl(x) para cada x € G

(2.4.5) Se dird quec la funcidn { de II(E) admite descomposicidn de Lau-
rent cuando existe g en C(r) tal que
~ P Ny >
a(x) = fl(x) si X 0

0 sl x <0

En tal caso 1 designard al clemento de A(B) para ¢1 cual t, |78
bl



(ver (2.1.7)), deliniendo 1 (£) = [((f) - l’(F.) para todo £ € Tt

! reculla oo Lambiln un elemento de 1R .

Teniendo on cucnta la observacidn hecha en (2.4.4) se obtie-

. -1
ne que si e 'S s <1,

~

fl(x) s six <0

() 0

2

ff_ (o) (a,x) dm(a) =

b

0 81 X 20 (a)

(7.h.6) Con AP(A) se o denotard al subespacio de H(E) formado con lau

restriceiones o Ibode los elementos de A(A); se define ademas

A

A°(E) = { [ € II(E) / Pl(x* = 0 para cada x = 0 }.

Con cstas deliniciones y (2.4.5) Tas afirmaciones que siguen

se verilican Lacilmente.
(2.4.7) AE(K) y A°(L) son subespacios cerrados y disjuntos en H(E);

s e un clemento de HCE) que admile descomposicidn de Lauroent

cntonces

(i) & = f_+ 1_ f, € AL(B), f_ € A°(E)

(i1) La descomposicidn dada en (i) es Gnica.

(2.4.8) Lema: Sea | un elemento de A°(L); si se deftine {° por
Lo CyCs) o) = I_('I(f"_l::-l) (1—]) para todo g€ [r-_l,]l,'tel‘
entonces f° cs la restricciédn a E de un elemento de AO(K),'esto

es, el ideal de A(A) de los elementos que se anulan en £

Demostracidn: S1 x C G

(1o ) 0o = [ 1o Tay dn(wr= [1_Gle ta™ha™ ™0 dmar:

-,1
= [f (Ge™Ha) (arx) dm(a)
La Gltima igualdad es consecuencia de que T ¢s un grupo compacto

conmutativo. La definicidn de A°(E) y (2.u.4) implican que
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(fe 1) (x) = 0 o1 x < 03 por lo tanto, y teniendo en cuenta

. . . - - . .
CPole) o Tlevan a0 Lo conclusidn bastara  verilbicoar gque

te(e) = [ 1o , dm [ o) dm (8)  para cada ¢ €F
, N

£

. -1
Considérese entonces s € [« ©,1] 3 para ver que

fo (a) = [ 1° . dm, para todo a €T

-5 -,1 j(s)a

- .o . .
s 'ra sufi1ciente observar que ambos miembros, considerados como e-
lementos de C(I), tienen los mismos coclicientes de Fourier. Por

un lado )
~ -1 -1 { l(—x)exsx, s1i x>0

(e ) (x)= [ 1 (jlcT 5" Na) (a,x) dm(a)= )

> ) 0 si x <0

4

Yy por otro
. - - o - . X 0 ~ | x|
Fo 40 G0 £e 00 mj(s)(x) e” I_ ,(-x) s

N Py T 9 b

(mj(r)*

1,1]; vale

entonces

sup |1 _(3()a)| = sup [|f (j(sra)]

s<t<l a€T
a€T

Demostracidén: Sea f¢ como en (2.4.8); entonces
sup [f GiCoa)] = sup Irecice leha™hy) =
<< sSt<]
a€T - -1 -1 o€l # 1

= sup { |[1°Ci(s)a)| / ¢ 'St <e ,a€T}= sup IfS(j(e_lﬂ_ Yad)| =

a€rl
= sup |1Ci(s)a)]|
a€T

La igualdad # resultd de la aplicacidén de(2.1.9) v (2.2.1)-(11i).
(2.4.:0) Teorema : El conjunto de los elementos de H(E) que admiten

descomposicidn de Laurent forman un subespacio denso

y no cerrado.

' (?.4.9) Corolario: Sea f un elemento de A°(E) y s € [e”



38

Demostracidn: Bl operador lineal

N: AL(8) X A°(E) ----> H(E)
definido por (fl,f?)————> f1+ f2 es inyectivo debido a la uni-
cidad de la descomposicidn dc Laurent.

AE(Z) y A°(E) son espacios de Banach, por lo que, definien-
do Bep =Tl AI_(Kd)(A”(l1) resulla sor también un espacio de
Banach; N es entonces un operador acotado.

Suponcr que todo elemento de HOE) admite descomposicidn de
Laurent equivaic a ..upcner que el operador N sea surycctivo; pero
entonces,el tecorema de la aplicacidn abierta implica que el opera-

dor inverso de N, que serd 1lamado L, es también acotado. Es decir

que existe k en R tal que

Ipl+Inl < kx lg+hll para cada g € AE(K) y h € A°(E) (a)
Conaidérence la sipuiconte luncional lineal en H(E):
Lyt H(E) —--=> €, L) = £,(3Ce”h)) donde L(F)=(f,,f ).
(a) implica que L, es continua
Sea 0 <t <1 ysi 1 € H(E)
lt( j()a) = l(](.:t)u) para todo o G [('—] » 11,

Es claro que ft es un elemento de H(E) y que si f pertenece a AE(K)

(resp. A°(L)) entonces L, es también un elemento de AF(E)(Pesp.

A°(E)); si [=i,+ f es la descomposicidén dada por (2.4.7), enton-

)

ces i’t=(f+ N

Por otra parte, aplicando (a)

CIN

|L1(f)|=|f+(j(e_l))| Sé? | f,Ca)]| = sup{|f+(j(st)a)| /e'1<s<1,aer}:
a

. ‘ _ ) Lt )
=lf, tﬂ<"r+ tH+"f_ t" < k"ft"-k sup{|f(jis a) / e

b 2 b

“les<1, € T)
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s deir
||,|(|)| < K ll|tll para todo  t C [o,l] ()
fHlaciendo tender t a 0 en (b) se obtiene
]Ll(l)l < k sup |1 ()| (¢)

a€Y
Llamando Hl(K) a la subalgebra de C(T) cuyos elementos son las

reciriceiones a ' de los elementos de H(E) . (¢) dice que I del-
ne und l{uncional continua en lll(L'). L1l tcorema de llahn-Banach
permite extender esta funcional a un Li en C(r)*=M(r); es decir
que existe uw € M(T) tal que

[ 1 du = L, (1) para toda [ € 1 (L)

Pero es claro de la definicidn de Ll que
e s1 X <0
0 G x >0

y entonces la medida conjugada w de p resultaria una contraccidn

w(x) = [ Ta@ox) dula)

analitica de m 1 lo cual contradice (2.2.8).
jle )
Este teorema se utilizard en la seccidn siguiente.

2.5 Los contraejemplos de Bohn y Favand

(2.5.1) En s5u Lesis (Ver [ (H]), J. l'avard ecstudid la cuestidn siguien-

te: determinar si la conjugada armdnica de una funcidn armdnica ca-
si1 periddica y acotada en un semiplano es siempre casi periddica;
en la misma exhibe (Ver pp. 81-87 de [111) un ejemplo en que esto
no ocurre. Poco antes (Ver p. 278 de [7] ), H. Bohr exhibid un
ejemplo de funcidén analitica y casi periddica en una banda que no
admite descomposicidn de Laurent con respecto a su desarrollo en

serie de Dirichlet. En esta scccidn se demostrard que la existen-
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cia de las funciones que proveen los contraejemplos mencionados
csoconnecucncia dirceta de (2.3.2) y (2.4.10) respeclivamentoe.
(2.%.2) En [ 1], R. Arens desceribid el conjunto de funciones que se
obtienc cuando so componen funciones del dlgebra A{A) con la
aplicacidn 1 definida en (2.1.10). A continuacidn se procederd
a completar dicha deseripeidn.,
Las definticiones y propiedades relativas a las funciones
casi o periodicas Ceope en lo sucenivo) serdn lomadas de | 12] y
de [ Y] .
(2.5.3) Sea | oen C(T); se deline la transformada de Poisson gene-
ralizada de [ como la funcidn
P({): B-—-->C , P(0)(E) = [ f(a) dmg (a)
donde m e la medida representativa de €.
Si f es un polinomio trigonométrico en C(T), es decir

f(a) = § a(x) (a,x) , donde a(x) # 0 sdlo para un nime-

ro finito de x, ~ntonces

~

PCEYCE) = ) alx) (g,x) + § a(x) (&,-x)
x20 x<0
$1 ahora se considera la aplicacidn 1 definida en (2.1.10) se
tendrd que

PCEY(I(w)) = § a(x) e ¥ + § a(x) ¥

x=() x<0
Resulta entonces claro que en ¢l caso en que [ sea un polino-
mio trigonométrico entonces P(f),I es una funcidn continua, aco-
tada y uniformemente c.p. en S={ w € C / Re w =2 0 }; ademds P(f) I

es armbénica en S={ w € C / Re w > 0} y P(f),I es analitica en S si
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y 610 si a(x) se anula cuando x es negativo, es decir, si y
SOLlo o PCE) enoun clemento Jde AA) .
En lo sucesivo, con hC(K) se designard el conjunto de las
transformadas generalizadas de Poisson de los elementos de C(T).
(?.5.4) Teorema: La aplicacidn
T*: h“(x)————>H(§)= funciones acotadas on S
IEICREERVN |
satislace las sipuicentes propicdades:

(i) I* es una isometria con su imapen, cuando B(S) se consi-

dera provisto de la norma del supremo.

(11) Si F=P(f) con f en C(T), entonces I%(F) es una funcidn
continua, acotada y uniformemente c.p. en S; los expo-
nentes (o frecuencias) de su desarrollo de Dirichlet
(Ver Chapilre TV, 5§28 vy §31 en [ 12]) catdn en G v ¢l coe-
ficiente correspondiente al exponente x-&simo es
E(x) = [ f(a) C(a,x) dm(a). Ademds I*(F) es armbénica en
Sy si F estd en A(B) entonces I#(F) es holomorfa en S.

(iii) Vale la reciproca de (ii), ¢ decir, si 'Y G B(S) o
continua, acotada, uniformemente c.p. en §, con su desa-
rrollo de Dirichlet tal que los exponentes estan en G,

y armdnica en S, entonces existe F en hC(E) tal que

I*(F)=F'. Si ademds }'' es analitica entonces F pertenece

a A(b).

Demostracién: (i) Es consecuencia de que I(S) es denso en 4.

(1i) Si F=P(f) con f un polinomio trigonométrico, entonces las
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consideraciones hechas en (2.5 3) conducen de inmediato a la
demostracidon. Como las propicdades enunciadas se preservan por
limites uniformes, cntonces resultan ciertas en general.
(iii) Sea F': S---->C con las propiedades mencionada: en la
hipOtesin, ' se aproxima unilormemente on 5 por unda sucesion
de funeiones de la forma T*(P(f“)) donde F“ o5 un polinomio tri-
gonométlrico cn C(I) tal que si f ln(u) (a,x) dm(a) ¢s no nulo
centonces x enoun exponente de ' (Ver Chapitre 11§ 19 y Chap.
IV.§ 31 en [12]).

ST T'' es analltica en G, entonce: san exponentoe: con todos
no negativos (Ver §3 Ch 3 en [5]) y consccuentemente las fun-

ciones aproximantes 1*(P(F“)) son tales que P(fn) estd en A(D)

Tanto 1* como P son isomelirias, por lo que existe f on C(T)
tal que P({) es ¢l limite uniforme de la sucesidn (P(fn)). Es
claro entonces que
F' = 1%(P(1))

y que PR pertencee a AB) si I en analTtica en 5.

(2.5.5) En el resto de la seccidn se supondrd que G es denso en R.
Sea entonces { un elemento de CR(F) tal que H(f)sm
jCe 7)
no ¢s continud cn (Ver (2.3.2)). Teniendo en cuenta (2.5.4),
u = I%(P({)) ¢s una funcidén real, continua, acotada, uniforme-
mente c.p. en S y armbéniza en S.

Sea v una conjugada armdnica de u en S; v se obtiene por

integracidn de las derivadas parciales de u v estas Qltimas

|I
I para cada n.
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son c.p.(Ver §29 Ch. IV en [12]). Entonces v serd c.p. en una

recla conlenitda on 95 ool oy aG6lo ol en o acotada en dicha recta
(Ver 15° §1 Ch. I en [5])
Supdéngase entonces que v es c.p. en { Re w=k }(k > 0);la

casi periodicidad de v oen toda otra recta contenida en S sera

conscencncia de la sipuicnte propieaad de las funciones arménicas.

(2.5.6) Sea u una funcidén armdénica y acotada en S; $1 v es una con-

jupada armdénica de u y v o oacotada en una recta conltenida en 8,

«

centonces v es acotada ¢n toda otra recta contenida on §.

(2.5.7) Volviendo a la situacidn de (2.5.6) se tiene entonces que v

cs c.p. on toda recta contenida en $3 por ser v una conjugada
arménica de u, su desarrollo de Dirichlet no tiene término en s
(w=s+it) (Ver Chap. IV 8§30 en [12]). Es decir si

TENSIIEE? o IxlGarit) 71 (%) oo Xl (s=it)
x=() x<0

es el desarrollo de Dirichlet de u, el de v es (ver Chap. IV § 30

en [12])
vis,t) ~ by + ] Foxy e |Xl(s*it) Y F(x) e~ ¥l (s-1t) (s>0).
x>0 x<0
sSe supondrd que b”= fCoy.

Pero entonces u+iv es una funcidn analitica en S cuyo desa-
rrollo de Dirichlet no tiene exponentes negativos por lo que es
acotada en todo semiplano {Re w = k > 0} (Ver §4, Ch. III en [5])

lLa funcidn

vy S--—->R , vi(w) = v(1l+w)

satisface las hipbtesis de (ii1) en (2.5.4); por lo tanto existe

2 on C(r) tal que
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p(x) = f (a,x) pla) dm(a) = spnlx) 1(x) o_lxl x €6 .
Pero centonces g = HOM)a m TR eslo contradice la suposicidn
jle )

heoha fulcialmente cn (2 5%.5) y v resulla ser no acotada on nin-
puna recta contenida en S.

(2.5.8) Con la misma técnica empleada en (2.5.4), es decir la utili-
sacion de funciones polinomiales del tipo (a) en (2.4.1) resulta
que si { es un elemento de H(E) entonces f,1 es una tuncidén con-

tinua, acolada y uniformemente ¢.p. on B ={0 € Re w s 1l vy ana-

1Tlica en B ={ 0 < Ro w < 1}; su desarrollo de Dirichlet (Ver §3

Ch. 3 en [5] ) es

(Mo ) (s+it) X alx) e—x(ﬂ+it)

donde  a(x) = [ f(a) Ca,x) dm(a) .
Para probar la reciproca basta aplicar nuevamente el tcorema de
aproximacidén polinomial como en la demostracidn de (1i1) en (?.5
(2.5.9) 1l. Bohr en [7] exhibié una funcidn
F': B----> C
F' continua, acotada, uniformemente c.p. en B y analitica en B

tal que <1

7 e—x(s+it)

F'(s+it) =~ alx)

es su desarrollo en seric de Dirichlel, entonces no existe

Fl : S—-—-—> C
continua, acotada, uniformemente c.p. Yy analitica en S tal que su

desarrollo en serie de Dirichlet sea

. -x(s+1t . =
FLGa+it) o~ aGo e (8710 srit € 7

x=0)

LU,
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(2.5.10) Sea | un clemento de HCE) que no admite descomposicidn de

Laurent (Ver (2.0.5) y (2.0010))5 10 couna tuneidn conlt inua,
acotada, uniformemente c.p. en B y analitica en B. Si el desa-

rrollo de Dirichlet de 1,1 es

(1o (s+it) ~ § a(x) o X5+ (0 < s < 1)

de la definicidén de H(E) resulta que

a(x) = f J(a) (a,x) dm(a)

Suponer que existe  (1,T), , continua, acotada, uniformemente

c.p. en S y analitica en S tal que su desarrollo en seric de Di-

richlet sea

e—x(s+it) (s > 0)

(fo D, (stait) o Y a(x)
x0)

implica, e¢n virtud de (111) en (2.5.4), que existe g, en c(r)

tal que
o 51 >
g+(x) = f (a,x) g+(a) dm(a) =I a(x) sl X 0
l 0 s1 x < 0
l.e.,
A = ————— . 2
g, (x) = fy(x) [ f(a) C(a,x) dm(a) si  x 0
0 si X < N
Como esto contradice ¢l hecho de que | no admite descomposicidn

de Laurent, resulta que f,I no admite descomposicibén de Laurent

cn el sentido definido por Bohr.
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3.1 Los espacios de Harndy en el gran disco

l—r2

(3.1.1) A partir del nficleo de Poisson, P (8) =
r 2
1-2r cos 0+ p

(0<r <1, 0 € [-n,u]l), ¢s posible asociar a toda medida u en
1 circulo unidad 1, una luncidn armbénica Py delinida cn ¢l Jdis-
co b, del siguiente modo
10, _ , - y

(Pu)(re” ) = Fp(0-¢) dp(¢) = (lpxu)(O)
El teorema de Fatou (Ver [19]) establece que para casi todo
respecto do la medida de llaar de T vale
10 d

o e ) R 1 - —U
lim (Pu)(re ") )

o

donde 7% ¢s la derivada de Radon-Nykodim de la medida u respecto

de 12 medida de Haar normalizada de T.

-~

El teorema de F. y M. Riesz (Ver [19] y (1.1.10))caracteriza
a los elcmentos de M(T) para los cuvales su trancioimada de Poisson
es una funcidn analitica en D como aquellas medidas que son abso-
lutam~ntc continuas respecto de la medida de Haar de T y que ade-
mds tienen sus cocficientes de Fourier negativos iguales a cero.
(3.1.2) SI 1 € p < , ¢s posible dar dos definiciones de espacios de

Hardy del siguiente modo:

(i) Si p es finito, HP(D) = { £ € H(D) / sup If_I_ < =)
osr<1 U P

donde (D) es el espacio de las funcimnes holomorfas en D

RN
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1
y Tl = ¢ 21 Jtre*®|P g0 )P
T 2
51 p es infinito H"(D) es el espacio de las funciones

analTticas v acotadas on D,
-1ino

Gy nen = (el /i) = e (e o

de=0 si n<0}.

|
|
|
i
i
S1 t es un elemento de HP(D), se define su norma como Su?"fr"p ,
<
I y ol [ opertencee a HP(T) qu norma o 1a de 1L.Pem . }
l AT normados, n ) y HPery son espacios de Banach y los resulta-
dos citados en (3.1.1) permiten demostrar que HP y nP(r) son iso-
' motricamentc isomortos (Ver | 19])).
(3.1.3) En [16), K. hoflman ha e¢xtendido el teorema de Fatou a funciones
l analiticas generalizadas acotadas y posteriormente, en [17], definid
I clases de llardy gencralizadas probando para las mismas el andlogo
del tcorema de l'atou y la existencia de una representacidn integral
' del tipo de Poisson; lo que resta de esta seccidn seri dedicado a
dar un resumen de dichos resultados y tratar algunas posibles exten-
siones de los mismos.
(3.1.4) Scan G y & como en el capitulo anterior; se dird que ura funcién f
definida en A y con valores en C es analitica gencralizada si para
cada s€ [0,1), la funcidn § ---->f(j(s)E) (£€ B) es un elemento de

ACD) .

Con lI(A) se designard al espacio de las funciones analiticas ge-

neralizadas en A.

no negativo y menor que 1 se define fS: A ---->C por fs(£)=f(j(s)£)

' Si f es una funcidn definida en A y con valores en C y si s es
para cada £ en A; se define también F3:r —=-=> C por fs(a)=f(j(s)a).
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(3.1.5) Sea r = j(e-l); si 1 S p < o, s¢ define
W) = ( 1€) / :".up{”l'::(aﬁ)|P‘lmp(a)§:;<'l,BE[‘} C e )
Si f estd en HP(A), se define su norma como

el = gup{lel s s<l, BEr }, donde (P (a) = {7(ap)
b LP(m ) B
r

Con H (8) se designard al espacio de las funciones analiticas
poneralizadas delinidas en Ay que sean acotadazg s 1 oes ane e lemen
to de H (8) su norma se define como

el = sup ( [1Cg)] /7 £ € 8)

(3.1.6) Es intcresante destacar que si (=7 entonces nPay = HP(D);
asimismo, es sencillo demostrar que los espacilos (1P ¢a) Hé)
(1 € p < ») son espacios de Banach. lLa definicidén dada en (3.1.5)
permite trasladar ¢l problema de la existencia de limites radiales
al semiplano, via la aplicacibén I definida en (2.1.10).

[l siguicnte teorema es andlogo al de Fatou,para las clases Jde
Hardy generalizadas; su demostracidén se encuentra en [17] (Ver 5.1
de [17]).

(3.1.7) Sea f € HP(a), 1 < P € »; entonces lim f(j(s)a) existe para
todo o € T\N donde N es un conjunto tal quc mg(N)zﬁ parda cada
£ en A.

Definiendo
lim f(j(s)a) si a €N
fl(u) =

0 si a €N

fl pertenece a Lp(r,mg) para cada £ en A; vale ademds

. . . -1 .
(i) f(j(s)a) = [ £,¢aB" ) dmj(s)(s) si s <1, a €T,

(ii) Si p es finito, % (s<1) converge a f, en Lp(r,mg) para
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cada ¢ en 4.
Ciiid s ey 070 converye a0 I b P coeda 4 en
N h (r,mg)
(3.1.8) Sc¢ dird que f: B----> C es armdnica gencralizada si para ca-
da s €[0,1), [ € h (&)(Ver (2.5.3)).
[ claro entonces que para una tal funcidn vale

(3

() =1 _(j(a) = [ 1'Capddm _ (8) , si 0<s<t<],

st st
1.0.,
< t
t7 = & m |
st
.1.9) Teorema: 51 0 es armdénica gencralizada y satisface

sup {[|r(i(s)aB)]| dmr(a); 0 S$s<1 ,E€T} < =
entonces ¢xiste una inica medida Weoen M(T) tal que
[z byowom, para lodo 0 < 5 < |

Demostracidn: Sca (s“) una sucesidn creciente de nlmeros positivos

que converge a l; considérese la sucesidén de medidas (un) aso-
Sn
ciadas a f ', i.e.,

(un,g) = [ g(a) fbn(a) dm(a) sl g € C(r).

Las hipbtesis sobre |oimplican que ¢l supremo de las variacio-
nes totales de las u, ©s finito; el tcorema de Bourbaki-Alaoglu
implica entonces que existe Wp oen la adherencia de (un) en la topo-
logia débil estrella de M(T),considerado como espacio dual de C(T).

Vale ademds que "uf“ < sup "un“ (a).

Por otra parte, teniendo en cuenta la observacidn hecha en

(3.1.8),

Ix] . ;m(x) sLxl para cada x en Gy my n

(x) s
M n m



cuclenquicra. Bata ipualdad implica en primer lugar que Mo td W
a4 menes gque Eosea constantes adewds, Cjando oy hacicendo Lender
m a infinito se obtiene
A - x . ~
po (%) 5 IR limp (x) para cada x en G (b).
n n m
(a) junto con (b) implican que la sucesidn (un) converge en

la topologfa débil estrella a la medida W3 oen particular, o

resulta ser el Gnico elemento en Ja adherencia débil-estrella de

(“n) y

b GO = 00 SLXI = Gugs mg ) (%)

n
S
n

Pero entonces f = Mpx Moy esto junto con la armonicidad de f
y la eleccidn de la sucesidh (sn) implican que
£° = Wt M para todo 0 € s < 1

3.2 Espacios de Hardy asociados a medidas nepresentativas

(3.2.1) Con las -lefiniciones dadas en (3.1.1) es facil verificar que
si p es finito, entonces HP(T) es la clausura en LP(T) de la sub-
dlgebra de C(T) cuyos clementos son las restricciones a T de los
elementos de A(D). Asimismo, H (T) es la clausura,en la topologia
debi L cotrella de 1701, de la misma subdlpebra de C(T)

Si1 A es un dlgebra uniforme sobre X y £ es un elemento de
Sp(A), se define para 0 < p <= y mge ME(X)’ el espacio de Hardy
Hp(mg) como la clausura de A en Lp(X,mC); asimismo, se define
Hm(mg) como la clausura débil estrella de A en Lm(ma) (Ver [23]).

Con estas definiciones, y tomando X=T y A=A(A), se analizard

ahora en qué medida se mantienen identificaciones andlogas a las

menclonadas en (3.1.2) para HP(s) y Hp(ms) donde & € 4.
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(3.2.2) Sca g€ A y 1 < p < o3 definimos
IR () poreob () L (Ve (317
Pt R (S 1
(3.2.3) Lema: Sca p finitoy i es (1) inyectiva y (i11) continua.

Pst

Demostracion: (i) Se supondrd, cin péredida de generalidad, que

£ = j(s) con 5C [o,1) . 5¢a IGHP(A) tal que ip r(()=0.
5

Conzidireae primero o]l caso 53203 entonces  J(0) = &‘] y m, = m,
| 1
la medida deo Haar normalizada de ' Puestlo que { = 1 1 s n L $1
n < L(Ver (3.1.7)) se obliene entonces que
L .
he-n_ < e para todo 0 < t < 1
P 1p
S1 f] fuera i1gual a cero en casi todo punto respecto de m, lo mis-

mo valdria para £ (0st<l); pero como ¢t es continua, resultaria
que | es idénticamente nula.

Sea ahora s estrictamente positivo; puesto que si  0O<s<s'<l1l,
m.y m., son mutuamente absolutamente continuas con derivadas de

1

Radon-Nykodim acotadas, se puede suponer que :5=e_1 (jCe 7)=r).

S1 f1=0 en casl todo punto respecto dc m_, entonces, teniendo en
cuenta la representacidén integral de f, s« obtiene que

FCJCL) 1Ciy)) = 0 en casi todo punto respecto de ta medida
de l.ebesgue de R y para cada t€ [0,1); pero entonces, para cada
t fijo se tiene [(j(t)a) = 0 para todo a € T,ya que {I(iy)/y€R}
es denso en T(Ver (2.1.5)).

(1i) S1 £=E de (3.1.7) se obtiene

“fl“p = lim “fs"p (a)

Como m es invariante por traslaciones

[ €] £Gs)ras)|P dm (8) ) dm(a) = [ | £¢i(s)a) | P dm(a)



Por 1o van.o
j'I!(](:;)u)Il“lm(u) onup |f|l(i(::)(1(-'.)||‘ tllll[‘(u);:: 1, #C Yy
tentendo en cuenta (a), se obtiene linalmente que
I 1 < Iy
I1lllp ( D
Sea ahora £ = j(t) (0 < t < 1); existe k(t,r) en R tal que

m, < k(t,r) m 5

cntonces

lim [ |((i(sda) [P dm, (o) <

/ |fl(a)|P dmt(a) t

< Tim k(t,r) [ [1Gis)a) P dm (@) < Kk(t,r) (Ilf‘ll[;)p
(3.2.4) Obsérvese que en virtud de (3.1.7)

1m,£: H (A) ----> 1] (mg)

es una isometrila para cada § cn A.
(3.2.5) Supdngase que G no es isomor{o a 7% y sea ¢ «n A3 50 quicre

ver que en tal caso i) ¢ NO es suryectiva para ningin p (1<p<e).
26

Se probard este hecho para p=«, de donde resultard para cualquier

p finito.

-1

(3.2.6) Consideremos r=7j( ) ysea u': S---->R . continua, acotada,

[d)

uniformemente c.p. en S, armdnica en S y con sus [recuencias en

G de tal modo que si v' es una conjugada armdnica de u' c¢n S, en-

tonces v' no es c¢.p. en ninguna recta contenida en S (Ver (2.3.2)).
Sea (un) una sucesidn de polinomios trigonométricos reales en

C(r) tal que ug = P(un)o[ converge uniformemente a u' en S (Ver

(2.5.3) y (2.5.4)). Llamando v = li(u ) (Ver (2.3.1)), v =P(v )1

es tal que ué+ivh es analitica en S y la sucesidn que forman estas

funciones converge puntualmente en S a u'+iv' donde v' es una con-
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jugada arménicda de u'

Sca 'z exp(ul+iv!')= oxp((PQu_+iv )) )= (exp(Pu +iv_))) I
n n n n n n n ’
y f['= evp(n'+iv'). La sucesibn formada por las funciones
~xp«Pun+iv”))= P(vxp(u“+iv”)) cnouniformemente acotada on &y
lo mismo ocurrc con ln:vxp(un+iv”) cn LoSea entonces |oun punto
. o« . A ™
de adherencia de (1) en 1l (mr) y supoupamon que existe TVoen I (4)
n '
tal que 1 (F)=F.= [ ¢n casi todo punlo respecto de m
@,r 1 r
La {érmula de representacidn integral de ' a partir de Fl (Ver

3.1.7)), o1l hecho do que para cada w o en S, m m_on mutua-
( > ! ' o Mgy Y M

mente absolulamente continuas con derivadas de Radon-Nyvkodim aco-

tadas y la naturaleva de [ implican quc para una subsucesidn (fn(w))
conveniente
F(I(w))= [ f dmI(w) = lim | fn(w) dmI(w) =
= 1lim (exp(P(un(w)+ivn(w)) (I(w)))= 1lam 1$(w)(W) = ' (w)
Como esto se puede hacer para cada w en S resulta que
Fr(l(w)) = ('"(w) para todo w ¢cn S (a).
De (a) resulta que la funcidn F (FS(&) = F(j(s)g)) es para cada

5 en [0,1) un clemento de A(8) que no =e anula on ningfin punto; to-
-1 . -

mando s=e y observando que A es saimplemente conexo resulta enton-

ces que oxiste un loparitmo doe ]’r‘ en A(A)Y(Ver 57 Ch. ITT er [13]),1.€.

existe h € A(d) tal que

F.(&) = exp(h(e)) para todo £ €A
En particular,
exp(h(T(w))) = F _(I(w)) = F(I(1l+w)) para todo w € S

Pero entcnces, volviendo a (a) , se obtiene
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['CE+w) = oxp (u'(l+w)+iv'(1+w)) = exp h(l(w))
de donde resulta que v'oes casi periddica (Ver (2.5.10)) on
(Feow 7 Hholata contradiceidn pracha que no exisle oon H(A)
tal que lm,r(l) Tl oy T.C., lm,p no ¢u o suryecliva.
(3.2.7) be (3.2.6) se deduce con lTacilidad que 1 i(g) MO e85 suryec-
,j(s
Civae tara ninedn oen (051 y por consivaiconle Lampocao oo g .
w1
suryectiva cuznde § = j(s)a con s en (0,1) vy a on I,

Sea ahora € A, f ¢ ¢ y p l'inito. Como valc (Ver por o-

0’
jemplo n.2.6 en [ 8])

I) oW - 'cn
H (m&) ni (mg) = (mg) >
s1 ip £ fuera suryectiva entonces
i HPa)) o n”
1p,€( (a)) (mg) >

i.e., si f esta en Hw(m{), cntonces existe I' en HP(A) tal que

L ,[(V)=Fl:|; poero cntonces, cnovietad deo la [Ormala Jde vopre-

sentacidn integral en (3.1.7), se obtendria que F estd en H (A).

De este modo, ip {Pesultaria ser suryectiva y esio contradice
25

lo ya ¢slablecido al respecto.
(3.2.8) Se analizard gdhora ol caso g A obtendrd como resalia-

de 1iral que , no es suryectiva.
ot
w
Scan u, U YoV como en (3.2.6) (1 Cu) m_ no estd en I (r) (

Ver (2.3.2))); habiamos observado que u$+iv$=P(un+ianOI conver-

ge puntualmente en S a u'+iv'. Si o€ T, se define

L : S--—=>A  por I_(w)=aT(w) para todo w en S

Es claro que para T valen propiedades anAlogas a las descrip-

tas para I en (2.5.4). Si ahora se considera g € C(T) y se defi-



o
1ol

ne p (B)=p(ap) (RET), cs claro cntonces que P(ga)oT = P(g)oIa

y por consipuicnte, la sucesion cuyos clementos son al "Cu )|
ny,a n,a *

converge uniformemente a P(ua)oI. Puesto que H(un a)= (H(un))a,
k4

resulta que P(v ) 1 =P(H(u )),I; 1llamando v' =P(v ),I la
q n° a n,a’“°7> n,a n°a’
sucesiSn (u' +iv' ) converge puntualmente en S5 oa una funeidn
n,u n,a

analitica u&+iv& -V, N0 csoc.p. cn ninguna recta contenida en S.

Esta alirmaciéon se pracha como siguc: 51 v fuera c.p. on alguna
recta contenida en S, entonces scerfa ¢.p. en cualquier otra recta
contenida on S(Ver (2.5.5) y (2.5.6)). Teniendo en cuenta que el

. . ?
1imite en L°(T) de v se tendria entonces que

s M es v, m
n,o r o r’
- . ? . . . .
Ve M, es igual en L°(F) (Ver (2.5.4)) a una ftuncidn continua;
pero como
Vg M= 11im (v“,aﬁ mp) = (HCu)) . m, = (11 Cu) ) = mp)a

en L°(T)sresultaria finalmente ("rotando con dngulo o 1My que
(H(u) )= m, es igual en L2(r) a una funcidn continua; en particu-
lar (H(u))# m_, ecstd en L”(r). Esta contradiccidn con las hipé-
tesis de partida implican que v' no es c.p. en ninguna recta
conltentda on &,

Es claro que de las consideraciones anteriores resulta en
particular que la sucesidn (P(un+ivn)) converge puntualmente

en A.

Ahora bien, un+ivn converge en L2(r) a wu+iH(u) (Ver (2.3.1));
podemos suponer que la sucesidn converge puntualmente en casi to-
do punto respecto de m a u+iH(u). Por consiguiente (exp (un+ivn))

converge en casil todo punto a exp(u+iv) y puesto que (exp(un+ivn))



¢ ouna sucesion uniformemente acotada on A(B), exp(u+ill(u)) es-
P o o . . L
ta en I (m). Se aguicere ver que no existe F € 0 (8) tal que

lm,E”(F) == evp(u+iliCu))

Suponpamosn cntoncen que g bal D exisles Si0oa @ fo,1), de-

{iniendo FP(a) = I'(j(s)a) (a € T) vy llamando g=exp(u+il(u)) se

INERITTE

(r’y (x) = (Fya m ) (x) = (ga m) (x) = g(x) NEY
- 1im . Ix] - 1 g
= lim gn(x) s = lim ((gn* ms) (x)) ,
Ye: = o Y
dondc g, (xp(un+1vn).
‘or y . = ) KX o o
Pero g = n <xp((un+nvn)" ms) y oenlonce:

(FS)A(X) = (exp((u+iH(u))*mS))A(x) para todo x € G.
Por lo tanto
P° = exp((u+ili(u))em ) en LP(T) (a)
ba continuidad de F junto con (a) implican entonces que F.
(YS(C)=F(j(s)£) 5i €€8) es no nula en & para cada s en [0,1);
por consiguiente, fijando s=e_l(j(e_l)=r) y cmpleando el argumen-
to ya utilizado en (3.2.6), FP tiene un logaritmo en A(B). Sea
h un tal logaritmo; (a) implica ahora que para cada 1 € [0,1]
exp(h(j(t)a)) = exp (((u*+iH(u)). mpj(t))(a) para casi
todo a en P respecto de m.
Por otra parte, (u+il(u)= m, es el limite en L2(F) de
((Un+iH(”n))* mp) y esta sucesidn converge en todo punto; lla-
mando h; a su limite, se tiene entonces que exp(h(B))=exp(h;(B))

en casi todo punto respecto de m. Esto implica que existe a €T

tal que
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mra{ B / exp(h(p)) = exp(h;(ﬂ)) } >0
cnovietud del Tema de Koo Hobtman que alivma 2 510 10 C 1 oon oun bo-
reliano tal que ma(ﬁ) = 0 para todo g € A\{ao} , entonces m(E)=0

(Ver 2.5 en [171). Pero entonces g'(w)= lim(exp(P((un’ +ivn’ )*mp)(IOcﬂ
(w € 5) que es continua y acotada en S, analitica en S, y la funcidn

CexpCh)) 1o Cque tambidn es continua y acotada en S y analitica en $S),

son tales que sus valores coinciden cn un conjunto de medida positi-

va del oje tmapinario respecto deo la medida dy (dy indica 1a me-

1 ty’
dida de Lebesgue de R) 3 por 1o tanto

p'Ciy) = (expChgol D)) (dy) en un conjunto de medida positiva
a

son iguales en todo S. i.e.,
(exp(hola))(w) = (exp(u&+iv&))(l+w) para todo w € S (D)
De (b) se deduce que v' es uniformemente c.p. en {Re w > 1};

esta contradiccidn muestra finalmente que 1i_ g Do es suryectiva.
>=0

(3.2.9) E1 mismo argumento empleado en (3,2,7) permite ver ahora que si
p es finito, entonces 1 no es suryectiva.

»€
0
(3.2.10) Sea hl(A) el espacio de las funciones armdénicas generalizadas

que satisfacen

Ml = sup { [ |£(j(s)aB)| dm (a) 5 s €[0,1), B ET} < = ;
este espacio resulta ser de Banach cuando se define la norma de
un elemento f como Ifll'. E1 teorema (3.1.9) permite definir una
aplicacidn inyectiva y continua de hl(A) en M(T); como corolario
de (3.2.9) resulta entonces que dicha aplicacidén no es suryectiva

s1 G no es i1somorfo a Z.

' respecto de la medida de Lebesgue y &sto implica que g' vy exp(hOIa)



3.3 Factondizacibn de funciones analiticas generalizadas
(3.3.1) Ln ¢l estudio de los cnpacios de llardy del disco o5 de pran

utilidad el siguiente teorema de descomposicidn (Ver p.67 en [19]).

(3.3.2) Si | G HI(D), cntonces o= B(OE) (L) S(1) donde
(1) B(f) c¢s el producto de Blaschke asociado a los ceros de f.
1 S z 10
Cii) ¢z = cxpC F~r6—"~’ lop| (e 7Y} do )
VA Coo=-

aqui l(vio) indica los valores limite-radiales de f, que
en virtud del tcorema de Fatou existen en casi todo nunto.
(ii1) S(f) no se anala en Dy sus 1Tmites radiales, en mddulo,
son iyguales a L oen casi todo punto.
LLa descomposicidn descrita es Unica salvo factores numéricos uni-
modularcs.

(3.3.3) Para los espacios Hp(m&) (Ver (3.2.1) hay una teoria de facto-
rizacidn hecha por Go Lumer en [ 24) 3 teniendo eon cuenta (3.2.6)
hasta (3.2.9) resulta que esta teoria no se extiende a los espa-
cios HP(8). E1 Gltimo objetivo de este trabajo es analizar algu-
nos casos particulares en los cuales hay una nocidn de factoriza-
cidn que es satisfactoria. Los resultados relacionados con (3.3.2),
i.e., el caso cldsico, serdn tomados de [19] .

(3.3.4) Sea | en A(2); deliniendo

fr: D\(1)--=->C  ['(2)= £(I( 122 )) ,
f' resulta ser continua y acotada; ademds f' es analitica en D.
Supbngase ahora que f no se anula en T; existen entonces ni-
meros positivos k y k' tales que

[(f,I)(w)| > k' para todo w € {0 € Re w <€ k)
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En consecuencia, utilizando las notaciones establecidas en (2.3.2),

e li«'ll\' (Vorr (R (TR ""l |~Il ) |::-.’i:1|.- \“.-‘Il Lo | e
1+z
S(f'Y(z) = ¢ - _—
( (z) exp( o l—z)
10

.10 : .
Por otra parte, si e "£1, e no es punto de acumilacidn de

ceros de [' y por esta razdn, B(f') es continua en T\ {1} (Ver p.

68 en ]l 19005 1o micmo reanbta ser cierto para T(F') (Ver también

p. %9 en[19]).

Haciendo el cambio de variable =z = t(w) = w-l s sSe Oobtienc

+1
(w) s1 w€S

~ £

(foD)(w)= exp(—Aow)(B(f')OT)(w)(F(f')07
(3.3.5) Teorema: Sca [ € A(A) lal que { no se anula en Ty 1(£U)¢n;
las siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) B(t'"),t es uniformemente c.p. en S

i

Demo::tracidn: Por scr 1(&0)¢ 0, existen k y k' positivos tales que
| FCI(w))| = k' para todo w € { Re w > k }.
En particular, por scr ['(f') acotada (Ver p.69 en[19] ) resulta

ser X, =0.

(i) = (i) S BCE") v o cupe en alpung recla cn ba o coal o Tot

mo médulo es positivo, entonces F(f'),t es igualmente c.p. en
dicha recta (Ver 7° v 13° en Chapter I de [5] ); pero entonces,
F(fF'),t es5 e.p. en ¢l eje imaginario, pues el infimo de los md-
dulos de B(('),1 en dicho eje es estrictamente positivo. Como
ademds F(f'), 1 es acotada y analitica en S, coincide entonces con
la transformada de Poisson de su restriccidn al eje imaginario

que es uniformemente c.p. en S.

' (11) ('), 1t es unilormemente c.p. ¢n
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(ii) = (i) Si F(1'),1 c¢s uniformemente c.p. en S, entonces existe
poen AGQ) tal que (") 0 = pul (Ver (2.50)). s elaro que
g({n) # 0; tampoco puede anularse g en ningln punto de la forma
j(s)a con 0< s < 1, pues en tal caso, en la recta {Re w =-1n(s)},
el Infimo de |F(1'), 1] seria nulo; pero entonces(Ver 9°,§ 2, Chap.
1IT en [5]) F(r'),1 tendria ceros en cualquier banda abierta que
contenpga a {Re w =-1In(s)}. I'inalmente g no se¢ anula en T pues allil
su mbddulo minimo co.incide con el de {. En consecuencia g admite
logaritmos en A(B8) ( §7 Ch.lI1,[13] ), i.c., existe h € A(A) tal
que
F(I') 1= exp(hyl)
Por lo tanto
(B(f-)o1)(wWw) = ({,I)(w) exp(-(hy,I)(w)) para todo w € S
De este Qltima igualdad resulta entonces que B(f') 1 ¢s c.p. en
cualquier recta contenida en S; ademds, siendo B(f'),1 acotada,

resulta ser la transformada de Poisson de sus valores en el eje

lmaginario, t.e.,

(BOU D, (s+it) = 2 [ —5 (B, 0y) dy si s > 0
" s (y-t)?

Por 1o tanto B(f'),t1 es uniformemente c.p. en S.

(3.3.6) D¢ (3.3.5) resullta cntonces que la casi periodicidad del pro-

ducto de Blaschke B(f'),t estd ligada a la casi periodicidad de
la conjugada armbnica de la transformada de Poisson (en el semi-
plano) de log|f(I(iy))|; (2.5.5) a (2.5.7) ponen en evidencia que
cuando G no es isomorfo A Z, la cuestidn asi planteada no puede

resolverse como en el caso cldsico. Para tratar ol problema Jde 1o



(:

2
)]

casi periodicidad del producto de Blaschke asociado a una fun-
cIon analltica y casi periddica en un semiplano, J. Wagner ha
adoptado métodos que le han permitido obtener el siguiente re-
sultado (Vepr [ 238)).
.3.7) Sean oy B nameros irracionales entre siy {:S---->C una
luncion continua,acotada, unilormemente ¢.p. en $ y analitica
en S; ce supone ademds que
inf { |[f¢iy)] /7 y €R 1} >0 R

y que existen nameros k y k' eslrictamente positivos Lales que
| f(w)| = k s1 Re w > k'

S1 la serie de Dirichlet de [ tiene sus coeficientes no nulos

s6lo cuando los exnonentes son de la forma ma+ng , conm y n

enteros no nepgativos, centonces (B 1) es uniformemente c.p.

en S.
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