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INTRODUCCION

Para justificar en oierto modo lo que se wva & estudiar aquf, resultarf ocon=-
veniente hablar algo de los operadores seulodiferenciales en ganeral,
Czlderén y 7yemund (ver [7] )y emplearon un cdlculo de operadores inte-
grales singulares para estudiar ecuaciones elfptices; con 61, obtuvieron
perametrices de estas ecuaocionss, Ese ciloulo fue usado luego por Calderén
(ver [3] Yy [4j] ), para demostrar el primer resultado general sobre uni-
oidad de las soluciores de sistemas.

Los operadores seucodiferenciales se introdujerorn oomo un refinamiento del
cdloulo de Calderén y Zyesmund y fueron estudiudes, eatre otros, por Xhon

y Nirenberg, Seeley y Hormander (ver [12] ’ [14] v [10] }Je En estas
primeras Olases, siguern estando inoluidas parametrioes de lae ecuaciones
elipticas. Los simbolos a(z:,‘%) de esos opersdores, se expresan 0omo
pums asint8tice de funciones positivamente homogéneas en‘é s 26 grados de-
creoientes, Pero asta hipdtesis de homogeneidad no es esencial y sblec im-
portan las estimaciones que se obtienen para las derivadas del sfmbolo,

A partir de esta observacibén, se define ]ﬁ clase de los overadores cuyos
s{mbolos cumplen

~
|D D
x

¢

- 18|
S a=)s 0y 130 ?

y mis generalmentet g
S
D et 3| < LY

0 <9< P%1

=918 +D k!

(Ver [11] )¢ Estas clases contienen parametrices de operadores no elfp-
ticos, como el del ocalor ¥y - ]xl 4A +1 o

Se podrian mencionar otras generalizaciones y técnicas de odlculo (ver [:1] Yo
El objetivo siempre es ampliar la olase de los operadores seudodiferencia- h
lesy para poder invertir mevas ecuaciones.

Esto se intenta bhaocer aquf, tambiéwn, BééiOamente, ee definen operadores
seudodiferenciales, ouyos s{mbolos. a(x ,E%) s oon funciones de }F ’

con valores en ciertas distribuciones gue aotiian en x . El haecho de gue

la funcién see mis o menos regular on‘? ¥ que sus derivadas modifiquen o

no la clase de distribuciones en x , lleva a oonsiderar varios tipos

de simbolos. Sus definiciones y propieds=des fisuran en el punto 2,

Cada clase de zfmboloa, origina un espacio de operadcres seundodiferencisles.



En el punto 3., se les da sentido y se demusstran propiedades de contimuida
y regularidad. E1l punto 4,, estd dedicado a esnalizar la composicibén do estos
operadores entre sf y con los operadores seudodiferenciales habituales,

Finaluente, en el punto 5., se incluyen algunos ejemplos de simbolos y opera
doTes distribuciones y se obtiene, en cierto sentido, una parasmetrig del. o=
perador |x| 211(1-AQ), h L,l21 , en .

Todas las notaciones y los vesuliador bisicos.usados, figuran en el punto 1,
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1. KOTACIONES Y RESUL™ADOS 3ASICOS

a). Notaciones

n
o 58 trabaja cn el espacio euclidec M 3§ sus puntos se indican x = (:c1 pecey xn)

3‘ - (?1 resey 3 n) s etc.y con las nctacioness
i + § - (xl+ ?1 seees X 4+ ?n)
x.‘%' =z, ?1 + eoe + In?‘fn
. 2 2
\}\ -V?l + eee # ? o

o N es 1 conjunto de los nfimeros naturales, inclufdo el cero,

« Dadeas n-uplas A a (0(1 poeeey o(n) » P = (Pl geeey P n)E Il‘-’n g Be nota¢
i 0(| "0\1' "’Kn'
43
o4 § 910(3$F:j.\33
O((f' si O(S?y 0('1(?,‘1 para algdn j

e 51 x4 6, se indica (S) u(z‘)... (i:)

Pedos x€ R" s X € i s €3 ¥ - x;(* oo x::"‘
0(
n X S A S Xm
o Nadax< N ’ _.')x ot a'xA\ ce . —m)
-~ 2
. A indica el operador leplacianoe, aotuande eén la varisble x 3 Z ; ia——ﬁj
x je=1 ax.]

o Las estructuras de uspacios vectoriales consideradas, siemore son complejas.
+ Dada una funoidén @ , sop( Y ) es su soporte.

00 k o0 l 2 . ’
e« C co,co s L ,L 4, DyD®, 5§, 8", E°, indican los espacios

hobituales, con sus correspondientes estruocturss topolbgicas,

¢ Dada f e Ll » se notan

R(£)(F) = ?(-g) — Sei"? £(x) dx

(2@ )™
F2)(F) = S e 1Y r(x) ax
la trarsformada de Fourier y la transformade de Fourier oconjugalda, respectiva-
nenta,
« Dado BER , B em el eppacio de Soholev de orden 6 , definido comos

con su esiTuciura habitual de espzcio de Iiltert.
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o Cuando interesa destacar la divensifn del espdcio euclideo o la wvarirdlo
2
o !

n
+« Soe emplean funciones definidas eobre (R , oon valores en el easpacio de So-

n 2
con la que se trabaja, se esoride i mg ’ coo([R n) sy L

F o etce
3 x

bolev U° . Estas funoiones se indicani

al $3 )R _L B
En el lugar libre, ce piensa la veriable de la distribucién a( ',“% )y para
cada 7{ . ~

. Con tac \% )“ P 5 nota la norma en el espacio K ¢ -de esa distribu

oidn,

A vaces resulta comveniente esoribir a(x % ) &

+ D° (Rn? : Ht) ea el ospacio da las distribuciones con velsres en Ht .
Ba deoir, son las eplicaciones lineales y continuas L ¢ D éﬂt .

e En general, € 4indica diferentes conafantes; cuando interesa destacar que

dopende de oierta cantidad ¥ , se esoribe C

”

K [ 4
o Dandos mé R, 04C41, esi

mg -{ a(x ,}' Ye coo(mzn) / pera ,?E.lﬁn 0

. m= 01 &
PR Y et

s

< B
sup D D' alx,3)
xé IRn | * X -?

m
Ssi 8€ S5, la integral
J .

-ix A
Af(x) = Se kK a(x.‘?) f(}') d}“ sy f€8
define un opsracor continuo de S en S, que ne llama operador sendediferenci
de orden m ¥y tipo € § e(x » ¥ ) es el sfmbolo de 4 ¥y por eso suele habli

ge de s“;, conmo de le ¢laso de sfmbsloe,.

m
&' S_, es 8l espacio de los operadores seudeodiferenciales oon sfrtolos en sl;

b)s Resultados bfsicos

e Desipuzldad de Feetre:

Dados'%,'\ze R" y REME , veley

413 % ¢ 2™ avz-n®® Qe ™,

. 0o
o HB es la completacion de Co regpecto de la norma



S
‘"N’Hﬂs -(S(1+l$|2)B é\\,(§),2 d?) /2

o¢ L4 : n
o Sea i’e C 4 tal que D QD esty acotads para cada XE N,

Entonces la aplicacidn

g ;0

_—
by . f.lp
esti definide y es oontinua,

En efeoto, sa tiene

"f.'f’”Bs L ¢ Bup lD:(e(x)l . lf”as

xell
ig [is1)+1

donde [ISIJ indica la parte entera de [S| .

Ides de le demostracidni

El resultado es c¢laro cuande s ¢ N ¥y por dualidad, tambidn cuando -sc (N .

En el caso general, se usa un teoreca de intcrpolﬁci&n en egpacios de Sobolev,

(ver[S] ).%

o Para la teorfa de funciones con valores rectarisles y en particular para la

integral de RBochner, ver [9] .

'. Se usan algunos resultados muy bisicos, de la teorfa de distriduciones vec—

torieles, (Ver [8] e

o En Sn} s puede definirse una estructura de espacio  de Fréchet, modiante

la femilia de seminormes « B
\ a“kB sup IDx D? a(z 23 )l

n
ﬁiifu;fsi (2 a1y




2. LAS CLASES DE SIMBOLOS

Tado rel , Cr( [Rn? H Ht ) » indicard el espacio de 1is funciones

a( ,‘ﬁ) t [Rfi : H.h oontinuas, que admiten derivadas continuas de Srdenes < :

Dofinicidn 2,11

o* (m’; i ) -{ al 4%) cmigﬂs / el e¥)ec (m‘; 1 B°), para

cade T = 0y 1) 2y eeey k } .

Es deocir, se permite que les dorivadas en \‘ de la funcibén a(x .2 ) » modifi-

quen la rezularided en x

pefinicibn 2.2 _
k
Dades B, 5C [P, kel , 04041, se introduce le clese B‘;'s' , do sin-

'_bo]:og distrituciones de orden m ¥y tipo g’ s do 1la siguients nanernt

y By K k B
FePF = el e A(RL 1)/

2580 o3 ge-rea & (24 131)

m-glctl ,‘“'ék} .

Definicibn 2.3

Cuando se supone que al derivar en "% la funcién a( x,™7 ) , n> cnmbia su re

. , }
gularidad en x s 80 obtiene unma nueva clese de sfmbolos, S?s’k s que so

define comos
s"g,'s’k -§ a( 9%) e o“ @ 18 /.
Ip3al 13) fge < o, (L alg S tcx

Obgervreién 2,1

Cuando no haya limite eobre el orden de derivacién k admitido, las olases in

troducidas se notarin, respectivamente, A ([Rr% } BB) ’ Bmf,a ’ c“° ((leF $ )
su®
S
Los espacioe HI;’B'k ¥ Sl;’s’k s 8¢ hrn introducido sin distinguir entre k

Y k> 0 ; es claro que cuando k = 0 4 el parimetro § no juega nirngin papelj

tBy0 myB8y0

. : m
en este oeso, los espacios so notardn 1 S .

Quiere darse ehora estructura topoldgica a loc espacios definidoss

k , n :
En A (R 13 H HH) y 8@ considera la topologia determinada por la familim de me

ninornas:
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k ol
pc (a) - = sup !lD? a( ,?)"HB-MI N CCan 9 compzcto.

3ecC
Xl £k

k
En Hu;,’s’ 9 e0 define la normat

Kk | % ot o3 || emren
Pm,u (&) = sup k3 ’ R
T e (1 41515

Xt £k

k ) .
La topologfa de C ([Rr_l? $ HB) y 68 esencialmente la misma que z2caba de introiu-

n

>

no sc¢ modifica la rsgularidad en x y por lo tanto se definen lan seminormas

circe en Ak (R 3 Ha) 1. s86lo debo tenerse en cuenta que al derivar en?‘ ’

oomo 3
k o ~
aq (2) = eup ||D a +%) lHB
Xec
xi1¢ k
m,B’k . . m,s,k., ,
En cuaato a SS, p la Unica diferencia ocon Hf s e8 @] espacio en el

que se toma le norma en x t

Se define entonces la nornat

” Db;-&( o’f)" 7®

9B n
I ER m—s—\\wl
i K (1 +1¥)
n 8 my 5
Cuando no se fija k , en cads espacio 4 (11{.§ i H) Bg ’

CQo (lIir_l‘E $ Hs) y ‘Sm’B obtenido, me considerard la topologfe interseccidn

k,n _8 :T3 N pk n e .
de las topologfas an %A ([R..t.,H)%kg %ng }k ’ {.. (mT'H)}k
y isng,s,k} " » Trespectivemente,

Desde luego, que ens topologfa interseccidn estd definida, respectivamente, por
I , k k k .
{pc%k,c ’ g”m,a%k ‘ %“c}k.c ¥y {Qm,s}k .

Tzorema e ¢

k, n 8 k .k n 8 k .
(A(mﬁ’ﬁ)'{pc}c) y (c(u{_? t ) {qcic),sonospac;os
de Préchet .

( Kﬂ%’s,k , Plrje) y ( S';”G’k . ka \ ) 4 son espacios Je Bunach .
' ¢
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Por propioded de la topclogfa interseccidn, ese deduce que los espacios
n k '8 K oo, . n  _6
(2@ 1By §rgdye )0 (BT 0 (R T ) (670 5 )

k \ Ty 8 A ' .
’ {qC}k,c i T (ug ’ {"ms%k ) eon d» Fréchet.

DPomostracidng

Todo lo dicho se prueba en forma semeicnte,

Per ejenpio, se verd que H‘?B’k

Sea {uj'% 1nna sucesidn de Cauchy en ng’s’k o Entonces, fijado }'e [Bn s exis-

es un espacio de Fanachy

te eX (x,%)ecH y el que Dya, (4F)— 8 ( 4Y) or K

& k
{X{ £k o Se afirma que ao (x ,’ﬁ e E?q’ ¥ que aj 5 a® on ese espaocic
En primer lugar, e ( ,} e ¢° ([Rn? : i ) 3 para |%Kk, porque la suoce=

n

1t T
n? R4 ) »

o
cién {D'f > ( »% )} es da Cauchy, uniformements en los compaoctce de R
Por lo tanto, By ( »5) define una distribucisn en D° (m

medianie la integral de Boohner

D (ﬂ:ln_T ) Ha-loll

A (O SR (S A X

Como fijado Jel , QJ( o?{) < CM(IRI%.; gl ) Dc-; &j'( t?) dew

n 8= |
3 s 1 H) » oon la integral

| e, € 07) €(%) a¥.
Be=lo{

Aquf, puede integrarse por partes on el geantido de K s obtenidniose la i=-

termina tembién una distribucidn de D’ (R

gualdads
%4 _ ) Tl g o
O S S TR PO SR {6 SIS 2
El teorema de convergencia mayorada de Lebssgue, permite paéa.r al lfrite bajo

el eigno integral, en ambos miembrort.

Resultat o
4 _ 1% o
Sa ( +) Q) 5= () §a°( ') DR (3) 4.
0 sea, gue en el sentido ds D° (mn}. $ HB-MI)_, cot
Na ° o

D? & = a L

) k , n 8 < o
Dobe proharse ahora que 2 ( ,%)G & (R t B ) yaue D a ( 2% ) =

3 ¥ (
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- a ( ,?)_, eu el scentido de las funciones con valores en HB-NI. Por

induccibn, basta probarlo ocuando |A{= 1,

Sea B.g(’( .?) = {]Bq( 92 l""'?j-l’t’¥j+1""'?n) at
o’

0
Se comprusba sin dificulted que exiete

( ¥ - 8 ( pS ) » on el

]
centido de G° (m’% : HB*I) o Luego, puede esoribirse a’ ( »3) =
o7 o o o, n -1
= 2™ (3 + ¥ ( p3)pdomie ¥ ( ,3)eC @< § B ) yenel
o
pentido de D’ (an y B l) es b .

3. %y
. - ¢
Al ser 'bo( ( ,?(') ura funcifn 'm;—; Hs 1 continmuay 3@ conoluys que b

no depende de la veriable ? g con la misma demnstracidn que en el caso de

distribucicnas enceleress Luego, en el sentido de las funciones con valores en

s~1 D ¥ . Qe®
H s existe a?j ( ,‘3) -0, Y por lo %anio, existe S}: C»3) =

n g~-1

T.;H )0

Por ser la cucesién {aj} de Cauchy, exigte C>O0 tal gue

“.D?é a, (%) “Hs-lod.

n a(x ( ,"%) y Quo pertenace a ¢° (R

¢¢ » ¥V 321 ,3en".

m—S’IO(I

(1 +i3])
Tomando 1lin ¢ 86 conoluye gue aoe Hm’ B'k .
j>oo g

Finalmente, dado €0 o, 3§ (€) talque ¥ i, k3 3 ,3€& os ¢t
o o ’

73 = .
“n? By ( »%) - Deay ( »%) || il
PN < T .
(14t
Si me toma 1lim 9 resulin que & _>a.° en Hméa’k .
h*OO j - #

En el sipuiente lemz, £6 inocluyen slgunas propiedades lLisicas de los espacios

gue se han definido,

Loma 2.1 1

s 1z
a)e Si m< m , k>/k1 » 82> T S>>,§'] s €l espacio HD:B" enté
incluido continuamente en &l espacio Hml'cl’kl o

A
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3
b)e Dadoa X, @G Nn ’ l@\Sk s la aplicacibn Di_ ZDx estd definida ¥y
181y p—|o( -\B
es contima de H’}’a’k sn Hm?-gﬁ Aatahd SRl
My Gy Kk =4 o .
Adem&s,lsi aed ' D‘(; D o »3) = D Dga( ,?J s on el senti-

(574
do g0 m> \*FEl,

ole Si Al: ([Rn,i i I7) = g al X)e A" (.RI% i ®) / tiene soporte

compaoto en la variable 3 .g ’

n,e;k . ‘
ecto espacio estd inclufdo en HS,".B’ VireR ¥ sobre &l coinniden su to-

MyBy,k
pologfa retural y la iniucida poxr H S'B' R
- Ny 8,k el
a)e =1 a,J——»O en lig ¢ entonces pare cada \X|sk , D aj( ,\% )— 0
gl ‘ n
en K 9 uniformente respecto de "f en los oompactos de R .
Temostracidnt

a)e 51 a ( ,%)€ HI;’B'k » 86 Verd primerc que pertensce a.. Akl (tﬁziF i

;Hul )

En primer lugavr, por la inolusibn countinusn de HB en Hsl 8i 82 sl ’

£ijado 'gemn y a(. ,?) e I_Isl .

Ademﬁs, Como II leslé If i BB gi B) o -" es 1

1

fal w3 m) =aC 02 ) lgoy €llet sz m =l 43 [ s 530 -

De la misma manera se trahaja con D;. &a( ,"{) 9 para ldlsk. ¢ laegc, se ba

1
probado que a( .“{) (S Akl ([RI% ; EOL ) .

Finalmente, dsda Iotlskl ’

focat 55 Do ¢llsfa o3l o €

k B § 1k k m,~ §, l=ti
£ 1
£ Pm,s(a) (1 '+\§l) £ Pm’g(a) (1 +\‘f%) 1 R
Luego, o( ”
. x (&)
Pkl (e) = sup “-DF ol »%) Hel-ul Pm,a
B s <m (L +131) BT B
1’ el 4k
1
4
b)e Dada &< Ak(ml; } Hs_) s Ya e probu:f's;e que D: Dg__a - Dg ))x ac



k=\p\ n s=-id + §1

c A (‘R's ;s B ) e
' k il
5 ®le 0 j por definiocién de la oclase A (m!% ¢ i Y Dg ac k \?‘(L‘
Kta--\@'\ ) .
WX . -l 0{
Coro D 3 HE__} HB es un operador ocontiruo, Tesulta que '1)$
b 4 x 3
k=\PV, n ~1p4|
c 250 (mr,’? s 5Py,

Anflogamente se dcmuestra que D Dx a partenece al mismo espacio.

Va o probarse shora que esos &rdenes de derivneida conwutan:

Por induccidn, es suficiente probarlo V& y \fl=1 ,

x - T -
o D: a( ,?) a lim 'Dx a( ’\% +l§) Dx 2( "T) g con k= (Oyesey
%3 h->0 3 '

-] -
90sh 30500e90)3 el Linmite me toma en o 1

3 ’ fijado}e Rn .

Luogo, dada @c¢ Czo (m:) y 8e tiene 3

~ o<
(E—D:a( '?)p@)= lim ( D!a(x,?hﬂ:)-])xa( +3) 9@)
43 b0 J

Fijado h , est

L (% .$+h:\.\e>-%d(n‘;‘u< )0 ) =

J
|t ol
- o -
(1) (a( o.%ﬂ'l)an‘Q)- (1)(3( ,}) ,D:_(@)'.
h;j h.‘l )
} (_l)w( a{ 3 +§_\ ~a( ,¥) . D:( Q)
Paro existe el lim a( "%"’h) - 5( 9?) - S a en Hu--l .
h—=,~.o hj a;j

Entonces puede tomarse

e (2R el F) Ky

h50 h.1
Xl 4 . «
SRR b3)s D_Q )= (n——a C+3) ) -

Luego, 8 ocomprueba que las derivaciones on 3‘ g X | oonmutan,
En cuente & la continuidads

Dades X 4 B 4 BEM Iplek HiBlS k@



o 10 =

" 'D.; D: D: a( %) “P_S"“’“‘i‘f"‘ - “ D: Dﬁ.;_@ al '2) "vns-(u+p-\-u| 4

g“n';*?’ a( +3) " gl < P:,e ) (1 +iFn™ DIFHEL

Por lo tantot

1e=1p1
m=Q1pl g B~lctet

“ ni n: ni al 43 ) “ Sl e (2)

= swp £ “mys

3 eR” (1 +13)" SRS
151 £ k=101
¢) , d). La dcmostraoidn de estos punios es imediata.#

Observroién 2.2

Resnltados endlogos a los expuestos er el lema 2,1 , pueden emunciarse robre

los o6tres.espacios, Las demostraciones son pemejentes..

En el teorama que se va a enunoiar enseguida, ﬁk indicard cualo_uiéfa. de loa

n

3

En cembio, N serf uno de los espacivs A (IR

2 oS¢ .

§

Teorona 2.2 ¢

k 2n
¢, @)

mbﬁ,k m's’k

espacios A" (m'; s E%), o(rl ;) , e o S¢ .

n

3

: HB) . cOO (mn

. , Al : .
estd inolufdo en LR OZO ((I-'!"n) estd inclufdo en X .

Ademis, todas las irnclusiones son dansasy considerando en el ceso de Hm’s'k ’

§

mys8,k My S
Hn},s y S22 ¥y s » la topologifa inducida por el correspondiente es-

1 §

pacic eon orden nm’>m

Demostracidng

2n

k
Se verd primero que CZO (R } es un subeapscio denso de H’;,'g’ 9y cuando

_ : * sk
a8 este espaoioc se da la topologfe de ng.’s'!-‘ g con m°>m

o] 2n .
Para ver que Coo([R ) eatd contenido en Hm’s'k s boata demostrar que si

§
Ye Czo (len) y entonces ¥ ( 13) e c® ( m“_$ 1 B°) ¥ sup ”?( 3 )"HB <
jer”

o
s Pues lag derivadas T ?(q( ,'{ ) » e tratzan en igual

& ¢ (1+\5)"

formne.
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Como QO (x ,‘% } tiene goport> ccmpacto en cada varieble, uniformemente res-
s -
pecto de la otra, para ? o, Tilo, @ (x, ‘ﬁo) c H . Ademéds; dsdo K¢ I¥ ,
e

le( » 5 m) - (43

o

2 ]
B | |
e € “(1 +|e|2) o/2 - K F_ { (1 -A’c)K [\O(x ,‘fom) -
- Py % (o1 |,
°

Para K edecuado, esto puede acotarse oon

C asup (1 - A )K ©(xy % +h) ~Q(x,T) |
(x,})eﬂop(@_) \ * [ § g:]

Como cads derivade de @ es uniformenente continuer, ce deduoe que

(e( 1-§)e CO (Rn'€

E1 hecho do gue nuﬁ ||(e( ,‘g) “ S & ¢ (1 + l%'l_)m » €0 ivmediato por
Tem” 1

ser “ ©( ,%‘ ) " g® una i\znc;iGn de soporte compacto,

1=
s H) o

Se dexuestra ahora la densidad de¢ la inclusiéns
Para 6lloy se hacen primero c¢iertas consideraciones, que permiten sinplifi-
car loas cilculos.
sea L° = F(H )
Es decir,

1° .,5( £fiR—, € medibles / (1+\6\2) 52 re 1,2§
LB rasulta un espaoio de Milbort definiendo

(£y8) = S (1+l6\2)s £f(0) g(© ) 49

La aplicacién F1 I{B_) 1® s entonces un homeomorfismo isomdtrice.
A partir de csto, i Ln;},s ™ F‘x( HJ;’B ) y se deduoce que a e Lusl,’B si ¥y sb-
. n [ -
lost a( ,5):R L Yy pora cada k> 0 , e es continue y edmi-
X . .. n B~
te derivedas continuas de &rdenes $ k, como funcidén de [R en L
x | 2% o€ o3y || o
Sem
Sea ° Ca () = BUD k3 '? L
) i = § 1%kl
I (13D
Conziderande en L"}’ﬂ ls topologfe inducids por estas seminorazo, la apli-

S My B

cacibn Fx ' B.I}’ —_— I.g es un nomeonorfisgmo,.
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Luego, si se suplera gue CZ (™) es denso en Lg’ Tasnccto de la
. mO . ,
topologia inducida por Lg '8 ’ m°> m , mnediante la tranriormaciba
2n ju Py
Fx y se tendrfs que S{lt ) es denno cn HS y Taspecto de la topologfa
m* .
de HS s 'y m > I o

2 2n, .
Como ya se sabe que Czo (R n) es dongo en  S(A n’ y ne oconcluiria el

resultados
tn definitiva, ¢l problema se redujo & probar la densidad de Czo ((Ren) on

n . n’ .
Lg's ¢ con la topologia inducide por Lg,'s ¢ m>m

3eto 3¢ hard *‘runcando en las variudles 6 , }' ¥ regularizanic en la va-
risble © .

Myt .
i)s Trunecando en ‘? ¢ Vo a prcherse que en I’S" con la tonolozfs induci-

da por L'}'B s B°>m , es donso fgm’s -{a( ,\?)eLng’H /

/ tiene soporte ocompaoto en ? 9 uniforremente en la otra variable } °

Sea!)cc_coo(mn)/ rk(,g)= {1 \?lél
° o ix>2

81 ae L?ﬂ p 0CESL1 , ge considera la funeibn aef ,%‘) -
= af ."ﬁ). {)( ( E}') s que pertenecs a 19., e &
Guiere probarse que & ¢ ,}) 5 &( ,?) s on

£ 50 §

Tada XaB” , es vilida la £érmula de Leidnis t

?L(j ‘a‘); 3] - [U&s)-'l] 5; al »3) +

+ Cy & Kl(s‘g) D}. al %) + Lvego,es

0T <L

lD [(a. -a) ( ,})] “ Sl | |1-- (E?)HD a( ,‘% )“Le-luu +
+ CZ E In"')( (&g)l “I;(‘a ,"f)“ LB—\o(—‘o‘l

0<T<EX }.
Se eatime cada t&rminos

‘ 1 - X( E?) ‘ “ Do.; a(. g‘g) I b £ : E;\\)pz/ [(1 +l$|)m—m] *
Pu (30 (1 erg)” 8 e
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% .
Fidado 0<E<€o , en el sop( D.{)( (€3)) p 8 1<¢ElF< 2

luegzo,

mln E‘g)l “D a( ,E)" EELY

£ ¢ sup { £ 91* () (1 +"§|) “f\"(l(l +‘?”m-m-+gm } ‘

iy &
Xe son(Dy % (€3))
3 151 gru'l 17

: ¥\
Bn el sop (DT k (E¥)) 4y s € (L431) £ (€ +El?l) £ 3y

también (1 +\*§l')>/ 1 +1/¢ s ds donde ce deduoe que

LD R VR R L
- 1 +¢&
En total, se ha obtenido:
k _ k m-n" € m’-mn
S)m‘,s (aE -2) < C ?m,s (a)[ auf (1 +131) + ( T E )
B2/

¥y es claro que esto ultimo tiende a co6mo cuande € —5 0

Ry &
£
o0

por funcionee de Go' (Elen) y respacto de lz topologfa de la convergencia

1i). <Segin el lema 2.1 ©), basta ahora aproximer las funcionss de ﬁ

Bl

0(
uniforme en‘i de D, af .‘§) , €n la norma de L s Parp cada X

3
Con la mismu Tuncidn X usaca anteg, se trunca en ©
ec ( 9%) = al »¥) X (g0)
Yo hay dificultad en couprobar que is oporaeidén de truncar en la variadble
Q s OB una opergoldn continua de l'...t en L."‘ V t , con norma in -
' o<
dependiente de € § Juego, D P‘F( ,‘%) - D af ,‘g) % (g9) .
Por lo tanto, es suficiente probar que aE( ,‘;ﬂ _>a( ,‘g) en 1°,

uniformerente en ? .

Fijado 3¢ ®" s €5 claro que ae( ,‘t)—)a( ,'%‘) en 1° .

€0

Luago, pari oconcluir que la convergencia es uniforme, por el tecorema de As—

coli, os sufioiente prober que la Tzmilis { a.e( RS )% ocsc1 8 &
n 8
quicontinua de IR§ on L t

Fero como cntec se observé qua truncar es uniformementse continvo respeco

-

5 ]
de € pd Y en L 4 existe € =~ (,.>0, iul gue YV 0<€%1 ) ©B§

X
“ag( 13+0) —ag( 2%) | o
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Y ésto Ultimo y — > 3 , uniformementea en }‘ .
h —0 '

. nys
Finalmente, =6 va a aproximar una funoién a(@,‘g ) & ﬁﬁ’ ' con SOPOT=

s, 21
te compacto en ambas varTiables, por una funocidm de CZL(IRZ )

Esto se hari regularimando on la varistle ©

Dada.‘\\’e Czo(R'n) / osN , g""(e) Q=1 , =m0 construye una identi-
1

dad aproximada t,\VE(G) H_,{(\{J(B/E) y 0<E41.,
g

Sea &E( ’j? ) = 8.( ’\i)*e'\\)e

Ambos faciores tienen coporte compacto en todas sue variables; 1lnego e.‘E (©)

es una funcibn de soporte compaotci ademis puede escribirse:

1 =i¥0 A ~
ae(80%) = § 6 T2, Npe(e) ax
Fi jado \g' ' aee CZO (lline ) + como me demuestra sin dificulisd que regu-

o
larizar es una apliczcibn ocontinua de 1® en Goo (ﬂ‘\ng) g Tesvlta que
00 2n
' a&‘e cO ([R ) [
También, le regularigacién es continua de LB en La ocon norwa indopendien=

te de € 3 luego, pera comprobar que u &( ,?)——)a( ,‘g) en L™ ’
€0 §

basterd ver que 8 ( ,? )y — a( » %) en L° s uniformemsnte en ‘% .
E—>0

Esto se comprucba de la misma manera que en 6l cgsc de la trunocacidn en ‘{ ’

usando 6] teorema de 4scoli.

Queda completa asf{ la demostracidn de la inclusién densz, en el espacio Ln}’s

s,k .
Cuando oo trehaje con espacios como EP’ ’ ¢ en lus cusles se limita el

$

nmimero de derivadas en la variesble "'g s la técnica es memejantc, sunque
resulta conveniente hacer la eiguiente obpervacibni

Trenaformando Fourier en la varisble x 4 el prodblerna de demostrar la den-
MyByk

\Y

to, permite obtencr idénticos resultucos, hasia el dltimo pasoj es deeir,

nided, se reduce 2l eepacio que ge indica L ¢ El miemo rozornnnione

heste 1a regulerizacifén cn ©
m,5,k » con s=0porte ocompacto en

Al11{ se tiene una funcibs a(Q ,‘g) e ]_,g
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embas Variables; al regular.zar en Q , fijado %‘ p 80 Obtiene una funcidn

da c:° (ER% }; pero al considerar la regularigacidr. en smbas variebles
k, 2
a la ves, sdlc puede asegurarse que pertenezca o Co('.R n) o Esto obligan a

modificar el razonemiento que se cmpled artess

v
Sea b(© ,%\ Y e C; (lR2n_) s la regulerizacién hecha ern © . Pera volver a

Hmj:s’k y hay que antitransformar %(® ,% ) en la variable 6 ,

Sean

~i6 x
o(x,}')ugo v(0,3) ao.
Usando las propiedmdes de la furnoidn b 4 no hey difi-ultad en comprobar

que ¢ € 01: (an ; Sz) { es decir, o os una funcién de R en §

3 x
con soporte compacto en ”‘% s que es continua con derivndas continaus dc drde-

rec < k o

k
Con la topologia inducida en co(ﬂin}. $ Sx) por los seminormas

Lo a B
B (a) = Supy l (1 + Ix\ 2) /2 D? Dxa(x %)
181 srn
x.ge.lR
T .Q e N

resulta que \'Jl: (m'% 3 Sx) estd oontimuamente irclufdo en H";,’B’k

Pero truncando en la variable =z o se pruaba que c’; (mzn) es denco en
k 'n.

co ((R,i. $ Sx) .

Esto oonoluye el resultado, pues los pzeos anierioros habfan permitido pro-
m,B,k

tar qus Cl: ([Rzn) es denso en LS,

con la topologfa inducida por

m',s,k

Lg '] m'>m .#

Obzervacibén 2.3 3

k
Tada &< ng'g' s la suoesibn de l‘;‘lc’c ([Rzn) construida, que lu eproxima
n’y 8,k . -
on la topologfa de HS,’B' ’ n“>nm ’ estd mcotnde respecto de lz 40w

pologia de Hn},s,k .

Como la topologfa con orden m®> m e8lo cperece cuendo se eproxina

myeglc P Ty &y K

r (a) en Lf por funociones de ¢ y 65 suficlente comprobar que
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la truncacidn en la variable % en ¥ () , tivne esa propiedad.

Se ucan las aootacionl:e obtenidas en 21 teorema 2.2y oon T (a) = b,
A1 truncer en ¥ , dadalll< k , es:

I o
Io3 [ o o3 e X (3)] ge-en € | (W) ENTEN S FOT
+Z m\n‘%’k(e‘%)‘ “D b( ,} ) \ g=lot-v1 &

041(40( o18

€ 6 (Lalzn™y, CZ\D{)C(&?;)\E @ stz s

Seglin #9 obaervd, en el  sop (IL{)((EE)) JEN0 4 es

| L]
(L +131) <€ , oparacterta C> 0

Luego, se comprueta la eootacién en Ln;’s'k de la truncacién en la variad

Lo que acabsde kncerse en Hg’e'k ¢ puede repetirse, con las modiricaocione
my8,k Ny B n,o

obvias, en los espacios § '’ : g st

Se hablarf shora de desarrollom apintSticos en los eapacios gk

38 n.l,S,k MyS
ng » Sg y Sf .

Para ¢llo, conviene introducir la siguiente

Dofinioién 2.4 ¢

H—oo,s,k . N Hm,s,k s—oo.s,k - N Bm,s,k
ne R me R S

H—o?,s - n Hm,s S-oo,s - n S?B
ne @ me R

Teoroma 2.3 ¢
Dadas funoiones a, € ng’s » . Je N , ms\ ~00 o eoxiste

3
ae Hmo’B tal que para cada N2 1 , es
N,.9%
?
8- > &, ¢ K “

j<u ¥ §
Demostre.cibn ¢
o considera Ye C°°(®")  cumpliendo

0<Q(%)< 1, Y e B"
0 131 €1

© (s
k 1 131>
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Dado 0<% Ei £ 1 , que luego se elegird conveniontemente, sea

a0 2F) = a0 2¥) . P (EF) .

<
La idea, es Gorar Ej de trl mancrs que la cerie <4 a’ converja en
n o - M!S
A(mﬁ {t #) ¥ que su suma pertenecoa o Hg' .
‘0 hay dificuliad en comprobar que a; < ;&(!Rn§ ; Hs) .
Adenic,e 083 :
& Z ol ¥ (Q <-¥
D-% e.j( 4T ) = CB-SJ g (EJF ) D-E al »3)

0< I s
Por la mznera en que se definid ‘¢ , para 3120 , el eop(D? A% (Ej? N c

C % i—_j\’;\ < 2,% '

Luego,

151 |
L) -\T)\
£ < 3 1
\J Do Qe X s 2 (L 4s0)
Fsta acotacifn también vale para. € =~ 0
Por otra parte, ocomo la funcifén a.‘;( ,‘%) tiere soporte on g Ej\%’lzl% ’
-l

el1f es (1 +\?\)-1 < (1« l/ej)

o
Aplicando todo estn a la expresiln de ])2 9.5 ,‘g) s 36 0btisns;

“Dh.;. a;( 9’{) “ H;J--\NkZCX.j (1 +l§\)mj-gl°(—'b’\-\'((\ <

P4 €44 1 \
-1 m 4l o\X
£cC 141/ ¢ 1 #1318
vy (e aem)
Para J>1 fijo, se elige thora Ej do tal manera que
pup cd g (1 + l/EJ)-l gen < 1/ 23 y &€ ——9o
IR <y ! 33 500
'COmo € 3 —>0 9y 81 ? varia on un compacto de l&n ¢ la serie
J—oo
3 a.3 tiene 8810 un nimero finito de t&rminos no rmilos; luege es c¢laro

n = . .
que Cconvarge en A(IR,S: ; H) o hacia una funcibn a .

Debe verae que e € .‘F.’}o’B ¥ que dado N21 ,
m ¢f3
I
a —Zaj < IIS
J<u

Dados H> E21 4 es
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B

a-Za,-Z(a5 -aj) -pZ a’ +Z a;

J=N 3% Mal

Como as( v3) = ad( ,\ﬁ) pars \?\7’2/83 s Se comprueba que

-00y8

at=a, € H .
] J
Por lo tanto, el primer término pertencce a g °°r*® .

En cuvante al segundo:

" - \
“D‘i ;]-.auliI a.’;( '¥)“ goe s Z Csi (1 +131)"3 ™ <

J=X
N !
< ¢ (145
Para nootur 61 Ultimo t8rmino, se elige " X> B tal que m +1&m

E+l N
Fijado X , el 0pso que requiere mayor anilisis, es |X!> R4l

si 8sta oe la situacidn, se meparan en la sumatoria los primeros términes,

obteniéndoses Lot =1
Z as 4-2 a5
"J=H+l Iz =
Luego, H - -
Nl ~ ! . - i |
» > . a ﬂ___ < S' c . (4+\’e|)jf +
b3 3y w4l J 5 (B9 j-}‘,{+;_ o sd

_ o, .-elxl
e 20 20 @y e o gy B3

I my,, +1-g ol m~ Q1
+ (1 +1%) < ¢ (1 IS1)
I_e3
Esto muestra que @ -Z m ’ ¥V w>1 .,
§<H 'S
0 o8
Do aquf se deduce ademis, que a<e H .
#*

Obhservacibn 2.4

Esta donostraciérn sigue las mismas lircas del oase de simbolos ercalares.
(Vor [6] ) ®

Se aplica con las modificaociones obviae, a los otros espaocios

sek Ly Bk 1P )
Ilm’ ' ’ Sg’ ’ J SS:
En las condioiones del teoroema, 2 : ny se llama desarrollo asinté-
J

tico y 1la funciln o se 7169 que es wre suma del desarrollc. Dsto suels
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indicarse como

an 2, s

3,3

Ea claro que la suma de un desarrollio asinibtioco estd determinado médulo

=00y8

K g ®n el caso de trabajer en Hmj’ﬂ .

33k °
Se estudin nhora el producto ds funciones en E.?°? por sfnbolos en la

Y

m
clese S1 °

Teorena 2¢4 t

Pados a & ffmg’s'k s bE S?l s 1la funcibn a.b = el ,.§ Yo ! ;§ ) »
que para cada valor de ){ es ol producto de la distribucibn e .\?‘) por
la funcibn indefinidamente deriveble b(x 4 X ) , pertenece o H“;ml’“'k
Ademis, la aplicacién bilineal
Hm's'k o Fm*"m ’B'k
s1 T. 1
3 % S -—— Ty
(B ’ b) —_— 8sb
es contimua en ambas variables.
Denostracibng
Fijado "i e @ , el teorema esbozado en 1, b). , Muestra que
o
sl »%)eB( ,3) e 1
Ademis se tiene la acotacién -
)
le v v, <0 o | |o) w0 la P
i o zxe R H
o1& [js]] 41

n

<

Se comprueba primero la continuidads

“ a( ’?4-1’1) e b( ,?‘Ph) -a,( ,?) o.b( '?)“ . 4
E
4“3( v 3 +h) [b( v?*’h) - B( 9?)} ” s *
)14
8.( $ )"3-( ® .
o0 o3 ]l

Quiers verse que asb € Ak(IR ; HB) ‘.

) n
Fijedos x€¢ R~ |°(|é[lsl] +1 4 pucdo wcotorne, con el teorema del walor

mnodict
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= 3 o .
|n:b(x,‘g+h)-n:b(x,‘§),s § lﬁj— D_ b(x .$+th)\ !ihdl .

para olerto 0< +<1
Cono '__-— D b(x .\§+th) \{C (1 +|}' +thl )ml-g <

¢ 1 +|‘$l) 1~ § , independientemente de \Xl¢k xeR” 4, t , |h{€1
fvego, o1 priner t rmine se mayora cont

6 Q+D™ Y |n—so0 , figea¥ .
' h— 0

En cuente al otro términos

al g% +h) =a( ,3 )|« B( ) | <c (L +) ™.
"[( 13+ 3 ] 3 HHS b)),
| a¢ o3 4m) = a

S———.o ’ fij&do‘ge Ru ¢ Duea
h—,0

ye se acbe que a( ,3 ) es continua de [R!}?. en W .

Se proberi shora que paru cads X , con \“\ék s ©8:

py[at 23 v )] - 2 (5 n e m.n{ B 4T) , en

L Y

- |
ol msontido de Eﬂ : li

Esto va a hacerze por induceciln sotre || g

g1 1%l a1 ’ ]}0_; .SB__, para oierto 1< j<€ n ,

J
a( 9% +h) B( ’\?"'h)'-&(,o‘?)b( 13) =
« al 2T [B0 o Fe1) =B 23] +

S O R I N I S R R e

Luego, es: '
e oY +b) B( 434b) -l »F) B ,F) _3

—al 43) . 0(,3)
EJ 3?3 ‘? \g

=)
- 2R g ) || 1
FESTR [b‘ ARl L DR NN, '?)]58-_1 N
- H

W °
|2 - o 53 Yo |
[ ¥ 5?3_&( .#)ﬂ.bt X120

B
o [ 5 - e S ——b( |

.. H
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Rozonando como antes ed prueba sin dificultad que 81 sgegundo tériaine y el

toercero ——» 0
h—5 0

En cuante: gl primero:

Fijados xe€ R ’ l“lé[ls-ll] +1

> S
D b »3 +h) =0 v %) .,( a
- 5y “?( r?) -
LF
' X -
= Dq-a_ b{ ,?-&th) - 0 _'_3_._ b( ,%) s Para cierto 0O < t <1,
x . x3%.
3% j
g1 ase vuelve a aplicar ol teorema del wvalor medioy, esto ruede cscribirse
comos i
+ 2
) b( s340h) . n,
x 2= J
%
Luego, para lni<2 s ol priniei' térnino so acota oony
¢ (1+13)"™ 2§ Bl ———>o0
h— 0
Adomds, como antes resulta que ,?) ( ,?{) + a ,’%) _c_b( ,%)
6?3 3%
n G-l
es una funcidn continua de R en I .

Ko hay dificulted en comprobar el paso inductive .

Se hg prcbado entonces, que a.be Ak(xRn $ EB) .

]

Si ehora [Xlsk , es
o TR
o360 CoD o Zoe gt D

o-% @
« BUP ID Dxf’ (= ,\f )l <
xe R | ‘?
[ SD 3-1%1{] +4
k - 1Y o$U-~T
<o @ Inll, > aaish™ e qypm e
' - ¥<L A
donde “ “ . indica una ceminorma de le familia que defive 1s topologfa
de Sml .

£

D k
Esta acotacibn muestra que efectivomente a.be H 'Hl’g’

Y adenisy co-



nGs$
k , e
b kl_‘,-.b) It

TR, T My

N
3

-
3

se deduce la centinuvided on Jon

.~ .
n1. [ E: M T
Chacrvnoi Gl O 8
s S I e Y
Talan ~copt+edne ond’
Volen yearl onedog enn

nenciontdos

1000 en 109 otlen covnnciown Co

-
’

Lo



- 23 =
3, LAS CLASTES DE CPERADORES

1,0 que primaro oe intenta, es darle amentido a la integrel que define un
operador mseucodiferencial, en el caso en gue su sfabolo perterazca & algu~
PyEy K My 6 MySek Gig B
na de las clases E.! E S o §
§ S S £ °
’d Neg2yGC
Segln el lema 2,1, bastara poder hacerlo en K .

Tema 3,1 3
. n -ix¥ )
a)s Fijado J€® , 1o aplicecién g __, e . € ¢ define un operaw

dor continuo ET t HB,_s, Hs ¢ aue cumple

0. HE?!!“QISI/Z (1 +1%2) |8l /2

11), Para ocada geE  , la eplicacibu

n 8
ER? —>> K
‘? 3 E\? g es continua
m : ek | ) o .
b)e Si a g H 1520 ’ B_ af ,7) e 4d Isiyey Yy edemae existe

3

uns constante € 0 , independiento de} sy tal que

ol 4% s o B (=l +X))

o
Pm+[s| #S (E’f

Nemoatracidn ¢

a)e i)s Como la funcién R tiene todas las derivadrs acotades
en X para } fijo, si g < HB ’ e-lfe g < 1[9 o

bdemdst

-ix3 - . 2, © . -ix
“e Izgllna = |+ %) /2 F_ [o 731 “ 1'26 -
- | @ +100%) °/2 E(e-‘s)"Lza .

Usando la desigualdaed de Feetro, resultag

| E?gllﬂo g 272 132 g £

X 8 n
ii)s Se fija geq ,‘foem .

IR RN IUL) LY CUIS D
< olel/2 (1 +|‘§o|2)'5'/2 . “(ET_

-1 ¢ ” . s toeta
L
o Il

probar gque 1s cplicaciln es continuz en ? . = 0.
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Taca ‘QGCZO ’ o5 t

"E}g-— ell s < IIE?(g-“E Mg «fmse ~Rf g tlle-clp <
& [2"‘/2 (2 +l‘§12)lsl/2 +1] le-¢le + “ Ex ¥ P

si 1{' —=»0 4 el primer t&rmino pucde hacerse arbitrariamente pequéefic, inde-

Ca 00 8
pendientemente de'}' 9 ucande la densidad de co en E o

En cuanto sl seguando término, fijada'f , es 1
o TS 3 0]
Izye - |, <l 7 [Re-n -Ree] |
u A A 9/\
Pata cada BE R Q@ (0-F) ——3%(©) .« Adonds, como P& S

— 9
(2 +\9\2) 8 ['Q(e -\%) I 2 + ‘ ':Q\ (e) la] puede acotarse oon
c (1 +|3\2) ~k » k> nf2 , independientemente do \‘f en ccmpaoctos.
Luego, puede aplicerse el teoresma de convergencia meyorada de l.ebesguo, Teo=

gultando qu E - 0 .
gue “ I—‘\Q \QHBB : 0

Esto permite comcluir que ls aplicacién ou continua.
o .
b)e Tada a & Hm'a,’ ea la parts &) se ha probado que para e mn
»

£ijo, =B_a( ,\f) c 8° . Quiers verase ghora la contirumideds

B2l %) - B %) “Hs.+

%
"Eﬁa( '?)-E?E af ,\Eo)“ Eé

o H

+ | B '3,) - ST TR

Segin lo visto en a), esto puede acotarse oon 3

2\5\/2 (1_‘_‘%2.)\51/2 | a( ,\?)_ ol +%,) || L 4
. : 48

o N SRR AN

o, n s . .
Como a € ¢C (m.zz s X ), el primer téemino puede hzcerse arbitravicmente
pequeiio, si \‘2 eatd ceroa de \2 0 En ol segundo térrmine oourre 1o mismo,

por la continuidad de 1la aplicacibn ‘? — Eéa( ,ﬁ‘o) y fijado \§ o

Lucgo, E\ia( 3) e c"(mn,i - 20 W

s n .
Fijado 3< M, segin  a), ess
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E,al »3%) < 272 (1 m?) 2 el L3 <
“7 3 " " + a 3 uﬁe

& ¢ (1+135)"e

m+ >} o
J,o omal muestra que E?a( ,*S Y e I6l 55 ¥ que el operador

I!I,B'O

D4 Bl pa1,0
= 8y

Ev H

L,

a( t\f)—q e-i::?' al »7)

es contlinuo, __“=

Toorema 3.1 $
a). Tados f£&5 5, a€ R’ , 1a integral
A (£) = A (f) -\ T o 3y T(R) 3

ox:=ta como integral de Boohner .

b). La aplicacidn bilineal
F*%1°% x g : 8
(a o T) A (F)
H
es continua, en antas variables.

c)e L2 oplicacidn £ — A (f) 4 pucde ertenderse a un sperndor acota=

do de : SRR o s 8i = > nf2o

Demo-tresidng

a)e FarTa probar que le integral existe, bastari ver que la aplicicién
R _—- 5 H
E 7 (%
—_— B?a( ) \?) e T( 3 )
es fuertemente medible ¥y quo le. funcibn

(%) = | Bye( 2%) 2 (3) |
3 °

e8 integrable Lebecgue,
@ (3 ) es una aplioczeidn ocontimui, pues fijado \$ & R g to tiene

1% -3 % 7 | < | m o AP NEIE R HSIE
o H
IE7:( '?o)uﬂe lf(?)-f(¥0)|

En o] primer térnine ge aplica lu parie b) Cel lema 2,1 y en el segundo
t8rr5ino se usa la continuided de la funcibn £ .

Luego, § { ?) es continua y por lo tantoy Tuvertemenle meditle,
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En cuanto & la funecidn g(\ﬁ) s segin el lema 3.1, pusde acotarse oomo:

A m+ (8] A
e(3)s ¢c|¢ (\5 Y1 (1 +131) s 1o curl es integrable porqus f ¢
€E S o
Se he probado entonces que la integral eximsie.
b). Las adotacioner obienidas en &), muostran la contimiidad do esa forma
tilineals

En efecto, al exisgtir la integr2l, puede tomarse norme i bajo el sigro

integral, tenidndoses "
“Aa (f).“FBé gﬂs7af 0 %) “HB If (2)] avs

¢ ¢ B ta) S(l RIS AN IS STRFE
- o 2, r T
corp e mn | Gam®T a8 o)

* I'> n/2

c)e Bn b) se 1legd a acoter la integral con

la, = | Hes c P:'S(a) | @ f\?“z)ls‘/z /2 | % e ..

Como fe

[ 6]

s Bi © > nf2 , aplicande la desiguaidad de Schwarz,

g2 tiones

Ny 3

I, ] g0 B | o2z m2 3 oy
B

Do donie se concluye la extensibn de A como operazdor amcotados & Hmﬂsl +=

i r‘) n/2 .

Obgervasibn 3,1 9

Dado €70 . tal que v € > n/2 s Vole lo estimaoiéns

“ e (£) HESS ¢ Px°n+& ,s(a) * [l £ ‘Ilﬂls\+m+r

En etsctos

Al demostrar el teoroma 3.1 se obtuvoy
A L]
5, @ | sleget o], |230] o
E 54
A partir de aqufi, puede acotarse como

“ by (1) l o =S“ E?a( Ak “ al (1 4 FHTRITE

(1 +\§‘ )m+|s;|+a ¢

dfs

2
L.



(m+ Is| 4r}/2

o P o | et ae?y KIS SINNS:

De donde resulta la entimaoiiSn.#

Toorema 3.2 ¢

En les condiocionss dsl teorene 3.1, la funcibn ef ,\g) cvodu univocancn-

to deternzinads por el oporndior LA .

DPemostracidn

Tlabrd gue probar que si A (f) = 0 Vfes , entonces af ,\%) =0
entendiendo por ello gque pers ceda :‘;elﬁn s 1o distrivucibén af( ,’“ﬁ) es

nula, A

A g A
- ) 0o @ " - n
'Daaa'\\'es/’\%e C~. » o N, '\\f‘d? = 1 ¢ para 3y €M
fijo, 0<Z(1, se oonsidern la. 1dnrti"ud aproxzirads.

Fey) - 23 ?o) :

Dada '€€ Dy 1la dralidad (A’\f“& ? ‘Q ) entre los ecpacios I-Is N Hﬁs

puods escribirse, por propiedad do 1la integrul de Boohner frerte a los o-

psradores linealee y acotados, w00y
| a0, Fehy a3
%a( ,‘f) contimue de [!'tn ca H ’

se deduce que la funcién h‘q(é) s (8B_&a( ,}‘) .%’) es contimug de

N

Al ser la epliocacidn ‘% 5 E

n
R en ©
A
Ccno {'\\’g} converge hacia %E s medida de Dirso concentrada ©ON €l Dub~
) o

to % o *°n el sentido de¢ les medidecy cuerdo € — 0 4, resultn que
A ‘ '
(2 (%) @) = {n(3) NEEY 0% o v (B

Como se ha supussto que A (£) = O ¥V ¢ €S , €8
h(e ( % O) =0 V <€ €D o
En partiocular, si ee toma %7 nr)< elx}-o p bPara {)(e D, se tieneg

b ( a (0 e 5 2
(¥ = (B =% v s %)

"(3( ’\%0) .’)()-0 ’ \deD .
#:
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Nefiricibn 3.1 @
_123 FAS
El operador A (£f) = \e al .?) T (?_) d§ » cuya dofinioidn

gre ba justificado en el teorema 3,1, se llaéa operador seudodiferencial de

order m ¥ tipo § . La funcién a( ,}') y oue gueda unfvoerumente deter—

minada por 81, se denomina sfmbolo del operador y susle notaree G (A) .

Cbeervact $n 3.2

Como so indicd sl principio, los nismos resultodos se obiiensn cuzndo el

1y Bk .} ‘MyBpk
ef{mbolo se toma en curlquiera de lae oclasmea Eﬁ: P ’ H:‘,’s ’ Sg’s'
)
My S
o 3 'y
Ay

Dafianicibn 3,2

Se imtroduce el espacio

r 4 ) My fyk
36 f,s, a { operadores peudodiferenciales /G {A) € K *F } .

§

Y con la definicibn obvia, me considoran los 2spacioa
my 8 nyayk Ky 6
3‘%5)’ ] gg’ [ 833' .

Curnéo k = O 4 se elimina 61 pariuctro §

Ohservaeibn 3.3 ¢

De todo lo dicho me deduoa que hay un isomorfismo
%m,s,k My 8k
S ——> 7%
A _ 5y & (4)
s . \3@ mpeyk ‘
Bsto permite inducir eun g 12 estructura topoldgioca del espr=-
cio de sfmbolos,
Lo mismo puede hLacerse con cadam uno de los eepacios de operadores definidus.
Las diferexdias entre les cCistintas olgses de operedores, me van o poner

de manifiesto; sobre todo, cuanio se estudien propiedades de composicibn

NDafiniciln 3.3 1

et

De la misma marera gue en o0l caso és leo sfuzbolos, ce indicaring

\&@-oo,a,k . N \%g,s,k , ‘8 ~ccympk () _8 g,s,k
}%-oo,s .0 40y . /g ~02y5 - N 8 ye
n S n A
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Taeorena 3¢3 ¢

-0 (o] t
Dadc A € % CC18y s A puede extenderse a un opfrador acotado de H

en I ,¥Y teR .

Demostracidnt

~00y8y 0
Que el operador A est§ en la clase 36) i » significa que su sin-

bolo § (A) = af( ,\%) periencce & la clsse H—oo,s,o .

Fijado tS€ R , se elige me R tal que mtisi+r < t , para algdn
r> nf2,

Cono &f ,2) e ES°

» ¢l resultade se ooncluye & partir del teorema 3,1.

Observaocidén 3,41

£l teorema 3.3 ,- tanbién es vdlido en cualquiera de los espaocios de operado-
res introducidos en la definicién 3.3 ,
Este teorema, justifica el nombre de operadores HB - regularizantos, que se
le dard a los operadores en esas Clases,
Por ejemplo; el teorema de inmersibén de Sobolev, dioce que si es s nf2 + j
para cierto j> o pentonces la clase HB estd inclufda continuvemente
en Cj QRn) y dancéo a este espacio la topologfa de la convergencia uniforme
sobre los compaotos de an o Luego, para ese valor de 8 , un operador

t

i - regularizante trausforma las distribuciones de H , YV tER ; en

funciones oontinuumente derivables hasta el orden § , inclua:ive,

m
Dado un desarrollo asintbtico z : a en H r8y K » SuU Suma, gque Be=
y 3 §
gin el teorema 2,3 exinte siempre en H?s’k y eatd definida mdédulo H-oo,s,k.
Luego, ese desarrollo determinaré un operador de %;'B’k y mb3ulo opera-

dores H’S - regularizantes, Este hecho serd empleado en 5,

Fn el resultado que se va a dar enseguida, fijado KcC [Rn compacto,
Hm+‘s‘+r(K) sors i £ g gitiel+T / sop(f) c K } .

Teorema 3.4 t
My 50 taf 4+
Pado A & B s A define un operador comprcto de H T ol + (x)
8

en H » bara T n/2 y KC.an conpactoe

Denmostracibn
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El punto fundemental, 9s obeservrr que si t1> tz s hay una inclusibn com-

t t
paota de H1 (K) en H 2 .
Dado r» n/2 , sea entonces {fj} una suocesifn de g+ el +T(K) ’

que converge débilmente & 0 . Quiere concluirse que la suoesibn { A (fj)}

oonversgs a 0O en HB o
Como r>nf2 , existe E>C  tal que todavia es r-€> nf2 ,
Luego, segin lc observaoidn 3.1 , existe € > 0 con

I (£ - fh)IIHs € ¢ “fj =

hl gE+iel 47 € » N3y mew

A
Sa afirma que la sucegibn %fj (\‘i)l converge & O 5 para ceda \‘gemn
J

n
fijoy ademis, fijndo ccm compaoto, existe Mc > 0  tal que

I?J(\g)‘s X, ,\’Jem,‘gec .
En efactos
Cono fJ e B , Q; (\g ) es, entre utrns c¢oses, una funcibn irndefinida-
mente derivable que vale: .
— () L k@),
(27)

donde ,k"é: Czo Yy /)(_ = 1 en un entorno de K o

n
’)L (x) eix? » DPaTa \fe R fijo, estd en el dual de todos los espaocios de

S o
Sobolev; entonces (1"1 ’ x (x) elx'ﬁ ) — — =0
J—o00

Por otra parte,
i i ix
(fJ ’ t\’( (x) e I?) I < pfj “ li:n+ls\+r “ 'X (x) o éun—m-lsl -

H!ZI+ Isl 4+

Como converge d&bilmente, la sucesibn %\fj} eatd acotada en

En cuanto nl otro faotor, segiin el lema 3.1 , es:

“ E-El(x) “ H'm-lsl~r scl ”2{12.) lm-lﬂl-—l‘l /2 "()(H =M~ {$} =T !

I

P n
lo cual este acotgdo sobre los compzotos de [R °

Con estas ohservaoiones, puede concluirge el teorema de la eiguiente format

Fijedo R2> 1 , eo escribes
2 _ 2, meig|4r=€ | A A 2
“fJ—fb. “Hm+|s|+r-e" g (1 +‘%l ) fj (g")-fh (?)I d? +

R



. § Q +’l‘§|2) mlol+r-€ [’r\J (5)-5 (P|? o«

31> R
Fl segundo término se acota oons

2, =& 2. -
(1 + RY) Hfj-h”z < ¢ (1+n) "¢

N+ |1 8( +T
B

Como es €20 , esto pueide hacerse arbitrarizmente requerio, eliriendo R
Si se fijo en el primer tdrmino un venlor de R , ze pvede pasar al limita

bajo el signo integral, pues el integrando ——> 0 s puntualmente y ade-
Jyh — 00

nfe esté acotado por una constante, que es intcgrable en compaotos,

Para ooncluir esta parte, se va a deolir algo mis sobre la clase de los opera~

dcres Hs - regnlarigantes.

la observaocidn 3.4, sugiere la siguiente definicibng

Nefinicién 3.4

Sea
- {R t 5,5 / para cada Xe N ¢ RoD Ec extiends a

”
un operador acotado ds L- en R } .

-]
fs olaro que todo operador H « regularisante pertenece a estu olase,

Si en RB se oonsidera la topologfa deteruinada por la familia de semi-

|\1-'(|]q - ZER;D«I ?

1K< q L°, B

normass

Tesulte que (R ®  es un dlgebra de Fréchet respecto de la composioién,



4. EL CALCULO DR OPERADORES

Van a estudiarse propiedndes de ocomposicidn de los operadores introducidos
en el punto 3, Se los intentard componor entre ellos y %awhién con los o=

peradores seudodifersncieles olasicos.

. Taorema 4.1 ¢

R, sf
3i - Ae \A@m's’o ) B € \3’& 1*%12° oon 82 m1+|31‘| +T
para oierto rd n/2 y tiene gentido 1a conposicion BoA 4y oomo
o
operador continuo ds 3 en BH1 .
Si aderfs 8y Iml+le l+T s para algin r > n/2 , entonces
m4M_ 98, 4,0
ese operador compuesto pertensce a lz clage }% 17y .
)
Bs decir, exluts cex "'’ tal que

BoA (f) = g e-u? c~( ,‘g) ?(\g) d? » en el sentido de

1 , Vseses .

Nemostracibn g

Seghin el teorena _3.1 s 81 operadocr ‘B sa extiende a un operador acotado

go ™'Y en B, & r> n2 .
(1]

Como A es aootndode S en H , la condioidn 8> B+ (511 4T

para alghn r ) n/2 s pernite componer B oon A obteniéndore un ops-

rador BeA t S__, H1 , continuo .
Quiere probarse shora que Bod B \5‘«00 m+m1,51,0 9 sBuponiendo
s> Imll +|all " y para algdin r Ny nf2 .

La tbécnica que se usard estd inspirada en lo hecho por Beals ¥y Feffermann

en [2] .

S8i los sfmbolos G (A) =a , O(B) = b , pertenccen a c: (Gtzn) ’

el operador ocompussto BoA es un noudodiferencisl ocuyo sfmbolo, indicade

bea , tambidn pertenecs a Cz([‘{2n) .

En efeocto, dado f & s , puede escribirse:

BeA (£) = S 1% b(x, ) { 1 BGWUQ"“’?&(%\Z) A (7) d?} &y

(2m)"

d

Aquf, todss lac intesrales oonvergen ahcolntamente y remulte

B,A(f).ge‘i"‘z bou (x5Y) ?(7) ay
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con  boa (x,7) = —— S OG- he 5wty ,9) v a,
' (2% )

funcién que portenecce a cz(-ann) .

Tn primer lugar, va a demostrarse gue la splicacién

2
c::(m“n) X cz(mzn) S cZ(tRan)

(e y ) ___ 5 boa
es oontinua e¢n ambag variables, cuando ce tomz en la primera, la topolegia
de Hm,s,o $ on ls segunda, 1= topologfa de Hml,s'l,o ¥y en la ima-
gen, la topologfa inducida por ;G R L .

Luego se obtendra la c.onclusisn daneada, trabajando ocon argumentos ée den-
sidad.

F [bo&-(! ,oz)] ve _1__
x (2w)”

- —1 s eiy(%-'?) al(y »%) jei[z~(?-? )] x v(x ,\?‘) dx}d‘yd?-

(2"& )2n

- T—}W—)T g eiy(§-7) a(y »7) %(Z‘(§"7) 0%) dy d? =
2
-X%(z-q-"z) .3)[&"’“:'” a(y +7) ay] 4y -
-5 (s=(5=7) 4%) B (5-7,7) 4§ .

Por lo tanto , esi

_ 2y s, f2\n oo AN
“boa( ,‘?)insl—“(1+ Izl ©) "1 Sb (= (%‘ ” ,‘%) \% 7,7)63”1'2

z

S}izx boa(x ,%) dx =

Usandio la desigudldad 4integral de Minkowski, esto puede macotarse cong

(2 Gzl la vt S e ol L, ey

Mediznte la desigualdad de Peetra, liu norma aque ha quedado en el integrane

do se mavore comog

f@ +191%) /2% (=(3-7) 43) “f’ ¢

£ plogt /2 (1+|?_?12)'l31|/2 “b( '\‘?)Hs <
A1

<c PP () Q4l¥-y ™ 2 30 .

ml, 31

Con ecto se tiens g
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6
Inl,

2 y-7,m)| a3 .

Se vuslve a user la desigusldad de Peeire, resultandos

[oaat sy |, ¢ ¢ & (b)f (1 +13 =71 %) lsgb /2
H1 1

veal 47) b 4, po (b)) (o)™ 8(1 fl2)%) 150 /2 Hmi /2

ol m1, 1
S
. a ( 2: 9 '7 )' ac ¢
Dado T > nf2 tal que s8) Isll +1m1| +T 3 finalmante oo obtiens, oon
la desigunldad de Schwarz y la inclusibn continue de Hs en H‘sl‘ Hmll +
| (o} ,
Jooat w9 | . ¢ 2 ) Gaemd®™ fal o) | | 4
1 1’71 )
4¢P’ (v P° 1 4+l )™"
C P“l’“l( ) P, o (2) (Q +W)" 1 .
Lo cunl russtra la oontinuidad, en zmbtas variables, de la aplicacién oonsi-
derada.
Sean shora a ¥ b 1los sfmbolos en ge° Yy 71'%*° de los
operadoras A Y B , respeotivamente,
Por el teorcma 2,2 ¥ la observaoidn 2,2 , existen sucesiones §E'J} ’
o, 20
§b3} en CO(IR ) tales ques
1), Eotén nootadas en H'?*° y HF1'5?° s Teapectiva-
mente,
i1), B, —>a en g 19° y 8i R°> m .
b, — b en )i Rt L y i m’ > o .,
3 1 1
Sean AJ y B.‘l los operadores seudodiferencinles con & (AJ) = nj ’
G B = b .
( .'i) 3
Seglin 1o que acaba de prodarse, Bj 0 Aj es otro operador seudodiferencial
oon sf{rbolo b;jo a, en Cz(l!lzr‘)‘ .
o o
lem! b <
Adends Pm+m1’51§ 4° aj) c Pml'ﬂl(bj) Pm’s(aj)

De lo cu2l se deduce oue la sucesibn 5 bjo aj} estd ncotadae en
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0

Hm+ml’51' .

Por otra parte, esa sucesidn es do Cauchy en n)!,s,o 8l M= m+ml+E ’
oon €>0 tal que ro-8> n/2 .

En efecto, se compruedba sin dificultad que valos

7 o
- b £ b - -1
M, 1(b:lo aj L° 8y ) £ PL{, 1[ jo (aJ a.h)J + Pl‘hsl[(bd bh)o ah] <
o o o c
y - - )
40P - (bj) 1=m.’g(a'1 ah) +CP ., - (bj bh) Pm’s(ah, s
171 171
donde m]: = N-m » n’ e H—ml .
: ) E,HgB » 0
De aquf resulta que efeotivauente, bj° a.'] es de Cauchy en 1
b | :
Luego, oxiste o e I 'sl 9 tal que b oo »C  en ege
N j
- 00
espacio.
Se afirma que o ¢ K1 18p2°
Para verlo, sea N > 0 tal que t

sup boa,( ,%) £ N (1+\\\)m+m
‘%emn “ J 3 % ﬁnﬂl 3
Pijado Ei.e mn y seglin el lema 2,1 , 'bjo &J ( ’é) _— o( t%)

en Hsl °

Luesgo, pasando al lfmite en la acotaocidn anterior, se tieones

sup, fleC 4% | RNt

3 em
Osea o B +m1'°1’°
Finalmente, va a probarse que dada fe § p €S ¢

-ix‘f‘ A
Bed (£) =~ | @ o ,3) £(%) a%

con lo ocual, BoA pertenecerd a la olase dJf "TP?5;0°
Por un momento, sea c el operader con O (C) = o .

| 3.4 (£) = ¢ (£) " ](B-B)A(f)“

+ “BJO(A - &) (1) n o + "(BJ.Aj ~ ¢) (2) “ P

Para acotar cada térmiro, se usard la observacién 3,1 § mea £ > 0 tnl
que T =& todavin es > =nf/2

(b -v,) |4 +
u B.A (f) - ¢ (1) “ Hslé % P;1+E,sl ] ‘ Ilel'Hsll *T
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(8]

+ C, P (v,) (A-A)(f)l +
1 ml'sl 3 J l nm14lsl\+r°
o .
+ C, P (b oa, = 0) “f
) m+m1+e ,31 h| J . “ Hm+rnl+ (sl| +r°

LA partir de todo lo dicho, es claro qus el primer tiraino y el tercero, tien—
den a O y Ouande J—> oo .

En cuanto al segundo, como es. & > |m l+|s,| 41*0 y @s también
. . m 93,90
8 m1+|r:1| +r° } ademas {b;\} es uny mucesidn acotada en H1 1l

Tuego, rmede acotarse:

o
c, P° () |a-a)(®)]| ¢¢c -2y @] . ¢
l ml,sl 3 l 3 “ Hmlﬂsll +r° 1 3 BS
o
£C, P (2 -a,) “ f .
1l n+g h| _ I Hm+|s|+ro
Y entonces el segundo término tambidn ———> 0O .
J— oo F

Este teorema muestra, que dados dos operadores seudodiferenciales, cn cunle
-quiora de las olases introducidas en la definioidn 3,2, bajo ciertas hipbte-~
pic siempre tiene centido oomponerlos, rl1 menos en 2l espacio % By 8y 0
con parémetros m ¥y 8 adecuados,

Lo que quiere verse ahora es qué propiedndes amdicionsales pueden asagurarse
sobre ¢l sfmbolo del operador compuesto, cuagdo se aumenta la reguleridad

de los faotores,

Tooremna el

n,a,k m_e8_ sk :
Si Ae%" Be 3_1"1"1 ocon 8 n_+ +r

S) 14 g1~ ) >/’ 1 ‘Bll ’
para cierto r > nf2 4 tiene sentido la composicién BoA , como c=-
perador continuo de S8 en ;9| o

Si edendis o8
£
£ ef,
g-|X =T |2 Iml-f’llxil+|§1-\Ki|+ro » para oierto :°> n/2
V¥cot , \ILK, K o nin (k, k)

entonces BoA & }@: m+m1,e1,|(_

s

Tenostrzoibn ¢
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Que la composicidn tiene sentido cuando O M +|B_| +T r> nf2 ,

1
ye se Vio en el toorema 4,1 .
Por otra parte, si K = 0 o sl no se toman derivadams, la condicién

=X =02 m ~0_! -\¥! | +T r n/2

s-| ﬂzll ngW+lsl | o ? 0 /2

868 Taduco a c 2 \m |+[s [+=, s que es ln impueste en esc teorema 4.1
M4m_ 48,0

para que la oo'npor,io:lén peTtenezea al espacio 90 - o151’

Se analiza ahora el ¢aso general enunciado

Y, 2n kl en
Si ae Co(lﬂ ) B be C1 (R"") , como antes 4 ce Ve que la composi-

0ién de loa operacores cesocindos, Bb° Aa y tiene sfmdole

be &(I, 01) = —l___ ei(y“’)(§‘7 )

(2w)"
en C: ([Rz ) .

b(x %) aly o) & d?

1.0 que primero se probard es que la apliczoidn

(& ] b) —_— bos
k, 2 k Zn i
es continua de Co(lR n) X Col((R ) en Oo ((Rzn) s cuvando en la
primeTa variable ce toma la topolozfe de H.ngs’k s on le pegunda, la de
Hml'el’kl Yy en la imsgen, la topoiogia de h‘m+ml’al"t s CON lar coOnw
A
dicionas que figuran en el emnoigdo,
Sea entonces .
of 1 Z‘ ¥ 3(y- <
N 3
(2W) T

. b(x %) By ava?) @ ay
ZC g i(y-x)(‘g -7) D‘:i, b(x ,‘f) DQ;.‘ a(y y») dy d}‘

(21() TLoN

Para simplificar la notzcibn,; se llansrin

D§b=b1 ; D?Ku-ad_‘co
Se tienes
D;q? bca(x ,[? ) a .—1__112 C.o, Sei(y"’x)(? —?) .bB ()C ’3) .

(a%) ooy
N\

~ix(5=1 )
T D B e O LI AL LR

) ¥< o
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Aplicando cumo antes la desjgunldad intesrcl de Minkowoki, es:

RN R | O £ VI

\o{—'&(}-’? 7)| d:

42«:155(1 ay-p B e O R G70 | 5
FLot

< cp‘& (b)z [(1+|‘§ - © )Is-\eql/z @ l‘g|)13‘ .

R L
A
- d
ax(§7,7)!§
Se usa aqui la desigualdsd de Peetrc, obtenidndoses

(o} Pml (b)Z (1 +|?‘) 1 g g(l + % ‘ ) f Wl‘/2 + IS - \'6\‘/2 .
1'%1 yax

® \/a\;(-_‘(w ,’2) |d.“ .

Segin 1a condicidn impucsta, oxiste ro> n/2  tal que

para §4ot o IXILK, | m = £,1%) \+ |3 =vsyf+r £ s=le-w)

Luego, usando esto ‘r la deaigualdad de Parceval, es s

“ be af ,’7}‘ £c Pl'l (o) Z (1 +\ )'"1'51nn °
1% T4l
chasm A T a0 VP e e | ey €
L¢ P11 (b) P @) @ wpn™ fH'Z(l 1'71)(5 £V
ml’s_l on

La oondioién géfl y permite obteror la acotuxcidn

x X
P;‘m (boa) ¢ € P1 _ (0) P (a) .
1'% 1’1 !

Para concluir el teorema, oconviene destacar lo siguientes
€6 da £>0 , tal que todavia es T -E) r/2

Entonces velen las gcotuclonang
K ¥

bou) £ C P () r ()
m+rn1+$_ ,'sxl (be ml-«-s 'Sy Iy 8
K 1- {1 ¢
(roa) s ¢ P21 (v) P (a)
m+m1+E ’Sl ml’ﬂl 34-& 'B

Estas acotaciones ya fueron uracdas en el teorema anterior, pero en un cago



nis simple.
o,k .
Para obtener la primera, ge observa que el enpzcio H 1’ 1’51 opts contee

+€ ) ’k

nido en h 1 1" s @aegin el lema 2,1 ,

3
56 parte de la acotacibnt

o~ .
“D.? boal %) \" o e

S oo T

Zc x—*:1 ] (b)z (1 +l\%_?!2)|slnl5||/2 (1 +‘€l)m1+8—gl\1€l .

A T
. |5 (% -7 y | a}s
o°~% ’ | v.
e Pln:1+s,e (2 @+ )™ E ~$ 1% 5(1 + ey | il +|m 48 =g Wil/2
1 P P

.\';‘.q_x(}-'?,?)\ a3 .

Tay que snaligar el sxponente gue aparece en el intepgrandot

e - 1%} mAeCa O r € zlg ottt g 0 v~ l r £ gl <Fi
Bl R A PUL IR LR A DA LU R GRS

ceglin la condicidn impuesta, V¥4l , \eli& K

Como > -t n/2 » pucde acotarse lo anterior con 1
k EE: +€-§, I8 2, (-r +€)/2
Flie e, (M2, @ ig)™s "o e® :
LEYL

Q +|w|2)(3"|“ ~31)/2 | A
-

w,’?)‘ dw .
De donde se concluvye la primera estimsciln,

En cuanto a la segunda, es inmediate, usando el lecra 201

En efeoto, antes ee obtuvoy

“Do.;bou( @) | s-nouéc P]‘i (b) ID 9( ) | R CR

e (1) §1‘“ o

< ¢ P1 (v) BT Z (1 41 )T YES Prl+(f =9, )”"

& D+ €98
¥l

"%
k k D4, +E€ ~= Q1o
< ¢ r1 b 2 A Ll
mesy (v) Pm+e.s(n, (1 +m)



Luego, tombién se ha denostrado la megunia acotacibne
Ahor-, ya se estf en condiciones de usar los argumentos de densidad, en for=

ma cemojante el teorema anterior, paTa probar que el simbolo c del opera-

dor Bo A , pertenece al espacio Hm;ml'sl'K
k k
St ae B2 ben1'f1’ s sean {a} ’ {b} guce—
S ) 3 B

siones tales que
. . )
a e @M 4 be Ca@T) .

. J
{ 2 } estd acotada en Hm,s,k
h| A1

{bj} eatd acota=

. k-
da en B 1’1’1
$s
Hm"s,k . .
BJ — 8 on g ’ m>n
mfys yk .
b, 5D en A1 1" 1 n’snm
h | %1 ’ 17 1
Por lo que se acaba de protar, la sucesidn {bj o aj} est{acot-ada en
Hm+m1,al,|<. .
Adends, es de Czuchyr en ng’ﬂl"( s Bi N = m+m1+s s con £>0 tel
que ro-s > nf2
En efesto,
P (v,or,-b oa)gC P\{ [b (. ~2a )] «
i-:,sl i® 3 h™ h’ = nz,al h I h
K '
_ b =D
+ C PH,S [( 3 h)o ah]
1 .
Se usan las estimaciores obtenidas antesg
K k
b - £ b -
PH'BI ( 500y b e ah) c P:ll’sl ( j) pms e (aj ah) +
k k
b, - b
+ C Pm1+e )6 (;l h) Pm,s (ah) ¢
1 1
Luego, existe o< IIM’B?L"c tal que bj ° BJ —3 ¢C ’ Cn CBO expa=-
s J—> oc
c¢io. Manbién, hjoa,j( ’ ‘%) —_— e ,‘%) en E°1 » Fara cuade

T<R" fijo.
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T-’H'ml ’ B,l’ |- 4

Como lo sucesidn g‘b:’o aj} estd sootads en H 4 Se oon=

n+n K
cluye gue c€ H + 1’81’ .

§

Finalmeate, por unicidad del sfmbolo, e¢s ¢

Bo A (£) _S;i:; o ,‘%) ?(3) d? ’ v fe_#s:.

Obrervacibn 4,1 1@

71 teorema 4.2 vele, bnjo hipbtemis y con demostrazciones, eemej=ntecy en
mes,k Dy 8 m,s

io0a espaolos 8 #o § 36 ' y -:? ! .
3 § )

Segin las acotaciones hechas en este teorema, ls aplicacibn

m+€ g5,k % m +€ ,8 m4m_ 28 ,sl,\(

)54 H1 1’k1 H 2
'Y 1 e

_(39b) > [}

es continua, i mn , Moy By By ‘4 S'l cumplen las condicioncs ime
puestas, para ocierto T > n/2 ¥ r°~£> n/2 .

En efooto, con la notacibn usada, fijado J > 1, es:
)

o k
K (b,on.) £ C P (=, P
m+m1+28 98, J G+E 98 ] ml-o-E s

(v,) .

3 J

l
Poro en esos espacios, les sucesiones convergen, con lo ocuzl se obtiene

pX () < ¢ P° K

mHm, 42 € 0y Fore o8 () P!;1+E’91 (v)

1
Se estudiardin ahora rerultpdos de ocomposioidn de estos operadores ocon o-

peradoras seudodiferanciales escalarca.

Teorema 4. } s

n
Dados operadores Le gg,s » B stfml » la composicién Ao 3B

estf definida como operador ocontiruo de S en i Y pertercoce a
m+m D45y 8
8 1'%, Bs deciry exigie o0 € S g+ 1’ tel gue

s

A

Ao B (f) -S o 1% c( ,7) f('p) a7 £es .

fdends, fijado K> 1 , es posiblo dor un desarrollo asintStico dsl sfmbo-

lo (o] $ Joi|

c( v’?)'v%: oTil—Do'(? a( t?) D: b(*’o?)



Nenostrecidn ¢

La oomposicién estf definida, porque B en un operador ocontiruo de S
on S [
Sea ¢”® ®%) tal que
Sea Qe C = (¢ al q
o P« 1

1 131 <1
e -

0 (%12 @
S a es el sfmbolode A 4 scgin el teorema 2.2, af ,? ) ¢ (8?)-—:>
__.9!1( ,ﬁ) on' Smg’s 'Bi 0<€$ l ’ m” > n °
€->0
Como 1la splicacién (a9 £f) — & A, (£) et contima de
Smg'El X S en HB y» se tiene que

. -ix : A
A(£) = 1lin Sa 3 e( ,‘?)‘P(E\f) f(%) d? H
E->0

8 _
limite tomado en H , para c2da f € S .
Se fija shora 0 <&EsS1 .

~ix A
s ag (0 ={TT a0 ) Pep f0p ey
El operador B puede ascribirse en la forma

B(f) = Se”‘” ray) T(y) v
nado 0<%<£ 1 , sea
- A
Bg (f) = Se-iy? b(y »%) (S y) £ () am
ocon (e . la‘misma funcién anterior,
Cuande ©—>0 , Bg {£) =0 (&) B () SB(2) en S .
Luego, por la oontinuidad antes mencionada,
Ag Bg (£) — 5 AoB (f) , en T

8'%ﬁ0

. . I~ 00
Se fijan zhore 0<&§>$1 ’ f e s tal que f 'co

Ag Bg (£) = -

_1 S O-ix?{ S ei(y—x)(§—7) a(x %) ‘€(€$) C($y) .

(zx)"

vy ) o dy ) Fg) ey

fouf las integrales ccnvergan eboolutamente, pucs en todes les varizblos sa

i1tegra sobre conpaotos.
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Sea
1 1(y-x)(§ -7
o (,fy)n———-—ge a(x 23 ) P(EX) @ (Sy) »
ey OO = T ey
. b(y ,I?) dy d? °
Quiere probarce gus cuando &€ ,cc» — 0 ’ cE S oonverge lLacia una
?
funecibén o @ Sz:ml’ s de tal manerz que
-ix AY 8
AEBS(f)_»ge 7 bp) T(9) ap e W .
Como ya ae prabd que 5 (£)_,AsB (f) en " s 80 concluird

’5-—» 0
entonces que
-ix A
AoB (£) =\ 7 o 7)) T(3) dy , dda  fES
(
A 0o
tal que f e Co « Como estas funciones son densss ean  § s POY pano

al 1fmite se tandri el resultsdo para cualquier fes .
Fijado vz » puede egoribirro;
a( 2§) = > Dyl .'7 G270 ey
Xi< N x|
(x-y) (1 \
con & ( ,%7) = N M T D, al 4o +%(5=%1) .
|°(I=I\ ol | 0 7

Ml
e (1 =~ 1) at .

Lucgo, e8

o
) - 2 [ g

(2% )n I¢[<N X1

<P EY) PUSY) By ,p) @ ¥«
T S HEE=2) 0 %) PED BN By p) @ o

(2 )"

Se analiza primero cada término en 1la suwatoriat

X 1 (-x)(X-9) ot e i(y-x) (3 =)
(5-1)" o =0 . () DY e -7

ficemplavrrdo e irtegrendo por pc,rte.,, cot
\e¢|

<1 (2w)

La integral puede interpretarce Ccomeg

i"?& oYY D [‘?(S y) (¥ s‘?)] — S SRk %=%) d}} 0y =

(2r)
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- X7 S e-.iy‘? Do;[ ‘P ($7) v(y 7 )] %. @ y-x dy =
_eurp{e-iy'}’ [\Q(Sy) b(y ,/?)]

Se fija 2

»
Para poler peear al limite bajo el aigno integral en el sentide do EB ’

on la expresi&ix de AgBg (f)  bastord pIOblT gue para I°(|<[|rl]
2 [ U [ o [f 2 Rerf] oo

acolademente en x € l.R s Dera &> 0 , uaitormenente respecio de ?

n
en conpactos de R .

Se comprueba oue emo ocurreg

Esa derivada D: 9 Vales
Z' n ¢ ixea . ¢ ~-iy °(+(3 .
e pyee Op, BT T T T s e (5
B X |
« B3 »7) *B\Q(y/e) .
1—n LQ (y/g) es una identidad aprominada. , segln la maners en que =e do-

finié @ ; luego, cuando £ > 0 , osa oconvoiudibn convergs, p2Ta cada

m fijo en ®r" » hzcia o~1X7 I‘;( +63 [‘Q (‘8 x) v(x ,'? )] s unifor=

n
memente en R .

emies fr X+ - ;A
l(-i‘z) o V7 D 3[‘(’0&) b(y ’{7)]*;—11\6(3/&)“(‘
< C l 7 2l (1 +\'?\ )m » independientemente do &, % .

8
Luego, en H ae tieno que 3

Ma(')eix?{-ivly (3¥) vy » —_—
By 2C ) o B[@ G 29l Rove ) -

o
— 13,? a( ,’F) Dx [(Q (S x) b(x ,7 )] s uriformemente respecto de

n
(? en los compacics de R .

Es decir que se ha podido pacar sl limite en € 4 en la primera sumatoria,

obtenidinilose:
Jexl

ST ap ) B[RS 0 vix sy )

g g >t
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Ademde, s6 ha tomade li{mite de tcl manera, que se¢ puede hacer E 50 tam—

bién en el correspondiente término ds la integral que c.efine Le By () .

Se analiza ahove el resto; tambiér se fija s

N ) 1 '
Z T @) S (1 - t)N-l S i(y x)(% -7) D‘; a( ,12 +t(§—?)) .

1« =R 0

LR (ET) ¥ (Sy) By ,q) (F-7) v ay 4t

s
Para pasar aquf al limite en el sentido de o , de tzl manera fue sc pPUG-
da tomer limite bajo el signo integral on el otro término de la expresifn
de A&B'§ » cuando &€ -——> 0 4 gerd euficiente probar gue converge en

8 n
H y uniformemente respecto de 7 en los conpaotos de R .

Se analiza cada términog

Como antes, =23 ¢

(G-n) PG Ly g 20 G-

Iuegn, puede reemplszarse e integrar pox partes .

Fijado )| P2 vale:

SRNCGREE (RN S
entonces, volviende a integrar por pesriey, es, & menos de oonstaniess
Sei(y-x)(?'?) DTZ af ,f?+t(§-'7)) \Q (E‘%) .

Ly =g ™
. [1 + (-Ay)M] D:i ]:‘Q (S 7) »(y ,'2)] dy d} .

Adenis, fijado K 3» 1 , tambiln valet

[1 . (- A§)K] RICa ) Y x| ) JO-x)%

Luogo, se reemplaza ¥ se integra por partes una vey mist

| O DED s cap ]| o 7++(;-’p>) ees) | -
1 +I\§
. 1 - [1+(-A ) ] [‘Q (S¥) vy o‘p):' dy d}'.

1+‘x—3"

En total, &sia es la integral que hay que enzlizar, para praar al 1imite,

Se¢ la puede easoribir como combinaucidn lineal de t€rminos de la format
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. e B 43
Sei(y-x)(E-z) 1)§1 S D?z o ret(3=n)) .
e ¢ T+ l
el by’ € (&5) ! >, "“‘"'“?)Sm2
1+ xy| ¥

2]
Q(sy) & % .

La integral en y es3
¥ 4+ s, S ~1y(3=")

2 2 0] N
Dy (y 9’2) % I’y (Q{..SS')¥ - bs("!%l’?)

1+ly| oK

luego la integral puede escribirse comos {%
¢ | ‘
x aé3( '%"2) bz(x ,*i,r?) d% - FE’:% (x,'?) .

Se destaca el sulkindioe @ 3 ! porgue ol anilisis del t8rmino ocorrespondien—

te dependerd de si vale cero o no .

Se considera un tdrmine tzl que IBBl >0 ¢
b X t |
3 3
e ol o M2 Comm ],

« sUP l])i‘ b (x %47 )| a¥
re€R

|>‘\'£DB|] +1
Se va f estipmar ocada faotore

£l
“a?( ST1 20 I L — & 3 sy nz-m) ) Ik
. H 1+|?“‘?|2H

+o<|

LB

< ¢ (1 +i«7|)“"§“ (1+|§_7|)Im‘f"| )
1 +| % - I2B’I
Para estizmar el otrc factor, debe recordarse que proviene de una ccnvolucidn .
n); B (x 9% s7) 2 Cy, 4+°‘+>~~)\‘ by »Y) Bmﬂl ?(Sﬂ %
-i.Y('< ‘7)
*x ey

Luego ara un valor de ¥ adecuados; puedc acotarsat
) )

l\D: bg (x .‘g,‘?).éc)\Z H‘—l——; “?1 )




- AT =

s, 4] W XN -
. S sup D by ."7) £ Cc(1+171) 1 ’
n Y
yelR
indzpendiontenenta de 0« S £ .
Ento%;lcesz, go tienss l? ’
3 3 Dim - N
P £ ¢ € 1+l 1 .
€35 ( »7) - < ( 7! )

oy -0 )ln--gw; ~2H 3

[

o

Paro un valor de N adecuado, csa integral couverge,

Como se ha supuesto que ‘ﬁ}l >0 s regalta que 2l tomar limite para & -0 ,

B

esos térmiros oonvergen e ocero en H , uniformemente respecto de ? en
n

compactos d¢ R y de 0<3<1 .

Se analiza ahora el términe com %3 = 0

ke decirs

;Fg.g (x »7) ='j-al-( t%»?) 'bg(x a?v?) d\? .

o
Sea a‘( ,},’? ) » el factor en el ous se ha elimim-do la funcidn de

truncaoidn (P(Eﬁ) .

Sea F% (x ,7) la funecibn que resulte do calcular

S&O( 0\59?) bS (x 9§’?) d%

Para M &decuzdoy, esa integral existe, como elemento de .

En efeoto, hay que acotzr e umahera semejante a lo que acaba de hacerset

I Py "?)llgs Sg“a ( ’?'?)"n“ .

1A
Lo I”x b (z ,§,7)| 2% <
x€ER
|M$[Is!] +1
-§X - ul —2m
<o @+l 8T S (1 +|§""/|)|‘n §u| -on 3
¥ esta ecotacibn es uuiforme respecto de 0< 3<1 .
Lo gue vz a probarse ahora, es que cxiste en B el 1lim F° ( ’?) i}
e»o 618

- F% ( .’?) » uniformemente reapooto do % en cornaotos de [Rn v de

0< & €1 . . .
° o @0 , églla ( :7)-3( 9‘?)
IREIESE R

gS

-
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Dz‘ b ,?,/?)\ XN

s BUP n
xe R

Dilg [lsl] +1

Seglin lo obtenido antes, esto puede acotarse con

¢ (1 +‘7|)m+ml~§’1\1 S‘ (1 +|§ _,?‘ ) |m-g!1| -2X ‘ Y,(E\{) - 1\ d? .
Y ostz acotacibn no depende de o ,

Para.\% fijo, ¢s olaro que el interrando-—0 {1 adem’s se lo puade gcotar
E—>0

ocon
| m=p Nl -2M

¢ ( 1+|§ )

Tuego, puede pasarse al 1i{mite bajo ¢l signo integral, resultande que

9 integrebls para M adecuado .

8
P é +7) ——)Fo( y ) en EH y uniformomente respacto de 7 en
’ E—Q

ccmpaoctos de B,n yde O <¥< 1 .

Recapituvlanco, lo que se ha probndo en esta parte, es que el resto,

() - g G =), L) e ey P8y

n

e B(y »%) ¥ d}
2 . .
converye en H o pavta & —> 0 p uniforaerente respecio de ’? én Coflpac-
N
toa de (Rn ¥y de 0<8\<1 » & una funcidn RS ( ,'?) tal que
N [ m+m -PN
IR% ¢ o) Jcc (rampny™m =S,
H
independiantenernte de 8 .
Todo esto pevmite concluir e'l teorema de la siguiente formag

Ag Bg (£) fue esorite eome
1x} A
j o (x.'p) £ () 4y
oon
(x9%) = o (ar,fy)+RN (27 5%)
€,9 £,8
Estos dos términoo, provienen de escribiv a(x ,% ) como su N - &siro
polinomio de Taylor, mfis el resto.
Para €—> 0 , e prob6 que ¢
go'”‘?c (x 47) f(l?) d"y—-> 'A
|°(l %
— ge-wz{Z - Ppale7) DI[WS::) bl wyﬂ}ﬂw 175

=Ly
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8
en H e

' I
Acaba de demssirarse, qus el resto R;S { » f?) converge hacia cierta
)
N 8
funcién R8 ( ,/?) en el espacio NI 4, cuvande €-—0 , uniformeusnte

rocpecto deo .
G

Como A By (£) ——A By (£) on R 4 recults gue ¢
€0
, g
A By (f) =S O—ix?{\zmw' -’*7,— ;n( ') DZ [ﬂ" (§x) ®(x :7)]}?(’? ) an+

+Se"“’7 Rg ( ,7) £ () am s  0<341 .

Fl Gltimo paso es enitonoes, tomar 1fmite para S__> 0 .

Segin re vio al comienzao, Ao BS (f)_» AcB (1) en T . ‘
§—0

'Dada.“l”eczo y 08 1

]l(enix'? 5 a ,7){1):[‘(’(51) v(x ,fp):l - D, Bx -7)} ."{’)Hg’n_s -

4 “.D‘-""? al ,ry)“HB “ rz_’z{nz [(9(8,:) B(x ,,?):l_
o |
- D, v(x ' )}'\{A“H_S

<c (1 _H’?Dm'g\‘*\ﬂﬂl { I): [(P (§x) v(x ”" ):l-- ];; b(x ,f?)}'\}»" s
H

£

Se nnaliza esa normat
Puede acolarse c‘c.rom N 12, "
"[‘f’(s") - 1] D B(x 4%) ﬂu"? c Zg unx‘ﬂo( $x) .

odd, ¢t
-8,

. D! b(x ,r?)(\*» “ g
hii

Cada tSrmino de la sumatoria se mayora como:

1941
¢ (l+l'?|)m1 —> 0  uniformementc rcspecto de % en ocomprctos de

—3 0
r" .

En el otro término, ce tione la truncecibn en x do 1la funcifn D: b{x Y Ve

. M( (x) 3 =oesgbn lo que so hizo en el teorenmy 2.2,

D0 a9 N 9 (0] W) B )
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9
er H , uniformemerte respecto de /7 en compactos.

Adenis

“D: b(x ’7) {\P (=) ‘P(S x) “ L £¢ Q +|’?\)m1 i
H

independientements de

®nc la familia { e-ix‘? DO::Z a( "?) D:[ (P (§x) b(x »7 )]}

0<dsg1
ostd acotads on H uniformenents reapecto de 7 en compactos, se ha

protado en total que
-ix o o([ ] -izx o

b(x ‘ ‘
XU 1w, al wy) | PN =g pyal 4p) 2 0,
détilmente en Hs ¥y uniformerente respecto de % en gompaotos .
Luecgo, en ese sentido, pusde tambidn paszree al 1l{mite en la cvrntoria del

segundo miesbro,

N
En cuanto 2l término donde aparece R5 (x ,7), s 80 Teocuerda le Torma de

esa funcifng

Rr;(x ') ’g A0 (% “7)[1+( A%’)} :)7 al s % +t(3-7))

Lt Lo o] etom weup] o a3,

2K

1+ |x-y|
Es decir, al tomar 1l{mite para £ >0 » ha desapareocido la trunoacibn ern
la variable ‘g
Lo que ze quiere hacer ahora, o eliminar lg truncacibn en y .,
El tipo de scctacliones es semejantc al que se uchd er ¢l otrc té&rminos

Se esorites

Rg (x »7) 'S al »%s9) [1*' ("Ay)n] D:[‘Q(S.V) b(y +Y ):l*
e-i(? -7) d}.
* . E 2

-

Para poder pasar al limite on le interral, bastari demostrasr que

N 8
RS ( ’ 'P) ——> R (¢ , 'P) en F 4 débilmente ¥ uniformemernte rese

n
pecto de ’? en loa conpactos de R

Como para ¥ sasdecuado es

“ Rr;( ’ ”2) “ S £ (1 +l’?‘) l+“—g N intlereniieniexente de S » 86
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L3
tendrf esa oconvergencia débil e (R% V) —— (R" » O )

<

55,0 " 8§50 0,5
(1]

para cada "{’e Co .

Se omite 1o prueba de esto, pues, oomo ya se dijo, es pareocida a lo hecho

¢con el primer término,

wuego, se ha obtenido finalmentes

~ixn iM o of N
o 0= TS ST e ) By el Ol
i<t
A
.f('y) d’?.

M4 -g|Q| '
1 .
§

N
Por otra psrte, de la misma manera guo se acotd RS ( ,‘7), paeds ceotar-

Seglin el teoroms 2.4 4 cade término de la sumatoria pertenece a S

N ’
s R ( ,’?) y también sus derivedas, con lo ocual se deduce que

-
RN e Sm+m1 g ].’ 8
§
M+m, 98
Tuego, e£6 ha conprobado la existencia de ce SE 1 tnl que

Ao B (2) -je'i”'? o 4%) ?(o?) iy , fe s .

Y ademis, senin la observaoidn 2,2 ,
g e

z 1 i X g

C( '/?)N —QT-D'? D,( "7) Dxb(x’?) .
]

Feto conclaye el tenrema,

Ohzervnoiln 4,21

Tanbién aquif, puede obtenerse un rerultado de continuidad entre el sfmbolo
de AoB ¥y los sfmbolos de A yde B .

Se va a demostrar que la aplicacidn
Wy s

£

R+ »8

n
s x s1 s. 1
¢ T—> °¢

(n » b) 5
es continua,
En efeoto, siguiende la notacidn del toorema, el sfmlolo © pueds esori-
birse pecra N = 1 s GOmMO?
o »p) =al %) B( 4 7) + B ( 47)
Segin el teorema 2.4 , ln eplicacibn

(z o B) — 4 a.d
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es vontira,

Luego, bneta anzlizaxr el resto . I"é

~Is. i
Rl ( :“2) _?’lnﬂei(y-—x)(‘%-’?) 1+(-—A§)KJ|;§E'—'( '7+t(§-7))

S |
143y
i

=1
o [1+(—Ay)":| 57~ ) @ d'g .

1l + lz—yIEK

Se escribve, comoc antes:

n - £ )
R1 ( :'7)-: E :Sa'j( 9\2 "?) Ll-&-("Ay)LJaTb( 9'2)9(

J=1

Se aocta Rl ( ,'7) s pues el trabajo con les derivadzs en ? os anilogos

basta s8lo edopter una representacidn ccn valores de ¥ y KM , sdecuados,

b2 ¢ vl ¢ e 2™ @an)™S ol aslp®
28 :

o st g
s

donde || le indica una Semivorna en .

A}

Esto muestra la contimaiidsd.
Adends, como en este teorema 4.3 so empled una demostraciln direota y no dba-
gada en crpumantes de densidad, se obtiene mayor precisibn, em cuanto a los

espacios en los gue se puede probar la continuidad,

Observacidn 4,3

Con técnicas semejanten a len del {teorema 4.2, que no se detallariu; es.po=

8ible demostrar el sipguiente resultados

n m

si Ae%g’s s Be E} 5’1 y el girbolo de B, b(x ,‘f ) tiene
. . My _pe

coporte compacto en lz variable x  -entonccs existe cc Hj’ 1 tal

que

aep () - ) F o0 1) F(5) Ay, res
g 1’ . ’

Ademig, ci a( ,‘%) es 6l winbelo del operzdéor A 4 para oada H}; ) S

O seay Ao B 6\3&
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puede esoribirsas
(4

i X & n
( ) = - D ) D_ ) + R ( )
ol % \o«%’, % k3 al 0%) Do B(x,3) 4 "3
donde R'e py~iFes-N

§

S. EJEMPLOS Y APLICACIOHNES

Se detuallarin shora algunon ejorplos de sfrubolos 7 operadores en las clases

introducidast

¥

S ?

o

.84 a =« a(x)e H y b(x y% ) es un efmbolo en le olase S
My8

S

Este es en realidad un czeo partiouwlar da lo un9 g6 enunois en el teuvrema 2.4

entonces a(x).o(x .\i e s

Prooicamenta, eate teorems purmite construir, cernocide una funcidn af ,? ye

m m
eHS;s’k 9 otror ejemples, pues dado bec S1 » PTrueba que
m-m 1
ashe Hooa'trct

£

njerplo 2
si & (x-?) indica la medida de Dirac ooncertrads en el punte ? y

5(:—-3) = Hz'ﬂ » P3¥a 8 < -nf2 .
Demostracidng
> n 19‘% . a
Fijado 3€R Fk[S(x-ﬁ )] (8) = o $ luego, fi;aoo%’ ’

2 (- ) e H s Dara s(-;n/2 .

n
Quiers veres ahoran que es oontimia cnmo foneidr de R en b

||(1 |9| )3/2 iG? Lieh__

a

IS -3 n) - & (a7,

2, &f2 , i8¢t “ i
- . s - —> 1 z Tt hn
! (1 «1917) (e 1) L.'z 5 5> 0 1o cual se ceupruebn

aplicando ol teorecua do convergencic mayoroda de Lebesgue,
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En ouento & la derivabilidads

Kl
«
Se probard por irduccibn eobdbre |X|, que Dy S(x-—‘?) e (-1) 5 (t-}‘) ’
como funoién continus de m"}. en Ha“\qld .
Para |¥ila 1 s si h = (o,..'hj’O’ooo) s ect

“ S(x-zo-h) - S(x-*eo) ()

GJ{[ \.GGQ“'B) ‘9}0
h

(x- Uvier')
3 x 3.c) Hs—~1I »‘j J

- " (1« l@lz) (s-1)/2 L =1 e “ 2 —>0 p NUEVameD

h . L. h—0
d + 78
te aplicanic convergencia mayoradn,
Bl paso induotivo se ocomprueba de la nigna wanera,
Se ve ahora que ])D:‘.S (x~% ) s continue de [R.z}§ en HB-WI t

||n°%‘s (-3 2 = 1, 9 (-3, | et -
= H % (D( )(I- ?ofh) -

> (d)("'ﬁo) “ £

ety
élg(x- —h) -g(x— ) _____? 0
I ?o \70 R h—> 0
Luego, o (=-%) e A(Lﬂnaz ¢ ) 2 5 & =-nf2 .

Finalmente, dada X€ N » ©81

155 o) | s [0 590 60 |

A3e=3) | =[ave SIARI ] PR

Ly

"%

n
Dado ahora un aimholo b(?) <€ Sg » 3@ comprusha sin dificultad quu

b(). & (x-3) < E° .

Ejemplo 3

De nunera cemojente al elemplo anterior, se comprucba que, en una variptle,
1

e 3

la distribuecién (valor principel) rertencce al espacio

sl e < =1/2

Se considera un operador diferencirl livenl

P(x 1 D) = Z a“(:r) Dq

i) {w

-le . Q

03, | 1
]

Opg
A



S
Pare. oada & e.de hi g pura cierto PR R o

Y Oys
¥n%onces, P(x { D) oo un operndor en le clpae X y donde

-
Ny

p=min(sy) ¥ ®m s el orden de P,

En efoctoy, dada f & S » transforrande Feurier, se compruebs cue
-1!? . A - N>
4 {+ = & bos b ‘ L]
P(x 3 D) {*) S e {E qq(.) (Q)J f(g) a7y
_lolém
Of
12 funoidn a, (x) (-i? ) » que results mer el sinmhole del operador ,

I gm
N Me8

vertenece a ) 1

Er lo qgue sigue, wvan 2 usaree algunos resultados sobre distribuciones. (Ver

[13] » .

Tjeznle 3 :
2h :
Se considera el oporador ciferenciul |1| ( -A ) s P s oon

x€IR3 » h ,Q7/1 .

su sfmbolo es p(=w '3 ) = |x| 2h (1 +|§|2e)

1 1
» Pf —— ] o 0 .
2h -
[ |x| | 2| 3~2h

1
No ew nececenrio ooloexT delante de ——'——ﬁ— el signo ¢e prrite finita, pues
|x |
es una funcidn de oundrado localmevte integreble ¥V h % 1
8
uego ) ——1—2?- € B sl e < -—~2(h-1)-—1/2
-7 1 "?e .
Como lg funciomn ———26 e Sl s del ejemplo 1 resulta gre
1 +l§|
2h 2¢ 1
|| (43
L ’ : N ﬁ’) "2£ 't
k rvartiv de esta observncidn, se va a constrvir en oiertz olase 1
un operador L oon sfnmbolo af ,?) t=l que
(]

i > w
SMer~ 2 g bl 0%) BTy a1

. t
BEn cste centido;, ce llumard al eperader 4 N < perawoctriz da P



- 56 -

¥Yormelmente ge esceride:x
~_ 1
f'~( ’\?) = 2 aj( s?)
>0
y se impone la condicidng

(]
1o 2 gy 4yl 0F) B e )

)+ > 0

Como . p es un polinomic ea x de grado 2k, Vol +j wvorfa hasta 2h
Si Yl #J = O , ce obtieme la condicidn

ﬂo( l?)op(x 9\?) = 1 .
1l

Luego, ao( ,}) =« P y “Inbolo que pasritenece au la cla=
Y p(x v?)
(1) 3;2 ’Bo y negin se vio antes, pora so < -2(h-1) - 1/2

Sijdlsd =1 4, la condicibn que reculta eas

ey 09 enxR) + 0 2 2 (5T LS wxT) - 0

r=1 b of

Bs decir,

4 3 203, mz@-z

< ————
R T R et b s
x| (@ +57)
2h-2 2 ¢
. l Il (1 "'l\?l ) = e
20 =2
3 *r 7% r l?l
- i 4 Q h - °
. lX‘ 2 (1 . IEI 2¢ )
r=l N
3 %, 172t -2
2,0 53 - 12 4Cn e xr&)mz x5 28 2
=1 I (3%
c 20 <1,s
omo antes, se comprueba que al( s3) < 8, 1,
sl 8, < -2k + 1/2
En general, &i 0€3< 2n ¢ Tesulta gque puede obienerae el j~8&zimo
; ~2 0 -3
t&rmino a.‘l( ,7) on 12 claes 5 4 It o S sj< ~2he 3f2 -§

2h )
0 sez oue la suma Z‘, a_.'( ,?) define un operrdor A en la clase
™ - j=0 N

-—"Q s
8 1 - g =8i 86 < -=4h 4+ 3/2 e Tsote operador cumple

AoP = I

/ e
m odulo cperadorss I - regulerizonten .
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