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INTRODUCCION

Para justificar en cierto modolo que se va a estudiar aquí, resultará ocn­
veniente hablar algo de 10s operadores seudodiferenciales en general.

Calderón y Zygmund(ver [7] ), emplearon un cálculo de operadores inte­

grales singulares para estudiar ecuaciones elípticas; con 61, obtuvieron
parametrices de estas ecuaciones. Ese cálculo fue usado luego por Calderón

(ver [3] y [4:] ), para demostrar el primer resultado general sobre uni­
cidad de las soluciones de sistemas.

Los operadores seudodiferenciales se introdujeron comoun refinamiento del

cálculo de Calderón y Zygmundy fueron estudiados, entre otros, por Khan

y Nirenberg, Seeley y Hormnnder(ver [12] , [14] y [10] ). En estas

primeras clases, siguen estando incluidas parametricee de las ecuaciones

elíptíces. Los simbolos a(z:,\%) de esos operadores, se expresan como

suma asintótica de funciones positiVamente homogéneasen‘; , de grados de­
crecientes. Pero esta hipótesis de homogeneidadno es esencial y sólo im;

portan las estimaciones que se obtienen para las deriVadas del símbolo.

A partir de esta observación, se define la clase de las operadores cuyes

símbolos cumplen
9 m-l l

In:< n? ao: .})Is ¿P (1 +121) F
y más generalmente:

o< 9

DX13,542,345 ¿É (1 es)
os%< SSI

m—g\e\+°o\ou

(Ver [11] ). Estas clases contienen parametrices de operadores no elip­
ticos, comoel del calor y - [1| 4A + 1 .

Se podrían mencionar otras generalizaciones y técnicas de cálculo (ver [:1] ).
El objetivo siempre es ampliar la clase de 10s operadores seudodiferencia­

‘les, para poder invertir nuevas ecuaciones.
Esto se intenta hacer aquí, también. Básicamente, se definen operadores

seudodiferencialee, cuyos símbolos. e(x ,Ïï) , son funciones de 35 ,
con valores en ciertas distribuciones que actúan en x . E1 hecho de que

le función sea más o menos regular en“? y que sus derivadas modifiquen o
no 1a clase de distribuciones en x , lleva a considerar varios tipos
de símbolos. Sus definiciones y propiedades figuran en el punto 2.

Cada clase de símbolos, origina un espacio de operadores seudodiferenciales.



En el punto 3., se lee da sentido y se demuestran propiedades de contiwwida

y regularidad. El punto 4., está dedicado a analizar 1a composición do estos

operadores entre si y con los operadores seudodiferenoiales habituales.

Finalmente, en el punto 5., se incluyen algunos ejemplos de símbolos y opera

dores distribuciones y se obtiene, en cierto sentido, una parametriz del.o—

perador '1‘2h(1-AQ), h ,QZI , en m3 o
Todas las notaoiones y los resultador básicosmsadoa, figuran en el punto 1.



* 1 ­

1. NO‘PACIONESY nmsmmnos taA'sxcos

a). Notaciones
n

.. Se trabaja en al espacio euclídeo [R g sus puntos se indican x e (x1 ,..., xn)

3‘ - (Él .000, É n) , etc., con los notacionest

‘1 4K? = (x1+Él p... xn+Én)

x'? ' x1Él * " xnïïn
. ‘P 2 2\Ï\' ïl‘iooo'íïn

. {Nes el conjunto de las númerosnaturales, incluiría el cero.

o Dadas n-uplas 0‘ s- (Dt1 ,0... °(n) g ¡5- (Ísl po... ‘3 n)€ Il‘ín , se nota:

' 0(l m0\'1| ...o(nl

K4? si uds ej .‘dj
0(<? siINSPy txJ<FJ paxaulgúnj

. s1«12%,seindica, JS“...
Dados xe En ,(XG [tin , es 1‘>< = XÏ‘ ooo 1:“

CXn . 0( e 4 a “nn

o DadBQGIN , fix u SIX“ . 0 - (axm) n_,__l 2
. A x indica el operadorlaplaciano, actuandoen 39.variable x t Z I

. j :- 1 J

. Las estructuras de ospaCios vectoriales consideradas, siemnre non complejas.

. Dedo.una función C?, eop( ‘Q ) es su soporte.
oo k oo 1 2 , ,.C ,0°,CogL,L,D,D',S,S,E,indícanlosoepaoioe

habituales, con sus correspondientes estructuras topólógicas.

o Dada. f e. L1 , se notan

FHM?)a Q( f) = Se”? f(x)dx
ï(i’)(ï) - Se'í‘ï «(2) ax

la transformada de Fourier y la. transformada. de Fourier oonjugada, respectiva­
mente.

o . .
. Dado. ¡IG-[R, H es el eapaom de Sobolev de orden s , defimdo como:/\

{rey/ (1+\‘;\2)9/2 Hgm-L2}.
con su estructura habitual de espacio de Hilbert.
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. Cuandointeresa. destacar la dimensión del espácio ouclídeo o le. Variable
n 2 2

con la que se trabaja, se escribe a m; , C:°([Rn) , I.e , 13‘I , etc.
x

. Se emplean funciones definidas sobre [En , oon valores en el espacio de So­

bolev HB o Estas funciones se indican!

a( ff ) m1.; a“
En el lugar libre, se piensa la. variable de 1a distribución a( y“? ), para

cada ï o .

, con a( ,2 He , se nota la normaen el espacio KB, .de esa distribu.

ción.

A veces resulta. conveniente escribir a(z f? ) o

. D’ (RDï ¡ nt) ee el espacio da las distribuciones con valores en H .t
D,91] .

. En general, c indica. diferentes conet'antes; cuando interesa destacar que

Ee deoir, son las aplicaciones lineales y continuas L s

depende de cierta cantidad Í , se eeari‘be (I!Igo

. Dados me [R , 05551 , ee:
m oo 2n - -n

n . E.
Sí {9.(1 ,ï )e C (CR ) / para OC45 II! ,

fialx. á . m-g‘ïïl
D ( "3) gwuHïH }

q
eup I Dn xxem F

m
Si ae Sp , 1a integral

J
\ -ix A
uh)- Se 7 aun?) {(15) a? , res

define un operador continuo de S en S, que ue llama operador seudodiferenoil

de orden m y tipos 5 a.(x , 'ï ) es el símbolo de A y por eso suele habl;

eo de su; como de la olnso de símbolos.

a; es el espacio de los operadores seudodiferenoiales con símbolos en sl;

b). Resultados básicos
o Desigualdad de Feetre!

Dados É ,4? 6 [Ru , sem g vales
' 2 s lsl .._ 2 e 2 e(1+|‘%|)s 2 (“ha”) (1+m)“ .

. . 00
. HB ee 1a completamen de Co respecto de la norma
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“¡Ranas_<S(1+m2)s 44?)!2 d?) 1/2
oc o< - n

o Sea. "Fe C , tal que D {0 está acotada. para Cada, dE m .

Entonces la. aplicación
s

HB a H

f _. , fa"?

está definida, y es continua.

En efecto, se tiene

"13‘64le é C ¡mpn ID:(€(1_)I .z .U2

Ifllns

WISEISÜ+i

donde [ISI] indica la parte entera de [Sl .

Iáï d_eE demostración:
E1 resultado es claro cuando s c: IN y por dualidad, también cuando -ee [N .

En el caso general, se usa. un teorema de intcrpoláción en espacíoa de Sobolev.

(ver[5]).#
. Para. 1a teoría de funciones con valores vectoriales y en particular para la

integral de Boohner,ver [9] .
‘. Se usan algunos resultados muybásicos, de la teoría de distribuciones veo­

toríales. (Ver[3] ).

Q En su}, , puede definirse una. estructura de espncío- de Fráchat, mediante
1a familia de eeminormas

ID“DF a('z f;x ï

(1 + Vil VII-3'?“

l a] - sup
| ‘ k (1,? )€ ¡R211

ht), ¡Plsk



2. LAS CLASES DE SÍMBOLOS

Dado rellí , _¿(011; s I-I17) , indicará el espacio de 1.13 funciones

a( ,"ï ) t ¡RÉQ Et continuas, que admiten derivadas continuas de órdenes S:

Definición 2.11
n.

É su“) -{ a( y?) “RÉQHB / a( vwecrún‘; Mi“). para
cada, 1‘ H 0, 1, 2, ooo! k} o

Ak (m

Ea decir, se permite que las derivadas en ‘Ï de le ñmción .e.(:: ,É ) , modifi­
quen la. regularidad en x .

efinición 2.2 a
' k

Dades m , se [P , ken: , 04351 , ee introduce le. clase E?!” , de sím­

Ipoiee distribuciones de orden m y tipo f , de le. siguiente manerai

a?“ a( me fm“? nt“)./
||n°%a( .3) llamen 4 cd (1 “afin-3”" , hdék} .

Definición 2.1 cÜ
Cuando se supone que a1 derivar en É 1a función a( x, ‘3: ) , no cambia su reí
guiaridad en z , se obtiene una nueva clase de símbolos, Sm’s’k , que e'e

define como:
"1,8,1:s {ahmecktmn ¡n“>/_

IID“a( . )|ls s c (1+|ï|)""3'°“.\°<|4k .
É, í H o(

Observación 2,1 t

Cuandono hay; límite sobre el orden de derivación k admitido, las clases in

traducidas se notarán, respectivamente, A (IR; 1 Bs) , Bm's , 00° ({thF ¡ HBms f
y SS, o

Los espaCioe 32's“: y SÉ'B'k , ee han introducido sin distinguir entre l:

y k > O ¡ es claro que cuando k a 0 -, el parámetro g no juega ningún papeh
. - m e o m B oen este caso, los espacios so notarán II ' ' S ’ ' .

Quiere darse ahora estructura topológica a. los espacios definidos:
k n ­

En A (ZR 5 HH) , se considera la topología, determinado, por 1a familia. de se
minormas:



... 5 ..

p: (a) -= sup llfii a( {í )IIHB-|M| , CCIR!I , compacto.
‘f ec 7

.Wl 5k

En Hm's'k , se define la. normas

Du al ) lcd‘í‘ "í 11°“

(1 “7| )“’“S"°"

k
P (a) u- aup
G.8 T em]!

¡“14k
k ' .

La topología de G (mi. y HB) , es esencia1mente la. misma.que acaba de introiu.
n

ï
no ee modifica la regularidad on .1: y por lo tanto se definen las seminormas

oirse en Ak ( [R ; HB) ¡. sólo debo tenerse en cuánta que al derivar en? ,

como 3

(¡15(8) a eup "DN a( y?) IES
‘ï ec Ï

loUSk
m,s,k , , “195,11. _

En cuanto a SS, , 1a Ingea d1ferencia con HÏ , es e] espana en el
que se toma la norma en x t

Se defino entonces 1a. nomat
ot

0:18h): eupn D?“ RÏHIHFJ
GIR m- wi

El“ (1 +m> 5“
n e m e

' H n ’
'ï I ) O Si 9

c°° (mn? y Hs) y ‘Sm's obtenido, se considerará la topología intersección

de las topologías en {A}: .(nïn? 5 Hg); k ¡ ÉHÉ’S’L‘ El: ’ {ok (mr:í ¡ 113)}k.

y {SÉ’B'k} k , respectivamente.

Cuando no so fija. k , en cada. espacio a (Hi

Desde luego, que esa. tcpología. intersección está definida, respectivamente, por
k l k k k .

{3015190 ' {13,5%}: ’ ¿“dm ‘v {Qm,s}k °

Teorema 2.1 z

( Ak( IR“
s k 'k n e k ¿

2,8)! {D0}C) y (0011.? ¡11) , {q cïc ),son 08P&C¿OS
de Fréchet o

( ¡fïgnsyk ’ PIEZE) y ( Sigocpk , ka’a ) 9 son espacios de Bunach o
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Por propiedad de l'a topología intersección, ee deduce que los especias
n _ k ,3 k oo n ' s(unaÉ.a”).3pc}k’c).(n‘} .{Pm}k).(c(m .n).5

k \ amos k ' +
’ {qc } k,c ' y ( "g D {n í k ) son ds Fréoheu.fim,s

Demostra ci 631:

Todo lo dicho se prueba en forma, semejante.
m,s,kPor ejemplo, se verá que H es un espacio de Benach:

Sea. {43,373 una sucesión de Cauchy en King's“: . Entonces, fijado EG[En , ens.

te e,“ (z ,‘ï )e HB'W‘I , te]. que D; EL:l( o? )_fi aq( 'ï) en KEFWNÍ
m . k

¡vu 4 k . Se efímequ ao (z {í )€ HS!” y que za.J a ao on eee espaoic
n -I°U

En prr-imerlugar, ad ( ff )€ Co (IIIï ; Hs ) , para 10041;,porque 1a suce­
¡x

sión {‘D.ï 9.:] ( ,Ï es de Cauchy, uniformemente en los compaotcs de ¡En .

)v' "dun
Por lo tanto, e.“ ( f?) define una, distribución en ï)’ (mn? ; EB

mediante la. integral de Boohnor

D (mn? ) Has-¡oil

‘e __> 55% mwï) a}.
Comofijado Jem 9 e¿( fi) e CMORÍÑJ las"|°u l) , De; aj'( ,3) ¿le­

termina también una distribución de D' (¡ZR!)Éa lia-w) , con la. integral
sxSn a“ .ï) en) a}.

94%1
Aquí, puede integrarse por partes en el sentido de E , obteniéndose la i­
gualdadz

(K . . “¿lg cxxuxa“ mw?) dï- (-1) a.“ .7) ya?) a7 .
E1 teorema de Convergenciomoyorada de Lebesgue, permito paéar al límite bajo
el signo integral, en ambosmieúbros.
Resulta: .

o( _ 1°“ o d

Sa < mw?) dï-H) su .ï) agus) ay.
rs-Nl0 sea, que en el sentirlo de D' (mn 1 I

d 0
)_, es:

k
Debe proharee ahora que ao ( ,‘ï )G la. (Eln

E3118 ) yque ¿RCN e?)­
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- acx( fi), en el sentido de las fimcionea con valores en HB"\°<l.Por
inducción, basta. probarlo cuando VIH- 1 .

d’ Ïj .c-<

SGH.B. ( 'ï) ng B ( ’ï lgooogïj_1’tgïj+lgooogïn) dt
o B a“,

n 3-1 o
já a H ) . Luego, puede escribirse a ( ff) a

q’ a 0/. o n -1:8 (.ï)+b(,}),dondeb(,ï)ec (m?¡HB)yenal
«x

sentido de D' (IRn z HB1) es ab
É” 3‘53

. -1 ot

A1 ser 13°<( ,ï) una función ¡miiá Hs continua. ae Concluye que b

Se compruebasin dificultad que existe (.ï) = a°‘( ¡9,311.31

sentido de Co (IR

no.

no depende de lu. Variable É J 9 con 1a misma.demostración que en el Caso de

distribucionns escaleras. Luego"en el sentido de las funciones con valores en
- a b“ ,c

HB1 , existe a ( ,3) v 0 . Y por lo “santo,existe it'- ( f?) ­És 3%
n ¡3-1

ÏJH )o
Por ser 1a sucesión {a3} de Cauohy, existe C>O tal. que

ina (- ) s-l
“.“¿á-H’É H “'¿C

. a“ ( f2) , qua pertehece a.“ Co (R

9 V .131 .Éemn.
._ m- ¡oq

(1 +|3l) Y

Tomando 11m , se concluye que aoe lïm'a'k .
3-900

Finalmente, dado e>o ,3 3‘; (S) tal que V i , h >, 3° , ïeazn , es zV

CK °<.

“D? 33( 'Ï)'Dï3h( Hí’r-Wl
m_ ¡al < E o( 1 wa) ï

Si se toma 11m , resulta que a _>a.° en Hmáa’k o
11-500 j J 7‘“:

En el siguiente lema, ec incluyen algunas propiedades básicas de los espacios

que se han definido.

Iii-ü 33.1. '
. 1:

a). Si mS m1 , k>zk1 , e>, 81,8233] g el espacio HTS" está

incluído cóntinuamente en el espacio Hml'cl'k].
v
.L
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b). Dados 0( , ge INln, lflík , la aplimción 1): DX está definida y

es continua de HÉ’B’k en ngï‘F'IB-FHPI ,k-hfil.
(3

É
9591€m o< o< .

Además,lai aeI-I D Dz e.( .ï) - 13x DEM ff) , en el senti­
do de H°’l°‘+9¡.

o). s1 A: un",i ¡ n“) . g _a( [ik-t .4“ (unÉ ¡ a“) / tiqne soporte

compacto en 1a variable É ,
m k _

este espacio está incluído en E3953 V me IR y sobre 61 coinciden su to­
m k

pología natural y 1a inducida por B 'B'
_ u q

d). Si lid-¿90 .en Bg’s'k o entonces para cada. \°<|Sky .1).sad( a} )—‘)0
svldl ‘ n

en B , uniformente respecto de 71‘ en los compactos de IR .

Bemostraoióm

a). Si a ( fi )€ IÍÉ'B'k , se verá primero quelpertenoce 9.-..Ak1(tRzÏf 3
¡3”1 )¡
En primer lugar, por la inclusión continua de Hs en 351 si s>, sl ,

fijado 'gemn , &(. ff) e 1191 .

Además! °°m° ÍÍHBIÉ If Í Bs si e) a 5, eg g1

“M 'ÉJh) " a( 'Éo') 1191É e“ '30“) " “( V70) a“ “:3 ° '

De 1a misma.manera se trabaja. con D; a( ,ï) g paralodsk ¡ luego, se ha.1

probado que a.( ff) e Akl (ERE? t Hal ) .

Finalmente, dada‘lotlskl g

¡13:24 {2) nslnw ¿"13:4 ,ï)“Hs-qu 4
1: mgwu k rn-5 ¡en4 1

_ Pm,e(a) (1Q?!) 4 Pm,g(a) (1 A?) 1 .

Luego, q . k (a)

Pkl (a) - Bug “m? M 'hï) Bel-hu Pm’B
m B ‘gem (1 + q‘ )“1"3’1'°<'1' 1 bus}:

J.

k n a W e 9,“
b). Duda ae. A (IRÉ 1 E . va a probaïf'ss- que DI DÉP. - Dví J! a e



s-ld +@\ ).k- \ n
G L ‘P (071.5 ; H

sildln O ', por definición de la, clase A (al; s HB ) , D: a e A: “30111;s-ll
n 9 ) .

Como D: 1 ¡{se HB es un operador continuo, resulta, que D: D: a.
lc- 1 . -| +°il

et. W (m? Hs P )

í €> o<

Análogamen’oe He demuestra. que I)E Dx a pertenece al mismo espacio.

Va a, probarse ahora. que esos órdenes de derimoíón oonmutan:

Por inducción, es suficiente probarlo Vd y WI= 1 .

L DXa.( y?) n 11m "Dz a( ¡e +1}? 3ha:a( 'Ï) , oon h = (0...”
QÏJ 11-90 '

. s-Nl-l . . n
,O,hj,0,.u,0); el límite ee tomaen H , flgadoïefl o

Luego, dada ((96020 (m2) , se tiene a
w o<

(%E_ D: a( ’É) '(Q = lim ( DX¿(x ’Ïh‘Ph) "' DI a( t?)
SJ 11-)0 J

Fijado h , es:

¿guía mn).m-¿duïu mw) =
¡ou ¡al

.. aL ...

.LÏL (u .2+h>,nzw>-(_1)(a< ñ) . 13:89).­
11:l bj ‘

_ (__1)\°“( a< o? Hg) "8-( o?) kg >

Pero existe el lim a( ’É'Fh) - a( 'É) - af en End"
h-ao 11'1 a ÏJ

Entonces puede tomarse

1m mw .a( mn) - a( m 9:“? ) _
11.,0 h

¡DU 3 a, - ot v!_

- (-1) La?“ .ï). ¿“e )-= (vga-3%:( Pg) H9) .
Luego, se Compruebaque las derivaciones on É , x , conmutan.
En cuanto a. 1a. continuidad:

Dadoso<, ¡a Jem“ ¡“Mák ,l‘óls}:—\€>\ ':

HP)
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"Df D: De 8( o? ) IIHS"\°“‘9+‘°"a D: Dis? af o?) IIhs-(«a-pi-¡i 5

¿“vigía a( ,3 ) Ba-l‘ü+?l4 9:8 (a) (1 “Énm-ïmflsl
Por lo tanto:

kdgn a) _ sup n; n: 1):“ ,3) Hs-lou-p-Pïlpk (a)
m-g\?\,B-\d+?| n a ¡zi-SH bghs‘ s 111,5em (1 +\gl) F

m s 19491

o) , d). La,demostración de estos puntos es inmediatamát

Obsemoién 2.2 n

Resultados análogo-a a, los'expuestos en el lema,2.1 , pueden anunciarse sobre

109 otrosoapáoioe. Las demoatmoiones son semejantes._

Eh 01 teorama'que se va, a enunciar enseguida, mk indicará cualquioí-a de Los

espacios ¿k (mi; g HG ) , ck( mr; ¡ HB) ' ¡Kméevk o suya]:

En cambio, H será uno de los espacios A (mn ‘ Es) , 00° (Inn.ï 3 Hg) ,
B ms É,

En; 03g o

Teorema. g._2_ 8

C: (022“) está incluído eri M1;.y ' 0:0 (mm) eátá incluído en '35 .

Además, todas las inolusioues son donna, considerando en el caso de Hp‘gg’k,

Eng,” , Sm’a'k y Sné's , la topología inducida. por el correspondiente es­
pacio con orden m') m .

Demastraciónt
k

Se verá primero que 0:0 (R211) es un suberspacio denso de El?“ , cuando
_ . 0 '.

a este espacio se da. la. topología. de ¡img'e’l-x , con m’>m o
o 2n ­

Para ver que C0003 ) está contenido en HÉ’S'k , hasta demostrar que si

\Qe 0:0 (M211), entonoe's?( o?)€ c°'( mn? ¡ HB) y sup ¡É )“HBg
3m"s c(1 na)“ o(

, pues las derivadas _ï‘qt' ¡7€) . se tratan en igual
forma o
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Como iO(x ,3 ) tiene soporta compacto en cada Variable, uniformeme'nte I'er

pecto de la otra, para É o fijo, Y (x , fo) e Hs . Además, dado Ke [N,

es

I‘m¿m- (.20)
O

2 B

Es I _

n c “(1 +lel2) 8/2 ' K r! í (1 Jlr)K [106: ,‘f°+h) ..

-‘P(x.ï¿)]} (e) ¡[:2e
Para, K adecuado, esto puede acotarse con

C (:Ï%)eflop(m|(1-A1)K[‘€(x.ï+h)de(xzïíl‘
Comocada. derivada de Ke es uhiformeinente eqntinua, se deduce que

n

w me c° (ezÉs HB) .

El hechode que nui) ,ï) rs .4 C(1 + , en inmediatopor
‘gemn 1

se_r ,ï ) Hs una. í‘unclsiónde soporte compacto.

Se demuestra ahora 1a densidad de la. inclusión:

Para. 6110, se hacen primero ciertas consideraciones, que permiten amplifi­
car 10:3cálculos.

Sea LB . F( as )

Es decir,

L'a ui f ¡mn_, c medíbles / (1 + M2) 8/2 re L2}
La rssulta un espacio de Hilbert definiendo

(the) - S (1+l6l2)s f(9) ae) de
La. aplicación F l HB_) LB es entonces un homeomorfismoisométï'ico.

A partir de esto, si Lné'a - FJ HÉ’B) , se deduce que ae Lugs si y só­
. n

lo 51 a( ff) s IR_, Le y para cada. k >>0 , a, en continua y admi­

te deríVaéas continuas de órdenes S k, como función de [Rn en ILS-k

k Du ' ( ) ¡ou
s­

Sea f (a) n eup Ï a r? L

¡un¿k (1 "’ )
131,0

Considerando en LS. la topología inducida por estas seminorman, la apli­
. s m e .

cación F! 3 BJ? __) Lg' es un nomeomorfismo.
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Luego, si se supiera que 0:0 (CR ) es denso en 1,3,8 respecto de la,
¡110,8

topología inducida por Lg , m') m , mediante 1a. tras-informacion
2n m,s

Fx . se tendría que Sfü‘t ) es denso en Hg , respecto de 1a topología
m' ,

de 's Q m > El O
2 2n‘ .

Comoya. se sabe que 0:0 (IR n) es denso en SGH J , (se oonclulría el

resultado.

En definitiva, el problema se redujo a probar la densidad de 6:0 (men) on

L?” , con 1a topología inducida POI‘ La?” I m'>m ’

Esto se hará trunca-adoen las variables e , ‘f y regularizanic en la. va­
riable e .

m

i). Tnmcondo en É , V9.a prc'barse que en LS"8 con 1a topología induci­

da por ng's , m’>m , es denso figm’s - {M ,É)eLÜ8’H /

/ tiene soporte compacto en É , uniformemente en la. otra variable É .
1 é 1Seaïcecïmfi/ 'k(‘€)= ‘Ï‘
o RD 2

Si ac. ng'a , 0< Eél , no considera le. función 3.8" ,ï) ¡a

¡.1 3( ,ï).r)((67€) , que pertenocoa 28mm o

Quiero probarse que a. ( ,ï) ___) a.( ,?) , en Lm'a5 É8-90
Dada.damn , ea válida. 1a fórmula de Leibniz e

Di:- "'8.31: - " o(g?)+.-¡ ot­
+°Z<—B'J<OCCBEbil D}- a( fi) lLuegoies Iu ‘ d

ll)2 [(3.8lí a)( ,É )] L-lau 4 Il - lui?) l ¡.11Ïa( f; )“ Le-Iou +
+ cz Svlng'k (¿pl “55‘54 ff)“ B-hx-‘o‘l

0434“ .2 L
Se estimo cada término:

0(

\ 1 - 3M a?) ‘ “D? a( I Lunion¿G Empe/ [(1 +lïl)m_m:‘ o
. 5):,5 (a) (1 +|Ï| )‘“"S"°" El; e
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Fijado 0<K<d , en el sop( (8%)) , es lé‘dïls 2 1.;'

luego, MK

¿mpg (ml ¡IDEa( .3)” Ben-mé
IÍ _ o o

é c sap E ¡92,8 (a) (1 A?“ m-g|°<¡(1 +|%Hm-m+g\m}‘
“¿e nop(D.63c(8É))

.62 \ . hn 3m IKI ¡El
Ene] sap (iD-.51 , en E (1 H?” é (E +8)?“ é 3 y

también (1 +\É\I)>/ 1 + 1/5 , de donde se deduce que

(1 +\ï\)“‘“"s (1 + 1/5 rw". ( .e )m'-m
- 1 +'&

En total, se ha. obtenido:

k f lc m-m’ 8 m’-m

Pm.” (a8 -a) xx C Pm’s (a) [RISE/E (1 H?“ + 1 +8 )
y es claro-quo esto último tiende a. cero cuando E _> O .

. . . . m

ii). Segun el lema 2.1 o), basna ahora npronmar las funclones do fi? ’S
09

por funciones de Co (Glen) g reapecto do la topología de la convergen'cia

uniforme en? de D:
Con 1a misma.función dk usada. antes, se trunca en 9 3

ae( .ï) a a( ’Ï)-rk(€9)
No hay dificultad on comprobar que 3.a operacion de trunoar en 1a variable

s-|°<I
n( ,2) , en la norma de L , para, cada o( .

t ..
Q , oa una. operación contínua. de L en I.h , V t , con norma, in —

o(

dependiente do E ; luego, ID? a¿:( ,2) n I)“ u( ,2) (X (89) .
. S

Por lo tanto, es suficlente probar que aE( [52:24 ¡“5) en L ,

uniformemente on 3 .

Fijadoïe an ,es claro que a. ( ,É)—)a( ,3) en LEl .
E370S

Luego, para concluir que lo, convergencia es uniforme, por el teorema, de As­

coli, os suficiente probar que 1a família a ae( ft; 0<Eé1 es e­
n e

quicontinua do [R on L c
‘í

Pero comoantes se observó que truncar oe. uniformemente contínuo respecfio
s s

de 8 g de I, en L 9 existe C- r. O >09t521qua V 0<Eél , csi
34

“asc¿un-ag se)“ s
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Y este último , _> 0 , uniformementeen ? .

h -—u 0 '

. . _ fi “,9Finalmente, ee va a. aproxmar una funozLón “9,? ) (-_ S, con soper­
21.1

)to compacto on ambas variables, por una función de CZCQR s

Esto se hará regularinando en la Variable e o

nada'Wecïm“), / os‘Y , SNHQ) 6.6-: 1 , se construye una identi­

dad aproximada¡AFE(9) =—1n-(\1)(9/8) , 0<€41 .
8 -'

SeaaE( ¡ai) eB.(
Ambosfactores tienen soporte compactoen todas sue 'mriables; luego ae (9 ,

es una función de soporto compacto; además puede escribirse:
' ¿te A Amew =Se amá) ww dt

Fijado É , 38€ 0:0 (¡Ene ) g comose demuestra sin dificulta-1 que regu­
. e oo n

larizar es una.aplicamón continuade L en 0° . resulta que
oo 2n

lae‘e Co (IR )

También, le. rogularinaoión es continua de Ls en ' 12.3 con norma, independien­

te de 6 g luego, para comprobarque a ( ,ï)—>a( ,2) en Lm'El,a ¿60 3'

bastará ver que as tf ¡É )-—>a( fs) en I.es , mliformemente en “S .8-) o

Esto se Comprueba de 1a, misma.manera que en el caso de la. trvnoación en ‘ï ,
usando el. teorema de Ascoli.

Queda completa. así la. demostración de 1a inclusión densa, en eÏ espacio LE’ES

Cuando oe trabaje. con espacios como llngs’k , en 10o cuales se limita el

número de derivadas en 1a Variable si , 1a técnica. es semejante, aunque
resulta conveniente hacer le siguiente observación:

Transformando Fourier en la variable x g el problema de demostrar 1a den­
m s k

nidad, se reduce 0.1 espacio que se indica L ' ' El mismo razonamien-o

to, permite obtener idénticos resultados, hasta el último paso; es decir,
haefia la regularizacifin cn 9 .

Allí eo tiene una. función a(9 ,75) e LÉ’s'k ’ con Reporte oompacJfioen
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ambas Variables; a1 regularizar en Q , fijado É , ee obtiene una. función

de 6:0 (¡33° ); pero a1 considerar 1a regularización en ambas variables
e k l 2D _

a, la. von, eulc cuado asegurarse que perteneces. a 000i ) o Esto obllga a

modificar el razonamiento que se empleó antes:
u­

Seu. b(9 ¡É ) e c; (men) . 1a regularización hecha eng . Para volver a

Hmjzs’k , hay que antitranefomnr b(9 ¡É ) en la variable 9 .
Sea.

o(x,2) . Sr“; I No.3) de.
Usando las propiedades de la funcion b . no hay dificultad en comprobar

que c e o: (¡RuÉ sx) y es decir, o es una. función de IRn en s'2 x

con soporto compacto en ‘í , que ee continua. cohderivadas continuas do órde­
nes \< k o

Con 1a topología inducida, en 0:03; s SX) por las seminormae
2 °-/2' et F. f,

er’e (a) “mph I (1 + |x\ ) ZI)‘fI)an ¡1; )
m sr
IngIR.

1' 9Q € N

resulta que al: (IIIÏÏg ¡_ SI) está continuamente incluído en HÉ'H’k

Pero trunCando en la variable z g ee prueba. que el; (012") es denso en
n

' S
a ’ x) °

Esto concluye el resultado, pue'elos pasos anteriores habian permitido pro­

bar que Cl; (man) es denso en Lug’e'k

k .
coca

con 1a topología inducida por

m’ k ,
1.5"" . m>m .3“?

Observación 2.} z

Dada aC- Emág'k , 1a sucesión de c1; (022“) construida, que lu. aproxima
“Bokm .

on 1a topología de HS, m’) m , está acotado respecto de la. to­

pología de En},s'k
Comola. topología con orden m’> m 8610 aparece cuando ee aproxima.

- lc - '

17‘x(a) en la?“ por funciones de ÏÉ'B’R , es suficiente comprobarque
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1a trunoación en la. variable en F! (a) , tiene esa, propiedad.

Se usan las acotacionoe obtenidas en el teorema 2.2, con F! (a) n b .
A1 trunoar en É , dadamis k- , es:

“D;<[M .ï).'X(s})] Les-m4 “¿(8?” un; b( gÏHILs-ldi +

“¿zzudcï¿mpïiïueïfl “no? 'b( ,ï)“ Las-1mmx<
m_ .6 un S\U\l mi

x<0 (14%“ WH coalnïhsmle (1un) (1wa.) 3"“.

Segúnas observó,enel eop ,IEDO, esm 8m '
E (1 Mil) \< C , para'cielfta O) 0 .

m,a¡k
Luego, se comprueba 1a aootaoión en LS, de la truncaoíón en la variab

m k
Lo que acabade hacerca en Hg'e' , puede repetirse, con las modificacione

m 5.1: . e m s
obvias, en los espacios S ’ ' , Hm' y S '

S’ f S 4?

se hablará ahora de desarrollos asíntótioos en los espacios Hugh]:
Eme m,s,k 111,3S S

Y Í g y Ü

Para. ello, conviene introducir la siguiente

Dafinioión 2.4 l

H“0C,B,k - n Hm,B'k 8.00.5,k g n Sm,B,k
‘me m g me IR g

¡{-095 _ n Haus S-oo,s _ n 812,3
m e ll! g me R

Teorema.3;} t

Dadas funciones aáe KÉJ'B , .je ¡H , m3\ -oo g existe
a e. Elmo's tal que para. cada N2 1 , es 8

1.1-,‘3

.3 _ ¿J e Hh '
3< H ' Ï

“Demostración a

Se Considera ‘Qe 00009.71) Cumpliendo

o<\Q(‘5)ál .‘Ïïeflïn
0 lïl s 1‘€( >­

É ¡EP/2
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Dado 0< ‘E‘iS 1 , que luego se elegirá conVenientemente, sea

aaxm- ag mueva?) .
<,"

La idea, es tura: EJ de tal manaraque 1a serie ¿4 a; eom'erja en
n o l m 's

AGB? s H ) y que su suma. pertenezca. e. HÏ' .

{o hay difimïltad en comprobar que a; e MIR?g g HS) ..

Además” es: ­

.4 Z Val 1 (e ot-‘o'1).:Caj( pg) a cajaJ a)? (Si?) nïex f?)
0555“ ¡y

Por 1a manera. en que se definió “E , para V51>0 , el 80130)ï ‘Q (Ej? )) C.

C É «¿jm s 2% .

Luego, n“ r | .41“
‘83 DÏ(€(E¿É MS 3‘6 (1 +\El)

Esta acotación también vale para. "S a O .

Por otra parte, comola función a5( f?) tiene soporte on g Ejïfilzlï ,

allí es (1 +\Ï\).1 S (1+ l/ejrl.
cx

Aplicando todo esta a la expresión de DÉ a3( Pg) , se ubtianen
°< . ' m- N-K\-\K\-.o¿ l I: S“D? aJ( o?) HD\ ¡gzcï'j \1 “4).? S

1 OSKSN 1 ‘.. .. \o(¿c 1+1 , l+|lmj+ SM ( ¡gg ( 2)

Para. .3>,1 fijo, se elige ahora EJ de tal manera que
- -1 a

eup cd”. (1+1/CJ) sea. 51/2 y E —>O"0'53 3-)“0

.COmo EJ——->o , si É varía on un compacto de [En , 1a serie
:l—>o°

€| a; tiene 8610 un númerófinito de términos no nulos; luego en claro
n e . .

que converge en AÚRÉ g H ) g hanna una func16n a .

Debe Verso que e. e P320” y que dado N 7/ 1 ,EJB
a-Za e IYI'

30:3 5

Daños 'H» IG) 1 , es n
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¿“'Z'Ïj -Z (¡ELJ-aj) +%:.; a +512“ a3a /

Como a3( ,É) - ad( ,Ï) para, \Ï|>.'v_‘/E3 g se comprueba que
"'OOSa‘-a e H ' .

.1 :1

o .00,BPor 10 tanto, el primer término pertenece a, H

En cuanta al segundo:
H

“1122:: a? R) ¡ps-huéZ con: (1“É” J 8M
3°] ¿un

n d
s c .(1 muuy 5" ‘

Para acotar el último término, se elige ' [.2 N tal que m + 1 s m
m1 - H '

Fijado“ , el 0960que requiere mayoranálisis, es lod> 5+1 ,

Si Gata, os 1a situación, se separan en la. sumatoria los primeros términos,

obteniéndosal ¡00‘_1

E I a; +2 a;
'J-H+1 :l>,\eu

Luego. —
q .__, _ . m- ¡ouHD z. nfl. s S’G. (4+\‘€|)Jg +
Ï a), “+1 J BB"|"'Cl JE;- 0< 93

. y m, - ¡cel
+2 1/ 2J (1 +lEI)má"1'Ï‘°“s c (1 HE!) “1 S +bm

’ «pl-Shu m - ha
+ (1 +Rl)mH+1 4 0 (1 4415!) N Í

m ,8
Esto muestra que e. -Z¡' a e E N , V H>x 1 o'

j<N 3
m .8

D_oaquí se deduce además, que a. e H; .fit

Observación 2.4 t
Esta demostración sigue las mismaslíneas del caso de aímboloa escalares.

(Ver [6] ) o

Se aplica. con las modificaciones obvias, a loa otros espacios

nmgsflc m,s,k 33,13g S , 5' 8
S S S’

En las condiciones del teorema, Z : 9,3 se llama desarrollo aaintó­
J

tico y 1a función a. se dice que es una, num-adel desarrolle. Esto suele
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indicarse como¿mía
J,

Es claro quo la sumade un desarrollo asintótioo está determinado módulo

H-OO'B

J

g an el caso de trabajar en Hmj'a ­

s k ‘

Se estudia ahora, el producto de funciones en El? J por símbolos en 1a
mclase s l .

Teorema 2. 4 l

Dados a. e Hifi": , 'b e 32:1 , la funcion a.b .2 d. {g ).b( f; ) ,

que para cada valor de Ï aa el producto 6.a la distribución á.( .35) por

1a función indefinidamont-e derivable 'b(x , É ) , pertenece a. Engml’s’k
Además,le, aplicación bilinoal

HÉ’B’IC)‘ Smlg _ I:l';¡;¡.m1,r.',,li:

(a ’ ___fi Bob
es continua on ambasvariables.

Demostración:

Fijado É e mn , el feorema esbozado en 1. b). , muestra que
&( o?» N 9?) e un

Ademásse tiene la. acotación ­ q

“0-( 93)b( o?) ¡Hago :uern ln! bh: a?)
msm] +1

Quiere verse que ad) e ¿kan? g H8) -.

¡su mn
HB

Se comprueba primero 1a continuidad:

lla.( ¿un .‘b( qm-“ ',Ï)..b( g)“ 84
E

<||a<.ïm [bc .ïm-u ¿fill a +H

a( 9 )"8'( 9 o Q
4|: fm ‘91 b( É) Ing

, n
Figadoe z e IR , |°(Ié[lsl] +1 , puede ucotarse, con el teorema ¿el Valor
medio:



a a ¿1-1 a__ m- . .

Inxb(x,‘g+h)-nxb(x,;)ls GS] la“ nx b(x,?+th)\ ¡m ,
para. cierto 0< t <1 o

a
37%.;n: b(x ¿”10‘40 (1 H; +th| )"‘1’S4

Como be Sml p
S

S. c (1 +i‘;l)m1'3> , independientemente aeMsk , xeïRn , t , ¡1451
Luego, o]. primer tímino se muyora,con:

c (1 +lï|)“‘+“1"Ï |11|__> o . fijado? .
' 11-) O

En cuanto al otro término:

"[PÁ'oï+h) -va( 17)]. b(‘ o?) Haas C (1 41%)]. o

o i a.( ,2 +11)-' 8.( ’É) I s‘——’0 ’ IR“ p pueaH h-¡O

yu. se seba que a.( ,IÏ) es continua de [Rn en IIa o

Se probaré ahora que para cada °< , con Wlék , es:

B;[a(.2).b( ,g)] .Z (Í?) fa ¿Lira ,ï) , en
KSK ï ‘I

el sentido de HB ‘ l:

Esto va a hacerse por inducción sobre W‘ g

Si |o(l a 1 , DN .L, para. cierto 15 .14 n oï aïj
3( ¡7+h) b( INÏ+h)'-3(,oï)b( n?) '=

- a( men) [u oï+1=)-b( m] +

+ [M oï+h)-a( o )] b( y?) g dondeh=(0nuh¿m
Luego, es:

e( .ï+h)b( San-c4 .ï)b( .ï)
h. 35- ac ñ) . b( .21

a J a3:1

- a( a?) orïd b( e?) l RMI 4.

a . O b( ¿afro-u m _a 1
4 “1-2 ¡:10 É H 'éïj M ’É) Eng‘l+a .+h>-a<.)_a a O 4 I +
+ h 73 ( b( 9%) 1:84a

+Il[a( ¿«m-em 37)].gïj'u 3%) 38-1
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Razonzmdocomoantes se prueba sin dificultad que el segundo término v el
tercero —+0 .

h_) 0
En cuanto: al primero:

n
Fijados xe [R g “¡SUB-ll] +1

04 .

D! m ,ï+h) - DX b( ¡“5)
Dela (_, __. 1; ' ..

ha z: ag

D°<_a_ b( ¡É +1111) .. pags? b( ,2) , para cierto 0 < t <1 .X.j
Si se vuelve a. aplicar el teorema del valor medio, esto puede escribirse

como: .
"4 26 .

D! 2_ b( .ï +911) . hjéïj
Luego, para. lh‘Sl , ‘el p'rim'eí‘término se anota con:

c (1 +lïl)”+m1"23|hdl—'> o
h——> 0 .

H, Ü
Además,comoantes resulta que a a ( ,ï) h( , + e.( fi) :j( ,ï)

¿El 3‘53
n 5-1

es una función continua, de m en II c

Nohay dificultad en comprobar el paso inductivo .
k

Se_hs, probado entonces, que a.'beA (sin2 g Es) o

Si ahora l°<\Sk , es i
oe " K

IID?(a.b) ( ¡É ) He“\q|<‘z_.l;cï Dïa( ¡a ) ¡[Inc-|15| o
tx-‘g .

o eupn ID Dfib(1xe IR . ‘ï x

IBI5[|q-\Kl|]+i
k - l‘S - u-ï

s c Pms(a) llbllr EL (1 +|?l)m 5 l(1 +l?¡)“’1 3‘ ‘
' I Kéot

donde r indica una ceminormqde lo. familia que define la topología

de Sml .
5’

m+m sk1, ÍEsta aootación muestra que efectivamente a.'b e IX y además, co­



m0:

k I . ..I “n S C 1‘
KPH-51’53 m,u

se deduce 1:1 continuld

( e.

"11N:0'_"‘\":‘C:’ÉL. a . ,b-F.Mch—-—4 uan-(.­

»,f'|..n ‘ .11."
.4 U¿‘_Óln (.X. 443;.)

¡nn-o

(sn 1073 (:‘.-‘H.

31‘.
Í' 'F M" ',, I , .uk, .u ..!_1.Lx"(1' "n Laor'lczicmrïos

J, 7:.¿. 'I)
4%

0457-304".Cf‘ï‘f. (110:; (7L: rijz'oo] og,



3.; LAS CLASES DE OPERADORES

Lo que primero se intenta, es darle sentido a, la integral que define un

operador seuáodiferenoial, en el 'oaso en que su símbolo pertemzca e. algu­
. s k m 1-} 1 s k m a

na de las clases ’ , HS: , Si ’ ' SS: o
¡5,3,0

Seg-(mel 19m. 2.1, bastará poder hacerlo en H

Lema 3.1 s

. n «ix? ,a). Figadoïem , la. aplicación g___., e . g , define un opera­

dor continuo Eï t HB__., Hg , que cumple
2 \ 2

1). un?!“ 2151/ (1 Haz) sl/
11). Para. cada. gen” ‘ la. aplicación

n e

¡ZRÉ ___, K

7 a E3 g es continua. .
>- m s'

b). Si a. e Hm'm'o g E n( ff) e 3 H “9'0 y ademásexiste
7

una constante C7 0 , independiente de} , tal que

P° (E a( .3» s c P;,s(a( 97))mushs 7

Pemoatración t
' -i

a.)_. i). Como1a función e x? tiene “bodas las derivada-.3 acotadaa

en r para É fijo, si ge HB , 9-12? ge ¡{e o
Además!

“6-1ng||1_18 '-'-'-¡(l +l6\2) 5/2 Fx [snifí g] Lee a

(1+l912)g/2 É(9-‘2)"L2 .
9

Usando la. desiguald‘ad de Feetro, resulta:

“Eïgllflo s 2'3“2 (1 -o-\ï|2)m/2 "a" HB o

11). Se fija. gene , ‘ïoemn .

Como (ET -—Bío) g HS n: Eïo (BÏ_\?° - 1) e; ne g

.5 2lel/2 (1 +|É°|2)OEl/2 . “(EÏ - 1) g I , 'buatuni:"ïo
probar que la, aplicación es Continua en É G a:0,
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Dad.a‘€€C:° v e"; ‘

¡ms-¿"nssum-“Uh ww «Was+II‘e-sun“
s [WW (1 +125)”"/2 +1] IIS-WI? + “37% "GHHE

Si É —-;0 , el primer término puede hacerse arbitrariamente pequeño, inde­
,- , oo a

pendientementc de"? , usando 1a densuiau de (.7o en E .

En cuanto a1 segundo término, :lejada.‘{3 , es I

_.“(1 e.2 5/2 [gm ) (¿(9 )]“Eïw "9 s ‘ H ‘) “É ' \ 2
H ' L9

u A A ' A
Para cada 9€ IR ,\Q (e Jï) __H\Q(9) . Además,comoLee S .

Ï——>

(1 +\\9\2)S -É) I 2 + \ ¿3(e) ‘2] puedeacotarse oon
C (1 +le\2) -k , k > 11/2 , indepenoïientemente do É en compactos.

Luego, puede aplicarse el teorema de Convergencia. mayorada de Lebesguo, re­

sultandoque —\Q HB g o
Esto permite Concluir que la. aplicación ou continua.

o .
b). Dada. a. e Hm'e,’ , en 1a parte a) se ha, probado que para É e mn

e
fijo, E e.( ff) e H . Quiere verse ahora la continuiduh3

Inïa<m-Eïou AMB; Eïex.p-nïex 33%.»,
+|Ea(.\)'-E nur)“

I É ¡o Ïfc. o Hs

Según lo visto en a), esta puede acotarso con s

2””2 (ms‘ñ‘s‘fl’ a( :Ï) " a( ’ïzo) e +

+ “1:74 .m-Eïou .30) “BS
0 n 3 . . .

Como a. e C (m? ; H ) , el prlmer termino puede hacerse arbitrariamente

pequeño, si É está cerca, de É o . En o]. segundo término ocurre lo mismo,

por la continuidad de 1a aplicación ‘ï __, Est“ ,70) , fijado É o .
o n r3

Luc-go, su?“ ,ï) (-3 c (un? ; H) o
. n .FiJado ‘ïe [R , segun a), es!
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E a( , ) S 2'8l/2- (1 R12) 's‘/2 "M a ) S
nÏ ‘z ¡las + ï una

s m+ e
e c (1 +13!) ' ‘

m )

Lo cual ¡nuestra que Eïa( .15 ) e H +IF‘ ’5'0 y que el operador

Hm,s,o Ei? Hm+ls|,s,o
-izï

u 3( {Ï)a( f7 )———¿> e

es continuooák

Teorema }¿¿ 2
ü Oa).‘Dados res , gen’s’ y la integral

Aa(f) =A(f) -S ¡”7 a( ñ) 'Nï) d?
existe comointegral de Boohner .

b)» La aplicación bilíneal

Hm’3’°x s É 121SJ

(a o f) Aa (f)

es continua, en ambasvariables.

c). La aplicacián f ___;,A (f) , puade extenderse a un operador acota­

do de Hm+‘cl+r en Hs , si 'r > n/2 o

Demovtrazión:

a). Para probar que la integral existe, bastará ver que la ap110&016n

mn ___, Hs /\
“il._, a?“ mmm

es fuertemente medible y quo 1a función

¿(7). HE?“ .ï) -?(?)I| BH

es integrable Lebecgue.

é ) ee una.aplicación continua, pues fijado É 0€[Rn , ee tiene

“Mm-éwgunssunïu ._ï)-E,ï°a(.30”le ha“
/\ «fi

+¡una .30)“; ¡r (m-rrïo)
En e] primer término ce aplica la parta b) del lema 3.1 y en 61 segundo

”\
término se una la continuidad de la función f o

Luegü, Ï;( 2%) oa continua y por lo tanto, fuertemente meditle.



En cuanto a la. función , seg-finel lema 3.1, puede anotarse como:
A m+|n| Agl? )S C f (É ) . (1 +lïl) , lo cual es integrablo porque f e

e S o

Se lu probado entonces que 1a integral exit-nte.

b). Las acotaciones obtenidas en a), muestran la. Continuidad de esa forma
bilineal!
En efecto, al existir 1a, integral, puede tomarse norma. IIfl bajo el signo

integral, teniándosea A

“%(nfifisva¿<.ïHkJr(ï)|aïs
éc fifih)8(lna%”V2*W2|?(ï)laïs

1 o 2 r r

s o pmgsm 3234 (1 +\x| )_ (1- A!) rml .r>n/2
c). En b) se llegó a acotar 1a. integral con

o

¡IM-fi linfoma) ll <1_+\2I2)'5‘/2”/2html a? ­m

Como fe S g si r > ¡1/2 , aplicando 1a desigualdad do schwarz,
se'tione:

o
[hamfiau P <a>l\\ <1+|ïl2>""/“'“/2”/2|?(ï)lll?

H L:m,9

De donde se concluye la extensión de A como operador acotado, a. Bm'lsl +1.

si 1*) n/2 .
1*

Observación 1.1 a

Dado E70 . tal que r- í: > 11/2 . vale lo. estimación:

“¿a (f) "Es S c Plon+&,s(a)' f “film-¡mor

En efectos

A1 demostrar el teorema 3.1 se obtuvo;

¡m <r>n ¿sum muns I? mi a?E

A partir de aquí, puede aootaree como a

ll¡La(f) Inn E?“ 9?) "En (1 +‘ÉI )m+le|+gu+RH“””E' dïs
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(m+lsl+r‘/2
sc ° au)í u+&ns”r(l+fif) I !?(ÉH a?FHM-E p

De donderesulta 1a.estimoión.#

Teorema 5.2 t

En 10.9 condicionae del teorema. 3.1, 1a función u( ,ï) queda. unívocamon­
te dotenninad}; por el opurnoïor A .

Demostración t

Habrá que probar que si A (f) a 0 V f e S , entonces a( ,3) u 0 ,

entendiendo por ello quo para cada. ¡{Emu, 19.distribución a( ,2 ). es

nula. A 0° A A nDadafl’QS/Nreco..-0\<‘\\1, al. paraïo€üï
fijo, 0<E<1, se considera la. identiéad aproximada.

A 1 /\ Émïo
W805) ¿n'Y(___E ) .

«s
Dádu.ÏQ D g 1a cualidad (AN; g ‘Q ) entre los espacios Hs y H

puede escribirse, por propiedad do lá. integral de Boohnerfrente a los o­

peradoras lineales y acotados, como:
—ix A

Eco ïq ñ).W)W%®J dá.
A1ser 1a aplicación 3‘ e Eïa( ,ï) continua de mn cn HB ,

se deduce que la fimción 1:2(É) a- a( ,É) ¡((7) es contimla de(7a

n ï
{R en G o

A

Ccno convergehacia. , medidade Mrao concentrada. 07191 pun­. o

to É o , en el sentido de las meüidau, (mando 8 —) 0 , resulta. que
A X I

(¿(w).©)=gn<é)W< > a ——au< )
Cemo se ha supuesto qua A (f) u O V f G.S , es

h? ( É o) ' o V (e G D o

En particular, si se foma ((7 nrk en}? 9 para {>(QD , se tiene:
h n 1. P. \ u

k€(Éo) (Fï°( ¡“(0) v E_ïol)<)

"(al OÉO)9%)no , VX€D o
:H:
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Definición 3.1 t

_1:} A
E1 operador A (f) a a a( ,É) f (É) d? , cuya definición
se ha justificado en 01 teorema 3.1, se llaáa operador seudodifcrenoial de

orden m y tipo 3 . La función a( Pg) , que queda,unívocamente deter­
minada, por 61, se denomina símbolo del operaúor y suele notarse 6' (A) o

gvbservacijg 3. 2 3

Comoso indicó al principio, los mismosresultadoa se obtienen ¿nando el
. k m 'u k

símbolo se toma en cualquiera. de las clases 11:35, ' , HÏ'S , 813,8.5

o sms O

S’

Definición 3. 2 a

Se introduce el espacio

3%É’s'k n { operadores neudodiférenciales /6(A) e HÉ'g'k i .
Y con la. definición obvia, se consideran los espacios

KISÉ,B , 82,231: i 8 En; ‘

Cuando k a o , se elimina el parámetro f .

Observación 3.3 t

De todo lo dicho se deduce que hay un isomorficmo

36mm}: Hm,s,k3’ ——’ .PA e G(A)
. . 3611136,}: ­

Esto permite inducir on g 1a estructura topológioa de]. espa­
cio de símbolos.

Lo mismopuqde hacerse con cada uno de los espacios dé operadores definidos.

Las diferencias entre las distintas clases de operadores, ne van n.poner

de manifiesto; sobre todo, cuando se estudien propiedades de composición .

Definición 1.3 I

'Da 1a. misma manera. que cn 01 caso de los símbolos, se indicarán:

jg-oowfic n n minha}: , ‘3 -oc»,s,k _ n 8 ¿trafic

3%-00’S _ n 36m“; l 8 “09,5 a n 8 ¡“JB
m g ' m S
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Teorema 3. i
- :- O t

Dado A e ya oc's’ , A puede extenderse a un Operador acotado de H

en HS,Vt€[R.
Demostración:

-oo‘ s o
Que el operador A está en 1a clase 3€) ’ ' significa que su sím­

-OO,S,O
bo1o €'(A) m a( {3 ) pertenece a la clase H o
Fijado tGlR , se elige me ¡R tal que m+\e\+r < t , para algún

r) n/2 .

Como a( ,É) e Hmbs'o , el resultado se concluye a partir del teorema 3.1 .

0'bserva_gi_6_n_Mi

E1 teorema 3.3 ,- también es válido en cualquiera de los espacios de operado­

res introducidos en la definición 3.3 .

Este teorema, justifica e]. nombre de operadores HE—regularizantos, que se

le dará a los operadores en esas clases.

Por ejemplo, el teorema de inmersión de So‘bolev, dice que ei ee s ‘; n/2 + j

para cierto j), O ,entonces 1a clase HE está incluída continuamente

en CJ (an) v dando a este espaCio la topología de 1a convergencia uniforme

sobre los compactos de IR“ e Luego, para ese Valor de s , un operador

Hs - regularmente transforma las distribuciones de Ht , V t e m , en

funciones continuamente deríva'bles hasta el orden 3 , inclusz'Ve.
m

Dadoun desarrollo asintótioo z : a:l en H 'S'k , su sume, que se­
3 3’

gún el teorema 2.3 existe siempre en Hm’s'k , está definida. módulo H'°°'S"‘,
, k

Luego, eee desarrollo determinara un operador de 3€) m’B' , módulo opera­

dores H8- regularizantes. Este hecho será. empleado en 5.

En el resultado que se va a dar enseguida, fijado Kc [En compacto,
r

n”+‘s'+r(x) será ire HHH-¡SH / eop(f) c K É .

Teorema 3. 51 t
m o l r

Dado A e ‘35) 's' , A define un operador compacto de En“. a“. (K)
s n

en H , para r > n/2 y KC [R compacto.

Demostración z



El punto fundamental, es observar que si 1:1) tz , hay una inclusión com­
t t

pacta de H 1 (IC) en H 2 o

Dado r) n/2 . sea entonces {f3} una. sucesión de Hm+lm+r(K) ,

que conVerge débilmente a. 0 . Quiero cancluírse que la sucesión { A (113)}

convergc a 0 en IIs .

Como r> n/2 , existe €>Cv tal que todavía es r-E> ¡1/2 .

Luego, según lc. observación 3.1 , existe c > O con:

"A (f3 ' 1’11”le 5 c “f3 - Í'11l Hrn+|sl+r-E
, V j 9 h c M o

A X n
Se afirma, que la sucesión ífj ( 7)), converge a O , para cada ‘ïemJ

fijo; además, fijado CC mn compacto, existe Mc> 0 tal que

’\ \ | < V13(3) \Mc , Jem,‘gec .
En efecto:

/\
Como f:l c- E' , fj ) es, entre otras cosas, una. función indefinida­

mente derivable que vale":
1 ‘ 1xn (rin) Acme ï) .(2T)

donde ’XQCZO y [k - 1 en un entorno de K o
n

34 (t) es"!É , para. És [R fijo, está en el dual de todos los espacios de
June“? > __—>o .

j——>oo
Scbolov; entonces (f

J

Por otra parto,
i ' ix

ha , “¿(1) e x?) | s 5-23n ¿msm "ym e Éufwsm

Comoconvorge débilmente, la. sucesión 31’37; está acotada en Hm+|sl+r .

En cuanto a1 otro factor, según ol lema 3.1 , es:

HE_É']¿(x) H_m_lsl.r s c (1 Mil?) ¡“‘IE‘""| /2 "luli":qu 1

lo cual está acotado sobre los compactos de [Rn o

Con estas observaciones, puede concluirse el teorema de la siguiente form-3.:

Fijado R? 1 , ee escribe:
2 ‘ 2 m+lsl+r-E A A 2

“fi _ fh H,vTH-ls|+r--ï-:“g (1 “Él ) fj " fh l d? +
El“
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+ S (1fis?) “5”” (3) - É;(pl 2 a;
lïl> R
El segundo término se acota con:

2 -E ..
(1+R) ufJ-fhuz s c (1+R2) 8m+|st+r

H

Comoes E)’O , esfo puede hacerue arbitrariamente pequeño, eligiendo R o

Si se fija on e] primer término un valor de R , ae puede pasar al límite

bajo el signo integral, pues el integrando -——+v0 , puntualmente y ade­
jgh» 00

más está acotado por una constante, que es intograble en compactos.
-HL

Para concluir esta parte, ee vu a decir algo más sobre la clase de los opera­
s.

dores H o regularizantes.
La observación 3.4, sugiere la siguiente definición:

Definición 3.4:
Sea

- {R t S.__,S / para cadaNeN g RoD se extiende aÓ

un operador acotado de L“ en Hs g .
e

Es claro que todo operador H - regularizante pertenece a esta clase.

Si en ÍR_B ae considera 1a topología determinada por la familia de semi­

. 'q
“Ruq = zinbnl ?

lousq L' , H”

normas 3

resulta que ÍR_E es un álgebra de Fréchet respecto de 1a composición.



4. EL CÁLCULO DE OPERADORES

Van a. estudiarse propiedades de composición de los operadores introducidos

en el punto 3. Se las intentará componerentre ellos y también con 109 o­

peradores eeudodiferencialee clási cos.

-j'eorema 4_.1 z
m >

si -Ae Mama” , n e ‘38»1"'1'° con e>, m1+|ali+r ,

para cierto r) n/2 , tiene: sentido la conpoeici'on BoA , como
e

operador continuo de S en H 1 .

Si además e >, [m1|+\el¡ +ro , para algún ro) n/2 9 entonces
m+m o

eee operador compuestopertenece a la clase 3€) 1'81'

Ee decir, existe o e. llmml'sl'o tal que

BoA(f) .- S e ix? o( Pg) f (É) d; g en el sentido de
351 , Vías.
Demostración a

Según el teorema, I3.1 , el Operador IB se extiende a un operador acotado
+r e

de H’"1+‘51' en H 1 , si r > n/2 .

Como A ee acotado de S en HB , la. condición 5)) m1+|sl\+r ,

para algún r) n/2 , permite componer B con A cbteniéndoae un ope­

aHal' , continuo .
o m+ o

Quiere probarse ahora que Bok E 3‘0 l“1'31,

rador BoA s S

, suponiendo

s > lm1|+|ell+r° , para. algun ro > n/2 .

La técnica, que ee usará está inspirada en lo hecho por Beale y Feffermann

en [2] .

Si los simbolos 6' (A) = e. , 0'(B) :- b , pertenecen a. C: (0121]) g

el operador compuesto BoA es un neudodiferenoiel cuyo simbolo, indicado

bo e. , también pertenece e C:(IR.2n) e

En efecto, dado f e s , puede escribirse:

BoA(f) = 3 e-‘ix?Mi“? ) Sciyï[Se-if¡7¿¿(y,‘z) tó ) (17]¿ly d}(210“ ‘

Aquí, todas las: integralen convergen absolutamente y remite.

BoA(f)- Sed}? 'boe,(x,‘7) d? ,
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1 1(:r'-x)(* -'?)n bo (x?)-———jn í bc.)a(.,n>dydoo _a. . (mty: X? V z ïo

función que pertenece a. C:('flï2n) e

En primer lugar, va a. demostrarse que la aplicación

agarran) x c:(m2n) a 02m2”)

(a v b) ______9 bo a.
es continua en ambas Variables, cuando se toma,en 1a primera, 1a topología

de Ifm’s’o g on la Bag-uma, le. topología de Hml'si'o y en 1a. ima­

gen, la topología inducida pci Hm+m1'sl’o

Luego se obtendrá la. conclusiSn deseada, trabajando con argumentos de den­

sidad. l
1 izx

F bo ( ) v--—- ía b.a(x, ) dz az [ a x '02 ] (2K)n . 7

n -—1———-í eiyvï-i?) a(y {2) Jei[z-(ï_? I 'b(x ,3“) dx}dy (1%“.(211)2n

1 í ( - ) , A x

='míeyï 7-8417,” b(Z‘(3'?)o\%) ¿y <1?-=

.- gï ) [geiï(ï'?)¿(y,7) ay]a? u
- M2434?) .ï) ¿Mg-7.7) a} ­

Por lo tanto , es:

“bh-4 ,7 ) ¡Hal =“ (1 + !212)81/2S€(z-(ï—’? ¿>22 (2-7.7) ¿3|le
is

Usando 1a_desigualdad integral de Minkowski, esto puede aootaree con:
2 e 2 ’\

Si? (á-MH “<1mi» 1/ lb (243-7) .3 >|una a? .
z

Mediante le, desigualdad de Peotre, la normaque ha quedado en el integran­

do se mayore. como:

uu +Iz|2) 91/2 I'm?(z-(ï -7) .3) u
<ü­

I¡2

¿aula/2 (1+Iï_?‘2)'lsll/2 M ¡”Hs S
H1

4' c 9° (b) (1 1ul‘g-fiz) “af/2 (1 +\T¡|)m1 .
1211,61

Con este ee tiene g



Ilb°a( "2) l B é .c P: s (mí (1+|;_7¡2)|91'/2Hl 1’1

SHE-"HM aï .
se vnolve a usar la desigualdad de Peetre, resultando:

1”“ “WE o 4 c P° B (b) (1+\7\)m1 Su +\t\2.)‘s1'/2 “mi/2 .1
1

H m1,
A

o\a. dz o
Dado r > n/2 tal que a} lsll+1m1|+r , finalmente ao obtiene, con

la. desigualdad de Schwarlv.y la inclusión continue. de HB en H‘Sl‘ +¡“31'+

le sc Po E('b) (1+i'?\)mï“¿K s éH1 ’1 n 'm1
“bo ¿1( y?)

4 c pzl'film 9;", (a) (1 +|7t )m+m1 .

Lo 61ml muestra 1a continuidad, en ambas Variables, de 1a aplicación oousi­
dorada.

m
Sean ahora a, y b los símbolos en H ’8’0 y ¿”1,31,o de los

operadores A y B , respectiVamente.

Por el teorema. 2.2 y 1a observación 2.2 , existen sucesiones i123} 9
x 2.

{ha} en 02m 1“) tales que:

i). Están aootadas en HF'B'O y .Hml’sl'o , respectiva­
mente.

11). aJ___»,a en Em’s'o , si m’) m .

b Hb en nm1’31’° , si m') m .
3 1 1

Sean A3 y B:l 105 operadores eeudodiferenciales con 6013) a (¿j ,

G B n b o
( 3) J

Según lo que acaba de probarse, Ej o A:j es otro operador aeudodit‘erenoia]

con símbolo b:I o 31 en C:(El2n)l
o o o

. ¿ s '
Ademís Pm+ml.flll(báoai) c Pm1'81(b3) Pm'shd)

De lo cual se deduce oua la sucesión í bdo ad} está acotado en
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m+m1,sl,oE

Por otra parte, esa sucesión es do Cauchy en KH’S'O si H u m+m1+8 ,

con 8) 0 tal que 1-0-8) n/2 o

En efecto, ao comprueba,sin dificultad que vale:
o o _| o _

PM,Bl(bJo a.j - bho ah)5 Pu'flll’bj o (e.J - ah)_l + PM’sll:(bJ - bh)o ah] é
o o o cL - ... \

‘ c Pm1,c¡1(bj) Pm’,e(nj ah) + C Pmí ¡al-(bj bh) P¡11,s(ah' s

donde mi I' H-m g m' II o
' . ¡“:3 0°

De aqui resulta que efectivamente, bjo ej es de Cauchyen 1
H o '

Luego, existo o e Ii '81, , tal que b o a a c , en ese
J J 3-) °°

espacio.

Se afirma quo o e ¡{mml'Bl'o

Para verlo, sea. N> tal que t
sup boa( , ) é H (1+\‘\)m+m1

ïemn j J É final É

Fijado 2€. ¡En , seg-(mol1ema?.1 , bjoaj ( ,%)__)o( ,É)
en Hs]. o

Luego, pasando al limito en la acotación anterior, se tiene:
m+m

supn ,3) u s S N (1 +1?“ 1
É ea H 1

m o
0 sea, o e H “11'51,

Finalmente, va, a. probarse que dada. f e S p es 3
—1¡Ï Anur) - e c( ,3) ug) a‘;

oon lo cual, BoA pertenecerá a le. clase 36 m+m1'sl'°

Por un momento, son. C el operador oon 6'(C) n o .

IlM (r) - c (f) B é “(13- 133M (e) s «­
H1 . H1

+ “Bjou-ÁJ) (r) n n81 + "(ajaj - c) (r) “HH1 .

Para acotar cada término, se usará la. observación 3.1 3 BBB.E > 0 tal

que ro-E , todavía es > n/2 .
o (b-b)lA(f)

Jl “am;“B.A (r) - c (r) E814 c1 13,11%,s1 +|81| 44*o
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o

+c P (b)fl(A-A)(f)l
1 ¡111.81 j j l nml-I |81| +ro

o .

+ c P (b o a - o) “r
1 m+m1+E ,81 5] J _ Hm+m1+Isl| +r°

A partir de todo lo dicho, es claro quo el primer término y el tercero, tien­

don a. 0 , cuando j___) oo .

En cuanto al segundo, oomooo. a z llull-«Isll'u'0 , es también

e) m1+|=1|+ro z además {ha} e's una sucesión aoo‘badaen Hml'sl'o

Luego, puede aootarse:

cl legslüj) (A- A3) (f) Hnil+|sll+ra é c1 (A - A3) (f) “Bag

¿Cl PENE(a-ad) Hm+lo|+ro

Y entonces al segundo término también ————>0 o
j —> oo 4‘:

Este teorema.mueatra, quo dados dos Operadores seudodiferenoiales, en cual­

'quiera de los clases introducidas en la, definición 3.2, bajo ciertas hipóte­

sis siempre tiene sentido componer]oo, nl menosen al espacio m’s'o

con parámetros m y e adecuados.

Lo que quiere verse ahora. es qué propiedades adicionales; pueden asegurarse

sobre cl símbolo del operador compuesto, mmodose aumenta, la regularidad
de los factores.

'l‘ocrema 33. 2 a
m a k m s ,k ‘Si Ae%" 363691,11 oon o m+ +r
g Ü ya. _ 3 1 ’

para cierto 1") -n/2 , tiene sentido la compOsición Bo A , comoo­

perador continuo de S en Hgl o

Si además es

4
5* 53

s-ld -‘5¡> ¡ml-Í1|ï||+|o1—(ï‘|+ro 9 para 31617110:0) n/2, ¡ÍIIImín
entonces BoA e 3% ym‘ml'el'K’

DemostraoiSn 3



Que 1a compasición tiene sentido Cuando :1) m1+|sli+r , II) n/2 ,

ya se vio en el teorema 4.1 .

Por otra parte, ni K - 0 , o si no se toman deriVadns, la Condición

s—|o(-Iïl>|ml-gl:n'||+[sl-ml+ro , ro) n/2 ,

se reduce a s )'!mll+[sll+r° , que es la impuesta en ase teorema 4.1
para que la oompoaioiónpertenezca al espacio Üfi>m+ml'sl'°

Se analiza ahora el Caso general enunciado .
k 2 2n

Si a e GOGHn) , t>e CÏI GR ) , como antes 9 ce va que la composi­

oíón de los operadores asociados, Bbo Aa p tiene símbolo

bo EL(I,'7) I: _1___
(21K)nen o

¿maxi-“2) bon?) aan?) ¿Ya? ’

Lo que primero se probará es quo la aplicación

(a ’ _—? boE
k 2n k 2n K

es Continua de COÚR ) x COIÚR ) en Co (R?n) , cuando en la

. . _ 1 m’S,kprlmera var1able se toma la topo;ogía de HC, , en 1a segunda, la deo
m k , . --2

H 1'91, 1 y en la imagen, la topología de Iz'íml’lmll.’al"t, con las con­
4

dicionos que figuran en el enunciado.

Sea entonces o

Doc19°“ ) ___1__ c (“Um Dïel(y—x)(ï—7)
7 ( “7 (21:)n z; ï S É

. Mm) nïïaom ay d'g­

_ 1 zcïSeHy-XNÉ “7) D; bfx,?) o“; a(y,?) dy a“? .n
(2K) ¡'¿ot

Para simplificar la notación, se llamarán
U u-ï
Dïbnbï g D? a-adqí.

Se tiene!

q 1 ï('-x) ­
1),?bca(x,!?) =———2 03,39 5 C? '7) b6(x¡‘%) .n

(21V) «a ï
-ix( - ) /\¿“(by dya2 c e É? gsm?) (¡MQ-mu;«o:
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Aplicando cmo antes la desigualdad integral de Hinkownki, es:

o( '

D b a( ) ¿ZC S E b ( ‘) i o
u ¡7 ° 97 Bel-qa“ Kéq ‘6 yig ‘6 ,3 ‘ Hal-NI

A ‘ I. “¿q-7,7” ¿25
420133“ fl? “2| 2) l SIWMI/Q b1s( 'Ï )}|151'\15l2°(—‘5(Ï—?'? )\ ¿‘75xsn<

É. CPÏI [(1 +l\%_oZ|2 ) ¡91““H/2 (1 )m1'31|ï\1’51 ‘Géu
/\ - daunq mv)! 2 .

Se usa aquí le. desumaldad de Postre, obteniéndose:
.. un — “(ll — ‘6‘

c pk1 (mz (1 +|7¡)'“1 91 Su + ¡“12) ¡”.1 91 /2 + IÉ"1 H/zIn1’31 ¡su
A .

O a W o\ M< .7)|
Según la condición impuesta”. existe ro) 11/2 tal que

¿oz ¡a ¿K _ - -— ¿ s- - .paraí , \ , |m1 fll‘úl\+ lsl \o*|+ro_ l lo( ‘H

Luego, usando esto Ir la. desigualdad de Pal‘oeml, es t

“filma ,7” _Mé c PÏI’B (b) z (1+\'2¡)m1-31m.
n 1 1 “a

o (1 + 1'” 2) “ro d”) 1/2 “au-'6( ’(Ï) ¡Is-W-'5\

“1

. k k m+m— hu '(°- )\1<|

é c Pmï’sl (b) Pm,El(a) (1 ww) 1 5’ 1‘gclu +I'71) 3 Él

La.condición gáfl , permite obtener la acotución I
k k

K:I-m s (b° a) S c Pm1 a (b) Pm s (a) '
m- 1' 1 1’ 1 ’

Para concluir el teorema, conviene destacar 10 siguiente;

Se da E>O , tal que todavía es rO-a)n/2

Entonces valen las ¿eotucionam
k _

EH +8 (bo a) é c PP1+E S ('c) 1’: B (a)
. 1 _ {91 ’ l h,

K 1: ‘J. '­
(bo a) s c p‘1 (b) P (a)

E ,51 m], H1 ¡9+8'B

Estan ucotaciones ya fueron usadas en el teorema.anterior, pero en un caso



más simple.
m u k .Para. obtener la primera, s'e observa que el espacio II 1' 1’ 1 esta; conte­
51

_m +E ’S ,k o Vnido en h 1 1 1 , segun el lema 2.1 .
1

Se parte de 1a acotacióm

boa( ,7) 1115140“é

5 ° S“ 1-12 l31"“ ¡2 b á . ) ..+3"2> lu 3
° \Qo(-‘6(%-?’7 H dïé . _

¿c Fkl wz (1 +l}—7!2) ¡símil/2 (1 +lï| )"'1*E"5)1“5|m S (
1+2 y 1 .65

. l “gq-’79?” a}s
é. c Pkl m2 (1 +I‘7l)m1*E"Ï1wS(l + Mz) 5146"” +\“‘1'“:"'Ï1\m/2

1 ISSN

P>2

1201+; ,8

A

.\aot-x(}'7’?)\ d? '
Hay que analizar el exponente que aparece en el integrando:

8-3! m 5-o 3 r_€¿|__.||5nl.l..mn\v.l .., é L_|q- .¡1‘ H1“ 31‘ '| +0 I"1 '|“*I“'131'°'l +‘o q‘ 7-“
según la, condición impuesta,V‘ÉÉ°‘ , Wlá K. .

Como rO-í > n/2 , puede acotarse lo anterior con g
k m + - “6 2 -r + 2

c1>1 (b)-_>:Ï(1+¡7¡)1831"S(1+1w¡)(08Vm ,8
1 1 3.4.x

2 (s-Id -‘6| )/2 A
1 +|w| ) la. w ) du .° ( oc-K( ’ a? l

De donde se concluye la primera estimación.

En cuanto a, la segunda, es inmediata, usando el lema. 2.1 t

En efecto, antes se obtuvo:
0‘ z °(-'6

l| 971).,“ ,7) unsflqls c ¡{Hifi (wz Iannza( .7 ) |le_W m .
- 754°:

. (1 +\'y\)“'1 91”“;

4 c 19:1 (b) Pk mz (1 w?! )“+m3.+5‘5‘°“+(3"51)m <m ,s rH-Sgfi ­
1 1 ¡su

k _ r. ­
é c Pml (b) P“ (a) (1 + ¡'71 )m+'cl+8 3”“

1’51 ¡na-5.5



-43­

Luego, también se ha demostrado le. segunda acotación.

Ahora, ya se está en condiciones de usar los argumentos de densidad, en for­

ma semejante a1 teorema anterior, pam prbbar que el símbolo o del opera­

dor Bolt , pertenece al espacio I.{n;,ml'sl'K

s1 a c Hm’a'k b e Hml'al'kl , sean í a } . {1a,} Quee­Ï 31 J :2

siones tales que
. k . 2 k 2

a ¿a coca n) , b e coma n) .3 .1

{ aa} está acotado. en ng's'k ; {ha} está Beata...
. k'

de. en Bml'al' 1
i

a3 _x, a en ng‘fi'k , m'>m'

bJ .__> b en HÉÍ’Bl’kl , mí) m1

Por lo que se acaba de pro‘rar, le. sucesión {bj o ai}. estÉacoÍ-adn en

Hm+m1,elgk. .
5’

Además, es de Cauchy en lïjg‘ml’K , si n = m+m1+8 , con e) 0 te].

que ro.- s 7 _n/2

En efecto,
K K. .. b u.

Pfifiltbj. ad ho ah) 5 C PM,al [bJo (aa. 311)] +
K '

+ c .PH'sl [(133 -.'bh)o ah]

Se usan las estimaciones obtenidas antes:
K kb - s b _

ramal ( ¿está bh. ah) c 112.51 ( J) ¡sms ,3 (aJ ah) +
k k

'b - b
+ c Pin-1+5,51 ( J h) Pm,s (ah) °

Luego, existe o e HM'QI'K tal que 'b;io e —) o , on eso espa­Í J 3-) oo

cio. También, 11309.“ , ____> c( ,Tí‘) en 381 , para cada

ïemn fijo.
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I'M-m1, 53" K­
Comolo, sucesión íbJo ad’i está aootada en H , se con­

m K
cluye que o e HHH1’81, .

Finalmente, por unicidad del símbolo, es t

BoA(f) _Se'11? c( ,3) Qq) a? , V res.
.44:

Ohwervnoión¿li I

E1 teorema 4.2 Vale, bajo hipótesis y con (leucotraciones, semejantes, en
m s k m s m s

los espacios '85,, ' , 363, y 1? 5,, .
Según las acotaciones hechas en este teorema, la ¿aplicación

Hm+e ,s,k x H¡111+E,sl,k1 IIm+m1+2t3,51, KÏ gl —> g
_<a. b) ____, c

es continua, si m , m1 , a , al . g y Sl cumplen las Condiciones im­

puestas, para cierto ro) n/2 y r°-&> 11/2 .

En efecto, con le. notación usada, fijado J >/ 1 , es:
K 1C k

S P .
Pm+ml+2E ,sl(bj ° El'j) c ¡{1+8,s(8'3) ¡Jl-+8 gr:

(b)­13
Pero en esos espacios, las sucesiones convergen, con lo cual se obtiene

1°K (o) s c Pk (a) 1' (b)
m+ml+25,91 m+g ,s +5 ,sm

1 1

Se estudiarán ahora resultados de composición (le _estos operadores con o­
peradoras seudodiferenciales escalarcs.

Teorema. A. 5:
m

Dados Operadores ne .933": , B (¿Esfml . la compoaioión Ao B
está definida comooperador continuo de S en HB y perteneoa a

m+m a . , ¡3+5 s8 1’ . Es de01I-, exlste o e 8 1’g tal que

AoB(Ï) n S 6-1!]?c( ,7) y f€s o
Además,fijado N2 1 , es posible dar un desarrollo asíntótico del smoo­

lo 0 3 le“

C( 07173305?a( 97) D: Mito?)
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Demostración g

La Composición está definida, porque B en un operador continuo de s

en S o

qea coo ÜRR) tal ueL. o . q
os ‘94 1

1 lïl 4 1
(P (3) a

o mw
Si a es el símbolo de A g según el teorema 2.2, a( ¡É ) ‘C (E?) —>

__)n( ,ï) on. SS ¡si 0<€s1 , m'>u .
.€-->,0 ,

Como 1a aplicación (a. , f) __, Aa (f) es confirma.de

SME,EIx S en HB , se tiene que
, -ix - A

A(f.)-.11mSe Ï. g( ,ï)‘e(e‘f) f(‘%) «1;;8+0

límite tomado en HEi, para. cada f e s .

Se fija ahora. 0 < ES 1 o
-1 A

sw ¿Em 1?q wwe?) rm a}.
El operador B puede escribirse en la forma.

-131"? /\
B“) ' 0 MF o?) Í'('?) (1’?

Dado 0665 1 , 'sea.
“1"? s A3;, (r) = e w .7) w y) r (7) a7.

con (e . 1a. misma.función anterior.

Cuando8-90 . BS (r) n96(8y)n(r)___>n(r) en s .
Luego, por la. continuidad antes mencionada,

A838(f)___)AoB(r) ,en u”
. . A oo

Se fuan ahora. O<&)%51 , f e s tal que f e .co

a 1 S o-ixpá S ei(y-x)(ï-?) a(I ’É) {€(GE) (HEY) .
(21K)lu A

.b(y.‘>z) ¿y dí} H7) d? .
Aquí las integrales convergenabsolutamente, pueden todas las variables na

integre. sobre compactos.
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Sea

1 Mar-XM?-'?)o (ww/Se m. )\0<s)%(sy).813 (zu-f1 É S

0 b(y DI?) (LV d} o

Quiera probarse que Cuando E ,Qo __;. O , CES oonverge hacia una
1

finnción o G szïml’a , de tal manera que
-íx /_\ H

AEBS(f)_.>ge 7c( ,7) {(7) a?) enH .
8 .

Comoya se probó que A8 BS (f) 9AoB (f) en H , se conclulrá
E¡É A D

entonces que

AoB(f) ajo-ix? o( ¡(7) do? , dada f E S
A oo

tal que f e Co . Comoesta»; funciones son densas en S , por pano

al límite se tendrá el resultado para cualquier f e. s .

Fijado H’z 1 , puede escribirse: q
(X ­

a< .7) -=__Jn7a( .7) M+ a“ 0%,?) .
¡cum on oc

-' W

con aN( ,‘Ï,'?)=¿ , N Y) S D a( ,/?+t(%-?)).|°(|=N °(I 0 7

. (1_t)1‘!—-1 dt O

Luego'e“ Z” < ) ( )( )( )- 1 97° W Seix-I ï-v-(_‘<,02's “2 (2ï)n|°(l<N ou El?)

amapw‘sy) mm?) ay a? +
l

+____ S ¿(y-XXÉ'?) au( ,‘ï.7)‘()(eï) 1483*)'b(y,7) 6:7 a?(219"

Se analiza primero caaa término en' la sumatoria!
W - - I - u

81(Fx)(Ï n (_i)\°(lD: 81(yX)(É
Reemplazrndo e integrando por partes, en:

\°q N 4 . .i 4.3,“). — "(

————n a( m5 e( “É 7) ws?) v [wsmumwhyaïn 7 yo<l (2K)

La integral puede interpretarse como:

eixyx 6-”? D:[°€(83’) MZ"97)] ¿— S Guy-I)? ÏUEÉ) (1%}dy =mr)“
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P

.911739'15'7D:[‘(3(Sy) b(yp'?)] El QFB) dar ­n E.

So fija. S e
i

Para poder pasar al límite bado 61 signo integral en el sentido de Es ,

en 1a. expresión de A2233 (f) , bastará probar que para. INKDSIJ +1 ,

D: { eiz?{e-iy7 D; 3 :7)b(y 9‘? X- 1 Q (¿r/E converge
‘ n

E n

aootadamente en x € [R , para 8-» O , uniformemente reepectqde 7
en compactos de ¡En .

Se comprueba. que ego ocurre:

Esa derivada D: , vale:

pfzfa; (¿3.a C53 (17)61 ¿WiFi "2)@2 0-”? D:+%3[(Q(SN) .

] 1 “ '

e
1 4

_n (Q (¡r/E) es um identidad n11170121121369.T, según la manera en que se de­E

finió (Q ¡ luego, cuando E A, 0 , esa oonvoluoión eon‘Terge, para. cada

02 fijo en [Ru , hacia. 6-1!? r: +F3 x) 'b(x ,7 , unifof­
mamente en [En o

Adam-'13,
DH? A2 -i -- 1

|(-í*z) e y? Dy 3I:‘€(óy)Myo‘?)]%3‘€(zr/g_)lS
‘52 ‘

s c I 2 | (1 +170“l , independientemente de E-, Qó .
e

Luego, en H se tiene que I
ix -1, ex 1 A

DÏZa.(,7)01?{ev7Dy[<€ 1307 8 —9 0
N °(

__> 13,?e.( ,7) 1)x (Q x) b(x ,7 , uniformementerespecto de

(2 en los compactos de mn .
Es (ïecir que ec ha podido pasar al límite en E , en 1a primera sumatoria,
obteniénñose:

|oll

ZLD; ...(,7) ¿[mi mw»? >]
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Además,'se ha tomado límite de to]. manera, que se puede hacer 8-) O tam­

bién en c1 correspondiente término ds 1a integral que define AEBs (f) .

Se analiza ahora el resto; también se fije. S o

|N|=N

N 1 1 ' ­

WW?“ 8 (1 .. t)N-1 S 01(y-I)(ï -7) De);a( '12“(É “Y” o
o .

D(

. “Q(e; ) WM) My ,7) (3-7) dy «12¿t­

Para pasar aquí al límite en al sentido de Hs , de tal manera que se pue­

do. tomar-límite bajo cl signo integral on el otro término de la expresión

de AEBS , cuando E --—> 0 , será suficiente probar que Converge en
a n

H ', uniformemente respecto de 7 en los compactos do IR .
Se analiza cada término:

Comoantes, es t
.¡ ,. !

(3-?59-(>—x)<ï-7> _ (4)“ D; ew-xMï-w
Luego, puede reemplnzzarce e integrar por partos .

Fijado H > 1 , Vale:

[1 + (- AJM] ¿“É-(7) - (1 +IÉ-"?I2”) en“? 4;?)

Entonces, volviendo e. integrar por partes, es, a menosde constantes:

Sei(y-x)(É-'?) DÏZa( ¡7+t(ï_r2 H xe (53%) ,

1 «4? -'2| 2“

. [1 + (-Ay)"] n: [te (sy) w mp] ay a} .
Además, fijado K>, 1 , también vale!

[1 + (-_¿>€)K] 31(y.x)2 . (1 + Iy-x\ 2x) 31(y-X)ï

Luego, se reemplaza y se integra por partes una ver. más:

S ¿(“‘“ï’w [1 +(-A}9‘] 13:2“qm} .7» me?) .
1 +lïl_?fl 2M

1 H q

.____¿k7 [1 + (-Ay) 115 [ke(sy) uy m] ay a}.
1+‘x—Y|

En total, ¿sta es la integral que.hay que analizar, para. pasar al límite.
se la. puede escribir como Combinación lineal de términos de la forma:
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l fi (5+3

jeux-KNÏ'Z) D; __1__TH nf, a.( ,7+t(‘g—’7)).
¡(5| 9 “lg-7' v+°< lvl

.2 3 DÉ3(€(&É) ___4__ny1 b(y.7)S 2 .
1+lx-yI2K

. Dy2*Q(8y) dx c1“? .

La integral en y es:
“6 +°< \*52\ WS -iy(2 “2)1 2 e .l ___.— - b

ny b(y 7/2) El ÏDy (Q.SJ’)* 2K ¿(X!%IIP)1+
Luego la integral puede escribirse como:

63 - ‘ 63
X32 ('É'T) bz("É"?) a? " Fea (1'?) '

Se destaca el subíndioo e 3 , porque el aiiálisís del término correspondien­

te dependerá de si vale cero o no .

se considero,un término tal que > O 1
F‘ .

“FÍÏS( s‘ï)llfls‘<c ,É,T)"HB.
X .¡hoBupn¡DXre

¡M'éüsü +1

Se va a estimar cada. factor:

1 le | _

____ e 3 (1+Iy+t<g—7>¡>“‘ï”‘2+°"¿
1 44?..7'2121

z:_|Í33|(1+l?l)m-SN (1+lï_7| )|m—gN| .

9

“a¿3( 02902) “HSÉC

1

2M
1 +I 3 -'7|

Para estimar e]. otro factor, debe yecofdarse que proviene de una, eonvolucíón .
w +A)\ ¡“Auxeh I 2 4I b r

1)x1:8(1 pin?) ZAC/“ny .(3 H?) 8
0-13“? " 7)

* 2K

¿c

l ¡94'31
Dy Way) 9€

1+ly|
Luego, para. un Valor de ¡JL adecuado, puede acotarth

a»:.w. un; ul o
45‘) 1 + |y‘ 2h «r

U
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ha“?! ¿HA-M m

. sup ¡D bf)’.7)l\< C(1+|"ZI) 1 ,yetR

independientemente de 0 < S S l .

Entogces, se tiene: l3 3 ‘m+m-Ï N
¡“8:8 ( .7) BS c e (1+l7l) 1

A

ln-o N - H

.3 1+(}_?l)l gli? a?
Para, un valor de 251.adecuado, esa. integral COILVCI'gn.

Comose ha supuesto que > 0 9 resulta. que al tomar límite pal-3,8->0 ,
s

esos términos convergen a. cero en H , uniformemente respecto de 'P enn
compactos de IR y de 0<Sé 1 o

Se analiza ahora, el término con ‘33 = 0 o

Es decir!

:Fgfi (I v7) =J3;( táv?) bgÜï sïv?) d}. o
Sea aé( ,},?) , el factor en el que se ha eliminado la. función de
truncaoión .
Sea PO8(x ,7) la. función que resulta de calcular

Sa°< .397) hau .3 .7) ag
Para H adecuado, eisa. integral existe, comoelemento de HB .

En efecto, ha”; que acotar de manera, semejante a lo que acaba. de hacerse:

o ' o 'uw mllssílh <wins .
H H

o 811D l D)‘ b (I y y ) 6.? <n x S É 7 ‘¡SIR
¿[[81] +1

é c (1 )m+ml_gN S (1 +|?-?I ) Im-S’H' —2h d?

y esta. acotación es uniforme respecto de o < Sé 1 o

Lo que va a proharne ahora, es que existe en H.3 el lim F: 8 ( f?) uIE.->O

.. F; ( .7) , uniformemente respecto de "g en cant-pactosde [En y de

o < S s 1

“PSM ’7)’F°s( .?>\|nfj"“°s< :7>-a°< .7) HS



-48­

o: b6( ,?,A2)\ a} .o cup n
2€ IR

DJÉ [|91|] +1

Según lo obtenido antes, esto puede anotarse con:

m+m«gn - Im- nl -2H x; \C (1471) 1 S<1+|}-’7\) Ï H’(E¡)-1 a} .
Y esta acotacíón no depende de S .

Para. 7 fijo, es claro que el integrando .—>O g además se lo puede acotar
E-—>0

con
r ­

C ( 1+]?-’?|) lm-Ï LI 2M , integrable para M adecuado o
Luego, puede pasarse al límite bajo el signo integral, resultando que

Fo ( ,7) ——>F°( , ) en IIS , uniformemente respecto de r? enefg E-bo
n Scompactos de IR y de O < 4 1 .

Reoapi‘oulunáo, lo que se ha probado on esta. parte, es que ol resto,

RNE,“ w) = S e*(y"‘*'>(ï“'?)an< ¿.7) w231) wsy) .

o b(3’ ¡7) ¿(Y d} a
a _ .

convence en H , para E———>0 , unzf‘oraemente respecto de Í? en compac­
N

tos de mn y'le o<3\<1 ,aunañmción R8( ,7) tal que

m+m1 -j> N '“ahh wmllflps<C (um)
independientemente de 8 .

Todo esto permite concluir el teorema. de 1a siguiente forma:

A BS (f) fue escrito como
E -1x A

je 30 (xy?) f0?) ¿7 ,5,3
con

° (x o?) = el“ (x .7) ¿»RN (1,7)
8,8 5,3 8,8

Estos dos tfirminos, provienen de escribir a(z: ,‘g ) comosu N - ¿sino
polinomio de Taylor, más el resto.

Para 2 --> 0 , se probó que z
-ix H /\

Se ?c¿,8(xDI?) 6-7-9

-—--9Se_ix?{z a( ,7) D:[ b(x (17’¡”WR
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s
en H o

. 1.,

Acaba de demostrarse, que el resto 11;; ( , I?) converge hacia. cierta
I

N s
función R8 ( ,7) en el espacio Ii , cuando 8-90 , uniformemente

respecto de .

Como AEBS (f) _)A BS (f) on HG , resulta que s
8-)0 WI

¿35(1') ag {1:42 34?!- D:n( ,47) D:[\0(Sx) b(x,7)]}?(’7)d'?+HKN
_.4_ N A

+5.; ¡7118 ( ,7) f (7) dr? , 0<851 .
FJ. último paso es entonces, tomar límite para. S__) 0 7

Según se vio al comienzo, A. Bs (f)_> A916(f) en Ha . .8-) o
Dada, "l" e 0:0 , os t

"ix o! V °< - u )

“e 7D?!“ s7) DX[‘€(51)Ï’(XQ'?)]-' DI bh vAí”)HB’ "

Bl ( 1,11781,7) ' e-inSDq[ (e x) })(z ,17)- ¿”gtc ,‘?_)}.l\}')fifl 4lx

¿“5:7a( .Mlne Hawk: [msm bum]­

-v‘;‘b(xmw“?

\ ‘m-gHHls] ot" S!) (x , v «K' x ’<c(1+|7) {DIL(P( L 7)] DIM 7), NHL“

EPS

Se analiza ese. norma!

Puede acotarse son: + ¡224.al
“[9630 _ 1] DX to: WW un? C za "¡31434s x) .

001.94
—o(

. Du lx .b(1 _5
H

Cada'término de 1a sumatoria se mayora como:
Hd

C 8 (l+l’?|)n1 —> 0 g uniformemente respecto de f? en compactos deSH 0
n

[R o

En el otro término, se tiene la. 17111110110161)en x de ln. función 1)::b(x ,7 ).

. Mi (x) g según lo que so hizo en el teorezru. 2.2,

nÏbcz .7)“Í’(x) te (8x) 8_\O>n: 1701;?) NJ (x) .
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s
en H , uniformemente respecto de 17 en compactos.

Además m
q 1

¡Drb<=wz>wz) mx) \\ c <1+“2” t
independientemente de o

-1 a

03m0la familia í e 1.7 Df? a,( ,f?) Dxl: (P I) b(x ,7 o<8s1

está aootada, on H‘a uniformemente) reapeoto de f7 en Compactos, se ha
probado en total que

-1I °‘ N‘: 1 -iz el ozb x ‘b ‘
e A2137“. 97).]?! WW!) (HW-5:20 D731 2'?)Dx (1a
débilmente en HB y uniformemente respecto de f7 en compactos .
Luego, en ese sentido, puede tambián pasarse al límite en la. sumatoria. del

segundo miembro.
N

En cuanto al término donde aparece R5 (x ,7)! , se recuerda la forma de

esa función:

High ,7) _g 81(y-z)(}-‘7)[1+ FAE)? :2; a.( ,7“? -7” o

1 [ H1 N- \ ,14wï'7‘ H 4Om 1+ (_Ay)JDyL‘€(sy’WW] ¿y a? '2K
1 + Ix-ïl

Es decir, al tomar límite para, 8-40 , ha desaparecido la tmnoación en

la variable ‘ï .
Lo que ae quiere hacer ahora, es eliminar la. trunoaoión en y .

E1 tipo de aoctaciones es semejante al que ne usó er; c1 otra término:
Se escribe:

N M °(

ns (x .7) - S a( my) [1 + (-Ay) ] ny[<e(8.v>w .7>]%

e-“É _7 ) d? .
9‘ 2M

l + |37|

Para poder pasar al límite on le. integral, bastará dgmostrar que
N N a , _

RS ( , ’P) __>R ( , en F. , debllmente 3' uniformementeres“
n

pecto de 7 en los compactos de [R .
Como para :5 adecuado es

“RT;( 9 “8) HS É C (1 +l7|)ml {il-g N , independientemente de S , se
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H

tendrá esa Convergencia débil si Üïs ,“+’) ¿———;——>(RN ,0? ) 0
- H“,H 8->o n ,5

00
para cada.“fe Co

Se omite la prueba de esto, pues, comoya se dijo, es parecida a lo hecho

con el primer término.

Luego, se ha obtenido finalmente:
IN!

AGB(f) BS e-ixv%z’ 13(1!,7) 136;]?EI.(,7) +RN( ol°<l<n
A

. f (7) d'? .
. — q

Según el teorema 2.4 , cada término de 1a sumatoria pertenece a Sm+m13| l ,8 O

N

Por otra parte, de la mismamanera que se acotó R8 ( ,‘7), pueda acotar­
, .

se RJ ( ,'7) y también aus derivadas, con lo cual se deduce que
RN e sm+m1 ¡”"5

5’

m+m ,s
Luego, eo ha comprobado la existencia de 043 Ss 1 tal qua

AoB(f) .Je'ix'? c( ,7) Qu?) (17 , fe. s .
Y además, según la. obser‘moión 2.2 ,

Id]

:5] i x uC('17)N Ü,(.7) o
cg

Esto conolayo el teorema.

Observación _4.2t

Tambiénaquí, puede obtenerse un resultado do continuidad entre el símbolo

de AoB ylos símbolos de A arde B .

Se va o demostrar que 1a aplicación
m,e
5’ y "—’ S“

(n,b) É
es continua.

En efecto, siguiendo la notación del teorema, el símbolo o puede escri­

birse para N - 1 , como:

c( .n;>-a( mw .7)+n1( .7)
Según el teorema 2.4 , la aplicación

(a , b) _____, a.b
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oa oontimm.

Luego, hasta, analizar el resto . fl [-9 a -l

R1 < ,0?) _znsei(y—x)(fi-7) 1+(“AÉ)KJ ÍÏF( .7+t(‘g_«2))¿al .1 +lï ¡7| 2"

e [1 +(-A39"] say? (Y¡7) (Lv d? .
1 + ‘r-yIEK

se escfi‘be, comoantes:
n .. J .3 l .

R1 ( a7): E SB“ ¡É¡7) L1+('Ay)h]eT:\3:1

¡“(É "7 ) ¿2€­
1+Iyl 2K

Se aoota R1 ( ,7) , pues el trabajo con las deriVaóas en 7 es análogo;
hasta sólo adoptar una representación ocn valores de Y. y H , adecuados.

. 1 215+]. D-vf v m

“R ( .7)||Hs.< c PM (a) (1 +17“ nbue (1+l7H1 ­

' ju ‘42 "'7plm-ÏI-“ d} {(1 +l-VIr2}: ¿y
smz.

donde le indica. una, seminorma en .
Esto muestra la. continuidad.

Ademást como en este teorema 4‘3 so emplea una. demas-tración directa y no ba.­

aada. en argumentos de densidad, se obtiene mayor precisión, em cuanto a los

espacios en loa que se puede probar 1a continuidad.

Observación ¿2.1!

Con técnicas semejantes zi las; del teorema. 4.2, que no se detallarán, es.po—­

sible demoatrar el siguiente resultado:
m m

Si A6263” , B e a} S,1 y el símbolo de B, b(x ,‘f ) tiene
_ . m-I-m ¡Ssoporte Compactoen la variable x , entonces exmte c e H 1 tal

que

Aonm n S Ji"? c( q) h?) a? . fe?»

o sea. AoB e‘áfkgml'e .

Además, si s.( ,É) es el símbolo del operador A , para. cada N); 1 ,
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puede escribirse:
loa _o;

o( .3) - EÏ n? a( Pg) nÏuxfinnW .3)l°<|<Nv
— -1

donde BNG Hm+m1EN”)

5; EJEMPLOS Y APLICACIONES

Se detallarán ahora. algunos ejemplos de símbolos 37'operadores en las clases
introducidas!

E en lo 1
e V

-Si a a: a(x) e H y 'b(x ,ïz) es un símbolo en le. clase SÉ ,
¡11,8

3
Este es en realidaá un caso particular de lo due se enuncia on e]. teorema 2.4

entonces: a.(x).‘o(x .‘ï ) e S

Precisamente, este teorema.permito Construir, conocida una función a( ,É )6
m k m

e Bés’ , otros ejemplos, pues dado 'be S 1 , prueba que
m.m k

¿LJ? e HS‘L1,8, o

13.19.1211; _2_

Si 2 (2-?) indica la medida de Dirao concentrada en el punto É ,
o o ,.

É;(1-3) e Ho' , Pax-a e <-n/¿ .

Demostración:

. > n 19} . .
Fijado ¡Gm , Fisk-ï ) (6) - o g luego, figaaoï ,
<8 (z-‘ï )€ Hs , para s<—n/2 o

. , n(¿nuera verso ahora que es oontimIa como í‘unc16n de [R en HB

. . l"

llS (X-Ïo-h) '- 6 (¡Z-3.o) = "(1 +|9|2) 3/2 oie ï oLoieh - ]l
¡un

_ E (1 “912) (¿/2 (eieh _ 1)

2
Le

0 , lo cual so comprueba9I­
Lo

—————>h-—>o

aplicando el teorema, do convergencia maycmda de Lebesgue.
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En cuanto a 1a derhmbilidadt

N Nl (oo

Se probará por inducción sobre l°<|, que D3 ghz-9%) a (-1) (S (x-ï) ,

como función continua. de mn}. en Ha-N'

Para. l' 1 p Si h l (0,00'113’09000) g 88‘
_ .. - .. o! 6:1, ¿e( H, ¡0? .

[13“ 3° h’ g“ 7°) 4, s‘ Haz-3> ll zum?) 2[‘¿Ïe_°-:e.¿°ïoïh O S-ol Ll' 3
J H J

19h _

- u (1 + ¡612) (tbn/2 _e—-.l- - i ej 2 —->0 , nuevamen­h h -—)0
:l La

te aplicanlo convergencia marrorada.

E1 paso induotivo se comprueba de la misma manera.
N -. Gt'

Se ve ahora, que p.75 (x-} ) es continue de Ru en HB ‘ l a
°( q ­.. .. .. .. -ldl ...unïsum nïxmnas

.g n É, (c4 ) __ _ - g (4) _ ‘ é
(x i311) (x 30) ‘ Hsnlevl‘.

4 IIS(un? 0-11)- S (x-ïo) ____._>0
11’_"70

Luego! 8 (3-?)G A03“? 3 Hs) zi s < nn/P. .

HH

Finalmente, dada «e [Nn , es:

\\ 52%(1"?) \ ¡{s-uf“ <-1>‘°“3‘“ (xd-N II s
2 e 2 ie?

¿“Sk-95)“ =líl+lel ) / e ' 2 S C o.s n .fl:
13 B

Dado ahora un símbolo bfï ) e SÉ , se comprueba.sin dificultad quu

b(‘7). Sor-w e nf” .

Ejemplo l

De manera Semojemte a]. ejemplo anterior, se comprueba que, en una. variable,
. . 1 . . . 0,8

la dmtn'buoíón vp É (valor pl‘lnClpal) pertenece al espacio H ,x-o o

si s < -1/2 .

4...?)“219. .4.­

Se considera un operador diferenoíhl lineal

P(>:5 D) a aut?) DN
loflém
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Soc

Para. oada °< , ade H , para cierto sde [R .
' m. s

Entonces, P(x 3 D) en un operador en la classe X ,' ' , donde

5 - mín (su) y m es el orden de P.

En efecto, dada i’ e S , transformando Faurier, se comprueba que

¿lx? 0‘ A \ x.
b {o = L .7, - Ome») p) g e [Emu (13)] H3) ay-MSm

W

La función É aL"z(I) (-i?) , que resulta. ner el símbolo del operador ,
ldlsm

m s

pertenece a. S 1’

En lo que sigue, van a. usarse algunos resultados sobre distribuciones. (Ver

[13] ) .

‘T‘ m ,2.12.232 í
Se Considera el operador diferencial

16m3g h o
Su símboloes ph: fs) :- le 2h (1 43'22)

1 1

F Pf -—- ] n C ——­2h ..
I: [xl le 3 2h

No en necesario 001009.1”delante do

III 2h(1 -Ae en P g con

1

———5:—2ï—el signo 6.o parta finita, puesle
es una función de cuadrado localmente integrahle V h >, 1 .

1 s
uego PÍ' ——2ï- € II si s < «2(h-1)-1/2

.1 .
Comola .funmon -—2€ e sl , del eJemplo 1 resulta que

1 +lïl

1 G -2€ ,s
2h 2€ l

le <1 +| ïl )

- . . -2t ,t
A partir de esta observnmón, se va a constrvn‘ en cierta clase 1

un Operador A con símbolo aC ,?) tal que
INI

_5(A°P)NZ:T:¡— D: HC v?) D:p(roï) m 1 .o(
. tEn este sentido, sc llamará 9.1 Opera'lc'! ,1. n - parametriz da P .
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Formalmente se escribe:
T-"l

“( 9‘?) = LJ BJ( J?)¿»o

y se impone la condiciónn¡0€i N °¿ \INE r, 13a“ .3) DXpum
¡«(Hizo

Como _ p es un polinomio en x de grado 2h, \dl +3 Varía hasta 2h

Si MU +J =- O , se obtiene la condición

Ro( IÏ)oP(x o?) " 1 'l

Luego, a°( ,ï) a Pf _¿—— , símboloque pertenece a la cla­
P(I y?)

se 8.1.2 ’Bo según se vio antes, para 5° < -2(h—l) -- 1/2

Si 'ydlfil = 1 , la. condición que resulta es:
3 S B x­

al( q) . por.3) +1; eh e°( .7) . air poc.7) = o
Es decir,

3 2Q?" Iïl2e-2'1
‘_o E _ j o

al( {É ) P(x s7 ) Pf x 2h :ínli _ ?Q 2 2h xr

211-2 2 E

ol1| ) n e 2 -2
3 xr Ér. 1 4Qh —— -———

. lx‘ 2 (1 + 2 Q)rn]. X

3 ‘ï ¡ 2Q-2
“1( ’Ï) " iz 4€ h Pf “¿mz n ïl 9€ 2

r=1 lxl <1 + Iïl ' >

C -2€ -l,s
omoantes, se comprueba que al( ,3 ) e s.1 1

si sl < -2h + 1/2

En general, si Oíj S 2h , resulte. que puede obtenerse el j-«Ssimo
. -2L’ -—' .

tórmno ad( ,ï) on 1.:: clase S 1 J' Ej , en aj< «211+3/2 -;]
2h .

o Gea cue la Emmaz a_.‘( ,3) deflne un operador A en 1a clase.
‘ .. 3:0 ‘

«Je s
8 1 ' , si s < «4h + 3/2 o Este operador cumple

Ao? == I
/ am odulo operadoras H - regularizantes .
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