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INTRODUCCION

Y: este trabajo nos interesan s unicamente en los plasmas completamente

ionizndos para los cuales el númerode partículas dentro de la esfera de

chye e: muygrande. En estas circunstancias el comportamiento colectivo

del plasma está gooernado por la ecuación de Vlasov, cuyos fundamentos y

límites de aplicación se tratan brevementeen el Capitulo I .

dl necno más característico de un plasma es que este contiene un espectro

de escilaciones colectivas conocidas comoondas de plasma. La frecuencia

y la Velocidad de propagación de estas ondas están determinadas por la

magnitud del vector de onda y por los parámetros macroscopicos del ¿lasm;,

por ejemnlo : la densidad, la dispersión de las velocidades promedios de

las partículas, 1a intensidad del campomagnético, etc. Esto refleja el

hecho de que todas las particulas del plasma teman parte en las oscilacio

nes del plasma.

La situación es diferente en lo que se refiere al coeficiente de amplifi
cación (o amortiguamiento) de estas oscilaciones. Este está determinado

por detalles másfinos de la distribución dc la partícula en el espacio e(.‘J

las velocidades. Un papel fundamental juegan aquí las partículas resonan

es, esto es aquellas cuyas velocidades satisfacen la condición<o¿-RÑ%O

donde con es la frecuencia y E el número de onda de la onda y 7; es
la Velocidad de la partícula. Las particulas que viajan con la velocidad

resonante É; tienen una fase constante respecto al campoeléctrico de

la onda. 75 de esperar entonces un fuerte intercambio de energia entre las

ondas y estas particulas. Esta fuerte interacción se refleja en el hecho
dc que las ecuaciones lineales de movimiento son singulares.

En el Capitulo II se estudia la etapa lineal de esta interacción. Sus re
I

sultacos son aplicables solamente para el comienzode la interacción (Lan

Ceu (lüáfi), Dawson (1961)).

n una etapa posterior se deco tener on cuenta la variación ce la trayec

toria de la partícula debido a su interacción con la onda. La ecuación de



ta consideración,
movimientode la partícula, que resulta no lineal con es

' 1 _ 1 un»
indica cue la partícula oscila en el pozo de potencial cc la onea con u

‘/z
m)

n Q fl J- _'

"re0"encia al—= (ckE/ , donde E cs la amplitud del campo elócur-co¿AU L‘ fi ¡I
c“l‘- 'c ' * " * tc..c-..l¿e la onda. Comolas particulas resonantes osCilan en el pozo ce po

de la onda la fase relativa entre la partícula y la onda tiene la mismapro

habilidad de incrementar o decrecer si consideramos tiempos grandes compa
. . H . . N p ¿rados con el periodo de esta oscilación. el intercambio de encrbía entre

'la partícula y la onda tiende entonces a hacerse nulo (O’Neil, (1965)).

'n el Capítulo III se estudia en detalle esta interacción no lineal entre
ondas monocromaticasy partículas.

La naturaleza inestable de un sistema depende esencialmente de la forma

de la función de distribución dc equilibrio fi, . Para muchostipos de i

nestabilidades, cl sistema puede resultar estable cambiandola forma de la

función de distribución en un dominio del espacio de las fases que conten

ga una fracción pequeña del número total de particulas. Drumondy Pines,

(1961), Vedenov y Sagdeev (lyól) y otros han demostrado que este cambio

puede ser producido por las mismasfluctuaciones y que se puede llegar a

la estabiliza016n con un pequeño cambio relativo en la energía dc las par

tículas. En estos casos el nivel de las fluctuaciones puede permanecer pe
queño durante el proceso de estabilización. Es en estos casos en los cuales

va a ser posible aplicar la teoria cuasi lineal o teoría de la turbulencia

débil que se desarrolla en el Capítulo IV . En este capítulo también mos

tramOSque si aplicamos la ecuación de Fokker - Planck a la interacción

¡de ondas electrostáticas y particulas obtenemosla ecuación de difusión
para las partículas resonantes de un modomás simple que con la teoria cua
si lineal (Laval y Pellat, 1972). ,

fin el Capítulo V se estudia la evolución de una onda electrostática mono

croxática que se prOpaga en un medio inhomogéneo. La introducción de la

inhomogcneidad a lo largo del campo magnético modifica la ecuaCión de mo



A l ' . 'ase de 1°vimiento de las particulas resonantes ya que la VB¿OC1d3dde I a
' ¡.4- F ' 1A.a '* nunto a ounto. Es interesante remarcar que en oc.e caso se ic

cue aparece, en medios homogéneos, en las ocuaczo
‘ ' * ‘ e V " e ' de movimiennes lineales de "nVimiento de las partículas. un lu ecuac1ón 1

'v. _. “ o ñ ¿to exnresada en el sistema que se desplaza a la velocidad .econan.e. un

anarece una fuerza que está ligada al cambio de sistema no galileano. asa

q
ta fuerza, que traduce el efecto de la innomogeneidad, tiende a oponerse

al atrapamiento. Debido a esto, el coeficiente de amortiguamiento Lancau

en su limite asintótico no lineal, comoel nivel de saturación de las on

das, es completamente diferente al caso homogéneo(Asseo et al, 1972 ).

En el Capítulo VI se estudia la interacción "giroresonate" de una particu
la con una onda electromagnética circularmente polarizada que se propaga

en un medio inhomogéneo. Una interacción giroresonante se produce cuando

la partícula en su sistema de centro de guía Ve al campoelectrico de la

onda rotar a una frecuencia igual a su propia frecuencia de ciclotrón; es

decir cuando Il; :CD—2.3; . Se estudian en detalle las interacciones

protón - ondas levógiraspf'lo es entonces la frecuencia de ciclotrón de los

protones, k y Lu el número de onda y la frecuencia de la onda y mi la

velocidad resonante de la partícula paralela al campomagnético. Comolas

consecuencias de esta interacción serán aplicadas a la geofisica externa

este campomagnético es el campomagnético terrestre.

El número de onda k de la onda y la frecuencia de ciclotrón varían pun

to a punto de acuerdo a la relación de dispersión en medio inhomogéneoy

al modelo de campo magnético utilizado. Al orden más bajo, el movimiento

de la partícula esta determinadopor la constancia de la energia y del pr;

mer invariante adiabático (el momentomagnéticol. Es de esperar entonces
que la partícula durante su ida y vuelta entre sus puntos espejos tenga u

na interacción resonante con la onda en dos puntos solamente de la línea

ac fuerza (simétricos con respecto al ecuador de la linea de fuerza magné

tica terrestre considerada).



Cada resonancia puede ser considerada como colisión en la cual la e
,

nergia 7 y el momentomagnético y. cambian, el signo y el valor de th

y" á? 8epen6en de la raso de la partícula respecto de la onda durante la

resonancia. Si suponemosque no hay coherencia de-fase entre una resonan

cia y la siguiente se puede describir al efecto de las mismassobre la fu;
ción de distribución mediante una ecuación de difusión del tipo Fokker 

Planck (Helti ot a1, 1973). Este hecho es de singular importancia ya que

se muestra que la teoria cuasi lineal es aplicable, a pesar del caracter

monocromático de la onda, si el medio es inhomogáneo.

Se aplican estos resultados (Rouxet al, 1973)-a la interpretación del tra

bajo de Hehrlin et al (1973) que muestra que las ondas "en perlas" (0,2 a

5 Hz.) que se propagan a lo largo de las lineas del campomagnético terreg
tre en el modoiónico ciclotrónioo tienen una estructura interna. Se eva

lúa además, utilizando 1a teoria desarrollada en el Capitulo V, el nivel
de saturación de estas ondas.
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CAPITULO I

ÉÍÚZCICN DC VLAEOV

Cuandoun gas adquiere una temperatura suficientemente alta, (por ej: Tzí

2x104 °K para el hidrógeno), los átomos y las moléculas del gas resultan

ionizados al perder sus electrones en las colisiones violentas que se

producen. En el estado resultante, en el cual el gas esta totalmente io

nizado, el comportamiento dinámico del mismoestá dominado por las fuer

zas electromagnéticas que actuan sobre los electrones e iones. Las pro

piedades del gas son ahora lo suficientemente diferentes a aquellas del

gas normal que justifica darle un nuevo nombre, plasma , para describir

al gas en este estado altamente ionizado.

El estudio de la física de plasmas ha sido desarrollada inicialmente den

tro del campode la astrofisica. Se ha determinado que el estado de plaí

maes esencialmente el estado normal de la materia en nuestro univer: .

El hidrógeno, quo es el estado másabundante en las estrellas y el espa

cio, se encuentra la mayoría de las veces ionizado. El helio, que es el

próximo elemento más abundante está ionizado dentro del sol y en la cono

na solar. Además,las propiedades del viento solar, el cinturón de Van

Allen y la ionosfera deben ser estudiados dentro del marco de la fisica

de plasman. Masrecientemente, las posibilidades tecnológicas del plasma

han atraído la atención, principalmente las investigaciones dirigidas ni
cia la liberación controlada de energía de la fusión termonuclea de los

elementos livianos. Ha sido éste uno de los motivos principales por los
cuales se ha obtenido un avance considerable en la descripción yïentendi
miento de los fenómenos que se producen en un plasma.

Los problemas encontrados al analizar un plasma totalmente ionizado son

de muydiversos tipOS. L pesar de que los procesosfiisicos básicos son i

gualmente simples que los de un gas ordinario, 163 movimientos son mucho

más complicados debido al fuerte acoplamiento al campoelectromagnético.

Si las colisiones binarias entre las partículas del plasmasonlo suficie;
tementc frecuentes, en el rango de la escala temporal de los fenómenos

_estudiados, el plasma se comporta comoun fluido conductor ocn propieda



dades similares a la de los metales líquidos. Comoes de esperar, los ¿El

vimientcs resultantes llevan a una másrica variedad de flujos que las

encontradas en la hidrodinámica ordinaria. El análisis de estos mcvimicg

tos han sido desarrollados en una disciplina separada llamada magnetchi

drodinámica.

En el caso en los cuales el plasma está sificientemonte diluido se puede

despreciar las colisiones binarias, pero comoel plasma está compuest

de partículas cargadas que producen campos de largo alcance, el plasma

conserva, contrariamente a un gas ordinario la facultad de propagar oso;
laciones colectivas que tienen una gran diversidad de frecuencias y lon

igitudes de ondas.

En este último caso el plasma puede ser descripto por el siguiente con

junto de ecuaciones:

e

(al) Ei+ï7.a{t+-ÉS¿ (5*VXE)'2í-=o

Mr) 23%: -VxÉ (c) VE =lE-o‘ue- jÏ'Á/Ïr

(1.1)

w EE: mapa; (e) V.É-=oQt

6-) É = Zezfi’f 3431*+

donde f1 es la función de distribución para cada especie (+ para los i_
nes y - para los electrones). La ec. (1.1a) se denominaecuación dc Vla

sov o ecuación de Boltzmann sin colisiones. Los campos electromagnéticos

que intervienen en las ecs. (1.1) son campospromedios que varían lenta

mente con las coordenadas y no dependen de la ubicación microscópica pro



c'sa de las particulas del plasma. En las eos. (1.1) se ha hecho la dis
tinción fundamental entre "colisión" y movimientode la partícula bajo

la acción del campopromedio de todas las otras particulas. Nosotros en

tenderemos por "colisión" a una gran fluctuación a nivel microscópico

del campoeléctrico real relativo al campopremedio. Un parámetro que dei

cribe el rango de validez de la ecuación de Vlasov es la relación entre

el número de particulas que generan los campOSpromedios y el número de

particulas que participan en una fuerte fluctuaoión de estos campos.

A priori diríamos que el número de partículas que contribuyen a los cam

pos promedios es infinita. Éin embargo debemos recordar que en un plasma

existe el efecto de apantallamiento para las interaacciones lejanas. En

efecto, el potencial en un plasma producido por una carga q en reposo

viene dado por

(1.2) 9500)= '96m ¿WM/2»)477

donde r es la distancia a la carga q y

'L

(1.3) lp = nc (4,423
8, ¡L'T'

cs la longitud de Debyezaqui n es la densidad-del plasma, e el valor

absoluto de la carga electrónica, Z el númeroatómico, k la constante

de Boltzmanny T la temperatura absoluta. La longitud caracteristica

del apantallamiento viene dado entonces por la longitud de Debye.

Las particulas que contribuyen entonces al campopromedio en un punto son

aquellas que se encuentran a una distancia inferior a la longitud de De

bye. y

Por otra parte las particulas que pueden causar fuertes deflexion s cou

'lombianas y contribuir a grandes fluctuaciones de los campOSmicroscópi
cancos que ve una partivula, son aquellas que se acercan a ella a una di;

cia inferior a la que correspondea partículas con la energia cinética



promedio kT . Es decir que son partículas que se encuentran a una dis

Z

(1.4) d «e e/¿ow

de una prefijada. Comparandoesta distancia con la distancia do Debye r3
sulta

radio de fluctuación de E d fi! l
radio del promedio de E f“ Ska anÏ

Debe cumplirse entonces que n3XÍ>p l para que la ecuación de Vlasov
'sea válida. En efecto la mecánicaestadística de los plasmas permite de

moatrar que la ecuación de Vlasov corresponde al primer término de un de_.
sarrollo en serie do potencias en el parametro (nílz). . Es decir que
corresponde al orden másbajo'significativo de una teoria perturbativa

que arranca de la ecuación de Liouville de la mecánica estadistica.

El sistema de ecs. (1.1) es no lineal y no se tienen métodos generales

de resolución. En algunas situaciones se puede suponer que las desviacyg

nes del equilibrio son pequeñas y entonces se podrá linealizar a las e

cuaciones (1.1). Sin embargosi el plasma es inestable desde el instante

inicial las ecuaciones linealizadas no podrán describir la evolución del

sistema. En estos casos Será necesario desarrollar una teoria nt lineal.
, .

En este trabajo se describen algunos de los métodos lineales y no linea

les para resolver al sistema de eos. (1.1) en situaciones talesíque tie
nen una aplicación directa a experiencias de laboratorio y de la fisica



CAPITULO II

EFECTO LFJÏDAU LINEAL

2,Ll ¿mortirmamiento Landau

Estudiaremoo aquí las oscilaciones de un plasma infinito, hemogóneo,sin

campo magnético externo. Vamosa suponer que los iones están quietos y

que formanan 'Í‘ondoneutralizador h0mogéneamentedistribuido. La fun

ción de distribución de los electrones en el estado estacionario, fo ,

es uniforme en el espacio. En lo que sig-ue de este capítulo vamOSa su

poner que {Triaüü'= O , es decir que no hay corrientes al orden cg

ro. Esta. condición implice. también que al orden cero no hay campo magné
tico propio en el plasma. Finalmente supondremos que no hay ca po eléc

!

trico propio en el plasma. T 3

Designando con f1 (Ein-t) al apartamiento del equilibrio. de; 13.:me
ción de distribución, el conjunto de eos. (¿1.1) después de linealiáarlas
resultan l

iwuna ¿(auxmgfi:0

‘ — h e r 3

(2'1) %%= ’VxEq Lc)VE4 =--E;íI-‘¿o

(0L)¡.gïmxïfiflefigd‘a (e) vsfo

Vamosa introducir los potenciales y A4
—

VX ’pl ll
A(2-2) l

o) 3>-V'
{nl

Il
A

l
XI(2.3)

con el ¿auge de Coulomb VA4=O , de manera que en una onda. plana .14

es normal al vector de onda Í .



.10.

Las ecs. (2.1b) y (2.1e) comoes bien sabido se satisfacen idónticamonte.
Las ecuaciones restantes resultan:

fl -7 M
'37”. r '22 c Lvr’ _9»'-. +17x ij‘“. “17v:‘O

(2.4) 32V" SIL__Ï;¡ '* a": ( 9 22";

2 (‘
e 1‘ 5= —— 'v'

(2.5) Vízá Sofia

7. »-\ ..2 4 a 1' _¿ s f- 3
(2.5) (V —ZL_ÓtL/A4-2t(Vé4)+ ¿o ¿cu

Si tomamos divergencia de (2.6) obtenemOS

3 Z ‘ __ 5 _

í(eo\7;zí)+v.ejïrfclv -0
que cs la ecuación de conservación del número de electrones. Por consi

guiente las ccs. (2.5) y (2;6) son independientes.

Vamosa ver ahora que bajo ciertas condiciones las ecs. (2.4) y (2.6) se

desacoplan en ecuaciones puramente longitudinales y puramente transverqg
les.

En primer lugar impondremosla condición que Í;(Ü) sea isótropa en el
plano perpendicular a 'E .Entonces

: _. 1; Ig —. __ ,1¿roaming-¿5% J mmm-g
Il

Por consiguiente el tercer término de la ec. (2.4) se reduce para una og

da plana monocromátioa exp ¿(2.ï - wt) a

' _ - .—_— ‘_ — Tu v .1
-4 ¿3:{ing +wA4+(utA,)k,-ahlc)2:]-(-°szT7: 7;)

Está claro ahora que si integramos la ec. (2.4) sobre las velocidades

normales a k , en virtud de la simetría postulada sobre f3 no: queda

. I F. ‘_-':F_C_'rp3a
(2 7) (CU kLn) 4 am'RaM 3-7."h'

: C



.11.

donde hemos indicado con R, y F; el resultado de promediar f4 y f5

sobre las velocidades normales a k , es decir

Fmfifiïffizflí) Ef¿á’J(W-%’)f
En 1a ecuación de Poisson (2.5) solo es necesario el conocimiento de F}

y en la (2.7) no figura 14 de modotal que la (2.7) y la (2.5) pueden rs

solverse en forma independiente quedando desacopladas de A4. Esto signi_

fica que es posible obtener soluciones con '34 - 0 , fiá fi O ;es decir

oscilaciones electrostáticas puramentelongitudinales;o bien soluciones

con El fi O ; fé = O , es decir soluciones puramente transversales. En
este capítulo vamOSa examinar el caso en el cual ¿":0 .

De (2.5) y (2.7) obtenemos

_klé=¿ji '4 717.60 )60'ka
es decir

Z .
a) 3P ,,

4 .- 43.1. ¿917..- dv” =o720
z Va

donde “%a=(7%É/Éozq) es la“frecuencia de plasma!
El miembrode la izquierda de la eo. (2.8) ee la constante dieléetrica

E:C¿,a0 para las oscilaciones longitudinales del plasma. En efecto la
ec. (2.8) proviene de la eo. de Poieson (2.5), que en términos del vector

.5 se expresa como V.B o 0 , con 3 - EDÏ +_¡; y con -V..35’.= ¡201.

-cjïfi<iir . Para oscilaciones longitudinales se obtiene entonces la
relación 3 =¿(ï,w)—íï donde ¿(E/w) viene dado por el miembro de la iz

quierda de la eo. (2.8). En conclusión entonces la relación de dispersión

de las oscilaciones electrostátioas viene dada por la constante dieléc
trica igualada a cero. I ’

La integral que aparece en la ec. (2.8) ofrece dificultades ya que si

es real,diverge, y 1a relación de dispersión pierde su significado. Vla

sov (1945) y Bohmy Gross (1949) ban tratado de evitar 1a divergencia,el

primero tomandola parte principal de la integral y los seoundoe co“-:¿flU U ‘Av‘ g,



rando funciones de distribución artificiales con ‘aípázm- O para ifi=aáá.
Por otra'parte bajo la luz de la teoria general de la constante dialéc
trica (ref. 3) resulta sospechoso que ‘ECÉLQOsea convergente tanto pa

ra v1-aico como para w —>-¿ao . Además vemos enseguida que cualquie

ra de los recursos antes mencionadospara evitar la divergencia va con

tra el principio de causalidad. Si f, - ól+ i ¿H , la relación de

Kramer - Kronig (ref. 3) exige que para w real
. +00

¿[CLM = ’Í+LP/'_‘5_”C_"de7T x -cu
‘ —ao

Pero si la ec. (2.8) tuviera sentido para w Ireal seria ¿”a 0 y la
relación de Kramer- Kronig no se satisfaceria. La (2.8) carece de una

parte imaginaria que permita el cumplimiento de la relación de K.K. Asi

comoestá contradice la causalidad.

El origen de estas dificultades y la.contradicoión con el principio de

causalidad se deben a que la ec. (2.8) ha sido obtenida a partir de on
das monocromáticas, que existen para todo tiempo. Es necesario replan

tear el problema de las oscilaciones lineales de la ecuación de Vlasov,

proponiendo un problema de valores iniciales que nos permita respetar la
causalidad. Este fue el camino seguido por Landau (ref. 4). UnaÉmanera

heuristica de corregir a la (2.8) y de respetar la causalidad consiste en
considerar una onda cuasimonocromáticácuya amplitud varia con el tiempo.

Supondremosque w pcsee una pequeña parte ;maginaria positiva: w n

w + is . Entonces la perturbación exp (-i t) es nula para t -> - OO

y va creciendo lentamente hasta alcanzar la amplitud actual. La integral

de 1a ec. (2.8) tiene ahora sentido porque w es compleja y no hay pro

.blemas de divergencias.(Haremos luego tender‘ 8 -> 0 puesto que no de

seamos que la onda siga creciendo). ’

El cero del denominador en la ec.(2.8) , Zï==(a)*¿¿2/C¿ está en el se_

miplano superior w y se aproxima al eje real fi”. El contorno de inte

ÉraCIÓn tendrá que_evitar el polo en 'g - w/k con un pequeño semiogrculo
ae radio 6-9 0 . (ver figura en la página siguiente)
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. p _.._.Coneste contorno de integrac16n la eo. (2.8) se trancioruu en

,__7
+00 a)

\
7’ F . 1. __ E

¿(ÁWW‘4-3% "BD/ÉÏÉÜí_dW —tn Wa. ?Ï¿1 I - .‘
' (L) L l. l ‘

k’ío J 1),;- /Al ¡bro 3v¡¡/L;_I:a/¿

donde P.P. indica parte principal y el tercer término del segundo miem
bro es la contribución del semiresiduo.

A la eo. (2.9) la podemosescribir en la forma

¿Cb,a>)' = 64 (kw) + 'i ¿a (gw)

donde

7- 25
(210) ¿4 = 4‘ CJÏ Z-fii

. ¿720 UI;_w/k/

y

'L

(2.11) ¿ = —7r ‘fr __'352' kno
La ec. (2.11) nos muestra que la contribución a ¿L es proporcional

a la tangente de la función de distribución en gy u w/k :la velocidad de
fase de la onda. Para ondas con-velocidades de fase mucho mas grande que

la velocidad térmica de las partículas esta tangente será muypequeña.3q_
tO sugiere que podamos escribir. w u um + iu¿ y que podamos tratar a u¿

y é; como cantidades muypequeñas. Entonces

81(%rí%)+i¿z(ú)¿rz'a¿)g ¿4 (¿Jajr- 2-04,-Qá; + 4; é¿ (wm)Ar

Vemosde aquí que la parte real de la frecuencia es una solución do

¡(2.12) 64 (64),”)= o
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y que la parte imaginaria está dada por

<3(“yaaCU- = : - 2 _'/¿
(2.13) 1 XL 9%“

‘ Ñ

Intontarcmos ahora encontrar expresiones apronmdas para. ¿Al (un, J .
- . - e ¿a —= a ’s "u iónr. altas frecuencias (w>>va , VT.VCIOCldud¡.¿rmcu de la di trio c

de particulas) se puede desarrollar el denominadorde la. ec.(2.10) y en
contramos

¿( “PL dv ¿F [4+ ¡W +(R‘z')z+ j'a) e + f ,3. ' ____"_ ._—
4 2’) 4 ” a) ¿U

(2.14)
i x

L'—. Z z
Z)’

(¿Z4 + 31c<,>+m]co" ¿UL

Haciendo ¿l (¡ele - 0 y resolviendo por iteración obtenemos

’- z

(2.15) (¡JL/¿df?(4 1.a La4

De la ec. (2.14) se obtiene también

95,
3a)

N 3;
¿o

encontrándose finalmente para w¿ - bl

z __¿aca 2!

(2.16) 3/ = 7-7 ——f( °)¿r k, 335 za =c%í
L

Este es el famoso coeficiente de almrtimiamiento de Landau. Si Fo es u

na función que decrece .'-.;-.:Ñ::.enteentonces 35/27); es negativa, y por

consiguiente b: es nega‘.-.o lo que indica. un amrtiguamiento. Sin era
fbar-gosi tiene la. forma indicada. en la. Fig. (2.1) entonces 35/L x

será positiva. en el intervalo (v, v +517) y una onda cuya velocidad Cc

fase cae en esta. región crecerá. exponencialmente. Este es el efecto Lan
dau inverso .
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FIG.‘ 2.1 Ejemplo de función de distribución
inestable .

El efecfo Landau es fundamental en el estudio de los plasmas diluidos

ya que suministra aún en la aúsencia de colisiones un mecanismode amor

tiguamiento (o de amplificación) de una onda.

De la ec. (2.16) vemos que una onda puede no ser'amortiguada por efecto

Landau, independientemente de su amplitud, si la función de distribución

forma un "plateau". l '

Las propiedades del efecto Laniau Que acabamos de resumir han suscitado

un gran número de objeciones, a menudoapasionadas, tanto por los deta

lles de la demostración comopor la interpretación que habia que darle

(ref. 5). Kuchasde estas controversias se han originado a causa de que
solamente recién después de 15 ¿ños de la publicación del trabajo ori

ginal de Landause han podido realizar experiencias de laboratorio (reig

rencias 6 y 7) que han mostrado claramente la realidad del mismo.

‘2.2 Internretación fisica del efecto Landau

Para explicar el mecanismodel amortiguamiento sin colisiones, Dawson

(ref. 8) divide a 1a función de distribución en una parte principal y
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1

n i lg; 9¿ ‘ i l . n 16 ¡ii

I

y una parte resonante. Por parte resonante se entiende aqui a los electro"

nos que tienen una velocidad cercana a la velocidad de fase de la onda.La

parïe principal es el resto de la función de distribución comose muestra
en la Fig. (2.2).

Á

Ï O
í .Li 4.' .//""[ parte prinCipal

"-parte resonante

y v0

FIG. 2—;JÏÏ ÚivieióL de la distribución electrónica
v val y resonante

Á Aen cartas princi

Dawsonha mostrado que la parve principal de la distribución SOporta el

movimieniooscilatoric de la onda y que la parte resonante la amortigua.

Para obtener el coeficiente de amortiguamiento se calcula la velocidad de.

incremento de la energía cinética de los electrones resonantesaPcr ocnscgn
vación de la energia la velocidad de incremento de la energia cinética de‘

.las particulas debe ser igual á la_velocidad de decrecimiento de la ener-_

gía de la onda. De esta última cantidad se calcula inmediatamente al cceé
ficiente de amortiguamiento de la onda.

‘Para hacer estas ideas más cuantitativas consideremos una onda plana con;AÏ
un campoeléctrico

(2-17) ' 5091€) '= .ED'MLCk'Z 4025)
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Si traLajamos en un sistema de coordenada: que se mueve con la onda el

oamgoeléctrico se escribe Eozcnkx y la velocidad ¿o incremento do la

donde nm es la densidad de electrones, Á. la longitud de onda de la on

f la función de distribución elcctr nica =n el sistema de la onp. S‘J
4

da. u; integración sobre ‘x nos da el promedio espacial de f , de mod
que lo ec. (2.18) resulta

roo

n 2. nfi: '¿wwgz EL?)
¿t 2 j ¡0/ v.J-oo

La derivada temporal de (f) se obtiene fáci mente haciendo el promedio

la ecuación de Vlasov, ec. (2.1a), para ondas longitudinalesp, 0

« .c a , , \ .2
JJ + 0-94 - e¿:¿onpwxy.2¿ = o

BZ, ° 3:?9:

¿91x / EL E? 447v0bxá
mln)ü“h >

Ï;¿amos ahora f a fo + f4 , donde f5 es la parte no perturbada de la
v,función de distribución y f1 es la perturbación causada por la onda. La

’ es espacialmente homogéneono hace ninguna contribución a la ecqg

Vlasov ’

3-» e .—— . \ A:
(o 21) 14 + zr "254. -_ mi to ¿om/oz; 4/0¡.0 Jl: 7).

Y¿a solución de la eo. (2.21) es.
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/ ,. cz2.42) l _
' wz w¿(esc-cut»‘

¡LIX ¿33), ¡J,_

donde í“ (v,O) es la dependencia en velocidad de la perturbación. Si lle

vemos el valor de f1 a -a derecha. de la. ec. (2.22) obtenemos

|\

-.=—3 ¿.79 E,
m" 9°} mr J

Podemosllevar ahora la ec. (2.23) a la (2.19) que despues de integrada

por partes nos da.
{'09

I

I "o.fi ¿U\', i 'avl
...- JGJ'VQCUI'O)(3+ .ij-¿l/fu

,¿r-t 2 J,-w r0?
.. ¡372/ / a; .\ - \- w —J°—- (w e; 1.game.

2/7; j 91')- Ñ/ ku,
J-ao

Después de uno pocos ciclos (esto es lwt-¿wt >>l), la. primera integral de

la derecha do la ec. (2.24) tiende a. cerefdebido a la mezcla de fases y el

integrando de la "¿nde integral resulta. muypicada. alrededor de v = 0.

El ancho de esta función picada es del orden ¿Val/kt = (w/k).l/=-:t .
Solo aquellos electrones dentro de este intervalo Av alrededor de v=0

hacer. una contribución significante a. la velocidad de incremento do la ¡.1

nergía cinética. Reem_laz*-ndoa. sen(1cvt)/kv por 'n’cíücv) obtenemos

.77 7. r 2'

(225) L’ = ¿w “4’ 97° ' “ELE”' ¿t .2 el mr 2
JÜ'=O

I;_u:.lendo le ec. (2.25) a la velocidad de decrecimiento de la e:10:‘;;.:.de
'h f: l ‘x z . 4: / f _a. onda ai.- “°7 1-3, 595 y teniendo en cuenta. que aJv/au' es :¿‘del)- e L u 'uy \ v/ y _.f: O

e. la. derivada de le. función de distribución calculada. en le velocidad de

¿“ee de la onda encontrarse: exactamente la fórmula de Landeu pero. el eoe¿(.49 .
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*"7 *::Tl*1¿o ec este análisis vemos que el amortiguamiento Landau es un

¿necio lineal ’“e :e ¿abc al hecho de que hay un número mas grande de pa_

tículo: que romanencreía de la onda (partículas con velocidades inferio"Q

“íeulas cue le ceden energía (partículas con velocida

2.’ Límite ¿y Valiiez cel efecto Landaulineal.

\ . . . . . .¡ GCJGde ser vállda cuando lo deJa de ser la soluclón 11

neolizada de la ecuación de Vlasev, este es cuando zfiïécr resulta del
A

magno orden de magn'tud que CÉ;517 . Vamos a determinar ahora cuando o

Si toman s la derivada de 1: ee. (2.23) con respecto a v se obtienen
.a.Ljr;ines :ceulrres que crecen como t en la parte principal de la dis

. - u r \ — I . I Itrlzuczón (v f G). .> el denemlnador cel segundo término en la ee.(2.23)

tiende a cero para v = O debemosdesarrollar el numerador do este tér

mlno alrededor dc v = O antes de tomar la derivada en esta región. Rea_

lizando este desarrollo obtenemosla siguiente expresión para f1 en la

reg-16:1resonante (V270)

\ y _ I - a /I 'a; (¿¿—xU’C)+.Ét ¿.Eam\/¿-C/
J . 4 . "L 2p4

p

(2.27) e ¡wi 370 k; CMC/kz.)
rn, 2 3-0, '

p. y.“Si üomamorla derivada de la ec. (2.2?) con respecto a v oetcnemoz a
. 2 . _35:31n0 secular que crece como t . Después de unos pocos elelo: este

¿Jrzino domina y hará evontualmento que la solución lineal deje de Ce¿ ví
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tn; ¿el sietem: constante. És por eso que se las ha dibujado e todas par_

zicnio ¿e un punto común. L; curva A se obtiene cuando la amplitud ¿e

l C;¿C ¿jli Li; SLtisfceo la condición (3.1), obteniéndOSe entoncos el

¿;;:tijuaniento Landa” lineal. La curva B se obtiene cuando la condi

o": (3.1} co;ienz; a ser violada y la curva C cuando le desigualáad seu-\.,.

.' .....- ,c“.v. .1.—..V-\r- ¡IV

iieracionc: cue hemoshecho en el Capitulo II la in ereión

de 7” desi7“aldad (3.1) significa que el atrapamiento de la partícula por

a onda tiene 1u5or antes de que la onda sea amortiguada ¿or el efecto

l. Del 2:51 ei: de la curva C -concluimos que el efecto de;

atrapamicnto ¿e ia: eartículas por la onda es evitar su amortiguamiento

y ¿aceria oscilar. La: mediciones realizadas por Malmbergy Hhartonohan

mostrado que la longitud ¿e onda'de esta Oscilación, 3W5C_¡está dada por

N _ 211w\ .
2) /M._

Jun. : )

donde es l; Velocidad de fase y WTla frecuencia de atrepamient . El

chiapamieneo de partículas por la onda es un fenómenono lineal y sus e

fecto: sobre el amortiguamiento de la onda van a ser analizados en este

3.2 meor’s no ‘inaaï de‘ :mortiguamicnto sin colisiones.

3; =l Capítulo Illparígrafo 3lhemosvisto que la solución lineal para la
"l .1 ictribución en la región resonante dejaba de ser válida para

tiempos t del orden del tiempo de atrapamiento 77 . En cambio la so_

lució“ lineal en la región no resonante se mantiene válida aún para tiefi_
I

pos t >> 7: . Para extender la teoría del amortiguamiento sin colisio

nes pa:a ticñao: :1: ¿ranies que t r ÏÏ vamosa resolver ex: tamentc la

ceuac163 de Vlcsov en la re;15J recon'nte siguiendo el mítodo pr jnocto

po“ C'Ïeil (ref. 8). Recoréemo:,para ello, que la ecuaciáz cx: to de ?1;_

:ov ':wre¿a un fluj incox¿rosiLle en el espacio fic la: faxes. En el Li;



' .- -‘.36.3.". QC; .L...l" onda su solución puede ser escritïa entonces como

-_fx a; 3/ :7f [:c°(:¡:,v;r:))chszcéhq;

¿ende f(:-;,,v ,0) es la distribución inicial y (xuvo) es el punto ¿es_

¿e "' cual (:c,v) evolucionan. La.evolución de este punto está gobernada
vor

(3.4) Wwe = «¿EO ¿(ny/4711;

con las condiciones ini iales (x,v) = (xuvo ). .

’"r;necesario remarcar que siamos suponiendo como O'I‘Eeil que E, no dcpcn.4
——

(J

¿e del tleapc, o "egor, que ¡3/40,camina. mucno rn s rápleo que le. angolrcudV

de la. onda. 231.0 implica que wT»b’_ , o sea

E3 U1 om Vv r<><
3

(Joneste. suposición la. oo. (3.4) es exactamente soluble en términos de

integrales clíp‘ticas.
La primers. integral ¡la la ec. (3.4) es la. expresión para la. conservación

'Z 1 - 7- Z_ I [4-oc42/rc
(3.7) g — 28’61 '— g]

7). _ Z .Cuazzeo dC< i la ec. (3. puede ser 1ntegrada dando

(3.8) ¡:(9C,F‘¡=FC°C,E)-%cz:JO/

\ _ _ . s donde ¡707931) es la 1ntegral elíptlca de prlmera clase y «¡C tom el

Cuando De>1' , es útil hacer la transformación ¿son? = sen‘j obteal

lliü'JC-LOSCen .once S

L 'ï
4M}, W,1la \ __—x7. _'
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donde 3‘ comoantes, la integral eliptica de primera especie, 3“ =
.—|m..w rr '

Fï’vscz) ° vfi' y = e F o
—» ,2 -4 . . i

En conclusióh la teoría que venimosde desarrollar explica saïisfactoria
’imenta las experiencia- ¿e Malmberg wharton-que han sido descriptas en(2

arigrafo 3.1 .

.
. ¡‘- ... . ‘kñ, ' P. T1 ' 3.3 Ifluüïbrethláfi aíslca | I

La infierpretación física de los resultadoa'dql parágrafo anterior puede

z.

“¿w-x a.“ r N2

ifi/K/l a,¿4 l ///;A"\“\ NJf. ÉLí ' Y'\\\ ‘' 'flu,
l 4. j , ’ ‘\, =

¡ fi // /\ J .. ..

/ “n‘-/¡ 1 2 \ 3C
M)”

/ P
x \ x J . ‘:‘‘ I

l \x \ >. í
o, \ 1 ‘\. "
TLÉJV) l \\\

l .

l

FIG. 3.3 Trayecïorias en el espacio de’las fases le los
‘1‘,-.¡n;- n. ry-r. t 1-.cxJ- M!"xk-"É “¡L'- k r 2.) D

ser vista f‘"íïvñwte Dormidoráhánlas trayectorias de los electrones e“.A
el =zpïcio de las iases. En un sistema que se ¿esplaza con la velocidad

¿o fase de la onda'las trayectorias son camalas mOStradasen la Fig.(3.3).
c

1
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sución inio
1rcuresenuada por-e

ial de electrones está
área rayada en la figur*.

Los electrones con energía W tienen un período más corto que aquellos
A. ‘ . .-.! ‘ 7V sCu; enorp¿¿ a +th u_. y osio hace que meadelantan respecto de los ‘1ii

o“. ¿l swe" rayada se csnira entonces a lo largo formandouna espiral i;
la rogí’w astra las dos trayectorias. Es ¿lazo entonces

Puvoión ne sc obiiene promeéiando a la función de distribución
O

,zcio de las fases que son lo suficientemente gran
V .

Ht“*vesnüaépor muchasvueltas de la espiral será independien_w u

r la distribución ergódica sobrercualquier trayectoria.ne—

cñ"itamos enüonoos simplemente promedimr a la distribución i“'v u

esta trayectoria. Lu *a región resonante podemosaproximar a la dist¿1gu—'
\ .
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L;2Wlut ¿a (ref. 11) ha: mostrado que la teóría de O'Hail es válida siem_'
,, x r .- wn-t'xr‘

..¿xV . Luv UA; .¿Jh‘du a conaiaarar a la función de distribución con pendiente
¿, ¿a .W ,-."u'.i -. kCvL.Uhuvuph la :u¿lón casonanue.

\
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- .\ .L

\

‘.—2 . j ‘ ,4 \m U. Ï \
,¡_ . y

‘ .15 / \fc. \a r!V

i........_-v .,.-7-.J_A.._4_._.A., ; ., ¡_. ... . . I

SMISCR - RECEPTOR

(unidadesarbltrarias)

TECa3.) Vari¿;;ón 4a la amplitud de la,onda con la
9 2

distancia para el caso E(r=0) > KMGK‘(kVT)Ï(ka/U}

a la función de disïribución alrededor de la veloci ad

¿e ï_gc de la onga, es decir haciendo v =‘0 k + w , obtenemos

. su, q . "'gm , m.hn ¿ - - .eu *-hbw* CA-rmlepluu rebonanue Slenpre que

. 5,, 1 mmm a. ., a.LJ.) ab ‘JA'
...,,‘.....,':.'A...... , ‘ .7 a -41,wwnhd“¿_wuú bwüw uvuü¿C¿Ofl se GSC2¿03

fx‘
A»« MJ 11- -,.,« _I __

\ “ '// ,‘;_s¡;-.;
N ¡T

es del orden de la velocidad
‘ -'- r un 1 — 1;'.:;':.'.:;::,4.;-;. 1.1.3ug..;€; m: ¿a onda.
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rece desde un nivel Mi; _. _,ce la onoa'132tñble el campo

.x- .'-: TC: o ,nvlo por el ruido térmico) hasta un niVol en el CJLl

.;o“¿;¿ ; no lincal s producen su saturación. Los cálculos n':5:i
-. / . . ,. .I.._._ W ‘,,, ¿H _o ¿La re;-;z;do \rc:. 14) inalcan que la onda se 11mlv3¿á a L

- .. _ _‘ vx' c.,i;xgo to; que w, P»! o, , o sea

\2._-— -, Y \

3* "“ --.J 4: 211 fi,( _¡';.1.,, c' -—

‘_¿;i .Le ¿ire o“ que si el tiempo de autocorrelación de la onda e: Lg;
_ . ¿. . . . q . ‘l’corto ¿sugarooo a- .1emp \ce creeimiento oe la onda, o sea v ¿R,y>¿h 9

1“ _;,-: cc_Jn oo las DHÏLÍCHIGS"esonontcs y las ondas conducen esencial

l-s en el espacio de las ve

loci¿¿¿cs. La teoría que escribe este tipo de interacciones se denominad

"”*" y será el objeto de estudio de nuestro próximo capítL.‘1--. '.— m... .z v_\.\),.,,.,- \1A.L-¿/¿ adn-.AUUIC'.
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CAPITULO IV

TURBULENCIA DEBIL - TEORIA CUASI'LINEAL

4.1 Introducción.

La inestabilidad de un plasma puede ser definida comouna cscilación co

lectiva que se desarrolla espontáneamentea partir de condiciones inioig

les que pueden ser las fluctuaciones térmicas del plasma o cualquier o

tra perturbación causada por el medio exterior. Unplasma puede ser es

table, el caso más simple es la de un plasma homogéneoen el estado ter

modinámica local y ubicado en un campo magnético uniforme (otro caso es
el de un plasma confinado por un campo de gravedad), pero esto son casos

excepcionales y se constata que los plasmas de laboratorio y los plasmas
naturales son en 1a mayoria de los casos turbulentos, lo que egplica el
'gran desarrollo de los estudios efectuados sobre las inestabilgdades en

los últimos quince años. Í é
NotemOsque si bien la investigación de las inestabilidades es a priori

un problema de la teoria lineal, sus efectos sobre el comportamientodel

plasma sos esencialmente no lineales. En efecto,1a teoria'lineal de las
microinestabilidades permite determinar las condiciones que debe cumplir

un plasma homogéneoy estacionario para ser estable pero no puede descri

bir la evolución de un sistema que es inestable desde el instante inicial.

La naturaleza inestable de un sistema depende esencialmente de la forma

de la función de distribución de equilibrio f; . Para muchostipos de i
nestabilidades el sistema puede resultar estable cambiandola forma de la

función de distribución en un dominio del espacio de las fases que con

tenga una fracción muypequeña del número total de particulas. Drumcndy

Pines (ref. l) ; Vedenovy Sagdeeu (ref. 2) y otros han demostrado que eg

te cambio puede ser producido por las mismas fluctuaciones y que se pue

de llegar a la estabilización con un pequeño cambio relativo en la ener

gia de las particulas. En estos casos entonces el niVel de la fluctuación

puede permanecer pequeño durante el proceso de estabilización /f

f
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y aún podría efectuarse 1a linealización de las ecuaciones. Es en estos

casos en los cuales va a ser posible aplicar la teoria cuasi lineal o
teoria de la turbulencia débil.

4.2 Teoría General.

La función de distribución f(r,v,t) de las partículas de un plasm' sin
colisiones es solución de la ecuación de Vlasov

9f —af 9 - ——‘J 9f. ._ v:.__ __ VK5.——=O(41) 9t+ 9¿+m[E+-' JW

donde y "3- son ïóá campos elaóti‘ómágñéfíóóm

Vamosa definir el valor medio espadial, f; , de f por

° V-HZO V. .v
La ecuación de evolución de f se obtiene haciendo la media espacial de
la eo. (4.1)

21€,4—-*.a&. Earn; - -“.2¿€.dz>=o
(4.2) 97; +;—L[E,+Vx5o]917,1},L VIÜEJVKBJ a?

'V

donde Éo y B, son los valores medios espaciales de los campos electro

magnéticosyquf-fo ,É-ï-Ío y É-Ï-ïo.
Restando (4.2) de la (4.1) se obtiene

MoH1Bfiïrafi?’-—,3fi2“" a
97* 575+; [EaW‘Bv]5:; +;;[EA+WBJ¿E

9 - 3- 9 - —“7
*:[E4“ BJ'ï" a Vw V/[’54*V.XB4J'

Recordemosaquí (ver Cap. II) que en la teoría lineal se hacen las 60s

(4.3)
“b

2h
¿ha

<dkh

9

3
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aproximaciones siguientes:l°) se supone que fi,,.Éqy'Íq permanecen pequef

Ens comparadas con las cantidades homogéneasy se desprecian en la ec.(4.3)

los términos no lineales comparadoscon los términos lineales en f4, É;

y 3;; y 2°) se supone que fo es independiente del tiempo. Est( última
(

suposición limita 1a escala de tiempo sobre el cual el cálculo tendrá seg
tido. La teoría cuasi lineal consiste en prolongar el cálculo lineal so

1 ' .

bre una escala de tiempo lo suficientemente parga comopara quefla varias

ción temporal de f; no sea despreciable. Si: f; evoluciona en un centi

do tal que el sistema tienda a su estabilización las amplitudes de E4, 34

y 21 pueden permanecer lo‘suficientemente pequeños como para que uno ten'

ga el derecho de despreciar los términos no lineales que aparecen en la e_

c. (4,3) durante toda la duración de la evolución. Si I; permanece cons

tante o si no se tiende a la estabilidad será necesario entonces hacer in
tervenir a los dos últimos términos de la ec. (4.3).

Las soluciones de la ec. (4.3) linealizadas dependen fuertemente de las

condiciones iniciales elegidas. Si en el instante t - 0 , los campose

lectromagnéticos la y '54 y la función de distribución son cantidades
localizadas en el espacio y tales que la integral que figura en la ec.(4.2)

sea oonvergente, la teoria cuasilineal no será aplicable ya que entonces

íïáflïwan'Ï-É“
y f; no evolucionará. Los términos_despreciados en la ec. (4.3) deberán

intervenir entonces para haoer limitar la amplitud de la onda.

Al contrario, si las condiciones iniciales son periódicas o casi periódi

cas el limite que figura en la eo.-(4.3) tenderá hacia un limite no nulo

U?y la ec. (4.2) no se reducirá entonces a la ecuación no perturbada. E

decir que en este caso las ondas podrán modificar a la función de distri
bución homogénea.Estas condiciones'iniciales corresponden, sea a una 0n

da monocromática de una longitud de coherencia muygrande o a fluctuacio

nes incoherentes excitadas uniformemente en todos los puntos del plasma

por las particulas . Comoen estos casos la transformada de Fourier sobre
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el espacio no ee cómoda,vamosa utilizar un desarrollo en serie de Fou
4

rier suponiendo que el período es del orden de V’g, que hacemos luego

tender a infin to.

Se tiene entonceu,despreciendo los términos no lineales

— — — = — - .'9f.-_<4.“ 2mmJ.
f- .—— e — — -- 3f- '2 r: -- 23€:

(4-5) %+1b.v_í+;[5°rvx5°]._aïf+Tchi1-vx o

donde si U es una función de r se ha definido a ¡Ui por

¿“.1 4 _ 411»:
UOL):2 UL:e J UL - v U0») e Áz)’

. l" v _

Las condiciones que impueimoea la forma espacial de las perturbaciones

son equivalentes a la hipótesis de que U permanezca finito cuando 'V
tiende a infinito.

4.3 Ecuación de difusión de las particulas resonantes.

Supongamosque en un plasma han sido excitadae ondas-electrOStáticas, sea

debido por una antena o por una inestabilidad. Vamosa establecer le ecug

ción de evolución de f . Las ecuaciones (4.4) y (4.5) se reducen a

Ef fi ' ‘ Ef(4.6) .2 + a E _‘&
at m Z; k' av

(4.7) 292 + ¿Iw = - í 5 22:;
et " 7’” "' 7v

La integración de (4.7) nos da’



_¿ t ¿www
(4.a) 7%) = {me k" —í B61312033 dt”

“h, JR, m _ L av;
o

Supongamos ahora que

A -¿Shzd
(4.9) ELO-L)= EJt). e

donde ehh-O) - 0 , ds‘/dt - uk“) es la parte real de la. frecuencia
que se obtiene resolviendo le, ecuación de dispersión,(eo. (2.8)), con la.

función de distribución f, (t) .
Introducíendo (4.8) en (4.6) y teniendo en cuenta. (4.9) obtenemos

312= -3. Z A 9 ¿“HW
5; m IL EQ)? (¿we )

(4.10) c
3?. A a 'A

+ 7:» Z gift) 52-);dt Ez?) 255094,12 ¿kv(¿it)-¿(sk¿y)_5kw)}
RI o

Vamosa. expresar ahora las condicioues para que la. ecuación cinética (4.10)

sea "markoffiana.". Antes vamos e notar que haciendo el cambio de varia 

bles 1:- t' - '5 ,. la ecuación (4.10) puede escribirse

3,60 e. " 9 -¿ket+i5,.(t)\.__ : -_— (t __
at m Z E1.) 9721330)a /

le.
(4.10a)

1:

+ 3} Z Éwg; [dz Éa-zHÁa-yuf [Lkvz-1'(s¿t-z)-;(+))]In" 4.. kv avh, o

Si definimoaahora a ïdt) por ïdt) - s¿(t)/t al primer término del
Ü

segundo miembro de la eo. (4.103.) .10 podemos escribir como

(4.11) Z Ath) mp 43054:)t
¡b

donde g(k,t) a kv -ï”
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/\ -1;t
A” = Eh(t)%[á(o)e3 ]e

La frecuencia wn(t) depende de las propiedades promedio del plasma

( ver eo. (2.15)), tales comola densidad y temperatura. Comonosotros

suponemos que f; sufrirá sólo pequeñas cambios podemOSconcluir entonces

que también wL(t) variará poco cuando t varia. Si el espectro de las
fluctuaciones excitadas tiene un ancho medio [3k y está centrado en lg

podemosintroducir la correspondiente variación caracteristica de g(k,t)

sobre el espectro x

' ' .L 1

A3Cb,t)= gram“)- whom“) = __;

Este tiempo T; puede ser considerado comoel tiempo de coherencia de los

campospara las particulas resenantes. Este es el tiempo característico

para la variación del campoeléctrico en un sistema de referenïia que se

muevea la velovidad Wb/kg . Cuando t‘» Tc , exp -ig(k,t)t {sera una

función rapidamente oscilante de k . Como A‘(t) varia sin emcargc len

tamente con k entonces la expresión (4.El) tendera rapidamente a cero,
Esto puede verse tambien de otra forma s si L ->ao podemos escribir a

(4.11) como í

Z Abe/xp¿gocen =L J‘MAM wtf -¿guwt

Si 'ts> Tc podemos aplicar el metodo de los descenSOs rápidoa para calcu
lar esta integral, encontrándose entonces que la integral tiende a cero

excepto para el valor de k que haga 3g/ák - 0 , esto es v = Et-fijlc '.

Por el momentovamOs a suponer que esto no se cumple en el rango de inte_
rás.

De la misma manera se puede demostrar que el integrando del segundo tér

mino de la ec. (4.10a) tiende a cero cuando 'ï“» Tc . Entonces si 'Ïï y

'Cf¿ son los tiempos característicos de evolución de EL y f; , podc_

mos reeplazar'en (4.1Óa) a EL“ —'C) y a'f/av (t -'ZÏ) por
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1

y aii/av (t) siempre que TE >> 'I'Cy'Qo» 'lc.
Al hacer esta aproximación estamos modificando al integrando solamente pa

. 7 nñ\
ra valores de T que no contribuyen al valor de la. integral. La.ec.(4.lua¡

se reduce entonces a.
t

A- Z l l 7

(4.12) ai = ¿79; z ¡EJ aga/DEMHMJWJ¡b

PI

e) ñ Y, e)

O

donde hemosusado también la aproximación sL(t JC) - sk(t) - wb(t) 'Z:

para T<< [Qe . ‘

Ahora siempre que vLAldt>>1 podemos utilizar la aproximaciónt
¿rw-¿(wea = P.P.__1__+7rá'cww)¿(kan

o

Reteniendo sólo a los términos pares en k obtenemos finalmente

(4.13) 21(9-= 2- %¿ÍEbÍzJ(kÚ-w)),%
k.

'bt 90'

Esta es la ecuación de difusión' en el espacio de las velocidades para. las

particulas resonantes. Notemosque no hemosusado ningima suposición ace;
ca de la estabilidad o inestabilidad del sistema. La.ecuación de difusión

(4.13) será válida entonces para'ambos casos.

Por último podemosver que 1a eo. (4.13) describe un comportamiento irre

versible de fo . En efecto, si mltiplicamos a la ec. (4.13) a ambos

miembros por fo y si integramos sobre .la velocidad obtenemos

9 ¿ z3L Y A t; Z_._ = -— 7T U-CL) —¿ < O
’Bt GW m IE", (k’ ¿[317/ ‘

h.

2
Ya que fo es definida positiva, la solución asimptótica para t —>OO

debe corresponder o bien a una. función de distribución fa tal que fáv = 0

para las: partículas resonanteso bien a un amrtig'uamiento completo de
1.

las fluctuaciones de modoque 218.] a 0 .
u.
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4.4 Partículas no resonantes.________...____________.

Hemossupuesto que las partículas resonantes representan una pequeña

fracción del númerototal de partículas. Las partículas no resonantes son

aquellas partículas tales que su velocidad v no puede satisfacer la con_

dición wm- kv = O para ningún valor k del espectro de las fluctuacio_
nes excitadas. Al más bajo orden encontramos que su función de distribu

ción no varía con el tiempo. Por consiguiente será necesario tener en

cuenta términos de orden superior. Én la ec. (4.103) debemosentonces re

tener un término más en el‘desarrollo de ÉL_, Í; y sk . Obtendremos en
tonces en lugar de la (4.12) t

'an_ el A 1 c “ 95h 21a 222w,
’ 32533217P [EW U Zaha-zx )/J

IL ¿o
at mr

(4.14) I
'- 2.
ex -i ¡hr-a) 2'- '_'2:_¿‘22,' ’D[ (- ‘J t 2 et J

1

.Por simplicidad vamOs a suponer que 1: %%%1(<1 , a pesar de que la teo?
ría puede desarrollarse sin esta aproximación. Entonces (4.14) resulta

(4.15) __ = __¿ z
at 3V (con-kzr)

“ _9_ A a

35 3L2.. Z E.“ at E/Jt)¿(a
k.

donde hemosutilizado la relación t ' .‘
t -1;(klf-w._)ï 2 -L(le¿"—w‘JÏ

¿ ' al, -_—_z‘_—— ‘ ¿z
75 z“ 2% e

o 0
D

En la mayoría de los casos, para las partículas no resonantes se verifica

la desigualdad
4 Z

afo- EEK > É B fo
51? '55" > "' Dvac ’
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entonce s obtenemos

a 3 Z
¿.2- Z-ïtltm}37", 2

(4.16) ____ : ——1 uso . ———at m 9V
CCD/af¡“ÜL a?)

Esta. ecuación no es una ecuación de difusión propia ya que Efe/at está.
A

vinculada a. ¿7955.12 . Sin embargo esta ecuación puede considerarse que
describe la variación adiabátioa de la función de distribución. Esta ecua_
ción tiene en cuenta las modificaciones introducidas a la función de dis

tribución por las oscilaciones nolresonantes de las particulas con las on
das. EstOs movimientos causan un aparente incremento en la dispersión de

. 2 . .
las velomdades cuando EN, incrementa (y Viceversa).

4.5 Esmectro del CameoEléctrica,

A n n

Para encontrar una ecuación para Eb(t) debemosusar la ecuación de P01s_

son. A partir de (4.8) obtenemos. f¿(t) y entonces

“o -ikvt L un y -LÍUIZ'

(4.17) ¿ul = É/Jíawk dv -É/w/EJe-z)%«-zj.e d'Z:Ja

El primer tármino del segundo miembro de la ec. (4.17) tiende a. cero pa.

ra t >>(k.Av)-1 donde Av es la escala tipica. de variación de33
en el espacio de las velocidades. Si suponemos TE« (lc-Av)?1 y

7:;9«(k Avrl podemosdesarrollar al integrando en la vecindad de "C- 0
y obtendremos

I
A . L A . _

Melide) = ¿ÉEJQ ¿1x.97J5¿Q[F?Rï;_w_+¿7ró(kv-wm)]
(4.18)



.44.

donde la integral que aparece en último término debe realizarse solamen-y

te sobre las partículas no resonantes. Ye.que w” es la solución de la

ecuación de dispersión, la eo. (4.18) puede escribirse

¿31 7’ 99266)¿Jaco LvaPL-¿{J :0'
97€N11,}7Tdv Jimi, at il (wget?)3”

0 Bea

7.
3/1“! 2.

(4.19) T '-‘¿KM ¡E15!

donde ¿(a es el valor del coeficiente de crecimiento que se obtiene de
la ecuación de dispersión con la función de distribución f;(t) .

4.6 Inestabilidad Plasma-Haces . Teoría Lineal .

Para. ilustrar el proceso de estabilización cuasi lineal vamosa. aplicar
la teoría. que hemosdesarrollado a ondas electrostátieas unidimensionales.

Supongamosque la función de distribución inicial es la suma.de una fun

ción gaueiana en reposo y un flujoídébilfial que

1 / .71 'U’ 7L; 'ár'U) \(¿=°,__:...ex,(/¡)-+___e4¿ /.¿.í)Vï7J;.fv;ï.'L/77AU PK ÓU/

con n4<<n0 , vT(<U , AU< U . Esta función de distribución está repre
sentada esquemáticamente en la ¡Hg-4.1 .

Las ondas inestables tienen frecuencias muypróximas a wP y velocidades

de fase muchomás grandes que VT . El coeficiente de amplificación vie

ne dado por la fórmula de Landau (ver eo. k2.16))

EL _ me: ¿'an-.20 _______
(4 ) ¿ot ¿muay w

'U'=._a_)_—
¡L
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la que implica que ,- debe ser positiva para q . y
seaninestables. . _

new

|
l

l

l
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l
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l

I

a.___\zr—————,.
l

l

I

l

l

I.

«_e«———úe_——wu— u -¿———————W‘J,——AU>—¿ v

FIG. 4.1 Superpoaioión de una distribución maxwelliana

y un haz de partículas

De la Fig. 4.1 'vemos que las ondas que tienen una velocidad de fase com

prendidas entre U - AU y U serán inestables. Por otra parte la f6r-'

mula (4.20) será aplicable solamente si ’

si m
(Auf no

(4.21)

lo que implica que el polo debe {estar muypróximo al eje real. Esta desi-l
gualdad también puede deducirse della desigualdad TE <<(k Av) que bg

mos supuesto en el parágrafo 4.3. .fi',

4.7 Inestabilidad Plasma - H'ageí .' Teoría Cuasí. Lineal .

Debemosresolver las ecuaciones ao'opladas (4.13) y (4.19) para. fo ¿r 3:.

Antes vamosa utilizar la transformación Z -—> (dk, , Las ecuacion ¡J
nes (4.13) y (4.19) resultan entonces z
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af, _ 2‘ L a ¿mas(4'22) 3; ‘ïz'ï'íïr w)

(4,23) SÉ = 2 m) Eur)
1 á

a 1

donde Ï

‘ _ 5, z .. ;
(4.24) EW) - 7 5., “ww ¡

i

= WÏÚP' af
(4.25) KW) Wwwgfi

Utilizando las eos. (4.25) y (4.23) podemosencontrar una expresión para

afi/av que al sustituirla-en la_eo. (4.22) nos da finalmeñte

(4.25) 9 _ï'.l(_5.>] :o57: mw av v3

Comoen t - 0 las fluctuaciones del campoeléctrico son muypequeñas,

al integrar la ec. (4.26) obtendremos

(4.27) ¿(e - 92.1(5(*))=Jf(t=o)wmn'”avï ve

(4.28) (¡5) .. ¿[(12027dv

donde v5 es la velocidad de fase más pequeña del espectro excitado. Ee

mosvisto que en el estado asimptótico final, o la función de distribución
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Y ' . . . ¿6‘

de las nartículas resonantes evoluozona hacza un plateau o la amplltud J ¿

le.e ondas tienden hacia cero. En el caso unídimensional que nos preocupa Y

aquí hay formación de plateau como'se puede ver estudiando cualitativameg

te le soiucíón de las ecuaciones}?

‘ ' ¿(x/,0)

. I aíCv, oo)

n --
e V

Í/ ' a)
“7:

FIG. 4.2 Función de dietribúción fi, y densidad del

ruido espectrad’uó en un plasma inestable

Es fácil determinar la forma asintotica de Q, teniendo en cuenta que de'»

5?
‘la ec. (4.28) se deduce

w

. W . a, .

donde v es el valor más grande de las velocidades de fases de las ondasf4

excitadas. Digamospor otra parte que está última condición expresa la j

conservación del númerototal de ies partículas resonantes. Por otra per?

te para t-vao ' se tiene que Efe/av - 0 para. vo4 v4 v1. La única fug

ción que satisfaga estas condioiones se obtiene'nivelando la función de_Ï
distribución,como se indica en lá Éig. (4.2), de forma tal que das ‘dosi

áreas rayadas sean iguales. Es de esperar además que el plateau'comdence
a formarse en las veoindades de1.punto de velocidad de creoimiehto máxi

model coeficiente de amplificación. i
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La relación (4.28) permite oaloular el orden de magnitud de la amplitud
asintótica del campoeléctrico,

3, _L_km): M
(4 29) Tr (É ¿of

y la energía electrostática

n v

(4.30) w = 2,; ¡al e ¿EM ¿nmvavz '27T
h .

donde A}: es la dispersión de los vectores de ondas. Debemosnotar que

si AU<KU la energía electrostátíca es muchomenor que la energía del

flujo. La energía electrostática puede llegar a ser sin embargocompara

ble o mayorque la energia térmica del plasma principal.

Para la parte no resonante de la función de distribución tenemos un».kv
de modoque la ec. (4.16) se reduce a

af; _ #7. a r- 12%
(4.31) 3t- —W-5 2:ch ML

6

(4.32) ají '=—1—— 33€
gw 74m ' 71v»

La solución de la eo. (4.31) es

'n : _-U'L
(4.33) :——2°———.r%° Áfiuïá)

4LV
1/”(‘4’L7‘J '

Vemosde la ec. (4.32) que las fluctuaciones incrementan la temperatura

del plasma pero preserVan la forma Gaussiana de la función distribución.

De las ecs. (4.13) y (4.31) obtenemos
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J. vaLfi c/v = —-39_W_
2 et. a

¡uff/tula: ruenam’es '
mientras que

.ÏWZD’I‘LfO Clv' = ELV
z a: Ztï

fúr'lréa/os no retorna n7c_f

De estas expresiones vemos que la pérdida de energía del flujo se trans—'

fiere en partes al campofluotuante y a las partículas no resonantes.

El flujo también pierde momento,'y en una razón que viene dada por

_ 1.

Si Inrvíf «hr '= ;Z_ _É;._EL Eauat ° . con at
fort rtsananfts h'

Este momentose transfiere enteramente a las partículas no resonantes ya

que el momentode las ondas electrostáticas es cero.

4.8 33350 de Validez de la Teoría Cuasi Lineal .

Vamosa establecer las condiciones de validez de la teoría cuasi lineal

para el ejemplo particular que henwsdesarrollado en el parágrafo ante

rior. Vamosa recordar que nosotros ya hemos supuesto que

72 U". 3

(4.34) ——'<< (9-)420 '

En este caso no tenemos ningún'problema con la velocidad de grupo, ya que

la velocidad de grupo de las ondas de plasma es mucho menor que la veloci

dad térmica vT .

Debemos comprobar además que

[Jam-iR
-i

(4.35) TE >> [vAkx-t-AwJ

—4 -.L

(4.36) Tac >> [vi/u. + Aun] 2 [mm]



La condición (4.35) es equivalente a la condición BL<<k.Av que hemos

encontrado antes y que se verifica cuando (4.34) se verifica.

Para examinar la condición (4.36) vamos a introducir el tiempo CC; =

(m/e(k>3)‘/z, donde E2 - y (k) es el valor promedio de los números
de onda del espectro. Este tiempo característico es, comoya hemosvisto

en capítulos anteriores, el período de oscilación de una partícula en el

pozo de potencial de una onda sinusoidal de número de onda (k) y de am

plitud r; . De (4.26) deducimos la relación

TÍ; _ 'no ‘I _ .4

2:1:' ¿‘U‘Ahwf
Si_ All es la dispersión de la velocidad del flujo, tenemos de (4.23) qdo

TSEz 2.(&)‘_4;71,, U a),

de donde

13:
O

3 3 - 7'- 4 4 5

elfmqgügfgf3¿(como

La condición (4.36) puede escribirse entonces cOmo

(4.37) 'L’r(0041!) >> 1

La condición (4.37) tiene una interpretación física simple. Significa que

en el sistema que se muevecon la velocidad wn/¿k) el campoeléctrico v5

ria tan rápidamente que hace que el atrapamiento sea imposible.

De (4.30) podemosdeducir que al finalizar el proceso de estabilización

T} está dado por

. 3/4'cN4..a
(4.38) P <k>_('__n1 U”4.(AU)/4

Introduciendo (4.38) en (4.37) volvemosa encontrar la condición (4;34).

Si la condición (4.34) se satisfase inicialmente seguirá cumplióndoseen
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ol transcurso del tiempo ya que la disper51ón en velocidad del ll J s

‘ ' ' P r conri ionte podemosincrementa durante el proceso de estabilizaCión. o u su

concluir que el rango de Validez de la teoria está determinado por la co;

.dición (4.34) .

z 9 É nación de Tokkor - Planck para las Partículas Rcronantes.

Vamosa desarrollar brevemente,en esta sección, otro método que en ciertas

condiciones es el más simple para obtener la ec. (4.13) que describe la

difusión de las partículas\resonantes. Para ello vamosa utilizar la ecuï
ción de Fokker-Planck. La ecuación de Fokker-Planck ha sido utilizada i

nicialmente para el estudio del movimiento Browniano. La mecánica estadig

tica clásica y 1a fisica de plasmas han utilizado este formalismopara el

cálculo de los coeficientes de transporte. |
Vamosa hacer primeramente una deducción elemental de la ecuacion de Fokker
Planck. 1

x

Sea P(V, A?) la probabilidad de que una partícula cambie su velocidad

de V' a V + KV en el intervalo de tiempo At debido a las colisiones

múltiples (recordemos que en un plasma las colisiones predominantes son

aquellas que producen una deflexión muydébil). Si el único meCanisnDe

fectivo para modificar a la función de distribución (a la que suponemos

espacialmente uniforme) son las Colisiones, entonces su valor en el tiem

po t estara dado por

(4.39) flat) = ¡[Near-At) P(v-4v,av)d3w

Si las colisiones son tales que A"? es pequeño cuando lo es At , en

tonces se puede desarrollar al segundo término de la ec. (4.39) en la fo:
ma:

//



(4.40) ' L e

+ «í¡suba-aki, mmm Army-ui ctm
3Ú32L“ u

' uno. EstoLa probabilidad de que alguna ransición tomo lugar es igual a

significa que 

(4.41) PMAWW = 1

Vamosa definir al cambio de la velocidad promedio por unidad de tiempoA

como

' (AV> 1 Ü _I - - - 5
(4.42) ——-— = .——— (,A ¿[Alf

. ‘ At ff(vft)Pv 0MAt

Y

« (Am-ADL) 1' i - ; _‘ 3
. 3_ -——————— = ———— .

(4 4) At At: f(v,t)Pcv,4v)A2/:Au¿d¿w

Despreciando en (4.40) lOs térmihoá de orden superior obtenemos

. , Z A .1

22€ _' 9 (¿17D — 7 j. 9 (Amaro - ;
(4.44) at _ ¿QE At f(zt)j+ 2 30293; At ¡[(575). ,

cae. ' i - - .

Esta es la conocida écuación de Fokker-Planck. En general las v¿ puedon .3

ser cualquier conjunto de coordonadas dináfiicas de la partícula. 1
Esta ecuación también puede ser apiicada a las interacciones ondas par‘í

culas si el tiempo de correlacióu :7: es lo suficientemente corto de al

do que Av¿= v(‘c+I) - v(t) pérmanezca pequeño delante de XQ. Entonces
el proceso estocástico puede ser consirerado "markofiano" sobre un inter
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X

(5-6) 52-:1.__ i/szI/¡{z/J

Focalizando nuestra atención sobre las partículas reeonantos, haromoael

siguiente cambio de variables

donde X está definido por

a : ¿0
¿t ha)

Escrito en el sistema de la onda, la qouación (5.6) resulta

¿z w7- H}(5.9) i = .__,í“': —í Enzo/¿m maz/xl
¿(áL ¡CB 471. '

X

Si y<< X , podemosobtener una primgra integral de esta ecuación

7..

I 43' czfïag
,10 -—(:— :'— [7 _____.,cun>k(4) 4- E:

aJLdk, - - . .
con .Í7=-7a 2;; y Ei es una constante de Integr3016n del movimiento.
De la eo.(5.10) vemosque para estudiar el movimientode la partícula de

bemosanalizar el siguiente potenoiái efectivo

( 11) (V) - -[' 4- ¿E Cao(/e)
5' ÉL 9nlt ‘?

De la eo. (5.11) Vemos inmediatamente Que si

(5.12) [272 = ¿“k/ELS 1
eE '

el potencial es monótonoy la partícula no puede ser atrapada por la onda.
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En lo que sigue cundo esto ocurra diremos que nos encontramos en el caso
de una inhomogeneidad fuerte. i

Cuando Ífik,272< 1 , al contrario, el atrapamionto de la partícula

por la onda es pOsible ya que el potencial tiene crestas y valles. En es

te caso diremos que la inhomoceneidad es débil.

En el Capitulo III hemosvisto que el atrapamiento de la partícula por la

onda modificaba sustancialmente al coeficiente de amortiguamiento de Lan

dau. En el analisis simple que hemos hecho arriba hemos demOstrado que la

inhomcgeneidad del plasma puede modificar los mecanismos de atrapamiento
de la partícula por la onda. Es de esperar entonces que la inhomogeneidad

del plasma, por más pequeña que esta_sea, tenga un efecto profundo sobre

el amortiguamiento (o amplificación) de la onda.

5.4 Inhomogeneidad fuerte x amortiggamiento de Landau.

Cuandola inhomogeneidades fuerte , kï1>1 , no hay particulas atrapa_
das. Esto nos va a permitir utilizar aqui la teoria de perturbación habi

tual si suponemos que la amplitud de la onda es pequeña. Si suponemos que

el plasma es inicialmente uniforme_entonces la función de distribución
es función solamente de las velocidades iniciales a

(5'13) F0599?) = F [2a, 215)]

A la velocidad de la partícula la podemosdesarrollar en potencias sucesi
vas del campoeléctrico

u) 2)ví=7);-+ nl-II;

. Podemoshacer igualmente un desarrollo en serie de Taylor de la función

de distribución alrededor de v - v .



O

(5.15) Fm; = Far — ¿ví 25
) ) w Ü

Llevando esta expresión de F en la eo. (5.4) nos queda

. 6 .4. 23/82 (EIL- _=32;; dv, (i) 2/:(51) ¿¿ak 2L ¿a EB
2.. L

t YPara-calcular las AUL)utilizaremos las ecuaciones de movimiento

¿l — 29- ¿r(5,17) __ _ Í)

X16)

(5.18) &:-É%piíwÉ-/ka)4xü L o f
con 6 - eE /m .

De las eos. (5.17) y (5-.18) obtenemos para x(t) , v(t) y Av

t-t.

(5.19) ue) = v-(t-t.)ï+¡/Azr(t4«r,)¿¿/

(5.20) Wi): 7230211715)+ Av

Mi t,

(5-21) AÜÍÉ): —É[¿¿’A -¿’[k/Av(t'ftjúll]

donde
o yt)

(5.22) Ad, =94/0EM?tiwtm‘wfiïfuxufi] ¿y

(5.23) e = t 41; ¿ga/yt)
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ypara t-to ,x-O y v-vo.
Vamosa desarrollar a Av en potencias de é suponiendo por el momento

que 9 es independiente de ¿i . Este desarrollo nos da
9 '.Ï

I) . ,I

(5-24) A“ = - 5/4¿;(4+r4”)
e t, t).

(5.25) Av“):_6 (4+Ai‘)
‘ o 9 o ¡54.67 ¿'- z

(5.26) ¿1013):631%¿{/%(4+Á7[/k‘/4€ (¿Mvj l ‘
o o 'tLo E0 tJ i ;

+ w-Avquij-a'lfzá WWf !
' ; o Í.

Para‘obtener Av hasta el teroer orden en (hay que ir hasta el tercer

orden ya que demostraremos .que la oontríbuoi n de ADLL)esnula) es nece

sario desarrollar 9 hasta el segundo orden lo que implica. que hay que

calcular r hasta el segundoorden

e: ¿{3'

(5.27) 21:4:9 _ ¿zi/¿g (¡4+4!)
o o.

o #4 fi. É

- 613%[W/¿‘w-A‘Mdé [e (AW)
De la eo. (5.27) obtenemos

(5.28) 9h) =
1‘?!”
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(5.29) 9") 2-65 ¿á/¿ÉMMÜ

(5.305

¡yr X/u- ¿3
a) L 4 .e

9 =ÉL ¿(4+4{/46 (4+4)
o 0 o

l ¡f/¿y b, h. 1/0- ¿1

"5‘" ¿á/dÍLÓFAÜÍÁG/¿QMM“)4er
0

Es evidente de las eos. (5.16), (5.25) y (5.30) que AU“) no dará ninguna

contribución al coeficiente de amortiguamientoespacial.

En este trabajo vamosa interesarnoe solamente en el comportamiento asin

tótioo del coeficiente de amortiguatniento y por consiguiente es necesrio
retener en Ava) solamente a. los términos más divergentee en z que son

Mr ti z 7/» te

o o 4:, o

1/0- t, _ '7- 70' ¿3

+/¿¿; fama?) «¿ag/¿q(4754*)
o ' ' t, Oo

t: l. t; 54' f1

_ a, xt, (4-4”) ¿g (MV/at; [dig (A-A‘)
a o a: J 1‘, o

Introduoiendo (5,31) en (5.16) y deepués de cálculos muylaboriosos (Asseo
et al, 1973) se obtiene finalmenterla' expresión analítica asintótica pa

ra. el coeficiente de emortigunmientoAu) que está definido por



3 (¿71)- a.) 4 BF—e A( ___* v=_7_7___C..___.—-___x
(932) l) ¿(522: “J ¿a z Ü (¿9% 9‘95 «3/

IC“, o, ‘Q
_É(IJ4 - .141.VET- __ í x

{’ 4 [ www ¿35%)[Ú “270%wa

'1 í 22"! 7*

+jo<v2?2%)m(á%)]: + 6.;(262:3]

VP- ‘ ac ‘ ' -— QC?%lc<mï>w<%:)-WWW<%J

"L¿(53‘í m ZP¿(3:-

donde Si es la función seno integral, C y SD las integrales de Fres 

nel y Zfi - vzdk/dx .

Nos interesa sobre todo el comportemíentode cuando fix sea grag
de, lo que significa. inhomogeneidadfuerte, y gran distemoia del punto en

el cual se emitió 1a. onda (z - O)

En estes casos la. eo. (5.32) ee reduce a.
’

_. '4 7

zw =AM.{4- %%VFM%%J-m<%fidj
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donde Ju”, es el coeficiente de amortiguamiento lineal de Landauoorreg

pendiente al caso hamogóneo. 2
De la expresión (5.33) para vemoaque cuando 03;;(5 <<i (lo que

sig-nica ¡‘LFT1>>i ), es decir cuando la inhomogeneidad es fuerte, el cog
ficiente de amortiguamiento se reduce al coeficiente correspondiente al cg

eo lineal homogéneo.A este resultado se lo puede interpretar físicamente

de 1a forma siguiente l en el caso de inhomogeneidad fuerte no hay parti
culas atrapadas y por consiguiente no hay ninguna limitación al amortigua-

miento Landau de la onda. Remarquemoeque la expresión (5.33) es el' límite

asintótioo del coeficiente de amortiguamientcy recordemos que este mismo

limite ee oero en el oaao homogéneo(ver cap. III), Esto implica que una

onda cuya amplitud sea tal que Cara/KL continuará amortiguándose (a di

ferencia del caso homogéneoen que-cesa de amortiguaree) con el coeficien
_. z

te de amortiguamiento lineal de bandau siempre que ALI-“Z:>J. .

5.5 Inhomogeneidad débil z amortiggamiento Landau.

Para obtener al coeficiente de amortiguamiento espacial usaremos la ecua

ción (5.5) promediada sobre un periodo de oscilación de la onda

um ¿&y¿_ïag=¿AT
2k,- 2x .a/¿ï‘? 7_ 9x

donde AT es la variación de la energía cinética de las partículas reso

nantee en el sistema de laboratorio"

' z

(5.35) AT =¿97;ï—1[fdtdzrv¿F(ac2t)-]ílidlïïï ¡“703]
le. " 3 R. '

donde F(x,v,t) - F[v°(x,v,t)] e
Conla ayuda de la identidad vdvdt . vodv.dt. podemosescribir a AT
de 1a forma ¡siguiente



(5.36) AT: fíz_1fp¿gdx¿q¿¿y-¿)p¿v¿)
R.

En e1.sietema de laboratorio

Cd
(5.37) DIC!) = -- + 145;“)

lazo}

De esta última ecuación vemos que para que la partícula se encuentre en

el punto x con una velocidad correspondiente a la región resonante, la

velocidad inicial,en el sistema de la onda,de la partícula, U¿62),debe
ser tal que

uïcx)_iíí_ Si:
v3' lo

donde ví es la velocidad de fase de la onda y 12%} es la variación
de la velocidad de fase de.la onda causada por la inhomogeneidad del medio.

Para calcular la integral en la eo. (5.56) podemoshacer un desarrollo en

serie de Taylor alrededor de la velocidad de resonancia local

r ¿U ¿É u)? -13
(5.38) Fíva) F ¿{9+%_ + ox) ya]

eHé- (aaa)-2,325kÍO)
¿ 7.&
Ic/o) u;

Notemoeque este desarrollo es válido solamente cuando la segunda derivada

de la función de distribución puede ser despreciada en la región resonante.
VamOSa calcular aqui al coeficiente de amortiguamiento en el caso en que

F’%@3>'%37. En este caso la variación de la velocidad de fase de la onda

pa??? , resulta importante. El primer término del desarrollo de la ecua
ción (5.38) es entonces el más importante, ya que como se puede demostrar
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el segundo término contribuye con términos de orden superior en el paráme

tro [Vez-L considerado pequeño en el caso de inhomogeneidad débil. En

tonces s

(5.39) AT ¿”f (mm)v;[F(fi7+_/¿Ï)_F(ü)7dtg

El primer término del oorchete representa la variación de energía de las

partículas pasantes y el segundorepresenta la variación de energía de las
partículas atrapadas. ‘

Podemos suponer además que v —vb É'ÁEÉÉ' ; Entonces la integral de la e
cuación (5.39) se integra fácilmente obteniéndose la expresión siguiente

para el coeficiente de amortiguamiento espacial

.¿z Z

(5.40) Aeon/¿37.1 Q]:LCÜLZ1}.CÜTZ2<E)'ax ¿3- 25 U;

donde U': 23¿ es la velocidad de_grupo de la onda.22k,

5.6 Conclusión.

Cuandola inhomogeneidades lo suficientemente fuerte, hflzïi , no hay
particulas atrapadas y se reobtiene comolimite asintótico al coeficiente

de amortiguamiento (amplificación) de Landau. Esto es una consecuencia del

hecho de que el fenómenode atrapamiento, al no estar presente en este ca

so, no limita al intercambio de energía entre la onda monocromáticay las

particulas del plasma. En el caso inestable la amplitud de la onda crecerá
exponencialmentesiempre que ¿PÏÉZI . Cuandq 12/7221 la amplitud

de 1a onda continuará creciendo pero'ahora solamente en forma proporcional

a alguna potencia de la distancia. Comola amplificación en el caso de in

homogeneidad debil es mucho menor que en el caso de inhomogeneidad fuerte

podemosconsiderar prácticamente'que el límite no lineal para la amplifi
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cación de la onda en un medio inhomogeneo viene dado por a1:<:'kLI’ . Es
interesante remarcar que este limite para 1a amplitud de la onda es muy

superior al que se Obtiene en un medio homogéneoen el cual el limite se

calcula con la relación COT::KL (ver.parágrafo 3.5). Recientemente Roux

et al (1973) han comprooadoque La amplitud de saturación de las ondas i6

nicas ciclotrónicae que se propagan en 1a magnetosfera terrestre están de

terminadas por la relación 60;”: kIT . Ademásde esta primera aplicación
de la teoria que acabamos de desarroliar podemosafirmar que la mismaabre

la via a toda una serie de investigaciones teóricas nuevas en el dominio

de los plasmas inhomogéneoe. Algunae de ellas_van a ser estudiadas en el

Capitulo VI de este trabajo.
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CAPITULO VI

ONDAS MONOCRONATICAS Y EFECTOS DE LA INHOMUGENEIDAD. APLICACIONES A LA

GÉOPISICA EXTERNA.

6.1 Introducción.

Es bien conocido que las interacciones ondas partículas Juegan un papel

importante en las pérdidas o aceleraciones del plasma magnetosfírico. Una

gran variedad de ondas obserbadas con.sat61ites o por observatoriosiubi
cados en tierra son debidas a las interacciones ondas particulas. Agui va_

mosa restringirnos a ondas circularmente polarizadas que se propagan a

lo largo de las líneas de campomagnético terrestre. i

De la teoria lineal de la inestabilidad oiclptrónica (Sagdeevy Shafranov,

1961) se deducen muchasconsecuencias de interés geofisioo (ver por ejem
plo Gendrin, l972,y las referencias que alli se citan).

En lo que a pérdidas de particulas se refiere es esencial estudiar el ni

vel de saturación no lineal de estas ondas. El equilibrio entre los elec
trones energéticos y las bandas de frecuencia MBF(muy baja frecuencia) y

BF (baja frecuencia) ha sido eztensivamente estudiado (ver Kennel y Pets

chek, 1966). Estos estudios nan sido hechos dentro del esquema de la apro_

ximación cuasi lineal (ver Capitulo IV). Sin embargo muchas de las ondas

obserbadas tienen un espectro casi monocromáticoy amplitudes muygrandes

lo que hace impasible la aplicación de la teoria cuasi lineal. En este ca

Pitulo vamosa estudiar el desarrollo no lineal de estas ondas monocromá
ticas. C

Para las ondas monocromátioasque estamos considerando la inestabilidad

ciclotrónioa puedelimitarse por trestrocesos diferentes a

(i) Si las ondas son de relativamente.pequeña amplitud podemosignorar el
atrapamiento. En el parágrafo 6.6 mostraremosque las múltiples "colisio

nes" entre particulas y ondas monoorcmáticasdan lugar a una difusión cn

el espacio de las velocidades que depende fuertemente de la inhomogeneidad

a lo largo de las lineas de campo. Este mecanismoda lugar a la creación
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de ondas satélites de la inicial.

(ii) Si el campomagnético de la onda no puede considerarse pequeño las

particulas pueden ser atrapadas en el pozo de potencial de la onda. Este
efecto reduce considerablemente al proceso de amplificación aún en un me

dio inhemogéneo.

(iii) Cuandoel atrapamiento es eficiente sobre muchaslongitudes de atra

pamiento a lo largo de la linea de campomagnético, los movimientos de las

particulas atrapadas pueden acoplarse al modoinestable dando lugar a on

das de frecuencias muypoco diferentes de la inicial. Esta es la llamada
inestabilidad de particulas atrapadas_la que'puede modificar la amplifica

ción de la onda y dar lugar a satélites de la onda inicial.

6.2 Efecto de la ingstabilidad del medio sobre el atrapamiento.

VamOSa examinar aqui los efectos de la inhomogeneidad del medio sobre el

atrapamiento de las particulas en resonancia con una onda monocromática de

gran amplitud. Vamosa obviar aqui muchosde los detalles del cálculo ya
que son esencialmente los mismos que hemOsrealizado en el Capitulo V. pa-r
ra las ondaselectrostáticas.

El movimientode las particulas resonantes con una onda electromagnética

circularmente polarizada (bysthe, 1971) puede ser reducida a una oscilación

'unidimensional en el sistema resonante, encontrándose para la mismauna e-.

ouación muysimilar a la ec. (5.9)

Z .

(6-1) ¿Ey = "Ika!7

ví : V

donde 607.= [ku-[‘-e B‘/m] es la frecuencia de. atrapamiento, VL:[VJÉ+V;]L

y v" son las componentes perpendiculares y paralelas al campomagnético

de la velocidad, Y =7- ¿ut +/k,(e)6ú} , 9’: W 3 (¡é/VL)
y B, y k” son la amplitud y número de onda de la onda. 177 es una
fuerza que aparece en el sistema resonante debido al cambio no galileano
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de sistema que se ha hecho. [j toma la siguiente expresión en nuestro

6350!

= v Mi. 9€:
(6.2) F ¡a dt h“ az

donde VK ee la velocidad resonante, /¿ el primer invariante adiabático
(el momentomagnético) y Bo ee el campo magnético terrestre.

En un medio homogéneo I1 = 0 y la ec. (6.1) se reduce a la ecuación de

un péndulo que describe las oscilaciones de las partículas atrapadas en el
pozo de potencial de la onda. A la fuerza restauradora por unidad de masa

que da lugar a estas oscilaciones vamosa llamarlar"fuerza de atrapamicnto"
' 1

E= “fic” 
Si examinamosla ec. (6.1) vemos que siempre que F;.> ¡Ia! las partícu

las permenecenatrapadas, mientras que si. E; < lI‘l todas las parti_
culas son liberadas.

6.3 Efecto del atrapamiento sobre el nivel de saturación de la onda.

Debido a que las particulas oscilan en el pozo de potencial de la onda

sus ángulos de fase 5? tienen la mismaprobabilidad de incrementar o de

crecer. Por consiguiente en un régimen dominadopor el atrapamiento c1 in;
tercambio de energia entre la partícula y la onda tiende a ser nulo. Si

la onda es inicialmente inestable se alcanza este régimin cuando la fre 

cuencia de resonancia(o.frecuencia de atrapamiento), que es p porcional

a la raiz cuadradade la frecuencia,.llega al límite

(5-3) COT v

donde Ü: es el oOefioiente de amplificacion lineal de la onda.
Í

En un medio inhomogeneo, como se ha visto en lOs parágrafos (5.5) y (6.2),

i
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el atrapamiento y la inhomogeneidad compiten para gobernar el movimiento

de la partícula. La transposición de los resultados del Capítulo V a on

das electromagnéticas es bastante directa. Aqui solamente vamos a resumir

.sus conclusiones principales en lo que se refiere a la evolución de la am_
plitud de la onda.

Vamosa suponer que el medio es inicialmente inestable y que la inestabi

lidad es tal que [fl es monótono. Siempre que Il") > F; , la onda cre
ce exponencialmente en la razón fijada por la teoría lineal ( a pesar de

que las ondas tengan una amplitud finita). Cuando F; >IÍ1/ la onda conti
núa creciendo pero muylentamente (el crecimiento deja de ser exponencial).

El crecimiento espacial no lineal viene dado por

(6.4) g = ¿ÉLZ 5,“? .. bí/IL
¡VL 2 542 3¿ E -’

donde 15 es la velocidad de grupo. Si JL==0 , la ec. (6.4) describe
la variación WKBde la amplitud de la onda a lo largo de las lineas de

campo(B‘ oc . Cuando 01940 , esta ecuación describe la evolución prg

medio (sobre longitudes de atrapamiento) de la amplitud de la onda. Como

F; 0< B4 la amplitud de la onda crecerá linealmemte con la distancia co

mose puede ver de la ec._(6.4)

Estos resultados se resumen en la figura 6.1 , donde se muestra la evolu

ción esquemática del cuadrado de la frecuencia de atrapamiento (que es pro
porcional a la amplitud de la onda)'vereus la distancia. Por simplicidad

se supone que el parámetro de la inhomogeneidad, I" , es constante en di

cha figura. En un medio homogéneola saturación se alcanza cuandoCDïnlüiL.

Debido a 1a inhomogeneidad la amplitud de la onda continuará creciendo en

la razón fijada por la teoria lineal_nasta que ¿Dïu kuf1 . Estrictamente,

_según la ec. (6.4) la onda continuará creciendo pero ahora en una razon
muyinferior, lo que justifica tomar a (OÍAJkuIÏ comola condición de

saturación en un medio inhomogóneo (ver Fig. 6.1) .
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FIG. 6.1 Diagrama esquemático de laivariaoión de la ampli—'
tud de la onda. En trazo continuo para medios inng
mogéneosgenlínea'de'trazoe para medios homogéneoe

, Í h '

1

l

i

1

Vamosa estudiar ahora en detalle las,consecLenoias de esta nueva satura- fl¿

ción en la geometría particular de las lineas de campoterrestres.
Todas las cantidades de las ecuacionee previas dependerán de la distancia 7

con respecto al ecuador. En el ecuador el atrapamiento tenderá a dominar,Ïï
(la variación del campomagnético sobre la linea es la mínima en esta zona)¿

mientras que lejos del ecuador no nabra atrapamiento ya queIC‘XïDÍÉr . 31"”
punto exacto donde ÍÜÍ ha F7T dependerá de la amplitud de la onda, pero

debemos hacer notar que dependerá muypoco del ángulo de ataque que esta-_t¿
mos considerando. l

La teoría lineal es válida sobre distancias muchomás pequeñas que la lona 5

gitud de atrapamiento (una condición espacial equivalente a la condición l

temporal dada por la ec. (2.28)). Por consiguiente la saturación en la re-¿
gión ecuatorial puede ser eficiente solamente si las partículas sufren al_l
menoeuna oscilación de atrapamiento antes de ser liberadas. Esto lleva a

1a condición de que la saturación comienzaa ser eficiente cuando la fuer

za de atrapamiento domina a la inhomogeneidad sobre al menos media longi
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tud de atrapamiento sobre cada lado del ecuador. Esto puede escribirse co

¡TIO

Z

(6.5) Iñaki) = ¿dr n, Z4= =
Mz) 0 al,

donde 4€} es la longitud de atrapamiento.

La solución de estas ecuaciones noe da.el valor mínimode la amplitud del

campo B1 para que el atrapamiento sea importante. Si B > B4 , la ampli

tud de la onda se reduce considerablemente sobre el intervalo (+24, -zq) .
Si la amplificación exponencial continúa siendo efectiva afuera de este

intervalo la onda puede continuar creciendo por un tiempo.

Liemohn(1967) ha mostrado que el coeficiente de crecimiento lineal decre

ce rápidamente al alejarse del ecuador. Por consiguiente la saturación por
atrapamiento sobre la longitud |zl< 24' da lugar a un gran decrecimiento

de la amplificación integrada a lo largo de las líneas de campo. Los valo

res exactos de zs y BS donde se alcanza la estabilidad marginal depende

de la razón ¿»cif (siendo ¿C la longitud total de las líneas de campo),
del coeficiente de amplificación lineal, y del coeficiente de reflexión der
la onda en la ionosfera.

Unaaplicación de este mecanismode saturación al caso particular de inte

racción de protones con ondas levógirae serán presentadas en el parágrafo

5.5 . Debemosnotar que este tratamiento es válido solamente para inestahi

lidades convectivas. La condición de saturación CÚTerÏ1 es aún válida pa_

ra inestabilidades absolutas en medios inhomogéneos.

6.4 Difusión nor ondas electromagnéticas en un medio inhomogéneo.

Vamosa estudiar ahora la amplificación de la onda y sus efectos sobre la

función de distribución de las partículas para amplitudes de la onda mucho

más pequeñas que B , lo que significa que el atrapamiento no tiene lugar.

Ashour - Abdalla (1972), estudiando la separación en frecuencia de las



emisiones en K.BLF.estimuladas artificialmente, ha mostrado numéricamen
te que ondas monocromáticas continuas'de baja amplitud nueden afectar la

distribución electrónica en forma tel de obtener un coeficiente de ampli

ficación para una frecuencia algo diferente de la inicial. Helti et al

(1973) han estudiado analíticamente el pronlema correspondiente para inte

racciones entre protones y ondas U,L.F. (ultra baja frecuencia).

cules, pq;v

"amos a discutir ahora brevemente el_mecanismofísico. Las partïtones en este caso, van y vienen a lo largo de las líneas de campo.iCuan

do su velocidad paralela .

r 2 .

(0.6) V -_—[qy - 2/4. Bo]

es igual a la velocidad resonante

(6.7) vR= fiñfii {dondenc:

(lo que puede ocurrir en dos puntoa'de la línea de campo, simétricos con

respecto al ecuador), se produce una-fuerte interacción con la onda. Pa

ra un modelo parabólico del campo magnético terrestre B° y un modelo

magnético para la densidad de plaena frío (E,0¿ Bo) se muestra que las pa;

tículas resonantes deben tener una velocidad paralela mínima v» > v¿(z=0).
La fase relativa entre ondas y partículas es (ver ec. (6.14))

Z‘ '_'

y =/(4-i)k,dzIg. .o

La resonancia tema lugar cuando

dy: Para. .í=Z'R_
at?

Cerca del ecuador, vb varía lentamente, entonces cos)” varía también
lentamente mientras oue le’os del ecuador cos varía ránidamentc.

9 A .
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Comoel coeficiente de difusión (ver ec. (6.18)) es prOporcional a

[Qfi2>y»d2l]z , éste será mucho_másgrande cerca del ecuador que lejosb .

del mismo.

Vamosa llamar L1 la longitud característica sobre la cual 3É’ varia
un radián. Desarrollando la fase alrededor del ecuador, encontramos que

(para ondas levósiras U.L.?. interactuando con protones)

V

. L. r 6. 3

(6'8) 35‘ = [—_——?—\7‘—o kia +
\

donde x cía-(2:0) es la frecuencia normalihada y zo está definido por6

el desarrollo parabólica del campomagnético cerca del ecuador

(5.9) BCa}= Bam) [ +623)

Y“, y Vuo son las componentes perpendiculares y paralelas del protón en
el ecuador. i

Se puede mostrar fácilmente que debido al ancho finito de la redonancia,
un rango finito de velocidades paralelas AA“ (alrededor de la veloci

dad resonante exacta) están interesados por el proceso de difusión. ¿ÁVH

viene dado por

.1 3 z

AM, N 'L.- ¿EL
V” 253](6.10) ¡3, t

¿o

Se puede visualizar en la Fig. 6.2 -que la función de distribución tiende

hacia las curvas de difusión sobre el ancho AV» . Para un módulo fijo

de la velocidad, a Aml le corresponde una extensión-finita en ángulo

de ataque Ad. (donde AX: AW,/ÏL). Recordemos que el ángulo de ataque

es el ángulo entre la velocidad de_la partícula y el campomagnético torrefi
tre..



Para simplificar vamosa suponer una difusión solamente en ángulo de ata

que. Esto significa que sobre el ancho Ao(_ , la función‘de distribución

tenderá hacia la isotropía. Fuera del intervalo. AN. no hay ninguna difu
Siónr Para asegurar la continuidad entonces "(ver Fig. 6.2) se debe incre

mentar la tangente 3.5/3“ en cada extremo de este intervalo.

x4, ,_ A

curvasde -----inicial
1gual intenmdad final

Curvas de ¿ifumón -—'-——

x7,

FIG. 6.2 35%“ se hace másí'grande en la vecindad de
-v,, z Av../Z debido a- la difusión

Consecuentementeuno debe esperar la aparición de ondas satélites con fre-
ouencias a): 40° i A“) que serán ahora preferencialmente amplificadas. j <

El valor de Au) viene dado por (Welti et al, 1973) .

2/ '

[40%)] 3. 4(5.11) ¿“3. = C
' IZQ 4 + 2/2. w (hay/3

donde p C es una constante cercanaïa la unidad ’y que depende lentamente
del tiempo. I '

En el parágrafo 6.6 se estudiará con más detalle la teoría,que aquí hemos

resumido, comoasi también sus condiciones de validez.

Debemosnotar que Au) depende esencialmente de la inhomogeneidad del medio' ‘
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a lo largo de las lineas de campo}-síendo totalmente independiente de la

amplitud de la onda. i

En un régimen dominadopor el atrapamiento, puede tener lugar la inestabi

lidad de particulas atrapadas (ver parágrafo 3.4) y el corrimiento de fre
cuencias resultante ee proporcional'a la raiz cuadrada de la amplitud de
la onda.

Estas diferentes mecanismosque pueden dar lugar a la aparición de ondas'

satélites serán discutidos en detalle en el parágrago 6.5 donde intentare
mosexplicar el espectro en frecuencia de los eventos Pcl .

'6.5 Interpretación del esnectro en frecuencias de las micropulsaciones

_llamadas "Perlas".

Las "Perlas" son micropulsaciones regulares en la gamade frecuencias Pcl
(0,2 a 5 Hz.) . Estas son ondas circularmente polarizadas a izquieda que

se propagan a lo largo del campomaénético terrestre y son amplificadas

por la anisotrOpia de temperatura de los protones atrapados en la magnetos
fera. En 10s sonogramasde perlas registradas en laboratorio (ver Roux,

1974) estas comienzan en cada evento siendo muymonocrcmáticas pero su es

pectro en frecuencia se ensancha a medida que pasa el tiempo. En algunas

ocasiones sin embargoel espectro en frecuencia de las perlas parece estar

compuesto de dos o más componentes de frecuencias muypoco diferentes.

Comolos sonogramas tienen una resolución en amplitud y frecuencia bastan

te mala, Hehrlin et al (1973) han_hecho un análisis muchomás cuidadoso u

sando un aparato SAICORque da un grafico tridimensional (frecuencia - am

plitud - tiempo) con una buena resolución. Coneste análisis se ha encon
trado una estructura fina en todos los eventos que han sido analizados por

Hehrlin et al . La separación en frecuencia entre la onda madre e hijas en

cada evento ha permanecido constante y es del orden de 53:10-2 Hz.

Losanálisis realizados por Hehrlin'et a1 muestran las siguientes caracte



risticas :
‘A " " "a madre decrece.

(i) Cuandoaparece la onda "higa", la ampliuud de la onc

(ii) Cuandoaparece la onda "hija" la amplitud de la onda madre no está si

.turada;después del "parto" ésta continúa creciendo hasta alcanzar un nivel

significativamente másalto. Este nivel de saturación real es aproximada
mente el mismopara todas las componentes del espectro.

(iii) Todas las separaciones en frecuencias son constantes durante la ¿uni
ción del evento y tienen el mismoorden de magnitud.

Budkoet al (1971) han realizado el primer intento para explicar estos he
chos. En su teoria ellos consideran que las ondas satélites son debidas al

acoplamiento entre el movimientode.la partícula atrapada y la onda ini
cial. La separación en frecuencias que ellos han encontrado es proporcional

a la frecuencia de atrapamiento. En sus cálculos se supone que el medio es

homogéneo. 'I

Para que este mecanismo sea válidoen un medio inhOmogéneoes necesario que
las partículas sufran muchasoscilaciones en el pozo de potencial de la
onda antes que sean liberadas .

En la ec. (6.5) hemosescrito la condición para que la fuerza de atrapamieg
to domine a la fuerza de la inhomogeneidad,due se le opone, sobre al menos

una longitud de atrapamiento. Esto puede ser visualizado en la Fig. 6.3

donde hemos dibujado L7. la longitud de atrapamiento y 4€ , la distan

ciadonde la fuerza de atrapamiento_es igual a la fuerza de la inhomogenei

dad, en función de la amplitud de la onda.

Se ve que si B ) Bs habrá por lo menos una oscilación en el pozo de po

tencial de la onda antes que las particulas sean liberadas. Si B< BS no

hay atrapamiento. Concluimos entonces que BS es el valor mínimo de la

amplitud de la onda para que sea aplicable la teoria basada sobre la ines
tabilidad de las particulas atrapadas.
A partir de las mediciones realizadas en tierra no es posible deducir la:

correspondientes magnitudes "in situ"; Supongamos, sin embargo, por un mo



’ ’ 'j ' ' ' dicione"
mento que 1a inestabilidad de atrapamiento puede explicar las me si

hechas por Wehrlin et al . se podrá ¿educir entonces el valor que la ampli

4 ' r '

É (100m.)‘ y _‘ p
r _u ,

L .15' \
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-—_..._._'..L_-—.._._ o. L
T
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FIG. 6.'3 La longitud de atrapamiento LT y la distancia l
desde el ecuador hasta el punto en que la fuerza
de atrapamiento y de inhomogeneidad se hacen igua
les, en función qa la amplitud de la onda .

l

tud de la onda tenáría en la magnetosfera a partir de las mediciones de

las separaciones en frecuencia. Las otras cantidades (tales comola giro-E

frecuencia y la velocidad de grupo) fueden ser deducidas de la bropiedad j

dispersiva de las perlas (Gendrin et al , 1971) Q Las amplitudes.de las og)

das obtenidas de esta forma son.siembre mucho mas pequeñas que Bs . Por

consiguientees imposible que la inestabilidad de atrapamiento explique las.
mediciones realizadas por Nehrlin et al .

En el parágrafo 6.3 hemos discutiáo otro mecanismoque por efectos de la r

inhomogeneidad del medio, generaria, para amplitudes más bajas, ondas sa-j
télites de la onda monocromáticainicial. p

/ ‘ . . k .

Comparandolas separaciones en frecuencias medidas por Hehrlin et al a las

G) c* ¡l ¡.4
r‘x

FJ \J «a u Nlobtenidas teóricamente por Helti et al (ver ec..(6.ll}) , Roux

han mostrado que el acuerdo es muybueno (Ver Fig. 6.4).

[> P4, o U
ILas AÍ' calculadas teóricamente son siempre del orden de las
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serbadas. Debe mencionarse que esta comparación se hecho con mas facilidad

porque la separación en frecuencias teórica, dada por la ec.(6.ll), depen

de muypoco de la amplitud de la onda. De todos modos para obtener coefi
‘ t t‘ c 1;

/A /
o

N !

me
lo 6 _ ú
v-IV

e-o-o
o

’U
(33

H fla4
H
C3 V

o o-—o—-‘

a: *w—r
4 hdp»

2- v-o-4 ‘

‘ l A l l

y 2 4‘ 6 a
i 1 Af, observado (10-2Hz.)

FIG. 6.4 Comparaciónentre valores experimentales y teóri00s
de la separación en frecuencia entre la linea "madre"y la
línea "Wei." , . '

cientes de amplificación suficientemente grandes para las ondas satélites J

es necesario que la amplitud de la onda inicial supere un cierto límite..

welti et al han mostrado que según los valores de L , (L distancia en ra-Ï

dio terrestres del ecuador de la línea magnética al centro de la tierra), J
5esta varía entre 0,3 a 15' ( X’e 10- Gauss). Vamosa llamarla este ni-I

vel B¿ , donde el subíndice Fil. remarca que es un resultado que se og

‘tiene debido a la inhomogeneidad del medio. l

Debemostener en cuenta que este no es un nivel de saturación absoluto.Deg

pués de la gederación de las ondas setélites le onda continúa creciendo' n
hasta llegar a un nivel de saturación significativamente másalto. Este pq

terior crecimiento de la onda madre puede deberse a la restadración de la
anisotropía causada por la deriva-azimutal y a la difusión inducida por
las ondas satélites. Comola onda madre continúa creciendo esta puede lle

IH
Ja

L 1;



.81

gar eventualmente a un régimen dominado por el atrapamiento. Hemosmostra

do en parágrafo 6.3 que cuando la fuerza de atrapamiento supera a la fue:

za de la inhomogcneidad soore al menosuna longitud de atrapamicnto la am

plificación se reduce considerablemente sobre esta longitud (ver ec. (6.6)).

Uno se puede preguntar entonces si la amplificación residual fuera de este

intervaloos lo suficientemente fuerte comopara superar a las pérdidas de

energía de la onda en la ionosfera. Para poder contestar es necesario cono

cer el coeficiente de reflexión en la ionoafera, cl coeficiente de ampli

ficación lineal y la distancia z4 (que se definió en la ec. (6.6)). Sien

do 1a primera prácticamente desconocida, vamoe.a focalizar nuestra aten

ción sobre 24 . Roux et al (1973) han calculado z1 y han encontrado que

es una fracción apreciable de la longitud de la línea de fuerza,zvkgaio,5
donde RTes el radio terrestre.

De las mediciones oe sabe que la onda madre crece muy lentamente lo que

significa que no está lejos de la estabilidad marginal; Ungran decreci

miento, sobre una parte significativa'de la línea de fuerza, del coeficien
te de amplificación parecería entonces ser suficiente para hacer parar el
crecimiento de la onda.

Asi B «¡lg puede considerarse para las ondas monocromáticas Pcl como

una evaluación realista del nivel_de saturación. Comoeste nivel de saturg
ción depende muypoco de la frecuencia de la onda considerada es clara que

debe ser aproximadamente el mismopara todas las componentes del espectro.

El valor calculado de Ig es del orden de l a 3 X (dependiendo del va

lor de L que se tome). Éste resultado está en buena concordancia con las

mediciones Pcl hechas por McPherron (1973).

Rouxet al (1973) han calculado teáricamente 1a razón B;/B¿ para cada u
no de los eventos analizados y han mostrado que están en buen acuerdo con

‘1 .L ..la razón que Nelrlin et al han deducido a partir de sus mediciones. ns.a

concordancia agregada a las mediciones de McPherron seria una prueba del

hecho de que la saturación por atrapamiento ocurre en la mayoria dc los

CELSOS.
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6.6 Teoria P le fl‘furión nor ondas electromagnéticas en un medio

Una interacción ¿e "¿irornnonancia" ne produce cuando la partícula en el

sistema de su centro de guia ve al campoeléctrico de la onda rotar a una

frecuencia igual a su propia frecuencia de ciclotrón ;es decir cuando

JÏC==a>-k\k . Vamosa interesarnos aqui en las interacciones protones
ondas levógiras, 12€ es entonces la frecuencia de ciclotrón de los protones,

k y w el número de onda y la frecuencia de la'onda y mi la velocidad

resonante. paralela al campomagnético terrestre.

Si fijamos la frecuencia de la onda, k: debe variar de acuerdo a la rela

ción de dispersión en medio inhomogéneo. ¿ZC está determinado por el mode?

lo de campo dipolar. h y

Al orden más bajo, el movimiento de 1a partícula está determinado por la

constancia de su energia y del primer invariante adiabático (mementomagná

tico). Es de esfierar entonces que la partícula durante su ida y vue ta ené

tre sus punto: espejos resuene con 1a onda en dos puntos solamente de la
linea de fuerza.

Cada resonancia puede ser considerada cemouna colisión en la cual la ene;

gía H y el momentomagnético ¡fio cambian;el signo y el valor de 4}¿ y

dïV dependen de la fase de la partícula respecto de la onda d rante la

resonancia. Si suponemosque no hay concrencia de fase entre una resénancia

y la siguiente se puede calcular al coeficiente de difusión, quedhemesu
tilizado en el parágrafo 6.4 , a partir de la teoria de Fokker - Planck.

.

En lo que sigue vanos a considerar solamente la difusión en ángulo de ata

oue. És posible tener en cuenta igualmente laádifusión en energía si se
!

trabaja con un sistema de variables adaptadasÍa las curbas de difusión (ver

Gendrin, 1968). El hecho de aproximar a_las curvas de difusión por circulos

centrados en el origen introduce para las ondas que consideramos un error

muy pequeño. Comoel álgebra se haria mucho más complejo, no modificando
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' 'ldonde 1a integración debe ser hecha aflo largo de la línea de fuerza del

campomagnético terrestre. A causa de la simetría del problema alrededor

del ecuador vamosa efectuar la integración sobre la mitad de la línea de
.l.oo . Para uefuerza del campomagnético terrestre, es decir entre o e

. . 2 hner en cuenta la otra mitad vamos a multiplica. a (AM,> por dos. al

hecho de multinlicar por dos es una consecuencia directa de la suposición

que no hay coherencia de fase entre las colisiones sucesivas.

Las interacciones giroresonantes máseficaces van a tener lugar en las

proximidades del ecuador donde el campomagnético estático varia lentamen

te. Para el cálculo de la integral (6;15) vamosa desarrollar a\ E? alre
dedor del ecuador, lo que nos da

_ o 72 4 —,D(-¿ — 6

donde sq es un punto próximo del ecuador donde se verifica la condición

de resonancia con una fase ‘vy = 3%_ , y

aii”
í= 2? =-ko(4’5—‘)a

3V

¡o ' 453/o

El desarrollo (6.16) es válido siempre que el modeloparabólica (ec.(6.9)),
sea una buena aproximación del campodipolar terrestre.

Introduciendo (6.16) en (6.15) se obtiene

Alf-"awzflañz‘! '4 ex I ¡es ,3
(f 17) I, - o VIII ¡D(77:‘ï Oq-Ip-Éï)]xo. no \

‘ \ 1/ v
. . :53 , 2 3

. kwmfï +Whoïs]ds}
donde¿MM y ,4: B4

m 86:0)
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El cálculo del coaficionte de difusión es ahora inmediato

2/l a Z z 2 0%

(6.18) D __._002 ¿La7/- I ¡r_ Z f't’o
om 2 9/ ' r rx

1 3 w
7% 4 f3 L P 5

donde ‘35 es el tiempo de ida y vuelta entre los puntos espejos de la par

es la función de Airy definida de la forma siguiente"!
.d, .

ticula y Ai

-I/

60,3%]= _ makina-¿Mt
\

-‘/
3 ,..

(56») TTA T: Ko
1'L.

° ..
Se puede mostrar fácilmente que el coeficiente de difusión (6.18) toma va

lores apreciables solamenteen el intervalo de velocidades paralelas, alre
dedor de la velocidad resonante, que viene dado por la ec. (6.10).

Vamosa estudiar ahora las condiciones de validea de la ecuación de difu

sión (6.12) con el coeficiente de difusión dado por la (6.18).

Recordemosque en la teoria cuasi lineal ordinaria (esto es, para la inte

racción de partículas con ondas de gran dispersión en número de ondas) el

proceso de difusión es markoffiano siempre que se verifiquen las desigual
dades

r ' 4
’6.19 6 , C >>—'——
\ ) E aca VR-Ahan

donde Ü; ,Qaz son los tiempos característicos de evolución para la ampli
V es la velocidad resonanR

te y AJ: es el ancho caracteristióonel espectro (Ver ecs.(4¿35) y (4.36))

tud de la onda y la función de distribución,

Para que la teoría cuasi lineal sea aplicable es necesario entonces que

AE: sea bastante grande.

Si entramos a considerar ondas monocromáticas, Alc-> 0 y la teoria cuasi



lineal no es aplicable si el meéio es homogéneo. La inhomogeneidad del mo-'
dio produce, comolo mostramoa previamente, un ensánchamiento de la reso

nancia. O si se quiere ver de otra manera la introducción de la inhomogc

neidad resuelve el problena de la singulariñád que aparece en la ecuación

lineal para el movimiento de la’pantíoula. Es así conmWelti et al (1973)

han podido mostrar que las condiciones do validez de la teoría cuasi li

neal en un medio inhomogéneo vienen dadas por

(6.20) (El ),C3c >>'_LL
o L VR.

donde Li , la longitud característica de la inhomogeneidadestá defini

da en la ec. (6.8) .
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