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I N T R 0 D U C C I 0 N

E1 presente trabajo consta de tres partes. Los parágrafos

2 y 3 de 1a parte primera contienen una desiguaïdad matricia] pa

ra operadores J-bicontractivos. Esta desiguaidad fundamenta] es

una generalización, a operadores en espacios de Hi1bert de dimen

sión infinita, de un teorema de A.V. Efimov y V.P. Potapov, para

operadores definidos en un espacio de Hiibert de dimensión finita

(cf. [3], pág. 87). E1 resuitado obtenido incïuye comocaso par

ticuiar e] principio de máximopara operadores J-bicontractivos

de Ju. P. Ginzburg (cf. [1], pág. 42).

En e] parágrafo 4 se define una ciase de operadores que 11a

mamoseiementaies y se estudian sus propiedades. Estos operadores

permiten descomponer un operador J-bicontractivo en producto de opg

radores más simpïes; es decir, operadores en ios cuaies e] orden

de algunos de sus poios o ceros es inferior a1 orden de dichos po

ios en e] operador de partida. Los resuïtados a que 11egamos es

tán consignados en e] Teorema 5 de] parágrafo 5. Este tipo de des

composición permite reducir en una unidad e] orden de un número fi

nito arbitrario de ceros o poïos dei operador simuitáneamente

empleando un so1o operador.

E] parágrafo 6 estudia una nueva factorización en 1a cua] in

tervienen operadores de rango de dimensión uno. Este tipo de fac

torización tiene interés en 1a teoria de sintesis depuertos de Hil
bert, y 1a usaremos en 1a segunda parte de] trabajo. Los operado

res J-bicontractivos reaïes desempeñanun pape] importante en di

cha teoria y debido a esto inciuimos en e] parágrafo 7 un teorema

de factorización para esta ciase de operadores. Teoremas anáiogos



a ios consignados en Ios parágrafos 4, 5 y 6,para espacios de

Hiibert de dimensión finita,han sido demostrados por A.V. Efi

mov y V.P. Potapov (cf. [33).

Los operadores de 1a teoria ciásica de n-puertos eiéctricos

son operadores J-contractivos con dominio y rango en En. Una ex

tensión de esta teoria es 1a 11amada teoria de ios puertos de Hil

bert. Los puertos de Hi1bert están caracterizados por operadores

J-bicontractivos con dominio y rango en 12 o en 12 x 12(*)Los

teoremas de factorización para operadores J-bicontractivos demos
trados en 1a Parte I se apiican en esta segunda parte para obtener

descomposiciones de operadores que definen puertos de Hi1bert como

producto de operadores e1ementa1es. En e] parágrafo 1 demostramos

un teorema que da una condición necesaria y suficiente para que

exista una transformación J-unitaria entre dos subespacios de dimen

sión finita de un espacio de Hiïbert separabïe. Este teorema se

apïica en Ios parágrafos 2, 3 y 4 para generaïizar a1 caso de opera

dores J-bicontractivos en e] espacio H = 12 x 12 una propiedad de

factorización de matrices J-contractivas demostrada por V.P. Potapov

(cf.[4], Cap. 3, g 1). En ios parágrafos 5, 6 y 7 estudiamos fac

torizaciones bimembresde operadores rea1es de puertos de Hiïbert.

E1 parágrafo 8 trata brevemente ei probiema de los operadores J-uni

tarios en un intervaïo de] eje imaginario. E1 resuitado aiii con

signado es una consecuencia inmediata de un teorema de Ju. P.

Ginzburg (cf. [1], Teorema 6). Por üitimo, obtenemos en e] parágrg

fo 10 una fórmuia expiicita de factorización, mediante operadores

rea]es.trimembres, de un operador rea] de scattering definido en 12.

You1a ha demostrado una fórmuia simiïar para un operador de scat

tering en un espacio de Hi1bert de dimensión finita (cf.E8],

(*) Más generaimente, e] dominio puede estar constituido por un espacio de
Hi1bert arbitrario.
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pág. 55).

En 1a parte tercera apiicamos ios teoremas de factoriza

ción estabiecidos en ias dos primeras (especiaiizados a1 caso de

un espacio de Hiibert de dimensión finita) para resoiver ciertos

problemas de sintesis de 2n-puertos lineaies. A fin de enunciar

ios resultados, comenzaremospor anteponer algunas definiciones.

Dado un 2n-puerto con matriz de impedancia Z(p) (ver definición

en {13, p.51 ), es bien sabido que

."1\ 1.1.
i

II N
A "U v

V2 1.2

donde v. e i. (j = 1, 2) son vectores de n componentes que definen
J J

ios voitajes e intensidades en ios puertos de] circuito. Pongamos
d f d f .

x 3 v. + i. e y 2 v - i (j = 1, 2). Liamamos matriz de
J' J J J’ J’ J'

transferencia T(p) de un 2n-puerto 1a matriz definida por 1a reiación

/Y1\ .x2\
. =.=T(p) l
\x1/ 3’2/

La matriz de transferencia posee una propiedad interesante:

si conectamos en tándem dos circuitos cuyas matrices son T1(p) y

T2(p), ei circuito resuitante tiene por matriz de transferencia 1a

matriz T(p) = T1(p) . T2(p). Comoconsecuencia de esta propiedad,
e] emp1eode ios teoremas de factorización anteriormente demostra

dos permite expresar 1a matriz de un circuito como producto de matri
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ces de circuitos máximamente simpïes. E1 prob1ema de 1a sintesis

queda de esta manera reducido a diseñar estos circuitos simpïes

que aparecen cdmo factores en 1a expresión genera] de 1a matriz

T(p). E1 primero que obtuvo teoremas generaies de sintesis por

factorización, cuando e] dato prefijado es 1a matriz de scat

tering, fue Beïevitch (cf.[7], Capituïo 11) (*). Recientemente

Efimov y Potapov (cf.[3], Capituios 3, 4 y 5) generaïizando resul

tados de Livshitz, F1ekser y Rutkas (cf.[9],[11],[131), han dado

una soïución compïeta de] prob1ema cuando e] dato es 1a matriz de

cadena. Nosotros, inspirándonos en los métodos desarrollados en

e] profundo trabajo de Efimov y Potapov, hemos dado una soiución

de] probïema de 1a sintesis por factorización de 2n-puertos 1i

neaïes reactivos cuando e] dato que se prefija es 1a matriz de

transferencia, que aparece muy a menudoen ias ap1icaciones. Para

e] diseño efectivo de 10s circuitos elementaies nuestra obra de

consu1ta ha sido e] texto de Beïevitch (cf.[Ü ).

Deseamos señaïar, en concïusión, que no sóïo para 1a sinte

sis de n-puertos Iineaïes (n < m ) son importantes 1as ideas de

Potapov. Es nuestro convencimiento de que también en e] caso

n = a) , es decir para puertos de Hi1bert (**), están destinadas

1as ideas de Potapov y sus discipuïos a desempeñar prominente pa

pe]. Esta es 1a razón principaï que nos ha movido a generaïizar

en 1as dos primeras partes de este trabajo 10s teoremas de Pota

pov y de Potapov-Efimov.

(*) E1 teorema básico de factorización de Be1evitch (cf.[7] , p. 331)



es caso particular de nuestro Teorema 7 de p. 40. Ver también[12] ,

donde aparentemente por primera vez se enuncia un teorema de facto

rización “a 1a Bïaschke" de 1a matriz de scattering.

Una exposición de 1a teoria de ios puertos de Hiibert figura en e]

1ibro de Zemanian (cf. [14] ). Véase también e] articuïo de

Newcomp (cf. [151 ) que contiene una excelente bib1iografia acerca

de ias conexiones entre teoria de operadores y teoria de circuitos.
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1. NOTACION Y RESUMEN DE ALGUNOS RESULTADOS CONOCIDOS.

Sea H un espacio de Hilbert. Si x e H, 11amaremos Y

a1 eiemento conjugado de x(*)Sea E+ un proyector en H,

E—= I - E+. Definamos e] operador

Diremos que un operador linea] acotado U definido en H
es J-unitario si

U*JU=J , UJU*=J

donde U* denota e] Operador adjunto de U

Diremos que un operador Iineal acotado Y es J-contractivo

Y* J Y 5 J

y diremos que Y es J-expansivo si

Y* J Y z J

Notemosque si Y es J-contractivo, es (-J)- expansivo.
Un operador se 11amará J-bicontractivo si Y e Y* son

J-contractivos.
Sea Y(z) un operador holomorfo en e] interior de] circulo

unidad, saivo en un conjunto de puntos aisiados y ta] que en cada
punto de holomorfismo es igual a un operador J-bicontractivo. Si
Y(z) cumpie estas condiciones diremos que Y(z) e SJ. Trabajare
mos además con 1a c1ase KJ de operadores SJ para 105 que existe
un punto z en e] interior de] circuïo unidad donde Y(zo) tiene0

(*) Postuïando; naturaimente, que está definida en H una operación de conjuga
ción. .



inverso acotado y e] operador J - Y* (zo) J Y (zo) es compacto.
Diremos que un operador N(z) hoïomorfo en e] interior de]

círcuïo unidad-pertenece a 1a c1ase uM—si

def
Q(z) = Im N(z) = (N(z) - N*(z)) > 0_1_

21

A continuación consignaremos varios resultados conocidos
([fl,[fl,[ü) que usaremos más adeïante.
1) Si.Y = I - T , con T compacto y además Y es J-contractivo,

entonces Y es J-bicontractivo
2) E1 operador

def
Ye (e E+ + E ) Y (0 <. e '< 1),_1_

e
es J-bícontractivo y su transformado de Cayïey

dfD. Ïi(1+v)'1(I-Y
e e e )

es un operador acotado.

3) Sea Y(z) e SJ y pongamos

def _ _1 'neu) =1(I+Ye(z)) (I-Y€(z)).
donde

Ye(z) = (eE++_1_E_) Y(z) (0<€<1)
Entonces

Jfleh) eN.
4) Si N(z) e JV”, entonces vale 1a fórmula

Jn

N(z)=;(N(o) +N*(0)) +_1'_íüdme) , (\z|<'|),_2 2K eie_z

donde A(9) es un operador hermitiano no decreciente no negativo.
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Si Y(z) e KJ, entonces Y(z) e Y'1(z) no tienen singularidades
en e] interior de] circuio unidad saivo poios. E1 coeficien
te de] término de máximo orden de] desarroilo de Laurent de
Y(z) en e] entorno de un polo es un operador de rango finito.
Si X(z) es hoiomorfo en un dominio D simétrico con respecto
a 1a circunferencia unidad y toma valores J-unitarios en un
arco ¡1 de esta circunferencia, entonces X'1(z) existe y es
acotado para todo z e D y además vaie 1a fórmuia

x‘1(z) = J x* (ï'1)J

En particuiar, si zo es un poio de orden k de X(z), entonces
X'1(z) tiene un polo de] mismo_orden en ïo'
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DESIGUALDAD FUNDAMENTAL PARA OPERADORES J-BICONTRACTIVOS EN

EL INTERIOR DEL CIRCULO UNIDAD.

2.

Sea N(z) e J(-. Sabemos que es váïida Ia representación
m iO

N(z)=-1-(N(0)+N*(0))+—1-5 ¿1.9—+ldA(e), Iz|< 1.
2 o e - z

Pongamos por definición

L
2K

Es inmediato que vaIe 1a fórmuia

1.1,

M(z) l ( N(o) + N*(o) ) + Se‘ig_'+sz(e), \z\ 7 1.
2 o e19 ' Z

M(z) N* (1/2)

y que M(z) es-holomorfa paralzl > 1.
' A base de estas consideraciones extenderemos 1a definición

de N(z) a] exterior de] circuïo unidad mediante 1a reIación

f
N(Z) N* (1/2) a IZI 7 1

Esta extensión es natura] pues si N(z) es analítica y hermitiana
en aigün arco I‘ de 1a circunferencia unidad, e11a coincide con
1a proïongación anaIitica de N(z) a] exterior de] circuïo unidad.

Resumiendo

N(Z) = N* (1/2) , lZl f 1 (2-1)

Paralzjl f 1 y |zkl f 1, entonces

1 _ 1 - zk Ej IE dA(9)

a ( N (2k) - N* (zj))- ——2m o (efg _ 2k) ( ¿1-9 _,Z_j)

def
Si A9 > 0, entonces AA =

En este caso, dados xi e H (i = 1, 2,

A (9 +1A G) - A (9)77 0.
., m) tenemos que



y por 10 tanto

í .AMe). . AM9)
(e'Ïg _ e19_ 21) (e'19_ e19_ 21)

7)

. AA(9)_ _ Aug)
_ (e'19-21)(e‘°-zm) (e"9-2)( e“’-zm>J

De aqui obtenemos sin dificultad, suponiendo que 21-.2j # 1
(i, j = 1, 2, ..., m)

N(zl) - N*(zl) N(zl) - N*(zm)

L > 0
21° /

N(zm) - N*(zl) N(zm) - N*(zm) (2.2)

_ 1 - zm 21 1 - zm zm

Apiiquemos este reSuïtado a1 operador N(z) = J.[1€ (z) definido
en e] parágrafo 1, extendido a] exterior de] circuio unidad me
diante ]a reïación ( 2.1 ), donde Y(z) e KJ. Es fáci] verificar
que

(*) Con (a,b) designamos, como de costumbre, e1 producto escaïar de Ïos e1e
mentos a e H, b e H.



¿¿1_ (aneuk) - 11* (2.) J) =
_ -1—J(I+Y€(zk)) (J-Ye(zk)JYe*(zJ-))(I+Y* (2-))

Observemos que en correspondencia con ( 2.1 ) en este ca
so la extensión de Y(z) al exterior del circulo unidad está da
da por

1Y (z) = J Y*- (1/2) J . (2.3)

Si ahora pedimos que los zi (¡zilf 1) (i = 1, 2, ..., m)
sean puntos de holomorfismo de Y(z) tiene sentido definir la ma
triz diagonal

def
1 ‘ diag; (I + ve (21) ), (I + ve (22) ), <1 + ve (zm) )}

T

Escribiendo para este caso particular la desigualdad ( 2.2 ) y mul
tiplicando luego esta desigualdad a la derecha por T1 y a la iz
quierda por T1* obtenemos

.J ' Ye (Z1) J Y"‘e (21) ... J ' Ye (Z1) J We (ZmH

1 - z1 z1 1 - z1 zm

.Ï; 0
2.4

a — ve (zm) J v2 (21) ___ J — ve (zm) a vive (zm) ( )

L 1 - zm z1 1 - zm zm d

Pasando al limite para e ——+1 y teniendo en cuenta que
lim Y (z) = Y(z) obtenemos el siguiente
e-M- f
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Teorema 1. Si Y(z) e KJ, 21, 22, ..., zrn son puntos cua
lesquiera de hoiomorfismo de Y(z) ¡ ¡211 f 1 y zí.íj f 1
(i, j = 1, 2, ..., m) vaie 1a siguiente desiguaidad matricial:

-.'

Í a - Y(zl) J Y*(21) . . . J —Y(zl) a Y*(zm)

1 - z1 z1 1 - z1 zm

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . j; 0

_ (2.5)
J Y(zm) J Y*(zl) . _ o J - Y(zm) J Y*(zm)

1 - zm 21 1 - zm zm
" .J

Nota: La J-bicontractividad de Y(i) nos permite afirmar que bajo
ias condiciones de] teorema anterior es también váiida 1a siguieg
te-desiguaïdad "duai":

J - Y*(zl) J Y(zl) . . . J - Y*(zl) J Y(zm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 20
' (2.6)

J - Y*(zm) J Y(zl) J - Y*(zm) J Y(zm)

1 - z1 Em 1 - zm Em

Una demostración anáïoga a 1a de] teorema anterior permite
estabiecer 1a va1idez de] siguiente

Teorema. Si Y(z) e SJ, zl, 22, ..L, zm son puntos cuaies
quiera de hoiomorfismo de Y(z), |21| < 1 (i= J, 2, ..., m) en
tonces va1e 1a desiguaidad matricia] (2.5).

Este teorema es una generaiización dei principio de] máxi
mopara operadores J-bicontractivos de Ju.P. Ginzburg (cf.[1],
p. 42).
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3. OPERADORES J-BIEXPANSIVOS EN EL SEMIPLANO DE LA DERECHA.

DESIGUALDAD FUNDAMENTAL.

Sea 3; 1a ciase de Ios operadores hoiomorfos en e] semi
plano abierto de 1a derecha, sa1vo un conjunto de puntos aisïg
dos, que en cada punto de hoiomorfismo son iguaies a aigún opg
rador J-biexpansivo.

Podemos también definir 1a c1ase E3 de operadores
w(p) e í; para ios que existe aigün po (Re p0 >.0) ta] que w(p0)
tiene inverso acotado y J - w*(p0) J w(p0) es compacto.

A fin de obtener 1a versión de] Teorema 1 correspondiente
a1 semipiano de 1a derecha efectuemos en (2.5) 1a transformación
z = (p - 1) / (p + 1), N(p) = Y(z) , multipïiquemos a 1a derecha

1a desigualdad obtenida por

def
T2 = diagí (1 + 7x1), (1+ 32),

y multip1iquémosïa a 1a izquierda por T2*. Hemos usado 1a nota
ción:, Z1. = (R1. - 1) / (X1. +1) donde Re x1. ¡e o (1:1, 2, ...,m)
y 105 Xi son puntos de holomorfismo de w(p). Obtenemos 1a siguien
te desigualdad:

J-w()i1)_Jw*()1) , _. J-w('xl)_JW*()m)
“1+7‘1 31+ 'Am

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2; 0

J-WHmHWMl) . H J-w()m)Jw*('/\m) (3-1)
i,“ A1 mm+ mm

L. ....

La desiguaidad correspondiente a (2.3) en términos de “(p) es:
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w(p) =Jw*'1(-¡3)J ,Rep<0.

Si W(p) es hoiomorfo y J-unitario en algún segmento P
de] eje imaginario, entonces N(p) (Rep > O) y N(p) (Re p4< 0)
determinan un único operador anaTitico.

Escribiendo ahora 1a desiguaïdad (3.1) para (m + 1) puntos
'ng (kz, .. X m, -í y muitiplicando 1uego a 1a derecha por

1a matriz diagonal

def
T3 = diag ( I, I, ., I, J w*('z) )

y a 1a izquierda por T3* obtenemos:

o-wnlwwml) J-wmlwwmm) wm - w(al)_ ... _ I

i. . . . . . . . . . . . . .. . . .. ¿o
J-wm www > a-wn wm > ¡ w (A) - w (7x ) (3-2)

m _ 1 . m_ m m

¡"nal ¡mmm im-)

J-w*(q mm)wm - wm) . _ . wm - mmm)
“ mi.. __ |

RI-) am-)

Comoconsecuencia inmediata de esta desigualdad se puede esta
blecer e] siguiente.

Teorema 2 . Si e] operador J-biexpansivo (o sea -J-bicon
A

tractivo) w(p) e K_\J tiene poïos en ios puntos pl, pz, ., pm
(pj f -pk) (Re pk = 6“k f 0) y su desarroiïo de Laurent en e]



2€ c dw(p)=+k+—k———+... (Rep=o‘),
5K 5'61 k k

(p-pk) (p-pk) (3.3)

entonces se cumpïe 1a siguiente desiguaidad:

*
[40'10‘1 c1 ac1 . H 40'16’mC1JCr1‘1 l 2<r1c1

p1+ñl p1+ñm pl'p

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

l

40'm0'1CmJCÏ . . . 45m0'm CmJCÉ“ . ZG'm Crn z 0
p +5 p +5 l p -p
m 1 m m . m

I

l

ZUICÏ 26'm CE w* Jw -J
51 ¡3 ñm'ñ . ñ+p

_ l J

Este teorema se deduce muitipiicando 1a desiguaidad (3.2) a 1a derecha por
e , S. s a“T4 = diag {HI-pl) I. (¡z-pz)“. (¡m-pm) 1,1}

y a 1a izquierda por T4* y tomando iuego iimitespara'Ak -+ pk.
E1 teorema que precede es uña extensión a operadores en

un espacio de Hilbert de un teorema de A.V. Efimov y V.P. Potapov
(cf. [3], p. 87, Teorema1.).
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4. OPERADORES ELEMENTALES . PROPIEDADES.

Se dice que 17.(p) es un operador eiementai si 11.(p) es
J-unitario en e] eje imaginario (o sea "reactivo"), J-expansi
vo en e] semipiano de 1a derecha y no tiene singuiaridades sai

vo poios simpies en Ios puntos pl, pz, ..., pm.
Si suponemos pj # -BL y consideramos que e] operador

.r1(p) tiene 1a normaiización 11 (oo) = I (esto siempre se pue
de conseguir), 1a expresión de este operador será

.1).(P) = Ï +'EEl-il + . .. + EEELÉE (03 ='Re p.) .
. J J
p ‘ pl P ’ pm (4.1)

Si m = 1, diremos que JÏ.(p) es un operador eiementai
bimembre. Si los operadores A- tienen rango de dimensión 1, di
remos que I) (p) es un operador e1ementa1 primario.

Enunciaremos a continuación dos teoremas que caracterizan
ios operadoreseiementaies. No daremos su demostración pues es
similar a 1a demostración para e] caso de un espacio de Hi1bert
de dimensión finita (BD, si se tiene en cuenta 10 estabiecido en
e] parágrafo 3 (en particuiar haciendo uso de] Teorema 2).

Teorema 3 . E1 operador (4.1) es eiementai si y sóio si
se satisfacen las dos condiciones siguientes:

4a” a" 4a" 6‘ fi
í _ 1 1 A1* J A1 . . . _ 1 m A1* a Am

p1+p1 p1+pm

QJ c> (A)

4'0' 0' Ar; J A' . . . 4íahiq' A * J A

pm + pl pm + pm J.
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4crcr. ._
Zo’jJA.=Z, ___'í_lAíJAJ- (J-1,2, ,m).(B)

J k=1 pk + pj

Se puede comprobar que también vale 1a siguiente condición, co
mo consecuencia de (B):

I1* (p) J IMp) - J =p+ñ
'46‘0' tura I '

_ 1 1 Aï J A1 ... _ 1 m Aï J Arn
p1+p1 p1+pm p'pl

= I I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .(C)

p'ñl p'ñm

4ímGIAÉJA1...Ï0—m°-mArT1JAm I

me+p1 pm+pm p-pm
J — ..

Nota: en este caso también es váïido un teorema "duaï". Este se

obtiene a partir de] Teorema 3 intercambiando Ak y Ai
y también pk y 5k (k = 1, 2, ..., m).
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5. FACTORIZACION DE OPERADORES J-BIEXPANSIVOS.

Denotaremos con Hme] espacio de Hiïbert producto

Hm= HxHx...xH.
\ . .

mveces

Comoveremos más adelante e] problema de 1a factorización
de un operador J-biexpansivo está íntimamente reïacionado con
e] siguiente

Teorema 4 .‘ Sea 1a matriz de operadores Iineales acotados

M = >/ o, (5.1)

donde A: Hm —á Hm , B: H-—+ W“ , C: H —+ H. Los operadores A y

B son operadores de rango finito. En taïes hipótesis se verifi
ca que
1) A 3; 0 ;

2) existe a1 menos una solución de 1a ecuación A X = B ;
3) e] operador R dng*B eSLmoperador hermitiano acotado que sa

tisface a 1a desiguaïdad

0 é Fl s C

Demostración.
Es evidente que si M >, 0, también es A 77 0.
Sea f e Hm , g e H. Teniendo en cuenta que M') 0, se comprueba
fácilmente que

¡(8* f. gn 2 s (A f .f> (Cg,g). (5.2)
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Dado f1 e RA , donde con RA indicamos e] subespacio ortogona]
a1 rango de A (o sea ortogona] a RA), como A es hermitiano,
A f = 0 y por To tanto B* f = 0.

1 _L 1 L L
f1 e RB . Vemos entonces que RA C RB o To que es To mismo
(teniendo en cuenta que A y B son operadores de rango finito)

Esto quiere decir que

A' (5.3)

Tiene sentido pues definir e] operador

def
x = A('1)B (5.4)

donde A('1) es eT inverso de] operador definido por e] operador

hermitiano A sobre su rango (A('1): RA—9RA).

Por To tanto e] operador

R = X* B = X* A X (5.5)

está bien definido y es hermitiano no negativo.
Escribamos ahora 1a desiguaTdad (5.2) para f = Xg; obtenemos

¡(X*_AXg,g) ¡2 = (R g, g)2 4
¿(AX9,X9)(C9,9) = (Rg.g)(C9,g).

Por To tanto

os(Rg,g)<(Cg,9).

Con esto queda demostrado e] Teorema 4.(*)
Tomemos ahora como matriz M'Ta matriz de 1a desiguaTdad

(3.4) con

C ='w*-(p)Jw(p)-J . y
P-+ P

(*) En eT caso de un espacio de Hilbert de dimensión finita e] teorema 4

coincide con una proposición anáïoga enunciada en [3], p. 88.
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8* = ZCJ'IC1 262€2 ZG‘mCÉÏ)[31'5 lam-ñ
Para esta matriz 1a soiución de 1a ecuación A X = B puede
escribirse en 1a forma

Q Q Q
í 11 + 12 + . . . + 1m

pl-p pz-p pm-pX= (5.6)
i1_+_°m_2+ +jm_
pl-p pz-p pm-p

Pongamos Q = (Q ) y definamos 1a matriz hermitiana no
negativa

ÍJ'

def

H = Q*AQ =(H1-J-)

No es difici] comprobar 1a siguiente reïación:
m p

Z H. J H . = + p.) H..11 k
1’k=1 J 1 J 1J

.Consideremos e1 operador

def 1 Ï. É ( )p_ = __ J H _ = J t c; 5,7k

Mostraremos que e] operador
m

D.(p) = I + 2‘ _lZGJ'P' (5.8)
j=1 p ' pj

(*) Esta fórmula contiene, comocaso particuiar, cuando m=1y e] espacio de
Hiibert es de dimensión finita, una fórmuia enunciada por Rutkas
(cf.[1I], pág. 1841, fórm. 5).
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es eiementaT, para 10 cua] bastará mostrar que se satisfacen
Tas condiciones de] Teorema 3. En efecto, de acuerdo con
(5.7) tenemos

4G'.G'- 1 m
—“l.1Pinj=.—_—(Z-IHiTJij)=HÍJ;
p]. + p¿j pi + pj Tk=1

o sea que se satisface 1a condición (A) de] Teorema 3.
De 1a fórmuTa que precede obtenemos

m m46'.a'-.
1 = =2:, —-l__ PgJPJ. HU. zo'jJPj,

1=1 p-¡ pj 1=1

que es 1a condición (B) de] Teorema 3.
La condición (C) de] Teorema 3 permite obtener 1a relación

R d=efx*AX = n’k (P) JD-(P) 'J
P + P

De esta fórmula, apeiando a1 Teorema 4 concïuimos que

Os D.*(p)J Il(p)-JQW* (p)JW(p)-J, Rep>0
(5:9)

Los resuTtados que anteceden nos servirán para demostrar
e] siguiente

Teorema 5 . Sea w(p) e Eb con polos en Tos puntos

P1, pz, .-., Pm (pi f -5j , Re pk f 0) donde su desarroïïo en
serie de Laurent tiene 1a expresión:

20'. c. d.
W(P) = --4L-Él + -——-¿Ljïjï

(¡v-pj)J (p-pj)J

Si definimos eT operador
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m 2 o“. P._—J_‘J_
j=1 p'pj

donde los Pj están definidos por (5.7), entonces

i)lÏ_(p) es un operador eïementaï J-biexpansivo en e] semipïa
no de 1a derecha;

A
ii) W(P) = N2(p).11(p) donde w2(p) e KG ;

iii) en e] punto pj (j = 1, 2, ., m) e] operador w2(p) tiene
un po1o de orden Sj - 1.

Demostración.

i) La expresión (5.7) muestra que Pj es compacto o sea que
I1(p) = I - K donde K es un operador compacto. Teniendo
en cuenta (5.9) y 1a propiedad 1 de] parágrafo 1 vemos que
Il(p) es J-biexpansivo en e] semipïano de 1a derecha.

ii) Esta propiedad es consecuencia inmediata de lasdesiguaïdades

w*Jw-J=n*w5Jw2o ,-J 7, .0.*J.D. -J.

wzdwï-J=N(I)_'1J fl'1*-w'1Jw'1*)'w* 7/ o.

iii) De (5.8) vemos que podemosescribir,en e] entorno de pj,
2 . C. d. m 26

w2(p)=w(p)a'1(p) ——J—fi+ (z - Z; 1app) =(¡J-pj)J (p-pj)J 1:1 [3+5]
20'. C. d. 20' p-p.

= 44+—JT1—+W)(I-JP3J-Z. _1JPïJ+ _JJP3J)°
(p-pj)SJ (p-pj)J m p+p1 p+pj

(5.10)

De 1a vaïidez de 1a ecuación AX - B = 0.conc1uimos, si te
nemos en cuenta 1a independencia linea] de 1as funciones

1/(p-pi), i= 1, 2, ..., m, que va1e 1a fórmuïa
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4 52(7
É ——J——]—.JC*Q = s. zcr.c. ; (5,11)_ . - J 1 ït Jt J J
1-1 p. + p]J

o sea

"‘ 26] m— * :
Cj Z + _ J C1 2 Q]t Cj (5.12)1:1 pj P] =

De (5.7) obtenemos

m

J PïJ = J Cï Z Ï Q1t
t=1

De esta fórmula, conjuntamente con (5.12),conc1uimos que

m 2cr1
Cj —————:—J Pï J = Cj , (5.13):1

o sea

26'
Z É 1 _Cj ( J P3 J + . —————:—J Pï J ) - Cj . (5.14)
Ïf‘] pj+p1

De (5.14) y (5.10) obtenemos

0| m
. _ 3- = _ Z Í .11m (p pj) w2(p) CjJPÉJ + dj (I _ 20‘1JPïJ) ,

p—>pj 1-1

o sea, que w2(p) tiene un poio de orden sj - 1 en p = pj.
Con esto queda demostrado e] Teorema 5.

flota: Si w(p) e EB tiene un cero de orden sj en ios puntos

pj (j = 1, 2, ..., m), W'1(p) tendrá en dichos puntos un poiode orden s.. La biexpansividad de w' (p) permite efectuar una
descomposición dada por 1a expresión

w'1(p) = fl(p). w2 (p),
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donde w2(p) e KJ tiene un poïo de orden s.-1 en los puntos
pj (j = l, 2, ..., m) y l)_(p) es un operador elementaï con
polos en Ios puntos pj (j = 1. 2, ..., m).

Por 1o tanto, vaïe para w(p) 1a siguiente fórmuïa de
factorización

w (p) = wgl (p) n'l (p).
- /\

En este caso N21 (p) e KJ y tiene un cero de orden sj -1
en 10s puntos pj (j = 1, 2, ..., m).
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6. FACTORIZACION A BASE DE OPERADORES ELEMENTALES PRIMARIOS.

Sea TTs (j = 1, 2, ..., m) un proyector ortogona] sobre
un subespacio de dimensión uno.
Multipïiquemos 1a desiguaidad (3.4) a 1a derecha por 1a matriz

def
T5 = “.2,°'" TTm’

y a 1a izquierda por TE. Obtenemos asi, si ponemos por definl _
ción

una desigualdad de] tipo de 1a (3.4), donde en 1ugar de Ios C.
aparecen Ios u . A base de e11a puede construirse un operador
elementaiíï} ) (p) ta] que va1e 1a fórmula

w (p) = wg')(p) o“ (p),
l A

donde Hg) (p) e K0. De 1a definición (5.7) de Pj (donde Ck
se ha substituido por uk) se conciuye que IÏ.( ) (p) es un ope
rador e1ementa1 primario. Ahora 1a re1ación (5.13) se escribe

lTl
2 G

TT.C.Z'—]-_—JP?|‘J = “.C.J J 1=1pj+p1

Esto muestra que si bien e] orden de] poio en pj sigue siendo
sj, ahora 1a dimensión de] rango de] coeficiente C5 de w2 '(p)
es menor en una unidad, con respecto a 1a dimensión de] rango

de Cj (j = 1, 2, ..., m); en efecto, vaïe 1a fórmuia

11m(p-p¿>4 wg'Hp) = c5- = cj - cj Z J Piï J

p-HJJ- 1=1 Pj+Pi
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7. FACTORIZACION DE OPERADORES J-BICONTRACTIVOS REALES.

Se dice que N(p) e KJ es rea] o que pertenece a 1a clase
K5 si

w (B) = Ñ (p)

Si w(p) tiene un poio de orden s en p = po, también tiene un poio
de orden s en p = p;

Teorema 6. Si w (p) e K5 tiene un poio de orden s en po,
vaie 1a fórmuïa

N (p) = “2 (p) WI (p) ,

donde N1 (p) e KS es un operador eiementai y wz (p) e K5 tiene en
p0 un poïo de orden s - 1.

Demostración.
Escribiremos

20' 2<Ï
w1<p)=fl(p)=1+—°—P1+——Ï-P2,

p

donde (cf. (5.7) )

P1 á 'J (Qïl C + Qïz C) ’

P2 = “J (051 C + 052 C)

En este caso Qïl = 652 y Qïz = 651 , y por io tanto P1 = PZ.

Nos queda

D.(p)=1+—°P1+—‘_’ P1
p - po P - po

Esto ouiere decir que {1 (p) e K5 y por 10 tanto w2(p) e K5
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Nota: Es posibïe extender Ios Teoremas 2, 3 y 5 a1 caso en que

Rk = -ñ.. En este caso va1en 1as reïaciones Ck J C3 = 0,
2 G k Ck J d3_= 2 dj dk J C3. La generaïización de] Teorema 2
se obtiene reempïazando en 1a desiguaïdad (3.4) e] operador

4 G’k dj Ck J C3 (pk + ñj)'1 y su operador adjunto por e] operg
dor 2 G’k Ck J dg y su adjunto. De manera aná1oga se obtienen,
mutatis mutandís, generaïizacíones de Ios Teoremas 3 y 5.



FACTORIZACION DE OPERADORES CARACTERISTICOS

DE PUERTOS DE HILBERT
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1. Definiciones y teorema básico.

Sea 12 e] espacio de Hi1bert de las sucesiones de cuadrado su
mab1e. Definamos e1 espacio de Hiïbert H qsf 12 x 12 , donde x de
nota e] producto cartesiano.

Un operador Mdefinido en H puede representarse mediante 1a
matriz

donde ios Mi. (i, j_= 1, 2) son operadores en 12..(cf.[10]).
L1amaremos I e] operador identidad en 12 e IH e] operador iden

tidad en H.
En 1a primera parte de este trabajo hemos definido 1a ciase de

operadores f5 (ver parágrafo 3), donde J es un operador hermitiano ta]
que J2 = I. En 1a teoria de puertos de Hiibert tienen interés Ios opg
radores que consideramos a continuación.

Un operador de scattering S(p) (S(p):12 -4 12) es un operador

de 1a c1ase QI.
Un operador de transferencia T(p) (T(p):H -+ H) es un operador

de 1a c1ase Eb , donde
1

0 -I

Un operador de cadena A(p) (A(p): H -+ H) es un operador de 1a

ciase ïJ , donde2 0 -I

-I 0

Diremos que un operador es ¿gil si M(p) = M(p).
Dado un espacio de Hiibert 3¿ denotaremos con (f, g) e] produc

to escaiar de dos vectores f y g pertenecientes a1 espacio 3€.
Es conveniente definir también otro producto escalar [x, y]

por 1a fórmuïa.

[x, y] (¿ef (JX. y)



-28

Diremos que a e Ji es isótropo si [a, x] = 0, para todo
x e 3€ .

Si e1-espacio de Hiibert 25 no contiene vectores isótropos
saivo a = 0, diremos que 3€ es no degenerado.

Demostraremos a continuación un teorema básico, que generaïi
za un teorema de Potapov (cf.[4], p. 160).

Teorema 1. Sea 9€ un espacio de Hilbert separable, no degenerado
respecto de 1a métrica indefinida inducida por ei operador J. Sea
{x1, x2, ..., xm} un conjunto ïineaïmente independiente de vectores
de3{ y sea {xí, xé, ..., x¿} otro conjunto Iineaimente independien
te. Una condición necesaria y suficiente para que exista un operador
U J-unitario (definido en todo }L) que satisfaga a 1as reïaciones

es que se cumpian 1as condiciones

[x1, xj] = [x%, x5] , para i, j = 1, 2, ..., m.

Demostración de] Teorema 1.

La necesidad de 1a condición es inmediata. Para mostrar 1a si
ficiencia definamos e] espacio de Hiibert h, de dimensión finita, gg
nerado por 105 vectores {xi}fi=1 , {x%} ?=1 , {Jxí} "%=1, y ïdx'í} ?=1.
LiamemosJ1 y J2 a Ios operadores que son restricciones de] operador
J a ios subespacios h y h-Lrespectivamente (con hL denotamos e] subes

pacio ortogona] a h). Vaïen pues ias re1aciones Jk = JE ,
JE = I (k = 1,2).

E1 teorema de Potapov recién citado afirma que existe un opera

dor Jl-unitario U1 : h -+ h que satisface a 1as're1aciones

x! = U1 x. (i = 1, 2, ..., m)

Basta entonces definir un operador Jz-unitario U2 : hL —+hL
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(por ejempio, U2 = Jz).
E1 operador J-unitario U : 9€ —+9C que satisface a ias condi

ciones de 1a tesis se define, dado y e 3C, mediante 1a reiación

U y = U1 yl + U2 yz

donde y = yl + ya, yl e'h e yz e hL .

Nota. lemanian (cf.[14]) ha introducido e] concepto de n-puertos
de Hi1bert, que está íntimamente reïacionado con ios conceptos de
matriz de Cadena y matriz de transferencia que nosotros definimos
en 1a p. 27.
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2. Factorización bimembrede] operador de transferencia.

Si po (0'0 = Re.po 7 0) es un cero de orden s0 de] operador
de transferencia T(p), es posibie efectuar una factorización de es
te operador de 1a forma

2 G

T (p) = T1 (p) ‘ (IH ' p+_o P1)po

E1 operador T1(p) es un operador de transferencia, ei operador
JlP1 es hermitiano no negativo, PÏ = P1 y e] rango de P1 es de dimen
sión finita (cf. Parte 1, 95).

m

Sea {xk}k=1 y una base ortonorma] de] rango de P1, con
ix, y = (Jlx, y). Vaïen pues las relaciones

1 si k=1,2, ...,p0.
{xk, xk] = -1 si k = p0+1, p0+2, ..., p0+qo, (3.1)

0 51 k = p0+q0+1, ..., m.

Definamos ios vectores

e . _

51 k-ls no.)P0)

0 n

Ek = (ek) S1 k = p0+1, ..., qo )

ek .

(ek ) S1 k = po+qo+1, ..., m

E1 teorema de] parágrafo 1 afirma que existe un operador U1,
Jl-unitario, ta] que

Definamos e] operador



Por 10 tanto

E .= Ek , k = 1, 2, ..., m . (3.2)

De 1a hipótesis JlP1 z 0 se conciuye que JlD1 2 0. Teniendo en
cuenta (3.1) y (3.2) conciuimos que q0 = 0. ComoJlD1 es hermitiano,.1.

paraoz e RJqu es JlDlz = 0, y por 10 tanto resuita p0 = m y
D1 (e ) = 0 para todo k,

Dado x e 9C, puede escribirse
m m

1:1 o j=1 J j

En consecuencia
m

D x = . (ei) (3 3)

1:1 qr] °

donde ios Di‘j apiican 12 en 12.
Teniendo en cuenta (3.3) concïuimos que

D12 = D21 = D22 = 0 ’

y además que

oil = diag ( 1, 1, ... , 1 ,0, o, ... )“fi
m veces
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Hemosprobado e] siguiente teorema.

Teorema 2. Si po = GO
T(p) en e] semipiano de 1a derecha, vaie 1a factorización

+ ituo es un cero de orden s0 de] operador

2 6
o _ —1

. To(p) . U1 ,

donde T1(p) es un operador de transferencia que tiene un cero de or
den so-l en po, U1 es un operador Jlfunitario constante y T°(p) está
definido por 1a matriz de operadores

T11(p) 0
To (p) = .

0 I

donde

p'P P'P
T11 (p) = diag ( _E , -o-, _Ï , 1, 1, ...)

p+po p+po
m veces

E1 número m es 1a dimensión de] rango de] operador P1.
Siguiendo 1a misma Iinea de razonamiento es posibie demostrar

e] teorema que a continuación enunciamos.

Teorema 3. Si p = 0' + in) es un poio de orden s de] operador
—-———-——— o o o o

T(p) en e] semipiano de 1a derecha, va1e 1a factorización

20-0 _1
P1) = T1(p) v U1 T0(p) - U1 aT(p) =T (p) - (I +

1 H p_p0

donde T1(p) es un operador de transferencia que tiene un poio de or
den so-l en po, U1 es un operador Jl-unitario constante y T0(p) está
definido por 1a matriz de operadores

I 0

'To (p) =
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donde

p+p_ p+p_
T22(p) = diag ( o , ..., o , 1, 1, ...)

P-Po P'Po '
m veces

E1 número m es 1a dimensión de] rango de] operador Plo

La demostración de este teorema es inmediata teniendo en cuenta que
en este caso J1.P1 g 0.

3. Factorización bimembrede] operador de scattering.

Un razonamiento anáiogo a1 dei parágrafo anterior permite de
mostrar e] teorema que enunciamos a continuación.

Teorema 4. Sea .r)0(p) e] factor e1ementa1 correspondiente a un cero
de] operador S(p) en e] punto po. Entonces vaie 1a representación

Dona) = u'1.so(p).u,

donde U es un operador unitario constante y So(p) está definido por
1a fórmuia

. P'Po P'Po
SO (p) = diag ( __ , ...

p+p p+po

ITI VECES

E1 número m es 1a dimensión de] rango de] operador P.
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4. Factorizacíón bímembre de] operador de cadena.

Notemos que existe 1a re1aci6n

donde e] operador unitario u está definido por 1a fórmuïa

I -I

u dÏf }( ) (4.1)42 I I

Sea T un operador de transferencia.
Si definimos

def
A = u* T u ,

entonces A es un operador de cadena (cf[6], Teor. 21).
La observación precedente conjuntamente con 1os Teoremas 2 y

3 permiten obtener sin dificultad 1os teoremas que a continuación
enunciamos.

Teorema 5. Si p0 = 6 + icuo es un cero de orden s de] operadoro o
A(p) en e] semipïano de 1a derecha, va1e 1a factorización

26'0
A(p) = Alma) . (IH - P2) = A1(p) .v'1.Ao<p) . v

Mi;

donde A1(p) es un operador de cadena que tiene un cero de orden
SO-l en po, V es un operador J2-unitario constante y Ao(p) está de

finido por 1a matriz de operadores
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donde

p-ío) p-Íu)
A (p) = A (p) = diag( -——-:% , ..., —————9, 1, 1, ... ) ,

11 22 + + __
JL-.-" A.-.-V ,_7.____p.,<__'_F,)9/

m VECES

. Ü 6'
A- (p) = A (p) = d1a9( Ï_ , ..., ——f%, 0, o, ...)

12 21 + +
¿”qu__yn P EQ,

m veces

E] número m es 1a dimensión de] rango de] operador P2.

Teorema 6. Si p0 = 6° + iu)o es un poïo de orden so de] operador
A(p) en e] semipïano de 1a derecha, va1e 1a factorización

26‘0
A(p) = A1(p) - (IH + P2) = A1(p) - V

p-po

donde A1(p) es un operador de cadena que tiene un poïo de orden 50-1
en po, V es un operador Jz-unitario constante y Ao(p) está definido
por 1a matriz de operadores

A11(p) A12(p)

Ao (p) = )

A21(p) A22(p)

donde

p-iw p-iw
A (p) = A (p) = diag( —————9, ..., -——-—9-, 1, 1, ... ) ,11 22 _

p - po p - po
m veces '

. oA- (p) =A (p) = d1ag( ° , ...,—‘7—9,o, o, ...)12 21
p-p0 p-po\—____.eVr..-__—/

m VGCES

E1 número m es 1a dimensión de] rango de1 operador P2_
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5._Factorización bímembrede un operador rea] de scatteríng.

Un operador de scatteríng S(p) es por definición rea] si

S (p) = S (ñ)

Si S(p) tiene un cero de orden so en e] punto po = (T0 + ÍQJO, e]
desarroïïo en serie de Laurent en e] entorno dep0 deloperador S' (p)
es '

2 Gb C d-1 ________ + ___________
so So '1

(p-po) (p-po)
S (p) =

En este caso, va1e 1a factorización

s(p) = s1<p) .Ihp) , (5.1)

donde

(7.(p) = I - 26:3 P , (5 2)
p+po

P = u (u* u)I'1] u* (5 3)

u = c Tr.

E1 operador AEl] es e] inverso de] operador definido por e] operador
hermitíano A sobre su rango. E1 operador TT es un proyector ortogo
na] de rango de dimensión uno y P'z 0 (cf. Parte I, g 6 ).
De (5.1) concïuimos que

s;1(p> = (hp) s'1(p)

ComoS'1 (p) es un operador rea], tiene también un poïo de orden s0
en e] punto.53 = Go - icoo. En e] entorno de p; e] desarroïïo en
serie de Laurent de S'1(p) es



s'1<p)= S'1(í>)= —°—— + ——— + (5.4)
(p-ño)So '1

Teniendo en cuenta (5.3) en e] entorno de ño e] desarrolïo de Sí1(p)es

_ 0“ 'Sll(p)=0—- + = (I—_——°-p).f’—+
po (p-p0

donde É denota e] coeficiente de orden máximode ese desarroïïo.
Resuïta pues

-ï = (I - ÉÏQ Po) E
po

Definamos ahora

N defN (Y _
u = C.TT = (1 _° P) u, (5.5)

po

ha def _ N
P = u (u* u)[ 1] U* , (5-5)

"’ d 26' N
.(2(p) = I - ° P

Con estas definiciones va1e 1a factorízacíón

51 (p) = 52 (p) . Í3.(p)

y por 10 tanto

s (p) = s2 (p) .Dm 41(9)

Nos interesa obtener una factorízación ta] que 52(p) sea un
operador real de scattering. Sin restricción de 1a genera]ídad,po
demos e1egír

TT = diag ( 1, 0, 0. -.- )



def
y suponer que u = CÏT f 0

Si escr1b1mos C = (Cjk ), 1 é j, k < a) l

resuïta

u = (ujk) = (le . 61k) ,

donde Gij es 1a deïta de Kronecker; y en consecuencia

- '= u_u_*

donde m m

def
O< = ¿EL lu.1I2 lC.1|2

:¡=1 J a'=1 J

Teniendo en cuenta (5.5) resuïta

U (nN - N - c- - o _ =
“ ' (un) ' C¿151k —— 2; Pjn ° “nk

po‘ n-l

_ G'o _ .
' cjl 51k ' _— (Z Pjn ' Cnl) 51k '

po n=1

= (CJI -1\ch) 51k = (“jl 51k) '

donde
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De ias fórmuias que preceden obtenemos, teniendo en cuenta
(5.6)

donde

jl
J=1

Consideremos 10s vectores coiumna

v= o» ÏÜ5% y
J WI

V =<%)@fdg—w-ñv>;
entonces ios proyectores P y P pueden escribirse de 1a siguiente ma
nera:

P = v v*

v2 |l
x42 (V -’71v) (9* -'Y\v*) = 77*

Observemos que v* v = 7* V = 1. En consecuencia

_fl(m.ílw>=u- °m<1- jP>=
p+p0 p+p0

26' 26'
= (I - ° VW) (1- _° v v*). (5.7)

p+po .p+po

La definición de P no se modifica si reempiazamos u por u e1Q,
donde Q 'es'una constante rea] . Eiigiendo Q>de forma ta] que

fi\ sea un número rea], se comprueba (caiculando 1a expresión (5.7) )
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que jï(p) .Íï.(p) es unñgperador rea]. Efectuando m extracciones
sucesivas de 1a forma .[1K(p) . JA)K(p), donde m es 1a dimensión
de] rango de] operador C, es posibie disminuir en una unidad e]

orden de] poio en ios puntos p0 y 53.
Si e] cero de S(p) es rea] (p0 = 53), 1a fórmuia (5.4) mues

tra que C = C. Por 10 tanto es posibïe definir un operador P rea].
En ta] caso e] operador .(1(p) definido en (5.2) es rea] y en 1a

O

descomposición

e] operador Sl(p) es un operador rea] de scattering.
Hemospues probado e] siguiente teorema.

Teorema 7. Si S(p) es un operador rea] de scattering con un cero de

Orden so en e] punto p0 (Im p0 f 0, Re p0 > 0) vaie 1a factorización
m N

s (p) = sam Dm) . DKm ,=1

donde 52(p) es un operador rea] de scattering con un cero de orden
sO-l en e] punto po. Los operadores ÍÏ.K(p) y K(p) (K=1,2,...,m)
son operadores eiementaïes primarios bimembres. E1 número m es 1a
dimensión de] rango de] coeficiente de orden máximode] desarroiio

de Laurent de S(p) en e1 entorno de po. Si Im p0 = 0, 1a descomposl
C10n es

s (p) = s1<p) Dm ,

donde Sl(p) es un operador rea] de scattering con un cero de orden
so-l en e]_punto po. _

En e] caso particular de dimensión finita (12 = En), e]
teorema que precede coincide con un teorema de Beievitch
(cf.[7 ]¿ p. 331).
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6. Factorización bimembrede un operador rea] de transferencia.

Uti1izando 105 métodos de] parágrafo anterior es posibie obte
ner resuitados simiïares para e] operador de transferencia.

Teorema 8. Si T(p) es un operador rea] de transferencia con un cero

(poio) de Orden so en e] punto po, (Im p0 f 0, Re po 0) vaie 1a fag
torización

m

T(p) = 72(p) .TÍ ka .ka ,
k=1

donde T2(p) es un operador rea] de transferencia con un ogro (poio)
de orden 50-1 en e1'punto po. Los operadores 1') k(p) y JíLk(p)
(k = 1, 2, ..., m) son operadores eiementaïes primarios bimembres.
E] número m es 1a dimensión de] rango de] coeficiente de orden maxi

mo de] desarroïio de Laurent de S(p) en e] entorno de po. Cuando
Im po = 0, 1a descomposición es

T (p) = T1(p) D. (p) ,

donde T1(p) es un operador rea] de transferencia con un cero (poio)
de orden 50-1 en e] punto po.

7. Factorización bimembre de un operador rea] de cadena.

Todo operador de cadena A(p) puede expresarse en 1a forma

A (p) = u* T (p) u i

donde T(p) es un operador de transferencia y.u un operador rea] uni
tario constante (cf. parágrafo 4.). Esto permite estabiecer e] teOr
rema de factorización correspondiente para e] operador rea] de cade
na, cuyo enunciado es anáiogo, mutatis mutandis, a1 de] Teorema 8.
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8. Operadores J-unitarios en un intervaio de] eje imaginario.
Su factorización.

A partir de un teorema de Ju. P. Ginzburg (cf.[1], p. 52)
es posibie, mediante una transformación PNqui de] circuio unidad
en e] semipiano de 1a derecha, obtener e] siguiente resuitado, que
consignamos porque tiene aplicaciones en 1a teoria de 1a sintesis
de circuitos.

A

Teorema 9. Sea N(p) e KJ un operador hoiomorfo y J-unitario en
un intervalo F de] eje imaginario, saivo en e] punto iuJO de este
intervaio donde este operador tiene un polo de orden s ; y seao

w (p) = (p - iw0)'S°C + (p - icooïs”+1 d +

e] desarroiio de Laurent en e] entorno de po. Vaie entonces 1a f6:
muia

1

p-ÏLDO
w (p) = w1(p) (1+ e).

A

donde w1(p) e KJ tiene en iuJO un poio de orden so-l y G es un opera
dor compacto, J-hermitiano, positivo, niipotente, dado por 1a expre
sión

-1
G = J C* (d J C*) C

E1 simboio E denota aqui 1a ciausura dei operador C. Bajo es

tas condiciones w'1(p) también tiene un poio de orden s en iu30 y
wíl (p) tiene en ese punto un polo de orden s -1.

0

O
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9. Operadores de circuitos racionales.

Diremos que e] operador w(p) e EJ es racionai si w(p) y
w'1(p) tienen un número finito de poios en e] piano compiejo coa
p1eto. En este caso es interesante notar que si e] operador w(p)
es J-unitario en ios puntos de hoiomorfismo de] eje imaginario, va
1e 1a siguiente fórmula de factorización

w (p) = U . wn (p) . wn_1 (p) . ... . N1 (p). (9.1)

Los operadores wi e Ed son operadores e1ementa1es y U es un
operador J-unitario constante. Este resuitado ha sido obtenido por
Ju. P. Ginzburg (cf.[11, p. 53); 10 consignamos aqui porque tiene
interés para 1a teoria de puertos de Hi1bert. La expresión (9.1)
muestra que todo puerto de Hi1bert raciona] puede descomponerse en
un número finito de puertos eiementaies, donde cada wi(p) correspon
de a un cero o poïo simpie de] operador w(p).
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10. Factorización trimembre de un operador rea] de scattering.

Si e] operador rea] de scattering S(p) tiene un cero en

po = c o + iuJO vaie 1a descomposición

s (p) = s1 (p) .fl(p) , (10.1)

donde

2 2 G’ D(p)=I-G_°P- °P
p+po p+po

y P es un operador'eiementai primario (ver parte I, á 7).

Si 030 = 0, es po = 53 y por 10 tanto [1(p) coincide con e]
operador bimembre rea] calcuiado en e] parágrafo 5.

Sea ooo f O. Para obtener e] operador P es necesario obtener
1a expresión expiicita de] operador

’ Q Q

/ XI \ I 11 + _}2
E ; po-p po-p

x : ll: I! ,
i

XII] Q21 + Q22
p0 p íg-p

que es solución de 1a ecuación

_ 1

u u* ¿[a u * XI \ u

o \ PO-P\ = .
% üu* a 5* xII/ _“
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E1 operador u se define por 1a fórmu1a u = 7T . C f 0, don

de H es un proyector ortogona] de rango de dimensión 1 y 2 66€
es e] coeficiente de] término de máximo orden de] desarro11o de

S'1(p) en e1 entorno de po.
E1 operador P está dado por 1a fórmuïa

p = - (QÏ1 + Qïz) u = - U* (Qll + 012)

No restringe generaïidad suponer que

TT: diag( 1,0,0, ...)

En este caso 1a matriz u está dada por 1a fórmula

) = (6il Clj) , í, j = 1, 2, ... (10.4)

Tenemos evidentemente

(u u*)íj = (u u*)íj = CX 61i

(u “*)ij = [5 51151j '

donde
(D

- def É 2o< = l y
n

a)

ef ZÏ; 2
Cnl

n

¡|0[5

=1

=1

De (10.3) y (10.4) se concïuye que 1as componentes de] operador
X tienen 1a forma



I I
(X )ij Ya" 511 ,

(10.5)
(XII) = YII 6ij j ‘ 11

II
De (10.3) se concïuye que ias incógnitas Y}, Y‘j satisfacen

a1 sistema de ecuaciones

. c ,

CK Y; + Go YÉI -ll— ,
po po-p

03/5 Yi + ¿x YU = Cij ..

5; J J 53_p

La soiución de este sistema viene dada por 1as fórmuïas

YI=;(04°_1J__M EL)
J A po-p po po-p

II 1 ETT 6'13 C..v.=—<o«-_¿J—-+ —w—>
J A po-p po po-p

donde hemos puesto

2
2 (r_ 0A-“ - 21/31

lpol

Observemos que es ¿X'7 0, pues ¿oo f 0 y cz 2; Lfi\ .
De (10.2) y (10.5) se obtiene



O(

_ cm
(012)ij ' ‘ E‘jzï C13 5110

Por consiguiente e] operador P tiene 1a expresión

;' V [fi DCI Go po 9* ' ¡pol2 V*]
P ‘ 2 2 2 -2 '

ipol ' Gb |15| ‘ Ci

donde v denota e] vector coiumna definido por 1a fórmuia

Basándose en ios cáicuios anteriores_es posible obtener,
mutatis mutandis, fórmuïas simiiares para e] operador de transfg
rencia y para e] operador de cadena.

flota. En e] parágrafo 5 hemos separado Í)(p) a 1a derecha por me
dio de] operador u = C .ÏT . Para obtener una separación de
f)(p) a 1a izquierda, como en e] parágrafo 10, debe adoptarse 1a
nueva definición u = ÏÏ-. C.

En e] caso genera] de un operador S(p) e RJ, definimos
u=T".C, donde TT'=diag(TT,0) (TT' e 12x12,TT e 12). Para Ios ce
ros de] operador S(p) va1e una representación simiïar a 1a (10.1)

donde ahora P=(1p0|2- €02\flfl d'z)'1 v[[3oC1 Gbp0v* - \po|2v*] J.
Los números GKy [3 son ios e1ementos no nu105'de 1as matrices
uJu* y uJü* respectivamente y e] vector v e 12x12 es e] vector co
1umna Formado a partir de 1a primera c01umna de 1a matriz de] ope
rador C, dividido por fi; . Para 105 poios de] operador S(p) va1e

1a representación S(p) = Sl(p) ..Í1(P), donde
{1(p) = I + 2 «¿(p-po)'1 JPJ + 2 63(p-50)'1 JñJ.



SINTESIS DE 2n-PUERTOS REACTIVOS DE MATRIZ

DE TRANSFERENCIA PREFIJADA
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1. Matrices reaïes de transferencia. Matrices e1ementa1es simples.

Se 11amamatriz rea] de transferencia T(p) toda matriz de or
den 2n x 2n que satisface a ias condiciones siguientes:

J Z, 0 , Re p > 0,

0
e I

In

Lïamaremos matriz simgïe eiementaï R(p) toda matriz T(p) que
tenga e] minimo número de po]os simpïes. A continuación consigna
mos 1os cinco tipos posibïes de matrices simpies e1ementa1es, y ias
reiaciones que satisfacen estas matrices por ser e1ementa1es
(cf.[3] , Teorema 2, p. 89).

donde J =

1') T*(p) J T(p) 

-In
n es 1a matriz identidad de orden n;

0

1'1')T (5) =T(p) .

Caso A.

2 Go a 2<F0 aR(p) =12n+—— + —_ ,p0=0‘0+iw0, 0‘070,w070;p-po p-po

a*Ja To a*Já

50

>/ 0 , (11)
o 5*Ja 5*Já

po

0‘o 
aJ = a* J a + ———-a* J a (1.2)

po

Caso B.

2(Yo a _12“+ _—— 9 Go>0a a=a;
P- U
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J a = a* J a.

Caso C.

R(p)12n+ ¿Í + a_.
p-‘Iwo p+1boo

6* J b a* J 5

-21u)0

>/

2*J_a a*Jb
. Ziuoo

a* J a = 0 , a* J b = b* J a,

donde b = I + a

2iu)o

Caso D.

2n

J a ‘z 0 ,

a* J a = 0 , a* J = J a

Caso E.

R(p)’=12_n+pa . a=5 ,
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2. Matrices primarias simpïes.

Se Ilama matriz Erímaría simgïe toda matriz simpïe que simuï
táneamente es una matriz primaria (cf. definición á 4, parte.I).

Consideremos 1as matrices primarias simpïes de] caso A. Sí a
es una matriz de rango de dimensión 1, va1e 1a reïación a = f g*,
donde f y g son vectores coïumna de C2”. De acuerdo con esto, ten
dremos que

Sea ahora

“(23 y “(2:)”
donde fi y gi (1:1,2) son vectores coïumna de En.
Definamos 105 números

defo<= f*Jf=f5f2-fïf1, (2-1)
def _ _ _

= ——‘ï°o J f = —°É°(f5 f2 - fï f1), (2'?)
p0 pO

def
A: o<2 _ lp!2

Teniendo en cuenta estas definiciones, (1.1) y (1.2) se desprende
que va1en 1as re1acíones

o“ f5_ >o, osea A>o (2.3)
ok

y

91: 'Al(0\f1'6%1)a
(2.4)
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Las reïaciones (2.3) y (2.4) son condiciones necesarias y su
ficientes para que R (p) sea una matriz rea] primaria de transferen
cia (cf. [3], Teorema 3, p. 91).

En 10 que sigue escribiremos

R11(p) R12(p)
R (p) ,

R21(p) R22(p)

donde 1as Rij(p) (i, j = 1,2) son matrices de n x n.
Procediendo de 1a misma manera con Ios casos restantes

se obtiene e] siguiente teorema.

5' _ _
Teorema 1, A. Sean f , CK = f5 f2 —fï f1 y {5: .72 (f5 f2_fï f1)
ta1es que vale 1a re1ación po

¿3 = 0*2 - ¡fiïz ï> o . (2.5)

En ta] caso, e] vector g dado por las ecuaciones

l>|v
91 (“fl-{3?1)a

(2.6)

92=i(o<f2-(3?2),
y e] vector f determinan una matriz primaria R (p) de] tipo A donde

f g* t 5*

R11 (p) = In + 26'0 ( 1 1 + 1_ 1 ) ,p-po p-po

f g* i 5*

R12 (P) = 2 Gb ( 1 2 + 1_ 2 ’p-p p-p
° ° (2 7)

f 9* i 5*
21 o

p-p0 p-po
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Recïprocamente, si 1a matriz R (p) con bloques (2.7) es
primaria, entonces 1as componentes de 105 vectores f y g están
vincuïadas por las relaciones (2t6) donde CKy fi) están dados por
(2.1) y (2.2) y satisfacen a 1a re1ación (2.5).

Teorema 1, B. Sea f rea] ta] que

CK = f5 f - f* f1 :7 0 L (2.8)2 1

En ta] caso, e] vector g dado por 1as ecuaciones

gl='f1/O( a
(2.9)

92=f2/o\ a
y e] vector f determinan una matriz primaria R (p) de] tipo B donde

20'o
: ‘k

R11 (p) In + f1 g1 '
P' 0h

20-0
R (p) = f 9* ,12 1 2

P' Gb

2 o. (2.10)
R21 (p) = ° f2 gï ,

p- Gb

2 oo
R22 (p) = In + f2 95

p- <ro_

Recïprocamente, si 1a matriz R (p) con bïoques (2.10) es primaria,
entonces 1os vectores f y g pueden e1egirse reaïes y con componentes
vincuïadas por (2.9), donde 04 satisface a 1a relación (2.8).

Teorema 1,'C. Sea f ta] que tz = e]? f1 y sea
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def , 
5 = (f5 f1 — fï f2) (2 1u)°) 1 . (2 11)

Para todo 9 > 0 ta] que

def
¡A = 92 - lá] 2 > o , (2.12)

e] vector g dado por las fórmuïas

91 A a
(2.13)

á f + e fg :‘—1_—_2_
2 A

y e] vector f determinan una matriz primaria R (p) de] tipo C, donde

f1 gï + f1 gïR (p) = + ---- ---- ,
11 n p-iu>0 p+iUJo

_ f1 95 f1 95' _ . a
p"Woo F+1°Jo (2.14)

. f g* ? 5*
1 aR21(p)= +

p-1u)o p+1üJO

f2 95 + f2 95R (p) I +22 n . .
p-1uJO p+1u)o

Recíprocamente, si 1a matriz R (p) con bïoques (2.14) es primaria,
entonces 105_vectores f y g están vincuïados por 1a neïaciéa (3.15),
donde f2 = e1 f1 . y G > 0 satisface a 1a desjgua1dad (2.12), con

5 dudo por (2.11).
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y e] vector f determinan una matriz primaria R (p) de] tipo D, donde

_ -1
R11(p) - In + p f1 gï ,

R<p)=p‘1f *
12 1 92 ’

(2.16)

R21(p) = p-l f2 gï a

R (p) = I + p'1 f 9*22 n 2 2

Reciprocamente, si 1a matriz R (p) con bioques (2.16) es primaria, e]
vector f es rea] y e] vector g satisface a ias relaciones (2.15), dog
de e > 0. '

Teorema 1z E. Sea f rea]. Dado G 7 O, e] vector g dado por 1as re
1aciones

91= -9f1,
(2.17)

92 = 9 f2 ,

y e] vector f determinan una matriz primaria R (p) de] tipo E, donde

R11 (p) = In + p f1 gï a

R12 (p) = p f1 95 ,
(2.18)

R22 (p) = In + p f2 95

Reciprocamente, si 1a matriz R (p) con bioques dados por (2.18) es
primaria, e] vector f es rea] y e] vector g satisface a ias re1a
ciones (2.17), donde 9 7 0.
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3. Caracterización de las matrices reaies de transferencia.

La matriz de transferencia de un transformador idea] se re
presenta bajo 1a forma

/ t‘+t'1 t'-t'1\
z,=_l_f

2 , (3.1)
t'-t'1 t'+t'1

donde t es una matriz arbitraria rea] no singular de n x n y t' deno
ta 1a matriz traspuesta de t.

Si definimos 1a familia de matrices

az (p) = 7x1 R (p) En , (3.2)

donde 23 está dada por (3.1), podemos comprobar que si R (p) es una

matriz de transferencia primaria reactiva, Rb (p) también 10 es.
Para concretar, consideremos 1a matriz correspondiente a] caso A.

Dada

26' 20‘ _
0 f 9* + 

p-po p-po
R (p) = Izn +

vale, de acuerdo con (3.2), 1a fórmu1a

26‘ _ 20' _ _ _

R_b(p) = 12n + ° G 1 f 9* G + _° 5 1 f g* G . (3.3)
P'Po P-Po

Ahora bien,

É = u T u* ,

donde
In 'In

_ 1

U - É J y
I I
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t' 0

T =

o t'1

De acuerdo con esto

20'o _1 20‘o _1 _ _
R (p) = I + u T u* f g* u T u* + u T u* f g* u T u*Z Zn __

P'Po p'po

Definamos ahora los vectores

F .

F = ( 1 ) qsf u* f ,
F2

Con estas definiciones obtenemos 1as reTaciones

t'-1 LPI

2

'1 * * F1 * I *'1 *
T u f g u T = (G1 t Gzt ) = C‘fï ‘fi/z) .

t F2

De esta manera 1a fórmuïa (3.3) puede escribirse así:
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20“ mi 26' /í3'1‘, 'i '\¡ 0 ‘1 ,‘7 -7,

Rz<p>=12n+ “¡o 'Wï r2) -uk- (-rï r’é)u*p'po K‘ZÍ p'po WZ

No es dificil comprobar que va1en las re1aciones

l _ _ _l _ —— - = _l -._ _Yl'tGl‘ ¿“‘th pth) ¿(“wz P‘i’z)’
‘ _ I'l _ _l l_1 _-|'1 - — __]; . _ - :9

Yz-t 62- A(0<t F1 {bt F1) — Auqu ll)

Para 10s casos restantes se procede de manera simiïar. Dada una faml
1ia de matrices por medio de 1a fórmuïa (3.2), conviene sintetizar
aqueïïa matriz de 1a famiïia para 1a cua] 105 vectores LPI y sz ten
gan e] minimo número pgsibïe de coordenadas no nuias. Toda otra ma
triz de ia mismafamiïia se reaïiza conectando a 1a matriz Sintetiza=
da ios correspondientes transformadores "Ly 29-1. A continuación
incïuimos una 1ista de 1as expresiones posibïes más simpïes para 1a
matriz R (p). Estas expresiones satisfacen a 1as condiciones de]
Teorema 1 y se han obtenido a partir de resuïtados consignados en
[3] , p. 105-106.

Caso A 1.

fï = 0’ S 9 - o, 9 ’ .
- - 2 2 2

_ 20'o oule -('b z1 oálzll -(521) I ®I ’
R11(p) - 1 - A ( _ n-1

P ' P0 P - Po

20'o {521 22-o(21 z2 {321 22-0<z1 z2
R12(p) " ( _ ) I 9 0n_1,

A p - po p - po

p-po p-po
-2

R ( _ 20'0 [522 - oálzzl2 [5222 -o¿122|222p)' 1’ ( — 91m1A p-po p-po
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E1 símbo1o ¿D denota 1a suma directa de matrices y 0k es 1a matriz
nu1a de orden k x k.

Caso A 2.

fï = (21, x1, 0, ..., 0), f5 = _(22, x2, 0, ..., 0), x1 = ii, x2 = ¡2,

2 2 ' 2 2
x1 + Z1 f x2 + z2

20' 2 _ _ _

R11(p) = a I2 ‘ __¿L“ (xl) ( c‘zl “(321 (d ' P)X1 ) '1

- ¿ (21) (OLÏI -(ózl (O4- (5) X1 EB In_.2’

zo- z _

R()=-—-o—<1-ï-O(z(-O<)x +12 p á ¿3(p_po) x1) ((5 2 2 p 2 )

20'0+—_ Zl ' Q0n_13
13(p-p0) x1

_ 200 22 __ _

20' z
+ -——-—¿¿—— 2 ok' - (C*- ) x GB 0

¿Mp-ño) ( 21 {521 fi 1)} n-zs

20' Í _ _ _

Rzfip)= s12 ___¿LT (x2) (Dzz'ouz (P'KJX2) '2- ¿A(p-po

20’0 z2 _

A(p_ño) (x2)<{522 N2 (P oc)X2)} G9 In_2.

Casos A 3 y A 4. ¡Para obtener R(p) en estos casos basta tomar, en 1as

expresiones de Rij(p) de] caso A 2, x2 = + x1
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Caso A 5.

fï = (zl,x1,x2,0,...,0), f5 = (22,-x1,x2,0,...,0), x1=il, x2=íz,lzll#lzzl.

R11”)fi I3 ' ¿L (“21' (-351(°‘'Ï3)x1 (“fl-WM) ’
¿Hp-po) x2

2 0‘ Z1\
° x di- z (d- M (d- M QI _,

2 cr í1\
R () ° X ‘ _í-o<z (04- )x ( -°‘)x +

Wo) (¿j (“e 2 p 1 P 2)

2 (YO [21+ x z-o<z (o<- )x (-°<)x ®0_.
¿Mp-po) (p 2 2 P 1 P 2) n 3

R1”) =' 20-0 :Ï\ (“ff-¿51 (“W-“"1 (“'P)X2) +
2 ¿Hp-po) x2 '

2 «o Z2 _+ x otz- z (d- )x (04- )x G9 0_ ,

A(p_po) (X1) < 1 P1 F 1 P 2) n3

2 0‘ {22
o x —- _ a_ "_ 

R22”) i 3 A(p_po) \x: (P22 0‘22 ( (“x1 ((5 °‘)x2>
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( ) 20'0 x12R p = í 1 - —í I e I ,11 d n-lP'0"0

20’ x x

R12<p)= ° 10(2 I e om,
P- Ga

. 26' x x

R21(p) = - ° laz I es 0M,P'G'o
220‘ x

R22(p) = í 1 + ° —g— } I EB In-l'p-cr 0Ko

Caso C 1.

fï = (2190, .oo) 0)) = (22, 0, ..., 0), = .
2 - 2 _

R (p)=í 'glzfluglez-glzll+52122} 63111 A (p .. iwo) ¿(p + iwo) n-l

¿ll 2 9 í Z 8 z 2 + Q z í_ 1' + 1 2 l1l 1 2
R12(p) - + I e) on_1,A (p- m0) A(p+iwo)

- 2 _ |2_ 92122+‘5'22\ 92122+‘S\22¡
R21(p) ‘ ' + ' I G) 0n_lsA(p-iwo) A(p+íwo)

. 6 z1 22+ G [2212 ¿'21 22+ 9 |22[2
R22(p) = á 1+ + E GB In-1A<p- mo) A(p+iwo)

Casos C 2'! C-3. La expresión de R(p) en estos casos se obtiene eïí

giendo, en e] caso C 1, z2 = ; z1
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Caso L 4

fÏ = (219 229 09 -vos o), = (’21, 22, 0, ..., 0).

((3-9)21 -(5+9)22)) ¿lb-1030)

21 ¡(á-9)21 -(c8+9)í
)'\ . .2? Q3In-z’¿(phwcfi A(p+1wo)

Rlzm = í

((6-9) 21 (6+9);2

(21' ((6-9)21 (¿+9)22)22/ Ana-wo) ¿Mp-m0)

K ) F Q) on-Z’'A(p+iwo) mph-wo)

-i (5-9)z -(á+9)z
Rmm=í (_J___1 __2) +A<p-iwo) ¿Mp-wo)

A(p+mo) A<p+iwo)

(á- 9) z (r5+ 9) z

¿Mp-“00) Aun-1'wo)
Il

m

H
N

>

).+ e;o“,
<

í-zl)((5-9)21 (6+ mi2
I .

¿(muy ¿\(p+mo>H QB "‘2
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X .

R12(P)= (-xl x2) ea o“,x2

R21(P) ='%<-x1) (x1 x2) GB 0n_2,X2

R22(p)= a 12- g (-xl xd} 9 -1n_2.

Casos D 2 y D 3. La matriz R (p) en estos casos se obtiene eligiendo a1

ternativamente x2 = 0 6 x1 = 0.

Casos E 1, E 2 y E 3. La matriz R (p) se obtiene a partir de Ios casos

D 1, D 2 y D 3 reemplazando l/p por p.
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4. Reaiización fisica de ias matrices reaies de transferencia de
2n-puertosreactivos.

Las expresiones obtenidas en e] parágrafo anterior para ias matri
ces R(p) permiten conciuir que éstas pueden representarse de 1a manera
siguiente:

. /R11<p) Rlzm
R (p) = a

R21(p) R¿2(p)

donde

RU. (p)'= RES?) (p) a In_k (i. J = 1, 2) ,

y k toma los vaïores 1, 2 ó 3.
Esto permite reducir e] probiema de 1a sintesis de matrices reaïes

reactivas de transferencia a] probïemade ha11ar ios circuitos eléctri
cos que corresponden a ias matrices

(k) (k)
R (p) R (p)11 12

R(k) (p) =

RÉÏ) (p) RÉÉ) (p)

aEstos circuitos serán 4-poios, 8-poios o 12-poios según k vaiga 1, 2
ó 3.

A continuación damos ios vaïores de los eiementos de ios circui
tos, para cuyo cáicuio nos ha sido de esencia] ayuda 1a obra de
Beievitch (cf.[7], Capituio 10).

Definamos

de 26‘0
'V o O( Im (El 22).

Caso A 1.

Los vaiores de ios eïementos de] circuito de 1a figura 5 son:

n = (wo- vo')/(wo+vo).



L = “(wo - Vo)/ 2‘22‘21' (To “o ’

C=n/(G'02+w02)l"

G = 20'01

Caso A 2.

Eh'jamos 4) de modo que e'wap sea un número rea]. En ta] caso
“¡gw/3514) /ok es rea]. Dadoque \(5|< °< , es l'ql< 1.

Los vaïores de 1os eïementos de] circuito de 1a figura 1 son:

L1= °< (1 - ’q cos cp / 20"o (Im (22-21) )2 a

L2 = 0(2 (1 -1'\2) / “16‘02 (xz-xl) (Im (22-21) )2 ,

n1=['qs1°n4> Im(22-21)+(1- qcos+)Re(22-zl)] Lí1(x2-x1)'1(1m(22-21) )'2,

G1 = Im (21+ 22) / Im (22 - 21) .

GZ= (x1+x2) Im(22-21) / 2,

n3 =-(V0-wo) / (xz-xl) Im(21+22) .

n2 = 2 Im (2122) / (x2 - x1) Im (z1 + 22) .

Caso A 3.
_' d f -° A

Nuevamente sea e 14) {5 rea] y “12 {3 e 14) /0k . Ademas,es
|41| < 1. Los vaïores de 105 e1ementos de'l circuito de 1a figura 2

son:

L1= 0((1-"Y\coe43) / 20'o(Im(22-21))2,
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L2 = “2 (1’ 712) Lil [4 (Yo x1 I‘" (12 ‘ 21>]'2».

G = x1 Im(22-zl) [2 Jï(sin<’P Im(zl+22) - (1+cosdp) Re(21+22) )] '1,

n1 = - Lvl sind? Im(22-21)+(1-qcoscb)Re(22-zl)] [2x1 L1(Im(22-21))2]-1,

n2 = Im (z1 22) / x1 Im (z1 + 22) ,

n3 = («00- vo)[(1+cosq>) Re (21+22) - sincb Im (21+22)] /' 4 JE ,

n4 = x1 Im (21+ 22)-[(1+coscp)Re(zl+zz) - s1n4>1m (21+22)] / 2 x/ï.

Caso A 4.
-' df _.

Eïijamos %J de modo que e 21473 sea rea] y definamos 71 5 fi e21%7 0L.
Es, pues, ¡ql < 1. En ta] caso, 105 vaïores de 105 elementos de]
circuito de 1a figura 3 son:

L1.= 0((1+T\)/40_0,

L2 = <X (1 + T\) [cosq/ Re (21+22) - sin%J Im (21+22fl 2 / JE 4 Gb ,

Gl = [°°54’ Re (21+22) ' Si"\P Im (21+22)] / {5' '

62 = x1 Im (z1 + 22) .

n1 = c054; Im (21+22) + sinkp Re (21+22) / 2 ,

n2 = 0 .

n3 = “00- v0) / 2.
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n5 = [cos\y Re (z2 - 21) - sinxy Im (z2 - 21)] / Jï ,

n6 = Im (z1 22)

Caso A 5.
-- df 

Sea e 1q>fi> rea1y 712 Pe“) /o< . Es |"1l< 1. Los vaïores
de ios e1ementos de] circuito de 1a figura 4 son:

L1= o<(1-'Y\C954>)XIZ/G'c;,

L2 = «2 (1- 712) x12 (Im (z2 - 21)2 / L1 (4 cro)2,

n1 = - x1['rl sinq) Im (22-21) + (1- qcoscp) Re (22-21)] / 2L1,

Gl= -x1/x2,

G 2 - 1 a

n3 = (vo-wo)” Im (22 - 21) / 2 ,

n2 = Im (z1 22) / x1 Im (z1 + 22),

n4 = n8 = x2 Im (21+22) ,

n5 = -n6 = x1 Im (22-21) ,

n7 0.

QSEQ_É°

Los vaïores de 105 e1ementos de] circuito de 1a figura 6 son:

L = (x1+X2)'/ (Fo (xz'xl) a
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Caso C 1.

Los valores de 1os eïementos de] circuito de Ta figura 7 son:

2L = (Q+6)/|22-21| .
2 2

C = [22 - 21] / (9 - 6) (00 .

n = 1 + 2 6/ (G - 6)

Caso C 2.

Los vaïores de Ios elementos de1 circuito de 1a figura 8 son:

L = e /4|21|2,
_ 2

C - 1 / LOC L

Caso C 3.

Los vaïores de ios e1ementos de] circuito de 1a figura 9 son:

L = 4 |21|2'/ e woz ,

c = 1 /w02 L

Caso C 4.

Los vaTores de 105 e1ementos de] circuito de 1a figura 10 son:

L = e / 4 |21|2,

c = 1 / QOZL ,

n = ajo 9 / 2 Im (z1 22)
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Caso D 1.

Los vaiores de los eiementos de] circuito de 1a figura.11 son:

L = 9 / 2x12 ,

G = x2 / x1

Caso D 2.

En 1a figura 12 es L = 9 / 2x1

Caso D 3.

En 1a figura 13 es C = 9 / 2x1

Caso E 1.“

E1 circuito correspondiente a este caso se obtiene a partir de] cir
cuito de] caso D 1 reempiazando 1a bobina L por un condensador de

vaior c = 2x12 / e

Casos E 2 y E 3.

Los circuitos se obtienen reempiazando en ios casos 02 y D3 1a bobina
por un condensador C =-2x12 / 9 y e] condensador por una bobina
L = 2x12 / e

Una vez ca1cu1ados ios circuitos correspondientes a ias matrices
de transferencia reaies simpies, 1a sintesis de toda matriz de transfg
rencia rea] reactiva y racionai es inmediata. En efecto, sea T(p)
una matriz de transferencia rea], reactiva y racionai. De acuerdo con

e] teorema 9 de 1a parte II, vaig 1a factorización

T(p) = u.1—lij(p) ,
. j=1

donde ias Tj(p) son matrices de transferencia reaies simpies y U es una
matriz de transferencia rea] constante. Mediante los circuitos diseña
dos anteriormente es posibie sintetizar cada uno de ios factores
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Tj(p) (j= 1, 2, ..., m). La matriz de transferencia constante U
se sintetiza por medio de transformadores y giradores, a partir
de 1a matriz de cadena u U u* asociada a e11a (cf. Parte II,

g 4). La sinteSis de 1a matriz T(p) se 11eva a cabo conectando en
tándem 10s circuitos correspondientes a 1a matriz U y a ias matri

ces Tj(p). Wf
WTI-Mix.
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1a > J I 1bw
L};

2b 2D
-—->
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fig.11
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1a r < 1b
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1'a 1'b

fig.13
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