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0 -HOTECIOH

En este trabajo, los vectores de R“ se indican con

minúsculas subrayadas: 5, g, ..._ y las matrices de m x m con

mayúsculas subrayadas: g, 1,... 1 es 1a matriz identidad, y Q'

1a traSpuesta g. Las normas de vectores, y Ias normas de matri

ces (comooperadores) se escriten con |.|. Se escribe g 1 g si

A - g es semidefinida positiva.

En genera] P indica una medida de probabilidad en Rm

y EP el corresnondiente operador de expectación, nue se escri
Lirá E cuando no haya 1uqar a dudas, L es siempre la “variabïe

mudar de la expectación; es decir, si h es una función de Rmen

3, se escrita EP h(¿) = I h(¿) P(d¿). N(¿,1) es 1a distribución
norma] m-variada con media a y matriz de covarianzas 1.

Dr es 1a boia cerrada de centro 1 y radio ri y Sr su
superficie. La función indicatriz de] conjunto ñ se escribe

[(5 e L) 6 I(i)_ 3' cs el comnlemento de A.

Se abreviará: “cqs‘ y 'tc‘ en vez de ‘cualquiera sea‘

y te] nue", lïm en vez de lin y d2(¿ x ;) cn vez de (¿"1)'ï(¿wx)
n n-MD



1 IRTRODUCCICH

1.1.- E1 problema de la rOuustez

Un necho que inevitablemente debe ser tenido en cuenta

en e] trabajo estadistica, es nue nunca se conoce exactamente

el tipo de distribución de Ios datos. En 1321, Gauss observó

que la sugosición de nornaiidad traia comoconsecuencia lógica

el usc de 1a media —ene] probiema de locación- y en nenerai,

dei método de cuadrados minimos en e] de regresión (ver Huber,

1:72), es decir rroccdinientos iineales en los datos, que por

io tanto permitían una gran sinpïificaciór de 1a teoria y de 1a

práctica. E1 usc nrcïoncado de cstos rrocediriontos ha termina

do por hacer rue la normaiidad sea frecuentemente considerada,

no cono una suposición cómoda, sino como una nroriedad que ejec

tivamente poseen los datos estadísticos. Sin eniarno, el análi»

sis de grandes muestras de datos (Romanoaski y Green 1s65) mues

tra que, aün cn acueilos casos donde 1a parte centraï de 1a dis

tribución muestra 1a clásica forma de campana, las “colaS' sue

len ser mucno más pesadas que lo que correspondería a una normal.

Por otra parte, los procedimientos adecuacos rara 1: distribución

norna], sueien ser r¡ésimos aún rara distribuciones agroxinadamen

¿É normcies cen coizs mís DCSHÓJS.

Esta re=ii4=d ha sido asumida clarsnente en 10 reicrente

e tests; con c] desarroiis, d_sá; fines d: 13 dícrd: de] 3o, de

tasts no p;r;rïtric05' ru. ti n;n un crror dc tiro I constante,

y un: Potenci: nc muv infcri'r 7 1' ñrtin- "ari una írolia cama



de distribuciones. En el problema de estimación, fué J.H.Tukey

quien, desde mediados de la década del 40 (Tukey, 1346) comenzó

a predicar el uso de estimadores "robustos“, es decir, que ten

gan una razonable eficiencia para la distribución normal x para

distribuciones aproximadamentenormales-contrariamente a la media

y la varianza, que siendo estimadores óptimos de locación y esca

la para la normal, pueden ser muydeficientes para distribuciones

próximas a ésta (una definición rigurosa de robustez puede verse

en (Hampel, 1971)). Tukey rronuso el uso de medias y varianzas

“podadas”y “winsorizadas (ver (l.l.l) y (l.l.2)) y estudió sis

temáticamente su comportamiento para distribuciones de tipo “no;
mal contaminada“.

La aceptación de estas ideas en el trabajo estadístico fue

muchomás lenta cue la de los tests no paramétricos, recién en

(Tukey 1560) se publica una exposición más accesible y difundida.

El desarrollo del tema en la década del 60 ha sido mucho

más rápido. Para el problema de locación y/o escala, a fines de

la década se distinguen tres tipos fundamentales de estimadores

robustos (para referencias generales, ver (Huber 1572) y (Andrews

y otros, 1572));

a) Combinaciones lineales de estadísticos de orden, o “L-es

timadores”. Sean x(l);...,x(n) los valores ordenados de la mues
tra. Un L-estimador t es de la forma:

H ll

IlM3 131m)



Ejemplos son las 'medias a-podadas" (O < a < 1), donde

l/ (n-2 Incl) S‘Í [na] < 1' < n-[na]
a. = (l.l.l)

1 0 si no

y las "medidas a-uinsorizadas donde

l/n si [na] < i < n-[nMI

ai = [nal/n si i = [na] ó i = n-[na] (1.1.2)
0 los demás i.

Análoqamente se pueden definir varianzas “podadaS‘ o

"winsorizadas . Las propiedades asintóticas de este tipo de

estimadores han sido estudiadas, entre otros, por Chernoff,

Gastwirth y Johns (1367).

b) Estimadores basados en tests de rangos) o “R-estimadg

res‘. Hodges y Lehmann (1963) rrobaron que de cada test de rangos

nara locación se puede obtener un estimador de locación que tiene

la mismaeficiencia asintótica. El uso efectivo de estos estimadg

res parece en general muylimitado por dificultades de cálculo.

c) EstimaJores dc tipo de máximaverosimilitud, o H-es

timadoreS'. Si sc tiene una muestra xl,...,xn de una distribu
ción con densidad g(x) = f((x-t)/s), los estimadores de máxime

verosimilitud de los rarámctros de locación y escala t y s son
soluciones de las ucueciones:

n

(l/n)_21 wl ((xi-t)/s) = 0 (1.1.3)1:



n

(l/n) _21w2((xi-t)/s)=l (1.1.4)1:

donde ol y wz se definen como

wl(z) = vd log f(z)/dz y w2(z) = z w1(z). (1.1.5)

Huber (1964) estudió cstimaJores qu; se definen como solg

ciones de 1a faoma (l.1.3)—(1.1.ü), pero dcnde las wi pueden
ser cualesquiera. Para o] caso en que sc supone s conocido, Hu

ber probó que para la familia se Lnormalos e-contaminadaS' nos

decir, distribuciones d: la fcrma

F = (l-e)o + cH (1.1.6)

donde o es la distribución normal standard, y H puede ser cual

quier distribución simétrica- 01 estimador de locación asintóti

camente minimax cs soïución de (1.1.3) con w1(z) = o(z,k), donde

w(z;k) = máx («k, min (z,k)) (1.1.7)

siendo k una constante positiva qu: depende de e. Para e] caso

de s desconocido, Huber prcponc tres métodos, de los cuales e]

más practicabie parece ser su “Propuesta 2“? que consiste en re

solver las ecuaciones (l.1.3)-(1.1.4) con w1(z) = w(z,k) y

w2(z) = wï(z)/B donde B = Eo wï(x) es una constante eïegida
para que en caso norma] :2 sea un estimador consistente de 1a

varianza.



1.2.- El caso multivariadc

Sea f una densidad radial en Rm(es decir, f(¿) depende

sólo de ILI). Se tiene una muestra 51,...,¿ , donde para ciertan

matriz no singular s y cierto vector t, las variables s'1(¿i - t)
(i = 1,...,n) tienen densidad f: e interesa estimar los paráme

tros de locación t y de disnersión y = ¿5' (nótese que si la va

riable 1 tiene distribución radial, y si ¿5‘ = 11', entonces la

distribución de El es igual a la de Iy; de modo que en general

s no es identificable).

El limitarse a muestras de distribuciones radiales, aunque

alge simplista, tiene alounas ventajass en particular respecto a

"que es lo que se está estimando". Si o es una Jensidad obtenida

de una densidad radial por una transformación afin, el vector de

locación que se ouiere estimar es el centro ie simetría de g, o

sea, el t tal oue g(¿-t) es una función simétrica de 5, y la matriz

de disnersión es ggg_1 tal que, si 1 = s;‘_ sea g(á'1(¿-t)) una

función radial de 1.

Este instó. definida a mencs de un mültiplo escalar. dótese

que si la g tiene momentos¿e 2° orden, cualquier 1 de esta cla

se es un mültiplo escalar de la matriz de covarianzas. Hay en

Análisis Fultivariado varias situaciones ¿n las que interesa la

estimación ’rebusta' del vector je locación y ¿e la matriz de

diSpersión a menos de un múltirlo escalar (o algún mültiplo es

calar de la matriz le covarianzas cuando ésta existe). La más

obvia es cuando simplemente interesa estimar locación; y la esti

mación de la matriz de escala aparece sólo como un paso auxiliar



para outener un estimador invariante (como en 1a “Propuesta 2“

de Huber). Otros casos son (ver Anderson (135¿)):

a) Discriminación; Si se tienen n distribuciones con densi

dades f¡(¿) = f(¿'1(¿.ti)) (i = l,...,n) --es decir; ias f1 difig
ren sólo en locación- y si f(¿) es una función decreciente de Ill,

la regla de discriminación óptima en e] sentido de Bayes —cuandose

conocen g y 105 ¿iv consiste en asignar el punto 5 a la población

10 ta] que minimice

c1(_¿- .)'1'1(¿_-_t_1-) (1.2.1)I
d

donde 1 = g_', y 1as constantes c1 dependen de Ias probatilidades
a priori y de los costos de ciasificación errónea. Si f es normal

(o en general si tiene momentosde 2°crden) el resultado es la

conocida regia en que 10s 3- son las medias y 1a 1 (cuanuier mül
1

tiplo escalar de) la matriz de covarianzas comúnde 1as fi. En e]
caso más realista en que los parámetros no se conocen sino que

deben ser estimados a partir de muestras_ se obtienen una regla

asintóticamente óptima reempiazande en (1.2.1) Ios parámetros

desconocidos por sus estimadores de máxima verosimiiitud (Hoel

y Peterson, 1949). De modo que en ei caso normal es conveniente

estimar 105 ti y 1a 1 respectivamente con las medias y 1a matriz
de covarianzas muestraïes. Pero este procedimiento puede ser pési

no si la f no es exactamente, sino sólo a;roxinadamente norma1_

y por Io tanto para ser más reaïista conviene utiïizar cstimadores

rogustos de 1 y de los ti.



C: I

b) Componentesprincipales: Sea 1 un vector aleatorio con

media t y matriz de covarianzas y. Para cada variedad lineal H,

sea IP el operador de proyección ortooonal soLre H. Entonces la

variedad lineal de dimensión p 5_m oue minimiza E IL - IHglzes

la que pasa pcr t y tiene la dirección de los autovectores corres

pendientes a los p mayores autovalores dc 1 (de modo que aqui

también uasta conocer cualquier mültiplo escalar de ï).
El procedimiento tradicional para estimar H consiste en

estimar t y 1 con las medias y covarianzas muestralzs, pero por

los mismos motivos que rara discriminación puede ser más prudente

utilizar cstimadorcs robustos d: los parámetros.
c) 51

la muestra m-variada 11,..._¿ proviene dt una distribución H(t,1).n

las variables vi = (¿iut)'ï'1(¿ï t) (i = 1_...,n) son una muestra
de una distribución x2 con m grados de libertad. Si t y 1 se esti

man de la muestra »y ésta no es muy pequeña- es dc esnorar que

las v1 ordenadas se comparten arroximadament; como estadisticos do
2orden de x . Si se supone cue la muestra original es una mezcla

dc una mayoria do observaciones “tuenas“ distriuuidas normalmente;

con alguna observaciones “anémalas“ con una distribución más dis

persa, aquel hecho pu;de utilizarse rara .‘tsctar :stas últimas
(vcr referencias en (flnantdosikan y Kcttcnrinc, 1972)). [ado que

sc supone ¿xplïcitthntt quo la distribuciór cs sólo anroximadau

mente normal_ es naturalmente deseable utilizar estimadorcs de

t y 1 que sean monos sensiLles 2 las ohscrvacionos “anómalaS' qu:

las media y las covarianzas. “qui también ¿asta con un mültiplo

de 1.



Los métodos robustos muitivariados pronuestos hasta ahora

cn 1a Iiteratura corresponden prindipalmente al caso en que se

desea estimar solamente la iccación. E1155 son;

a) Apïicación du un estimador r0uusto de iocación univarig

de, coordenada a coordenaoa (Bickeï, 364). En particuïar son dc

este tipo ÏCS W-cstimadorcs correspondientes a test no paramétri

cos de locación muitivariada (Sen y Puri, 1571). Estos estimaderes

son invariantes "or trasiación, poro no por transformaciones afi
nes cuaïesvuicra.

a) Un anáïogo muitivariad: de los L-ostimadores está dude

por una propuesta de J...Tukey mencionada en (HuLor, 1972). El

procedimiento -qu¿ Tykuy iiams “pcinr“ 1a muestra, y que cn e]

caso univariado se reduce a io que o] mismo Tukey liamó 'podar“

(Jlia muestra- consiste en eïiminar los puntos extremalos de sta;

y repetir 1a operación un número fijo de veccs_ c hasta eiininar

una cantidad prefijad; de puntos, luego se toma 1a media y/o 1a

matriz Jc covarianzas de los puntos que nuedan. Este método es

invariante por transformaciones afines pero cemrutacienalmunte

parace myycomplicado para su ariicación rráctica, y casi nada

se sabe sotre sus rroricdadcs tc5ricas.

c) ícntiemzn (1965) propuso uh J-estimador definido como e]
n ,

t que minimiza 2 |¿i-tl' (ei case n = 2 corresnendc a 11 mediai=1
muestral).

d) Gnanadesikan y Kcttcnring (1972) gr:;on;n eigunos mítodes

hcuristices, basados en 1a eliminrciin o ncdificecifn de "observg

ciones extremas“, pero no Lactn un estuuir sist¿mátic0 cc sus pro

nicdadcs.



1.3.- Plan de 1: c553

El OchtiVU d; ¿sta t-sis es ¿studiar 1: estimación simultg

nea de Iucaciñn y dispcrsión ror radio de '-cstinadcrcs que se

definan a continuación. En la situación duscrirta a1 comienzo de

la Sección anterior, Ias :cuacionns hara Ins ¿stimauores de náxi

na verosimilitud d; 3 y 5 scn

(un); w1(5_"1(¿i—;))=; (1.3.1)

(un); v2(‘;"1(¿1--1:,))=L (1.3.2)

dcnd; 1:5 funciun\s vl'fi” + Fm v2 T” + Ímxn s; d.fincr ccmo

W1(¿) = u L(]cc f(¿)) (1.3.3)

w2(_>_<_)= w103) 5' (1.3.4)

Para f radial rcnoancs f(¿) = h(|1|),w 1(r) = wh'(r)/h(r)

(r > o) u = 55' d? = d2(¿i‘¿_ï"l) = ¿'1(¿í-¿)|2. EntoncCs

wl(x) qqq¿|) ¿/|¿| y (1.3.1)»(1.3.2) s; transforn;n respectivg
nante -n

(1/¡'-) u1(<.'1.) = Q (1.3.5)
1

(1/n>zu2(c,?) (¿i--_t_)(¿i-_t_)‘= 1' (1.3.»
'l
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donde para r > 0

u1(r) = w1(r)/r (1.3.7)

u2(r2) = u1(r) . (1.3.8)

Notar que si f es normal, u1 y u2 son constantes, y Por lo
tanto t y 1 son respectivamente la media y la matriz de covarianzas.

Las funciones ul y uz podrian considerarse como medidas del peso”
de las observaciones en las ecuaciones respectivas.

Los h-estimadorcs que se estudiarán serán soluciones de ecug

ciones de la forma (1.3.5)-(1.3.6) donde las 01 pueden ser funcio
nes cualesquicra. En el caritule siguiente se nrueba la existencia

y unicidad de las soluciones de (1.3.5)»(1.3.6) para una clase

bastante qeneral dc funciones u1 y uz. En el capitulo 3 se rnueba
la consistencia y la normalidad asintótica de los estimadores, se

examinan otras cualidades de robustez y se compara el comportamicn

to asintótice de algunos estimadores rarticularss para varias dis
triLuciones; y pcr ültimc cn el capitulo 4 se muestra un procedi

miento para la resolución numérica de las ecuaciones; y se estudia

mediante simulación el comportamiento de les estimadores para nue;

tras finitas.
Deberé dejar rar; más adelante el estudio de la aplicación

de estos mitades rara Siscrininación y ComponentesPrincipalesï que

constituían mi interfis inicial la teoria ¿sintética resulta dificil,

y la simulación rara muestras “equañas demandará cxrerimcntes cui»

dadosamjntc planificados y bastante tienes.



-12

2 - EXISTENCIA Y UNICIDAD

2.1.- Condiciones Generales

En este capítulo se considerará 1a existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones de 1a forma

Ep "¡(d(1,1111'1)) (1-5) = 0 (2.1.1)

EPu2(d2(¿;s,!'l)) (¿-:)(¿—:)' = v (2.1.2)

donde P es una medida de probabilidad cuaïnuiera en Rm, y las

ui son funciones de R+ en R+. Si {¿¡,....¿n} es una muestra, y
P es 1a corresrcndiente distriuución empírica -es decirs 1a medi

da atómica ta] que P({¿i}) = 1/n (1 = 1,...,n)- entonces (2.1.1)
(2.1.2) se transforman en (1.3.5)n(1.3.0), o sea en 1as ecuacio

nes que definen los estimadores.Si P es 1a distribución subya»

cente de Ics datos, entonces (2.1.1)-(2.1.2) definen los paráme

tros a estimar.

Aqui conviene remarcar que e] eSpacio de 10s parámetros

es

e = {(1,1)} = 01 x 02, con el = Rmy 92 = {conjunto de las
matrices definidas “GSÍtÍV‘S simétricas de nxm}

Las soïuciones de 1as ¿cuaciones son obviamente invariantes

por transformaciones afines: si se define 1a medida P°como

P(;J = P{¿|Iï + g e A}, y (EL!) es soïución dc (2.1.1)»)2.1.2),



ent nces 3° = T

-13.

+ g y 1° t Iïl' son soluciones del mismosistg

na cuando P es rccmhñazada tor P°.

Si g es cuclou1er matriz tal cue

1 = s_s‘ (2.1.3)

entonces (2.1.1)«(2.1.2) se rucden escr1h1r

E u1 (¡s‘lu-¿m ¿"Im-3) = (2.1.4)

e u2 (¡{lu-1)l2)(5_'1(¿<-3))(á'1(2s_-2))' = _I_. (2.1.5)

ecuaciones cue determinan 3 v 1 a travfs dc (2.1.3). Si se quier:

ücfinir unïvccamcnte g, Cr?"Sc rusdc anrogar a (2.1.4)-(2.1.5) la

dicifn de que g sca simétrica definida rcsitiva.

Para faciïitar 1a natación y 1a comparacifn con c1 caso

unívarincc, sc define wi(s) = s u1(s) (1 = 1,2). Se supandrán
las

(A)

(b)

(C)

(D)

(E)

las u.:siouíentcs c*nficicncs sabre 1

L1; U1 scn nc cr cientes: l ui(C) < n (i = 1,2).

Las wi scn ccntinuas y acatadas. ¿can K. =1 sur {w1(s)|s>u}

wz cs nr .EcchCÍLntei ¿ies cstr1ctamuntc crec1entc en el inter v

151€ dondé wz < K2 (y sua, w2(a) = w2( ) + w2(c) = K2 si a f t)

Existc un sc tal nue w2(s?) > m, y rue w1(s) > J gig;
ñ f“ -'- r‘ -. r.-:scss;(Lé¿;LmLAL_Q >mL

t;l_;g¿mfggj_firic hírcrclan' F511513.25 a > 7 cs

F(H) í 1 m/Y2 - a.



Ejemglos: Es fácil verificar (F)—(E) para dos estimadores que
se utilizarán más adeïante:

1)

ii)

Estímador de tiro 'Huber“. Sean kl y k2 constantes posítl

vas, w1(s) = w(s¡k1) (ver (1.1.7)) de modo que K1 = k1.

Sean B = E°(#]xlz, kg)/m, donde o es 1a distriLución w-vg

riada “(9,1), y w2(s) = w(s,kg)/B'
Esta eïccción, ipual que 1a hecha por Huber (1&64) tiene

por objeto “calibrar' 1a matriz de escaïa para que coincl

da exactamente con 1a matriz de covarianza en c1 caso no:

maï.

Aquí K2 = kg/B y es fáciï verificar que K2 > m, de modo

que (U) se cumpïe evidentemente. En 1a “PrOpuesta 2 de

Huber (1364) para m = 1, es k1 = k2. En cuanto a (A), (B)

y (C), son obvias.

HóteSe cue el caso k1 = k2 = a corresronde a 1a medía y
matriz de covaríanzas.

Estimador de háxima Verosimilitud para la distríuución de

Student.

Sea 5 un vector aleatorio con distribución H(¿ïl) en Rm;y

z unt veriabï: rea] indegcndientc de 5, con distribución

X

m-variada radiaï con n nrados de Iibertad a

deï vector V = 1 / (z/n)1/¿ qua ticnc densidad1..

= C / (n + iï|2)(n+n)/2f 'm,nIn,n(ï)

2 con n grados de libertad. Se lïama distribución de Student
la distribución



oondu Cm’nes una ccnstantz. vaiamentc las marginales

dc fman tamuiín son Stud nt. E1 caso n = l cs 1a distri
bución de Cauchy.

Para e] corresrondientu cstimador dc máximaverosimilitud,
es

m) = (mn) y (n + m2)

y Por Io tanto

w1(s)= (m+n)s/ (n + 52)

w2(s) = (m+n) s / (n + s)

Las condiciones (A) (;) son fáci1cs da verificar. Nótese

qua cuando n + w, fmin + ï(g,l), y corrzspondicntementc

u1 j u2 tienden a sendas constantes, cono cr: de esrcrar.
L; ecuación para ¿scale Podría modificarse "cnlihrando

wzwmuïtipïicíndcïa por una constant: adecuadaú ¡ara que g
coincida asintóticamcnte con 1a matriz de covarianza en

:1 caso norma], ocre esto nc ¿s ¡mrrescinditït.

Cbscrvación: La condición (E) estatïcce una relación cntr;

1:5 o. y P. Cono s; vrr5 continu;cién, esta condición rtsul

ta uSLñCÍÍÏ nara 1* LXÍStuÑCÍ" y 1: consistgncia ¿a 105 ¿stir

mzicrus. ’uncrnlnont; Sc sunon; QUelos datos provigncn d;

una distribución z SCÏUtñfitnt? continua! d; nodo qu; (E) s;
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verificará siempre para la distribución suLyacentc. Pucdu en

cambio naLer inconvenientes para muestras d; tamaño n finito
mcomo un R cuaïouicr conjunto dc n puntos forma un higerrlano

H, con la distribución enririca P será P(H) = m/n y por lo

tanto rara cue sc pued: cumplir (E) debcrí ser m/n << 1-m/K2.
Peri mucst ns no muy grandes d¿ dimrnsión cicvada¿ esto impone

una restricción sobr; c1 estimador; nucs K2 fc;crá ser suficicn
tÜantu orando, pero como sc vcrï rn e] 1? sccción 3.3 esto

implicará una pírdida de robustcz.

NOTAÏEHE: Üchí ahors sc supondrá sicmnrc qu: se cumplen 1ns

condicioncs (A) (B)H(C)-(C). fdcmás, como 1: ecuación (2.1.1)

no c;mbi; si s; muïtiplica u1 oor unr constantr, s: supondrá

ou; u1(0) = l.

Ln c1 rcstc dc] Capitulc 2 sc supondrá que F cumpic (E).

2.2.- Existencia de 1as soluciones

P¿ra simpiificar s: escribirá un lo sucesivo

HL!) = t (120.12%; .\_I_'1)) (¿<_--_t_)(_x_-3)' (2.2.1)

d; modo cuc (2.1.2) sc cscrikg

F(_t_3".)=ï (2.2.2)

Par? ccda E. F cs una función



S» tratará primero la ecuación (2.2.2) separadamente.

Conví nc separar un resultado para uso pcrterior.

Lena l: Para cada h > C_ exista un rc > 5 taï CUL,

c_r-¿L e ha r z r», a Fuml) 1 r;

Demostración: Por sar wz acotada, resulta

lím sup _ sur z‘F(t rI)z / r = Gn” Izl-l ¡Elf - -' 

dc modo qu; hay un r? tn] que, cqs t e En v cas r > rñ es_ _ nl

Tcorqma l: Zara cada 3 existo una única sclucíón y = [(3)

de 1a ecuaciíg F(¿,!) = M.

üunostración; F0 hay "5rdida de acncraïidad gn suponer

3 = Q. Para simrïificar sc uscrítirá ón 1a demostración F(!)

en Iugar du F(¿ y).

Es fácil Vnr ruc s1 g bs definida rosit1va, F(g) también

1C ;s_ Pues si no, ni'rí: un í í 0 ;;T pu;



"14.

y como u2 cs positiva por (C) dgbqría ser P(¿'¿ = ü) = 1, lo

qu: contradice (E). Usandc ahora o] Lema 1 con 3 = g; spa

[a = rnl. de mod: qua F(”¿) < Va y definimos r cursivamcntc.1 V --- "' '

ïn+1 = "(En), cosa tu; es nosioïn pu‘s por z] razonamiento ;ntg

rior cada En us no singular.

Si E, 1 c G2 Y L í ; bs i 1 í yfl, y por sar u2 no
. ° l .' ,. .,¡ l ; Ig H! . .‘ Vno crbc1cntk r.su1tx F(g) í F(;) -h mc.o Hu- 1n+1 í _n. Por 10

tanto cxístc c1 Iím lr. Esta Hm‘tc= ou: lïnmzr;nos i. ssrá la
n-Np

soïución buscada si s; pruLL: ou: no es sinnulnr. Para ello su"

pongamos cu; :xisté g te] cux ¿‘15 = C. Sus H = {5 I ¿'5 = 0}.

SL] L > C cufïñuicra rcr (S) cxiste sb ta] cue s 1 st implica"
n l. n . = g "1 J

w2(s) ¿ K2 —4. thn 1.5 conJuntrs Cbn {5 I 5_1n ¿_ ESL} J
= n " ' nc r. . . ‘ \ 3 nl". ¿ .Ct n CL“. .bv12L nt Cb’n+1 S CL;n Pur qtr l rt _ Cb €_H

Ln “facto sea 5 e C ponicndo ï = ° S' v = g 1; rusuïtat‘ n ¿n -n' *n n
2 _ -1 _

Ixnl - ¿<1ln 1: st- Por 10 tanto IA'LI - HE" y'xnl 1

i s, [5' En ¿|1/¿ + C cuando n + w d. modo uuc 1 e H.

En c0n5¿cupncia, dado c > G .xistc n, tal que n 1 nb

imnïicfi P(Cin) 1 l - P(H) n c. Aúcmás

ïn 1 “EN 1 E ¡(5. e Gén) “2(3‘-'2519-”

>_E I(¿ e C¿n) [(Kz- 1) / (95' ¿HQ'

uïtirIÍC°ndc 1P 1gsinu11did art rior 2 d;r:ch= c izquicr

d: por [561]' y rnr ¿al r;s= ctivrmgnt;: r-su1tn



. "1 -l 1 -1 .
L 1 (K2 - L) E ¡(5 e can;n 1 / Ián ¿l)(án 1 / lá“ LI)

y tcmnndo traza rssulta cue cucndc n 1 n.JC

m 1 (K2 - b)P(Cbn) 1 (K2 v b) (l - P(H) c)

y como esto vnïc crs b,c > í, sc rüticn: m/K2 1 1 - P(H), lo

su: contrüdicc (E)f dgncstrínCQS- así 11 existqnciz dc la se]!
ción.

Ho hry inconvcni nt; cs suponcr —mcdiantu un cambio d:

coordcncdas- cu; 1 cs solución, c sga que F(l) = l. Para ae

nostrar Ii unicidad s: nrobrí uu; in estcs cnndiciánes E f l

inpïica |F(E) 1| < IE - ll. Para 311: s;an r;ssectivamcntc

n < ... í a y L1 í ... í E Its 1utovflorcs HLQ y de F(E).-l - m m

bastará rrcirr quc 31 < l inrlica L1 > al¡ y que en > 1 implical

h < a . S; nrcLará 551; 1: primcr; im¡IÍC%ción, {ucs 1? domo;
m m

tr;ci6n ch 1h Strand: -s uxcctamontn igual.

Se: <= E w2(¿'¿ / 11) g' / (¿'¿L CC'HULÍU-l 1 1 ¿'L/ïl
es F(U) > e E. De nodo CULLast? tratar qu: e] menor autovaïor

de R us mayor au- 1, c cquiv;1cntcmcntc, que 5' 3 5 > ¿' l z

cqs g f 2. ComoF(l) = L, c110 gruivzïc n probar Cu;

c < z'(5«1>¿ = E (w2(¿'¿ / al) - 02(¿'¿)) (¿'¿)2 / (¿'¿).

Pur ser - < 1 v no n: ;;cr;ci¿nt> :1 int,nr:nfic gs nc
l

RLGZtÍVC. Surcn TNT; Cu. rar? ñIrún í f k fugr: :1 úïtimc mica

Lr; nu1 . rrr (C) w2(xf¿ / al) w.(&‘¿> = imrïíca w2(¿'1) = K2I.
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Por 10 tanto F(w2(¿'x) = K2) + P(¿‘x = 0) = 1. E1 sepundo

sumando es menor que l n m/K2 por (E), tomando traza en 1a

ecuación F(l) = l se deduce que el primer sumando es í m/Kz.
Esta contradicción compieta e] teorema.

Lema2: La función [(3) tienc las siguientes propiedades;

i) Existe P1 tai que para todo t: Iï(t)'1| í AÏ

ii) Existe A2ta] que para todo t t' [(¿)'l t í A;

iii) Hm IL'(L)I / IEIZ = A3 < no
t-bcn

iv) [(3) es una función continua de nm en 02. (tomando en 02

1a topología inducida por Rmxm).

Demostración:

i) Le (E) se deduce fáciimentc (por absurdo) la existencia de

c > L tai rue nara todo g c S1 y todo t

P{xII¿'(x-QI í c} í 1 - m/K2 m a/Z (2.2.3)

donde a es 1a constante que aoarece en (E). Sea b > O tq

(K2 ' L ) ÜJ/Kz + 3/2) > n. y fi > G tq w2[(cA1)2] > K2 - bl

Dado ahora cualruicr t sqrn a = c(ï) e] menor autovaior

de V = [(3). y IN = ¿(3) :1 corrcsrondicntc autovector normaiizg

do. Se prouará que l/e 5'.Ï, y esto proLará(i) pues l/e = Iï'll.
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2
Supongamos entonces que 1/e > A1_ tomando traza en

(2.1.5) se obtiene

_ 2 -l
m - E w2(d (573,! )) (2.2-4)

y comod2(5,3,!'1) 1 lg'(¿—3)l2 lo, rusuïta

m > e Inga-¿H > c) wz (I5'(1--2>I2/c-) 1

IV P{¿||1’(L"E)l > c} w2l(cfi1)2l > (¡fl/K2 + a/2)(K2 - b) > m.

ii) Sea í = ¿(3) cualquier raiz d: ï = ï(¿). Entonces(i) equivg

ïe a I;(3)'1I 5 ¡l y (2.2.4) se puede escribir

m = E wzuï'lz -—á’lslz) (2.2.4')

Dado quo para ceda 5 se cumple

I ' f' -. 1 =

Iáiz Inflïl<f1 w2(l¿1 El) K2

rssuïta cuo nor e] Tucruma du Convergencia de Leuesguc y

nor scr K2 > m :xisten b y I? positivos to |¿| > A2 implica

7

E infI I<. wz(|;¿ » 5|) 1 m + 2h (2.2.5)
-— --' 1

y por 10 ta;tc; si rara aïnün E fuera |s(¿)“l El > ¿2
ronicndo ;n (2.2.5) ; = ¿(3)'1 y s = g(t) 1 j, sc obtendría

un: contradicción con (2.2.4').
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iii) Scan ahora c(g) e] mayor autcvaïor do [(5) ( =|g1g)|) y

¿(3) u] correspondientc autovector normaïizado; de modo

gue cos g sc cumple 1' L(¿)'1! 1 Iglz/c(g). Arïicando esto

cn (2.1.2) queda

= a u2(az<¿¿,1<g>'1>)(mm-9' s|<

Eu2(I¿-2I2/e(g))(¿muyIA

;u1tinlicando a izcuí rda y derecha por 5‘ y por g caí

pectivamcnti. y crïicanic 1a desigualdad de Cauchy-Schwarz.

l r 2

1 = ¿(2) L(s) ¿(3)/e(s) í E wleL-EI /e(g)1 (2.2.5)

De Gi) sc ¿educa cuc A; 1 [Liz/¿(g)? dc nodo cu;

11minft*mu(l) = w J por lc tanto para que (2.2.6) vaïga

doLc ser Iírinfï?.|g|2/c(g) > C, lo que eruivalc a la tcsis.

iv) Es fáciï ver cuc cuando 3 recorre un comractc de Fm,1(¿)

sc mantis a en un compacto dc 02. o scax |1(3)I y !!(L) ll
farmancccn acotadas. Lc s;cund; cs consecuencia dc ü). Para

probar 10 princch dado 7 > Ü, cxistc rcr :1 Lena l un r

tal cue F(g,rl) í r1 cgs 3 e tf. Procudiente recursivamcntc
con; a] rriuciri: ¿L1 T;?rcm¿ 1, resulta pu¿ para trdc

t c -—‘-S1Q) s. r1, .v a fortiori MDI .5. r
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Sea ahora una sucesión En + tod hay que probar que

[(tn) + [(tc). Sea {n'} cualquier subsucesién, comolos {3n.}

están acotados, 1as [(tn.) están en un compacto, de modo que

hay una subsucesión {n"} S_{n'} y una 10 e 02 tales que

[(tn..) + Va. Como1a función F(t,!) dc o en 02 es continua;w

y F(tn.., [(tn..)) = l para todo n", resulta tomandolimite
10)“que ¡(30, _, o sca, cue XC = !( QED¿0).

Teorema 2: Existe una solución (to yu) dci sistema

(2.1.1)-(2.1.2). fdemás‘ tu ncrtenece a 1a cápsula convexa
de] soporte de P.

Demostración. Hay qu; protar 1a existencia de un tu tal
PUC

l 1<39r1>> (5-50.) = (2.2.7)loE ul(c(¿_tü

Sc: entonces ¿(3) la raíz cuadrada simétrica definida

positiva dc [(t)4 por c1 Lema 2 fiv) es ¿(3) una función continúa

de t. Pongamospara simplificar w(¿) = :ul(|¿|) 1 y definamos
1a función Fan + Rm:

e(_t_)= 3 + c (¡gl +1) E mm“ (un

dond: c cs una constantc FuC] a determinar iuego conVcnicnte

mente. La función C es continua_ y ahcra se probará quc se

uucúc ha]1;r c t: rara alguna bola cerrada E sea G(b) E B.



Por e] teorema de punto fijo de Brower (Dunford-Schwartz,

1957) existirá entonces un ¿U e B ta] que G(¿Ú) = t_. y que

por lc tanto será solución dc (2.2.7).

Hotcmos en primer lugar que 11m1'!(g)'li / ItI = C

por Lema 2(1i); y Cue por Lema 2(:%fiï es

liminf I '1 _
.9“: 22(3) yx ¡El 1 “mag”, Itl / ¡ym - b > o

y pcr 10 tanto

nmsuww 3' e “¿(94 (gg-3))/ ¡2| <

t+u E u1(|5_(3)'1 (¿-3)I). (2.2.3)< - b lïmsup

Por (2.2.4') hay un n > C tr crs E es P(|g(¿)“1 (¿-¿)| í

í se) 1 p, donde s? es Ia constante que figura en (D) (basta

tomar cualnuier r. _<_1 - m/w2(sí)). Como w1(sU)-) p, se deducc

dc (2.2.8) du:

-1
Iimsup 3' E w(;(g) (1-3)) / ¡5| í - b p u1(sc) < o. (2.2.9)2+0)

A1 primer miembro 10 Ilamaremos —c(con ¿ > 0).

Pcr 10 tanto, cvrc |w(¿)l g K1 ccs 5; r‘Pzra cada c cs

lïmsunt+alg / Igl + c E w(2(¿)"1(1-2))|2 1

í 1 + c2 KÏ —2c(b p u1 (s )). (2.2.10)
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Tomandoc bastante chico, e] segundo miembro de (2.2.10)

se nace < 1, de modo que existen d > C y c tales que

iímsuptw Ig/ Igl + c E w(s(¿)”1(¿—¿))|¿1- d (2.2.11)

En consecuencia existe f tal que Itl í A implica

|G(¿)| í fi_ pues si no, existiría una sucesión {En} con

Itnl í n ta] que IG(tn)I > n, como G es continua, debe ser

Iïmsuonltnl = m , y además |G(tn)| / Itnl > 1, Io cua1 contra

dice (2.2.11). Por lo tanto, para a17ün í es ¿(BA) S BA: 10
cua] termina la demostración de 1a existencia.

Para probar 1a segunda afirmación de] Teorema, sean.

C 1a cápsula convcxa de] soporte de P, (¿L,ïú) una solución

dei sistema, y b = inf d2(¿,tu;ï¿1) de modoque por (2.2.4)
¿EC

es m > m2(b).

Si ¿o t C, existen un ninerplano H que separa ¿o y C,
-tun vector 5 ortodonaï a H, y un c > O taïes que ¿'(x ) 1 c

cqs 1 e C. multiplicando (2.1.1) por 5' resulta ¿5_ _

0 1 c E ul(d(¿,_t_C [61)), y por (D) es P(d(¿,tu.lgl) > so) = 1,

y esto impïica que w2(b) > m. QED

2.3.- Unicidad

La unicidad de 1as SCÏUCÍOnGS¿s fácil de rrober rare

las ecuaciones nue definen los parámetros de] rodeio_ o sea,

para e1 caso en CUt P es 1a distribución subyacente. Se puede

cutener mayor gencraiidad en 1a distribución con condiciones
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más restrictivas sobre ml.

Teorema. Para que 1a solución de] sistema (2.2.1)

(2.1.2) sea única es suficiente cuaïquiera de las dos condi

ciones siguientes.

i) La distriLución P tien; una densidad f tal qu: f(5) es

una función decreciente dc Ii].

ii) La distribución P es simétrica (o sca= P(¿ e A) = P(m¿ e A)

para todo borcïianc A)“ wl cs nc decrccicnte, y m > 1.

Demostración. Para ü) casta proLar nuc para todo t í g

y toda g nc sinquïar

y] u1(I2‘1(¿-.t_)l)(1-2) fm das< (2-34)
,m
ñ

Sca í = {5 | t'(¿n¿) > u}- hacicncc la transformación

x = 15 = : -(¿—t) + t y iïamando ;(¿) ai integrando de (2.3.1)
resuïta

y ¿(y dx = H5) un) u1(I;”1(¿-1:_)I)es; =
AI ¡[1|

= - j fut-y) i'm-.2) u1(I;"1(1--2)I) dx

y por 1o tanto ¿1 "rimcr nien'ro de (2.3.1) s
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= j un) u1(lá'l(¿-¿)I) (H5) - Mag-¿n a;
¡x

y esto es ncqativo, nucs 5 e f impïica Ill > |23-¿|.

Como1a simetría de una distrihución se conserva por

transformacion¿s Iinealcs. para(ii) basta proLar que cqs g í g

3' EP N55) < u (2.3.2)

donde W(¿) = u1(l¿|) 5. iglicando Cauchy»5chwar2s¿ vcrifica
que cos g y L

(g-E)‘ (W(í) - W(¿)) =

w1(lgl) Igl + MIU) ¡El - 2'9 (w1(l9_|)/l¿| + “(Ian/¡gn

|V (w1(IgI)-w1(lï¿l))(lgl - IEI 1 0 (2.3.3)

de mode qua e] primer miembro de (2.3.3) ¿s nuïo 5610 si

g'g = [3| [g]: o sea, si g y i son Iincaïmentc dependientes.

Por 10 tanto, tonanúo 3 = 5-5, L = ¿, c1 integrando de (2.3.2)

-s < í, V si :ï arin;r miefïrc LS auïc, 4‘“; ser 5 1in151

mente C;;;ndí;nt. ccn t Cür prcbapiïidíí 1, 12 au¿ contr;di

ce (E) si n > 1.



stervación: Para e] caso simétrico univariado, es fácil

verificar que una condición suficiente para 1a unicidad es que

wl sea no decreciente, y que exista sl tq

w (52) > m v w' > 0 cn [0 s l
2 1 ’ “ 1 ’ ’ 1

Para probar 1a unicidad de la solución para las ecuacig

nes que definen los estimadores no sea, cuando P es 1a distri

bución cmpirica- no narace aprovechablc e1 quc P sea atómica,

y por lo tanto es necesario probarïo para P cuaiquiera. Natural

mente esto requiere condiciones más fuertes sobre Ias ul. Una
pauta sobre e] tipo de condiciones requeridad sc puede obtener

de] caso univariado.

Lema- Sea x(s) = d w2(52)/ds. Las siguientes condiciones
(F) son suficientes para 1a unicidad de las soïucioncs, si P

cumple (E): en e] caso m = 1.

(F1) wi(S) 1 Ü rara todo s 1 0.

(F2) Sea s1 = sup {slwi(s) > 0}. Entonces x(s) = O

si s 1 sl. 2
(F3) Hay un 52 < s1 tal que w2(sz) > m y ta] que

x(s) / wi(s) es estrictamente creciente en

[0,5 y no dccrcciente cn [9 sl].21,

Demostraciñn' Er ;sta dcmostración se considerará wl



extendida a toda R como función impar. Surenoamos que haya

dos soluciones distintas (t0 SO) y (t1,Sl). o hay inconvg

niente en suponer que to = 0 y So = 1. Sea g(t) = E w1(x-t).

Entonces g(0) = O, g'(t) 1 o para todo t, y como por (2.2.5)

es P(|x-t| í sl) > o, resulta g'(U) < O. Por 10 tante no

puede ser S1 = 1 y t1 f b, y cn consecuencia es t1 f U y Sl f 1.

Para r e [6; 1], definimos t(r) = t1 r5 S(r) = (l-r) + r Sl,

z = z(r) = (x-t)(r))/S(r). Sea c = -t1 / (51»1) = -t'(r)/S'(r).

Sea h(s) una función impar nc decrecientc igua] a x(s) / wi(s)

para s e [0, sl] y definamos

f(r) = E{mh(c) w1(z(r)) + [wz (22(r)) - 11}

Dado que f(ü) = f(1) = 0, se obtendrá un absurdo si se

prueba que f monótona no constante. DeriVLflCCse obtiene.

f'(r) = E{z'(r) [(x(Z) - h(c) wi(z)]} =

= -((Slul/S(r)) Eíni(s) (h(z) ' h(c)) (z-c)}.

Para todo r, u] integrando es no negativo, y en r = 0

1a expectación es > Ü, pues P(Iz(b)| í 52) > o. QED

Las condiciones (F) s: cumpicn obviamente si w2(s ) =

= Clw1(s)]2 -dcndc C es cualquier constante- que es ei caso
de 1: l'Propumta 2 de Hu;cr. La demostración davz aqui es

escnciaiment: un caïcn d: ia dc Huber (ljcá), pág. 97. La

misma idea parece ser válida para ei cas: muitivariado manera],

ocre algunos d taïïes de 1a demostración rzsuitan dificiïes.



3 - PROPIEDADES ASINTOTICAS

3.1.- Consistencia

Sea P una distribución en Rmque cumple (E) y para la

cual hay solución única (3, 1) dc (2.1.1)-(2.1.2), sean

_1,...,¿n, variables independientes; todas con disttib!

ción P. Para cada n sean Pn la distribución empírica correg

pendiente a la muestra 51,...,¿ -cs decir, la medida atómican

tal que Pn({¿¡}) = l/n- y (En, ln) una solución de (2.1.1)

(2.1.2) cuando la medida es Pn.

Teorcma: lím (En, ln) = (g, 1) con probabilidad 1.
n-nn

Demostración: De acuerdo con las condiciones del ‘caso B"

de (Huber, 1967) basta probar que existe un compacto K S o tal

que con probabilidad 1 la sucesión de estimauorcs (En? ln)
estén en K desde un cierto n en adelante, o se:

P [l1r.11nfn{(3n,ïn) e Ml =1

Estc equivale a la existencia de constantes Cl, C2, C3 tales
que con probabilidad 1

ri ’ r‘ ' P
limsu "IL" | í C1, limsu.n|!n| í C2_ linsurnlgnl g V3

(3.1.1)
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Para cada n Scan g 13 raiz simétrica definida positivan

d , H < ... < - r a - 'c V z ...e ln cln _ , , n cmn 105 autovtlorcs u _n _1n, .gmn

105 corrCSpondientcs autovcctcrcs ncrmalizadcs y En = EP
n

En adeïanto su emitirá e] subindicc n en todas partes; excepto

E y P . Recordemos ou: Iïl = cm y cue [1-1|n n = l¡Cl'

La gqneraïización dad: por “olfowitz (1954) del Teorema

de G]ivcnko—C¿rtcili estat] cc rue, para Ics semicspecies

S S Rmse cunnln con prctzkiïidad 1 fiUUlim Pn(S) = P(S)
uniformementc en S. 3; acui, repitiendo ?a demostración dc]

Lema2 d» Ia s¿cci6n 2.2 se rruebn fácilmente 1a existencia de
. .. I V A n n r a n rat' :-d n ‘ = ‘constantts Al . 2 t ¡Ls u con ro. 111 a 1 (_ucs X" ¿(En))

N

Iimsupn |1(5)—1I í Al (3.1.2)

‘ l 1 'l “¡2 9
Ïimsupn E ¿(5) E í nz . (4.1.3)

Para ciïc tasta tener un cucnta que para cada ¿.3 y c > 0,

Ics conjuntos d: la forma {5 II¿'(¿-g)| í c SORintersecciones

de dos SLmiespaciss‘ por 10 tanto existo c' tal que con nrohati

lidad].

l __ I

Iimsunn surí surlil=1 Pn{¿I Ig (1 E)! 1 c }

í 1 - m/K7 7/2.

y cc aqui su J-¿uc¿ (3.1.2) Ctnk oníi) dq] Lgm: 2 r;em:1azan;0
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c por c'. Análogamente, so deduce deï Teorema de Holfowítz

que para cada e existe un cubo 0 S,Rm ta] que rrobabilídad 1

lïmínf P (Q) 1 1 - e (3 1.4)
n+co

y nor 10 tanto (2.2.5) vaïe uniformemente; o Sue, existe Aé

ta] que Isl > Aé impïica que con protabiïidad 1

eo11m1’nfn_> En infIii ip. w2(|;¿ - gl) 1 m + 2L'2

y (3.1.3) se demuestra entcnccs iqua] quc(1i) de] Lena 2.

Con (3.1.2) tengmcs ya rrciada 1: Primera desigualdad

de (3.1.1), PULSy = [(3). fhora Lnsta probar 1a segunda,

pues de ésta y ¿L (3.1.3) saïe Ia üïtima.

‘1/2 v g = En, de moda cua á; = g/b. Se prgScan Í".-= v

bará que hay una constante c > O ta] que con profabiïidad 1,

es líminfn t 1 c. Sean y = ¿'1 EL ya sc vió en (3.1.3) que

límsurn Igl í A2. ¡ultirlicandu (2.1.5) por 5 y por g resulta

1 = En u2(|g'1¿ - El?) (L ¿'¿ u ¿'g)2 (3.1.4)

Sea 6 e (0,1) que 1uego Sc fijará convenientemente' sea

e < 6/(K2 + ñé + K1). Duï teorema de Holfowitz se deduce 1a
V fiexistencia a; un r > p tr] CU; ccn "roszíïifïd l ¿s

. , H; . . . . -1
11msurn Hn(ur) < e. P n1cn;o nara :urcv1ar q = l; 5 —gl
resulta que Lara n grande cs, con praraiílidzd 1
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|1 - En I(Br) u2(q2)(b ¿'¿ - ¿'1) í K2 e < a (3.1.5)

IEn I(Br) u2(q2) (b ¿'¿ - ¿=u)2 - En I(Br) u2(q2) (¿'2)2| 1

í En I (Br) u2(q2) (¿.2r2 + 2 ;r sé) (3 1.6)

En I (Br) u2(q2) (¿'g)2 í e ná < a. (3.1.7)

Sea c0 > u ta] que para L < co 21 segundo miembrn de

(3.1.6) sea menor qu: 6. Sea c = mín (cn, ó/r)t y supongamos

que 11minfn u < c. Pasandr a una subsuccsión {n'} tq bn. < c,
result: de (3.1.5)-(3.1.6)-(3.1.7)

. 2 2 \
|1 - (g g) [n u2(n )| < 3 6 (3.1.b)

y tomando 6 í 1/6 sc obtiene de (3.1.8) y de (A)

. 2 2 . 2 , a
1/2 < (A a) En u2(q ) 1 (5 u) u2(d). (3.1.))

Sta ahora so 1a constante dc (D) y r = 1 - m / w2(sg),

que por (2.2.4') cumplc Pn(q í so) í p para toda n_ con proLg
biïidad l. Dc (3.1.9) s; deduc:

_ u)¡> r (a í s¿) u1<s3)/<2 uz(:))1/2 1

1 r u1(s¿)/(2 u2(o>)“2 (3,1,ld)



Por otra parte, sc 'cfinhn las trcs variaLles

al = En I(B;.) u1(c) (5 y; - ¿“1)

32 = En I(Dc) ul(r) ' ¿'¿

a = 7‘ lu.3 En I('r) u1(r) A ;

De sus respectivas ügfinicioncs se c tiene Quc

|e1l í e K1 < 6 y tu; laz] í Lr < 5. “uïtirlicenfn (2.1.4)
par 5' rusulta

- 1' = al + ¡2 - a3, y car lo tanto |53| 1 2 5

¿hora restan c y sumanís a3 “cntro 301 móïuïo, y rece:
Hands (3.1.3):

lïmsupn [En u1(c) ¿'EI í e l¿':| + |a3l í 3 6 (3.1.11)

De mo"c nun toman"r, nrr Ljempïo, 6 igual a] último

mÍGFch dc (3.1 1 ) kiVifi'L hrr é; sc oLtirne una contra ig

GEDción entra (3.1.11) y (3.1.1L).

3.2.- ÏCFÜRÏÍ‘Ï sintñtica

trfl ,qui"arar 1: nctación con 1a f- (Pufcr, 1,€7) sc

:scrifirñ pon’ricamgnt: o - (¿,y). Sucn 93 r1 conjunto las



matrices sinétricas de mxn, y 9‘ = el x 03 2 o. Se utilizará
en 0° (y par lc tantc un o) 1¿ narra |e| = Páx (It_IL Ill).

Sea W 1a función dc Rm x o en o . V (¿,9 ) = (WI (1 e) 92(¿;e))
definida rar

wl (La) = u1(-:(¿,1:,\¿‘1)) (¿o-g)

(M) = “2(‘-‘2(¿<..__t_..‘-:'1)) (1.2)(22-9)’ --

Sean P 13 distriiucíín suhyacente y ¿(6) =(A1(e). A2(e)) =

= EPW(¿fle), de mudo cue e} Parámetru e! a estimar está definida

rcr A(e ) = 4. Si F" es 1a Jistri-uci€n cmpíric: correspondían

te 2 una nuestra de tamañ? n, uÏ ¿stimcdrr e; = (En,!n) queda

definido rur EF“ w(¿_9;) =
Para j = 1_2 sLan

uj(¿<.,e.6) = sup{|wj(¿,ol) --\I'J.(_x_,e)|||e1 - el < 6}.

Pira rrcpcr 1a normalidaï ¿sintética; hay cuc verificar

las ccnfiicioncs (1-3) du (Hu; r, 1387) ¡59. 221 1 saber, CU:

cxistsn a, 4, c, 6A prsitivrs taïcs "uu rara j = 1, 2

>
iA O)i) IA(G)I 1 Ia y ¡ r ,; c

A C 0':
1 I 1 C‘.) CD

+
1'1') E Lj(¿;0,6) 65.6¿_(<5 iv)

(5,6,6) í c a ar; le - e l + a 5 5 (a 1 a).



N35

Sca (Lx)e la derivada ¿e A Ln e, t sea e] operador Iíneal

de 0° en e” tal que rara fi ;) e e“,

Ale + (g.;)l - A(e) = (3A)e (b ;) + o (I(n,¿)l).

E1 Corolarig Ju] Lona 3 a; Huper cstcüïcce Fue si se

'cumrïcn(i) (ii) y(iii); y si (2A)e as nc sinouïar, Ia ¿istti

.ución límit- nl/2 (e; e ) es ncrmaï ccn mcá1a - y matriz

ig covarianza (üx\¿1 C ('A)él' Jan}; C es 1a matriz d: covnricn
z: de 1a variatïc W(¿,6 ).

Par: sinbïificar 13 escritura, se crnsiócrará sñïc el caso
ue P radial.

Teruruma: Si las funcicn s swj(s) (j = 122) SGHGCGtÉCaS,

y P ticnu ¿unsidad radia] f tal ru“ E¡wí(|¿|) / s) > J para
1/2 *

(entcdc s > u, entonces n e ) tiene fistriLuciSn límite

norma] y En y En Sun asintóticament; indcrandicntes.

gïpnstracifn; Para ¿fitrnñr(ií) y(111) sa calcuïarán Ias

derivadas d: WIy wz. Se escriiirá J en vrz “g d(¿,g¡ï'l)

(o me (¿a =

_ r) ¡I'l |¡"1"V'l I l' ,' _- -lc h k (5-2) + (¿—E)L ;¿ (1-?)1 (¿"3 "¡(-)/(2‘)

(3.2.1)l C
H

A
í...

V
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(o we (mu) ==- +
'“2(°'2) [D‘E‘D' + (1-!) El - ü . (3.2.2)

Cono las funciones so3(s) y wj(s)/s son acotadas, también

las wi lo son (j = 1_2). Teniendo en cuenta que Igfgl/d í Illllz,
es fáci] ver "ue hay constantes F y 3 rue dependen sóïo de IMI

y de lï'll taies cua

¡(D “¡Ne (.21’;)l ..<_ ¡«Ir-.I + I5;I (j = 1.2)

y del Teorema de] Valor Ícdio (Cartan, 1272) resuita oue si e

permanece en un compacto, exista t > C tai que, para todo L,

Uj(¿,e,6) í b 6, de donde resuitan obviamente Gi) y üii).

Ahora, si P cs radiai; cs e; = (o, 521) donde s es alguna
constante. Se (3.2.1) y (3.2.2) sc obtiene, usando la simetría

de P y e] hecho de nue u3(r) = (x5(r) uj(r))/r para todo
r > v

._) = {a uluxl / s) ln (L1) 1/ me] +I'" A
("J r6

H
V

G)
‘ A

f7‘

} (3.2.3)



:)=E (o we (a,

= " {E “¿MAIZ/sz) ¿'51 X ' /s4 + 5;} (3.2.4)

Para prcuar (i).Lasta ¿cmhstrar Duo (DW)e es no sinouïar.
L

De (3.2.3) y (3.2.é) sc ¿educL due las “1eriva'ÁS ParCÍGÏCS'

aAl/a! y axz/ag scn nuïas en GL, “c nrflr cue es suficiente rrcbar

cue Ins trered-rcs El; = (Ml/ag)o y 22! = (Mz/a!)er son nc sig
guïares. L v

C4mLf es rcïial, lil es indcrcndíentc "e í - x / lil, y

este üïtim vectrr tiun( “istri'ucifn unifcrmc s Irc 1a superfi»

ci; esfírica {Igl = 1}. Luïtirïícanü' (3.2.3) r“r 9', y tenicnfln

on cuenta cue E(Q'¿)2 = |g|‘/r rara tri' g, resulta

higlti = “[(1 " 1/31) E u1(|¿(_| / s) +

+(1/m) Epi (¡y /s)1¡:¿|2 (3.2.5)

y esta es negativ: r:ra trdc p i L, ly cue rrueïn quo glt es
nn sinnuler.

Ahrra lïamarcm s -: a Ïü cxhresifn cn (3.2.C). es decir

‘ ¿C



Laíemos probar que L = ¿ sólo si Q = g. Usando (2.2.4)
resulta

A = E wé(|¿|2/52) |¿(_|¿/s2 - E w2(|¿|2/52) = c - m (3.2.6)

donde c cs alcün nün:ro pcsitivo, por (2.2.4) y (D).

Para calcular ¿a :robare.os nue sus autcvectorea coinci

den con los da ¿5 y calcularcnos los corr:sp0ndientos autovalg

res. Ccnvienc braviamcnt; disrtn r dc un resultado. Si Á tiene

distribución normal radial: y ¿1 es cualquier vector de lcngi

tud 1, la variable = (¿'Ï1)2/|¿|‘ tiene distribución Beta con“1

parámctros (m-l)/2 y 1/2. y "sta rosultado sigue siendo válido

cualouiera saa la distribucién (radial) dc ¿J pues y = (¿'Él)2,
y la distribución C; g us sirmprc la uniforme. De acul se obtiene
entonces cue

E
A ¿“31)4 - 3 / (m(m+2)). (3.2.7)

De esto último s; d;¿ucc tcdavïa ruz si 2? cs ortononal

a gl y tiene lcnritud 1 es

l . 2 I . 2 l)

E (5 ¿1) (5 E2) = 1 / (n(n+2)). (3.4.8)

Scan entcnccs ¿1 V ni (1 = 1,... m) los autovcctorcs de
v lus ccrrcsñcndicntcs auttvalcras, de modocue poniendo

zi = ¿'¿i (i = 1_... m). la cczrdcnada k-ésina del vector Q Ej

¿n la bas; {k1;..- e } r;sulta-— —m



m

¿k(! Ej) = izl ai E z zJ zk .

Cine la distriuuciín de 5 gs radial, 1a distribución

conjunta de (¿21, 122 ... 12m) gs igual a 1a de 5, para cua]

quier cumbinaciïn Cc 105 signws t, en ccnsccuencia; cuando

j f k se anuïa 1a cxphctaCÍFn ¿antrr de 1a sumatoria, y nor

ende u] primer nismbrc.

Estc nru;pa cu; cada ¿j es autcvcctrr de ', con auto-n
valor

m 2 ¿ m

u. = .2 a. E zí zj = (.X a. + 2 ¿3) / (m(m+2) .

Uniundc cstr último con (3.2.6) se obticnc que los ¿j
¡ .son también Ics autcvcctcras ¿L _, ccn autsvaïcrss

m

p. = [(c-m) z a. + (m2+2c) a.] / [m(m+2)] . (3.2.9)
J 1:1 ‘ J

Hay qu; rrcdar cua si 105 “j son trdñs nuïcs, ïcs aj
también 1: son. Si c = n, LSt; ?;chc LS «Lvic rar (3.2.9).

Si c f m, :1 sistcma de ¿cuaci n s (LR las aj) dado prr
q = (j = 1,...,m) u: ¿ruiva1;ntg a

')

cñn C = (m‘ + 2c) / (c n). La matriz ¿ ¿s uStL sistema tiqna
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coeficientes bij = 1 + Cóij. Por consideraciones de simetría
se deduce cue 105 autovalcres de i son C+my C (con muïtípll

v mml, resoectivanente). ComoObviamente anbos son¡I
cidades 1

distintos ce cero: c1 sistema tiene solución única y esto

termina con (i).

Fara ccmpïetar e] teorema: como 1a distri.ución de 5

es iqual a 1a dc »¿ cuaïcsnui;ra scan i j_k e {1,...,m}

es E zi zj zk = . Por 1C tanto Ia covarianza entre cuaiquier

comronentc d- g1(¿,e¿) y cuaiquicr cïcucnto d: ï2(¿ ec) cs
nuïa, y ¿n ccnsccucncia 1a matriz g dc ccvarianzas dc g y

¡a (DA)e rcspcctivamentu, se ruadcn rcprescntar en bioquzs
LI

CONO

r:
-———I.-

j
It":

N <

donde A y Q son 1as matriccs dc covarianzas de {1 y [2 ras

'pectivamcntc. Por 10 tanto 1a matriz de ccvarianza asintótica

de (En,ïp) sc pucdc escribir un ¿lanus como

si .3 ! í l
4__

.--..._.._——._.
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y esto rrucba qu: g y En son asintóticamcnte indcncndientes. DEE
Para calcular en e] próximocapituïo la distribución

asintótica de 3 notamos que c] segundo miembro de (3.2.5)n)

dependc sólo dc Ill, y por io tanto DIt es un nüïtiplo cscg

lar dc l, y lo mismo sucudc con E El Xi por simetría. 3 sea

g = -b I y E 11 11 = a l (3.2.1u)

COD

a = 52 E wï (¡512/52) / m (3.2.11)

'u = E lu1(I1I/s) (1 —1/m) + wi (¡LI/s) / ml (3.2.12)

y la matriz de uovarianzas asintótica dc En es c l, con
c = a/bz.

3.3.- Robustez

Para comparar cuantitativamcnta c1 comportamiento de

distintos estimadcres para nuestras grandes; se utilizarán,
adcmásdc las varianzas asintéticas eaïculadas Para varias

distribuciones, fos indices du robustez intrcducidcs por Hampeï

(1J68); 1a funciín de influcncia ('influcncc curva ) y 1a cota

dc o;rrumt¿ ('urtakLC n ¿Cund ).

Considcrando un LstimaCor T cuaiqui;ra ccmo un funcional

T(P) snbr; c1 ¿spaci? dc ias ncdidas d; prouatiïidac P cn
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_ m . . .
n - R , con vaïores en un cspac1o de parametros 0 (que ccinci
cide con Rm cuando T es un estimador d. lvcacién) se define

1a fuhción d: infïucncia dc T, para 1a medida P; calculada en

c1 nunto 5 e 9:

FI(¿) = FI(¿,P,T)=1irr_1{T[(1-e)P + eax] » T(P)}/e
L+ —e-P

dondL 6x ¿s 1a probabilidad concentrada en 5. Es decir que

FI(¿) da una idea d; 1a infïucncia quo nuvde tener sohre T

una pcnucña dcsviación d;1 “medcïc' P, cn 1a forma de una

paoucña contaminación en ¿.

Para caIcuIar las funciones de infïucncia de nuestrca

Ï-ustinador;s se cscriLirá: para una F fija

0 = (Wifi) = (1-6) P +5 6x (3.3.1)

Desde ahcra supondremcs que se cumplen todas 1as hipótg

sis de] Tuercma dc 13 s_cción anterior. Expresandc (2.1.1) en

x1a notación de dicha sccciEn, g teniendo en cuenta que

EP j1(¿,e*(P)) = L; y que 9*(P) = e. = (¿;szl), resulta cara
cada x (p niend: nara abrhVIar Q en vez Cu Q(¿¡,e))

—\.

= ECÏ1(x,e*(0)) = (1-5) Ep 17(x 6*(C)) +€y1(xú,9*(n)) ’

= (1») un) + eïc) +6 21(¿\.e*(ra>)
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y teniendo en cuenta (3.2.1u) se obtiene, haciendo e + u+

. _ m1 .

“(Laws-i) - - En muy = W1(Ij,kLII/S)(S/u)¿U/I_XWI.(3.3.2)

La función de infïuencia de g se obtiene de igua] manera_

pero 1a expresión no rcsuïta muy manejable.

Una medida numérica dc robustez que se obtiene de 1a FI

es 1a ïïanada rar Havre] sensitividad para errorcs groseros
( cross error sensitivity‘) definida como

SEG = SEG(T_F) = susx |FI(¿ T F)|

que cxgresa Ia máxiwa infïucncia ouc puede t;ñcr una pequeña

desviación de] modulo P. En nuestro caso rasuïta de (3.3.2)

que SL? = K1 s/b.

La cota du derrunse dc T cn P expresa cuánto se puede

uno apartar de] modeïc P sin que el estimador sc descuicie,

es decir, deje de dar información scbrc e] parámetro (como

caso tïrích para estimadorcs de locación Este unuivale a 1a

preporción Cc masa cut sc ruod: colocar en m sin que T también

sa vaya a w). En nu strc casoJ ccnsiderando c] ¿stimador como

un funciona] saure Ias probakiïidcdcs. la definición d; Hanpe]

(1:71) se pueda expresar Comosigue. S¿a u la eistancia dc Prg

¿srov sn:r_ ILS crc-r,2'igaü-: _n Q u L“ ¿nttnc;s 7

durrumLc 6* = 6*(T T) uS u] su ramo ¿a lts e G í;,1] tales quc

oxistc un ccmractu KEcontenido cstrictamcnt: cn o ta] que
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H(P,C) < e implica T(F) e KE. Sc buscará una cota rara 6*.

Sea e* = e*(T,P) e] sunremo de 105 e E [;,1] taïcs que

cx? cc un compacto KEcontenido estrictamente en e, taï quc

Tlu\¿{.e)] e É para todo ¿J. Es fáciï rrcLer que u[P_Q(¿Ue)] 5 e,

y ror 10 tanto 6* í 5*.

Para acotar ¿1 5* dy 0* = (3,1) Su usará 1a ecuación

(2.1.5). ¡“oriundo 3 = g(o(g<__,e)). 5 = g.(0(¿<__,e))l g = s"1(_x_v.1;)

y rcccrdansc nur 1a matriz du] integrando cs scmidcfinida positiva:

__= hace) “2(|S_'1(_x_-!;_|2)(;_“1(¿-_1:_>>(¿Ju-yr

í E UZHEIZ) EE."

Aultiplicando por ¿' y por g, se obtiene nue

2
1_>_ew2(lal ).

ihcra, si e < e*, cuanfo x. + m, (t,S) parmanzcc ;n-d _ n
lun compacto; y r;r 10 tanto g + m, a; nodo CULu; 1a última

fórmula rcsuïta tu; e data ser menzr quc l/KZ, y por ln tante

E*_<_1/K2.

Pcr 'tra rartc, t:man:: g = y nctanch ouc cn tStu

casa es 3(0(¿.;e)) = ¿ ¿y (2.2.4) SL nation;
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m = Emos) wzldzmzsï" )1 =

= (l--e) EPwzld2(5,_t_.1'1)l:(1-e)K2

y por lo tantn- dc}; ser

2* í l - m/K2 (3,3.4)

Dc (3.3.3)»(3.3.4) r.su1ta

6* í 5* í mïn{1/K,,. Irm/Kz} (3.3.5)

vv ccno K21 n, rasulta ¿n definitiva

6* í 1/(m+l) (3.3.6)

Je modo cua hay una cnta rara 6* que no depende de las funcig

ncs wi ulcgidas.5i Lign la cota ¿u durrumtc expresa el compog
tamientó dc] estimalor :n ccnïicinngs muy extrcmas, y pcr la

tanto su valor exacta nc tien“ pFr ruí Sur tapada a] pié d;

Ia letra, c1 huchn i; cu: rara t Grand? 6* sea inevitabïcmcnt;

rccucño señala una fificuït"¿ cuyn significadr rrecísc hatrá

ou; invostiqar más CutHÏÏQQCWLHtM.

¿Lscrvggijg; D; ÏÏS r;su1t7j s cxPchtts hñr Rampa]

(1.68 y 1:71) s; Jnsnrhn¡a su- a] -cn.s r"ra r = 1
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ó*= 6* = mïn {l/K2¿ lvn/Kz, 1/2} (3.3.6)

Infartunadamcntu H: 5;} no cxpïica 1*s ¿ctaïïcs de 1a

demustración.

ticos d:

PCS:

Eficiencia asintític;

En esta sccciín s- comnaran las c:mp:rt:miontns asintg
¿istintns cst1m33rrns í; lrcaciïn rara varias ¿is

tribucioan ratialgs. Sc rrCSuntPrán¿rs famiïias de estimadí

L3 “Frrpucstn 2“ Ch Eubur, ¿escrinta cn 2.1. Para no aumcn1')

ii)

tar uxccsivamcntc L] nümcrr d: cstimadrr;s a ccnsiderar,

tom? k = R .2 "l

tintas dim;nsicnus, sc c nsíjgr‘ mejor rarametrizar la fami

Sc rara parmitir alguna c:mrarïci5n autre 115

ia ccn p =_I F(|¿| 1 k1) (¿pude P es la n rm11 radial stan
dara) b sea Ia 'ïrib:rciïr ¿e uinsnrizaciïn _ cl estimador1

se indica cun “(pym) H(p). Sc cansidcrarpn los vzïores cc

r: ;,5_ ¿.3 y 5.2 (cue cuan4r m = 1 cnrresrcndcn aprrximadg

menta e ÏÓS vaï'r¿s de k 7J 1.L y 1.2, tres de ICS valg1. -.
ras excmín-d;s en (Andrews y str<s, 1572)). También se 1n

cïuyf c1 cas: limita p = 1 (í se; kl = t), es decir, 1a “mg

diana , ccn k2 f y cualquiara.
C.mu¿sta f;miliu gstá 'cali raza“ ,Jra Ia ncrmal, para

N II
H¿stn ¿istribuci‘n s;rá sicmrre s

Estimcd r f» míxim; vcrtsimiïitud para 12 "istrituci;n de

Stu;¿nt rclizl c'n g grz; s 4: li crt1¿. ¿:finídy ¿n 2.1,



se 1k indica crn ïVST(q m) o MVST(p), para ÏFS VCÏCFLS

de g: 1, 2, 3 y 5.

Pur cpmkdidadse ha proferi;r nc caliLrarïc‘ ;ara la
neral.
E1 ccmrcrtamicnto dc estas das famiïias se ¿escriíe cn

la Tatïa 1.

Para crmnïctar c1 "an rama, su incluirán en la C'mparg
cifn:

iii) Estimañcrcs He 1:caci5n {asa ‘s en 1? aplicaciïn charleng
la a c arïcnadc un estima: r univaria;;. Sc utiïizarán

Ja esta f rma HVST(5_1)y h(1,3_1) (0]u91 cs r,r toner

cïnr-rtamicntñ scmgjantc rara Ia normal). L's resulta3C5

su cxhiLcn en Ta.13 2.

Las distrikucirnes glgcidas s n 12 n rmal, iniicha crn

5 H(m) y la famiïia Je Stuhcnt raJiaï crn o 0raJ"s ie liga:

tad, inlica'a chn ST(g) 5 ST(n,m). Esta famíïía se oligií rxr
vari s m tiv s;

a) tiene una gama c*mr1uta Cc Lgrsafiez fic c 1as , cen la ner“

na] en un extrumu (g = m) y Cauchy en 21 str: (q = 1).

L) par ser "e la f rma "HrrmJI/Ichrenlientc”; las marginales

S”n ?u Ia misma famiïíz, 1. cuc rcrmítc :lnunas cñmranacíg

nes entre Yistint‘s valrres .c m.

1a fyrma anaïítica scnsiïïa .5 135 'ensi": cs hac: 105
V

c

c51cuïss numiric s ïast;ntu trat: ïcs; ;rnit; c;ícu1;r
1: Cïtú UL En ermér.

Tr'ns 1 s estima"r¿s en Cïnsi urñci'n tiun:n “istriï!

ciïn asint‘tica nirmal c,n mh'ía _ y matriz 'c c1vrrianzas



Q = cl. "ü m.1r nue este nümcrt c = c(g) —qucccincide con 1a

varianza asint7tica ¿e cada crrr ¿nada ¿3 E_ y C"n tr ï/m y c"n
-l/m ,- A.“ - . .- (uüt ¿) - c.nt1un; t-.L 1: 1nf rmac1Jn necesaria {are crmrarcr

1¿s estimaiurcs, será llamaü “varianzc' ie É; En Ias tablas que

sigu n se exhiten las ¿cficicncias“ Ce las cstimaióres, 'Ltcni

¿as dividiení; 13 varianza ic g_, r la 3:1 estima: r de máxima

verusimiïituJ 'c 1: .istrituciïn Ctrrcs; n'ienta.
Este rr ce'imÍJntc «s "urfcctamentu natural rara crmïarar

ÏqS ï-ostimaf¿res cntre sí, 'ues Tur ser ést s cquivariantcs

Pír transfcrmacícncs afines en gcncraï) 1a eficiencia relativa

¿e ¿cs “e cïlas ¡ara una UistriluciFn radia], Jcrcn c 551€ ue]

31:; J: EstzN y 15 1‘ mism' usan“" C"m' criteri: tr 1 ’ Íet ”.

En camíic, 1a eficiencia “e 1's estimaïtres(íií) ;e:un3cré en

genera] ¿el criteri; que Sn use y ¿e la relaciïn entre Ias v3

riabïcs. scgún rr :‘ ;icke1 (196€) "ara 13 me'iana y e] R-cstj

mc"r ¿o i chs-Lehm nn e;11ca'. cr r enn’a a c'“r cna*a un

I"s 'ímcnsi.ncs, si s; utiïiza e1 crit¿ri "el 'cterminantc,

le eficiencia ¿L est s estima- rcs resrect‘ a 1a magia mucí

tra] en c1 cas: ncrma] ticnfie a Cer cuan" la cvrrelaci’n

tipn e a un”. F-r 1: tant;, :1 11mitarnis a] casr rajíaï nos

CCÏ‘CHM“S¿n 1: situsciÏn más fav-ralle para estcs eetimad —

res, si se usa e] criteri: [31 Ícterminantu.

En la Ta In 1, junt" c’n las ?cficiencias SL Ja rara

6* c1 va] r (3.3.5) ( c] (3.3.é) _¿r1 m r 1), y unn m; i'a
. . ... . ,. A-... .._‘2

?; scns1t1v1-a cqu1v11‘nte á JEF; a_a ¡LF ¿t S = DEM/m.
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4 -\Esta transf rmaciïn ¡ucle faciïitar algún gra}: ;e cnmyaru

ci’n cntrc fistintas m. Descrnozcr la mannrc 'c calcular la

funciín Se infïuencia -y rtr l" tanto 1: SENS-;ara estima 1

res de tipo(iii).

Las varianzas sc rucïcn r*t:ncr Yelas tailas nuïti;lj
canfr las 'eficiencias ¿Fr 13 varianza Áe HVST(n,m)¡ara

ST(n,m), nue es l + 2/(m+n). Para CPMñarñr crn 1a me ia: la

varianza ¿e ésta gara ST(g,m) cs g/(g-Z).

0hscrvaci‘n 1: Calculan'r (3.2.11)-(3.2.12) para H(k m)

cn o] cas; nrrmzi -r:c:r énf' cu- s = 1» y hacien“< lueg'

k + s; Lti-nc qu; 1: varianzr C: “(1.3) (m 1 2) ra a Ia

Ver = 2[r(n/2) / r((w 1)/2)12 / [m(1 1/m):1

Cuc tien._ a 1 ein m+ :2 lr cua] explica la cita :ficicncia

'c H(l.Q,m) «y ñ f rtiñri 1: ; 1"s Genis H(L,m)- CEP m "ran

te. Aïemás, nr ¿s iifici] varificcr cu: VñR= SENS.

H“ se c rsiona y] vaïrr 3: 6*(H(l.;)) Pur “cpcngcr Estc

'el ¿stimeirr "t ¿scale us:

O.servaciintg. tït;s_ rue nara ca": m, :1 variar o) lys

va] res T; SEHSy ‘g a varianza :sint’tica H: a.\íST(51,m)en

Ia nrrmaï; ïisninuyan simuitínuanenta, hast? aïcanzar un punt:

«c m' “c .c ts orar SEFS v “iv” 2 iumgntzr (“su runt

está en aiwun's cas s 'nstrntn n55 91]? c w = 5 y r’r ¿sr ni

anr;cu aqui hn t“* s 1-5 vri'r s n). "¿scnrtan la n-sibi
1i.- « un ¿rr.r 'L CEICui .st; HJCU r;°u1ta :st nt: singular.
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TÍJLÁ l

Deficiencia y robustez asintóticas de HVST(g,m)y H(p,m)

ST(l) ST(Z) ST(3) ST(S) NORHñL SEHS 6*

m = 1

HVST(1) 1.Uuü 1.U33 1.173 1.236 1.82€ 2.802 U.5UO

ÑVST(2) 1.125 1.UUG 1.519 1.C73 1.314 2.119 u.333

HVST(3) 1.333 1.623 l OL» 1 UZC 1.184 2 128 0.250

LVST(5) 1.8uL 1.112 1.E24 1.CuC 1.U92 2.455 0.16?

H(1.0) 1.234 1.2L.u 1.234 1.3u1 1.571 1.562 0.500

P(C.5) 1.247 1.C35 1.017 1.537 1.195 1.820 0.500

H(o.3) 1.547 1.095 1.b24 l.uu5 1.UJ> 2.132 0.50€

H(L.2) 1.66V 1.172 1.556 1.3u9 1.066 2.566 0.412

l
¿VST(1) 1.uuz 1.:54 1.116 1.206 1.537 2.278 u.333

IVST(2) 1.aa3 1.a;h 1.215 1.u5¡ 1.279 1.635 u.25a

fiVST(3) 1.228 1.a18 1.aLv 1.017 1.173 1.533 p.2ou

nvsr(5) 1.563 1.o;4 1.322 1.8L: 1.037 1.6b9 u.143

H(1.u) 1.2L: 1.021 1.;71 1.994 1.273 1.273 —-u

H(¿.5) 1.403 1.1.2 1.231 1.:¿5 1.os3 1.515 0.361

H(a.3)‘ 1.¿26 1.258 1.L81 l.hlü l.u48 1.8¿2 0.2u1

NH(U.2) 2.161 1.3JJ 1.123 1.a37 l.q22 .Ü7U b.248



ST(l) ST(2) ST(3) 57(5) rannL sews 5*

HVST(1) 1.8Ju 1.535 1.u66 1.159 1.44U 2.492 u.25C

{VST(2) 1.361 1.6LL 1.412 1.J5¿ 1.258 1.566 5.25€

ÏVST(3) 1.172 1.n15 1.29u 1.u15 1.173 1.332 0.166

ÏVST(5) 1.533 l.u8€ 1. 1; l..;u 1.1b1 1.350 3.125

H(1.C) 1.234 1.;71 1.u41 1.U41 1.178 1.178

H(G.5) 1.578 1.156 1.obZ 1.v12 1.061 1.353 6.253

F(u.3) 1.252 1.275 1.125 1-u38 1.331 1.04u u.ZU9

H(u.2) 2.26; 1.372 1.177 1.232 1.;1b 1.353 p.153

HVST(1) 1.5gu 1.333 1.L56 1.122 1.377 2.423 G.2uL

HVST(2) 1..47 1.;p\ 1 “lu 1.542 1.239 1.589 p.167

LVST(3) 1.136 1.v13 1.\,L 1. 13 1.17, 1.362 ;.143

HVST(5) 1.35; 1.46: 1..17 1.í u 1.1h3 1.261 p.111

H(1.u) 1.27“ 1.-¿1 1. 37 1.a23 1.132 1.132 w-

u(..5) 1.65w 1.15. 1.¿83 1. 23 1.245 1.336 u.1

.547 0.16HH(..3) 2. 18 1.321 1.156 1.J55 1. 23

Cñh(-.2) 2.335 1.217 1.21- 1. '1 1..14 1.735 ..14
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íiVST(1)

íiVST(2)

:-:\IST(3)

HVST(5)

M1,?)

H(Z.5)

H(¿.3)

H(u.2)

1C

YVST(1)

HVST(2)

ïVST(3)

HVST(5)

H(1.C)

H(<.5)

“(1.3)

H(L.2)

ST(l)

2.352

ST(2)

1.a.p

1.Vb6

1.:34

1.1¿7

1.422

ST(3) ST(5)

1.u3l

1.ÚUU

1.015

1.o44

1.;73

1.112

.53

HORHfiL SEHS

H .

1

(-1

¡v c

6*
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Deficiencia asintótica de JVST(5 1) y H(C,3,1)

n:=2

HVST

Tota:

ST(l)

l") o
'b

N U“. \I H

N PO H

h) C L

N (¡W H c.

Ce 1a Tabla 1

y dc H().3,1)
1.’42 y 1.7L;
“.5u11

ST(Z)

1.3u4

1.3:».

1.5;2‘:

1.5ca

ST(3)

1.331

1.331

H VT 0'

1.134

1.17;

1.1.3'4

sc optiena cue 105 deficiencias de HVST(5, 1)
'ÏÜV‘C‘.

ïara todo m

¡a norma] m-variada son

tamiién para tñdo m.
g Ios respectivos 6* son

respectivamente,
..157 y



4 n uUESTRAS FIHITÁS

¿.1.- Cálcuïc numérico de ïos cstimadnres

Definamos F(3,ï) como en (2.2.1), y además 1as funcig

nes F° y Í de o cn 02 y de o an el rcsnectivamentc:

“(LF-O = F(3.!)_2_'1HL!) (4.1.1)

“(LD = E u1(d(1:3.ï_1)) 5/ E u1(d(1..t_.!'1)) (4.1.2)

dc modcque (3,!) es soïución de (2.1.1)-(2.1.2) si y 5610

si cunnïe

-"—(_t,y_) FU}. x) = ‘-' (4-1-3)II
[rr ‘<

o bien

mx) = t y ML!) = y_. (4.1.3')

Para caïcuïar (É i) cuando P ¿s una distriLución empírica

se eïigíó 01 siguiente mítodc. Se rarte d; una aproximación ini

cía] (t.,ï_) y en farma recurrcnte se calcuïan (gn ïn) mediante
las fórmuïas



Xn+1=uuu") (4.1.5)

o bien, en vez dc (4.1.5)

1m - _.n_‘,,) . (4.1.5')

Obviamente" si (¿n,1n) tiene iimite, esto será nccesg
riamcntc una sniución. ¿o ha rodidc hrnhar esta convorqencia,

nero 1a ha verificado cmpíricanant: para amtos procedimientos

en todos los cxrsrimentos nuróricrs TLGÏÍZÓGOS.E1 métrdo iasg

do en (4.1.5') mostró ser Lastantv más rípidc que :1 rue utiij

za (4.1.5), “srcciaimcntg sn muastras de distribuciones de colas

largas, y Por rstc motivo fue adoptadz para la simuiación das

cristo :n 1a sccción siguiente.

Esta forma de rusoivar ia ecuación :stá insbirada un ci

aiqoritmo dad: en n¿gina 17 d. (Fndrcws y otros, 1572) para

XVST(1.1). Prrtehiemcntc ost; métcdt cs un tanto 'inncnUn" y

puede scr majoradc, cero no h; tenido ticmrr o; haïiar un algg

ritmo más scfisticado.

Comotodas las natricvs nu‘ ararLCun son simétricas y di

finidas nrsitivas, <1 cáiculr d' ias inversas y de ias distan

cias d2(¿,3_!"1) se naco .Ldílntt la factrrizaciñn d: Chainski.

SL tnmarrn crmo (E _ï') 1: msdi: y ia matriz de ccvariaü
zas muestra] s. Ei procgdimi rte itarativ: crntinúa hasta que

lcs vaiorus aLsciutcs uu traas 10s -Ïcmcntrs d» gfi+1 - En y
* su ha ¿n rcr‘r;s ruv una c*ta ir;fi'ada.

ïn+1 yq} C Il > ( L J
de
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4.2.- “étodo de fonte Carïo para variabies normal/Independiente'

Para comparar los comportamientos de varios n-estimadg

res rara muestras de tamaño n de distintas distribuciones r9

diales, hay oue tener en cuenta que, por simetría, 1a distrib!

ción de t = En es radia], y por 10 tanto Lasta estudiar la dis
tribución de |t| además (si n no es muy chico y 1a distribución

de la muestre no tiene coïas demasiado pesadas) 1a distriLución

1/2t '2de n debiera ser aproximadamente norma], de modo cue n It

será aproximodamente un mültipio de una x2 con n grados de lite:

tad. Para comparar los cstimadores bastará cn consecuencia ca]

cuïar algún rarámatro de escala de 1a distribución de n Itlz.

Los valores ou: se decidió estimar son.

i) La varianza“: v = E n ¡El2 / m.

ii) Pcrcentiïes extremos de 1a distribución” convenientemeg

te normalizados. Scan Ep e] percenti] l-p de n Itiz, y
Xi e] correspondiente percenti] de la distribución x2
con m credos dc libertad. Sc define la p-pscudo varian

za' como PVr = gr/xí.

CLviamcntc, para estimar ¿p es necesario estimar primero
d; alguna forma 13 función dc distribución G dc n |_t|2 y

Iueoo interroiar.

iii) Para tencr una idea de 13 normalidad de Ias colas de]

estimador. se dofint e1 indice de no normaiidad

IHSFC = er / PVq, donde r < c. Este indice vale 1 si
t es norma], y scrá mayor que 1 si su distribución tiene
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colas pesadas. Su importancia radica en que 1a comparación

a través oe parámetros de escala tiene un sentido ciaro

sólo si las distriuuciones de Ios estimadorcs son aproximg

camente del mismotinc, y por csc importa verificar esta

sunosiciñn.

iv) Para la matriz de ¿sc31a, interesa VLr 1a aproximación

de 1a 'forna" de y a Ia "correcta , qu; en este caso es

radial. Se Luscó nara medir la deformación la distri

uución de una función dc los autnvaïorcs dc ï, DEF(!),

que alcanzara sus extremos cuando todos los autovnlores
son iguaics y cuando aïouno es nuin, y ta] cue DEF(cy) =

= DEF(!) para toda c > o. Además conviene que DEF se pug

da calcular sin tener cue caicuiar expiicitcmente los autg

valcres dc [y ic que sonsuniris dcmasiadc tiemrc de mácuina.

La única función que se pudc halïar con csas caracteristiu
cas fue

:EF(1)=(cot pum / (tr ï/m)

quo esti entre C y l, y alcanzo estos extremos cuando l

es sinnuïar‘ y cuando cs un mültinlc de l, rcsncctivamante.

Las distritucicncs usadas corresronden a variables m-di

mcnsionaies dc 1a forma 5 = i / y, donde 5 c y son independien

tes, 5 es H(¿,1), c y cs pcsitiva. Estas variabies snn fáciles
de Generar: comprenden una amrïia gama de distribuciones (Jor

mal, Student, Norma] con distintos tinas de 'ccntaminación ) y



'10 cue es muyimnrrtante- las narticulares caracteristicas

de la norma] permiten mejorar la precisiñn de 1a simulación,

según las ideas expuestas en (Podges, 1967) y (Andrews y rtros,

1972), es decir, mejorando el muestren mediante una adecuada

estratificacifn, dL 13 fcrma siguiente.
. . . mSean; z .,,,.z variaLïes indc endicntes en R , todasnl —n p

h(¿,l), y1,... yn variatles independientes, equidistribuidas,
Pasitivas, indepcndientcs de Ies ¿1, ¿i = ¿i / yi (i= 1,...,n),

v La distribuciFnn
e X c1 vectcr de R crn cvcrdenadas (y1,...,an).

de 1as ¿i ccndicicnn] cn X (c sca, 'ccn 1as yi fijas ) es normal,
crn Ccnsidad

f (x x ) = Y cxr {(-1/2) f 2Ix Iz}l__l,...,_n x 1.:13’1'4
Considerando 1a famiïia de distribuciones de 1as variables

Gli + g (donde los parámetrOSa y i recorren R y Rmrespectivg
mente) 105 estadísticos suficientes de la distribución condi

cionaï en 1 son

n n

1. = X y21-/_Z y]? (4.2.1)

IE >51le / (n--1) (4.2.2)

Condiciona] en 1 distriiución marninaï de ¿É es H(¿,axl),
1:

" 2 2 2
_Z vi 1? de (n-l) sk es x' con (nal) m grados
i 1

I I 2 o nde Iiuertad y ¿p y sr son indepcndicntes.
con al = 1 /
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Sean Si = (¿i - ¿J)/sC (i = l,...,n) y c e] vector de

(Rm)n cuyas coordenadas son (31,...,gn) (19 que en (Andrews
y otros, 1972) es liamadc “ccnfiguracién invaricnte ). Como

1a distribución condiciona] de c no depende del parámetro

(a,¿)y g es condicinnaimente indenendiente de] estadístico

suficiente (¿¿,sí) rnr e] Lena de Easu (Lehmann195s)

Consideremos ahcra a E ariicadc a 1a nuestra il}... gn
comouna función de n variables vectoriales. For ia invarian

cia de E;

¿(51.....¿n) - s, ¿(c1, .,En) + ¿U (4.2.3)

Para estimar v sc usa

2 2 2
E{I¿(¿1.-..,¿<_n)l 9.1} = E {s¿lg(gl,...,¿n)| +

Y trnanCo expectación cn ia iquaidad anterior

2_ 2
EILQ .=x>l -mEI2(21:--->gn)l +man_l“'° —n

E1 cálcuic de E al se hace analiticamonte, ccnncicndo
la distrikución de las ¿1. Para estimar Elg(gl_...;gn)| se
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generan N muestras“ y Ce cada una se obtiene un valor de

¿(El,...,gn), que llamaremostú (j = 1,...,N).
De esta forma ei estimador de v, v*_ cs

I' 2
Iv* = n{(1/:i) {Igj + E a}jl Va.

Para estimar 1a precisión de v* se requiere

2
Var(v*) = n Var(|t(gl,...,gn)|2 / H

lo cual se cstima usando

3|
2 ‘* 4 2 .2Varugg )I M: Z |13| /r:—(z|1;_.| n.) (4.2.4)

1 n j=l J ¿:1 J

En cuanto a la función de distribución, mucho mejor que

1a estimación 'ingenua' de T mediante la función de distribu

ción emririca -esneciaimente imprecisa en ias colas, o sca en

los perccntiies quo intercsan- es usar métodos de] tipo des

cripto anteriormente como E(r) = E I(n|_t_|2 < r), la idea es

desecmroncr esta media tomando primcro medias condicionales.

Bean esta vez Li = ¿i —¿¡ (i = 1,...,n) y g e] vector

de (Rm)" con czordcnaflas (31,... tn) de med: que

tula”;
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Cnndicionalmentc en (Q,x) la distribución deï segundc

miembro es u(¿(¿1>...,gn) ay I) y por lo tante 1a de

|g(¿1,...,¿n)|2/al es x2 nc eentral, cen mnrados de libertad

y parámetro de nn-centraiidad A = A(¿ X) = |¿(¿1¿...,Ln)I2/aï.
De mcdo nue si Fm,A es la función de distribución de 1a x2

no centraï con m grades de liiertad y Parámetro de no-centraïi
dad A

P {nlt}¿1,...,¿n)|2 < r 2,1} = Fm,A(r/nal)

Pcr 1C tñntc, para cada r

G.(r) = E F Jl) (r/nax)m,A(L

que se puede estimar muestreandc satre 10s :1 y ios li. En c1
exrerimento se fijaron unes mocos vaïcres ¿e r_ determinados

de antemano par: rue estuvieran cerca de Ics percentiïes descg

dos, les cue se rrtuvicren 1ucgo por intervnïación. La ijx se
caïculó mediante 1a aproximación de Pearson (1955). a varianza

de] estimafinr 0*(r) sc estimó usan”s 1a misma idea oue en (4.2.4).

Haturaïmente; mejor hubiera sido aprevechar 1a invariancia

y trarajar can 1a descomncsiciñn (4.2.3), Pero 1a distribución

ccndicicnaï del cua raJ. dc la ncrma ¿ei segundc miembrc dades

g, 1 resulta muchisima más cempïicada(Guenther y Terragnc, 1364)

y ei aumentr de] tiempr de cnmputación hubiera cempensadc 1a

menor cantidad de muestras renueriia.
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Para estimar la distriuución He DEFnc parece posible

aprovechar la estructura ue estas distribuciones, de mcdoque

se utilizó el método ingenuo , calculando directamente la

función de distribución emnitica.

4.3.- Resultados ¿e la simulaciñn

Para que el tiempo de máquina utilizada para el experimen

to nc fuera excesivr, huíñ cue limitarse al case Lidimensional.

Para puder realizar futuras simulacicnes en Himensiñn mayor,

será imprescindible entre otras cosas nejcrar nrtablementc el

algoritmo nara el cálculo del estimador.

Se utilizaron les cstimadores de Huber H(p) con los tres

valores J: r 0 (media y matriz de covarianzas muestrales), 3.39

y 3.50 las distriLucicnes Normal y ST(3), y los tamañes Ce mueg

tra n = la y n = 2€. El nümere N ie replicaciencs fue 4gb para la

Normal, 159g para ST(3) con n = 2;, y 23€: para ST(3) con n = IC.

El tiemnc total recueridt fue de 3 hrras de máquina (IP? 36L/SC).

Se estimarón les percentiles ¿r para lcs cuatro valeres
de r; 3.25, 3.1-?z 3.5i y ¿.JZS. Para ello se estimó r‘rimer la

función de ¿itri'uciñn n(r) en los cuatro puntas r = v x

c

2

P

(den“e vcn es la varianza asintñtica fe t, ya calculada en la

sección 3.4) Jadr qua Jekicra ser va x2 man. Para lcs valores
oiteniïrs, se nfserví cue r'l leg (1 - G*(r)) era prácticamente

censtantc_ cesa razcna?le si se censidera cue G defiera ser
lanrcximadzmente una x2 cen m = 2 nradts ¿e liLcrtad, e sea una

cistriíuciin exrcncncial. Pcr le tanto se cnnsideró que s: cu

tendria un estimadcr aproximadamente insesgad: ¿F interpelandc
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lincalnant; 1(s valores C” Iog (l - C*(r)). Safe ru; EF es
una función scnciïïa d 1as variabïns G*(r) -cuya distribución

conjunta cs anrcxínadamcntc normal- sr estimó 1a varianza fic

a; mufiiantc una conocida fórmuïa asíntótica (Ran (1365). pág.
321).

En 1a Tabla 3 s: ¿xhib;n Ics vaïorcs ”c v; y los fl: FVp

y INNph nara n = 9.35 y c = 0.25. En c1 caso í; 1a media
para ST(3) íeïió caïculnrso a por cxtranrlacién. Lu‘gn3.25
Hr cada vaïor se Ja entre paíwntcsis su ?:sviaciñn standarï

cn unídafas fr 1a última cifra ¿Lcimaï dc nc'o (ua por ejeg

plc} 1.6u9(14) significa un vaïor nbscrva'c H: 1.6C3 con

Para DEFs. calcuïó 1: función de HistriLución enpi

rica H(r) con r e (5,1) a intcrvalcs_ie 2.32. En 1a Tatïa

3 sc exhiben 195 percentiïos 8.25 y G.5; {a H, DEF25y
DEF cue fueron calcuïad?s directamente por interpela.Sé’
ciñn linea]. a Cusviaciñn stanfar” “e éstos, estimada

cen cl rismo métcflc cua pára 195 gp, cs en todos 105 ca
sos mcner rue 5.31 pcra JPSCCHOZCCla magnituL dc] sesgo

intrdfluciíc ver 1a intcrpgïacién linea].



TABLA 3

Comggraciñndc estimadores nara muestras finitas

v FM 14h DEFSU DEF25

Hrrmal, n = ls

H(3.:) 1..( ) 1.C(') 1.3 ¡.83 G.68

H(J.3) 1.-51(3) g.. . 5 (3) 1.a ¿.sd u.64

H(..5) 1.1;3(E) 1.1“:(5) 1.; p.77 “.59

ST(3 , n = li

H(C.;) 2.7S(11) 2.8 (7) 1.27 ;.74 4.56

F(,.3) 1.663(14) .753(21) 1.;9 ¿.78 ;.62

H(;.5) 1.572(12) HH .551(18) 1.;8 2.76 ¿.57

Nnrmaï, n = 2;

H(C. ) l.“(;) 1.“(') 1.u (.93 ¿.87

H( .3) 1.L48(3) 1.149(3) 1.; y.91 ..8

H( .5) 1.'94(5) 1.:9¿(4) 1.u .v. ¿.82

ST(3), n = 2

H('.C) 2.92(9) 3..fi(9) 1.18 ".34 .71

E( .3) 1.THU(15) 1.647(17) 1.04 ..P9 CJ

F( .5) 1.523(11) 1.56¿(15) 1. .81 79



De lts resuïtadcs se puede nfservar que H(u.3) y H(C.5),

sin rorder mucha eficiencia para la ncrma], dan mucho mejores

rtsultadss que 1a mejia para ST(3). Aqui H(C.5) nf resulta nctg

ilemente mcjcr que H(?.3) nara esta última iistritución, rcro
haría falta incluir cn c1 estudia otras distri¿ucioncs con colas

más resaflas nar: ver mcjrr la diferencia entre amics estimadures

de lrcación. dftcsc tam iín que c1 [HHes ’astante Iajc, y cue

v y PV son muy semejantcs: aún para n = 17: 12 cue indica que la

tcñria asintïtica fa aprrximaciones fastantc uenas para mues

tras Pequeñas sa] mcncs rara la Hcrmal y ST(3).

En cuuntn a las rcrccntilfs ¿c DEF, n; sc cïscrvan dife

rencias notaïies antrc 1cs ostimzfóres ic íisrersión. Parece

inevitaile cnncïuir cua, c 'icn los chncrtamicntzs dc éstrs

son efectivamcntc rarcci os, ñ fien quñ huLicra sii: necesaric

tomar rercontilcs más vxtromos -y rar 1? tant: más imprccisss

si se usa 1a funciín ¿e distri ucifn :mriricu- c .ien que DEF

ns es un estadistica afucua“: rara hacer ia c nparacifn.

Una idea [nccisa J; la arruximaciïn ¿e las resuïtaïcs

cïtenidcs Ia "a 01 bach; de ouu Para 1a mc”ia aplica”a a ST(3),

e] valcr exacto 82 v cs 3, para tau: n.

Lrs resultados tan iCn rrncn ¿e manifiesta ias ventajas

fe] precanimient; "c cstimaciFn cxruestc en la secciín anterior.

Sea TH c1 estima“ r "innenUñ‘ Sc v, n sen, c1 nrcmefic ¿o Ics

N VÜILruS 33sarvad s fc n [EIZ / n. Surcnicni" E apróximc'amcn—

tc nírmnl, fons ser V3r(I¿I2) w (2/m) (E I3I2)2; nur una crnc

ciia rrcnic'ad ¿e la x2. Fzr 1? tantiL nara m = 2 es



-57“

1/2 "-1/2
o = (Var T“) m v. Psr :junplr si sc ¿osea una prg

cisión cnmparaïle a la r-!tcni¿a rara H(C.3) anlicaïo a la HC:

mal ccn n = 1», Hc'iera ser o g 1.C5 “-1/2 k 0.003; lc que

imnlica N %103336. Para la mc“ia muestral arliccfla a ST(3).

es t" avia Var TH= a. Cifras análtgas val;n para la pr¿ci
sión ¿e lbs purcentilcs.

4.fi.- Cuestiones pendientes

Pay varias preguntas rue nan ouedado sin resnuesta, y

que requerirán trabajo futuro. a saLer:

1) Es fundamental hallar un algoritmo realmente eficiente

para el cálculo numérico de los cstimadores, tanto para facili

tar y hacer atractivc el uso de éstos en aplicaciones, camo Para

posibilitar la prosacución del estudie ia sus rrcpiedades, rartj

cularmcnto nara dimensión elevada y muestras no muy grandes, don

de la teoria asintótica podria ser poco útil. Ademásharia falta
examinar los rrntlcmas numñricos cue r‘ucdm ararcccr cuando la

matriz 1 es “casi singular.
2) Comoya sc muncionara al principio del trabajo. uno dc

mis otjetivos cra ostudirr la arlicacién d; estos estimedorcs a

Discriminación Lineal y ComponentesPrincirales. Iuy probablem25

te sea cl d: 'ont: Carlo el único método rnsitle. ya nue la teoria

asintótica resulta ya Lastantg dificil para cl caso más simglc de

media y matriz dc ccverianzas, con didtriLuciones ncrmalss.



3) Para la realización de tests aproximados de lacación

interesa definir un estimador adccuado, i, dc la matriz de co

varianzas asintética de t, y estudiar la distribución del estg

distico “Studcntizado” (o más bien "Hotellingzadc ) T2 = 3'! lt

para muestras recueñas.

6) Ccmosc oLservó cn la 52cción 3.31 o estimadcres est!

diados ticncn una cota ¿a derrumtc muy recucña rara dimensión els

vada. Para ¿ntendsr al siqnificedn prácticc de CSt( hecho será

necesario :xrarimcntar una versión finita d- 6*, contaminando

musstras finitas crn clscrvacicnes uticadas a distancia grand;

(finita). nucda además el problem: teórico dc ver si :lnuna medi
ficaciñn de lcs cstimactrts rrcrrnite suisanar radicalmente cl in»

conveniente.

5) 31 final de la sección 2.1 sc otscrvó cue nara m nrandc,

la matriz 1 roiric ser singular si cl tamaño de muestra n no cra

bastante mayor nu: m. hace falta analizar cuíndn s: presenta real
mente este dificultad.

6) Hay cut reccrdar que tcdr lc rcalizadc 5‘ rcficrc al

caso nás sinpl;: cl radial. Dadoquc los datos nultivariados

suelen tcnar ¿structuras más cnmrlicafiasï seria útil ver lo

nuc SUCCCual :htrtarSu Se asta casa, y comfrtndur clcrancntc

"nu: es lo "uu su cucrria cstimar cntonccs. El rrotlcn: nc rc

sulta muyclara cün pzra :l c352 univ:ricd..

7) 1C sc han ccnsifcract fcui las CUuStl nes Cu cctimali

Crd, cua nr rarCCan simclcs. Huïcr (IUCA) hallñ lcs cstimadcrcs



CW L0
4

asintóticamcntc minimax de Iccación con ¿sceïa fija; y de

escala con locací5n fija, para distri!ucíon1s normales contg

minades simétricamcntc, cn c1 caso univariafic. En un manus

crito inédita, o] mismocutnr cxhíkc un rroccdímicntc huurí;

tico para haïlar L] estimador minima: de lgcaciñn en e] caso

mu1t1varird; radiïï. L: Suïución involucra funciones de Eesscï

y #3 Pcumrnn (Sénün ¡a narifri fc n) y rrr 19 tanto n: rgsuïta

muy mannjaïïz salvr rar? m = 3.

E1 prñ lema ¿e la Ustimwciñn ñrtím; ¿e la matriz de ¿ii

rcrsión ¿s inturesantn, rcra rrimcrn hctría que H:finir aüecug

Camcntc cui cs 1: que Su nuícr; mtinízar.
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