BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Estimacion robusta de locacién y
dispersion multivariadas

Maronna, Ricardo Antonio

1974

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matematicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliografica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:

Maronna, Ricardo Antonio. (1974). Estimacion robusta de locacion y dispersion multivariadas.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1457_Maronna.pdf

Cita tipo Chicago:

Maronna, Ricardo Antonio. "Estimacion robusta de locacién y dispersion multivariadas”. Tesis de
Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1974.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1457_Maronna.pdf

UBA

Universidad de Buenos Aires

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1457_Maronna.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_1457_Maronna.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

UNIVERSIDAD DE BUEIIOS MIRES
F'CULTAD DE CIENCIAS EX,\CTAS Y MATUR/LES

ESTI...CICM ROSUST/. GE LOCACION

Y DISPERSICH "ULTIV:RIND'S

Tcsis presontada ror
RICARDC ANTOI'IO M RSHRI

rara ortar =1 ~rade 4> ?hctoy on atemdtica

127



s

«oradczee le ayudo wrindada ror el
Dr. VYietor YZH/I, directer de la Tesis v
arriae muy cucride. por ¢l Cr. Luis /intenio
S'MT/LC, conscjecro de estudics. y rer ¢l
Cr. Rafacl P/FZCIE, a ~uien sin haier rar
ticipade en este tr2iajs. 1c dcecuc més de
un csraldarazo crertunc en momentes de fla

cucza.



L I X o (4 L 1
I[HTROUCCINN

1.1.- E1 rroiLlema de 1a roiustez .......cvivevnuvenns 2
1.2.- E1 caso multivariado ......ccvveeniinenennnnens 6
1.3, Tlan de e 0hra tiiii i ittt ittt eeetinesennannes 1lu

EXISTE:CIS Y UMICIL D

2.1.- CBndiciones aencrales . .vu ittt e et terennneannnns 12
2.2.- Existencia de las soluciones .........covivuunenn 16
2.3.- Unicidad ..t iiiiii it ittt enereonsnennsonanenaens 25

FROPIECOES /SIN'TATIC/S

3.1.- Consistencia ......iiiiieiin ittt eeriittenaanns Ju
3.2.- i:ormalidad asintOtice ...vivriineeriernoneannnans 4G
3.3.- RelUStez .. i i e e et et e e 42
3.4.- Eficiencia asintitica ....... it 47

.~ LESTRLS FIMIT.S

“.1.~ Cdlculo numérico ce los estimadores ........... 55
£.2.- étodo de "onte Carlo rara varia:-les
“tiormal/Incerendiente ... cr ittt 57
4.3. PResultados dc¢ la simulacidon ........... Ceeaaans G3
£, 4 Cucstiones rondientes ..ottt 67
8 2 o 1 2 O O 74



0 - LCTACIC

En este trabajo, los vectores de ™ se indican con

mindsculas subrayadas: x, v, ... ¥ las matrices de m x m con

w?

maydsculas subravadas: LU

”

V,... I es la matriz identidad, y U'
la traspuesta L. Las normas de vectores, y las normas de matri-
ces (como oreradores) se escriten con |.|. Se escrite # > o si
A - T es semidefinida positiva.

En ceneral P indica ura medida de protabkilidad en M
v EP el corresrondiente orerador de 2xpectacidn, que se escri-
Lira E cuando no hara luanar a dudas x es siempre la “varifable
muda' de la expectacidn. es decir, si h es una funcidn de R™ en
», se escrite Ep n(x) = J h{x) P(dx). ¥(a,V) es la distrivucién
normal m-variada con redia a ¥ matriz de covarianzas V.

I

o es la btola cerrada de centro

r Ty radio r, ¥y Sr su

surerficie. La funcion indicatriz del conjunto & se escribe
I(x e /.) 6 I(*). ' cs el comrlemento de F.
S¢ abreviara: ‘ces’ y te’ cen vez de cualquiera sea’

v tal oue~, 1ic en vez de 1in ¥ dz(i,x ) cn vez de (x-y)'il(x-y)
n n>ow



1 I[.TROCUCCIC:!

1.1.- El pro.lema dc la rouvustez

bn .echo cue inevitatlemente cdebe ser tenido en cuenta

en el travajo estadistico, es rue nunca se conoce exactamente

el tipo de cistriLucién de los datos. En 1321, fauss observd

aue la suposicion de norrmalidad traja cono corsecuencia loaica

el usc de la media -en el probtlems de locacidn- y 2n aeneral,

del método de cuadracos minimos <n ¢l de rearecsion (ver Huber,
1572). es dacir rroccdirientes lincales en los dates. que por

lo tente reormitian una cran sinplificacidr 42 l1a teoria y de la
practica. E1 usc ~rcleoncade de cstos rrecediricntos ha termina-
do por hacer rue 12 normalidad sca frccuentemente considcrada,

no cono una supcsicién cémocda, sino como ur> rropicdad que efec-
tivamente rosecn los datos estadisticos. Sin ¢+ arno, ¢l anali-
sis dc arandes mucstras de datos (Nomaroiski v Creen 1965) mues
tra cuc, adn cr arucllos cases donde la parte central de la dis
tribucion muestra la clé@sics forwa dc¢ camranc, 1as “colas’ sue-
len scr mucio n3is resadas que lo que corrcsponderfa 2 une normal.
For otra partc, los procedirniicntos adecuacos rara 12 distribucior

nornal . suclen scr nisimos eaan rara distribucioncs a2proximadamen-

te normalis ccn celas mis nosadas.

Est~ ri>li-~¢ 22 sido asumidnr el-remente on lo refercnte
» tests. con ¢l distrrolls, dosas finue do 12 dlicoda del 3u. do
tists ne sLriritricos cno tionin ur crrer ac tiro I constantc,

>

v un: rotencis ne muv dinfori-e o 1- 4rtin- ~2r- ur2 crrlia anma



de distribuciones. En el problema de estimacion, fué J.!.Tukey
quien, desde mediados de la década del 40 (Tukey, 1v46) comenzb
a predfcar el uso de estimadores "robustos , es decir, que ten-
gan una razonabtle eficiencia para la distribucibén normal y para

distribuciones aproximadamente normales-contrariamente a la media

y la varianza, que siendo estimadores dptimos de locacibn y esca-
la para la normal, pueden ser muy deficifentes para distribuciones
préximas a &sta (una definicién ricurosa de robustez puedec verse
en (Hampel, 1271)). Tukey rropuso el uso dc nmedias y varianzas
“podadas” y “winsorizadas (ver (1.1.1) » (1.1.2)) y estudid sis
temdticamente su comportamiento para distrivuciones de tipo "nor
mal contaminada”.

La aceptacidn dc estas ideas en cl tralajo estadistico fue
mucho mas lenta cuc la dc los tests no paramétricos. recién en
(Tukey 1560) s¢ publica una exposicidn mds accesiuvle y difundida.

E1l desarrollo del tema en la década del 6U ha sido mucho
mads rarpido. Para el problema de¢ locacién y/o escala, a fincs de
la década sc distinaucn tres tipos fundamentales do estimadores
robustos (para referencias ecnerales, vor (Huber 1%72) y (Andrews
y otros, 1372)):

a) Combinacicnes lincalcs dec estadisticos dc orden, o 'L-es
timadorcs'. Sean X(1):* > X(n) los valorcs ordenados de la mues-

tra. Un L-estimacor t cs dc¢ la forma:

i%(4)



Ejemplos son las 'medias a-podadas" (G < a < 1), donde

1/ (n-2 [nal) si [ne] < i < n-[nal

a. = (1.1.1)
! 0 si no

y las ‘mecidas a-winsorizadas donde

1/n si [nal < i < n-[nx)
ay = [nal/n si i = {na]l 6 i = n-[nal (1.1.2)
C 1ns demds 1.

Andlocamente sc pueden definir varianzas “podadas’ o
‘winsorizadas . Las propiedados asintoticas de este tipo de
estimadores uan sido estudiadas, entre ctros, por Chernoff,
Gastuirth y Johns (1v87).

b) Estimadores basacos en tests ce ranaos, o “R-estimado
res’. hodges y Lehmann (1963) ~robaron cue de cada test de¢ rangos
rara locacidn sc pucde obtener un c¢stimador de locacidn que tiene
la misma eficiencia asintétice. E1 uso efectivo do estos estimado
res parece cn general muy limitado por dificultades de cdlculo.

c) Estimadores de tipo dec maxima verosimilitud, o ii-es-
timadores . Si sc tienc una muestra x,.,...,x, de unza distribu-
cién con densidod a(x) = f((x-t)/s), los estimadores de mixine

verosimilitud dc los rardmctreos do locacidn y <scéla t y s son

solucicncs “e las ccurcionegs:

(1/n)

1

ne-13

v (xgmtd/s) = 0 (1.1.3)
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n
(1/n) '21 vy ((x,-t)/s) =1 (1.1.4)
1‘_‘
donce vy Y P se definen como
wl(z) = -d log f(z)/dz v ¢2(z) = 2 ¢l(z). (1.1.5)

Huber (1$64) cstudié cstimadorces quc se definen como solu
cionecs ce la faoma (1.1.3)-(1.1.4), pcro dcnde las vy Pueden
ser cualcscuierc. Para ¢l caso cn qus SC suponc § conocido, Hu-
ber nrobd quc para 12 familia de ‘normales e-contaminadas -os

decir, Jistribuciones do 12 ferma
F = (l1-¢)o + ¢k (1.1.6)

donde ¢ es la udistribucidon normal standard, y H pucde seor cual
quicr Jistritucidon simétrica- cl cstimador de locacibn asintdti

camente minimax cs solucidn ce (1.1.3) con wl(z) = y(z,k), donde
v(z.k) = midx (-k, min (z,6k)) (1.1.7)

sicnde k una constantc positiva qu. dcpende de e. Para ¢l caso
de s dcsconocido, Huber prcponc tres métodos, de los cuales el
més practicable rareca scr su "Propucsta 2", qui consiste en re
solver las ecuacicnes (1.1.3)-(1.1.4) con wl(z) = p(z,k) y
¢2(Z) = w%(z)/s ‘onle B = E¢> wf(x) es un: constantc elecida
para cquec en caso neormal :2 sea un estimador consistente cde la

varianza.
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1.2.- E1 caso multivariade

Sea f una densidad radial en R™ (es decir, f(x) depence

sdlo de |x|). Se& tiene una muestra Xy oo X donde para cierta

n
matriz no sinaoular S$ y ciertc vector t, las variatles §-1(5i - t)
(i = 1,...,n) tiencn densidad f: e interesa estimar los pardme-
tros de locacién t y de dispersidon V = SS' (ndtese que si la va
riable y tienc distribucidn ratial, y si SS' = TT', entcnces la
distritucidn de Sy es icual a la de Ty, de moco que en general

S no es identificable).

E1l limitarse a mucstras de distribuciones radialcs, auncue
algc simplista, ticnc aloumas ventajas, en particular respecto a
"qué es 1o que se estd cstimando". Si o es una .ensidad obtenida
de una densidad radial por una transformacidn afin, el vector de
lecacién cue se¢ ouicre estimar es 2V centro 1z simetria de g, ©
sea, ¢l t tal cue g(x-t) cs una funcidn simétrica de x, y la matriz
de 1isrersion es una V tal que, si ¥ = §S' sca g(§-1(1-3)) una
funcidon radial de x.

Este Vestd. cefinida a mencs do un mdltiplo cscalar. :ldtese
aue si la o ticne momcentos -i¢ 2° orden, cualouicr V de esta cla-
sc ¢s un maltiplo «scalar de 12 matriz 4¢ covarianzas. Hay cn
Analtisis ‘ultivarizde varias situacicnes «n las que interesa la
estimacicn “rebusta' ¢l vecter o lccacion y Jc la matriz de
dispersidn 2 menos ¢ un mdltirlc cscelar (c algidn mdltiplo es
calar de¢ la matriz ‘e covariarzas cuandc Csta cxiste). La mas
obvia es cuando simrlcmente intcresa estimer loc2acidén, y la esti

macién “¢ la matriz “¢ escale ararcce s6lo cnmo un paso auxiliar



para ovtener un estimador invariante (como en la “Fropuesta 2°

de Huver). Otros casos son (ver Anderson (1353)):

a) Discriminacién: Si se tienen n distrituciones con densi

dades fi(i) = f(§_1(5'£i)) (i =1,...,n) --es decir, las f, difie
ren sdlo en locacidn- y si f(x) es una funcidn decreciente de |x|,
la recla de discriminacién 6ptima en el sentido de Bayes -cuando se
conocen S vy los ty- consiste en asignar el punto x a la poblacidn

iG tal que minimice

ci(a-i,-)'l'l(z.-_t_,-) (1.2.1)
donde V = SS', v las constantes c; dependen de las probatilidades
a npriori y de les costos de clasificacidon errdnca. Si f es normal
(0 en ceneral si tiene momentos de 2°crden) el resultado es la
conocida reala en cuc los t, son las medias y la ¥ (cualquiar mial
tiplo escalar de) la matriz de covarianzas comdn de las fi‘ En el
casc mas rcalista en cue los parametros no se conocaen sino que
deber ser ¢stimados a partir de muestras. se¢ obtienen una reagla
asintéticamente dptima reemplazandce en (1.2.1) los pardmetros
descenocidos por sus estimadorcos do mdxima verosimilitud (Hoel

y Peterson, 134¢). De modc, que en 21 caso normal &s conveniente
estimar los t, v la ¥ respectivamente con las medias y la matriz
do covariarzas mucstralcs. Pcro coste procedimiconto puede ser pési-
no si 1a f no cs exactamente., sinc solo a;roximédamente normal

y por lo tantec para ser rmas rcalista conviene utilizar cstimadores

rooustos de¢ Y v do los t..
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b) Compcnentes princicales: Sea X un vector alecatorio con

media t y matriz dc covarianzas V. Para cada varicdad lineal H,
sca IH el opcrador de proycccidn ortoaonal solrc H. Entonces la
varicdad 1ircal de dimensidn p < m oue minimiza E |x - IH£|2€S

la quc pasa per t y tienc la dircccidn dc les autovectores ccrras
nrondientes @ l1os p nravores autovalores dc V (de modo que aqui
tamtién vasta conocer cualquicr mdltiplo escalar dc V).

E1 procuedimicunto tradicicnal rpara cstimar H consiste en
estimar t y V con las medias y cevarianzas muestralzs. perc por
los mismos motives cque rara discrimiracidn pucde ser rnds prudente
utilizar cstimadorcs robustos do 1cs narémctros.

¢c) Dutcecién de observacioncs anémalas ( outlicrs®). Si

la mucstra m-variada Xy,....X, proviune dv una distrivucién H(t.Y),

n
las variables vi = (liug)'!'l(if t) (i =1 ...,n) son una muestra

dc una distrikucidn x2 con m grados d> libertad. Si t y V sc esti

man de la mucstra -y &ste no ¢s muy pccucha- es do aspoerar quo

las vy ordcnadas se comporten arreoximadamcnte come estadisticos de

2. Si sc suronc cuu la mucstra oriainal es una mezcla

orden de x
dc una maycric de obscrvacicnes “tucnas® distriwvuidas normalmcnte,
con alguna olscrvaciones “andémalas® con una distribucifn més dis-
persa, acucl hecho puide utilizarse para . tectar cstas dltimas
(ver refercneias en (fnancdesikan vy Kottenring, 1972)). [ado que
sc suponc cxplifcitamente quo 12 distribucidr cs sdlo arreximada-
nente normal  o¢s naturalmaontce doseadble utilizar cstinedsres de

t ¥y ¥ cuc scean nonns scnsitles 2 las a.servacicnos “anfmalas’ que
las media y las covarianzas. ..gui tamiLiZn casta con un multiplo

ac V.



Los m&todos robustos multivariades rronucstos nasta ahora
cn la literatura corrcsponden rrindip2lmente 2l caso cn quc se
desca estimar solamente la lccacidn. E1135s son:

a) Aplicacidn dc un ustimador rovusto dc locacién univaria
do, coordcnada a coordenaca (Bickel, 15G4). En particular son de
este tipe lcs M-istimadoercs corrcsponcicntcs a test no paramétri-
cos de locacidsn multivariada (Sen y Puri, 1:71). Estos ostimadeores
son invariantes ~or traslacibn, ruro nc rer transformaciones afi-
nes cualuscuicra.

a) un an8lcgo multivariad. a2 lc¢s L-cstimaderzs csti dade
por una preopucste dec J. ..Tukey mencienade er (Hular, 1972). EI

proccdimientc -guc Tykey 1lama “pelar” Te nmuestr2, v cuz cn ¢l

[

caso univariado se recduc: a 15 quec ol misme Tukey 1lamdé nodar”
Ta muestra- consistc ¢n ¢liminar 1los runtcs axtremales de 3sta.
y reretir 1o oporacidn un nimcro fijc dc veccs. ¢ hasta c¢liminar
una cantidad proefijad. de puntos. lucns so temr 12 mocdia y/o la
matriz J¢ covarianzas dc 19s puntos cue ~uedan. Este métcde ¢s
invariante por transformocicncs afincs  pere comrutzcionalmentc
parcce myy complicade parz su arlicacidén rractica, y casi nad:
sc sabc soire sus rreoricdades tcdricas.

c¢) “entleman (1vGH) proyusc uh . -estimador dafinide como «1
t que minimize E |51-1|: (¢l cas> n = 2 corrasrondd a 12 media

=

mucstral).

¢) 2nanadesikan y Kettonring (1372) jrzoonin 2lounos mitodes
hourfstices, basadss on 1a climinccifn ¢ medificecifén de "orserva
ciocnes extremas’, purs re Lacon un ostuuic sistomitico do sus iro

picdades.



1.3.- Plan 2¢ 12 chrn

E1 Gujetive do osta tosis s cstudiar 12 cstinzcidn simultl
ned de lecacién v disrcrsidn ror podic de " -cstimadcercs cuc sc
defincn 2 continuacidn. En 1a siturcidn duscrirtz 21 comicnze di

2 scccién anterior, 1:s ccuacionas rar2 1ns stimacorces de nixi

rma verosimilitul co t v S sen

(1/n) T vy (8 7(x4-2)) = (1.3.1)
i
(1/n) T v, (27 H(x;-t)) = 1 (1.3.2)
i
denc: lzs funacivaes vy it e o0 g, 27 s M0 o o finer como
WI(L) = - (o f(x)) (1.3.3)
¥,(x) = ?1(1) X' (1.3.4)

Para f rcsial reneames f(x) = h(lxl) v l(r) = -a'(r)/u(r)
(r > 0) Vv = S5 3 = dz(x ,3,3"1) = |§'1(£i-£)|2. Entonces
v1(x) = y{ x}] x/Ix] - (1.3.1)-(1.3.2) s: transformin resnoctiva

ronts <n

(1/+) Z ul(dj) (Z(_‘t_) =0 (1.3.5)
1

(1/2) T up(ed) (xit)(x4-8)" = ¥ (1.3.0)
1
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donde para r > €

up(r) =y, (r)/r (1.3.7)
uz(rz) = u(r), (1.3.8)

¥otar quc si f ¢s normal, Uy ¥ u, son constantcs, y por lo
tanto t ¥y V sun respoctivamonte 1a media v la matriz de ccvarianzas.
Las funciones Uy ¥ Uy rcdrien considerarse come medidas cel pesc*
de las observacicncs en las ccuaciones respectivas.

Los fi~Cstimadores que sc cstudiardn serdn scluciones de ecua
cioncs de la formc (1.3.5)-(1.3.6) donde 1¢s u; pueden ser funcio-
nes cualescuicra. En ¢l carftule siguicnte se nrucia la existencia
y unicidad de las solucicnoes de (1.3.5)-(1.3.6) para una clasc
Eastante aecncral dc funcionos Uy Y Up. En el capftulo 3 sc raeueba
la consistencia y la normalidal asintdtica de los estimadorcs, se
cxaminan otras cualidades de robustez y se cempara cl comportamicn
to asintdéticc Je alguncs estimaderces rarticular:s para varfas dis
trituciones., y pcr dltimc cn ¢l carftulo 4 se muestra un procedi
micnte para la rcsclucién numiCrica ¢o¢ las ecuacioncs. vy sc cstudia
mecdiante simulacién el conmncrtaniento de lcs ostimadores para mues
tras finitas.

Ceberd Gejar rar: mas adolantoe ol estucdio de la aplicacidn
d» ecstos mitndes ~ara CTiscrininzcidn v Comnnnentis Principales. que
constitufan «i interds inicial 1z tocria csintdtica resulta diffcil,

y la simulecidn rarz mucstras -ccuaiias demendard uxrerimontcs cui-

deodosam:ntc rlanificzdes y bastante ticmpc.
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2 - EXISTENCIA Y UNICIDAD

2.1.- Condiciones aenerales

En este capitulo se considerard la existencia y unicidad

de soluciones de ecuaciones de la forma

Ep ul(d(g,z,ll'l)) (x-t) = 0 (2.1.1)

o u (Pt v 1)) (x-t)(x-t) = ¥ (2.1.2)
donde P es una medida de probahilidad cualauiera en R™, y 1las
u; son funciones de R, en R . Si {xy....sx ) es una muestra, v
P es la corresrcndiente distriuucidn emnfrica -es decir, la medi
da atdmica tal que P({gi}) = 1/n (i =1,....n)- entonces (2.1.1)-
(2.1.2) sz transforman en (1.3.5)-(1.3.6), o seca en las ecuacio-
nes cue definen los estimadores.Si P es la distribucidon subva-
cente dc les datos, entonces (2.1.1)-(2.1.2) definen los parame-
tros a estimar.

Acui conviene remarcar que el espacio de los pardmetros
es

e = ((t,V)} = o, x 8y, con 0y = R™ 6, = {conjunto de las
ratrices definidas -c¢csitiv-s simitricas de nxm}

Las solucicnes de las >cuacion2s son obviamcnte invariantes

nor transformacioncs afines: si se define la medida P como

PP(AY=s P{x|TX + ¢ ¢ 2}, ¥ (t.V) es solucidn dc (2.1.1)-)2.1.2),
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tnt-nces t° =Tt + ay V° = TVT' son scluciones dcl misme siste
ma cuan<c P es rcemmfiozada ror PO,

S1 S es cualeouier matriz tal cue

V= ss! (2.1.3)

cntonces (2.1.1)-(2.1.2) se rueden escriir

£ oy (s Mxe0)) shaen) - (2.1.4)

Eu, (1570 0e8) 12 (87 M-t (s Hx-t)) ! = 1. (2.1.5)

ecuacicnes cuc lctorminan t v Va2 travée d¢ (2.1.3). Si sc cuicrc
“cfinir univicamente S. s¢ rucdc eorcgar 2 (2.1.4)-(2.1.5) 12 cern
dicifn dec cue S sca simBtrica dcfinida resitive.

Fara fecilitar la notccidn y 1a comraracifén con ¢l casc
univariacr, sec ccfine wi(s) = g ui(s) (f = 1,2). Se sup~ndrén

las sicuicntcs c-n2icicnes schre las u;:

(h) Las ug scn ne cr.cicntos, ¥ ui(O) < = (i 1,2).

(b) Las 5 Scn continues y acctades. Scan K; = sur {¢i(S)|S>u}

(C) ¢2 ¢S nc icerecicnte. v cs cstrictamente creciconte en el inter -

st a #L)

K

N

valc <ondé Yo < KZ (c_sua, wz(a) = ¢2(“) + ¢2(C)

o1}

iz

(D) Existc un Sc tal cue wz(s?) >m, y rug wl(s) > 5 par

2 <s sy (goor 1o tantt K> om).

(E) Existc un = > 7 t21 ~u_rars toi~ hircrrlane B s

r(K) <1 m/¥%, - 2,
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Ejemplos: Es facil verificar (£)-(L) para dos estimadores que

se utilizerdn mids adclantec:

i)

ii)

Estimador de tipo 'Huier®". Scan k1 y k2 constantes positi
vas, wl(s) = w(s;kl) (ver (1.1.7)) d& rnodo que Ky = kl.
Sean B = E¢(#]x|2, kg)/m, donce ¢ es la distrilucién r-va
riada W(3,1). v v,y(s) = w(s.k5)/e

Esta ¢leccidon, icual que la hecwa ror Huber (1964) tiene
por objeto "calitrar  la matriz dc escala para que coinci
da exactamente con la matriz dc covarianza cn ¢l caso nor
mal.

Acul Ko = k%/e y s facil verificar qgue I(2 > m, de modo
cue (D) se cumplec evidentemente. En la “Propucsta 2 de
Huter (1464) para m =1, es ky = k,. En cuanto a (3), (B)
y (C), son obvias.

Yotese cue el caso k1 =ky = = corres~onde a la media y

matriz de¢ covarianzas.

Estimador de ::dxima Verosimilitud para la distrivucidn de¢
Student.

Sea x un vector aleatorio con distribucién M(u.I) en R,y
z uni variablz real indejondientc de x, con distribucidn
X
m-variada radial con n arados ¢« litertacd a 1a distribucifn

dcl vector v = x / (z/n)l/z quc ticnc densidaa

w“r

- T (m+n)/2
m,n(l) - Cm,n / (n+ {x]®)

2 con n grades d¢ libertad. Sc 1lama distribucidn de Student



uonde Cm p €8 unc censtente. Tiviamente las marainales
n,

dc f. o temuiln sen Stucint. El caso n = 1 cs la distri

sucién de Cauchy.
Para ¢l corresrondientce cstimador dc maxima verosimilitud,

cs
¥(x) = (m+n) x / (n + [x]?)

y rer 1o tanto

ppls) = (mtn) s / (n + s°)

vp(s) = (mtn) s / (n + s)

Lzs condiciores (A) (Z) son facilcs d- verificar. [idtesc
nue cuando n > o fm;n -+ ?(g,l), vocorrisponaicntementce

Uy 4 U ticnden o s2ndas constantes, como cra d¢ esrcrar,
Lz ccuscidn rara cscala rodria modificarse "calibrando
wzwmultinlicfndcla nor una constantc acecu2ca- jara quc V
ccincida asintoticamcentc con la matriz d¢ covarianza en

.1 czso normal. ~crc esto nc ¢s fmprescinditle.

Ctscrvacién: La condicién (E) ustatlcece una relacién contre

Tas p, v P. Cone sc verf  continuicién. cste condicidén rosul
tz ¢scnci-l nmara 1= oxistoencic v 12 consistuncia <o los osti-
myderes. Toneralneats soosuronc cuc los Zatos provionin ac

djstribucidn ~usclutannt: continuz, <o node nus (E) sc

=
$
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verificord sicmpre para la distritucidn sulyacentce. Puede en
camoic nabker inconvenicentes par2 mucstr2s d: temade n finito
cono ¢n R™ cualouicr conjunto dc nm puntos ferma un hirerilano
h, con 1z distribucidn cmpirica P scrd P(I!) = m/n v por lo

Lo~ e
crl

scr m/n << I—m/Kz.

cr

tanto rara cuc sc pucdx cunmplir (E) deo
Par: mucstras nc rnuy arzndes de dimonsion clcovaca. ¢sto imponc
uny restriccidn sobre 1 estinmador, rucs Ko Zeerd ser suficion
temente arandc. pore ceome so o ver® op 2l 12 scccion 3.3 osto

inplicar? una pirdidz do rolustez.

HOTE CEMNE: Doesde azhers sc supendr? sichnrrc que so cumrlen las
concicioncs (4) (B)-(C) (). 7dem3s, cowmo 12 ccuacidn (2.1.1)
no combis si so multiplice uy; por ure constantc, sz supondr?
cuc ul(O) = 1.

Ln ¢l reste del Capitule 2 s2 sunrondrd cuc F ocumple (E).

2.2.- Existcnecia 2¢c las sclucioncgs

Fara simplificor so 2scrivird ¢n lo succsivo

Fe,0) = € uy(e?(x,t v71)) (x-t)(x-t)" (2.2.1)

d. mode cuc (2.1.2) sc cserity

F(t v) (2.2.2)

u
=
=

Par> ¢cc¢~ t. F s una funcidn
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So tratari primero 12 ccuacién (2.2.2) scparadamentc.

Convicne sornarar un resultade pars uso perterior,

Lemz 1: Parn c22a £ > C existz un re > ¢ tal cue,

ccs t e vy vy cas r>r~, s F(t.rl) < rl.

— ke

Ccmostracidn: Por sor Vo ccotada, resulta

1fm SUP|g1=1 SUT ¢ z'F(t.rI)z / r =3

N>

¢C mouo Gul hay un rq tal cuc, cas t e &, ¥ COosS Fr > r, cS
z2'F(t,rl)z <rz'lz cis 2z
e sca, F(t.®l) < rl. qED

Teorcma 1: Pars cada t cxiste una dnica sclucidn v = V(t)

¢e 12 ccuzcisn F(t,V) = V.

senostracidon: i'o hav nZrdida de acnuralidad Cn suponcr

t = 0. Para simrlificar sc uscritird -n 1z docmestracion F(V)
en lugar Jdo F(u V),
Es fadcil vur cuc s1 U os definida positiva, F(U) también

Tc s ~ucs o1 G, a7 ri> ur 2 F Q0 L20 tus
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y come u, cs resitiva nor (C) deberfn sor P(2'x = () =
cuz contracicc (E). Uszndec ahore ¢1 Lcma 1 con t = O,

1, lo

s

= “(Y_ ), cosa ruc 2s rosivle pu.s rer o1 rzzonamiento inte

rior ccdé2 ¥V s no sincul-r.

ST U, "eo,vler, sl

tanto cxiste ¢l 1im V. Estc limitc, cuc Tlamarines ¥V

N->o© !

solucién buscado si s. rruci2 au: no c¢s sinaular. Para

DONO2MOS nul cxists 2z tal cu.  2'Vz = C. Sea B o= {x |

Sua

C,

E
kn

I

‘eic v ope - ! : ¥ NP v
no creciente result> F(U) < F(:) <o medo que Vn+1 < ¥

s T < gfl, ¥ POr sir u, no

. Per 1o

s:rd 1

]

cllo su-

z'x = 9},

Lo> Cocutlruicre por (D) coxiste s, tal cuc s > s, inplica
vols) > K, - L. Scan Tos conjuntes € = {x | 5'!;11 <sply
=N C . Cbviwent. cb,n+1 c CL;n' Per atr: nurte €, C H.
«fecto sea x e €. roniende ¥ =S5 S . v =50 X rosulte
2= x vl x <sopor do tante [z'x] = [(s, 2)'y,| <
|z Yo £|1/Z + 0 cucnde n > = d mede cud x e H.

En consccucnciz?, dades ¢ > O oxiste o n c tal qua n

a’

jmnlic- P(Cin) > 1 - P(H) ~ c. fdends

d..

Mo 2 FOY) 2 B Ilx e Chp) uple” ¥y

> E I{x e € ) LKy - 2) / (x" ¥ " x)Ixx".

> n
N

ultiprlic-ndec 1~ Zisiaunld-d aptorier 2 dorichs ¢ izguicr

=n n

Loy [““1]' ¥ oror §'1 ross ctivomerts, rosulin



T>(K - L) EI(xe an)(§;11 / Iigl il)(§n1 x / I§;1 x|)'

y temande trzza risulta cuc cuands n o> Ny e

mo> (I(2 - b)P(cbn) > (K2 - t) (1 - P(R) c)

¥ comc cste vale ces boc > 4, sc chticne m/K2 > 1 - F(F), 1o

3
cuc contredicc (E). concstrincas. »sf 11 cxistuenciz de la sclu
cién.

iGNy odncorveniunte s sunonur -meciante un cembio <t
coordcncdas- cu. I ¢s sclucidn, ¢ sca que F(I) = I. Para dio-
mostrar 12 unicidad s¢ ~rel-r3 (u: “n estcs condicicnes U # 1

inplica |[F(u) I] < [U - I]. Para 211¢ scan rospectivamente

~y < c.o < v Lo o0 <t 1rs autovelores ¢ Uy do ).

1 < < g ¥y L < tp 10s cutovtlores o Uy do F(U)

vastar? rrctor cuce 2, < 1 implica Ll > ap ¥ oLuc a2 1 implice
)

"1
b, < 2 . Sc nretard s&10¢ 12 rrimcrs dimplic=cidn, jucs 1 demes

m g
tricicn ¢ 1. scrunca s o xactamento daual.,

-1
Sex R = E y,(x'x / ) xx' / (x'x). Cone x'U 7 x < x'x/2y
e¢s F(U) > &y L. 90 AGCO CUG xst? rrcbar cuc el mencr 2utovaler
de R ous mayer cu. 1, o ccuivilentomente, que 2 Rz »>2z"'1 2

—

Come F(I) I, €110 cruivzle o prebar cuc

cgs z ¥ ).

n
m

C <z2'(R-1)z (vo(x'x / 27) - v, (x'x)) (z'x)% /7 (x'x).
Por sir ~q < 1 v g o ocicricicet: T drtiorande s nc
£~
nzaative. Suran smos cue o pors Aladn oz #F oo fuers <1 Gltime miem

bro nulo. Per () wa(x'x / 2y) v (x'x) = dorlice va(x'x) =

K

5"
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Por lo tanto F(¢2(i'£) = KZ) + P(z'x = G) = 1. El1 secundo
sumando eS menor Gue 1 - m/K, por (E)., tomando traza en la
ecuacion F(I) = I se deduce que el primer sumando es < m/K,.

Esta contradiccidn completa el teorema.

Lema 2: La funcidn VY(t) tienc las siquientes propiedades:

i) Existe 7, tal que para tedo t: |!(3)'1| < A%

ii) Existe &, tal que para tode t t' !(3)'1 t < Ag

P1) Vm ()] 7 (8% = kg < o
E—bcn
~M

iv) ¥(t) es una funcidn continua de 7" en 0,. (tomando en o,

- o . |
la tonoloaia inducida pcr R™XM).

Demostracion:

i) Le (E) s¢ deduce facilmente (por absurdo) la existencia de

¢ > L tal cue nara todo z ¢ 5, vy toco t

PIx[]z' (x-8 < ¢} <1 ~n/K, - a/¢ (2.2.3)

(5]

dondc ¢ es la constante cuc acarece en (E). Sea b > 0 tc

(K2 - L ) UJ/KZ +3/2) > n_ vy Al > G ta ¢2[(cA1)2] > K2 - b

- -

Cado ahora cuelruicr t soin = = (i) €1 nencr autovalor

de ¥ = V(t).

fi~n

= z(t) 1 corrisroniicrte zutovector normaliza

do. Se¢ proecard cuc 1/e 5_A§; v usto gpreLtard (i) pues l/c = |!°1|.



2
Sujpongamos entonccs cue l/e > Al_ tomando traza c¢n

(2.1.5) se obticnc

n= £ u,(df(xt.vh)) (2.2.4)
v come d9(x,t V) > [z (x-1)[? /e, resulta

m2 £ 1(I2 (x-8)] > €) 4, (2" (x8)[%/c) >

> Pix|]z'(x-t)| > ¢} wzl(cﬁl)zl > (n/K, + a/2)(K, - &) > n.

ii) Sea S = S(t) cualguiuvr vafz ¢c V = V(t). Entonces(i) ccouiva
le a |§(3)'1| iy Y (2.2.4) sc pucdc cscritir
no= Eou,(lsTix - s7h)) (2.2.4")

Cade quc para céda x se cumplc

’;i: inflilf,fl lbz(lf_'i - il') = K2

rosulta cuc ner 21 Tucrema oo Converocncia de Leuesaue v

ner scr Ky, > @ cxisten Loy [/, rositives teo |s| > Ny implica

Y/
E infl..|<. ‘JJZ(I_l - s[) > n+2b (2.2.5)
-l

—
[
—

v por 1o taitc, si r~ara 21aGn t fucra |S(t) © t] > £y
ronizndo «n (2.2.%) = §(§)'1 vy s = S(%) 1 t. s¢ cbtendria

ur: contrzdiccidn con (2.2.4').
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iii) Scan ahora c(t) el mayor autevalor de V(t) ( = |V(t)]) ¥
z(t) ¢l cerruspondiente autovector normalizado, de modo
LUC €os yroscocumple ! L(E)-lu > |ﬂ|2/c(§). li'rlicando csto

cn (2.1.2) cucdea

£ uy(x-2]%/2(8)) (x t)(x-t)’

|A

ultinlicando 2 izcui rda y derccha ror z°' y por z ces

pectivaments . v arlicanic la dcsigualdad c¢o Cauchy-Schwarz.

De (i1) sc¢ Joduce cue Ag > |£]2/c(£), de mado cuc
11minft*wu(1) = o _ nropy 1c tanto nare cue (2.2.6) valoa

dele scr lirinfzﬁalglzlc(g) > 7. lo qua cruivalce 2 la tzosis.

iv) Es fdcil vcr ~u. cuande t recorre un compacte de RM,V(t)
.ll

s¢ manticnc on un campacto de 0, o sca. V()] y [¥(t)
). Fara

~crmanceon acotadas. Le soecundc s consecucncia do (i
probar lc¢ prircere, dade 7 > 7, existe per 1 Lema 1 un
tal cuc F(t,rl) < rl c s t e &,. Procedicente recursivamente
coric Al rrinciris 201 Toroveoa 1, roesultn tue para teds

t e :s ¥(t) < rl, ¥ a fortiori J¥(t)] < r.
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Sca ahora una succsidn En + EO‘ hay cuc rrobar cuc
!(En) + ¥(t;). Sea (n'} cualcuier subsuccsién, comc los {t,.}
estan acotadus, las !(Eﬂ.) estén con un compacto, d¢ medo cue
hay una suvsucesicén {n''} C {n'} y una !U e 0, talces quc
V(t ) » ¥y, Como Ta funcién F(t,V) c¢c © en 0, es continua.

N
y Flt oo ¥t 1)) = I para todo n'', resulta tomando 1fmite
) =

1. o sca, cue ¥ = V(t ). QED

cue F(t,.Y,

Teercma 2: Existe unz sclucicn (t).V.) cel sistema
(2.1.1)-(2.1.2). rdemas. t, dertencce a la cdrsulz convexa

dc¢l soportc ae P.

Demcstracion. Koy que prefar la cexistencifa de un ty tal

cuc

Euy(elx b, Yt (x-t) = 2. (2.2.7)

Ly
Sc~ entonces S(t) la raiz cuadrada simétrica dcfinida
positiva ¢c V(t). por ¢l Lema 2 (iv) s S(t) una funcién contfnua

de t. Puncamos para sinmplificar ¥(x) = 101(|£|) x Yy definamos

la funcidn 2:pM 5 My
6t) = t+ec (Jt] +1)E w(s(t) ! (x-t))
dond: ¢ ¢s una constentc real 2 determinazr luzac ceonvenicnte

mcnte. L2 funcidén © ¢s centinua. y 2hcra se nrrokerd ruc sc

vucde haller ¢ to rors alauna hela cerrada € sce €(6) CE.



Por el teorema dc punto fijo de Bbrower (Dunford-Schwartz,

L]
ot
<
n
[ =
©

1657) cxistird cntonces un t, e D tal que G(go)
nor 1c¢ tanto sord solucidn cdc (2.2.7).

Hotemos ¢n nrdinmer lugar cue 1im 3'!(3)'1£ / ft} = ¢
nor Lema 2(11); ¥ cuce ror Lema 2(#%:; es

1imin 's(t) e/ t] > Viminfo (t] / |S(E)] = b > O

#re £

y rcr 1¢ tantce

Mmsug, £ E v(s(8)7H (x-1)) / (2] «

< -t Mmsup,, Eou (IS(8)7F (x-t)]). (2.2.5)

tre

Por (2.2.4') hay un n > C tc ¢crs t cs P(|§_(£)"l (x-t)| <
< Sa) 2 p, dende s, es la constante que fiqura cr (D) (basta

tomar cualruier r < 1 - m/wz(s,?'.)). Como q;l(su)-) v, se deducc

de (2.2.8) ~uc:

Mnsur,  t' E w(;(g)"l (x-t)) / |t] < - b puy(sy) < 0. (2.2.5)

-—

Al primer miembra 1o 1lamaremss -¢ (con ¢ > 0).
Per le tante, core ¥(x)] < ¥ ccs x. rara c2da ¢ cs

Timsur, |t / |t] + cE v(s(t) Hx-1)1% <

<1+ cf k- 2e(boouy (). (2.2.10)
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Tomando ¢ bastante chico, el seaundo miembro de (2.2.1¢)

se nace < 1, de modo que existen d > C y ¢ tales que
Vimsup, 1t / [tl + c E v(s(t)™! (x-1))] <1 -4 (2.2.11)

Er consecuencia existe / tal que |t| < £ imnlica
|G(t)| < [. pues si no, existirfa una sucesién {t } con

|ty < n tal que [E(t )| > n. como 6 es continua, debe ser

nl
limsuo [t | = = ., y acemas |G(En)| / 1t 1 > 1, To cual contra
dice (2.2.11). Por lo tanto, nara al~in / es C(BA) C By 10
cual termina la demostracidon de la existencia.

Para probtar la secunda afirmacidon del Teorema, Scan.
C la capsula convcxa del soporte de P, (EL,EO) una solucion
del sistema, y b = inf dz(i,gu;ﬁél) de nodo que por (2.2.4)

xeC
es m > wz(b).

Si t £ C, cxistan un airerplano H gue separa t, ¥ C,
un vector z ortononal a H, y un ¢ > O tales cue z2'(x-t) > ¢
cqs x € C. .wltiplicande (2.1.1) por z' resulta = _
.- -1 -
0> ¢ Eugldlx.t, ¥5')). v ror (B) es P(d(x.t, V5') > sg) = 1.

y esto imclica que wz(b) > n. NED

2.3.- Unicidad

La uriicicag ac las sclucioice ¢s f&cil de -rohar rara

las ccuaciones oauc dzfinen los rerdmctrcs do1 modelo. o sca,

rara ¢l caso ¢n cu. P uvs la distribucidn subyacente. Se puedc

outener mavor cencralidad en la distribucidn con condiciones



"N
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mas restrictivas sclre vy

Teorema. Para que la solucidn del sistema (2.2.1)-
(2.1.2) sca Gnica es suficicnte cualquizrea de las dos condi
ciones sicuicntcs.

i) La distritucidn F ticne una densfdad f tal cuc f(x) «s
una funcidn dccrociante de [x|.
ii) La distritucién P c¢s sinétrica (o sca, P(x € A) = P(-x ¢ )

para todo btorclianc .\), ¥y ¢s nc decrccicnte, y m > 1.

Demostracién. Para (i) ciosta nrolar cuc p2ra todo t # v

¥ toda S nc sinqular

¢ j uy (187 Hx-2)1) (x-£) £(x) ¢x < ¢ (2.3.1)

Sea /i = {x | t'(x-t) > v}. tacicncde la transformacidn

¥=Tx = : -(x-t) +t v 1lamardo z(x) 21 irteorando de (2.3.1)
resultea

"
-
—
<
o
d
——
{>x<
1
jet
o

£ z(x) ox s (8 e 0 ) dx =

i [

- - | fern) g een waste o e

r

v nor le tante =1 ~rimcr nie’ re e (2.3.1) s
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[ ten) w8 e D (Flr) - feg ) ax
y esto =s neqativo, nucs x ¢ / implica |x| > |2t-x].

Comc 12 simctria de una distritucidn se conserva por

transformacioncs lincales. para (ii) basta nrotcr que cgs t 7 U

' Ep v(x-t) <

c

(2.3.2)

donde ¥(x) = U1(|£|)

I

tlicando Cauchy-Schirarz s¢ verifica

que cos a y L

(a-B)" (¥(2) - ¥(L)) =

v (lal) lal + v (L) fuf - ate Gy Ual)/]al + vy (R)/71L])

|v

(vy(lal) - vy (lu))(lal - [b] >0 (2.3.3)

d¢c mode que el primer miembro de (£.3.2) cs nulo sdlo si

't = |z] ]b]. o s22, si a v & son lincalmentc dependicntes.

|

Por 1o tarto, tonanie 2 = x-t, L = x, ¢l inteorando do (2.3.2)

s < Yy ovosiooloeriner miertoo s oauice, oto o serox lianel-

mentce cozondiont. con t o cov prezanilides 1, do cul contradi

ce (E) sim> 1.



Observacién: Para ¢l caso simétrico univariado, es fécil

verificar que una condicion suficicnte par2 la unicidad cs que

v, sea no decracientc, y que cxista Sy tq
v,(s2) > m, vy v} > 0, cn [0,s,]
21 s.,l » '.1

Pare probar 1o unicidad de 1a solucidon para las ecuacio
nes Gquce dcfinen los cstimadores -¢ sea, cuando P es la distri
bucidon cmpirica- no raracc aprovcechable el quc P seca atomica,

y por lo tanto cs ncccsario probarlo rara P cualquiera. ilatural
mente e¢sto rcouicre cendiciones m&s fucrtes sobtre las ¥y Una
pauta sokrc el tipo do ccndiciones requoridad sc pucde obtener

del caso univariado.

Lema* Sea x(s) = ¢ wz(sz)/ds. Las sicuientcs condicioncs
(F) scn suficientes para la unicidacd dc las solucioncs, si P

cumple (E). ¢n ¢l casom = 1.

(F1) v (s) > 0 rara tode s > 0.

(F2) Sea s; = sur {S|¢i(5) > 0}. Entonces  x(s) = ©
si s > Sy ,

(F3) Hay un 5, < Sy tal que wz(sz) >my tal que
x(s) / ¢i(s) ¢s estrictamuntce crecientc en

[0,52], v pe deerccicrnte con [© 51].

Demostracién Er .ste decmestracifn sc ronsidcrard vy




cxtendida a toda R como funcidn impar. Surconocamos qu2 haya
dos soluciones distintas (to,so) y (tl’sl)' ¢ hay inconve
nicntc on suponer cue tp = 0y S; = 1. Sea g(t) = E ¢1(x-t).
Entonces g{0) = 3. g'(t) < v pera todo t. y como por (2.2.5)
es P(|x-t]| < sl) > u, resulta o'(U) < 9. Por lc tante no

puede scr S, = 1 vy t1 # U, v cn consecucncia es t1 #F Uy S1 1.

= -

Para e [C, 11, definimos t(r) = t, r, S(r) = (1-r) + r Sy

1
z = z(r) = (x-t)(r))/S(r). Sca ¢ = -t / (51~1) = -t'(r)/S'(r).

Sca n(s) una funcién inrar nc decrecients doual a x(s) / wi(s)

para s ¢ [O. 51] v definamos
£(r) = EC-h(c) uwy(z(r) + Lo, (z5(r)) - 11)

Dado qua f(2) = f(1) = 0. sc oltendrda un alsurdo si sc

prueta que f monétona nc constante. Oerivinde sc ouwtione.
f'(r) = E{2'(r) [(x(z2) - h{c) wi(z)]} =
= -({s,-1/5(r)) E{y;(s) (h(z) = h(c)) (z-c)}.

Para todc r, ¢l intcgrando €s no neoativo, ¥ enr = 0
la expectacidn e¢s > 0, pues P(|z(L)] < 52) > U. QED

2 ) =

= Clwl(s)]2 -doence C ¢s cualauicr constante- nuc c¢s ¢l caso

Las condicioncs (F) s- cumplen oivizamente si wz(s

¢e 12 YPropusste 2 4c Huccr. Le demostracidn dadr acui es
ascneialments un celer 42 1a de Huber (1564), pde. 97. La
mismz idca parecc sor vdlida para ¢l cas> multivariado ocncral,

ncre aleunos ¢ talles <o la demostracién rasulten dificiles.



3 - PROPIEDADES ASIMNTCTICAS

3.1.- Consistoencia

Sca P una distribucién en AP cuc cample (E) y para la
cual hay solucidén Gnica (t, V) dc (2.1.1)-(2.1.2). sean
XysoresXoaen. variatlcs independicentes, todas con disttibu
cién P. Para cacda n scan P, 12 cistribucidn ompirica corrcs
pondientc 2 la nmucstra x;....,X  -c¢s decir, la mecice atémica

tal aue Pn({ﬁi}) = 1/n- y (En’ !n) una sclucidn de (2.1.1)-

(2.1.2) cuando la mcdida cs Pn.

Teorcma: 1im (t_, V
n-+eo

a) = (t, V) con prelabilidad 1.

Ccmostracidn: De acucrdo con las condicinnes del 'caso B"

de¢ (huber, 1967) basta prokar auc existc un compacto K C o tal

auz con nrocabilidad 1 1a sucesion do estimacorces (En” !n)

estén ¢cn K dosde un cicrto n en adelante, © se2
p T v K = ]
[Vininf {(En’—n) e K} 1

Estc ccuivale a 12 coxistencia de constantes Cl“ CZ’ C3 tales

quec con predatilidad 1

" .'..1 3 n
1imsu,n|Ln | < €. 11msu.n|1
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Para cace n scan S 1o raiz simétrica dufinida positive

de LI “1In

los corrcspondiantes autcvectorcs nermalizades vy En = EP .

S oeees <G lcs autovalerces dc V
< G ¥

z ce..2
n —=1n’ ‘=mn
n
En adclante se cmitird 21 sulindice n en todas partes. zxcarte
~1
. Re 1o au = Q) C = 'y .
E, ¥ P,. Recordemos auz |V m Y oouc |V 1/¢4
La ocneralizacidn dad~ nor Yolforitz (1954) del Teorema
‘e Glivenko-Cortolti estatlocc ruz, nord leos somicsracics
S C R™ se¢ cunnle con preizhilidad 1 que 1im Pn(S) = P(S)
n .

\

uniformemente ¢n S. o acul, ropitieondn 1a <comostracidn del

Lemz 2 doe la sceceidén 2.2 se rrucba fadcilmente le cxistencia de

, s Al )¢ cuc Lati 2ad U o =\
constantes Ay v A5 tales ruc con rroratililad 1 (rucs V v(t, ))
\ "l ;&.2
Mimsup, [¥(t) "] < A7, (3.1.2)
2 [ '1 p,|2 2
Timsup t' ¥Y(t) ° t < Ay, (3.1.3)

Para c11c¢ tasta tener o¢n cucnta quc per» cada z .t v ¢ > 0,
Tcs conjuntos d2 la forma {x ||2'(x-t)] < ¢ snr interszcciones
¢e c¢os scmiesracics, nor 1o tanto cxiste ¢' ta2l que con nrohali

lidad 1
1imsur supy surl£|=1 Pn{5| |z'(x-t)] < c'}

<1 - m/K. 2/e.

y ¢.oacui s. S.luce (2.1.2) sone en (i) ¢l Lem. 2 rienslazenls
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¢ por c¢'. Andlogamentc, so cdcduce del Teorema e !"olfowitz

que nara cacda e oxiste un cubko Q E_Rm tal cue probabilidad 1

liminf Pn(Q) >1 - ¢ (3.1.4)
Nac
y ror 1c tanto (2.2.5) valc uniformemente: o scva, cxiste Aé

tal cue |s]| » Aé inplica cud con protasilidad 1

11m1nfn+m En 1nf|”

<h) U’Z(li -s])2mo+ 2L

2

y (3.1.3) sc <denucstrz entences ioual que(ii) del Lema 2.
Con (3.1.2) tencmes va rrctacda 12 rrimera desigualdad
de (3.1.1), rues ¥V = V(t). fhore .asta rroiar la segunde,

rucs d-2 dsta v Jt (3.1.3) sale la dltima.

12, 5 s 2, e mede cue Sz = z/L. Se pru

Scan i+ = I\il ¥z Zn

bard cuc hay und constante ¢ > G tal quc con protabilidad 1,

cs 1fminf 't > c. Sean w =S ° t. ya sc vié on (3.1.3) que

limsur |n] < 5. dultiplicandc (2.1.5) rcr 2' y por 2z resulta

1= B, uy(ls e - wl?) (Loz'x - 2'w)? (3.1.4)

Sea 6 ¢ (0,1) nue luege se¢ fijar: convenicntemcnte  sca
€ < 6/(K2 + ﬂé + Kl)‘ Lol toorema doe dUolfowitz se deduce la
cxistencia ¢ un r > 7 tr] cul ¢ccn trolatilicdad 1 (s
limsurn Pn(b;) < e. P.nieniec nara aibreviar g = |S Tx - vl

resulta que para n grapdce ¢s, con nprabaiilidad 1
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11 - €y 163,) up(e) (b 2'x - 2'w)?] <K, e < 6 (3.1.5)

2

|E, 1(B.) u2(q2) (bz'x - z'u)" - E 1(5) uz(qz) (5'£)2| <

< E T (8) uy(e?) (232 + 2 ir ) (3.1.6)
E. T (B.) uy(c?) (2'w)® < e iy < 6. (3.1.7)

n

Sea Cg > Y tal cuc para o < Cq 21 scqunde mientre de

(3.1.6) sca mener cuz 6. Sea ¢ = min (cy: 6/r). y suponaamos

-

que lfminfn L < ¢. Pasand- a una sucsuccsidon {n'} tg bpt <€,

resulte de (3.1.5)-(3.1.¢)-(3.1.7)
YA 2 .

11 - (2'w)° € uy(n®)] < 38 (3.1.8)
y temando & < 1/6 s¢ ohticne do (3.1.3) v ce (A)

1/2 < (2'w)° E, uz(qz) < (z'w)* u, (V). (3.1.9)

2

Sce ahore S5 la constante dc (D) y p =1 -m / ¢2(sg),
quc por (2.2.4") cumplc P (a < SO) < p pera tcde n, con prola
Lilicdad 1. Do (3.1.6) s¢ deduce

u () (22 2 Coeoso) uy(s )2 u, N2

> 5wy (s.)/(2 up(ont/? (3.1.19)
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1

Por ctra partc, sc ‘cfinun las trcs variailes

-y
(1]

p = B T(E) up(e) (5 2'x - 2'w)

&)
L]

2 En I(Be) ul(r) S z'x

24 = En I(?r) ul(r) z

Lo sus respcectivas <ofinicicncs so ¢ ticne cuc
|a1| < e K <éy nue |e2| < Lr < 8. “ultirlicance (2.1.%)
rFer 2°' resulte

i=ay; + 2, - 2z yrer 1o tante |ag| < 28

rhera restan ¢y osuman s 34 dentre Jol méZuls, y rcecr

‘anle (3.1.3):
1imsup |En ul(c) 2'w| < e |z2'] + |a3| < 36 (3.1.11)
Cc me ¢ ecuc temantc, erer cjompl0, 6 docual al dltimo

mizrLre ¢ (3.1.13) divi“i'c =er &, sc oltisne una contr2 dc

cidn entrc (3.1.11) v (3.1.1.). NED

3.2.- rrno2lilc sintética

vr>  cuirarar 12 ncotacidn enn 12 0 (HPutir, 1.€7) so

sscrilirdi aen“riczmint: 0 = (t.V). S.cn 84 -1 eenjunto 12s



matriccs simétricas Jde mxm. ¥ 0 = 6, X 93 2 0. Se utilizara

v

cn 0% {(y per Tc tante wn @) Yo nerma je| = odx (|t]. |V]).
Sca ¥ la funciin de " x e eno . ¥ (x.8 ) = (¥, (x 8) v,(x.0))

definida ror

v (x.0) = u (x5 1)) (x-t)
v, (x.0) = u(af(x t.¥ 1)) (x thet) - ¥

Scan P 1> distriiuciin suiyacente y Xx(eo) =(A1(e)_ Az(e)) =
= Ep ¥ (x,8), de nodo cue €f rarduetrs 8 o ostimcr estd definice
rcr A(e’) = .. Si Fn es la Jistriouciln cmpirics cecrrespondien
te 2 una rnucstra de temaft n, ¢l ostincdrr e; = (En’!n) cuoia
definide rur B ¥(x.e%) =

n
Farz J = 1.2 scan

Li(x.0,8) = sup{]¥ (x,0) - lI’J-(_X_,e)lllf’l - 8] < 6},

Pira rrcwnr 1z normalida !l 2sintética. nay cuc verificer
1as cenficionas (1-3) o (Mucor, 1L37) 8. 227 ' saber, Cue

cxistan ~, o, ¢, 6~ resitives toles ~ue rora §J =1, 2

i) [x(e)] >~ fso o r v o] <8
1‘i)ELj(5;e,5)<ua o loa -0 | + 8 <6 (8> )
iii) E C3(5,6,6) <c$ ar le -6 ! + 6 <8 (6> ).
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Sca (LA)e

cr®@” tal gquc rrra (RD) e 87,

Ta derivida “¢ X vn 8, r s2a ¢l creraldor lineal

L

[3)

@
[}

e + (1.1 - afe) = (3 (n.0) + o ([(n.1)]).

8
E1l Coralaoric d¢) Lene 3 oo huier estoisloce cue si se
Tcumplen(i). (i) y(iii). y si (:A)e ¢s ne sinoular, 1o cisttd
2 - . 1/2 * - . . . [y
cucicén 1fmite -c n (en 6 ) @s normal con moudia o ¥ matriz
;1 C ('A)él' denle £oes 1a matriz d: covarian
zz de la variallc ¥ (x.0 ).

23 covarianza (oA

Par> sinrlificar 1a cscritura, se¢ c-nsiccrard sAlc 21 caso

Jda P oredizl.

Terureria: Si las funcicn:s swj(s) (j = 1.2) scn zcotadas,
y P tiune densidad racial f tal cul E?wi(lél) / s) > . rara
tcde s > ., ontonces nl/z(e; - e‘) tiecne Sfistriiuciln 1imite
ncrmal  y toy Vo osen asintéticamentl in‘erandioantes.

—N

cemestracidn: Fars obtoncr (1) y(194) s calculardn 1as

derivadas Go ¥q ¥ ¥,. Scoescritird oon viz oo d(i,g,g'l)

= -tz v hxen) ¢ () R Tkt (xet ug()/(20) -

- uy () h (3.2.1)
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(0 ¥,), (h,1) =

coro las funciores s&é(s) v wj(s)/s son acotadas, también
las wé lo son (j = 1.2). Tenicnlo en cuenta que |x-t|/d < Illllz,
es facil ver ~ue hav constantes " v 2 rue dependen sélo de |V|

y de |!_1| tales cue

[0 ¥y ()] < alzl + 5 | (3 = 1.2)
v del Teorcma del Valor “udic (Cartan. 1.72) resulta cue si o
permancce ¢n urn ocomracto. cxiste £ > 7 tal quz, rara todo X,
Uj(i,e,d) < b &, de donde rosultan obviamente Gi) y (id).

"liora, si P es radial. cs 0 = (v, 521) donde s ¢s alguna
constante. Te (3.2.1) y (3.2.2) s: obtiene, usando la simetria
de P v el heche de ruc u&(r) = (xé(r) uj(r))/r para tode

r >

(hal

1]
~~—
m
c

-
—
s
~
w
Set®
—
|=
——
x
St
x
~
b
n
[ ==}
-+

(€ ¥y, (hs)

P iUkl /) L) s /L



/s o+ ) (3.2.4)

Para precoar (1) Lzsta Zcmrstrar cue (D\P)e es ne sinocular.

Ce (3.2.3) y (3.2.4) sc lecduce ~ue las “Agriva ‘as rarcialcs

aAI/a! y ax_/3t scn nulas ¢n ¢ . “c e roe es suficiente rrciar

2
cue Ins trerat ores D= (9 /3t), v D,y = (3x,/0Y), son nc sin

t YoRv T

—_— N

=l

qulares.

C:me f os ratial, |x| es inderendiente "¢z = x / |x|, ¥
estc G1tim  vect - r ticne fistri uciln uniforme s irc la sunerfi-
civ esfirica {|z]| = 1}. ‘wltirlicand (3.2.3) r'r h', y tenien!~

en cuanta cuc E(:l'g)2 = |g|2/ﬁ rar: tol h, resulta
h'Cypn = -1(1 - 1/m) Eu (x| / s) +
#(1/m) E oy ([x] 7 s)1n)? (3.2.5)

y estc es necxtiv: pora todo 0 # L, 1o cuc rrueln que Do oS

1t

nc sinaular.

“hera 1lamarem:s - a2 1e exrresiin cn (3.2.2). es decir

'_'"921;..-- L+
"n.i¢
= E U'Z(I_&Iz/sz) Ix|"/s



Loicmos prebar qus ! = . sble si {0 = 5. Usando (2.2.4)

recsulta

-,

A= Eoup(xl?/s?) [x1%/s% - € uy(1x]%/s%) = ¢ - m (3.2.6)

donde ¢ c¢s aladn ndnzro ncsitive, por (2.2.4) y (D).

Para calcular L. rrobaremss ruc cus autcvectores coinci
den con les do o, vy calcularcrios los corruspondicntes autovalo
res. Cenvienc rroeviancnte disroncr do oun rosultado. S ox ticne
distribucidon ncrmal radial. v £y €S cualeouier victor deo lcnai-
tu¢ 1, la varfable y = (&'kl)z/lilz ticne distribucién Beta con

pardmctros (m-1)/2 v 1/2. v "st. rosultado sicue sicndo vdalido

cualouicra sca la tistriruciin (racial) d¢ x. pues v = (5'31)2,
y la distribucidon ¢z z ¢s sicnrre la uniforme. Cc acuf sc obtiene
¢entences cuc

E (5'31)4 =3/ (m(m+2)). (3.2.7)

Do ¢ste altime so dilucc tcdavia rur si ¢, €s orteooonal

a ¢, ¥ ticne leneitud 1 os
[ 2 [ 2 ’,
E (z 51) (z 32) =1/ (n(n+2)). (3.2.8)
Scan cntcnecs EPERE P (i =1.....m) Tos autovectorcs dc

v Jus corros~oencicntes autivalores, -t nodo cue peniende

z; = 2'gs (1= 1.0, m). Ta cc.ricnada k-8sima del vactor U ¢

cn la bas: {11:""3m} r.sulta



epy

oo
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Cinc la districuciin d& z s ratial, la distribucién

conjunta e (rz., *z, ...;izm) +s icual a la <o z, para cual

1)
cuier combinaci’in d¢ les sierns +  cn consccucncia. cuanco
j # k sc anula la cxprctaci“n dontr: <2 la sumatcria, y nor

cnae ¢l primcr niombro.

Estc rruiia cuc caua ;j s autcvectrr de U, con auto-_

valcr

" s m
, = . b z_ . = .+ 2 2. +2) .
u izl as z; zJ (izl a, J) / (m(m+2)

Unicnde cste Gltime con (3.2.C) sc =btienc quc les £

1

son tambiin lc¢s autovectorcs J¢ ', con autovaleres

n
v = [(c-m) ¥ a; + (m2+2c) aj] / [m(m+2)) . (3.2.49)
i=1

Hay cu. rrcoar cuc si lcs ”j sen toans nules, les aj

tambiZn 1 son. Si ¢ = o, wstl fichc s cLvic rar (3.2.9).

Sic#m, 2] sistcme <& ccuecisn:zs {(orn las aj) ¢adc ner

t, = (j 1.....m) v cruwivalonte a

J

cen € = (m© + 2¢) / (c-n). La natriz = Jo oste sistema tiune
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coeficientes bij =1 + Céij' Por consideraciones de simetria
se deduce cue los autovalores de : son C+m v C (con multipli
cidades 1 v m-1, respectivamente). Como ouviamente amicos son
distintes ce cere. ¢l sisterma ticre sclucidn dnica v esto
termina con ( i).

Fara ccmpletar ¢l teorcra: coro la cdistricucidn de z
es iqual a le d¢ -z cuaics~suizra scan i j k e {1,...,m}
es L z; zj z, = . Por 1c tarto lz covarianza entre cualquier
comronentc . !1(5,6:) v cualauicr cleento do [2(1,6:) ¢S
nula, y <n censccuencia la matriz C oo covarianzas cc ¥ y
la (.'.i-'A)e rcspectivamente, se rucdoen roprescntar en bloqu:s

A\

ceno

.,
C

A
—
*

[T

‘ C

5
o

—-—— e e
' h

donde A y L son las matricis c. covarianzas dc v ¥, res
‘rectivamcnte. Por lo tanto la niatriz do ccvarianza asintdtica

de (£n’!n) SC nucGe cscribir on Llonuz como

b e



y estc prucba quc ﬁ Y !n son asintoticamente indcrendicntes.,
Para calcular ¢n &l proximo capitulo la distribucién

asintotica de¢ En’ noterios que ¢l scoundo miembro de (3.2.5)

depende sdlo dc |n|, ¥ per 1o tante Bj¢ @S un ndltiplo csca

t
lar dc I. y 1o mismo succde con E Y, ¥, ror simctria.

J sea
Ljp = -0 L v E oy, ¥ =al (3.2.10)
con
a = s° B (Ix1%s%) 1w (3.2.11)
v = B lug(|x[/s) (1 - 1/m) + wq (|x]/s) / ml  (3.2.12)

v la matriz dc eovarianzas asintdtica dc t, s cl, con

c = a/bl.

3.3.- Robustez

Para comparar cuantitativamente ¢l compcrtamiente de
distintos ¢stimadcrcs pera nucstras arandes, sce utilizaran,
adermds dc los varianzas asintéticas ealculadas rara varias
distritucicnos, ces indicss d. raobustcz intrccducides por Hemocel
(1.€8): la funcifn dc¢ influconcia ( influcnea curve’) v la cota
de corrunt. (orcakeoern Lound .

Considcrande un cstimacdor T cualoui.ra ccmc un funcional

T(P) srbrc .1 .sraciz ¢ les rm.didas d: nrcoabilidad P cn

CEC
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2 = R7, con valores on un cspaciv dc pardmetros 0 (quc ccinci
cide con R" cuandc T es un cstimader de 1scacién) se define
la fuhcién dc influcencia dc T, para la medida P, calculada en

¢l runto x ¢ Q:

FI(x) = FI(x.P,T) = 1inm

e+

{T{(1-¢)P + es, ] - T(P))/e

dondc 6, s la rrotabilicac concentrada on x. Es decir quc
FI(x) d; una idea d¢ la influzncia que pucde toner sobre T
una pcoucia acsviacién di1 "modcle’ P, ¢n la forma de una
pcoucfia centaminacidén on x.

Para calcular las funcioncs ce influcncia do nuestrca

c-cstimador.s sz cscritird, pera una F fija
0= (x,e) = (l-c) P +c &, (3.3.1)
Cesce ahera supondremes aue s2 cunplen todas las hipéte

s$is dcl Tuercma dc 12 s_ccién anterior. Exprosande (2.1.1) on

la notacicn ce dicha sccciér, v toniendoc ¢n cuenta ocue

Ep }1(5,9*(P)) =, v ouz 8*%(P) = 6. = (..s"I). rcsulta rera
cacdz x (poniends parz abroviar & on vez ¢o f(x, .¢))
_ = Er o ¥(x.8%(0)) = (1-€) Ep y(x o*(r)) +eyy(x.,0%(n)) =



Y

y tenienco en cuenta (3.2.1.) se obtiene, haciendo € + .+
S -1 .
FI(x.8F) = - By yy(xie)) = vy (ly 1/8)(s/t) x /1%, 1. (3.3.2)

La funcidn de irnfluencia de \ se cbtiere de icual menera.
pero la expresion no rcsulta nuy manejasle.

Una mecida numérica <c¢ rolbustez gue se obtiene de la FI
es la 1larada ror Karrcl sensitivicdad para errorcs croseros

(“eross arror sensitivity ') definiga cono
SEZ = SEC(T F) = su,'.\x |FI(§,T_F)|

cue cxyresa la maxira influcncia cuc pruede t.rner una pecucia
desviacién del med=10o P. En nucstro caso resulta cde (3.3.2)
Gue SEZ = ¥, s/o.

La cota de¢ uwerruns: dc T en P uxerasa cuénto se puedc
unc epartar del rocele P sin cuz2 el zstimador sc¢ desguicic,
s decir, doje de dar informacién scbre ¢l rarémetro (como
caso tipicc, rara estimauores de locacifén Sstc couivale 2 la
proporcidn cc masa cuc sc¢ ruedz celocar en = sin gue T tamiién
s¢ vava a =). En nu=stre caso. ccnsiderande ¢l cstimador como
un funcjonal sourc las pro-atilidedes. la definicidn di. Hanpel
(1v71) sc¢ pucuc exrresar ceme sigue. Sca it la wistancia dc Pro

.- S -
\

SOPOV sGurL VEs Lrooo L dsadlr o on Qo= cotencls e occts <
derrumic €% = 8§*(T.7) es =1 surrcme ¢ les e € {o,1] talcs cuc

oxist. un ccmracte KE contenico estrictamcnt: ¢n 0 tal auc



A
i

n(P,C) < ¢ inplica T(r) ¢ K_. S¢ buscard una ccta rara 6*.

Sca €* = ¢*(T,F) ¢l surrcemo d2 los ¢ € [.,1] talcs que
¢X: Ctc un comracte Ke contenilce estrictamentc en o, tal quc
Tleux, €)] e K para tede x,. Es ficil rroier aue niF Q(x €)] < e,
vy ror lc tantoc 6% < e*.

Fara acctar <1 e* dc 8* = (t,V) s. usard la ccuacidn
(2.1.5). Forivndo t = t(0(x ,e)). S = S(C(x .e))., z = sTlx. t)

RV

v reecrdantce cue le metriz ool dintoerendo ¢s scmidcefinida positiva:

[ =E

L= B oy w0 e el®) (st e (s

2
> e uy(fz]®) zz'.
<ultiplicanio ncr z' y por z, se obtivne cuc

1> evy(lz]).

fhera. si e < e*, cuanie x +» =, (t,S) rurmanzcc n
X 5
[}

un compacte, y r.r le tante z » o uL node cuc do la @ltime

fCrmula resulta cuc e dals ser mensr cuo 1/K2, y pcr 10 tantc
e* 11 / Kz- (3.3.3)

Per ~tra parte, tomanpico X < v nctanc~ oux «n ¢ste

caso ¢s t(0(x .e)) = - <« (¢.2.4) sc niticne



i (-

= !2 X l"l -
"7 Bo(x,e) Vel OLEY ) -

= (1-e) Ep w,[e9(x. 6.V )] < (1-¢) K,

vy ror 1o tantr- 2000 ser

e* <1 - m/K2 (3,3.4)

Do (3.3.3)-(3.3.4) rcsulta

6% < e* < min{I/KB, 1-n/K,} (3.3.5)
y ccmo K, > n, rasulta on definitiva

§* < 1/(m+1) (3.3.6)

Je mode cun hay unz cct2 rera 8% quo ne cepoende de las funcio
nes v, clceiaas, S vicn la cotza Co currumbc axprcsa 2@l comnor
tamicnt~ dcl ostimalcr on condicinsnes nuy cxtromas, y per 12
tantc su valer oxacts no ticn. ror cul $cr trrpade 2l ril di

la letre, ¢l hech” 2 cuc r2ra - aranan 6% sca incvitaclemente
rcruciio sciiela una fificultal cuy~ sianificalc rreciso halrd
ouc investirazr mis detallodamont...

Liscrvacifn: BC 175 rosult: ts wxruustos ror Eampeld

(1.6t y 1:71) s. tuseronie cuc al men.s more o= 1
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§* = ¢* = nin {1/K2£ l~n/K2, 1/2}) (3.3.¢)

Infortunadamente Bompcl ne exrlicz T1-s detalles de la

cemustraciin.,

3.4.- Eficiencia asintltica

En cstz sceciln s. cemnarar 1as comp:rtemicntes 2sinté

-

ticcs = Jistintss cstimzdivres 0 lecaci’n rzra vari:

3
L
[
-
L7

tricuciznes raciales. S rrosuntaran dos familizs de cstimads

res:

i) L2 “Pripucsta 2" <. Fub.r, “cscrinta cn 2.1. Papa no aumcn

tor uxcesivamente 1 namcrs d2 estimaleris 2 cconsiderar,

s tomf k2 = k,. Fara rormitir 2laun2 comparacifn antre d1s

tintas <iminsicnes, sc consilor® mejor raranctrizar la fami

1i

v

con p o= F(|x| > kl) (Jend2 P 2s 12 normal radial stan-

daril) o s2a, la ‘rroezeci®r C¢ winscrizecifine, ¢l cstimader

s¢ indica c.n H(;,m) H(p). Se¢ censiceraron 12s valores oc
r

P: .5 .3y ©.2 (cue cuant'r m = 1 corrzsronder aproximada

mcnte 2 12s val-ris (¢ k1: .7, 1.0y 1.2, tres 2 12s valge

rcs excminc<os en (Andreus v octros, 1072)). Tanbién sc in

cluvd ¢l cos: limite =~ =1 (¢ sec ky = .). es decir, la "m

.
d

-l

anx , €on k2 # ¢« cudlquicra.

Como st fomilia ostd caliirada® pare la neemal . para

~nN

1}
e
.

tstar Cistribuci®n sird sicmrre s
1) Estimad.r ¢ mixim. verssimilitut nopa 12 Jistrituci?n de

Stu'cnt raltial ¢-n g arwlos 2 lileortal. Uofinide on 2.1

o

o



se 1o indica cen (VST(a.m) 2o i"VST(a). par2 1cs valores

¢ a1, 2, 3y 5.

For comecdidad se na rreforilds ne calitrarlc: ;cra la

nermal.

El cimrortamicnts Zc cstes dns familias sc lescrile on
la Tatla 1.
Fara comnletar (1 mapirama, s incluirdn en la c¢-mpara
ci’n:

iii) Estimatircs e 1ocaciin tasai's en 17 anlicaciin cooriena
d2a a2 ¢ crdencida fooun cstiral.r univaria i, Sc¢ utilizarédn
ceoesta forma DVST(5 1) v K(l.3.1) (eleeiscs r.r tener
c nrrtamicnts scmejante rara la normal). Los resulta“ns

s¢ cxhitcn ¢en Tacla 2.

Lrs distrifucicnes cloermidas s n 12 nirmal, inticadla crn

£\

G u(m) y la familia ‘e Stu.cent raliel cocn oo aralics e licer
tol, inlica‘'a ¢.n ST(a) & ST(~,m). Esta familia sc cligi® p.r
vari-s notiv -s:

a) tient une goma cmplceta ¢ “icsadez e czlas ., ¢c:n 1la ncr-

1).

nal en un axtrem: (g = =) y Caucky zn 21 otre (aq
L) por ser ¢ 12 forma "idormal/Indereniiente”, las marcinzles

s*n ‘¢ la misma famili2, 1. cuc rormitc 2lcunaes comraeacic

nis entre listint-s valorcs ‘o om.

¢) la ferme an2litica scneilla !z las ‘ensi“2.c¢s hac: 1Ins

ats oS, St ocxleelar

v

=

cilcul.s numiric s iast.inte t
1a ¢t ¢ Fa Crunir.
T- s 1 s astima’'"ros ¢n €°nsi =r-ci™n tionon Listriu

ci”n 2sint®tica nirmal c.i me ia _ y mxtriz ‘c c vrrianzeas



Y.

"= c¢l, o m 'r cuc cste nimaerc ¢ = c(t) -quc coincide con la

varianza asint”tice e cade crorognacde 2t v con tr /my con
cot VYU conticne e inf- ;-

(cet J)7/"- eonticne t~ 2 12 inform2ciln necesaria para comrarer
1os estimaZores, scrd 1lama’  “varianze e t. En las tallas quo

siou.n se ¢xhiten las "_eficicrcias® e 1os cstimalores, ~Lteni

~as Jividienit la varienze J¢c t ,or 1z 21 estime i r {c mdxima
veresimilitul! "¢ 12 distritucin corrcs’ n'iento.

Estc ~rice’imicnts s sorfoctamente natural tara comrarar
1.8 “~ostima’_res cntre si, -ucs ~or ser &st's couivariantces
ror transformacicnes afincs 2n general, le cficicncia ralativa

Je 7cs ‘e elles sare una Jistrilucifn radiz2l ) Jcronde sale el

(W] -

¢ Cstx. vy 5 1~ mism usan cm criteric tr U7 et .

tir.

En camiiz, la cficiencia "¢ 1-s cstima” ras(iii) .crun’crd on
general el criteri. aque so use y e 12 rolaci®n cntre las va
riablcs. seqln rr % Lickel (1S64) »ara 12 me'iena v ¢l R-csti
ma v e botgas-Lzhmtnn 2. lica . enorlena’a a € trocnae on
s “imensi ones, si s utiliza ¢l critori ‘21 Cct2rminante,
le eficicncia Cc est:s estima. recs rasrect” 2 12 melia mucs
tral en ¢l cas: nermal ticnt'e a2 cere cuan’ la ccorrelacin
ticne 2 un~. Fr 1¢ tante, 21 limitarn:s 21 cas- railiel ncs
¢ 1'cam s =zn 17 situsci’n més fav relle ora cstcs eetimal -
r<s, si se usa ¢l criteri- :1 ‘ctcerminante.

En la Ta®1a 1, junt- ¢ n las “cficiencizs sc .2 T2ra

§* <1 val r (3.3.5) ( <V (3.3.8) ,cry o= 1), ¥ una ne'i ‘2
_— l

'C sznsitivi-'a’ Cceuivolonte =~ SEF, 2.2 or SES = SECT/n;.



Esta transf rmaci®n ~uc'e facilitar alaldn cra’':s de comyara-
ci“n cntre Jistintcs m. Bescrnczes la mancra ‘¢ calcular da
funciin 2 influcncia -y ~2r 1~ tantc 12 SENS- ;ara cstime:is
res de tipc(iii).

Les varianzas sc rucicn s"tenor le las tatlas multi; 1i
can.'s las ‘'eficicncias --r 1a varianza ‘e {)VST(n,m) .ara
ST(r,m), ruc cs 1 + 2/(m+a). Fars crm-arar ¢crn la me.ia: la
ara ST(a,m) cs gq/(a-2).

varianza ‘e 3asta

G'scrvaci®n 1: Calculan's (3.2.11)-(3.2.12) _;ara H(k.m)

¢r el cas. normal crZcir n cu. s = 1- v hacien't lueq-

-

k » sc .tiong que 12 varianzs ¢ H(1.V) (m > 2) rara la

Var = 200(n/2) / C((r 1)/2)1% /7 (M1 1/m)°)

cuc ticn - a1l cemm > =, 10 cual oxplica 1a 21ta coficioncie

o H(1.0,m) -y o forticed 120 2 1os Jomds E(y om)- conomoeran

'e. Memds, no oos Jificil vorificor cuz VAR SENS.

J

il" so c.rsiena o1 valor o 6*%(H(1.0)) pur .cpoenocr Iste
2} cstima ~r - cscale us:

Q.scrvaci®n 2. iv"tis. fuc mara ca ' m, 21 variar a, los

val~res "o SENS v ¢ 12 variaznza asint”tica .o .VST(o,m) cn

12 neemal . fisrdinuvin simultircemento, hast> alcanzar un nunt¢

(18
=
~y
[ =
r

’
(@]
3

n
e

csrerar SENS vacive 2 oumentar (osc orunt

-

cst® on alrun-s ¢cos s "~storte nis 2117 o oso=2 B v o2 ST oNc

vy

1's val-r.s n). ‘¢scarten 12 r sibi

11 = coUun oirrer Tt ciicul esto hrcn oroisvlta ctstente sinoular,
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Deoficiencia y rebustez asintHticas dc #iVST(a,m) v H(p,m)

TroL)

1

-51-

HYsST(1)
“VST(2)
IVST(3)
VST (5)
H(1.0)
H(L.5)
H(v.3)
H(L.2)

©VST(1)
VST(2)
VST(3)
PVST(5)
H(1.v)
F(..5)
H(y.3)
H(u.2)

ST(1)

l.vul
1.125
1.333

1.234

1.uui

ST(2)

1.033
1.uuc
1.023
1.112
1.20,
1.035
1.C55
1.172

ST(3)

1.116

—
[

—
[ ]

1.¢00
1.:22
1.071
1..31
1.061
1.12%

ST(5)

1.24C
1.C73
1.062¢
1.Cul
1.301
1.437
1.uL5

1..37

MORiMAL

1.312
1.184
1.,u92
1.571
1.145

1.09y

1.537
1.279
1.17¢

SEL!S

2.11Y
2.128
2.465%
1.502
1.82¢

2.1v2

[ Gl

2.5066

2.278
1.63y
1.533
1.6uLY
1.273
1.515
1.852
2.074

6*

U.5uC
v.333
0.250
0.167
0.5u0
U.50y
C.5CC
U.412

J.333
u.250
v.20U

v.143

v.3€1
0.241
v.248



m= 3

YST(1)
CVET(2)
VST(3)
CYST(5)
H(1.0)
H(C.5)
F(..3)
H(..2)

FVST(1)
VST (2)
TYST(3)
JVST(S)
h(l..)
B(..5)
H(..3)
b(..2)

ST(1)

DY) = e
.

[p%]

.ubl
.172

.¢33

ST(2)

ST(3)

1..066
1..12

1. 0w

1.ut¢
1.125
1.177

ST(5)

1.15¢

EORGAL

1.4490
1.258
1.17%

1.173

1.u01
1.031

1.132

1.723

SEI'S

[a—ry
Cc
~

[
w
Lh
(o

1.58¢9
1.3€2
1.261
1.132
1.336
1.5647
1.735

()

6*

.125

.253
.2J9

¢.163

2un
L1567
.143
111

.1.5
.1€5

L1406
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ST(1) ST(2) ST(3) ST(5) HORiiAL  SEMS &*

m= 6

HYST(1)  1.oiv 1.ul¢ 1,043 1.581  1.287 2.792 (.143
VST(2)  1..32  1..tu 1...7  1.031 1.203  1.73&  4.125
SVST(3)  1..3%  1.0%Y  1..uf l.ule 1.155  1.413  ©.111
NVST(S)  1.25Y 1,053 1..13  1.9uv  1.1.1  1.21.  «.9sC
H(1.7) 1.327  1.127  1.447  1.415  1.366  1..8¢ ---

H(%.5) 1.726 1.252 1.126 1l.u44 1.v3c  1.266  v.136
H{..3) 2.073  1.375  1.1¢8  1.581 1.C15 1.44u  u.117
H(v.2) 2.365 1.469 1.252 1.1¢%  1.uuY 1.591  u.1l6

CVST(1) 1..°¢C 1..1C 1.022 1..43 1.18¢ 3.679 J.o90
SVST(2) 1..18 l.o00 l.o04 1.018 1.101 2.145 o..83
7

.

VST (3) 1..55% 1..4¢6 1.0 1,000 1.125 1.652
(VST (5) 1.152 1..34 1.u0¢ 1..00 1..51 1.285 v.ub6
H(1.") 1.337 1.147 1.473 1..24 1.451 1.051 ---

H(i.5) 1.787 1.305 1.1656 1..73 1..15 1.188 L. .86
H{..3) 2.7 1.722 1.24. 1.112 1...9 1.335 u.u75
65

[
—
8

—
¢

(S a]
—
N
(8]
[y
[}

H(c.2) 2.352 1.6.. 1.2:2
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beficiencia esintotica de .VST(5 1) v H(L,3.1)

m = 2
VST

VST

ST(1)

™)
S

2..03

2.571

[ab]
C
C

i'cta: Ce la Tatla 1

y de H(..3,1)
1.7.2 v 1.7
\..5\4‘--J

ST(2)

1.238

1.217

1.324

1.3y,

ST(3)

—
-—
"

e

1.331
1.331

ST(C)

1..37

i..41

1.1c.8
1.134

1.17¢
l.10¢

sc ootienz cue los deficiencice de WST(5, 1)

Trarc

rara tede ™

i2a normal m-variada son

tamt ien para trdo n.

v los risrectivos &§* son

resnectivamente,
107 y
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G - UESTRAS FINITAS

.l.- C3leule nurérico dc los cstimadores

Definamos F(t,Y) cormo en (2.2.1), v ademds las funcio

nes F° y 7 de 0 ¢cn 0, ¥ dc 60 «tn 0, rcsrectivamentao:

2 1
Fo(e.V) = F(£.¥)y b F(t.Y) (¢.1.1)

e(t.¥) = Eu(dlx.t.¥ 1)) x / Euy(elx t.¥7h)) (4.1.2)

de modc que (t,V) ¢s sclucién e (2.1.1)-(2.1.2) si y solo

si cunrle

V) =t y F(t v) = v (.1.3)
o bien
f(t.¥) =t ¥ Fo(t.y) =V . (4.1.3")

far: calcular (t. %) cuands P s una c¢istrilucidn cmirica
se eliaid ¢l siouizntc mitode. Se rarte ¢¢ una aproximacidn ini
cial (t .Y ) y en forme rccurronte se calculan (t, V) mediante

las formules



<
()]

Vorr = F(ELV) (4.1.5)

o kicen, ¢n vez dc (4.1.5)

Fe(t .V (6.1.5")

Ypa1 © -n —n) )

Ouviamente. si (t .,V ) tiene limite, estc serd nccosa
riamente una sclucién. ¢ hc rodide ~rrsar csta converaencia,
nere la o verificade cmpiricarients rara amtos nrococimientos
en tedos los oxrorinmentos nuwéricrs rcalizados., E1 mdtede lasa
do en (4.1.5') mostré ser Lastente mds riridce guc ¢l cuc utili
za (<.1.5)., csrocialmente .n nucstras do distribucinnes de cclas
laraas. v ror rstc motivo fuc adentadc narae la simulacidn dis
cri~to zn la szccién siauicnte.

Estz forma d¢ rescolvar la ccuacidén :sté insrtiracda cn cl
alaoritmo dacdc con ~Zaina 17 do (7ndrows v otros, 1572) para
VVST(1,1). Preteblemente oste mitode ¢s un tente “inncnun- v
puUcas scr nejoradc, nere ne ho tonide ticmre e hallar un algy
ritmo mis saofisticaco.

Cemc todas las matriccs ru araricen son simétricas v di
finidas nrsitivas, ¢1 ¢cdlculr ¢ las invcrsas y de los distan

cias dz(i,g,l"l) se haco mediwnte la facterizacidn dz Chnlaski.

-
4

S¢ temaren ceme (t Y ) 1 modis y 1z matriz do covarian

-

zas mucstralos. E1 nrecocimiorte ditorative crntinda hiasta guc

Tcs valores absclutes <o teces Tos Jdumentrs doe t 0 -t Y

3 - ©Macen rmoncros cu una ¢ ta profijaca.
¢ V. V, s nacen neros cu 7 [ J
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4.2.- "8todo de .onte Carlo para varia:les ..ormal/Independiente’

Para comparar los comrortamientos de varics wi-estimado
res rara muestras de tamafio n de distintas distrituciones ra

diales, hay aue tener en cuenta que, por simetria, la distrivu

cibn de t = t es radial, v por lo tanto tasta estudiar la dis

tribucidon de |t| ademds (si n ne es muy chico vy la distritucidn

4

de 12 muestre no tiene colas demasiado pesadas) la distriiucion

172 |2

de n°"“t deliera ser aproximadamente normal, de modo cue n |t

2

serid arroximadamente un miltiprlo de une x° cen n zradgos de likter

tad. Fara comparar los cstimacderes Lastaré cn consecuencia cal-
IZ

.

cular alaln rardmctro de cscala de la distribucién de n |t
Los valorcs qu:> se decidié estimar son.
. . , 2
i) La varianza': v = En |t]|" / m.
ii) Pcrcentiles cxtremos de la distribucidn. convcnientemen

tc normalizados. Scin Er ¢l nercentil 1l-p de n IEJZ, y
2 2

n

con m crados dc litecrted. Sc define la 1 pseude varian

x- €l corrcspondiente percertil de la distribucidn x

22’ como Pvr = Er/x?'
Drvigmente, pera estimar gp s nccesario estimar primero
dc alouna forma 1x funcidn dc distritucidn G dc n |_t_|2 y
luzeo intcrrelar.

i1i) Para tencr una idea de la normalicad de las celas del
cstimador. s¢ definc ¢l indice de ne normalidad
Iﬁﬁrc = er / PVq, dende r < ¢. Estc indice vale 1 si
t es normal, vy scrd mayor cue 1 si su distritucién ticne
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colas pesadas. Su irmportancia racica en ouv la comparacién
a2 través we pardnctros de ascala tienc un sentido claro
s6le si las distrivucionces de los estimadorcs son arroxima
damente del mismo tinc. y per osc irport: verificar csta
surosicién.

iv) Parz 12 matriz de uscala, intcrcsa ver la arroximacidn
¢e la forma~ d¢ Y & 12 "correcta . qui en cste case cs
racial. Sc zuscd nara medir la doeformacién 12 distri
vucién ce una funcidr dc los autevalores de V., CEF(V),
quc alcenzara sus extremos cuando tedes lcs autovalorss
son iaualcs v cuzando alouno es nuln, v tal cuc GEF(cV) =
= DEF(V) para tcda ¢ > U. Ademds ccrvienc que DEF se pue
ca calcular sin tener cue calcular explicitemeonte les auto
valcres de V. lc cue eonsuniris demasiade tiemrce de mécuina.
La anica funcidn cue se pucdc haller con csas caracterfsti-
cas fuc

PEF(V) =(cet V)™

/ (tr ¥/n)
cuc e€st® antre C v 1, y alcanzy estns extremos cuando V
€s sinaular, v cuande ¢s un maltinlc dc I, respoctivamante.
Las distrifucicnes uszd2s corresronden 2 variables m-di-
mcnsion2les do la forma x = z / ¥, donde z ¢ ¥ son inderendien
tes, z €5 !(v,1). ¢ ¥ os pcsitiva, Estas varicbles son faciles
de nencrar. comprcnden una amplia ozma de distribuciones (iter-

mal, Student, 'lcrmal con distfatcs tirns dc contaminacidn ) y



I

-10 cue es muy imncrtante- las rarticularces coracteristicas
de 1a normal permiten mejcrar la precisifn de la simulzacién,
seaun las idcas expuestas en (FPodacs, 1967) y (Andrews y c~tros,
1672), es decir, mejorands 21 muestror mediante una adecuada
astratificzeiln, ¢ 12 f-rma siaquicnte.

Seani zy.,,,.2, varialles incepencdicntes en r™, tcdas
i(u,I), Y.+ ¥y variatles indepandicntes, equidistribuidas,
rcsitivas, independicntes de les z,, x; =z, /[y, (i=1,...,n),

n . co sz
¢ y el vector de R cn cocrdonadas (yl""’yn)' La distrituci®n

de las X; condicicnal cn vy (o sca, ‘ecn les N5 fijas ) es ncrmal,

cen coensidad

n
- c 2 2
fl(il,---,in) = K exe {(-1/2) iél yilx;1%3

Considerando 1a familia de distritucicones de las variables

n

ax, +u (donue los pardmetrosay y recorren R y R© respectiva
mente) los estadisticos suficientes de la distritucidn condi:

cional er y son

n 5 n
o= Lovix /)Y (4.2.1)
i=1 i=1
L 2
s- = 1 ¥y Ix;  x 1% /7 (n-1) (2.2.2)
i=1
Condicicnal on y 1z distrilucifn marninal do x. es ﬂ(i,axl),
n k
cena, =1/ ] y? 12 de (n-1) s? es xz cen (n-1) m arados

= i=1
L3N 2 - .
de litertad v x. ¥ s, son independicntes.
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Sean ¢, = (x; - x Ms, (i =

; 1,...,n) ¥y c el vecter de

(Rm)n cuvas cocrdenacdas sen (51""’£n) (1o cue en ( ndrews
y otrcs, 1¢72) es 1lamadce “crnfiocuracifn invariente ). Comc
la distribuciin condicinnal de ¢ nc depende del pardmetro
(a,u). c es concicicnalmente indenenciente del estadistico
suficiente (ia,ss) ror 21 Lema de Lasu (Lehmann 195%)
Censiceremos ahera a t arlicade a la riuestra Xq.ee0 Xg
come ure funcién cde n variatles vectorialcs. For la invarian

cia de t.

txy..ox ) = s, E(El""’in) + X (4.2.3)

Par2 estimar v sc usea

2 2 2
ECt(xy .- x )% ey = B sBltleyn e 1P

+|_X_;|2 + 2 Sc. ir. _t_(g ....,En) c v} =

2 ~
= m|£(£1,....gn)| +ma, *+3

a2

Y t-manco expectacién cn 12 icualdad anterior

2 2
Eelx) cooox )% = m B Jtley,. e )|+ m E oy

E1l cdlculce <e E ax s@ hace analiticamente, ccnaciendo

la distritucién de las y.. Para estimar Eft(c;.....c )| se



generan N muestras, y ce cada una sc obttienc un valor de

£(£1’~---£ ). cue 1lemaremos Ed (3 = 1,....%).

n
Ce esta forma el cstimader de v, v*. ¢s

v*¥* = n{(1/:i) .Z |£.|2

+ a
't E 2 1}

v
—

Fare cstimar la precisidn deo v* se requiere

2

Ver(v*) = n Var(lg(gl,...,gn)lz / il

1o cual sc cstima usande

I ‘ ;
Var(|tle,s--oe M%) & 3 It 70 - (1t 12m)? (s,
1 n j<1 Jj j=1 j

En cuanto & 1a funcién de distribucifén, muchc mejor que
la astimacién 'ingenua  cde ~ mediante la funcién do distribu-
cidn emnirica -c¢spoacialmente imprecisa en las ccolas, 0 sca en
1cs rerccntiles que intercsan- es usar miét~dos del tino des-

. - I n - 2 +
cripto antcriormente como 8(r) = E I(n]|t|® < r), la idea es

descomrencr esta media tomandce primoro modias condicicnales.

Becan esta vez . = x, - x- (i =1,...,n) y b &l vector

1 =1

de (R™" con coordena‘as (gl,...;tn) dc mads que

Blxgoeexp) = tley e B ) X,

01 -

2.4)
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Condicionalmente an (b,y) la distritucién del secunde
miembro 2s ”(E(EI""’tn) ay I) y por 1o tantec la de
A :

'E(il""’in)lzlax es x° nc central, con m nrades de lilertad

- ., 1 2
y pardmetrc ac ne-centralidad a = A(i y) = li(il""’tn)| /ax.
De mccc ruc si Fm , €S 1z funcién dc distritucidn de la x2
no central con m arad~s ce litertac y rarémetrc de nc-centrali

cdad A

F {"Itfil----ain)lz <r | by} = Fm’x(r/nal)

Pcr 1c tontc, para cade r

G(r) = E F y) (r/nax)

m, A

cuc s¢ rucde estimar muestreande sstre 1cs gi y los Y- En ¢l
exrcrimentce se fijaron uncs -cces valires ¢c r. cdeterminacos
do antemanc par: cuc cstuvicran cerca de 1os nercentiles deseca
dos, 1us cue se ri.tuvicren lucgo per inter--lacidn. La ijl se
cealculé mediante la apreximacifr de Pearscen (1954%). La varianza
del estime’or ~*(r) sc estimé usan'~ la misma ice2 oue en (4.2.4).
Naturalmente, mcjor hubtizra side arrovechar la invariancia
y tratajar con la descomrcsicidn (£2.2.3). nero la aistribucidn
cendicienal del cua'rade d2 1a norma el scguncdc miambrc dadces
c, y rcsulta muceisimo méds comrlicada(Guenther vy Terragne, 15€4)
y €l aumentr dcl ticmpr de computacidn hutiera comrpensadc la

mcnor cantidal de mucstres rcouerila.
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Fara cstimar la districucién “¢ PEF nc parcce pcsitle
aprovechar la estructurz ue estas districucicnes, de mcdo que
se utilizé el métode ingenuo ., calculandc directamentc la

funcidn de cistriluciAn cmeitica.

£.3,- Resultacdos ‘c¢ la simulaciidn

Para que ¢l tiempc dc mdquina utilizads para el experimen
tc nc fuere oxcesive, bPuln cue limitars: al casc bidimensional.
Para pider rcalizar futures simulacicncs en <imensifn mayor,
serda imprescindible cntre otr>s cosas mejcrar nctablemente el
alaonoritmo ~ara cl cdlcule el estimacdor.

Se¢ utilizaron lc¢s estimadorcs do Huter H(rn) con lus tres
valores ‘= 1 0 (modia y matriz de covarianzas muestrales), J.30
y 2.5¢ Tlas uistriiucicnes Normal y ST(3). y los tamafics de mucs
tra n = 1u y n = 2C. £ nimerc ¥ Z¢ replicacioncs fuc 4.C para la
dermal, 15.¢ para ST(3) conon = 20, v 25¢C nara ST(3) cen n = 1C.
E1 tiemps total recucridc fuc de 3_hrras ‘e miquina (IF; 36C/5%).

Se¢ cstimar~n los nercentiles £, mara lcs cuatro valcres

de p: 2.25, 2.17, 5.5 v ...25. Para cllc se estiml rrimerc la

e
. - . . * . ’ 2
funciAn dc Jitri ucién (r) en Ycs cuatre puntes r v, Xp

(den'e v, es la varianza asintftica ‘e t, ya calculada en 12
seccion 3.4) lacde age '2ticra scr v XZ g . Para lcs valeres

«

>
ol teni‘cs. sc o'serv® cuc r'l lca (1 - G*(r)) era practicamcnte

constantc. crsa razena!le si s considera cue G deificra ser
1

anrcoximadamente una x2 conm = 2 arddes le lilcrtad, - sce una

distrifuci®n cxpuncncial. Por 1o tantc se considerd que so i -

tendria un estimador arroximalamente insescaiis EF interrclande



6 -

lincalment. 1cs valerces ¢. lea (1 - £*(r)). Cavo cus EF C$
una funcidn scnecilla o0 las variablus &*(r) -cuyva Cistricucidn

conjunta ©s arrcximadamint: normal- sc cstimd la varianza “c

-
an
e}

g; meciantc una cenocida formula asintdtica (Rao (1465).
321).

En la Tabla 3 so 2oxhitin lcs velercs “¢c v, y les 22 TV
y Il‘~!Npn para p = .35 y ¢ = 02,25, En ¢l caso “c la media
rara ST(3) “2"ié caleularse - ,g FOT cxtrarnclacién. Lu-gn
¢ cada valor so 2 cntrc raf.ntcsis su “Zsviacién stancer!
cn unidaca2s “c la altirma cifra Jccimal ¢ no o cuc nor cjem
ple. 1.60S(1%) sienificy un valer niscrva’'c 2 1.6L7 ccn

ura o = G.Cl«.

Par> DEF s. calcul? 1: funcién ¢ “istrilucidn cmpl
rica H(r) con r e (,1) 2 dintervales e 2.02. En la Talla
3 sc cxhizcn 12s percontiles £.25 v C.50 ¢¢ H, DEF25 y

DEF cuc fucren calculacos Jircctencntc per interpelas

5’
ci“n Vinea2l. La <JcsviaciAn standart 7> Gstcs, ostimaca
con ¢l risme métoc cuc prra 1cs gp, cs en tclos los ce-
scs mener cuc .21 perc “csccnonzee 12 maocritu.. del sesac

intra-uci‘n ror la dintorpilaciin Tine2td.



TAELA 3

Comraracifin dc estimadcores para muestras finitas

v PV | DEFSU DEF;;

Hermal, n = 10

H(Z.0) 1..(.) 1.2() 1.0 ..83 .68
K(..3)  1..51(3) 1..5.(3) 1.. ..8. u.6&
H(..5) 1.1.3(€) 1.1..(5) 1. 17 .. 99
ST(3), n = 1.

B(Z..)  2.78(11)  2.5.(7) 1.27  ..7¢  ..56

H(..3) 1.663(14) 1.753(21) 1.u9 .18 .62
H(..5) 1.572(12) 1.351(18) 1..8 L.76 v.57

Hormal, n = 2.

F(o.0)  1.7(2) 1.7°(") 1.. (.93 ..87
H( ..3) 1..48(3) 1..6v(3) 1 v.91 .2
H(..5) 1. 24(5) 1..43(4) 1.. Y 2,82

ST(3). n = 2

H("..) 2.¢2(9) 3..2(5%) 1.18  ..¢¢ .71
L647(17) 1.04 P9

| —
cJ

E( .2) 1.7 9(14)

-

F( .5) 1.522(11) .564(15) 1. LG 7¢



Dc 1cs resultalcs se nucde ~tservar cuz HE(:.3) y H(C.5),
sin ~crder mucha eficiencia cara la nerml, dan muche ncjcres
rcsultades que la meliz para ST(3). Acuf H(2.5) n- resulta ncta
"lTemente mejor que H(T.3) nara esta Gltime listritucidn, rcro
haria falts incluir cn 1 estudiz ctras distriiucioncs con cclas
més resarcas rar2 ver mojrr la <difercncia cntre am*os estimalores
de lecacidn. :Iftcsc tamiiin aue 1 INM os 'astante !ajc, y cuo
vy PV son muy somcjantcs, adn parz n = 17, 1. cu2 indica oue 12

terrie asint3tice ‘e aproximaciones astante ucnas nara mues-
tras rcquciias -al mones rara la Hormal y ST(3).

En cuinte 2 15 rcrcintil~s ¢ DEF, n. s. ¢’ servan dife-
rcencias notallas ntro 1rs estimad~res “¢ 'ispersi®n. Parece
inevitatlc enncluir cue, ¢ "icn 1as cumrnortamicnt.s d¢ 3stes
sun cfectivamente -arccics, o !den cun hulivra si’'c nzcesaris
temar rercentiles mds wxtromcs -v pror 12 tants mas improciscs
si so usa 1~ funciin “¢ distri‘ucifn cmririca- ¢ .icn que DEF
n> ¢s un estacistico a'ccur':c rara haccer la conporacidn,

Una icer rrocisa ¢ 1a arruximaci®n e 12s resultazes
c'teniles 1a a ol hech. Je cue mara 12 me'ia anlica’a a ST(3),
¢l valor exacte “2 v 2s 3, r2apa t2d2 n.

Los resultades tam™idn rincn ¢ manifiestc las ventajas
el precacimient. ¢ cstimaciln ox~uests «n 12 secciln antoricr.
Sca TH ¢l cstimas’ v “inocnun’ Cc v, o oscr, ¢l mromedic dc les
N ovalores 2fsorvadl s O on [3]2 / n. Surcnicnt~ t 2proxima "amen-
te noemal, “ooo scr Vﬁr(IEIZ) s (2/m) (E |£|2)2;

<o 1a xz. Fr 10 tantc. rara m = 2 ¢S

nLrY unt Ccrnc-

ci‘a rronie 'alt!
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g = (Var T“)l/2 % w12 oy zjenple  si so “csca una pre

cisién comparale 2 la rftenida para H(C.3) anlicaro a la ilcr
mal ccnn = 1, ‘¢'iera scer o & 1.05 “-1/2 ~ G6.0u3, 1c auc
imrlica M A10322:C. Para 1a mc“iz mucstral aplicaa a ST(3).

¢s t-Taviz Ver Ty = =. Cifras and@lcoas valin pare 12 rroci-

sidén Je 1ns rercentilces.

&.0.- Cuesticnes nencientes

Payv varias rrecuntas cue an cuedadc sirn resnuesta, vy
cue reocueriran tratajo futurc. a saler:

1) Es fundamental hallar un alecoritmc realmente eficiente
rara el calculc numérice de los estimadores, tanto para facili
tar v hacer atractive ¢l uso de éstes en anlicaciones, como rara
resibilitar 1z rresccucidn cel cstudie ic sus rreopiedacdes, rartj
cularminte rara dimensién clevade y muestras ne muy crandes, don
d: 1a tcoria asintotica radria ser peco Gtil. fdenics haria falte
exarinar les probtlcomas numfrices cus rucdoin ararccer cuando la
matriz V ¢s “casi sinoular.

2) Como va sc muncionora al principio dol tratajo. uno de
mis oljetives cra cstudier 12 arlicecién ¢C ¢stns estimedorcs 2
Ciscrimin>cién Lincal » Comreonertcs Princirales. .'uy proltablen:cn
te sea <1 do ontc Carlte ¢l dnice mitocdo resiile, ya cue la tceoria
asintotica resulta vo ‘.astante vificil par2 ¢1 case ds sim:zlc ce

media ¥ matriz d¢ ccverianzas, con didtrilucioncs ncrmales.,



3) Fara 1a rcalizacifn ce tests arroximades de lccacién
intcrisa doefinir un cstimader adicuado, i, de la matriz de go-
varianzas esintitica c¢c t, y estudiar la distribucién del cste

2 |“"1

distico "Studentizado” (c mds i.icn “hotellingzade ) T® = t'V °t

-~
-

rara nucstres rccucefias.,

4) Como s¢ ounservé cn la s:ccidn 3.3, los cstimaderes estu
diaces ticnen una crt2 7~ derrumic nuy recucfia rara Jincnsibn cle
vada. Para wntendor ¢1 sianificadn rractice Jio cstc hoche sera
necasaric sxrorimontar una version finita d. 6%, ccntaminando
mucstres fipites crn ~l'scrvacicres uticazas a distancia orance
(finita). Pucta ademés ¢l preblems teérice de ver sf zlauna modi
ficacidn d¢ Tcs cstimacures murmite suisanar racdicalmente <1 in-
conveniznte.

5) *1 final “4¢ Ta sceceifn 2.1 sc olscrvd cue mara n orandc,
la matriz V rodric scr sinaular si ¢l tamadc <4c muastra n nec cra
bastante maveor our m. hocc folta anzlizar culnde s: rresonte rcal
mente csta dificultad.

€) Hayv ecul recordar cuce tede 1¢ realizade s~ reficre al
cas2 nds simpli: o1 radial. Cade que los dates multivariados
suclaon tenar cstructur:s mis comrlicadas, serir Gtil ver lo
auc succce al ancrtarse Jo oest. casc, vy con render clzrinonte
“rut ¢s 1o cuc s orucrria cstimar  cntonccs. ET rronloms ne re
sulta nuy clar. ain pxra 1 casc urivaricd. .

7) it sc azn consilorace tcud 1os cuestivnes oo ortimali

A=
L

d, cuc nr rarcczn simnlos. hHubor (149C4) n2l115 lcs ostimadores



(e}
[Ly)
!

asintéticamcntc minimax de lccacifr con cscala fija, y do
escala con locaci®n fije, roera distritucionns normalces conta
minades simitricamcntc, en ¢l casc univariacde. En un manus-
critec inclit~, <1 mismc cuter cxhilic un preccdimicnts haourfs
tico para hallar 1 ¢stimadour minimex <¢ TocaciAn en el casc
multivaricds radi~l. Lo salucidn involucras funcinnas d2 Fessa:l

y &2 ocumann (soedn T2 maricr) fcon) v opor 12 tante no rosulta

muy mancjairle salvs rapo m = 3.
El protlems ¢ Yo ostimrcidn €rtime ¢ 12 matriz de dis
rersidn os intercsantc, reore rrimere hobria que A:finir adecua

camentc cul os 1o aue s ruicre ontinizar.
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