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El objeto de este trabajo es, basicamente, estudiar wun ope-

ador ce conju-acién de las Series de Fourier Jacobi. Para ello, se deline
are los polinomios cldeioog lc conjusacién como un operador de derivaecién
wavisado usando la propiedad de que si P es un sictema cldsico P',
'8 un sistema ortogonal para una nueva furcién de densidad.

Paralelamente, se da une inteipretacidén de lcs Suma Abel de
eries de Jacobi como funciones arménicas «n esferas de dimensiones eonvenien—
08, Corpnrobdndose 21 final (ue anbas definiciones son coincidentes, sal-

r0 ciertos faotoies de normelizaoidén cn el ceso de l&is polinomios de Jacobis

Sin embario lcs operadores definidos son equivalentes en el

ientide de . uec dodos dos de ellos R Tj y Tr y una funcién
1
f enl(J) , Tj(f) = T,(f+g)

londe ¢ es una funciém ucotada en todo rp por un nuiltiplo de f.
..gradezco al Dr., Calixto P. Calderén su aliento y suserensias

r al Dr. Carlcs 50;0713 FPerndndez lag rmichzs idees on Teorfs srménioca.

873647
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SFCCION 1: L7 MOCIOM F coMIUCACTON

4 [ ’ n
de cr<zgz-rz2lizar el sistema { x }

a

[-1

Cc

ne M U'{0}
ec?- lz2: sipguientes funciones de densidad (ver B.M,P, :I5] voilume:
. =%2ci7a 164,
(c-x°7 (1+x)° en [-1,1] (polinomios de Jacobi),
e ™ 2 (-=,= ) (polinorios de Hermite).

>
11}
1]

1

[0, ) (polinomios de Laguerre).

ags =zrvicular de 1+1 son los polinomios ultraesf8ricoes o de
erez>zu=r cuando a = 3 ., lotemos adem&s que en 1,1, deben ser
> -2 , 2 »>=-1, para oue
1

[x p(x) dx
sIf Zs£finida , v en 1.3 a > -1 por la misma razbn,
= gisuiznte nropiedad caracteriza a los polinomios ortoponales
12c z-¢

3:'__(x) ee un sistema de polinomios ortogonales.

Lee nfcleos de sumabilidad Abel de los polinomios ortogonales
elfsiccs rormalizados (es decir: I Pg(x) p(x)dx = 1) fueron
celculadrs nor Watson (ver B.,“.P. [5] pdg. 271-272).

Ko (xy,v,t) = Ik Pn(X) Dn(y) r"

v la convervsencia puntual v en L”(p(x)) a la funcién fue estu-
diada por C.Calderdn [3] v Tyl v B, Muckenhoupt [6] en el

caso de nolinomios de Hermite v Laguerre, y nor L.Caffarelli



1,5)

v por C, Calderén [2] en el caso de polinomios de Jacobhi,
(P.¥uckenhount v F, Stein [ 9] han estudiado el caso ultraé&sf8-
rico).

Fl caso esue nos interesa a nosotros es el de los polinomios de

Jacobi v puede resumirse em los siguientes teoremas:

Teorema 1: Sea K(a'g)(x,v,t) =) n;a’e)(x) psa’g)(V) t"
3
v H(a' )(v,t) = [ K(Q’B)(x,v,t) F(x)dx (con a,3 > -1/2 ¢, d)
con fe L1(Ja’8 ).
Fntonces, si
mF(x) = fup | H(x,t) |
0t a
vale
a) |mF| <C(a,8,r) |f| para 1<p< 2 ,
Lp(Ja,R) LH(JG,B)
3998 " qxe ME(x)>A} < C | £

\ 118

de este teorema sc deduce feacilrente el teorcemar

Teorema 2: <i fe Ln l<n <

P(x,r) F(x) en casi todo x,
re]

Para las pruebas de 1.6 v 1,7 ver Caffarelli v Calderbn [ 2]

Vota: ¥(x,v,t) v PF(v,t) estén hien definidas nara, t<1 pues

a,8
pn’(x) < K(a,3) . nQ(a’S) (ver Szego [10) n&g. 62,(4-3-4) y pig

—

166 (7-32-2),
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Pasemos ahora pues, a ver cual es el nanorama en materia de con=-
jugacibn:

Yackenhount v Stein [9] definieron una nocidn de conjugacidn
en los nolinomios ultraesféricos,

La idea b&sica es la siguiente:

. n . . .
Considereros en R funciones radiales en (x2,.....,xn), es deeir

o 1/2
funciones de la2 form» f(x,v) con x=x v =[ X x?2 ] / .
1 i~.2 1
\
Fntonces la ecuaci®fn de Lanlace
A (f) = 0
_p_n
se reduce a,
2 2
.F
a:+ 3° f + 2 of = 0
X av2 Y 3v
(22 = n-2)

]
ecuacifn nue tiene asociadas las ecuaciones de tipo de Cauehv vy

Riemman siguientes:

f—%-_ﬂ’:\f’:o
X v vy

Ahora bien, si ¢onsideramos las funciones
n )
r Pn (cos 98) (x=r cos 0, v= r sen 6)

son arm@nicas (es decir verificané,lv por lo tante nodemros cal-

cular su conjupgada (en cl sentido 2.2.)

n
2 sen 6 PJ\+l (cos 68).

n o+ 2\ n-1

Pero, indencndiz&ndonos ahora del caso 2 entero, las funciones
(2.3) sipuen verificando (2.1) v tienen como conjugada a (2.4)

cn el sentido de oue verifican (2.2).
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2.10)

2,11)

Muckenhourt [7] vy [P?] definid la nocidn de conjupacidn en los
polinomios de Laguerre v Fermite,

Para el caso de los nolinormios de Laguerre se¢ considera la suma-

bilidad

f(v,t) = ) a exn(-t vn) L: (v) que verifica 1la ecuacidn

- .
andloge a la <e Lanlace

2 -r  a+1 -
d f(‘zz,t) vV LT 2 g e v 3(fly.t) = 0
. av BV
se define entonces
v a+1
£ (-t Vo .
Flvt) - Z a exn{~-t vn ) Ln-l (v)
vy vn
de 1o ocue resulta
2 £ ¢ °
V,t) + (/\T) a (C_V V—G 3 Ie—v va"‘l/zf(v’t)=
3 tg ey v

y la validex de ccuaciones anZlogAas a los de Cauchv Riemman ,
con el caso Bermite €l tretariento es similar, Se considera la

sumakilidad

fF(t,v) = ) a, exn(-(2n) P, (v) aue verifica la ecuacién

2
> £(t,v) , exp (y7) _2_(exp (-v?) _ 38(t,v) )

at2 v Iy

v definiendo

¥(f.") = Z ..'—1r\(2n)1/2 exn(-(2n)1/2x) Fn_i(y),se encuentra una
A,
¢cuaci®n de Laplace anfloga rara f(t,v) v ecuaciones de Cauchy

"
Riemman . nara f v £ .,



En el caso de los polinomios de Jacobi hay tambié&n una no-
cidn de armonicidad que luero explicaremcs, sin embargo
creemos mS8s natural intrcducir el concento de conjugacién
como sipue:

La proniedad 1,4 ncs dice que en los polinomios cldsicos es
natural cl tratar la conjuracidn come un onerador de deriva-
cidn suavizado v por lc tantc la onerAacidn ocue hace corres=

ponder a % el pelinomio ng marecc nroveer naturalmente

kn

una conjugacidn (donde kn denota un factor suavizador, nor

ejemple IP' | si Pn es ¢l polinomin ortonormal provenien-
n L2

te de Pn)' Sin embharge, eesta conjugacidn adolece del defecto

de ne ser estable a la medida es decir en el caso de los po-
(8

. . . a+1
linomios de Lagucrre ror ejemnlc, (Ln )t = - L( )

n-1

(ver Szero [10), pdg. 101 (5.1 , 14) , v en los de Jacobi,
a,3 |, 1 a 3 atl ,B+1
P = — (n +% +°+ 1) P es decir, tanto el sis-
n n-1
2
a,8 X

n son ortogonales con resnecto

o

tema (Ln ) ' come el (P
a una nueva funcidn de densidad;

No ocurre lo mismo con los polinomicos de Fermite para los

cuales, (ver Szesr [10!, n3ig. 105 (5.5, 10), Hn'z 2n H__,

La npregunta natural es centonces, si existe una variable dis-
tinguida ©, tal auc si considecramos a x como una funcibn

x(8) valga.

D (P ¢,B

A (¥(9) ) cs un sistema ortopgonal cn

n
2, 4,8 a 2,.a .
L°(J ) v DG (Ln (x(6)) 10 es en L°(L") (nara notaciones

ver A=-1 v A=4),



La respuesta es afirmativa, efectivamente: Supongamos gue

una tal 6 cexista, entonces

2.12) ( ) -
0= | fxr(o) ]° PC0) P'(o) du * (x(8))=
J .
(
atl, 3+1
=1 Pa-2 Pifi’ B+ xr(ed] 2 ur*B(x(e)) dao
/

2
eil(x'(0)] verifica cntonces

2
2.13) EXC T A ¢ TUPD

wr®® (x(e))

rcsulta entonces que la ccuacibn (2.12) se verifica,
rero para eso debe ser

x'(e)2 =c [1- x(0)° 1,

es decir x(8) = cos ©
2,1u) Si repetimos el razonamientc para los polincmios de Laguerre
obtencmos

x'(e)2 = ex(0) ,

es decir x(6) = 02

2.15) Por lo tanto resulta natural definir, para los nolinomios

de Jacohi, la conjugacidn de la forma

p®f . p. Pu’icos 8)
n - -f—n donde kn ¢s una constante
n

de normalizacidn.

La nocidn dc¢ armonicidad :

Vercpos a centinuacidn oue la conjugada antes definida puede
interpretarse tamhi&n de mancra sirmilar a la dada

nor Stein y Muckenhount en [9] .,



Para eso consideremos el espacio euclideo m + m dimensional

m

n . . .
® R° v en €1, las funciones invariantes por trans-

Rn+m = R

. . n n
formaciones ortogonales acue dejan a R v a R estable., Es

n 2 1/2
decir funciones f(X,Y) donde ¥ = [z x; ] e
i

m 2 1/2
Y = z X, .
i
n+1

Entonces, la ecuacibn de Lanlace a £= 0 se reduee a la

Rn+m
siguiente ecuacidn.
n- 1 m - 1
.16) D (f) + D (f) + ——— D Ff + —— _ D f =0
XX yy X v
X v

A 1A aue nodemos asociar ecuaciones de C#uchv,Riemman en el

sisuiente sentido: Dada U(X,Y) si existe V(X,Y) que verifica:

\17) U - v . (n=1) . g
v x
X
U, + V ¢+ Aw-1) V=0
X v v

U(X,Y) verifica la ecuacidn ( 2.16),

Veamos ahora que si x = r cos € v - r sen 6

(0<__e <un/ 2)., vale

Q
on Pa"(cos 2 6) verifica
n

118) a) f(xv) r

(2 a+ 1) (28 +1) D f =0

D (f) + —/—— "x
v
\ ' X

n f+D f ¢

. - 2n a,B
b) Si ¥(x,y) = C r Dy [ P (cos 26 )

4"
existe cn(a,B) tal cue f vy f verifican las ecuaciones
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Foe £ o+ 201y
X v
y
- e - 2 + 1 £ - 0
v X
X
En particular, si « = _n-2 v po= r - 2
2 2

estamos en las condiciones antes mencionados. Para probar
a) nuede emplearse la f8rmula 4,24,2 de Szego [10), n&p. 67,

6 bien deducir la validez de b),

Probaremos entonces b): Las férmulas (2,18, b) se escriben

en coordenadas polares,

’.19) cos O Ur - sen 0 UG - sen 6 Vr - ¢osét Ve - _221_1
T r r senb

v sen 0 Ur + eos 6 U + cos © Vr - senb Ve + 284+ 1

r b g r coceB

~ -
Reernlazando en la primer ecuacidn nor £ v f y sacando r2n 1

como factor comfin resulta [(Pn = Pﬁ’e]

2n cos 0O Pn(cos 20 ) + 2 sen 6 sen 26 P'n(c05 20 ), -

- ?2n ¢ sen® sen26 P! (cos 20 ) - 2 e¢_ eosd cos 26 P! (eos28’
n n n n

+ 2 ¢ cos0 sen2 20 P" (cos 26) - 2041 c  sen 20 P!
n n n n

send

v si

2. n+ a+ B+ 1, resulta; usando ogue tg 6= 1- cos 26

cn secn 20

,20) sen? 2¢ P" + n(n+ a+ B+ 1) P+
n

+ Pé [(R=a) = (a48+ 2) cos 26]

aue es la férmula (4.2.1) de Szepgo [10] ,v8g, 60



. . 2n-1
La segunda ecuacidn es (siempre salvo un factor r

(Pn = Pn(cos 26).
2n sen® P - 2cos® sen 28 P! + 2n ¢ cos® sen 26 P!
n n n n

v. 2 een0 cos 20° B! + 2c_ seno sen’ 29 I
n n n N

+ 28+ 1 e sen 26 I'
——— n n

cos®©

Dividiendo entonces por 2cn sen 0 y resulta; usando guc

2] .
cotyg 0 = sen 2 nuevamente la ecuvaeidn (2.20)!

1 - cos 296

La econjugada natural en este sentido de

p (@

n ’S)(cos 8) es nues

1) - sen O(Pid’e) (cos 8)

n +a 48 + 1
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Para terminar esta nrimer parte, discutiremos los coeficientes
de suavizacidn kn’ v veremos la vinculacidn de la nueva defini-
cibdn de conjugacidn, con respecto a los ya existentes.

En el caso de los nolinorios de Hermite, Muckenhount [ 7] define

A

_ 1/2
Hn(x) = (2n) Hn_i(x)

es decir (ver A-4 v Szego [10), (5.5.1) pdg. 104),

n,

hn(X) = 1 H (x) =
/%  1n-172 n=
i 2 (n-1)!

]
h n(X) (ver Szego I10] , 5.5,10 )

XL
o9
L°(H)

Para los nolinomios ce Laguerre (Muckenhoupt [8) ) es,

A,

a o a+i
Ln(X) = = L (x)

A e

pero entonces(ver A-4 v Szego [10] , (5.1,1) ndgs {ou.

~ 1/2
1% (x) = ' (n-1) x Lo+l oy
n n-1
I (n+a+l)
nero,si =t 2 segln (2.15), resulta
v
.2
2Cee2) = o Dy Lot
n a 2
lip, [2%¢t2) || .
LE(L™)

En el caso ultraesférico (Muckenhopuot v Stein [9] .



P; (cos 8) = 2\ sen 0 PX+1 (cos 0)
(n+2) ) n-1

8 sea

N o,

’c:,,a I‘.[(P (COS 0)]

P (cosr ) = = I

n

(n+

que es la fdrmula 2.21,
Discutamos pues directamente el caso de los polinomios de

Jacobhi,
La conjugacibn en el sentido arrdnico es, segln (2.21)

(a R) " pﬂpé“'e)(cosn)
1) 2. cos - = -

n
n + a+ B + 1

aaul surpe una divergencia con los casos anteriores ya qu?

p;a,B) (cost )| # nta+3+ 1,
L2(g%8)

1o,

es decir, la conjugacidn armdnica no provee una icometria

Tenemos pues aauf un sepundo factor de normalizacidn

Co08) (eog0 | = In.(arasp+1)] /2

n L2¢r%:8

=
]

lIp

Y por Gltimo existe un tercer factor de normalizacidn, sugerido
nor el nGcleo de sumabilidad Abel
Ffectivarente, de la fdrmula A,3.1,

a 3
K ?*” (ecos 0, cos ¢, t) =

t1/2(1-0.- 8) . a Q(cos® , cosé, t)
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resulta

B
D, 62" (cos¢)®
z R pa’B(cos 0) $ 'n - t-1/2(1+a+3)

n

D¢Q(cose,cos¢,t)
n + a+3 + 1

2

La pr8%ima scceibn estd destinada a probar las propiedades
de continuidad del oncrador de conjugacibn.
Para ello ampliaremos la tercer econjupacibn, es decir con
factores

a+ B+ 1 )

kn = (n +

v de ello dedueiremos las mismas propiedades para los

otros enceradores.



PROPTEDADES DEL OPERADOR DE CONJUGACION

SECCION 2:

4, Fl objeto de esta seccibn es nrobar las propiedades esenciales

del operador de conjugacibn que son.

Tcorema: Sea f(cos 0) una funcibn en Ll(Ja’B), Vv sea

1)
(a,8> -1/2)

~
2) flcosh ;t) = ch t? DG( pa+6 (cos 0)

a +8 + 1
b

n +

T
=1/72Ca+g +1)
t s fo f(cos¢ ).DO Q(cost, cos ¢,t) d J(a'Q)(¢).

doncde cn dencta el coefiecicente de Fourier

1 a,.8
c = [ f(cos 0) n > (ecos 0) 4 J(a’g)(e) .
n

Entonces., a) Si f pertenece a EP(JG’B) cos l<pc«< 2

A ~
. Mr(f) = sup If(r,ﬂﬂ verifica

frepc

3) lw ) || < ¢, i
1P (328 £°(3%%)

P) Si £ e LY( g98)
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[V
1%83 e m () > 2 }_:._iﬁﬁaﬁl_ el X
r A L (J ).

a 8
ai Fn 4,2 vale la igualdad debido a la cota na( ) para
na'ie) v D SP’BRG) (ver Nota al nie del Teorema 2.(1.7)
n € n

Demostracifn: Probaremos la parte b) y la parte a) para

P = 2 v el resto es un resultado c¢l8sico de interpolaciébrn.

a) Si fe E2(JG’B), poderos escribir,

£ = z c. pa’B (cos® ), v entonces
n
n, [ 1/2
) £(r,0) = (] a r" (n_ta +8 + 1) pa+1’5+1 (cos 6)send
n
1 4 ot 8+ 1 met

2

ee deeir
A

f(r,0) = v sen 8 g(r,0).

donde g(8) est8 en Ez( gott ’B+1) y

[1ecod] | s K |[£¢e)]]
2 a+l p+1
L (J ’ )_< L2(JG.B) .
y por 1o tanto

Hr ¥ (6) < send Hr(ﬂ)-

A
(donde Mr f denota la funcibn maximal conjugada de 4,3 v en

eambio Mr(g) denota la funci8n maximal Abel del teorema 1(1,5)).

Por lo tanto
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| . ?(G)I[EQ(J <||sens Mr(g)ll.

L 12(0%%)

lIM e ] < cllell < clig]]
) r 2¢g2*18 +1) - 2 (Ju+1,8+1) - ._SEQ(JG'B)

Teorema 1 (1,5)),
Veamos ahora la parte b).

ara ello emMmlearemos esensialmente las té&€cnicas de A,FP,
r8n v A, Zvegnuml [ 1) . Lema 1,n8g, 91 vy Lema 2,p&e. 93,

Fe decir nrimero, dado X > 0, descomprondremos f=p+b de la
ante manera

Sea f € L1(Ja’8) £2 0,

ei J £ 4di > X | el resultado es claro,

contrario nartimos el intervalo [-1,1] en dos partes iguales

sccionamos aquellas nara las cuales

f d3 > )
J(1)

Las cue no verifican (4.5) se nmarten otra vez v se secleccionan
ue verifiean 4,5, Obtenemos asi ¢] siguicente lcma: existe una

.a de cubos Xi aue verifican

a) A < et Faj « —SL8BL 1 F a5 < claad
I Jo, Jlog) g,
A 1

®) Oi es una familia no rampante .

¢) £ X en casi todo nunto en I o U 04

donde I denota el intervalo [-1,1).

¢) son inmediatas,

Fn a) Oi denota ¢l intervalo nrecedente a Oi , €8 deeir, del
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ual 0i se obtuvo vor particibén, Para proker a), hasta ver que

4"
(0,) <c(a,8) 0,
1 h

[-1,1] la desipualdad es trivial; de lo

Ly
Ahora bien, si ﬂi

- [0,1] es decir:

22
[

ontrario, nodemos suponer

(k+2)|ni|
6) (0 < e x%ax =
k|°i|
= 0@,0) [Oe2)® o9ty o ot
v
k+r+1 o, |
7> 30y > cr(B) f Pox%ax (r=0,1)
k+r |0.|
1
= c'(a,8) F(xer+ ) o Gaar)™ 1} o, |t
entonces
B) J(‘8 ) C(a,B) [ (e2)%D o 0t
. i < ’ - (x>0)
J(Oi) c'(a,8) [ (ker+1)2F o (kap)otd )
< Cla,8)

(recordar que a>-1)

Con lo cual el lema aqueda dermostrado.

Volviendo entonces a la demostracifn del teorema, descomnondremos.

f de la sipuiente manera:

f = g+th con



) g = fenl = Lbi
g = 1 I f 43 si x ¢ Qi
J(Q,)
i Qi
a 8

1§~(J s J * )

n
IO (£)> A 1) < I(H_, g a/2}

f 3O, b A2) )

ro

JCUMLE > a2y < B LeaB) g2

- 2 2
A
. 2
= @By v g, |2 l £4d5 | + J £2 a3
5 2 J(0,)

10) . C(a,8) |lf H1

oo

(C(ax,3) no es la misma constante a lo largo de las disti s

esisualdades).
pr otra parte, como IlpllL%J):llfllll(J)

11) resulta [|b]| < 2 ||fl]
ricy) 11(¢J)

At.cra bien
n , ~
J‘{”r' h> /2 }) < J(Uot.) + JC (M, h > A/2} ~uQty)

donde O'i es la bomotecia de razén 2 del intervalo 0;, con sentro en

= I - 1.
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v por lo tanto, por (4.,€) a (4,8), vale

J(Uot ) < J3(or.) <c(a,8) ] 3(0,)

< C(a,3) ) IF a3 < 0(a,8) el .

Talta caleular entonces
, ~
JO {x: M _(b)> a/2} v LO',Y) <

C " oep
< . (k) X

T MG Xy 0y )
A . i

1v Vo, I gty
1 A i

A"
> M 0 \
Probaremos entances oue 1| r(h/ i) YI_Qi llli(J) ol

< llrsedl y resultar& el teorema,
1)

Pebemos calcular

d J(v) . sup h(x) F(x,v,r) dx

0 < rl’

I-074 Q;
" ey

J dJ(v) sup Jlb(x) [K(x,v,r - K(xo,v,r)] d J(x).
f=0%; ay
I |h(x)|[ d J(y) sup | ¥ (x,v,r - ¥ (xo,y,r)l J&3 %),
ni I-O'i 0 @ <l

"asta demostrar entonces aue
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13).
n A
sup |K(x,v,r) - K(xo,y,r | aolv)
[-0" 0<r«
R |
< C(a,8)

L")
Para eso vearos previamente algunas eotas de K(x,v,r)

n

L) K(x’VQP) s r-1/2(0+6+‘ e

3'6(x;v!r)
o0

(con v 3 cos 8)

<

Como para r< 1/2 f(r,0) <||€]]( Zrn n”) poderos res-
- . | 1

ingirnos al caso 7r; 1/2 v por lo tanto,cbviar el faector en r de 4,14,

Por lo tanto 1

N LY
K(x,v,r) - K(xo,v,r) = C.J aa (x-xo) Dy Bnk(a,y,t)

1 0

2)1/2

A
c dA.(x-xo).(i-v . D, D_K(7,v,t)

(Donde o= A(x-xo) + xo).
< C ar(x-x )(1-y2)1/2 p o [20%8 0B+
—_ 0 v a
n/2
. (sec 0)*™%? cco(a-ple  du
a 3
0 ?1 Z2 Y
~hiando variatle S = k sec w j; v acotande |cos(a-R)w | < 1, resulta

. 1
Ik‘(x,v,r) - k(xo,v,r)l < ¢ [ dA(x-xo)(l-v2 1/2.
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v como a> -1/2, 83> =-1/2, podemos derivar bajo el signe de intaeral

(r <) va aue probaremos oue

?
DoDv - ; < uc(aas) S
71 Zé Y 71 72 Y3

Efeetivamente, nara eso, notemos aque,

a) W < ¢ | (o-v W (c2-1)

< c
Y
3 significa 3_ 8 _3
2 v
bh) BZi =+ 1 + v

c) 1 <

Por lo tantc, en los términos de la forma

9 A
Zik i
1 = 2 4
z 8 .8 5 (u) con 1 i 7
1 "2
Sli Y
Zi Y
)4 aY
Y Y
la 3acotacibn es clara
2
<4 U = ¢ Y - 1 3 1/2(y -0)- (52-1)0 .
Y Y a

Y



2 2
siv= 22 3 2
Z Y

y la acotacibn es la misma.

Yolviendo entonces a (4,13)

1
dk .(x"xc) . dy (1-
-0
I-Q i
+,.15) -
. sup S‘:H'B.H'3 ds
0srxi 2, 2, ¥3 /T2

Supongamos entonces X0

r estudiarencs
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basta demostrar que

y)°+1/2 g8+1/2

(1+y)

< C (a,8)

0 (la otra seceibn es andloga)

a+tB + 3 4
+,16) I = sup ==
1/2 <« d Zi Zg Y3 Jg?-k2
k
? B+3
a+h +
< 1,41, =sup 3 ds +
1/ 2a < 2 25 v 52752
k
@«
Sa+3+3 ds
+ sup
1/20<1 Z, 2, Y3 v52.%2
2
Entonces
u.17) 1 < C(a,3) 1 C(a,B)
2 = g&+8 +U4 ?
2
En lo que respeeta a: 2
< ds
4,18) I1 — C(a,8) sup

1/2<r<1 |k

c B
Z, zzv3 /S-x



ando por partes y npotando que

2 .
—_— + b4 , resulta
s s
2
— 2

11 < C(a,8) K + s-k . ( K+ _K(s'-xy) )

21 Z2 Yl+ Y

k -

s-min(o,y) < 2(s-0y) <2 [.s-max.(o,y)+ max(o,y) [1-minoy] <

<4 [s-minCo,y) | (o> 0)

Y > C [(8-1)2 + (o—y)2 + (e-1) (1-min(o,y))] 1/2

1 152 t max(o,y) < 72, <Cte.

[s- min(o,y)] < [52-min(c,y)]

< I, < C[sQ- min(o,y)l < C' [s-min{(o,y)]

1
(pues s? . min(o,y)< s(s-1) + s-min(o,v)
y ademds
(o- y) < Y < lo- V) + (s-1) + C(s-min o,y)

2 - - 2

que resulta

2
11 < sup K + K Js_k
o<r <t | [ 8-minGo,yN % [ (o=y)?+(s-1)24(s-1)(1-min v}
o1+ (s- min(o,y)) .

[(a-y)2+(s-1)2§(s-1)(1-min oy)l 1/2



Dividimos ahora en dos casos.

a) v 0
b v< o
En el b) 2
n el easo > 14] o=y
1/2
1, (s-1)1/2 < € (s-1) ds
5
[(a-y)2+(s-1)] 5/2 1 ( -y)
2
+ 1 ds < C 1 + c < C
(s-1)2 - (o-y)2 = (g-y)?
2
1+/0-y|
En el caso a)., Consideramos:
ai) y <o y(o-y)> 1-0
a,) y <o ;(o-y) < 1-0
aa) y <o 3(o-y) _1-0 .
2
au) y >0 s (u=y)> —1:2-.
2
Pama ai) | |
1t |0~y
1/2 2
Il —< c (8-1) ds + 1 ds
(c_y)a+u (s-1)°+1/2
! 14|o-y]
PR
(U—Y)u+5/2
Para a,.)
2 2
1+|o-z| T
I < c |1-0]| (s-1) /2(1-0) +

(1-0)%(a-y)°
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1*'1-0'

1/2

¢ (s=-1) (1-0) ds ¢+

(1-0)° (3-1)(1-0)]5/2

14 L2=¥
1.0
2 3/2
R (s-1) de < C 1
(1-0)% (s-1)° (1-0)%*1/2(4_y)2
1+(1.0)

Para aa) las cotas son semejandes a a2) intercambiando y por o, vy

para au) las cotas son semejantes a al) intercambiando y por g,

En resumen (ver u4,18),

L,25) I < c[1+T (o,y) ] donde T(o,y) vale:

1 para y en [-1,0] = Ry
(cvy)2
1 -
para y en [ 0,20-1] = R,

(o_y)a+5/2

1

L,2¢€¢) para v en [20-1,0] = R3
(a—y)2(1-c)a+1/2
.:+1/2 —— para y en [ o, 14g 1= R,

(1-y) (o-y)? 2

1 para y en [ 1to » 1] = R

at+ 5/2

(o-y) 2
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olviendo entonces a 4.15), debemos ver que

1
J dr(x-x

0

) (1_y)a+1/2 )B+1/2

0 (1+y T(o,y) . dy

I.qQ!

ara eso recordemos que O = A(x-xo) *t X 3 que xy x_ e Q., que

b.]

\} S -
; €S la homotecia de razbn 2 de Q; » y notemos Q', = | a;.by

indamos al estudio de

.27) (1—y)a+ 1/2(1’Y03I1/2 ™o,y) dy. . ¢(QQY) en

I-Q'i I-Q

18 eimeo regiones precedentes:

[ c+ 1 si a; > O,
) ¢ (o,y)dy < | °
[-1,0]'\:0'i c + 2 si a; < 0.
o-a,
+.28)
:n ambos casos es ¢(o,y)dy < C+ -1
(x-xo)
- 1
[-10]~ ',
31 caso b) tiene lugar sil R, # 4 o sea sii o > 1/2 y vale
\
r 1 - 1 si 20 - 1 <« a,
g -1 o]
¢(o,y)dy < | } o=
1 - 1
i of
L a-ai )




4,29) ———e 4 C
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(notar que a>|a «ai|>|x-xo| Y que |1-o|< O-y = _l:l. : 2).

El caso c) se divide em dos partes.

31) si o < 1/2 tenemos,

i
L, 30) J ¢(o,y) <¢C 1 - L
0 o-a, o
(de (1-0) >(g-y) resulta Aoy < 2
l-0

cz) Si 0> 1/2 tenemcs

Juo,y)dy: 1 _.

ta

1

o~y

(x-xo)

si R3#¢).

u,31) 1
o-ai l- 0o
[20-1,ai]
pues 1-0 = 0-20+41 > 0 - a;
d)
1+ o/2
¢ (o,yddy < |c 2
g =1
i
C
<
(x—xo
e) ( 1
1 -
¢(o,y) dy <. C
o-1
ma x ( . N bi )
3

min(
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c X (lo-v|> [21-y})

ex )
(x X,

32)

Ia

De 4,28 a 4.32 v de 4.15 resulta el Teorema.

Del teorema 4,1 , Se deduce por la existencia de limite
ra r» teniendo a 1 en el conjunto denso de los polinomios el si-

iente teorema:

4,2 Teorema: Existe un operador T continuo de EP(JG’B)
(1< p<2) v continuo de Ei(Ja’B) en Elw(Ja’B) que verifica:
Si f tiene desarrollo de Fourier:

fn I c pa'B. ¥ tiene desarrollo de Fourier

De(pz’s(cose ))
L e,

ntc +3+ 1

(Nctas: a) El(Ja’B) = {f: f es J-medible ¥ C
‘\'

JC{x £(x) > A )a S

tq A

b) T; EI(JG’B) > El(Ja’B) se dice ccntinuo si
‘,7

JC {ay TCEI()>A) ) cp | E]]
< T tico)

¢) E1 sistema D (pa®’B(cos6)) es un sistema ortogonal total
2, 0,8 D
en L<(J 7). )
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En este pdrrafo probaremos que si empleamos como fac-

>r de normalizaci®n k, = (n+h) (h -1, n 1) 6 bien k“=(n+h)1/2n1/2

odas las conjugaciones asi obtenidas verifican el tecrema 4.1: ¥y

sr lo tanto el 4,2, para eso necesitames los siguientes lemas:

.1) Lema 1: Si (an) son los coeficientes de Fourier de una funcidn

a
£ en Ei(Ju'B), entonces n son los

atf + 1
2

coeficientes de una funcibn ) en Ei(JG’B).

Demostraeidn: Sea K(x,y,t) = J t p“aa(e) p®® (g)
n n

Entoncesi

+1/2 (a+B -1)
K(x,y,t)dt., =

Z rn+1/2(a+8+1) Pn(X) rn(Y) 3 Q(x,y,t)

n + a+f+ 1 l
2

y si f ¢ Ll(JG’B), la funcién

¢(y,r) = [f(x) Q(x,y,t) aJ(x)

tiene coeficientes de Fourier.

rn+1/2(a+s+ 1)a
c_ = n

n+1/2(a+8+ 1)
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Es pues suficiente probar que ¢(y,r) Tr(f) verifica

||Tr(f)" <c || | ya que eso define un operador
E'(J) L'(J)

acotace T, que verifiea, si o ¢ o) + R es el operador

eontinuo que consiste en tomar cceficientc rn-since €fc¢ Fcurier

a

Un T(f) = 2 de lc que resulta que
n+ a+ 8+ 1
2
T(f) es 1la ¢ busecada.
Para poder probar que ||Tr || < C notemos que
||Tr(f) | — { [If(x) Q(x,y,t) dJ(x) aJ(y)

= J 'f(x)l [Q(x,y,t) dJ(Y) dd(x)
J

Basta ver pues que si

d(x) = sup [ Q(x,y,t) ad(y)
1/2<r<1

(x) esta en L~ (JG’B).

Para esc, de A -3-1 v A-3-2, cambiando variable

Sz k see w ecomo se hace luego de 4,14, resulta,

ds

Q(x,y,t) < c {1+

Z Y vs-k

8
1 2

e intesrando por partes, obtenemos como en 4,19,

2
Ux,y,t) < ¢ 114 s-k ( ¢+ Lls=xy)y 4
a B 2 Y
k 21 22 Y
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lo ahcra las cotas de 4,20 a 4.,23; resulta: (x> o)

, (

1 y<x y
1(x,y4t) < c 14 ———— si |
- +1
(x-y)a+1/2 (x-y)> 1-x
\
f y<x y
— si 7
y C (1-}’)a+1/2 (X‘y)< 1-x
[ 1 si ( > x
C +1 . ¥ y
(1_y)0.+1/2 %
L | (x-y) < 1ay
\
[ 1 4+ 1 si | y> x y
¢
(x-y) +1/2 1
! A | (x-y) > (1)
(si a = -1/2 se reemplaza porllog(x-y)l ). Pero entonces,

volviendo a 5.2 es claro que ¢ (x) estd acotado.

Lema 2: Si £ ¢ E3(3%°%) y {2 }son sus coeficientes de Fourier

dado k -1,

a) Existe g, que verifica g, ¢ Ll(Ja’B)

eon “gl ”L1(JC!,B) = Ck “f ”LI(JG,B) y

an(f)
tal aue an(gl) =

n+k

b) Existe g, que verifica g,e 51(s%8);



e, |l < c el y tal que
| R AL 11a%8)
a_(£) o(n)
an(EQ) = L (con o(n) = [ni/z- (n+k)1/2]
(n+x) 1’2
Demostracibn: de a) : Sea A = ¥ * 1
2
P
-1
-1 - S
- z (A=-k) + 0 1
n+k \ (n+r )° (n+2)P
a p
n_ - ) (r-x)3"1 a +0 (a ——1——:
por lo tanto, empleandc el Lema 1 (5.1).
Los, primeros p-términos definen funciones
£fi5 fp que verifican [lfdl: c HElly v el G1timo
p s suficientemente grande, verifica
a o —2_ 3By < oc|lgll =
i " 11a®®) a2
(n+r)P n

la parte b); por la parte a), existe

an(f)
p. con |le, |l < C Hell y a (gy) = ——
1 1 1 n 1 +k
L (J) n
Sea phes o = n1/2 + (n+k)1/2, entonces
an . U(n) _ ano k
(ntk)1/2 (n+k)1/2 ¢

Para aplicar el razonamiento de la parte a) basta probar

-30-
(bis)

, si

para

que



% _ 2=2 ap .
(n+k)r/2 s (n+k) r + s
2
P
i E a, 9(7\1)
A1:1 (n+tk)A /2 = AZ
con X1+ A2 - r+s ( A,> 0).
2 2
tivamente
a a4 -
- _(s-1)
(n+k)r‘/2 s S 2(n+k)r+1/20
- %n 2(ntx)/? - 5
r/2— S°1 1/2
(n+k) g 2(n+k) i
an an k
= = r+1 s+1
2(n+k)r'1/2; s 2(n+k) —~=3

ra estamos en condicicnes de probar el siguiente

5.4 Teorema: Sca T, . (i-1,2 k> -1)
_eorema: K,i =

conjugacidn definida pcr

Dy P
e n
a) T, ((f) = I a
n+k
Dy P
) o Pn
b) Tk’2(f) = ] a

e3le



-32-

Entonces Tk i verifieca las propiedades el Teorema 1 (4,1,)
L]

Demostracidn:

-3
~
Hh
~

]

T(f) + T(gi)

-3
~~
Hh
e
"

k,2 To,l(f) + To’i(g2)
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APENDICE DE NOTACIONES

Y FORMULAS

) La medida de Jacobi de orden aB es la definida “por

(A C[-1,1] )

a,B
IR, (1-3)0% (1+x)® dx
a,B »=-1
- a’s
) Los polinomios de Jacobi de orden a,B Pn son los asoeiados

8

a la medida 4 J%° , con la normalisacién

G,B n+a
Pn (1) = n

{(ver 8zego [10] (u,11) p%g.58)

Los polinomios ortonormalizados pG’Bverifican
n
1/2

Pa,B - 2nta+f+1 FT(n+1) IF'(n+a+g+1) . P
" a+B+1

2 F(n+a+1)T(n+8 +1)

nx0,1,2,.c00
(ver Szego [10] (u,38) pse. 68)

) E1 nficleo de sumabilidad Abel delos polinomios de Jacobi, tienen

la siguiente expresi6bn (ver B.M.P. [S] pag. 27

1) Ka’s(x,y.t) = ) " pm'B (x) pa’a(y) =

n n

t1/2(1-a-8) d Q (x,y,t)
dt

donde



2)

. 3)

&)

.7.)

@(x,y,t) =

2a+8 ka+8+ 1

t/2 1

cos (a-B)lw ., sec w2132

dw .

1/2 (1+y)1/2

1/2(1-x)

1/2 1/2

1/2(1+x)

H

(1+y)

172(e 12 4 V2,

"4 (x sec u)z- v) - v2] - uu2 v2 }

2
[_EZX_ }_ + (k seew- 1) (k secw - xy)
2

2 2

3 e (k sec w)2 + U - v+ Y =

(k seew )2 - x+z) .Y
2

(k sec-&)z - u2 + v2 + Y

= (k sec w )2, xry 4 ¥,
2

1/2



La medida para la cual los nolinomios de Lapguerre L

n
forman un sistema ortogonal se Jdemostrard L? los polinomios
ovtonormalizados se notaran 1: +» Analogamente en el caso

de loes polinomios de Hermite, B ser8 1la medida, y hn los po-

linomios ortonormalismados.



INDIC..

lra Parte: Lz nooidn de conjupacién.

Sumabilidad Lbel de las Series de Fourier—Juoobi. 1

Le nocién de conjurao0ibn en les polinomios de Cegenba=

uwer, Hermite y Lagucrre, La nocién de conjuzaciénm en lcs polino-

mios de Jaoobi: la nocién de crmonicidad, Vinculacién cntre la

la conjuracién introduoida y las conjugaoiones existentes, Ll

factor de normalizacién, 3

da
2 Perte: Propicdodes del operador de conjusacién

i.l1 operador maximal de conju;acién., Propicdades
de continuidad del operador en P y puntual de la Suma Abel de
la serie conjugada. 13
squivalencia de lcs operadores de conju_acién definida, convergen-—
cia en LP Yy puntual de lcs distintos operazdores de conjugacién,
28

Apéndice de notacicnes y férrulas
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