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El objeto de este trabajo es, basicamente, estudiar un ope

ador ¿e conjugación de las Series de Fourier Jacobi. Para ello, se deíine

lara los polinomios clásicos la conjugación comoun operador de derivación

tuaviïado usando la propiedad de que si pn es un sistema clásico P'n

.s un sistema ortoeonal para una nueva función de densidad.

Paralelamente, se da una intelpretación de las SumaAbel de

‘eries de Jacobi comofunciones armónicas en esferas de dimensiones convenien

;es. Comprobandosea1 final gue ambas definiciones son coincidentes, sal

ro ciertos factOies de normalización en el caso de las polinomios de Jacobio

Sin embarao los operadores definidos son eguivalontes en el

:entido de ¿ue dados dos de ellos , Tj y Tr y una función

r en L1(J) , Tj(f)=T2(f+.g)

londe g es una función aootada en todo Lp por un múltiple de f.

i¿radezco al Dr. Calixto P. Calderón su aliento y sugerencias

r a1 Dr. Carlcs Se¿ovia Fernández las muchas ideas en Teoría Armónica.

67334“



1)

2)

3)

u)

SECCION 1: Lx HÓCTnP nF ónuJunro1on

Los “clincrios ortoponales denominadosclásicos son el resultado

de crtcgcralizar el sistema { xn} i
ne N “{0}

Se;€: l=s siguientes funciones de densidad (ver B.M.P. :[5] volume]

2 . tá:-’= 16H.

e . . .(1-1 (lex) en [-1,1] (polinomios de Jacobl).

e-!- e- (-a,un ) (polinomios de Hermite).
2 o,

[0,0 ) (polinomios de Laguerre).

Cas: ferticular de 1:1 son los polinomios ultraesFéricos o de

Ge:e::e:er cuando a = 3 . Notemos además que en 1.1, deben ser

a > -: , = >-1, nara cue

1

ía p(x) dx

este :ef-'ida , v en 1.3 a > -1 por la misma razón.
L= si: :íante propiedad caracteriza a los polinomios ortogonales

31(x) ss un sistema de polinomios ortogonales.

Los :¿cleos de sumabilidad Abel de los polinomios ortogonales

clásicos normalizados (es decir: I Pg(x) p(x)dx = 1) fueron
calculados nor Watson (ver B.H.P.l [5] pág. 271-272).

n
K (x,v,t) = Z Pn(x) pn(y) r

y la convergencia puntual y en Ln(p(x)) a la función fue estu

diada por C.Ca1der6n [3] v lu] v B. Huckenhoupt [6] en el

caso de polinomios de Hermite v Laguerre, y nor L.Caffarelli
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y por C. Calderón [2] en el caso de polinomios de Jacobi.

(P.Muckenhouoty F. Stein {9] han estudiado el caso ultraésfá

rico).
F1 caso nue nos interesa a nosotros es el de los polinomios de

Jacobi v puede resumirse en los siguientes teoremas:

1.5) Teorema1: Sea K(a’3)(x,v,t) = Z osa’e)(x) páa'g)(v) tn

v H(a’3)(",t) = I K‘a’3)(x,v,t) f(x)dx (con a,3 1 -1/2 tk<d)

con fc L1(Ja’3 ).

Tntonccs, si

1.6) "F(x) = Sun |"C8,t)l
0<t<1

vale

a) IMfI j C(a,8,r) IfI para l< o: 2 .LÜ(JG,B)

b) ¿“99'{x: Hf(x)>A}: c lfI
x L1(°’8)

de este teorema se deduce facilmente el teorema:

1.7) Teorema 2: Si fe Lh li o J? .

P(x,r) f(x) en casi todo x.
r»1

Para las pruebas de 1.6 v 1,7 ver Caffarelli v Caldean [2]

Nota: F(x,v,t) v P(v,t) están bien definidas para, t< 1 pues

a,8
pn (x) j K(a,3) nQ(a’S) (ver Szego [10} pág. 69,(u-3-N) y pág
166 (7-32-2).
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2.1)

2.3)

Pasemos ahora pues, a ver cual es el nanorama en materia de con

jupación:

[9]

en los nolinomios ultraesffiricos.
Mackenbount v Stein definieron una noción de conjugación

La idea básica es la siguiente:
. n . . .

ConSiderewosen R func1ones radiales en (x2,.....,x ), es decir
n 1 2

funciones de le forma F(x,v) con x=x v :Í X x? ] /1 1
l

Entonces la ecuación de Lanlace

A (f) = o
_p_n

se reduce a.

2 2
4:

a i + a f + 2x 8. = o
ax 3V? v By

ecuación nue tiene asociadas las ecuaciones de tino de Cauchv y

Riemmansiguientes:

--—*?=o
y

_h I M

si Consideramos las funciones

rn PXn

Ahora bien,

(cos 6) (x=r cos 0, v: r sen 9)

son armñnices (es decir verifican231v nor lo tanto nodemoscal
cular su conjunada (en nl sentido 2.2.)

n
21 r sen e P1+1 (cos e).

n + 2A “'1

Pero, indenendizándonos ahora del caso 2 entero, las funciones

(2.3) siguen verificando (2.1) y tienen comoconjugada a (2.H)

cn el sentido de oue verifican (2.2).
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Nuckenhount {7] y definió la noción de conjugación en los[9]

polinomios de Laguerre v Permite.

Para el caso de los nolinowios de Laguerre se considera la suma

bilidad

2.5) f(V,t) = Z an exn(-t JE) L: (v) que verifica la ecuación
análoga a la (e Lanlace

2'6) 32F(\ ) ‘ 1 'V 3+1 '

Y Í av 3V

se define entonces
m a2.7) f(vt) z a exn(-t J; ) L +1 (v)—_ = n 11-1

Ñ JE

de lo nue resulta

2 32H _ ' _‘ m.9) _____X¿ïl_ + (¿5) .3 (cy v a __¿__ le r ya+1l2f(v’t)=
a t? ay a"

y la validez de ecuaciones análozas a los de Cauchv Piemman .

can el caso Hermite el trataniento es similar. Se considera la

sumabilidad

7.9) f(t,V) = Z an exn(-(2n)1/2t) Fn (v) oue verifica la ecuación

2 10) 2 2 2. 3 f(t¡v) + exp (y ) 3 (exp (-V ) 3f(t¡v) )

31:2 av av

v definiendo

2.11) Ï(t,v) = Z an(2n)1/2 exn(-(2n)1/2x) Hn_1(y),se encuentra una
N

ecuación de Laplace análoga para f(t,v) v ecuaciones de Cauchy
N

Riemman. para f v f .



En el caso de los polinomios de Jacobi hay también una no

ción de armonicidad que lueco explicaremos, sin embargo

creemos más natural introducir el concepto de conjugación

como sipue:

La proniedad 1.a nos dice que en los polinomios clásicos es

natural cl tratar la conjuración Comoun operador de deriva

ción suavizado v por lo tanto la oneración que hace corres:
V

ponder a pn el polinomio nn narecc proveer naturalmente

kn

una conjugación (donde kn denota un factor suavizador, por

ejemplo IP' I si Pn es el nolinomio ortonormal provenien
n L2

te de Pn). Sin embarpo, esta conjugación adolece del defecto
de no ser estable a la medida es decir en el caso de los po

OL
. . . +

linomios de Laguerre nor ejemnlo, (Ln )' L(a 1)n-1

(ver Szefo [10], pág. 101 (5.1 , 1h) , y en los de Jacobi,
01,3 , 1 a e a+1,8+1P = ___ (n + + + 1) P es decir, tanto el sis
n 2 n-1

tema (L: ) ' como el (PÏZ’3 )' son ortogonales con respecto
a una nueva función de densidadc

"o ocurre lo mismo con los polinomios de Hermite para los

cuales. (ver Szepo [10}, pág. 105 (5.5. 10), Hn'z 2n Hn_1
La pregunta natural es entonces, si existe una variable dis

tinguida 6, tal auc si consideramos a x como una función

x(0) valHa.

D (P a,80 (ï(9) ) cs un sistema ortononal enn

L2(Ja’B) y DG(L: (x(6)) lo es en L2(La) (nara notaciones
ver A-l y A-k).



2.12)

2.13)

2.1n)

2.15)

La respuesta es afirmativa, efectivamente: Supongamosque

una tal e exista, entonces

- l’ o 2 | v 0-98 _
o - tx (o) 1 Pn(0) Pm(0) du (x(e))

a+1, 8+1 a+1, 3+1 , 2 ,a,3
n_1 Pm_1 Ix (e)| u (x(e)) de

2
Sil(x'(0)| verifica entonces

2

Ix'(e)| :E u “+1 ’ 3“(m ))
u'a’B (x(e))

resulta entonces que la ecuación (2.12) se verifica,

nero para eso debe ser

x'(6)2 = c [1- x<e>21,

es decir x(8) = cos 6

Si rcpótimos el razonamiento para los polinomios de Laguerre

obtenemos

I 2 x (e) - cx(6) ,

es decir x(6) = 92

Por lo tanto resulta natural definir, para los nolinomios

de Jacobi, 1a conjugación de la forma

PG’P“ P' Pu’ïcos 9)= _fi__n________ donde k es una constante
n K nnde normalización.

La noción de armonicidad :

Veremos a continuación cue la conjugada antes definida puede

interpretarse también de manera similar a la-dada

nor Stein y Huckenhount en [9] .



.16)

.17)

¡18)

Para eso consideremos el espacio euclideo m + m dimensional
m . . . .R = R 0 R y en el, las func1ones invariantes por trans

. . n nformaciones ortogonales nue dejan a P v a R estable. Es
n 2 1 2

decir funciones f(X,Y) donde X = [z ri J ei
m

Y = z x
+

Entonces, la ecuac16n de Lanlace A n+mf= o se reduce a la
R

siguiente ecuación.

n' 1 an + —E—:—¿. D f = 0
x V

Dxx(f) + Dyy(f) +

A la nue nodemos asociar ecuaciones de Cauchv.9iemman en el

siguiente sentido: Dada U(X,Y)si existe V(X,Y) que verifica:

_ (n-i)U - V V = 0v x x

U+V+_(E:l.)—v=0
X v v

U(X,Y) verifica la ecuación ( 2-15)s

Veamos ahora que si x = r cos C v 7 = r sen 6

(0<_e ¿11/ 2). vale

2n a’q(cos 2 6) verificaa) f(xv) r P
n

n f + D f + 12.21.32. p (f) + SÉÉIll. Dxf = o
xx VV xv

2h
b) Si ?(x,y) = Cn r De [ PZ’B(cos 20 l

N

existe Cn(a,8) tal nue f y f verifican las ecuaciones



ftf 2“+1:0
x .v

Y
'\4

_ F _ 2 + 1 f = 0v x x

En Darticular, si a = "-2 V p - p - 2
2 2

estamos en las condiciones antes mencionados. Para probar

a) puede emplearse la fórmula 4.2“.2 de Szego [10], nág. 67,

6 bien deducir la validez de b).

Probaremos entonces b): Las fórmulas (2.18, b) se escriben

en coordenadas polares.

2.19) cos 0 Ur - Sen 0 UG - sen e VP - cose Ve - .221_l
I" r t" song

y sen 9 Ur + cos G U + cos 0 Vr - sene Ve + 28+ 1
r r r cose

N _
Qeewnlazando en la primer ecuación nor f y f y sacando r2“ 1

como factor común resulta [(Pn = Pg'e]

2n cos 0 Pn(cos 20 ) + 2 sen 6 sen 26 P’n(c05 29 ). 

- 2n c sene sen26 P' (cos 29 ) - 2 c coso cos 26 P‘ (cosZBÏn n n n

+ 2 c coso sen2 20 P" (cos 20) - ggïl—- c sen 20 P'n n n nsene

v si

—l—-=n+ a+ 8+ 1, resulta; usando oue tg e: 1- cos 26
Cn ¡en 20

2
‘.20) sen 2C P" + n(n+ a+ 6+ 1) Pn +n

+ P; ¡(B-a) - (a+B+ 2) cos 26]
nue es la fórmula (4.2.1) de Szego [10] ,oág, 60



La segunda ecuación es (siempre salvo un factor r

(Pn = Pn(cos 20).

cose2n sene P - 2coso sen 26 P' + 2n c sen 26 P'
n n n n

' . 2- -.P' + I"" 2€:n seno cos 20 n 2cn seno sen 23 n

+ 26+ 1 c sen 20 I' ,
coso

Dividiendo entonces nor 2cn sen 0 y resulta; usando ouc
Sen 26cotr 0 = nuevamente la ecuación (9.20)’
1 - cos 20

La coniugada natural en este sentido de

Pn(a’3)(cos 6) es nues

- sen 0(P;a’e) (cos e)

n +a +6 + 1
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Para terminar esta primer parte, discutiremos los coeficientes

de suavización kn, y veremos la vinculación de la nueva defini
ción de conjugación, con reSPecto a los ya existentes.

En el caso de los polinomios de Hermite, Muckenhouot [7] define

m

_ 1/2
Hn(x) - (2D) Hn_1(x)

es decir (ver A-H y Szcgo [10], (5.5.1) pág. 10H).

'\¡

h (x) = 1 H (x) =
n 1/u n-l 2 n‘1

n 2 (n-1)!

Í

= h n(X) (ver Szego [10] , 5.5.10 )

Hh' H
n 2L

Para los polinomios ¿e Lapuerre (Muckenhoupt [8] ) es,

a J a+1
L (x) = - " L (x)

n 4] n-1

pero entonces(ver A-u v Szepo [10] , (5.1.1) pág. ion.
N 1/2
¿“(x) : _.P—(n¿)_— x La+1 (x)
n n-1P (n+a+1)

nero,si x=t2 según (2.15), resulta
w a 2

‘a(t2) z Z Dt 2n(t )
n a 2

||Dt [2n(t ).H 2 a
L (L )

En el caso ultraesférico (Huckenhopuoty Stein [9] .



F; (cos e) = ——3¿—553—9 PA+1 (cos o)(n+2x ) n-1

6 sea
'\, a,c

a,a F¿Í(Pn (cos 0)]
Pn (cosn ) = __—______________

(n+

oue es 1a formula 2.21.

Discutamos pues directamente el caso de los polinomios de

Jacobi.

La conjugación en el sentido arrónico es, según (2.21)

(a R) n DOPÁG’B)(c°sn)D ï cos ' = n n+a+8+1

aoui surne una divergencia con los casos anteriores ya que

“Da páa’e) (coso )II 1 n+a+3+ 1,
L2(J“’B)

es decir, la conjugación armónica no provee una isometrïa

Tenemos pues aoui un segundo factor de normalización

11/2IIDÜn(a’e) (coso ) H = [n.(n+a+B+1)
n L2(J“’B)

Y por último existe un tercer factor de normalización, sugerido
nor el núcleo de sumabilidad Abel

Efectivamente, de la fórmula A.3.1.

a 94

K ' (cos 0, cos ó, t) t1/2(1-a- 8) . d Q(cosn , coso, t)
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resulta
BD fia' (coso)‘

n
t-1/2(1+0+3)noq(c050,cosóst)n+0+8+1

2

La prSfiíma sección está destinada a probar las proniedades

de continuidad del operador de conjugación.

Para ello ampliaremos la tercer conjugación, es decir con
factores

a+ B+ 1 )
2

k = (n +

y de ello deduciremos las mismas propiedades para los

otros operadores.



SECCION 2: PROPIEDADES DEL OPERADOR EE CONJUGACION

u. El objeto de esta sección es nrobar las propiedades esenciales

del operador de conjugación que son.

1) Teorema: Sea f(cos 0) una función en L1(Ja’e), y sea

(«,81 -1/2)

N

2) f(cose;t)= cn tn DG( pa+B (cos 0)

a + B + 1

2
n+

n
_ -1/7(u+B+1)
- t , {o f(coso ).D0 Q(cosfi, cos o,t) d d‘a'Q)(m).

donde cn denota el coo‘icícnte dc Fourier

n a 3

C = L f(c°s o) h ,' (eos 0) d J(a’3)(0)n

Entonces. a) Si f pertenece a IP(J°’B) coa 1< p< 2

N '\:

y Mr(f) = sup If(r,8)'verifica

n<1-< 1

a) IIM,<?>II _< C IIfHD

L”(J°'B) LD(J°'B)

b) Si f e L1( J°'B)



N

J°r3 '{e u m > A}_<——EE-á)—-HfI]1
r x I. . )O

a B
g: En “.2 vale la igualdad debido a la cota na( ’ ) nara

h (e) _V D pm'Bke) (ver Nota a1 nie del Teorema 2.(1.7)
n e n

Demostración: Probaremos la parte b) y la parte a) para

p = 2 v el resto es un resultado clásico de interpelación.

a) Si fc E2(Ja’B), podemosescribir.

f = E cm pa’8 (cose ). y entoncesn

m w n (n +a +8 + 1)1/2 a+1 9+1) f(r,6) = ( Z a r -——-——-—— p ’1 ¿Lu n-1
2

(cos 9 )sen9
n +

es decir
N

f(r,6) = r sen e g(r,6).

donde p(6) está en L2( Ja+1 ’B+1) y

Ilp.(e)|| ¿ K IIf(B)IIQ a+1,B+1

y por 10 tanto

Mr? (0)|: sene Hr(n).
N

(donde Mr f denota 1a función maximal conjugada de “.3 y en

cambio Mr(g) denota la función maximal Abel del teorema 1(1.5)).
Por lo tanto
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1 Fr ?(B)IIE2( ¿Ilsene Mr(g)ll.J“'B) ¡2(J°-B)

lIMml! < cllzll < cllfl
' r Huang”) ' m2(Jufl’efl) " ._<|22(J“'8)

Teorema 1 (1.5)).

Veamosahora la parte b).

Para ello emulearemos esencialmente las técnicas de A.P.
pan v A. ¿vgnumd [1] . Lema 1,nág. 91 y Lema 2,039. 93.

Ps decir nrimero, dado A > 0, descomprondremos f=g+b de 1a

ante manera

Sea f e L1(Ja’3) f: o.

Si J f di > X , el resultado es claro.
contrario nartimos el intervalo [-1,1] en dos partes iguales

eccionamos aquellas nara las cuales

1 f dj > A

J I()I
Las nue no verifican (u.5) se narten otra vez v se seleccionan

ue verifican u.5. Obtenemosas! el siguiente lema; existe una

La de cubos Xi nue verifican

a) A < 1 f dj _< M f dj < C(a,B)A
N .

Moi) o. noi) 3.
1 l

h) 0í es una família no rawnante .

c) f< A en casi todo nunto en E N U 0í

donde I denota el intervalo [-1,1].

c) son inmediatas.

En a) Oi denota el intervalo nrecedente a Oi , es decir, del
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ual Oi se obtuvo nor partición. Para brotar a), hasta ver que

m < e(Oi) _ C(G, ) Oi

w

Ahora bien, si Oi = [-1,1] la desigualdad es trivial; de lo- “CII -.
ontrarlo, podemos suponer Oi 0,1 es deczr.

(k+2)lnil
.5) J(Üi) 5 c(n) xadx =

kloíl

= n(e,a) [(k+2)0+1 - k°+1 1 |01|a+1

Y

k+r+1 IOiI
.7) J(Oi) i C'(B) xadx (r=0,1)

k+r [0.]
1

= C'(u,8) Í(k+r+1)a+1 (k+r)“*1 1 Ir.wi|"“*1

entonces

e) J(3 ) C(u B) [(k+2)°+1 - ka+1' i í ’ (k¿o)

J<oi) C'(a,6) [(k+r+1)a+1-(k+r)a+1 J

á C(a,@)

(recordar que a>-1)

Con lo cual el lema queda denostrado.

Volviendo entonces a la demostración del teorema, descomnondremoa

f de la siguiente manera:

f = p+h con



9 g = f en I - UQí

= 1 J f dj si x e oi
J(Qi) Oi

a B
IÉN(J = J ’ )

N

J('{Mr(f)> a }) ¿ J({Hr, E> x/2}>+
fl;

+ J ('{vr, h > A/2} )

ro

J({ Mr,3 > 1/2 ) g -E—¿Ï¿Él— Hg“2 =
2 2

X

r 2

= .Eíïiíl_ f J(Oi) ——l——— I f dj + J F2 dj¡2 J(O.)
1 I-UO.

1 1

1o)< c(a,e) ¡If h

(C(a,3) no es la misma constante a lo largo de las disti «s

esiaualdades).
1or otra parte, como llpIIL(J):IIfIIL1(J)

11) resulta [|h|| ¿ 2 lifll
L1 L1(J)

Ahcra bien

'b ' «a

J({wr, h > A/2 1) < J(Uo'i) + J( {Mr, h > x/2} m uo'í)

donde O'i es la homotecia de razón 2 del intervalo Oi, con centro en_
1'.r - u
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y por lo tanto, por (u.6) a (u.8), vale

J(U0'i) 3 ZJ(0'i) 5 C(a,6) 2 J(oi)

1 C(a¡%) I í? dJ í C(a¡B) Ilfll .
x oi A L1(J).

t'alta calcular entonces

J<'{x= mr<fi)> A/Z} m uo'í}) <

< C II" (g) x ¡l 1 c || M (? ) X x d--;-' r ' Imuo'i L (a); __. Ï . r ‘/oi I illx i

'h
. M 0 n

Probarenos entonces nue 1| r(h/ i) YI_QÍ IIL1(J) j

í [lb/01H y resultará el teorema.¡51(J)

Debemoscalcular

d J(v) . sur h(x) ?(x,v,r) dx
o<rf1'

I-O'i Q

l

i
’b N

dJ(y) sup J|b(x) [K(x,y,r o K(xo,V,r)] d J(x).
0' QÍJ.

Ih(x)l[ J d J(y) sun I k (x,v,r - k (xo,y,r)l laacx).. I-O'. amd
1 1

D‘—\

Pasta demostrar entonces nue



—1¿+

L3).
m m

sup IK(x,y,r) - K(x°,y,r I dJ(y)
[ o, o: r<1_ Í

j C(a,6)
N

Para eso veamos previamente algunas cotas de K(x,y,r)
N

l”) K(x,v,r) = r-1/2(°+Bf 1) 3 Óíxivzr)
m

(con y 3 cos e)

Conopara r; 1/2 f(r,e) ¿llf‘l( {rn nn) podemosres
E

[npirnos al caso r> 1/2 v por lo tanto,obviar el factor en r de u.1u.

Por lo tanto 1
'b ‘b

K(x,v,r) - K(xo,v,r) 3 C.J dx (x-xo) DRB“Ï(0,y,t)
l 0

1/2 D Do?(:,y,t)‘VC l dA.(x-x°).(1-v2)

(Donde o: A(x-xo) + x0).

< c dA(x-x )(1—y2 1/2 n D [2“B k°*3+1._ o V U

11/2

. (sec m)a+3+2 ccs(a-B)m dm
u 3

o 71 Z2 Y

PFiando variahle R = k sec m ; v acotando Icos(a-B)m I í 1, resulta

l

IÏ-(x,v,r) - Ï(x°,v,r)l í C l dA(x-xo)(1_v21/2.
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T) D SG+B+2 ds

. a n —?
k 21 y? V. SF? -k

v como a: -1/2, 8: -1/2, podemosderivar bajo el signn de integral

(r <1) ya nue probaremos que

2

DUDV a g í ac(a¿3) s
' 71 Zé Y 71 72 Y3

Efectivamente, para eso, notemos que.

2- c 

Y

asignifica —_3_5-3_.
w 3V

b) azi = 1 1 + 3V
2

e) 1 _< 1

Z. Y
1

Por lo tanto, en los términos de la forma
a 7 a Zi__¿i_

I = 7
z a 7 B Y (U) con I i 7l

1 "2

37"1 3V

Zi Y

_3Y_ .¿‘L
Y Y

1a acotación es clara
2 2fl _ - Q 

si U= CY = 1 a“ (Iv o
Y Y

Y
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y la acotación es la misma.

Volviendo entonces a (u.13) hasta demostrar que
1

+
da .(x-xo) . dy (1-y)° 1/2 (1+y)8+1/2

_ o
I Q i

¿.15) o

. sup Sd+B+3 do j C (G.3)

°-Í"-‘-1 21 22 Y3 Jsï-k2

Supongamosentonces xo,o' 0 (la otra sección es análoga)
r estudiaremca

a+e+ 3
u.16) I = sup S ds ‘

“2.51151 z: zz ‘13 #524?
k

a+8+3
< 11+ 12 = sup S ds +

1/ 2<r<1 z°1‘232 ya 523€?’ k
W

a+8+3
+ sup S ds

1/2_<p< 1 7,1 Z2 Y3 Js2-k2
2

Entonces

1u.17) I < C(a a) — c
9 “ ' Sa+e+u -<- (“’B)

2

En lo que respecta a: z
< ds

u.18) 11 - C(a,B) sup a B
21 22Y3J5-t

1/23 <1 k



vando por partes y notando que

Z .
1 + Y , resulta

S S
2

2

11 5 C(m,B) K + li;K____ _( K + _ELE_;1xl )
21 22 Y” Y

k

y usando ahora que (1; s: 2, IyI<1; Dip; 1)

s-min(o,y)¿ 2(s-oy) ¿2 [.s-max-(o,y)+ max(0,y) [1-min0y]:

j 4 [s-min(o,y) l (oi o)

y 1 c [(a-1)2 + (o-y)2 + (e-1) (1-min(o,y))] 1/2

1 152 + max(o,y) < Z2 í Cte.

[s- min(a,y)] j [52-min(0,y)]

1 21 í Cls2—min(o,y)]: C' [s-min(o,y)]

(pues s2 - min(a,y): s(s-1) + s-min(0,Y)

y además

(0- y) < Y < (0- v)_ + (s-1) + C(s-min o,y)
2 2

que resulta
2

I1 í sup K + K Js-k
- a 2 2 - fi

o: r ji k k [ S-m1n(o,y)] [(o-y) +(s-1) +(s-1)(1-m1n yL

. 1 + (s- min(o¿y)) ds o

Í(a-y)2+(s-1)2+(s-1)(1-min ay)] 1/2



Dividimos ahora en dos casos.

a) y> 0

b) y< 0

En el caso b) 2
2 1+IU-yl

1/2
11; (3.1)“2 .5 e (5'1) ds

[(a—y)2+(s-1)] 5/2 1 ( —y)5

2

+ 1 ds < C 1 C C

(3-1)2 ‘ (o—y)2 (aquí
21+Io-yl

En el caso a). Consideremos:

a1) y í o y(o-y)> 1-0

a2) y 1 o ;(o-y)< 1-0

a3) y < o ;(a-y)< 1-0 .

a“) y >a ;(J-y)> 1-a .

Pana a1) I I1+ o-y 1/2 2
Il i C (8-1) + 1 ds

(a-y)a+u (s-l)a+1/2
1 1+|°-y|

í C
(0-?)u+5/2

Para a )
2 2

1+I0-XI
1 _<_C ¡1-0| (s-1)“2(1-a) *

(1-o)°(o-y)S
¡.1
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1+|1DOI

+ (s.1)“2 (1-0) ds +

(1-0)“ (s-i)(1-o)]5/2
1+ °"

1-o

z 3/2
+ .—LÏ;¿1——————— ds 1 C 1

(1-0)“ (5-1)5 (1.o)“+1’2(o.y)2
1+(1o0)

Para a3) las cotas son semejandes a a2) intercambiando y por o, y

para a“) las cotas son semejantes a a1) intercambiando y por o.

En resumen (ver u.16).

u.25) I í C [1+T (o,y) 1 donde T(o,y) vale:

1 para y en {-1,01 = R

(ovy)2
1

-—-—-3-—- para y en [0,20-1] = R
(a_y)a+5/2

u.26) -———3——————-———para y en [2o-1,a] = R

(a_y)2(1_o)a+1/2

1 para y en l o ;:2__1= R
¡1+1/2 ' u

(1-y) (O'Y)2 2

para y en [ 1+6 . 1 l = R
2(0_y)a+ 5/2
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olviendo entonces a u.15), debemoa ver que

1

J dA(x-xO)J (1-y)°“’2(1+y)5*1’2 T(o,y) . dy
0 1-0,

ara eso recordemos que o a A(x-xo) + xo; que x y xo e Qi, que

l ° 
i es la homotec1a de razón 2 de Qi , y notemos 0'i - l a1,bil

indamos al estudio de

.27) (1-y)CH 1/2(1&yflgÏ1/2 T10,y) dy. g 0(G.Y) en

I-Q'i 1.oi

¡a cinco regiones precedentes:

C + 1 si a. > 0.
1

> o(a,y)dy < °

1 .- I
[ 1,0]NQ i ‘C + s1 al:l < 0.o-a

+.28)

en ambos casos es 0(o,y)dy 5 C+ —--l——-—

(x-xo)
- Il 10]» o i

31 caso b) tiene lugar sii R2 f d o sea sii a > 1/2 y vale
1 - 1 si 2a - 1 < ai

a -1 o

o(o.y>dy 1 _<

1 - 1

[0.2o_1]mQ.i o si 20 - 1 > ai
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“,29) ______. + c

(notar que a>la «aiI>Ix-xol y que I1-0I< o-y a —l;1—j 2).a“?

E1 caso c) se divide en dos partes.

:1) si o < 1/2 tenemos.
ai

14,30) Mo”) ¿c 1 __.1._ < __..E___
o o-ai o (x-xo)

(de (1-0) >(o-y) resulta —l;1—- 2
1-0

c2) Si 0> 1/2 tenemos

u.31) Iouflmyi 1 _ 1 í 1
o-ai 1- o (x-xo)[20-1,a.]

1

pues 1-0 = o-2o+1 > o - ai si R3#ó).

d)
1+ 0/2

o (0.y>dy .<. IC 2 - 1
a -1 o-bi

i .

j C (51 Ruí ó I1-0I>Ibi-al >Ix-xol).(x-x

e) l 1
1 1

‘t’(09y) dy _< ' C

°'1 min( '1 , o-bi)
max( —1::* . bi ) 2
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c -—¿—-— (lo-yl> |1-YÏ)
_ \(x xo

32) IA

De “.28 a “.32 y de u.15 resulta el Teorema.

Del teorema u.1 . Se deduce por la existencia de limite

ra r teniendo a 1 en el conjunto denso de los polinomios el si

iente teorema:

4.2 Teorema: Existe un Operador T contínuo de EP(J°’B)

(1< p: 2) v continuo de L1(Ja’B) en L1W(Ja’6) que verifica

Si f tiene desarrollo de Fourier:

f WÍ cn pa’B. Ï tiene desarrollo de Fourier
n

De(p:’8(cose ))
Z cn

n+a +B+ 1

(Notas: a) m1(J°’B)
“Y

= {f: f es J-medible y C

J('{ x f(x) > A )<tq

1b) T; L (JG’B) + m1(J°’B) se dice continuo si
v7

J( {xt T(f)(x)>A} ) c IIfII
‘ _;_ L1(J)

c) El sistema D (pó’B(cose)) es un sistema ortogonal total
2 a B nen L (J ’ ). )
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En este párrafo probaremos que si empleamos como fac

or de normalización kn = (n+h) (h -1, n 1) 6 bien kn=(n+h)1/2n1/2

odas las conjugaciones asi obtenidas verifican el teorema 4.1¡ y

or lo tanto el 4.2. para eso necesitamos los siguientes lemas:

.1) Lema1: Si (an) son los coeficientes de Fouiier de una función
a

f en 51(JG’B), entonces n 3°" los
a+B + 1

2

coeficientes de una función o en E1(JG’B).

Demostración: Sea K(x,y,t) = X tn pa’8(6) pa’B(E) .
n n

Entonces.r

t1/2 (a+B -1) K(x,y,t)dt. =

g Z rn+1/2(a+s+1) rn(x) rn(y) = Q(x.y,t)

n + a+B+ 1 l2

y si f e L1(JG’B), la función

®(y,r) = Íf(x) Q(x,y,t) dJ(x)

tiene coeficientes de Fourier.

rn+1/2(a+e+ 1)a
c = nn

n+1/2(a+B+ 1)
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Es pues suficiente probar que o(y,r) = Tr(f) verifica

IITr(f)" 1 C Ilf H ya que eso define un operadorE'(J) I'(J)

. . . 1
acotado I, que verlflea, 31 on: L (J) + k es el operador
continuo que consiste en tomar coeficientc n-sino Ec Fcurier

Un T(f) = -———-—-2-—-— de lo que resulta que

T(f) es la o buscada.

Para poder probar que IITr II í C notemos que

llrru) II 5 ííIfÜO Q(x,y,t) dJ(x) dJ(y)

= J If(x)l {Q(x,y,t) dJ(y) dJ(X))

Basta ver pues que si

0(x) = sup í Q(x,y,t) dJ(y)1/2: r< 1

(x) esta en La (JG’B).

Para eso, de A -3-1 y A-3-2, cambiando variable

S= k sec u como se hace luego de “.1u. resulta,

ds

z“ zi Y Js-k

Q(x,y,t) j C 1+

e integrando por partes, obtenemos como en u.19.

Q(x,y,t) j C 1+ ( C + -Eíïzzzl ) dy
Y
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lo ahora las cotas de 4.20 a u.23; resulta: (x: o)

r 1 y<x y
!(x,y,t) __f c 1+ —-——- si

(x-Y)a+1/2 I (x_y)> 1_x

Iy<x y——1— .1 si
J C a+1/2 (x-y)< 1-x
W (1-2) Ï

1 si Í > xc '—"——+1 v y 3'
(1_y)a+1/2 '

_ (x-y)< l-y

1 + 1 si y> x y
C

(x_y) +1/2
- (x-y) >(1-y)

(si a = -1/2 se reemplaza porllog(x-y)l ). Pero entonces,

volviendo a 5.2 es claro que o (x) está acotado.

Lema 2: Si f e I1(JG’B) y '{a }son sus coeficientes de Fourier

dado k —1.

a) Existe ¿1 que verifica gls L1(Ja’8)

con “81 “LJ-(Jaas) _< Ck Ilf “L1(Jaa6) y

an(f)
tal que an(g1) =

n+k

b) Existe g2 que verifica gze 51(Ju’8);



l

(bis)

)82|| i Ckllflln y tal que
m1(J°' ) 51(Ja'3)

a (f) U(n)
an(22) = n (con o(n) = [ni/2- (n+k)1/2]

(n+k)1/2

. a +5 + 1Demostrac16n: de a) z Sea A = --———————’
2

P.1 - s-1
z X (A k) + o 1

n+k 1 (n+x )S (nn)p

a P

n = z (A-k)s'1 an + o (an ——l——¡

por lo tanto, empleando el Lema 1 (5.1).

Los. primeros p-términos definen funciones

f1, fp que verifican Ilfdlj C IIfIIy y el último, si
p s suficientemente grande, verifica

a o 1 Pa,8(x) í C llfll 1 para
(n+A)p n

la parte b); por 1a parte a), existe
an(f)o con “E II _<C IIfII ya(9)=--

1 1 n 1 +kL (J) n

Sea poes É = n1/2 + (n+k)1/2, entonces

an c (¡(11) = ano k
(n+k)1/2 (n+k)1/2 U

Para aplicar el razonamiento de la parte a) basta probar que
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an _ 2'.2 an =

(n+k)r./2 g S (n+k) 2-1-5

P

= z an 9()\1)

¡1:1 (n+k)l /2 F X2

X1+ A2 r+s ( A.> 0).con ---—-— = -——— 1
2 2

tivamente

an an _
(5-1)

(“+k)r/2 s 2(n+k)r+1/20

= an 2(n+k)1/2 - És-1
(n+k)r/2F 2(n+k)1/2 o _

_ an _ an k
' ' r+1 s+1

2(n+k)r91/2; 5 2(n+k) -ï— 3

ra estamos en condiciones de probar el siguiente

5.a Teorema: Sea Tk . (i-1,2 k> -1)—_—-— ,1 —

conjugación definida por
D pe

a) Tk’1(f)= Z an n
n+k

D P

b) Tk 2(f)= Z n e n
n1/2(n+k)1/2



-32

Entonces Tk i verifica las propiedades el Teorema 1 (u.1.)D

Demostración:__________._

Tk’ (f) = T(f) + T(g1)

T (f) = T 1(f) + Tk,2 o 0,1(g2)
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APENDICE EE NOTACIONES

Y FORMULAS

DLa medida de Jacobi de orden a6 es la definida 'por

(A C [-1,1] )

a,B
J (A) = (1-x)“ (1+x)B dx

0,8 >-1

I n
DLos pollnomlos de Jacobi de orden a,B Pn son los asociados

a la medida d JG’B, con la normaliaación

“,8 n+a
Pn (1) g n

(ver izego [10] (“,11) pág.58)

Los polinomios ortonormalizados pu’Bverifican
n

1/2

0,8 = 2n*a+8+1 F(n+1) T(n+u+8+1) P
P ° n

n 2a+B+1 P(n+a+1)r(n+8+1)

n:0,1,2,.....
(ver Szego [10] (".309 pág. 68)

v El núcleo de sumabilidad Abel delos polinomios de Jacobi, tienen

la siguiente expresión (Ver B.M.P. [5] pág. 27

1) Ka’8(x,y.t) = Ït“ pa'B (x) pa’3(y) =
“.3: n

t1/2(1-a-6) d Q (x,y,t)
dt

donde



2)

Q(x,y,t) = 2':+6 ¡(“ha+ 1 .

1/2 n
cos (a-B)m . sec ma*5-2 dm .

a Éf

. Z1 Z2 Y

y

¡3)

u = 1/2(1-x)1/2 (1+y)1/2

v = 1/2(1+x)1/2 (“301/2

,H)

k = 1/2(t1/2 + t'1’2 ).

¡5) /1 2

Y = 'q (k sec m)2- u) - v2] - un? V2 }

2 1/2

= [-Ï;ï— }_ + (k sezm- 1) (k seem - xy)2

.5) z; z (k sec w)2 + u2 - v2 + Y =
2

= (k seem ) - x+z) + Y
2

'7') z = (k Sec ¿)2 - uz 4 v2 + Y =

3 (k sec u )2 + x+x + Y.



La medida para 1a cual los polinomios de Laguerre L
n

forman un sistema ortogonal se dalontrará La los polinomios

ortonormalizedos se notaran l: . Analogamente en el caso

de los polinomios de Hermite, l será 1a medida, y hn los po
linomios ortonormalinados.



INDIO;

ra . . '
l Parte: LE noción dg conJuGac16n.

Sumabilidad Abel de las Series de Fourier-Jacobi. 1

La noción de conJuLaoión en los polinomios de fiegenba

uer, Hermite y Laguerre. La noción de conjugación en los polino
mios de Jacobi: 1a noción de armonicidad. Vinculación entre 1a

la conju¿aoión introducida y las conjugaoiones existentes. El
factor de normalización. 3

da
2 Parte: grgpicdgdgg dí; gpggaggr'gg_ggnjuïagi6n

lll operador maximal de conjugación. Propiedades

de continuidad del operador en Lp y puntual de la SumaAbel de

la serie conjugada. 13

aquivalencia de los operadores de conjubación definida, convergen

oia en LP y puntual de lcs distintos Operadores de conjuúación.

28

Apéndice de notaciones y fármulas
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