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Fnunciado de resultados obtenidos

Una clásica Fórmula de Bochner expresa 1a transfo:

mada de Fourier n-dimonsional de una función radial in

tegrable por medio de una integra] unidimensional de

Hankel (cf. Anéndíce I, Teorema 21). Fsta Fórmula de

Bochner ha sido generalizada por González Domínguez al

caso de distribuciones temporadas invariantes por rota
ción (cf. Apendice T, Teorcwa 261. Fn e] canitulo I de

esta tesis obtenemos (Teorema 2) una generalización de

esta versión distribucional de la fórmula de Bochner a

cierto tipo de distribuciones causales v anticausales.
Fn la demostración de este teorema interviene una

fórmula que normite calcular más simplemente la trans

formada de nourier de distribuciones causales (anticau

sales) de la Forma

- _ m . A+v
T(P t 1 o,“ n X av“) (P t 1 0) .v=0

W

(donde X av(A) zv es Función entera de las variahlesv:
z,A) por medio de las correspondientes distribuciones

invariantes por rotación. Fsta fórmula es la siguiente

(CF. Toerema T, Fórmula (T,1;13)

{T(P 1 i ong}A = J?“ qi {T(lxl’,x)}A
|>'|z +Q*i 0



Fn el capítulo I figura también una Fórmula nue exnresa

la transformada de nourier de las distribuciones de la

Forma T(P t i O,A) como un nroducto escalar (Teorewn 3,

v fórwuln (T,2;2). Concluye ese capítulo con dos 010m“

plos de anlicación del Teorema 1: e] cálculo de 1a tranï

Formada de Fourier de TfP t i 0,A) nn o] caso tetradi

mensionnl con lo nue se orticnc una vvr ¡ón Corrcctn de

1a llamada fórmula de reducción de Feinberg v Pais (CF.

Fórmula (I,3;4)): v c1 cálculo de la transformada de

Fourier dc 1a distrihución Ga(P + i 0,m,n) (cf. fórmula
(I,4:5)).
F1 capítulo IT enniezn (cf. Teoremas 6, 7, 8, 9 v 101

con tenrcnas referentes a nroductos de distribuciones

de In Forwa

lgr(m’ + o t i 0) Igs(mz + o 1 i n),

(m2 + n z i 0)A (m2 + o t i ni“,

{(w2 + 0 i i 0)>‘ lgrfi"? + 0 .1: 0)}.

.{(n’ 0 t i n)“ 19“(W“ + 0 Í i 0)}.

(n i ax”,

( .

1ra t 1 0)* lgr(0 z i nW}.í(0 t i 01“ 12‘(0 t 1 0)}.

A continuación se dan teoremas referentes al núcleo



G (P t i 0.m.n). que generalizan teoremas relativos al
C

núcleo radial de Aronszjajn-Smith, a saber:

{Ga *. G.¡¡}A - (Zn)? {6°}A . {G.il}. (cf. Teorema 11);

Ga x G_¡¡ - Go_¡¡ (cf. Teorema 12);

G_,¿ - K'G (cf. fórmula.(II,5;4) donde K‘ denota el
operador generalizado de Klein-Gordon iterado L-veces;

60" 6 (cf. fórmula (II,S;5));

¡(k6ak - 6 (cf. Teorema 13). Hacemos notar que en el
caso particular n - 4. k - 1, q - 1, la distribución

G,k(P t i 0,m,n,q) coincide con la llamada "función
mágica" o propagador causal de Feynman (cf. fórmulas

(II,6;4) y (II,6;5)).
Se consideran a continuación las distribuciones

Ha(P t i 0.n) (cf. fórmula (IT,7;1)) que constituyen
generalizaciones causales (anticausales) del núcleo
(elíptico) de Marcel Riesz; obteniéndose teoremas oue

generalizan teoremas conocidos referentes a este núcleo;

cf. Teoremas 14, 15 y_l6.
A continuación se registran (fórmulas (11,8;4) y (II.8;S))

las distribucionosnflc(P t i O.n) en ol caso n - 4. k - 1;

H‘(P + 1 0,4) coincide con la llamada delta "fotónicn" dc
Feynman.

Se muestra a continuación (Teorema 17) nue las funciones

distribucionales nf. "¿k(P t i 0.n) son soluciones elcmcg



tales (causales. anticausales),nara todo k. del onera
dor Lk.

Se concluve e1 capítulo TT señalando e] hecho curioso

de que, si se exnresa 1a nndidn 6 nor medio de la fór

mula (TÏ,1081) se obtiene 62 = 0.

F1 capïtvïn TTTfrnta de una generalización del sinuicn

te par de Fórmulas rocïnrovnq He Yüllen:

h(s) = K rs.t) f(t)dt v
oh“8

F(t) - 16 ¿2 É A (t.e) h(s)ds,
0

donde X (t,s) viene dada nor 1a fórmula (Tïï.1:2).

Demostramosnosotros nue, si se connlen ciertas condicig

nes, valen las Fórmulas (cf. Teorema 20 v Fórmula (TTT,3:ZÏ)

f(t) = nn" 2"““'a {(k-¡‘tï’ z (t.s) h(s)ds.
caña

h(s) = Í K (s,t) f(t)0t.
0

Fi se pone en estas Fórmulas n u 4. k - 1, se obtienen

las fórmulas de Killen recién Consignadas.

F1 trabajo Finaliza con dos apéndices; el nrimero es pa:

te de un trabajo (inédito) de Alberto González Domínguez

intitulado "Generalización de una fórmula de Bochner";

en el segundo se obtiene una fórmula de representación de

la solución elemental simétrica del operador de Klein-Gor
don iterado k-veces, (cf. Teorema 27); esta Fórmula es



el punto de partida para la generalización de las Fór

mulas de Küllen, que demostramos en el capítulo III.

Julio 1972.



CARIÏPEQWI

Una versión causal del Teorema de Rochner distribucional

1) Sea x un punto do mn, de coordenadas x¡,x2,...,x Connl

P - P(x) designaremos una Formacuadrática de n variables,

no degenerada, de la siguiente forma:

‘ '00 - ' -¡en- i2

p ' x1 n#2 p*a
(T.1;1)

Tenemos pues n - n + a; p es el número de cuadrados positi

vos de P. y a es el número de cuadrados negativos. Con2 .
[xl des1nnnromns ln Forma cunflrvf1cn

Z 2 2
1 # x2 + ... * xn .

Consideremos la forma cuadrática de coeficientes comple

¡xl2 - x

jos (c > 0)

+ 7
"(x,e) A P(x) t i c le“,

Fea x un número complejo arbitrario.

Fscribiremos

. . 1
(D 11 0)A A 11m f" (x.c))x. (1,1;2

_ 6*0

Fe demuestra (cFr. [1], n 275) nue el lïwite de las dis

tribuciones nue figuran en el segundo miembroexiste efeg
tivamente. Se demuestra además aue las distribuciones

(P t iO)x son funciones distribucionales holomorfas de A.



salvo en los puntos A = - g - k, con k = 0,1,2,..., donde
estas dos funciones distribucionales tienen nn1os simnles.
También han calculado Gelfand-“ ¡{Iv ‘Hrnrmndas de

nourier de las distribuciones (P t i ")" "nLor (rfr.

[1], pp. 284 y 285)

A .

Ürriofl}= ‘n 6“X”Hv:iofldx=
(Zn)2

mn

l , n

e‘quJ 22x+n n2 r(x+ g‘ _A_n
= ——-—-——«—m—_-w_uun—————m"n i r\\ Z . (1,1;3)

D

(211)"? l‘(-A)

Fn esta Fórmula hemos nuesto

2 2 2 2 2 2ná",1+'v2+"'i'hyra-vïvfl.yp+2 'vn+n°

Rea F(z,)), z e E, una función entera de las vnrinhlos

F(z,A) = E av (x)z‘. (1,1;4)=0\)

Consideraremos 1a Familia de distribuciones do Jn Forma

rcrr. [1], n. 285)

A

T(P t i 0. A) m f" i n) F (P t i 0, A) A

A (n 2 i 0)A
"MB D

av(A) (p t í 0)”. (1.1;5)
V



Consideraremostambién las distribuciones invariantes por

rotación definidas por 1a fórmula

Tclxlz. a) - (I’xlz)A zo avm lez". (1.1:6)vn

Vamosa aplicar 1a transformación de Fourier a ambos miem

bros de la fórmula (1.1;5):
A 0 A

{r(p z i o,a)}j - {(p z 1 0)* z 39(1) (p z i a)“} .v-O
(1.1;7)

Comono hemos supuesto que T sea temperada, las transfor

madas de Fourier que aparecen en 1a fórmula que precede

\1as consideraremos en el sentido de Gelfand (cfr. [1],
p. 190). Comprobaremos que en el segundo miembro de (1,1;7)

se puede integrar término a término; es decir. que vale la
fórmula

. A

{(p z i ofi-vzo avcx) (p a i 0)”} .

D A

- zo avcx) {(p a i o)*‘“} . (1.1;3)v

Para probar que esta Fórmula es efectivamente válida prg
ccdercmos como sigueL

Admitamosprovisionalmente que en 1a fórmula que precede

el parámetro A.satisface a 1a condición Re A > -1. En tal

hipótesis. tooo: los términos de 1a sucesión (n - 0.1....)



{ P t ' 0 A n v 1 i n v -q
gn} A {( 1 ) vga av(x)( .) } (1.1,.i

son Funciones localmente integrahles; v en virtud de ser,

por hipótesis, entera 1a Función F(z,A), se concluve que

1a sucesión !|.| converge uniformemente en todo compag

to K C Rn.

De esto concluimos, nor aplicación de un conocido criterio

de Schwartz (cfr. [2], p. 76, Theoreme XVI) que la sucesión

{gn} de distribuciones, es convergente en Iv . Fste hecho,
en conjunción con la continuidad de la transformación de

Fourier, lleva aparejado que la fórmula (1,1;8) es efecti
vamentc válida (on cl caso de que sea Re A > -1).

Concluimos por lo tanto, como consecuencia de 1a (1.1;3),

y la (1,1;8) que, para Re A > -1 es válida la Fórmula

{T(P t i D,A)}A

n n w

1 .11-qi r)I2l.+\) 11-2 Z
n

n a (A) 2’“ r‘**“*ï)
(2n1’ v v P(-A-v)

0

_¡_ -n
(n í i HW v 2 (1.1:10)

La validez de esta Fórmula nara otros valores de A se ju;

tifica apelando n Ju prolongación analítica.

Procediendo de manera completamente análoga con la dístri

bucíón (1,1;6) llegamos a la fórmula



n B . F(A*v*n) -A-v-n
1 n Z‘A’” “T Z av(x) 2‘“ ———-—-1—[IYI']- '

(2n)r v-O P(-A-v)
(I,1;11)

ra llegar a este resultado hemosutilizado 1a fórmula

fr. [1]. P. 194. fórmula (2))

Múm (1,1;11')9

, n A+n

A}A 2¡’"nï r( 2 )xl -—ï .—A.
(Zn); P(°ï)

e es válida para todo A salvo para A- -n, -n-2,...,

nde leA tiene polos simples.

1a comparación de (1,1;10) y (1.1;11) concluimos que
válida 1a fórmula

‘(P z i 0.1)}A - e‘gqi..{T[le',A]}A , (1.1;12)
Irl’» Q‘i 0

n el simbolismo adoptado en el segundo miembro significa

s que primero debe calcularse la transformada de Fourier

T[le', a], y cn la fórmula obtenida (que es también
stribución radial) debe reemplazarse IyI‘ por Q * i 0.

fórmula (1,1;12) va;e, naturalmente, en el caso parti
‘lar en que T(P t i 0.a) sea temperadn. Hemos. pues, de

nstrado 1a proposición a continuación consignada. en cu
, enunciado utilizamos las notaciones introducidas en lo

¡e antecede.



Teorema 1

Hip'tesis

Las distribuciones T(P t i 0,A] son temperadas.

Tesis

Vale 1a fórmula

A H . A

{T(P i i n.x)} = o‘ï°’ w{ [Ix|’,x]} (1,1:13)
|Y|2 + 0 Ii

Observemosahora que la distribucióntemoerada T[lxlza]
es invariante por rotación. por lo tanto su transformada

de Fourier puede calcularse por medio de la fórmula de

Bochner distribucional (cfr. Fórmula (A,11) del Apéndice).

O sea, que vale En Fórmula

A ZV'

{T[|x|’,x]} = {T[|x|2,x]}. (1,1;14)

De las Fórmulas (1,1;13) y (T,1;14) concluimos inmediatg

mente nue vale el siguiente teorema, nue es el resultado

principal de este canítulo.

Teorema 2

Hipótesis

a) Sea f(z,x) función entera de las variables 2,A.

h) T(P t i o,x) = (p z i n)A f(P z í n,x) e s'.

Tesis

Vale 1a fórmula
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A .1 r A

{T(P 1 i 0,A)} \TIIX!2,A 1 , (¡,1215)
k k ' 1 1 .!v| + 0 i 1 0

Registraremos abora un caso particular del Teorema 2 cuya

utilidad comnrobaremos muypronto.

Supongamosque ln transformada de Fourier de 1a distrihg

ción radial T{le2,x] admita la representación

A I .

{Thxlzq} = —‘1---h-UileJ], e_1(x’y>). (1,2;11
‘ (2m)? ‘ ’

Se comprueba sin dificultad, apelando a la fórmula de cam

bio de variable en distribuciones (cFr. [3], p. 102), nue

la Fórmula (1,2;1) nuede escribirse, eauivalentemente, en

la Forma (cFr. Fórmula (A,15))

{mxl=.x1}“=

De (1,1;15) y (1,212) obtenemos inmediatamente el siguien

11-2 I

<T(t,x), t'Z' p” A;{v’tlvlz >. (1,2;2)NI-¡

te

Teorema 3

Higótesis

a) La misma nue la a) del Teorema 2.

b) La misma que la b) del Teorema 2.

c) Vale la Fórmula (1,2;2).

Tesis

Vale la Fórmula

. n-Z

0' <T(t,A),t-Ï—Rn_zl t t 1 P.
A 1

{T(P t i 0,A)} = ï o '7
(T,Z:3)
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Particular interés tienen los dos teoremas anteriores en

MM 'z"

Teorema 4

Pinótesis

a) p B + +ooo+ - szl.
h) La misma que la b) del Teorema 2.

c) La misma que 1a c) del Teorema 2.

Tesis

Vale la fórmula

A IT. A

{T(P t i 0.A)} = e‘ï'1 {T[!xl’,x]} (1.2;4)ly|’+0*i°

Teorema 5

Hipótesis
_ 2 2 2 _ 2

a) P — x1 + x2 +...+ xn_1 n.

b) Vale la fórmula (T,2;2)

Tesis

Vale 1a Fórmula

{un t i 0m}A = % e

(1.2:5)

Llamaremoscausales, y respectivamente anticausales, las

distribuciones de la Forma T(P t i 0,A), cuando P tiene 1a
') ff 7 2r...rï ...—J. .J_ 4- _ O

o)! ,! Xn_1 Xn

Son parïicu1fl1PP“ÏÜ urtantes las distribuciones causa

les tetradimensionales. pues ellas aparecen continuamente
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en teoría_cuántica de campos. Conviene, para futura refg

rencia, enunciar el caso particular del Teorema5 corres

nondiente a n - 4, p - 3. q - 1.

?corema 5'

Pinótesis
2 2 2 2

a) P - x1 # x2 + x3 - x4 o

b) Vale la fórmula (1.2;2).

Tesis

Vale la fórmula

{T(Pz i 0,20}A- %Jah. (T(.t,x),tRJW] ).
(1.2;4)

Si recordamos la definición de la función RmCx).a saber.

Rm(x) - Jm(x), se advierte que la fórmula (1.2:4) puede
m

escribirse en la forma equivalente

¡Ei=_ . A 1 1

rcp t'i 0.1)} - Jz-e a ‘(Qt i o)'7<1-(t,x).t7 J¡[ft_(Q*TflT]).

(T.3:1)

Si en esta Fórmula expresamos simbólicanente el producto

escalar con una integral, y hacemos el cambio de variable
t e 5‘. obtenemos, comoexpresión simbólica equivalente

de la fórmula (1,3;1), la siguiente:

:¿uA LÏU

{T(Pt i.0.x)} - e (Q3 i 0)";.
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.I T(s’.x).s’. NJIS(Qt i 0)%}d¿. (1,3;2)
0

Observemos que esta fórmula figura ya en [4]. p. 166,
fórmulas (8) y (9).

No está de más un comentario sobre esta fórmula. En 1a

memoria [5] de Feínberg y Pais desempeña papel decisivo

una fórmula (cfr. [5], p. 2735, fórmula [5.21) cuyo objg

to es el mismoque el de la fórmula (1,3;2), a saber, 1a
evaluación de transformadas de Fourier de distribuciones
causales en'R‘.

Esta "fórmula de reducción" de Feinberg y Pais se escri-

be, en nuestra notación, de 1a_manerasiguiente:

TÍ. -L
3

{ma + i 0)}A - e'i“ (Q - i 0) ..

n..
.I Tfis’J's’J¡[s(o - i 0)Ï]ds - e.71' (Q- i 0)-t .

o

.I T(s’)s‘ H:-[s(Q - i 0)%]ds; x (1.333)

¡C

donde con H:-se denota 1a bien conocida Función de Hankel.
y C designa cierta curva del plano complejo á.

Vemosque la fórmula de Feinborg y Pais difiere de la F6;

mula (1,3;2) en que contiene. en su segundo miembro, un

inesperado sumandoadicional (la integral curvilïnca). La

fórmula de Peinberg y Pais es errónea, pues la nuestra es
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perfectamente correcta. Observación análoga Figura en
[4].

Terminaremos este capítulo con la evaluación, por medio

del Teorema 4, de la transformada de Fourier de una dis

trihución causal nue necesitaremos más adelante.

Nos prononemos evaluar la transformada de Fourier dc 1a
distribución causal

c;el (P+ i 0,m) A

L 9.111. .—__—
A Ha(m,n)(P +10); (2 )¡(n_a [/yï’w + i 0)], (1,4:1)T

donde m es un número real positivo, a e G. Ku designa

la conocida Función modificada de Bessel de tercera espe

cie (cFr. [6], p. 78, Fórmulas (ñ) v (7)) v Ha(m,n) de
signa la constante

1-2 Hi -'. —-ï-—|
n
ï 2 2 ez (m2):2-

II.
e71“ (Zn)

Ha(m,n) A
N?)

Observemosque (según se colige del desarrollo en serie

de Kn_u), la Ga(P + i O,m) cumple todas las condiciones
z .que asegura la validez del Teorema 4, en el caso de que

a satisfaga a las condiciones

Big # entero, a <2. (1,423)

Por 10 tanto, si se cumplen estas condiciones vale 1a

Fórmula.
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{60(p + 1 0,m)} = e z {Ga[lxlz,m] . (1,4;4)
Iyl2 + Q-iO

Traigamos ahora a colación la Fórmula (5), p. 288 de [1]:

la cual, poniendo en ella 0 = x? + x; + + xá se es
crihe equivalentemente, utilizando nuestra definición de

transformada de Fourier, con 1a substitución A = -3,

¡ha :1
I A — ___

2 2

{G[lxlz.m]1 = ""1‘71'3 e “MUI” 2 (1,4;5)
a J (Zn): L J

E
(Zn):

. A 1 Hía Í 

{Ga[P + 1 O,m] = -"———e 2 [m2 + Q - 1 n] (T,4;6)

Hemosdemostrado la validez de esta fórmula si u cumple

las restricciones (1,4;3). Observemosahora que el segun

do miembro de (1,4;6) es distribución entera de a; por

lo tanto, también es Ga función distribucional entera de
a. Por consiguientq si apelamos al principio de prolonga
ción analítica, concluimos que 1a (1,4;6) vale pata todo

0.

Consideremos ahora la distribución anticausal Ma(P - i 0,m)
definida por la fórmula

u
M (p - í 0 m) = L (m n)(P - i n)Ï( 2 )K Í/ ¡(P ‘ n Ï

a ’ 0 ' ' B;2\ m _ 1 ') ,9

2

(1,4:7)



donde con L;(m,n) hemos‘designado la constante

lla , -L "‘0
‘ un)“r12"age'g‘qcm‘fT).

L,(m.n) A °

ros)

Procediendo de manera completamente análoga a como acabg

nos de hacerlo con 1a distribución.Ga, obtenemos, en el
presente caso,

{HSP-a i 0.l)}A - (2;)? egin [mi . Q o 1 01.? .2 (1,4;8)



gn}*LLg¡Ai ll
<oluciones elementales causales de ciertas ecuaciones
diferenciales
rn este cnnfrulo (un ,¿rewos por utilizar la función

distribucionnl u, Lqu Lxdnsíorwddn de Fourier hemos
calculado en el capítulo precedente, (Fórmulas (1,4;5)

(I,4:7)) para la ohtenc1ón de soluciones elementales

de cierto tino, que llamaremos "causales" ("anticausa

les”), del operador ultrahiperhólivn de Vlein-Cnrdon
iterado:

1 z 2 2 2 l

K11A[¿7?+..,+ —i-—- a -_. - _ 3.- —m2 u
k 2 1 z

8Xl axD axp*‘ axp+q

donde m

Comenznremospor observar que la Función distribucional

Ca (P t í fl,m,nl (cf. ¡órmuln (I,4:1)), es un correlati
vo (causal, anticausal) del núcleo introducido nor Aronsz

jajn-Fmith (cf. [7], p. 386, y [2], p, 286, Fórmula

(VIT,10;15)) definido nor la fórmula

Q'n

Aílxlz,m,n] A C(a,m,n][lxl’]_ï—K u[vfiíïïïï]z (IÏ,1;1)EL“
2

donde m > 0, n entero i 2, a e C, v la constante C

tiene el valor

C=C(a,m‘n] e2
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Veremos nue Ga(P 1 1 “,n,n), tiene nruniedndes nná]“”u
al núcleo de Aronszjain-Qmith. Para establecerlas, hare
mos uso esencial de una nronosición oue tiene nue ver

con las distribuciones (m2 + O t i 0)A cuva definición

y algunas de cuvas propiedades comenzaremos nor consie
nar.

Las distribuciones (rn.2+ Q i i 0)X se definen de manera

análoga a como se definen las distribuciones (P i í 0)A

Fs decir, que nondrewos ÍCF. [1], n. 289]

(1112+ 0 k i ¡“A A:1Ï'Ï{In"10' I‘d; Í'ÍÏ‘l‘Z
L

donde es e > 0.

Fn esta Fórmula hemos escrito

t.2 2

GAY] +Y2 +...+v

2 + V2 +
I .‘

IY|’= V

Fs útil consignar una definlciñn equivalente de las dis

trihuciones {m’ O t í 0)A.
Fn ella aparecen las distrlhuciones
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Se comprueba sin dificultad que vale la fórmula

. A tlx'
(m’ # Q t 1 0)A = (m2 + P)+ + o I ' (m2 + P)Ï.

De esta Fórmula se concluye inmediatamente la validez

de la relación

A A
(m’ + o + i 0) = (m2 + Q - i n) = (m2 + 0)A , (11,1;3)

en el caso en que sea

A = k = entero 1 0.

Fsta fórmula nos será útil más adelante.

Observemos que las (m2 + 0 t i 0)A son funciones distri

bucionales enteras de A. Fn esto difieren esencialmente

de las distribuciones formalmente análogas, (0 i i 0)A,

que tienen polos en los nuntos A = - ? - k, con
k = 0,1,Z,...

Puede probarse (cf. [8], p. S73, Fórmula (2.14) v n. 575,

Fórmula (3.5)), que vale 1a Fórmula

. _ _l k-I (P«|l
(m‘ + Q t í m'l‘ = nf (mz + Q) k ‘+' 21=‘—-—L 6 (m2 + Q).

(11,1;4)
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donde k = 1,2,3,...

Fsta Fórmula es una correlativa multidimensional de la

fórmula unidimensional bien conocida (cf. [11, n. 04,

fórmulas (6) y (7))

k-I(xt i ' x'n; 6(k'l).
(k-1)!

Para futura referencia conviene consignar algunas Fórmg
las distribucionales oue tienen íntima relación con las

distribuciones (11,1;2).
Estas fórmulas son correlativas multidimensionales de

relaciones unidimensionales bien conocidas (cf. [1],

pp. 93-98).

Pondremos

T

(m + Q t i n)A 10gr (m + Q t i ni A 3 r(m + o t i n)‘.a)
Ó

(II,2:1)

Esta fórmula es la análoga multidimensional de bien cong

cida fórmula unidimensional (cf. [1], pp. 96 y 97). Para

A = 0,r - 1 obtenemos de (TT,2;1)

109 (m’+ Q t ¡0) = lim á% (m2 + Q 1 i n)* =
A+0

- lim 1a (m’ + Q t í elxl‘) = 12 Im’*0l t i H U (-(m’ + 0));
e+0

es decir
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12(m’ + Q 1 i 0) = lzlm' + QI t i II U(-(m‘ + 0)).

(11,2;2)

En esta Fórmula designamos con U como de costumbre, 1a

función de Heaviside:

U(x) u

La fórmula (11,2;2) que es una análoga multidimensional

de fórmula unidimensional bien conocida (cf. [1], n. 95,

fórmula (14)), muestra que (12(m’ + Q t i 0))r es local

mente integrable:

(um‘+otionreL . ULnMloc

para r = 1,2,.....
Puededemostrarse sin dificultad, explicitando los cálsu
los (según se hace en [9], p. 707, para la distribución

unidimensíonal 1gr(x + i 0)), que vale, para r = 1,2,...,
la Fórmula

1Hm‘+otio)-cum‘+otionï (UJM)

De la fórmulas (II,2;3) y (IT,2;4) concluimos inmediata

mente que vale 1a siguiente proposición, aue nos será

útil muypronto.
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Teorema 6

Hipótesis
r,s - 1.2,3,...

Tesis

Vale 1a fórmula

1gr(m’ + o t i 0)].[1g5(mz + Q t i 0) = 1gr*5(m= + Q x i 0).

III.2;5)

Demostraremos ahora una proposición aue desempeña papel

esencial en 1a demostración de los teoremas que Figuran

en este capítulo.
Su enunciado es el siguiente.

Teorema 7

Hipótesis
'A, G'
Tesis

Vale la fórmula

(m2 + o 1 i 0)*.(m’ + o t i 0)“ = (m2 + o t i e)“u

(TÍ.3;1)

Antes de proceder a la demostración de este teorema, no

huelga ouizás alguna observación acerca del alcance de
su tesis.
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Es bien sabido que el producto multiplicatívo de distri
bucíones no existe en general. (cf. [1], p. 117), v ésta

es una de las razones que confieren interés a 1a fórmula

multiplicativa que nrecede. Para convercerse de que la

fórmula (II,3;1) no es, ni muchomenos, trivial, hasta

poner en ella x = -p, u 8 -q, con p,q - 1.2,... .

Tenemos en tal caso. de acuerdo con 1a Fórmula (11,1;3),

(m’ + o t i 0)'P.(m1 + o t i 0)'q =

= [pf (m’ + 0)-” ’F %ÏL;-'lp-l «s(T’")(m2 + Q).p-n .

. : : -l

[DF (m‘ + Q)'q ‘ tn -; q ¿(q'l)(m’ + o).q-l 1

Si efectuamos 1a multiplicación que aparece en el segun

do miembro obtenemos Formalmente

(m‘ + o t i 0)'P.(m2 + o 2 í 0)'q a

- [pfcm' + 0)'P].[pf(m' + of“ ++ un]+
[fin-(4%?“ es“"‘)(mz + Q)]«[vf(m’ + orq] +p-l z

# [tin(-1)P" ¿(p-I)(m, * 0)].[tifil;llq-l¿(Q")mp + 0)];(p-a): “1"”
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Comprobamosen seguida que ninguno de los cuatro sumandos

del segundo miembro tiene sentido.

Veremosa continuación que la circunstancia esencial oue

determina 1a validez de 1a fórmula (II,3;1) es la analiti

cidad, para todo A, de la Función distribucional

(m‘ +Qt i 0)".

ngpstración del Teorema7

Desarrollemos en serie de MacLaurin la Función distribu

cional entera (m2 + Q t i 0)).

Obtenemos(cf. [1], pp. 96-98; las consideraciones allí

hechas con respecto a las distribuciones unidimensiona

les (x t i 0)A siguen valiendo, mutatis mutandis, en e1

presente caso),

¿ím’+otim‘= fllfm2+Qiím. unan
I' llM8O

y 1a serie converge para todo A e E. Analogamente obte

nemós 1a fórmula

w s

(m’ + Q t i o)“ - Ïo 57 125(m’ + o t i o). (11,3;3)s= ‘°

válida para todo u e G. 1a tesis del Teorema 7 (fórmula

(II,3;1)), es consecuencia fácil de las fórmulas que ante
ceden en conjunción con 1a fórmula (II,2;5). Tenemos en
efecto
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(m’ + Q z i 0)*.(m' + o z i o)" 

w 1‘ Ü 5

' [ X0 %r 12r(m’ * Q t i 0)]-[ XOgï-lns(m‘ + Q t i 0)] r. s.

. Z0 Ïo ¿TÏT 1Kr*s(m’ t Q t í 0) r. I .
g a Tn-r
- r. o 'r .

°' n1——*;':)
- (m’ # Q z i 0)*‘“.

En definitiva, hemosobtenido

(m‘ + Q t i 0)*.(m’ + o 2 i 0)" - (mz + o 2 i 0)**"

que es precisamente 1a tesis del Teorema 7

Seflalemos que la demostración que precede es la misma,

mutatis mutandis, que la que figura en [9], referente al

producto de distribuciones unidimensionales de la forma

(x + i 0)‘.

E1 teorema siguiente es inmediata consecuencia del Teorg

ma 7.

Teorema 8

Higótesis
A, u e C ; r, s - 0,1,2,... .

Tesis



{(m2 + Q 1 i n)A lgr(m2 + Q t i 0)}.

¡(mi * 0 1 i 0)“ 1250"2 + Q 110?}:

= (m‘ + Q t i a)“ 12“S(m= + Q r i n). (11,3;4)

Demostración del Teorema 8

Basta con derivar ambos-miembros de (11,3;1), 1 veces con

respecto a A, y s veces respecto a p n

No está de más sañalar que, en los teoremas que antece

den, 1a hipótesis de que sea m > O es esencial. La razón.

de ello es que, comoya hemos dicho, las funciones distri

hucionales (Q t i 0)A no son enteras, como (rn2 + Q i i 0)A,

sino meromorfas: tienen polos simples en los puntos

A: -:l' k,
con k = 0,1,2,... .

Por otra parte, si Aí - g - k, k = 0,1,..., las distri
buciones (mz + Q t i 0)l son funciones distribucionales

continuas de m1. Obtenemos pues, sin necesidad de nuevos

cálculos, 1a proposición siguiente.

Teorema 9

Hipótesis

a) ¡»UsA + u e

b) Ninguno de los tres complejos A,u,x + u, tiene la fo;

ma - g - k, con K entero no negativo.
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Tesis

Vale 1a fórmula

(o t i 01*.(0 t i o)” = (Q t i o)“. (11,4;2)

Demostración del Teorema 9

Basta con tomas límites, para m2 + 0, en ambos miembros

de 1a Fórmula (11,3;1).

Teorema 10

Higótesis

a) Los números complejos A,u,A + u, no tienen 1a forma

- 2 - k, con k = 0,1,2,... ;
h) r,s = 0,1,Z,...

Tesis

Vale la fórmula

{(0 t i o)A 16m t i 0)}.

{(0 1 í 0)"125(Q i i 0)} = (Q t i 0)A+”12r+s(0 1 í 0)

(11,4:3)

Demostración del Teorema 10

Basta derivar ambos miembros de (11,3;6) 1 veces con res

pecto a A y á veces COTIrespecto a u n

flota. Sería de sumointerés (pues ello tendría aplicacíg
nes muy importantes en electrodinámica cuántica),

el obtener sustitutos de los dos teoremas que pre

ceden, en el caso de que no se cumpla 1a hipótesis

a) de ninguno de los dos teoremas.
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S. Demostraremos ahora algunos teoremas referentes a1 núcleo

Ga (Fórmula (I,4;1)), que son análogos de teoremas bien
conocidos referentes a1 núcleo de Aronszjajn-Smith.

Teorema 11

HiRótesis

a) a e C;

b) k = 0.1,2,...

Tesis

{ca . en}A - (2n)%{Gu}A.{G_2k}A. (11.5;1)

Nota. Con el símbolo a designamos, como es habitual, 1a

convolucíón.

Demostración del Teorema 11

Si ponemosen 1a fórmüla (I,4;S) a - -21, con l s 0,1,2....,

y traemos a colación 1a Fórmula (11,1;3), obtenemos

A 1

{c_21(p z i 0,m,n)} a —Lil¡-(m= + Q)1. (11,5;2)
(Zn)?

Vale por otra parte 1a Fórmula elemental

1
A

n (-1)1 (m’ + Q)1 - {K1(6)} . (11.5;3)
(2n)’

De las dos fórmulas que preceden obtenemos

c_21(p t i 0,m,n) - K1(6). (11,5;4)

Convieneregistrar el caso particular, correSpondíente a

1 - 0, de 1a Fórmula que precede:
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Go(P t i 0,m,n) = 6. (II,S;S)

Observemos ahora que, G_21, en virtud de la fórmula
(II,S;2), es una combinación lineal Finíta de 6 y sus de

rívadas; concluimos en consecuencia que G_21 es un convg

lutor de D', o sea, una distribución de 1a clase Oé. Adg

más Ga e S' para todo a e E. COncluimos pues, apelando a

clásico teorema de Schwartz ([2], p. 268, Fórmula

(VII,8,;S)), oue vale la fórmula (II,S;1), con lo cual
termina 1a demostración del Teorema 11 u

Teorema 12

Hipótesis

a) a e E;

b) k = o,1,2,...

Tesis

Vale 1a fórmula

Ga* =Ga_2k.

Demostración del Teorema 12

De las fórmulas (I,4;5) y (II,S;I) obtenemos inmediata

mente

{Gar {G-ZI}A= ‘¿ï {Ga-21}A; (11,5;7)
(2n)=

y esta fórmula, en conjunción con la (II,S;1), prueba que

es válida 1a (II,S;ó),lo que prueba el Teorema 12 n
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Más generalmente, valen para todo a,B c C las fórmulas

{su . Gay. (2“)?{Ga}“.{cg}fi

Ga a GB - G

(II,S;8)

am. (11,5;9)

De los resultados que preceden se deduce con facilidad

la expresión explícita de una familia de soluciones e19
mentales (causales, anticausales) del operador ultrahi

perbólico de Klein-Gordon iterado. Vale en efecto la prg

posición siguiente.

Teorema 13

Las distribuciones GZk(Pt i 0,m,n), donde n a entero > 2,
y k - 1,2,..., (que llamaremos "distribuciones de Feynman"

por razones que se verán más adelante) son soluciones ele

mentales (causales, anticausales) del operador ultrahipe;
bólico de Klein-Gordon iterado k-veces; o sea

62km: t i 0,m,n) - 5. (II.6;1)

Demostración del Teorema 13

La fórmula (11,5;6) puede escribirse equivalentemente,
si se tiene en cuenta 1a (II,5;4)

k
K {ca} - Ga-”

se pone en esta fórmula a = -2k y se tiene en cuenta

(II,6;Z)

(11,5;5) obtenemos
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xk{c2k} - 5, (11.6;3)

y esta fórmula demuestra el Teorema 13

Observemos aue las soluciones elementales GZk(Pt i 0,m,n)
tienen todas la misma forma, cualquiera nue sea el entero

n > 2 (que es el número de dimensiones del esnacio de defi

nición). Esto no sucede en el caso de las demás soluciones

elementales del mismo operador. cuya Forma depende esencial

mente de 1a paridad de n (cf. [8], p. 580, y [10], p. 403).

Observemos también que el caso particular del Teorema 13,

correspondiente a n = 4, k = 1, 4 = 1, (o sea, el operador

de Klein-Gordon), es especialmente interesante. Las co

rrespondientes soluciones elementales se escriben,

- K m P + i 0)

62(P ‘-i 0.m.4) - -E-l ' , (11,6:4)1 I

4“ (p + i n)?

G (p - i 0,m,4) = 3-1 ' . (TI,6;S)
2 4n‘ (p - í o):

La (11,6;4) es una ütil expresión de la famosa "función

mágica" o "propagador causal” de Feynman. Fste hecho es

el que nos ha movido a bautizar de "causales" (“anticag

sales") las distribuciones Ga(Pt i 0,m,n).

Consideraremos ahora la función distribucional

Hiu Hi n_ 1:.JT - -_
e z e 1 (3:3)n 2

2° P(%)
Hu(P t í 0,n) A (P t i 0)%(°'")

(11.7;1)
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donde a c C. P designa la forma cuadrática definida por
la fórmula (},1;1), y q designa el número de términos ng

gativos de la forma cuadrática P. La función Ha constitg
ye un correlativo causal (anticausal) del núcleo (elípti

co) de M. Riesz (cf. [111, PD. 16-21) y tiene propiedades.

que utilizaremos para obtener soluciones causales (anti

causales) del operador ultrahiperbólico iterado (k ente

ro > 1)

k 33' a’ a‘ a’ - a‘ a’ k
L A a + a #0 o o’ a - a ° a ' o e o- .

ÉX‘a 3X: ' ¡Xp‘n 3Xp*q

(11.7¡2)

Comencemospor observar que (debido a la P que figura en

.el numerador) la función Ha tiene polos simples en los

puntos a - ns21,ï con l entero > 0. Esta es una diferencia

esencial de Ha con Ga, que.es distribución entera. i

Necesitaremos en lo que sigue 1a expresión de la transfo;

mada de Fourier de Ha(P t i 0,m,n), que se obtiene sin di
ficultad aplicando el Teorema 1, y teniendo en cuenta 1a

fórmula (1.1;113). El resultado a que se llega es el si
gúiente:

A gin _a

{H (P 2 1 0.11)} - ° (o * i o) a“: (11.7;3)G - n

.(2n)ï

donde, como de costumbre, hemos puesto

Q- y:-# y: #...* y; - y;,¡r y;,,-...- y;,q 



Comenzaremospor demostrar el

Teorema 14

Hipótesis
a) k - 1.2,...

b) a i n+2r, r = “0;1,2y3ïm¿¡=.

M
A 21 A A

{Ha a H_2k} = (Zn) {Ha} .{H_2k} . (IT,7:4)

Este teorema es el correlatívo, referente a Ha, del Teorg

ma 11 (referente a Ga).

Demostración del Teorema 14

Si ponemos a = -2k en 1a fórmula (11,7;3) y tenemos en

cuenta la (II,1;3) obtenemos

A k

{H-Zk} ' (-1)n Qk' (11’7;5)
(2n)’

Vale por otra parte 1a Fórmula elemental

A k

{13(5)}= ok. (IT,7:6)
(211)2

De las dos Fórmulas que preceden obtenemos

H_2k = Lk(6). (11,7;7)

Convieneregistrar el caso particular correspondiente a
k a 0:

H0 a a. (11.7;8)
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Si tenemos en cuenta que H_2k es un convolutor de D', y

que Ha e S' (pues se cumple 1a hipótesis h]) concluimos
(cf.[2], p. 268, fórmula (VII,8;S)) que vale 1a fórmula

(II,7;4) y el Teorema 14 queda demostrado I

Teorema 15

Higótesís

a) a # n+2r, r entero > 0;

b) a-Zk # n+21, 1 entero > 0.m
(II,7;9)Ha * H-Zk = "a-Zk

Demostración del Teorema 15

De las fórmulas (II,4;2) y (II,7;3) concluimos inmediatg
mente

{ar-{mr =

y esta fórmula, en conjunción con la (II,7;4) prueba 1a

A

__l_í {Ha_2k} (II,7;10)
(Zn)T

(II,7;9), lo que demuestra el teorema.

Más generalmente: sí ninguno de los números a,R, u+B es

de la Forman+2r, r = 0,1,2,... valen las fórmulas

Ha * HB = H (IT,7;11)a+B’

(II,7;12)

De los teoremas que preceden se deduce con fac111dad la
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expresión explícita de una familia de soluciones elemen

tales (causales, anticausales) del operador ultrahiperbó
lico iterado (fórmula (II,7;2)). Vale en efecto la propg
sición siguiente

Teorema 16

Hipótesis
a) Vale la relación

2k # n+2r, r = 0,1,2,... (II,8;1)

Tesis

Las distribuciones H2k(P t i 0,n} son soluciones elemen
tales (causales, anticausales) del operador ultrahiperhó
lico homogéneo iterado k veces: o sea, que vale la fórmu
la

Lk H (P t ' 0 n) = 6 (II 8-2‘2k 1" ° “J

Demostración del Teorema 16

Basta observar que, en virtud de la hipótesis a), se cum

plen, para a = 2k, las hipótesis del Teorema 15. Fs líc¿

to, por lo tanto, poner en (11,7:9) a = 2k, con lo nue

obtenemos, en virtud de (11,7;8) v (11,7;7)

k _
L {Hu} - a

que es la tesis del Teorema 16.

Pl Teorema 15 figura en [1], p.280. Nos parece nue nues

tra demostración es más simple y sugestiva.

El caso más importante, para las aplicaciones, del Teorg

ma que precede, se presenta si n = 4, o = 1, k = 1; y en
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este caso el operador Lk no es sino el cüásico operador de
las ondas o lorentziano:

a? 31 82 a?

Ü 3 a 2 4' a 2 + 2 ' 8-2. (IÏ,8;3)X X 3X X
1 1 3 4

En el presente caso tenemos

2k = Z # n+2r = 4+2r, r = 0.1,...

¿e cumple pues la hipótesis del Teorema 16, y por lo tag

to las distribuciones H2(Pt i 0,4) son efectivamente sg
luciones elementales del lorentziano. Convieneregistra:
las:

H (P + i 0,4) = - í (p + i 0)"; (II,8;4)
2 4112

-ï— (P- i n)".H2(P - í 0,4) anz
ÏTT,3;5)

La solución elemental causal H2 del lorentziano D no es
sino 1a famosa "delta Fotónica" de Feynman; cf. [12], p.

120, fórmula (14.26)), donde, se la designa con el símbg
c

lo D°(x).

La distribución H2(P - i 0,4) es la correspondiente delta
de Feynmananticausal.

Supongamosque quisiéramos calcular las soluciones elemen

tales del lorentzíano íterado dos veces, es decir, las sg

luciones (causales y anticausales) de la ecuación

0’ u = 6. (11.9;1)



En tal caso tenemos n = 4, k = 2. Por lo tanto

2k a 4 = 4+2.0. Es decir, que no se cumple la hipótesis

del Teorema 16, y por lo tanto las funciones H4(P t i 0,4)
gg son soluciones de (II,9;1).

De la menor generalidad del Teorema 16 con respecto a su

correlativo el Teorema13 es responsable el diferente ca
rácter, con respecto a la analiticidad de las funciones

Ga y EL.

La primera es Función distribucional entera de a; Ha
es sólo función meromorfa de a.

FS posible establecer un teorema análogo al Teorema 16,

y que exhiba la misma generalidad que el Teorema 13; es

decir, que dé las soluciones elementales (causales y anti

causales) del operador Lk, para todo k > 1. Este teorema

es el siguiente.

Teorema 17

Las Funciones distribucioneles pf H2k(Pt i 0,n) son solu
ciones elementales, para todo k, del operador Lk°

Demostración del Teorema 17

Bastará considerar (en vista del Teorema 16) el caso en

que es

2k = n+2r, r = 0,1,.., (ÏÏ.9;2)

Desarrollemos Ha en serie de Laurent, en un entorno del
punto a = n+2rt

. A-1 °° .
Ha (P i 1 0,n) = a- + A + X Av(1-n-2r) . (11,9,3)n-2r o

v‘n



La distribución Aoes. por definición. la parte finita
de Ha (Ilt i 0,n) en el punto a - n-ZrK De (11,9;3) obtg

t
nemos

Ao A pf H2k - aïáTzr ¿E {(u-n-Zr) Ha} . (11.934)

Omitiremos consignar el cálculo del límite que figura en

el segundo miembro, que es largo y no ofrece mayor ínte

rés. Se llega a una fórmula donde aparecen los parámetros

n y 1. Si en esta fórmula se hace (de acuerdo con (11,9;2).

la substitución r'- -?+k, se obtiene en definitiva
-E+kA -pr (pzio,n)-c*.(n.k)(p210)‘ +

o 2k ¡

-Lka.i k

+ cÏ-(n,'k)'(p 2 i 0) 12(p t i 0). (11,9;5)

No interesa consignar el valor explícito de la constante

CÏ(n,k). La constante C:(n,k) vale

¿(nm - —"—-°——— . (11.9;6í
a k n 0 v4 (k-;).(k-1).

De (11.9;5) obtenemos

k - z k 'E’k
L {pf una, t 1 0.11)} - c| -L (p t 1 0) ’ s

n

+ Lk[C: (n,k)(P t 1 e)" 1g (p a 1 0)]. (11,9;7)

Observemos ahora que. de acuerdo con [11,p. 280. vale 1a

fórmula
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-B+k

Lk[(P x i 0) 2 ] = o - (11,9;8)

También de acuerdo con [1], p. 282, vale la fórmula

2+k
Lk[c:(n,k)(P t i 0)- 1g(P t i 0)] =a (11,9;9)

De (11,9;7), (11,9;8) y (II,9;9) obtenemos Finalmente

Lk[pf H2k(P t i 0,n)] = a,

y el Teorema 17 está demostrado.

Conviene señalar que en las fórmulas de [I] de p. 282 que

acabamosde consignar (e:;nuestra fórmula (II,9;9)), falta

el factor n'? en los segundos miembros.

Consignemos que el caso particular del Teorema17 corres
pondiente a q = 1, n = 4, Figura enl13] , p.p. SSS-556.

Consignaremos una observación sobre las funciones Ga y

Ha, que tienen interés en teoría cuántica de campos. La
primera se refiere a la expresión {6}’, o más generalmeg
te, {6}“.

Es sabido que estas expresiones no tienen sentido (61'69

rrespondería, por ejemplo a una masa infinita en el ori

gen).

Veamosqué aspecto adquieren estas expresiones simetepimos,

comorepresentación de la 6, las que resultan de utilizar
De acuerdo conlas funciones distribucionales Ga y Hu.

(II,7;8), vale 1a fórmula
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H0(P t Í 0,n) = 6. (IT,10:1)

Pongamos

lim {H (P i 0.n (ÍÍ‘1“:2\oa+0

Si Sllhstilllii“()s CP. 0' Y‘I‘HWÉ‘I‘!I'=r*!"Ïvrn "

dada por la fórmula (11,711) obtenem0s

eniq{r(g%2)}2n-n . G‘n
lim {HuP = lim Q’ 1 0) =
“o °*° 2” N29) PIE!)

2

f “(H
v, J t (Y) ,Hï,1n;3)
o-m g 23“ my; -u ¡(9)

L ) 2

Ya sabemos que (P t í 0)Atíene polos simples en los puntos

A = -3-k,k = 0,1,...
2 "-2

Si g es impar, por lo tanto, 1a distribución (P 1 i 0)-Ï 2

existe, y consiguientemente vale 1a fórmula

__-E+
. i ' 2 211mw =o. (II,10;4)

Si n es par, la distribución (P i i 0)A tiene polo simples

en el punto x = -E-n = -E-k, k entero. Por lo tanto, si g
2 2 2

es par, tanto el numerador como el denominador del cocien

te que figura en el segundo factor de 1a última igualdad

de la Fórmula (II,10:S) se hacen infinitos: pero como ambos

tienen polos simples cuando a = n, conc1u1mos que este co

ciente es finito; es decir, si n es par vale 1a Fórmula
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. P t ' 2 2
11m í-——¿—¿l = A 9‘ en. (IT,10;S)
0+0 r(;)

"o (il,ln:3), (II,10'4) v (II,10'5) oktononos

11m {H }2 = 0;
Ü.(1+

o sea

2 ..6 - 0 (II,10;6)

Este resultado Us, nuevamente, consecuencia de ln anali

ticídad de Ha
La (II,10;6) sigue valiendo si ponemos (cf. Fórmula

(IT,5;S))

6 = GO (P i í 0,m,n).

Terminaremoseste capítulo consignando una representación

de las soluciones elementales GZk{P t í 0,m,n} (cf. Teo
rema 13) por medio de una integral simnle de Fourier simhg

lica. Luego haremos un comentario acerca del interés one

puede tener esta fórmula.

Partiremos de la fórmula conocida (cf. [14], p. 283, fórmg

las (39) y (40), v [6], p. 183, fórmula (15)),

- l' " ;" _ 1..

í e'Dt t-v-le t dt A F(p.a,v) = a P Kv [2 0’ P2]dt'
0

NI
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que vale si Re p > 0, y Re a > 0.

Hagamos en esta Fórmula los cambios de parámetro

P=*í(m’*ie),
_ 1 - 1a-ïFq-(Pi 1 chI ),

donde e > 0, m > 0, y con P designames, como lo hemos

hecho hasta ahora, 1a Forma cuadrática no degenerada de

n variables

B 2 1 - 2 _ _ 2
P xl +...+ xp xpH ... xp+q.

La fórmula (II,1;1) se escribe,.con estas substituciones,

H1 i(m' x i e).* } (P t i e le’), v) =

i514) 1 -2
=2"e 2(1111:15)’(Pt1e|x|=)’.

. K ¡(m’ t í e)(P t i e le’). (II,11;2)

Si tomamos límites en ambos miembros de esta fórmula para

e + 0, el segundo miembro tiende según ya sabemos, a 1a

distribución

— V
2"e ’ m”(PtiO)'ï Kví/‘Ï’_'—mp:10)]

También tiende, pues, a un límite el primer miembro. OQ

tenemos por lo tanto



Poniendo en esta fórmula v = n - k, k entero > 1, ohteng
2

"‘05

n ÏÏ c T‘ H H
....—]r_+| 1---1(»-—k) 1-1: ¿"Í-“1" -»-— -

z2 e ’ 2 m (p t i n) ’ Kn 1[/m(P i {33 =
É

m n i o
. 2 . k-—-n x (p t 1 elxl’)

= lím e11(m ‘ 1 e)t t = e ‘t dt
5+0

(II,11;3)

Esta rórmula nuede escribirse equivalentementc (multinli

cando ambos miembros nor constantes adecuadas) en la Fo;

ma

—‘ -1 k 2"- ¿zm El ici-k)
_’ n e e
(Zn)? r(k)

o n- . z =

lím I e*i(m2 1 i eït tk'Ï 'ex4t(P t 1 e|xl ) dt
5+0 0

. L(E-k)
= __1___n_ 1 etIHq 2|—k (m2), 1

(Zn)? r(k)

K [sz “5á:
(IT,11;4)



46

De acuerdo con 1a Fórmula deFinitoria de Ga(P t i O,m,n),
(cf. fórmula (I,4;1)), el segundo miembrode (II,11:4) es

precisamente GZk(P t i 0,m,n). Hemosdemostrado, pues, el
siguiente

Teorema 1g

Las soluciones elementales GZk(P1 i 0,m,n) admiten la rg
presentación

B2k(P i i 0,m,n) = Ct(n,k,q).

. 2 .

lim í et1(m 1 1 c)t
5+0 o

k-Ïï-n :LUM i e lxi’)
t 2 e 4t dt,

(II,11;S)

donde las constantes Ct(n,k,q) tienen los valores

-n ,Híq :fljrn vw
a 2 2 ' .

Ct(n,k,q\ = wn. 2 o o rïr\

Vale 1a nena repístrar el caso narticular de este teorg

ma, correspondiente n n = 4,q = 1,k = 1

Teorema_12

Las soluciones GZ(P t i 0,m,4) del operador de Klein
Gordon admiten la representación
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m t 2 q: » .

1‘>n 16H2 r4

— , 2 7

+4T“, X4 i í ¿IX'2)-° ‘ dt. (II,11;6)

Fsta Fórmula, en lo nue concierne a los signos superíg

ros quo en olla Finnrnn, (0 sea, en lo nue respecta a

la representación de la distribución gggfigl

62(P + i 0.m,4)) ha sido establecida por Bogoliuhov v
Parasiuk (cf. [IS], p. 233) v desemneña nave] esencial

en la teoría, debida a estos autores, de multiplicación
de distribuciones causales.
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Generalización ae una fórmula de Kallen

Comenzaremos nor TCUlStrar la Fórmula de Kállen a oue se

hace mención en el epígrafe (cf. [16], p. 413, Fórmulas

(10 a) y (10 b). Consideremos para ello el operador

(-1) {a —m2} ”2 “9": + m2., mmm)
ÜA4 3X

o sea, el onerador de Klein-Gordon. (correspondiente a1

caso q = 11‘ (CF. Fanítulo TT, o. 1), cambiado de sipno.(1)

La llamada solución elemental simétrica (2) del operador

(III,1;1) (que en este capítuïo llamaremos “oncrador de

Klein-Gordon” u secas, sin auc ello nueda provocar confu

sión) está definida nor la fórmula (CF. ¡161, n. 412, f6;

mula (6 3)).

Í ¿ï
_ , 2 1 (-1)m"1.1(nn‘o’)2)
A (0-, m ] = 4." ¿(01)+ ___7 (III,1;2)

sn Jiï'Bí

En esta fórmula hemos nuesto o A; x A: x;l .

el segundo miembro es no negativo, v coro en los demás

CEISOS .

(1) En este capítulo lo hemos cambiado do signo al onerg

dor de Klein-Gordon para udocuarnns ln notucnon do

Kallen y Facilitar la comparación dc sus fórmulas con
las nuestras.

(2) simétrica con respecto al origen.
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J es 1a clásica función de Posse] de orden 1 (cf. Fórmu
l __

1a (A Í, 123)).

Vamosa definir una Función de dos variables reales s.t,

Ponicnfio en {III,1:¿1, s. m = T “bronruns así ln

Función (distriïncionnl)

_J_-_, (111,1:3)

Si s,t > 0 e igual a coro si s,t K 0,

Consifiorncionvu físncas conducen .állen (¡(C.Lit) n n:

tour lu ntnntnón intoura]

h(s) = J X (S,t) F(t)dt; (111,114)
0

cuva so]ución (n 13 nue Kallcn Jlüun

hourïsticus. sin ¡mnonorcondiciones u ln Incóvnita litJE

GS

07

{ ,_.. .
((r) = lñn’ ‘ A(i.s h(s\ds ¡Iïa,1:b:

n

En culo u¿nilu10 nos prononemos generalizar las fórmulas

recíprocas (¡II,1:4) v (TII,1 S) en la dirección que n cog

tinuaciñn consignamos. Consideremos el operador de Vleín

Gordon n-dimensional. iterado P veces:

k-m1}: - o...- +
'3X’ 3X2 3x2n I n'i



LlamaremosK (o',m2¿kx aíla¿stéucïóo elemental simétrica
del operador (111,2;1), donde o2 está definida por la f6;

2 2 2mula o = x - x - - xzn n 1, si el segundo miembro esl 

> 0. y cero en los demás casos.

Con ayuda de X (o’,m’,k) fabricamos, imitando la receta

de Fallen, 1a Función distribucional X (s,t,k); v con ella

planteamos la ecuación integral, análoga a 1a (ITT,1;S),

03

h(s) = l K (s,t,k) F(t)dt. (111,2;2)

Nuestro propósito es resolver esta eCuación, bajo adecua

das condiciones impuestasií 1a incógnita F(t); con 1a es
peranza de que su solucigmvgíáa por una exnresión nue se

reduzca, para n = 4, k = 1, a la Fórmula (TTT,1:S) de

Kallen. Veremos a continuación nue este programa puede
llevarse adelante con éxito.

Necesitamos ante todo la exnresión explícita de la solu

ción elemental simétrica (con respecto al origen] del o

perador iterado de “lein-Gordon (íórmula jTI,1;61. Puede
probarse (cf. Fórmula (A TI,7;2)) nue en el caso de que

sea Q entero > 4, par, v k entero, 1 < k <Ï:;., esta sg
lución elemental, que llamaremos í (x,n,k,m) viene dada

por la fórmula

X (x,n,k,m) =

952.19.

‘33 .151" 13:2 .15' É? 2 l

= (m’) 2 (-1) 2 (-1)” 2zu m"“ a“) (q{)_ +

una1 2T"2 (1m): n—‘:k - u '1]!
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2 2

“'Zk “'Zk “In-¿HM °}- 2

+ Lflg’. 2R*ISM) a n-zk ' (Illán)

n2 2 1 (k-n)! [flv-07]?"

En esta Fórmula hemos puesto

oz = x; - xl - x2 - ... - x;_¡ cuando el segundo miembro
es no negativo, y cero si es negativo.

Poniendo en (111,3:1) o: - s,m’ = t, construimos una Fug

ción de dos variables reales s,t. a saber

A (s,t) gg;

n-2k_
1-=_1<_-¿ Mi (¿m' .

t 1 (_1L1 “ (-1)H 231-!t'H ¿(“(5)
11':

n2_ 2""(k-1)! [""k - u -.]:u ' 0 2

{ L}
91:3 n-Zk JP-“ (st)2

('1) t ___¿____1F____ .,, _<__._--.___-_. . 111,3,2
p.13 .zb Br?“ ( )

H 2 2 1 _— (k-I)! (/3?) 2

Utilizamos la Función X (s,t) para plantear la ecuación

integral (análoga a 1a (111,1;4) de Kïllen).

h(s) = í A (s,t) F(t)dt. (TII,3:3)
J

0
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F1 objeto de este capítulo es demostrar la nroposición
a continuación consignada.

ÏÉBÏ9W3-ÁH

Higótesis

a) f(t) es derivahle en 10,01;

° n-zk

h) I If(t)l z dt < m ;
0

c) n es entero > 4, par;

d) k es entero: 1 < k < “Í?

Tesis

Vale la Fórmula

CD

F(t) = nn" z’k*“"{(k-.):s= 1 K rr.
0

ngmauagünskljsgszzfl
De (111,322) v (111,3:8) concluimos

(ITT,3;4)

(111,3;5)

(III,3:6)

(IÏI,3;7)

«:‘1‘1fs1dS.(TÏÏ¡3;8)

hfs) =

9-13-¡
"ik - . ,

1 11 1 ("f 2
n;a

n 1 2“"(k-.):

(""2k'2-“1
5[“](F) nit} f11)dt

+

1.1.
” J



(III,4;1)

Pongamos,para simnlifícar 1a escritura,

dt. (ïïï,4:2)

Con esta notación 1a Fórmula (III,4;1) se escribe

h(s) =
-2k_-__",

DI?É- 2 u ¡u [ k_ 2 (-1) 2 » Hs)

n 2 zn-z (k_1)¿ 0 __:——- 1 - u)!u:

97?}
(-1) ’ a. {rrrww (III 4-3)

* "riÉí-E""ïfkïri:= mk " ' ’ ’
n= 2 1 (k4): 2

En esta Fórmula hewos designado con Mh_2k la transforma
da de Hankel de orden - de 1a funciÉn F(t), (cf. Fórn-zk

2

mulas (A I, 3:1) v (A T,3'2)).

Antes de sepuir adelante recordemos Ja fórmula (cf [2],

p. 122, Fórmula (V,3;5) v (V,3;6))
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l>u9
(111,5;1)

5'“"’ si z < u.
' (-1)! __!L__(u-l)!

Multinliquemos amnos miembros de (III.4;3) por la fun

ción (es el núcleo de Hankel),

n-zk Jn'zk (JE?)
1

7 s a 2 2:1.
(/3?) z

Obtenenos, en vista de la (111,5;1) y de la clásica F6:

mula de inversión de Hankel (cf. fórmulas (A 1,3;1) y

(A 1,3;2), multiplicando ambos miembros por constantes
adecuadas.

Fft) =

m 2:15 nl_k Jn-¡k (JE?)

- c (mk) [bm (“1) a S z —Ï—¿"-— -ds.n 2:1 15:2 n;1ï_“
n n 1 z ’ (k-I)! (/Eï) 1

(111,5;2)

Fn esta fórmula hemos puesto

C¡(n,k) ¿si nn" 2"““'z [(k-1):]’. (111,5:3)

Observemos ahora aue si en 1a fórmula (111,3;2) nermutg

mos 1a letras s.t, obtenemos
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A(t.5) =

\n-)..k-l
n-zk n-zk l 2
“’ï" _ 2 _ u ¡u -u

= srl-j ( 2 5 1 _ al U](t) +
--——- _ lwí-k - u — l:n 3 2n ‘ (kw)! 1

u = 0

2;_k 2:15 Jn_,k ('ÏÉ)
-1 2 s 2 "—' (III,6;1)

n 1 2 3 (k-I)! (/73) 2

Si sumamosy restamos, a1 factor que multiplica a h(s)

en el integrando de (III,S;2). el primer sumandodel se

gundo miembro de (III,6;1), comprobamosque la fórmula

(III,S;3) puedeescribirse

Fm = nn" Z‘km" {(k-1)1}’ IX ft,s)hfs)ds +
o

IL“qu
—c (n 1a 2 (-1)“ 2’u ¿“‘(t)

2 ’ d k . (III,6;2)n-zk ll, an
(7m 1 - u1=

11: 0

r-n esta Fórmula Hemosnuesto, para simplificar la escri

tura,
11:1. DLK,

c. (mk) 92-f-n = 2’k (-1) ‘ nm):
o n-zk-z_f

9L í h(s) s ’ ds. (III,6;3)
0

du.k.n
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Vamosahora a evaluar explícitamente la sumatoria que

aparece en el segundo miembro de (ITT,6;2). Para ello

evaluaremos los números du’k’n, es decir, las íntegra
les (ïI,6:3). De las Fórmulas (111,4;3) v (ITI,6;3) oh

n-zk-2)
2

tenemos {con n < v <

"7.33.-.
g (-_)__11

dv,k,n g¿¿ '
n 2 2n ’(k-¡)'

- m n-zk-z m n-zk-2_
n 2k“ u zu f 2 Í z _- Íu]2_ (-1) Z ) t F(t)dt j s 6 (G)ds

0 0 +

ín-Ik 1 _ p] ,__um" 2
u = 0

n-zk n_2k_z
+ 2 2 -v M

ELL 2k*n'2 s {um-2krf(t))}d5
n 1 2 1 (1m): o 2

¿Si I¡(n,k.v) + I2 (n.k,v). (III,6;4)

Empecemospor evaluar Il. Si traemos a colación 1a fórmula
(111,5;1) se comprueba one todos los términos de 1a sumatg

ria que aparece en I son nulos, salvo el corresnondiente a
l

n-zkz
= —————-v

2
LI

Por lo tanto, I se escrike, en definitiva.
l
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Il(n,k,v) =

Hu t'vdt. (111,7;1)

n 3 (k-l)!

con n,k, fijos y

o<v<n'_ak'_2,
2

Ahora calcularemos Ia. Tenemos

I (n.k.v) I
a

°° n-zk-aq} m n-2k Jn-zk (E)
' C (n’k) J S 2 dSI t z —1—W dt.a 0 0 3

(III,7;2)

donde hemos puesto
n-zk

_ -¡
CJ“) '71‘-‘z—(—211)<—+r"‘—“ 1111.7;3)

IIz 2 1 (kn):

Probaremos en seguida que en 1a integral iterada oue fi

gura en e] segundo miembrode (III,7;2) es lícito cambiar

el orden de integración. Admitiendo provisionalmente esta

licitud, la (111,7;2) puede escribirse

I‘(n,k,v) =
n-zk-z_v

m n-¡k CI S 2 ¡ID-1k
- c (n.k)I m) t 3 dt I T ds

’ o o “———"k '(V5t) z

(III,7;4)
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SS

Probaremos ahora nue es lícito el cambio del orden de

integración que nos ha conducido a la Fórmula que nrecg

de. Para hacerlo, llamenos T(n,v,k) la integral iterada

que Figura en cl segundo miembro de (ÏIÍ,7:Zï. Podemos

escrihir

I(n)V)k) =

a o Y"
n-zk-2Áv n-zk Jndk (fiat)

=1im s 2 ds f(t)t’ 2 t =
a+m EL?

0 6 (/kïï 2
L

Mmm Ia(n,v,k). (111.8;1)
a-nn

Probaremos que en la integral iterada Ta(n,v k) es lí
cito cambiar el orden de integración. Para ello hasta

probar (en virtud del teorema de Fubini) aue vaïe la
fórmula

J _ (HH
m n-zk a p-zk-z_V 2;"k

{11Wth z dtí s 2 _ mz ds «w.
o 0 (a) 2 I

(111,8;2)

Para probar que vale esta Fórmula comencemospor recordar

1a relación conocida (cf. f6], n. 24, Fórmula (1)),
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H

J (X) _.
_Áï__ QE; RXCX) = A 1 _"_ (sen e)zA e 1 x cos gx 2 b/í 9

0

válida para Re A > - in De esta fórmula concïuimos

H

Isen elzn'zkde

Rn;¿k(/;ï) < °n_;¡ <
2

2 2 Jí r (n-=k+¡]2

fí d f
< n_z =ÁL. Cn,k '

Comoconsecuencia de esta fórmula obtenemos

a n-zk-z"V
2

í s Rn_2k(/ïï) ds <
0 2

n-3k_2 n'zk
z d f

< c J s 2 ds = c a =SF'B .
n,k 0 n,k n_2k n,k

Llegamos pues a 1a conclusión en vista de la hipótesis

(III,3;4), de aue

m n-zk n-zk-2_v _

[If(t)|t ’ dt í s 2 Rmk (/Eï1 ds <
O 0 2

m n-zk

< Bn,k ílf(t)lt 1 dt < a . (III,8;3)
0
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Queda, pues, demostrada la fórmula (TIÏ,8;2) v también,

por ln Tnntn Ïn rllt,7:4).

Fvaluaremosahora explícitamente 1a integral interior

del segundo miembro de 1a fórmula (TTT,7;4), nue para

brevedad de escritura llamaremosL(n.k,v,t):

n-2k-2_

L(n,k,v,t) ¿Si í s ‘ v Rn_,k(/Sï)ds. (111,9;1)
n 1

Utilizaremos 1a fórmula conocida (cf. {17] p. 196, Fór

mula (7,9,1))

z->-I ‘.z
J R¡(x) xz" dx a 3n——m'ÏF) (111,9;2)z
o r(*'ï*')

válida cuando z pertenece a 1a Faja

0 < Re z < x + zi. (111,9:3)

Poniendo en la Fórmula que precede A - n;1k, obtenemos

n z- -1k-l

Z” 2 2 uni) 9 4
Rn_2k (x) x dx = -———————-————n (III,., )

n 1 r (ELLE-2+1]” 2 2 ;

y esta fórmula es válida en la Faja

0 < Re z < +
NlN

(111,9;5)
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Hagamosahora. en la fórmula (TII,9;1), el cambio de

variable ¡st + x. Obtenemos

n-ZP-Iv-n
X Rn:ík (x)dx.(III,10;1)

(III,10;2)

v esta fórmula es válida, de acuerdo con (TTT,9;S), si,

nara q y k Fijos, v satisface a la restricción

n < n-2k-v < “52k + (Hninzx)

De (ÏII,7:4), (TII,9:1) v (111,1012) nHtcnemns

9:3.
(_1) 2 2'2k 2-2v PLn-zlc-zv]. v

I2(n,v,k) = —-m-ñEE—-v——--—--j—- v—m——=-[F(t\t dt.
H 2 (k-1)! P(v+1) a

(Tli,11:1)

Fsta fórmula la hemos ohtenido en la hipótesis de nue

v satisFace a Ia restricción fïïl,10:3i. Observemos

ahora nue tanto el nrimer micmrro de (TÏI,11;1) defini

do nor la Fórmula (TII,7;4)) como el segundo son Funcig

nes analíticas de la variable cpmpieig v. F1 primer
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-1 .E——Ï-¡: y el segundo tienemiembro vale para O < v <

también sentido para los mismos valores de v, como con

secuencia de 1a hipótesis (IIT,3;5). Por lo tanto, en

virtud del principio de la prolongación analítica, la
fórmula (III,11;1) vale para todo v

< 9.23-] .
1

tal nue

0 < v

Observewos oue 1a Fórmula (IIT,11;1) puede escribirse,

equivalentemente,

n-Ik
(-11

I, (nQV = ---—¡:Ï.._.
’u’nr?_‘<_-E--v]g} a.1; a ‘(tïtvdt.

_;.
" n

(III.11:2)

no fíll,":1) y ¡111,11°21 obtenemos

I'(n,k,v) * 12(n,k,v) - 0 (III,12;1)

0 < v < n-:k-¡.para

De (ITI,6:4) v (TTT,12;1) concluimos oue vale la Fórmula

d = 0n,k,v (TII,12:2)

para n,k, Fijos y -¡.

De (ïTI,1Z:2) y (IIT,6:2) obtenemos Finalmente

f(t) = nn" 2“‘*“'z {(k-n)!}1 í X (t,s) h(s) ds.
o
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Esta fórmula coincide con la tesis (111,3;8) del Teorg

ma 20; el cual queda, pues, demostrado’

ceñalewos que las fórmulas recíprocas (TTI,3;3) y

(111,3;8) se.convierten, si n = 4, k = 1, en las fórmu

las recíprocas (TIT.1:4) v (111,1 5) de KáiJen.

Consignemos para terminar oue las Fórmulas de Kallen

tienen interesantes aplicaciones en teoría cuántica de
campos (cf. [16], [18] y [19]).
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ABENDICF I

figmgfgljzaci6n_gistrihucipnn1 de una Fórmula de Bochng;

1. cea x = (x , x ,...,xn) un nunto nertencciente a1 esnal 2

. . . . nc10 cuclldeann n-dlmen51ona1 R .

Fscrihiremos

dx = dx dx ... dx .
l 2 n

dy = dv dvz ... dyn,
1

n
= Z xv .Vv)

v=l

2 2 n

r = lxI - v2! xt.

2 2 n 2

n = 'vl = .VvC

Una Función F(xl, x2...., xn) la denotaremos con F(x).
El signo A sobrepuesto a la derecha designa la trans

Formada de Fourier de f(x):

_.[x,v]
{ffx)}A = —-¿mï. e ‘ F(x)dx°

(2H)ï- IRn

Fn este Apéndice damos una generalización del siguiente

teorema, debían n “¿chner ([201, pag. 187 fórmula (15)).9

Igorema 21 (Bachner).

Fea F(x) c L‘URn), v sea además F función 139131, es de

cjr, r(x) = h(lx!z) = h(r’), donde h(u) está definida en
n<u<m_

Nota. Fste capítuln es parte de un trabajo inédito de
Alberto González Domínguez.
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Fntonces 1a transformada de pourier de F(x) nuede exprg

sarse de la siguiente manera:

z A 3v(,v) = n(!.v| ) ={F(x‘l = 11(le )

tu n-z
l

=; Jh(t)t’ Rn {/tgy|ï } dt. (A 1,1:1)'2
n 2

Fn esta Fórmula hemos puesto

J (t)dsi.gi___ .
Rmct) tm , (A 1,1,2)

donde Jm(t) designa la clásica función de Ressel de or
den m, a saber

¡“+2 v
1

v!P(m+v+l)

t
Jmct) = (-1)v (,—) (A 1,1;3)

\J ¡IMS O

nbservemos nue en el segundo miembro de 1a Fórmula

(A 1,1;1) de Bachner, figura 1a transformada de Fankel,

de orden aii, de orden aii, de la función h(t) (cf. f6;
mula (A I,3;1)). Nuestro objeto es obtener una generali

zación distribucional de la Fórmula de Bochner. F110 rg

quiere, comopaso previo, en virtud de la ohservación re

cién consignada, el obtener una generalización distrihu—

cional de 1a transformación de Hankel. Ps lo que empeza

mos por hacer. Feñalemos que la posibilidad de una gene

ralización de 1a fórmula de Bochner ha sido sugerida por

<chwartz (cf. [2], p. 259).
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Sea A una rotación con centro en el origen y sea F(x) una
. . U . n ‘ . .func1ón continua definida en m . (on A f dcs1pnamos 1a
., -|

func10n x + f(A x).

“iremos nue F es ipygfigntgmgolrrpjncjon si nara cada A

vale la fórmula

Pon SR“ designaremos 1a Familia dc funciones f(x) e S
que son,además, invariantes nor rotación. Con S denota

mos, comohabitualmente, la Família de Funciones F(x),

x e m“. infinitamente diferenciahles nue tienden a cero,,

conjuntamente con todas sus derivadas, cuando le + m,

más rápidamente Que toda notencia de 1%1.

Sea Sm+e] espacio de funciones F(t) definidas en ln
. . . +somirecta nos1t1va W :{t,t > 0}, v nortonccientcs a 9.

Fntonces valen las siguientes proposiciones

Teorema_gg

Sea F(t) e S +. Ia anlicación
W

fft) ->Hr’) (A r,2:1)

establece un isomorfismo topológíco entre S v 9
+ n '

D910 St rasi_.cï>.v___.sl9_1—._#9291 ZZ

Schwartz ([211. Fxnosó n“ 7, nn. 4-5) dcmuostrn nue la
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aplicación (A 1,2;1) establece un isomorfismo topológi

co entre D v D y.
m* R"

La demostración dc Schwartz vale, mutatis mutandis, cuan

do F(t) e S +
R

Sea T una distribución, con ATdesignamos 1a distribu

ción definida por 1a Fórmula

<1T,4) = <T,A"ó>

Diremos que T es invariante por rotación si para cada x

vale la fórmula

¡T - T.

Con 8'; designaremos el espacio de las distribucionesF
temperadas, invariantes por rotación, definidas en R“.

s" es el dual de s .
R“ R“

Análogamente. S el dual de S es el espacio de dig
11;“ ,.

trihuciones temperadas definidas en la semirecta nositiva
4,

R .

Teorema ¿j

La aplicación trasnuesta de la aplicación (A T,Z;1) estg
blece un isomorfismo tonológico entre S' v S'

R" ' R‘

Demostración nel Tenrewa_gi.

Ps evidente nur iunwnrríSNo tonolñpico cuva existencia
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afirma el Teorema 2 induce, nor dualidad , un ÍSOWOTfíá

mo topológico entre S'+ y S'á.‘
m IR IR

Sea ahora T la imagen de T e S'n en S'+, definida por la
aplicación del Teorema 3. Vale la fórmula

'\a

(T.o(t)> = (T. «(r’M (A I.2;3)

para cada o c S +.
R

Observemos con cchwartz oue (como consecuencia de 1a For
. .. . . +mula que precede, s1 f(t) es una Func1on def1n1da en R .

tal que 1a Función f(r’) define una distribución tenperg
da en R", tenemos

n'zN

{(r‘) = t nn t 2 f(t) C fi¿+. (A 1.2;4)

En esta fórmula nn designa el área de la esfera unidad
nen R :

Pecíprocamente, sea f(t) una Función definida en m‘. nue

define una distribución tenperada e %¿+: si evaïuamos su
ínagen en S'ñ, oue designaremos nuevamente con J'(H
llegamos, como consecuencia de (A I, 2:3), a 1a Fórmula

N 2 1- 1 .
f(t) - ¡- TH Hr ). (A 1,2,5)“T
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Nota. La imagen de 1a Función f(r’) e S n es la FunciónR _’c
f(t); pero la imagende 1a distribucign f(r’) e S'á no
es la distribución f(t), comolo muestra 1a Fórmula

(A 1.2;4), sino la distribución

n-zn ._
3 f(t) e S'+.

m
w— t

3

Sea o(t) una función definida cnIR+. La transformada de

Hankel da 1a fgncíón o(t), es nor definición, la función

E(S], 0 < s < o, definida por 1a Fórmula

o n_2

2(s) - Íïïort)}l = g Í «(t) t ’ Rn-,(/ïï)dt- (A I»3=1)o T

Fs hien sabido (cf. i171. p. 240), nue si o(t) satisFACe

a adecuadas condiciones (por ejemplo, si o(t) e S +) vale
R

la siguiente Fórmula:

c n-2

Mt) - “(Uds)” = 2-I g(s) s-2
0

RE;L(/st)ds. (A 1,312)
2

Necesitaremos Fórmulas análogas a las dos Fórmulas que

preceden cuando o no es una Función sino una distribución

Nuestra definición de la transformada de Hankel de una

distribución se basa esencialmente en 1a nronosíción acon

tinuación consignada.

Teorema 24

Sea o(t) e SR+; vale entonces la fórmula
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[16H(t)}]= 12(5)e s +.
1m

Demostración del Teorema 24. Es consecuencia inmediata

del Teorema 22. Fn efecto, si art) e SR+. entonces (en
n; nor lo tanto

A . .

g(p’) - (o(r1)) e ik“; y en Vlrtud de (A 1,1,1). que

virtud del Teorema 22), o(r’) e S

es válida cuando h(r1) C ahh, el Teorema 24 queda de
mostrado.‘

E1 Teorema 24 va a permitirnos definir, nor un argumen
to de dualidad, la transformada de Hankel de toda dis

tribución perteneciente a fiá+.
Sea U(t) e S'*. La transformada de Hankel de U(t) será,

nor definición, 1a distribución V(s) e Sá* definida por
1a Fórmula

(mmm. Ms.» =<U(t1,l.1r{o(sm> (A1,3;3)

para cada o(s) e S +.
IR

Nota. Hay otras definiciones de la transformada de Hankel

distribucional. La más conocida es 1a definición de Zeemg

nian (cf. [22]. p. 141). La definición por nosotros adopta
da es la nue consideramos más conveniente para el objeto

que tenemos en vista; a saber, 1a generalización distrihu
cional, en varias direcciones de 1a Fórmula de Rochner.

Fs Fácil nrohar oue vale 1a siguiente proposición.

k91e_m_ü

Sea v(s) - fl'{u(t)}. Vale entonces la Fórmula
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u(t) = fl'{v(s)}. (A 1.334)

Demostración del Teorema 25. La Fórmula (A 1,3:4) es evi

dente, en vista de 1a validez, cuando o(t1 e %R*,de las
Fórmulas recíprocas (A 1,321) v (A 1,3;2). En efecto, pg

ra toda o(t) e S es válida 1a siguiente cadena de igual
IR+

dades:

(x'lv(s)l.o(t)> = <v(s),lï'{e(t)}l) =

. (JC{u(t)},ÍM’{e(t)}] >= <u(t),lïc¡1€{o(t)}'l> =

- (u(t), o(t)) .n

. Es útil observar que 1a transformada de Hankel usual de

18 funCiÓnf"(tL Íï (F(t))l (entre corchetes) nue viene

dada por la Fórmula (A 1,3:1), no es idéntica a la traní

Formada de Hankel de 1a 915331325193 Fft), K(F(t1), (sin

corchetes), calculada mediante la Fórmula (A 1,313).

Admítamos, en efecto, nue 1a Función F(t) tiene una tran;

Formada de Hankel absolutamente convergente (definida por

la fórmula (A I,3;1)):

n-1

f(t) t ’ Rn_2(/ïï)dt.¡mmm =;—
o‘ñs

1

Calculemos la transformada de Hankel (distribucional)
n-z

de t 1 F(t) mediante la fórmula (A 1,3:3). nbtenemos
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UC(t ’ ftt)).o(s)> =

9.2. °° n"

¡(t 1 f(t), í Í o(s) s 3 Rn_z (/íï)ds> =
1

n-z
- (s ’ [x (F(t))1. o(SP 3

en consecuencia
n-z n-z

JC[t ’ F(t)] = ST [JC (F(t))]. (A 1,4;1)

Vemosque el contenido de esta Fórmula puede exnresarse

diciendo nue 1a transformada de 1a giggrihygign f(t), es
la distribución [K (f(t))].

Estamos ahora en condiciones de generalizar la fórmula

de Rochner (Fórmula A 1,111).

Iggfema gg (Teorema de Bochner distrihggjonal)

Sea T e S’á. Vale entonces 1a FórmulaF

{T}A=K{'f}

Demostración del Teorema 26. Sea orp’) e S n—_’— t m
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-{T(Ixi’)}
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(/ïï\ds> z

u m ’ m"

=<T,Í1'(o(sï)l) = (3€(T). MSD = (3‘ (T). No”).

Vale, por lo tanto. la fórmula

A 'b
HT} - INT}. .(o’b - 0o (A 1.4;3)

Esta última Fórmulanos dice cue la distribución

q, l .e

M I {T}A - 1'(T) es ortogona] a toda o c fiRh. Por otra1A *

parte tanto T comoIÏT) nertenecen a Sá}. & en consecuen
cia M e S'S. Fste hecho, conjuntamente con la fórmula

R
(A I, 4:3). innlica M E 0, lo nue demuestra el teorema.

cupongamosnde la transformada de "ourier de la distri

bución radial T(r’) puede expresarse comoun producto eg
calar:

1 -i(.\',v>
z (;r|x| ), v ). (A ¡.621)

Fsta Fórmula puede escribirse, anclando a la fórmula de

cambiode variables para distribuciones (cf., nor ejemplo,
[3], p. 102), en 1a Forma

{T(r*)}‘ =

_-J“N 1 '¡(X’V) = n_l_" < _l_ ‘Ï(anhs
- n <T(r ). e > n Trt). z/ï [o x

(2n)’ (2")’ r=/Ï
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donde ds designa el elevento de área de 1a esfera de ra

dio r = /Ï.

La integral que aparece en el sevundo miembro es bien

conocida (CF, por ejeano, '23], n. 224, fórmula

(",3217))

9::
. z _ I,

I e-](X’Y>ds = (211)"!2 t R _2 (/tp‘).
r=/ï

De esta Fórmula y de la anterior, 0*tenemos

2 A l z ""
{T(r )} = 5-<T(t), t P. 2 Htc”). (A 1.6;2)

Esta es la Fórmula que deseáhamos registrar, que se rodg

ce a la fórmula de Bóchner clásica cuando T(r‘) es Función

íntegrable.
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xAPENDICE iI

La solución elemental simétrica del operador de Klein
Gordon iterado

1. Pondremos, en Rn.

z ¿si 2 _ a - _ 2 .
S xn xl ... xn_¡,

r gin e R"; S’ >0);

r ¿3-¿{ienn:á>o,xn>0);
r Sie-fin 1:11“;S‘ >0. xn<0};

.Sea m > 0, y a c C. Consideremos la función distribucig

nal W+(x,a,m,n) definida por la fórmula

w...(¡tapmnn) gi

, ¿2
{m".s‘} ‘ . 1-7 - .

————-—'--'D__’-“#n" (/ïl'l S ). sl X6 PU.”
n I 2 2 2

M i

l o si ¡(#1133

(A 11.1;1)

La función W*fue introducida por M. Ricsz (cf. [11].

p. 89. fórmula (21); y [2]. p. 179, segunda fórmula

(V1.5;30).
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La Función distribucional W#(x,a,w,n) tiene propiedades

análogas a las de las Funciones Gafx,m.n) v Ha(x,m,n),
consideradas en el capítulo TI: v, análogamente a nue

suceda con estas dos funciones, W+(x,a,m,n) sirve últi
mamentenara la evaluación efectiva de ciertas solucio

nes elementales del onerador de Klein-Gordon iterado.

Figuiendo la notación introducida en e] Canítulo TTTnon

Jromos, en este Anéndice.

.\. 2 2

h 3'sz {2. - L - - 8’.-. i. (A 11.1;2)a

Sea k un entero > 1. Puede comnroharse que 1a Función

W+tiene las nroniedades siguientes:

W+(x,a,m,n)* W+(x,8,m,n) = W*(x.a+e,m,n). (A 11,2;1)

La fórmula (A TI,2:1) vale cualesouiera ave sean 10s com

plejos a,B.
Vale también la Fórmula

a: 2 2 z k

{ -—;—- -3— - —3—- - a + m‘ W+(x92k,m,n) = 6;ax ax’ ax’ ax2
n l 2 n-l

(A II,2;2)

W*(x,2k,m,n) es la (única) solución elemental del operg

dor de Klein-Gordon iterado k veces, con soporte en F+.

Para la demostración de estas Fórmulas cf. i241, pp. 23

v siguientes. La solución elemental W*(x,2k,m,n) sirve
para resolver el nrohlema de Cauchv, en el semiesnacio
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xn > 0. referente ul nnerador de Klein-Gordon iterado
F voces.

Tntroducimos ahora Ia función distrikucional

“a ÍX,<x,m,n) deu-f

“'D
- 11'13- 9’) 4 2.____2_ F

JL“; lg_+—p‘-5-_' ÏULP {/TP q } H) X _ 1.-,

H2 2 2 2

ági‘

0

(A II,3:1)

Fsta función tiene propiedades completamente análogas a

las de W+. Fn partÍCUlar

W_(x.a,m,nhe W_(X.B.m,nï = W_(x,a+e,m,n). (A Iï,3:2)

Í 82 a! 32 k .

“2 ---‘-——+ m2} W_(x,2k.m,n) = a.Y A 2

3Xn aXlz oXn_l

(A 11,3;3)

ln distribución W_(x,2k,m,n\ es la única solución elemop

tal del onerador de Klein-Gordon iterado k veces, con sg

norte cn P . Fsta distribución sirvo para resolver e] nrg
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hlema de Cauchv, referente a1en el semiesnacio xn < 0,
operador de Klein-Gordon iterado.

Vntroducimos ahora una tercera so1nci6n e1ewent31 de]

operador de Klein-Gordon iterado, nue llamaremos

K(x,m.n,k).

F5 la definida por la Fórmula

“def ÉÉÁ’Zk'T‘ ‘..Ï-("'2k.'“'“)__X(x,m,n,k) .(A 11,4;1)
2

Esta solución elemental, nue es simétrica con respecto

a1 origen, es 1a nue anarece (en un caso narticular) en

el Capitulo TII.
También aparece (en el caso particular n = 4, k = 1) en

teoría cuántica de campos; cf. [25], p. 677, Fórmula (A 1):

v [26], p. 421, tercera Fórmula (A 1-7), donde Z(x,m,4,1)

cs designada con el sïmholo tp.

Necesitamos, para los Fines de] Fanïtu? TIT, una exnrg

sión exnlícita de X (x,m,n,k), en e] caso particular

n > d, par v k tal nue

1 < k < 5.212.. (A II ,S;1)

para ohtenerla. haremos uso de la Fórmula deFinitoria

(A II, 4;1).o sea, eauivalentemente
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2¡(x’m’n_k) = 11m {w+(x,u,m,n)} + límk {W_(x,a.m,n)}.k(1+2 (1"2

(A 11,5;2)

Empecemospor calcular el primer sumando del segundo miem

bro de 1a Fórmula que precede.

(A IT,5:1), podemosescribir

W+(x,a,m,n) =

donde hemos nuesto

Ïl(x,m,n,a)

-2 2
. {m S 1

=-°—dF 7.3""

n 3 zad'ïï'2

I¡(x,m.n,a) qgi

9:2
4

dgf {m"5_’_}
"2:1
n 1 2a+n-2 PU!)

n
ï' k-l

Il (x,m.n,u) + 12(x,m,n.u).

Si se cumnlen las hipótesis

(A IT,5;3)

LE+Zv
1 z

(-1)V{ÁE:_S:IF} ______l____._¡
2 v! ¡"(gg-EW +1) ‘

(A II,S;4)

.(1_.-D.+2\)
g__ 1

(-1)V {ÉE:_E:JÏ1 ___m -j_______Z v: Ftu.n+v+1)

(A II,S;S)
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F1 segundo sumando tiene un valor Finíto nara a = 2k.
. . . . n-ik

HaCIendo el camhlo de 1nd1ce u = v - —;——llegamos a
la fórmula

12(x,m,n,k) =

n-zk n-zk J [/m’ Si]T- T— -4
a (-1) {m’} 2 _____, (A II,S;6)

n-, ¿3+n-2 n-zk
n 2 2 2

. Vamos a evaluar ahora Il. Paremos uso de la fórmula cong
cida (cf. [1], p. S7, Fórmula (11)) donde l = entero > 0,

x a“!
11‘1‘1——* = 5‘ 1] (A II,6;1)
a r'(ol)

donde hemos puesto

F1 sumando I (x,m,n,a) puede escribirse en la Forma eau}l _
valente
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n-zk
a 'l

‘35" 9;—n+v +1 -,¡
w v m‘V { Si}

_ (_1) nq ._. w.-- ___
__’ _ 9;- +

n z 2a+zv 1 r(%)v: r‘( l *v l)
V n 0

Tomandolímites en esta fórmula para a + 2k obtenemos

(si hacemos nuevamente el cambio de índice u = v - n-2k)

lim I (x,m,np) = I (x,m,n,zk) =
u+2k ' ‘

1313-.
z

p- k-L n-zk-¡ _u_l
={m’} ’ (-1) ' (-nu 2’.Ï._mf_‘_“_LSÍ_}___

2:1. n-,k
n 2 2n'3 (k_l)! (’_2_"u'1): P('U)

u = 0

(A II,6;1)

Si traemos a colación la Fórmula (A 11,611), comprokanos

que la fórmula que precede puede escribirse en 1a forma

equivalente



Il(x,m.n,ík) 

I {m}n-ak-z(_1) a
n 1

n ' z“"ck-.)z
(-1)“ Z:

n-zk
( 2

-u-¡)!

cg ., .
u m u GI ll] (S¡)_.

(A II.6;2)

Recordemoáque. de acuerdo con la definición (A II,1;1),

en la fórmula que precede S‘ tiene el significado

| z . a _ z - _ z 
xn x| xa ... xn_l , s1

Sa 

0 51

Para la definición de 6["](S’), cf. por

p. 228.

De (A 11,5;3), (A II. s;6) y (A II,6;2)
definitiva

W*(X.m.n.1 '

n-2k_l
n-zk-z n-ak41 2

a _ a \I {mLÏz (-1)u
n ‘ 2“" (k-l)!

u ' 0

1 1

n-zk n-zk J2;¿L [/m S ]
, {-1l;¡ .Lflflj 1 z

n__-_¡_ ¡km-a .‘L'll‘.

n a 2 a (k.¡): {/m' 8'} a

-n-2k
( a

'o

ejemplo, [1].

obtenemos en

‘2‘" m“"

-u-I)!
al uks¡) *

(A 11,6;3)
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7. Procediendo con W_(x,m,n,u) exactamente lo mismo a como

acabamos de hacerlo con W*, llegamos a 1a Fórmula

W_(x,m,n,2k) =

n-2k_l
n-2k¿¿_ n-zk_l 2 2

1 2p -2p
.{EÏÏ z ('1) (-1)“—————2"‘—-—6“Ïs" +

n 1 2”" (k-l)! (ÜJ’k-uq):
u - 0 1

n-zk n-zk J dk {/mz ST}+(-1) 1 {m1}: ’71 (A II,7;1)

Señalemos que, en esta fórmula, s’ tiene el significado

De (A 11,6;3) y (A 11,7;1) obtenemos Finalmente, si trae

mos a colación 1a fórmula (A 11,4;1), 1a nroposiciñn si

guiente.

Teorema 27

Higótesis

a) n > 4, par;

b) <_.k < 92-.
2
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La solución elemental simétrica K(x,m,n,k) del operador

n-dimensional de Klein-Gordon itcrado k veces admite
la renrvsentación

K(x,m,n,k) =

n-2k_|
n-zk-z n-2k_l 2

2 1

= {m Ï__:m___Á:J)__ï.__u (-1)”_.-.________9::

u = 0

9:33 g-zk Jn_2k {JET-Sí}
2 z ———»-----»

+ L1) {m’} .__3___.
n-z 2k+n

nz 2 1 (k-I)! .Iínï 7

mmarvemos one, en esta Fórmula, S2

í x2 - x2 - x;_l E

La fórmula (A 11,712) coincide con 1a

(A 11,7;2)

el r.

tiene c] significado

ïñïmula (1!I,3:1)

que ha desempeñado un papel decisivo en las consideracip

nes del Capítulo III.

C4Aláir*1:<’ 3”?
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