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INTRODUCCION.

Los resultados expuestos en el presente trabajo se apoyan
básicamente en la siguiente construcciónzu)

Sea G un grupo. Dado un conjunto unitario U, provisto de su

GApuede interpretarse comoelúnica estructura de G-conJunto,

grupo abeliano Horn(U,A). Más precisamente, son isomorfos los

funtores HomG(U,), ¿“mk-+772 . Esta situación sugiere gang
ralizar la oohomologíaordinaria de grupos, considerando, para

¡cualquier G-conjuntoC, el funtor HomG(c,kmo-pm; enton
ces queda definida, por derivación a derecha, la cohomologiade

G relativa a'O, Ham, ).

El 81 se destina a exponer las propiedades fundamentahxads

las cohomologias relativas, procurando mantenerse en analogía

con la cohomologiaordinaria. En la descripción por cocadenas,

al estilo de Hoohschild, se pone énfasis en la naturaleza sim

plicial de la cuestión. En último término, se muestra que las
cohomologias relativas pueden obtenerse a partir de la cohomo

logia usual, lo que suministra una interpretación de los graün
bajos.

En el 52, se comienza por recolectar las oohomologías rola
tivas de G en una construcción que suministra la cohomologia

global de G, QÉÏG, ). Si n es un entero y A es un G-módulo, el

G-funtor'agn(G,A) puede ser tratado oohomológicamente, para cg

da G-oonjunto C, mediante su cohomologia me, ). Graciasaun

resultado sobre preservación de inyectivos, que se deduce de g

na situación de adjunción, es posible aproximar la cohomologia

(l) Las notaciones de carácter general son aclaradas enlos

preliminares (p.12): las restantes, se introducen en los pará
grafos correspondientes. '



ordinaria, combinando la cohomologia global con la cohomologia

de G-conjuntos. En forma precisa, fijado un G-conJunto c, cada

G-móduloA determina la convergencia espectral

5P(c,9:6q(o,A)) => Hn(G,A) .
En particular, puede considerarse a G provisto de su estructu
ra oanónica de G-conjunto, con lo que se obtiene la convergen
cia

ñ’mfiqmsxn => num,“ .
que suministra relaciones, en grados bajos, entre la cohomolo

gia de G, visto comoG-conJunto, y le cohomologia ordinaria del

grupo G.

En el 53, se da una definición, netamente más general, de

las cohomologias del tipo 1710, ), trabajando en el marco de
las categorias abelianas. Las técnicas simpliciales, ademásde

suministrar una descripción explicita, permiten introducir ta
les funtores cohomológicosprescindiendo de hipótesis restric

tivas sobre la categoria de valores. Luego, empleandoun resul
tado que tiene su origen en una situación de adjunción, se re

encuentra la interpretación de IÏÏC, ) mediante funtores deri
vados. Finalmente, se introduce un funtor cohomológicolimite,

que, si bien no amplia la información obtenida para el caso de

1a cohomologia de grupos, aclara el papel previlegiado de G en

la categoria de G-conJuntos.

El 54 se destina a analizar el efecto, sobre las tres cong
mologias introducidas, de un morfismo entre los objetos de ba

se. En especial, si szJ-->G es un morfismode grupos, el fun

tor de restricción de operadores ÍJSMGMMG' admite un ad
Junto a derecha I" :WZG,——+9)IG, que se exhibe explícitamente.
Ia importancia de este funtor se manifiesta en la convergencia
espectral



HP(G,qu,(A')) => Hn(G'.A') ,

donde A' es un G'amódulo, que es formalmente análoga a la convqg

gencia de Leray, determinada por una fibración [4-5-63. Si N es

un subgrupo normal de G y w:G—-oG/N es el morfismo canónico,

la convergencia que se deduce de Tg_es, precisamente la conver

gencia de Hochschild-Serre [2], esencialmente debida a Iandon
[7]:

H’(G/N.Hq(N,A)) => num,“ .

donde A es un G-módulo. En la dirección opuesta, si S es un sub

¡grupo cualquiera de G y e:S-->G es el morfismo de inclusión,Qy

coincide con el funtor de coinducción M: y la convergencia -es
pectral degenera, debido a la exactitud de 9., suministrando el
conocido isomorfismo (teorema de Shapiro) [3]

H*(G,Q,())aH'(s, ).
Finalmente, en el 65, dado un G-conJunto c, se define la ng

mologia de G relativa a C, BE(G, ). Los tradicionales argumenum

de dualidad permiten reobtener los resultados del 51 en este og
so. Se aprovecha la ocasión para exhibir un operador de borde

más simétrico y natural que el empleado usualmente.

las cohomologiasrelativas tienen mayorgrado de libertad

que la cohomologia ordinaria, en el sentido que dependen de una

tercera variable. Este hecho, tipico de los desarrollos moder
nos del álgebra homológica, parece particularmente útil para el
tratamiento cohomológicode ciertas cuestiones de la teoria al

gebraica de números, que merecen una consideración independien

'te. En este trabado, se intercalan algunos ejemplos de naturalg
za aritmética, destinados a mostrar como, con adecuadas eleccig
nes de clases de divisores, se obtienen los objetos que inter
vienen en el desarrollo cohomológicoclásico de la "class field
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theory", inaugurado por Artin y Tate [l] . Si bien en el presea
te trabajo sólo se consideran grupos "discretos", conservando

en vista las aplicaciones aritméticas de la cohomologiede gn_1_
pos (consultar [3] y [8]), parece importante analizar el caso

de los grupos compactosy totalmente discontinuos (profinitos,

en la terminología de [8] , de tipo Galois, según [3] ). Exclu

yendo los 993 y'5, por razones evidentes, es más o menos cla

ro que casi todos los resultados de este trabajo pueden repro
ducirse en la situación indicada, ya sea por argumentosdirec

tos, con las modificaciones pertinentes, o empleandoel pasoal

límite. Notar que, si G es un grupo galoisiano, ¿8G debe reem
plazarse por la categoria de G-espaoios discretos y en conse

cuencia, el lugar de ("la debe ser ocupado por la categoria de
G-módulosdiscretos.

(1] E. ARTIN- J. TATE.Class field theory. Math. Leot. Not.,

Benjamin, New York, 1968.

[2] G. HOCHSCHIID- J. P. SERRE. Cohomology ofjroup extensims.

Trans. Amer. Math. 800., '74 (1953), pp. 110-154.

[3] S. LANG.Rapport sur la cohomologie des groupes. Math.Lect.

Not., Benjamin, NewYork, 1966.

J. LERAY.Structure de l‘anneau d'homologie d'une represeg
tation. c. R. Acad. Sci. Paris, 222 (1946), pp. 1419-1422;

ka J. LERAY.L'anneau spectral et l'anneau filtre d'homologie
d'un espaoe localement compactet d'une application conti

ggg¿ J. Math. Puras Appl., 29 (1950), pp. 1-39.

[6] J. LERAY.L'homologie d'un espace fibre' done la fibra est

conexe. J’. Math. Puras Appl., 89 (1950), pp. 169-213.

[7] R. 0. LYNDON.The cohomology or group extensions. Thesis , J
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Harvaní Univ., 1946.

[8] J. P. SERRE.Cohomologie galoisienne. Leot. Not. Estiu, 5,

Springer-Verne, Berlin, 1965.
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PRELIMINARES.

El álgebra homológica en las categorias abelianss es el ing
trumento formal que se emplea en el presente trabajo. Los re

sultados básicos de esta técnica, expuestos en los capitulos I

y II de [G] (notablemente, en el citado en último término), son

de uso sistemático. Ocasionalmente, se recurre a algunas propg
siciones clásicas de [GE], ubicadas en los capitulos III y IV.

En cuanto a la cohomologia de grupos, el capitulo VIItb'Is]

se emplea con total liberalidad y frecuentemente, sin referen
(l)

cia especifica. Por supuesto, se adoptan la notación y lane;
menclatura alli establecidas, salvo menciónexpresa en sentido
contrario.

Los métodos simpliciales son empleados en forms (intencio

nadamente) rudimentaria, que hace inútil dar referencias espe
ciales. Un comentario análogo es válido para las cuestiones de

adjunción de funtores.
Este parágrafo está destinado a precisar el significado<33

se adopta para algunas nociones cuyo sentido varia con los au

tores, a resaltar ciertos resultados generales muypertinenun,
y a introducir las notacicnes de carácter general que no son

tradicionales, y aquéllas de uso constante.

i) Objetos graduados. Sea B una categoria, y sea Mun mo

noide conmutativo, con elemento neutro '(usualmente, cancelati
vo), que se nota aditivamante. Un ob etc raduado por MdeÉss

una familia (AMEM de objetos de 32. 31 den y A, B son objetos

Wepitulos I yIII de [GE]puedelocalizarse,e
sencialmente, el mismomaterial.
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graduados por Mde É, un morfismoj de grado d, de A en B es g
na familia (f :A-—->B de morfismos en JS. Los morfis1 1 i+d)ieM

mos de grado cero se dicen, simplemente, morfismos. Notar que

el grado de un morfismo está unívocamente deteminado,. pues M
tiene elemento neutro .

ii) Complejos simpliciales. Sea É una categoria. Un. co_m
pleJo simplicial de cadenas sobre JS es un objeto graduado por

¡»o de .33, digamosS, provisto de una familia (cnizsrpsml)wn
de morfismos en B, para cada entero n>0, satisfaciendo las re
laciones

°n1°°n+13"°nJ-1 °°n+li ' k3 '
El morfismoestructural oni se dioe.el i-e'simo operador de ca

raz en dimensión n. Una degeneración de un complejo simplicial

s es una,familia (dn :sr’s ) de morrismosen B, pai n+1 od‘n
ra cada entero nm, que verifica

dmli°dnj “¡mi ¡»1°dni s 14.1

dn-lJ-l °°ni ’ 1<J
c od .z id , i-J,J+l

dm.“ ocn i_1 , 1714-1.

El morfismo dni se dice el i-ésimo operador de degenemción, en
dimensión n. Una aumentación de un complejo simplioial S es un————.r. —
morfismoen B uso-¡»A tal que ecoloaeocn. Si S y S' son
complejos simpliciales sobre 13, un morfismo de S en S' es un

morfismo (en el sentido graduado) f:S—-S' que satisface O

Ohi°ntÍn_l°0ni o
Ia categoria de complejos simplioiales sobre É será indicadao

Si .É es una categoria aditivo y-S es un complejo simpli

cial de cadenas sobre B, puede definirse un complejo ordina

gaucho

#11;

d!

ni

IE:

la¡2

LIELL5?“
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Lorna

¡r que

pues M

1‘ com

ido por

->Sn_]_)od‘n

las r3

' de ca

plioial
B, pa

O

aoionl en
S es un

S' son

i‘ es un

face .

indicada

l simpli
ordina

.____,,\

rio de cadenas sobre B, digamos K, en la forma

si n<00,
Kn:

Sn, si m0,

y el operador de borde dn:Kn—,- Kn_l, n>0, está dado por la rá;
mula

i(-1) o
0‘ 1‘ n

d =n

Observar que una aumentación simplicial de S es una aumentación

de K, en el sentido usual. La asignación de objetos S HKS
define un funtor de QB) en la categoría de complejos de cade

nas sobre JS .

Dualmente, se introduce la noción de complejo simplicial de
cocadenas.

iii) Existencia de funtores cohomológicos. Un resultado fiin

damental en esa dirección, que formaliza numerosas construccig
(1)nes tradicionales, se enuncia en el siguiente

TEOREIJLA(P.l) . Sean al 05 categorias abelianas. Dado un

funtor aditivo y exacto F:a-—v-_Ig%), existe 'un funtor cohom_o_

lógico definido sobrea a valores en 63, que satisface:
i) A es un objeto de a, entonces ÁÏA)=H*(F(A)) (igual

dad de objetos graduados).

ii) I‘:A-—-A' cs un morfismo en c2, ¿'ÏÍ):Á“(A)—>ÁÏA')
coincide con el morfismo H“(F(I‘_)):I-I*(F(A))—>H*(F(A' )) indu

cido en la cohomologia por F(f):F(A)-——>E1A').

iii) Si O-A'—-A—->A'L->Oes una sucesión exacta de objetos

Q a, cl opcmdor de conexión3:¿'(A")—>-Á*(A') coincide con
el operador de conexión 8: I*(F(A"))——>H*(F(A‘)) inducido en

(l) Si 38 es una categoría aditiva, con _K_(fi)se nota la o_a_

tegoria de complejosde cooadenassobre



l 4.1-.tecnico. dc los funtores derivados es de uso sistemáticq
y se expone en el siguiente

'i‘EOMILï.A(13.23). Sean <2 y ¡7Qcategorias abelinnas, acon su

ricirntes objetos inyectivos. Si F:CÏ-——>Ú%es un funtor aditi
vo existe un funtor cohomológico R*Ï, definido sobre CZ a va

'i

lores en Úá, tal que, para todo objeto A de a, R*F(A)6HTF(K)),

siendo A-a-K una resolución inyectiva. Además, si F es exacto

a izauierda, R*Fes un a-Íuntor universal, caracterizadoporlas
propiedades:

i) R*Fes positivo.

12°? mi?ii)
iii) R*Fes deleble en grados positivos.

R F se dice el derivado derecho de F. Los enunciados dua

les quedan a cargo del lector. Por último, se observa que ¿Leg

pleo de funtores resolventes [G, 2.5, p. 149] suministra varig
ciones para algunas de las pruebas que aparecen en este trdeo.

iv) Convergencia de sucesiones espectrales. Aquí, se adop

EG.

2.4, p. 145), que implica la convergencia en un sentido estrig

ts la noción de sucesión espectral debida a Grothendieck

to. A continuación, se anuncian los resultados más útiles sdnm

sucesiones espectroles, en el marcode las categorías abelia

nas. Por supuesto, estos resultados se emplean en la presente

exposición.

Sen (Er)r)2 una sucesión espectral, de resultado H, sobre
una categoría abeliana CZ.Enel caso de "base esférica" (exis

ten conocidas razones geométricas para esta denominación), se

tiene la siguiente

Ñ
cohonoloaia por la sucesión exacta O-+F(A')-—+F(A)-—+F(A")—>O.

d
('D\

ob}

dei
O ¿t

s21



NA")—>0.

hático,

con su

aditi—=
a va

HTM»,

exacto

perlas

r

5 dua

ne ¿Leg

a varie

tnMon.

e adop

1< Lc,

testrig
es aflue

abelia

presente
E

, sobre

5 (exis

fin), se
l

E

É

l

e

ll

IHDPOSICION(P.3)._g¿ p, p' y r son enteros tales que rea,
“UV . ' '

p-p'>,r y ur :0 para u yép,p' , ex1ste una sucesion exacta de te;
mino general____________

n- n ‘ 7'
El; _p_,.H .____>EpnpI‘

neZÏ.

Para une sucesión espectral de "fibra esférica", la versión cg
rrespondiente es

PROPOSICION(P.4). Ei q, q' y r son enteros tales que raz,

q'-qzr-l y Eïï=0 para v fi q,q', existe una sucesión exacta de
ténnino general

n‘qq n n. ' |
Er -—pH—->E “qqI. . neZ.

También se tiene el importante

TEOREMA(P.5). si qugo para p<0 g q<0, Z n es un enteropg
sitivo tal que Eïq=0 para O<q<n,resulta

Egozíf', i<n,
y se tiene una sucesión exacta

o»E;—-° Hn-—--EZ——-nE?—>1° Hml .

que suministra la sucesión exacta de grados bajos:

COROLARIO(P.6). gi quso para p<0 g_q<0, se tiene la suce
sión exacta

10 l Ol 20
O-*E2-—>H-——a>E2-—->E2——a- r

En relación con estas proposiciones, puede consultarse [C E,

XV.5, p. 238].

El sentido de "convergencia espectral" se deduce en forma

obvia de la noción de sucesión espectral aqui adoptada. Consi

derando grados enteros, sea B un objeto bigraduado de ¿2 y sea

C un objeto graduado de a. Se dice que B contarse espec tral

gggtg_e C, indicándolo con le notación
BPq :> cn ,



r —
sii existe una sucesión espectral (Er)r)2 , de resultado H, so- e)I

“ere ü tel cue E8113 y H=C (isomorfismo de objetos graduados). de
Si a es una categoría abeliana, ya) nota la categoría de rar

sucesiones espectrales sobrea. Sidfies otra categoria abelig ric
11:21,se recalca que un funtor espectral de a: en ¿fi es un fun- f)

tor aditivo de.CZ en ¿((8). El uso de las sucesiones espectra- V“
. J

lee en el álgebra homológica se logra, principalmente, através ev'
del siguiente ta

, . es
TEORIExrïA(P.7). Sean a, fi 1,3 categorias abelianas tales

do
(¿BE¿El a; tienen suficientes objetos inyectivos, y sean

e)
F:á’—>@ y G:@-——gá’funtores aditivos tales que F transfog

po
me inyectivos en G-aciclicos y G es exacto a izquierda. Enton

h)
ces, existe un funtor- espectral de a ïlf , que induce la con

_ 0‘
VGI‘"€‘T‘LC1&

p teR G(RqF(A)) => Rn(GoF)(A) , i
mm todo objeto Agía. )

. r
La demostracion puede consultarse en EG, 2.4.1, p. 148]. g

do

v) Noteciones. A continuación, se da una lista de las_notg gr
ciones no introducidas hasta este momento.

a) Si JS es una categoría, fi° es la categoria dual.
b) La categoria de funtores de una categoria 5€ en una catego

ria c2) se indica Homüáoo).

c) Por razones de comodidad, la categoria de funtores "contra

vuriantes" de É en 02)se nota JRÉD), vale decir, JÜÉÁD)=

Hom('fi,°¡0) = Hom(fi,&°) .

d) Los simbolos X y 6 se emplean para indicar las operaciones

de producto directo y de sumadirecta, respectivamente. Si Ies

un conjunto y C es un objeto de una categoria É, por CI se e_1_‘1_
tiende la potencia I de C y por Cu), la copotenoia I de C.

L____#i ___J.
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e) Si G es un grupo y'JÉ es una categoria, 336 es la categoria
de G-objetoscieJÉ .ZEn este trabajo, los operadores se considg
ran por la izquierda, salvo mención expresa en sentido contra
rio. I

f) Sea JS una categoria conjuntos subyacentes (vale decir, prg
vista de un funtor de olvido), y sea C un G-objeto.de-ÍÉ. Para

evitar conflictos con d), el conjunto de invariantes de C asno
ta GC. Se dice que G opera libremente sobre C sii la G-acción

es libre de puntos fijos (o sea, si sxzx, entonces 5:1, panatg
do seG y todo IEC).

6).2ges la categoria de conjuntos, y 72 es la categoría de grg
pos abelianos.

h) Por abuso de notación (manifiestamente incorrecto, según«fl),

J’G es la categoría ¿(ÁWML Por abuso de lenguaje (igualmeg

te incorrecto), un objeto<íe CE:se dice un G-funtor.
i) Si G es un grupo, el anillo de grupo de G es el álgebra del

grupo G sobre el anillo 2! de enteros racionales, y será nota

do ZIG]. Se tiene, entonces, un funtor Z[ Jde la categoria. de
grupos en la categoría de anillos (con unidad).



.-.-u.h._-—-.

. .u:....4u--.Mu

14

51 . COEIOÏAOLOGIA S RELATIVAS .

El procedimiento reseñado en la introducción se desarrolla

en la forma siguiente:

Sea G un grupo. Un G-conjunto C define un funtor aditivo
G. . . l .

«G.97ZG-—>-97Zporla a51gna01on de obJetos

AI—>HomG(C,A) .

ComoMG es una categoria con suficientes inyectivos, está de
, G ,

finido el funtor cohomologico R*0(C,que sera notado Hgm, ) y
llamado el funtor de cohoLrLologi'ade G relativa a C. Sus propig

dades formales se sumarizan en la siguiente

PROPOSICION(1.1). Hgm, ) es un funtor cohomológicouniyeg
gb caracterizado por las propiedades:

i) Hgm, ) es positivo.

ii) H8(G, )—:.-:o(g.

'iii) HÉÏG, ) es deleble en grados positivos.

Además, Hgm, ) conmuta con productos directos.
231.1.En la forma usual, se verifica que el funtor «G es e

xacto a izquierda y que conmuta con límites proyectivos. Laprg
posición sigue, entonces, de los resultados generales sobre 3
funtores (consultar P.2) .

la cohomología ordinaria de G, notada H*(G, ) (como se ecos

tumbra), resulta ser un caso particular de las cohomologiasr2
lativas.

PROPOSICION(1.2). _S_i_U es un conjunto unitario, provisto

de su única estructura de G-conjunto, resulta

Hgm, )=¿H*(G, ) .
DE. Si G opera trivialmente sobre un conjunto C y f:C-'-D

es un morfismo de G-conjuntos, entonces ImeGD, Luego, es avi

de

C111

si

dl.

8€

AS

si

dí

¿e

¿j
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dente el isomori‘ismo de conjuntos

HomG(U,D)=GD ,
que induce un isomori‘ismo de funtores

G G

«Uczt ,

siendo 1G:77ZG—>972el funtor de invariantes AHGA.
Ahora, se pretende describir las cohomologiasrelativas a

la manera de Hochschild, vale decir, mediante cocadenas, procu
rando mantener la semejanza con la descripción correspondiente

a la cohomologia ordinaria [8, VII.2-3, pp. 119-121]. Se requig

ren algunos resultados previos en torno al funtor que se intrg
duce acto seguido, y que contribuye a clarificar la exposición.

Si C es un G-conjunto, fiG(C) nota el grupo abeliano libre
generado por C (o sea, z(c) ), provisto de la G-acción

(sf)(x)=i‘(s'lx) .

Así, resulta definido un funtor 16:,63G—>972G.Por ejemplo, CCE.
siderando a G munido de su estructura canónica de G-conjunto ,

Adm) es el anillo de grupo de G, visto comoG-módulo.

Dadoun conjunto cualquiera I, para cada ieI, ei:I—-.Zig
dice la función caracteristica de {i}, vale decir, (ei) ieI es
la base canónica del Z-módulo zu).

LEMA(1.5). Se verifica:

i) Los funtores ungomG(aG(C), ) son isomori'os.
ii) .S_2¡¿r es una representación de la clase gg órbith de C,

. -g______ o(er(y))yeá(c) es una familia de G eneradores de ÁG(C) Si G g

pera libremente sobre C, la familia (er(y))yed(c) tambien esc
libre; por lo tanto, AGM) es un G-módulolibre.

Dem. i) Si A es un G-modulo, sea ¡quHomG(C,A)—o-HomG(aG(C),A)

el morfismo de grupos abelianos dado por: -/aA(f):ÁG(C)—u-A es
el morfismo de grupos abelianos



ñá
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=f(x)i nn
que resulta un G-morfismo, por serlo f. Reciprocamente, Sd

vAzflomG(AG(C),A)—>HomG(C,A)es el morfismo de grupos abelig du

nos Jul

¿(g)(x)=g(ex) . E“
Luego, se tienen definidos morfismos de funtores

G 1*

«C4?HomG(AG(C), ) , Lu

que son recíprocos, evidentemente. P*

ii) Si xec e y es la órbita de x, se tiene x.-.sr(y),pg_ Ju

É ra un cierto seG, con lo cual exsser(y). Con81derando que (91)]:ec co
= -. ra .C r sulta claro entonces ue i z gene )) e ! a q (er(y) G co
¡ genera AG(C). Ahora, sea la combinación lineal mo
i

5 a e =C) a G .
g o ye (o) y r(y) ’ vez“
Ï En

É Si a =- m s, resulta
5 y seG ys

e = 0 .
se 15's sráy)

NEÜÑC) ci

Considerando que (ex)xec es ZLlibre, para probar que aypo, pa- ob
ra todo 316010),basta ver que la aplicación GXO'(C)—-v- C ,

(s,y)i—vsr(y), es inyectiva. En efecto,
sr(y)=tr(z) => voz”! => y=z => sr(y)=tr(y) ;

JBLy como G opera libremente sobre C,

sr(y)=tr(y) -;> s=t .
su

El siguiente resultado es básico a los efectos anunciados.

PHDPOSICION(1.4). Se Verifica: ti
u * —_

1)HC(G,umeGm, ). G
ii) g; G opera libremente sobre C, el funtoz'o&:es exacto. dr
Dem.Resulta inmediata, a partir del lema anterior.

ga

ma
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"" Ejemplo aritmético. (Para el lenguaje, consultar LW,IVJ).

Sea (KflJ) un cuerpo aritmético ordinario, y sea D su grupo de

divisores, notado aditivamente. Se recalca que, si B es el con
Junto de divisores primos del cuerpo K, el grupo Aut(K) opera

a derecha de 38 según la ley
RcacflP).

Luego, si G es un subgrupo del estabilizador de 0D (vale decir,

Pesas, para todo Pea‘Dy todo a‘éG), es claro queoD es un G-con

junto a izquierda, através de su estructura derecha, y queAGW)
coincide con D, provisto de su estructura usual de G-módulo.En

consecuencia, la proposición anterior suministra un isomorfis
mo de a-Í‘untores

Igor, )aExt;(D, ) .
En particular, resulta el isomorfismode objetos graduados

1:6(G,D)aÏE:XtG(D,D) . ""

Si {>szqu es el funtor de olvido, aplicandouna cong
cida fórmula de cambio de anillos [CE, II.6, case 4, p. 293,86
obtiene

I.EI\;IA(1.5). _S_iA es un G-gódiulo coinducido por un gw

beliano M, los funtores HomG( ,A) , Homz(ea( ),M):97Z¿—>‘77¿
son isomorfos.

En una primera aplicación, este lema permite refinar el r2
sultado obtenido en l.l,iii) comosigue.

PROPOSICION(1.6). S_i A es un G-módulo relativamente inyeg

t_i_v_o,A resulta aÏ-acíclico, para todo G-conjunto C.
929;. Comoun G-módulo relativamente inyectivo es sumandodi

recto de un G-módulo coinducido, puede asumirse, sin pérdidada

generalidad, que A es coinducido por un grupo abeliano M.El lg
maanterior suministra, entonces, el isomorfismo



———
Iioz:1( ,A):I—:or;;2((>(:( ),I.I) ;G "j

y derivando a derecha, un resultado clásico Ever, por ejemplo, _(L.)

CE, 111.6.2, p. 491 permite deducir.un isomorfismo de a-funto
sa

res
fi * "1*!- 0 T

( ,A) x¿¿\t_7(9 ( ) ,I.¿) o
C- L G ár I . . . . . , . "1luego, segun 1.4,1), se Obtiene un isom rfismo de oogetos gra- r

_ ._ .0oueoos ¿j

ïr G Nïfiflge V1¿( ,A)—il.lb,_,(;\G(C),m) .
_ C "—'

le demostracion se completa observanfio que 2G(C) es Z-libre. y
, . . .. . . - . ., niYa estan oaoas las conQiCiones para realizar la GGSCTlPCMXI

propuesta, que se lleva a cabo poniendo en relieve su naturalg
. . . sdza SimpliCial.

a n I I a
Dado un G-congunto C, teniendo presente 1.4,1), se com1en- l

_ veza por construir la

i) Resolución Genómica de 1G(C). “ea S(G,C) el complejosim

plicial de cadenas en WQGdefinido por
nfl.

sn<G,c>=AG<G xc) , m/o , 13:1

donde los morfismos de cara cni:Sn(G,C)——q>Sn¿üG,C), n>O y Oéién, ci

están dados por la condición Ce
n ‘ V o A(Oo,ono,5rl,.h)‘ >(DO’o-s,si,ooo,sn,x) o la

Se recalca que Sn(G,C) es un G-módulolibre, según 1.3,ii), _g ll
‘a todo n)0 (G opera libremente sobre si mismo y n+l>O). Aun

cuando no será empleado en lo que sigue, conviene observar que

S(G,C) admite morfismos de degeneracion dni:Sn(G,C)-—4-SHH@LCL
. . q. .- fun»0 y OSlSn, ueiiniqos por

P o v t,
(Qo’ooo’ünJA)1 >(SO,...,Si,Si,ooo,Sn,X) a (1

Así nism , 5(G,C) admite una aumentación a:SO(G,C)———>-AG(C),
que es el morfismo °u

(so,x)*——>-.x. cd
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Si K(G,C) denota el complejo ordinario de cadenas deducido de

S(G,C), es.claro que su operador de borde dnan(G,C)—->Khr(G,C)
satisface, para n70,

i .Adn(so,...,sn,x) =‘;:Ï:_ (-l) (so,...,si,...,sn,x) .oéián

Fijado un elemento tEG, si f:2G(C)——q_Ko(G,C)es el morfismadg
finido por

X)——->(t,x) ,

y para cada n20, hnan(G,C)-—+-Knfl_(G,C) es el morfismo defi
nido por

(s .sn,x)h——4>(t,so,...,sn,x) ,O,..
se comprueoa fácilmente que (h,f) es una homotopia de contrac

ción para el complejo aumentado (K(G,C),a), vale decir, que se
verifica

aÍ :id

dlho+-fa =id
dn+lhn+hn_ldn=id , n>o .

En consecuencia, (K(G,C),a) es aciclico, y define una resolu

ción homológica R(G,C) de 2G(C) por G-módulos libres, que sad;

ce la resolución canónica de ÁG(C). El lector habrá observado
la analogía que existe entre la construcción precedente y aquí
lla que se realiza con simples ordinarios.

Si A es un G-módulo, se pasa a considerar las

ii) Cocadenas homogéneas. De K(G,C) se deduce, mediante el

funtor HomG(,A):ÏZ;._+JhZ, un complejo de cocadenas en 9?, ng

tado HomG(K(G,C),A).Los isomorfismos de grupos abelianos

HomG(Kn(G,c),A):HomG(Gn*1xc,A) , n20 ,
suministrados por 1.3,i), inducen una estructura de complejode

cocadenas sobre la sucesión (HomG(Gn¿g<C,A))n>o,extendida enl .

forma trivial a los enteros negativos, donde el operador de cg
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n, .
elemento ÍGCCkG-JL),n>,O, se dice una cocadena (de grado n) de G
a coeficientes en A, relativa a C.

En consecuencia, apelando a P.l y por supuesto, a 1.4,1) ,

queda demostrado el siguiente

TEOIEMA(1.7). Dedo un G-conjunto C, si 97ZG—>KÚ}Z)es el
* r .

:‘untor A¡—>CÉ(G,A) y 426m, ) es el funtor cohomologico que dg
ine, se tiene un isomorfismo de a-Í‘untores

Hgm, mágm, ) .

H)

Para la computación de los grupos de cohomologia relativa,

en grados bajos, es útil el siguiente formulario.
-l

O) doi“ (s,x)=s.f(s :c)-Í‘(x)
o _ G

ZC(G,A)—0(C(A)

B¿(G,A)=o

l) dlf (s,t,x) c:S.Í(t,8.1X)-Ï(St,X)+f(S,X)

Í‘GZÉ(G,A)=> f(st,x)= f(s,x)+s.f(t,s-lx)
feBg(G,A)<‘=>EgeAC:f(s,x)=s.g(s'lx)-g(x)

2) dzf (s,t,u,x) =s.f(t,u,s'lx)-f(st,u,x)+f(s,tu,x)-f(s,t,x)
erÉ(G,A)<=>I‘(s,t,x)+f<st,u,x) =f(s,tu,x)+s.f(t,u,s'lx)

X 
feBÉ(G,A)<=>356AGC: f(s,t,x)+g(st,x) =g(s,x)+s.g(t,slx)

En situación recíproca a la planteada en 1.2, las cohomolo

¿ias relativas pueden obtenerse a partir de la cohomología0rd;

naria. Para demostrarlo, se hace necesario un resultado prelim_i_
nar.

Si C es un G-conjunto y A es un G-módulo, TrG(C,A) es el gru
po abeliano ACprovisto de la G-acción

(sf)(x) = s.f(s'lx) ,

con lo cual resulta definido un funtor‘ïTGzfiawafiWZG. Es

claro que, para todo G-conjunto C, el funtor parcial 1TG(C,) es



__ i, rr cio ' coxuuta con ¿lLítCS proyectivos.

Liu' (3.8) Si C cs un G-conjuzto, cl funtor TE(C, ) preser— —
:os coinducidos y cn consecuencia, preserva módulos re

_._Js:::.be recalca que, si A es un grupo obeliano, HomZ(Z[G],A)
r;c;u_uga csiructura ds G-nóuulo inducida por la estructura de

(sf)hfi:f(xs).
,>‘ rc“ . » o r Htai- w N ¡\__ cico suc n o: u. G--.:\,\.uio, A"

cue será notado fic: (Z[G},A). Es un hecho bien conocido que am

bus catructurcs son isomorfas LpE,K.8, form. (2)—(2*), p. lgál

s: 4 es un grupo uogliano, cl isonorfismo can’nico de grupos a

resulta un G-mor? sao cn la situacion
¡"1’

:_::_:.¿pj ,1; ) >'7G(C,tr'o:z_¡\_¿’c] ,:.:)) ,

do;uc L se considera ecuo G-modulo trivial y MC, con la estrug
A...

Luego, cs claro cucfiTÏ(C, ) prsscrvu móduios coinducidos. Como

__luo;vuucntc inyectivo es sumandodirecto de un mó

rwConsiáczmnio cuc H' u es un funtor cohomoló ico i oue- ( , ) c, J 

A, , “¿k ._, . .;uuíC, ) cs un funtor exacto, L (th (C, )) tambien es un fmfinru G

cohorológico. Esto b-Íuntor verifica trivia mente la condición
4‘ z" "u .1 1 n-
.L} u- i.-. (4040 ’Z,°lIG(C, ):0<

n
u l . n o

C, tambien satisface la condiCión
M . . G

Lo TE , ) tranSLQrma mouulos inyectivos en z —
CL) O O ,_>
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acíclicos, segúnel lemaanterior, verifica la condición iii).
Luego, resulta probado el siguiente

TEOREMA(1.9). Se tiene un isomorfismo de a-funtores

Hgm, )=H*(G,’ITG(C, )) ,
para todo G-conjunto C.

"" Ejemplo aritmético. (Para el lenguaje, consultar [W, VJ).

Sea K un cuerpo global, y sea ¿2'61 anillo de adéles de K. Si

G es un grupo de automorfismos de K, CZ es un G-anillo con la

acción usual

(ona); ?(aa.(P)) .
luego, el anillo Cï'de adeles principales de K también lo mLá
hora bien, si se considera el conjunto Ig de los divisores pr;
mosde K comoG-conjunto a izquierda, a partir de su estructu
ra derecha natural

P.o'=a”*(P) ,

fi;(fiiK) es ¿ZC visto comoG-módulo. Luego, por el teorema antgU

rior

3%(G,K)=H*(G,á’) .
Además, el grupo de unidades 87 de CÏ: vale decir, el grupo de

idéles de K, también es un G-módulo, y un argumento similar su
ministra

1%(G,K*)=H*(G,U‘) ,
donde ÉÏ/es el grupo de idéles principales de K. Observar que

la situación clásica en "class field theory" es el caso multi

plicativo, con K una extensión galoisiana, de grado finito, de

un cuerpo global k y G el grupo de Galois de K/k. ""

Conviene observar que el teorema anterior suministra umaig

terpretación, comoclasificantes, del primer y segundo grupode
cohomologíarelativa, en virtud de las descripciones correspon
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_ 2. COI:OI-.ZOIDC—LiGLOBAL Y COHOILOLOGIA DE G-CONJUNTOS.

se tie
,el Si Sea G un grupo. En oposición con el 51, aquí se considera

pasiva la segunda variable del funtor HomG(, ):Á¿X‘)72G_,972.
/ Esta medida formal suministra una técnica de globalización, pus

¿sglta
equivale a recolectar las cohomologiasrelativas de G.

En detalle, sea flG:772G—arafá el funtor aditivo dado por
la asignación de objetos

Ar-v-Homd ,A) .

Su derivado derecho R’YBGserá notado ÜgÏG, ) y llamado el fun
tor de cohomologia global de G (esta denominación resulta jus

tificada por 2.2). Como¡BGes un funtor exacto a izquierda, que
conmutacon límites proyectivos, el diccionario usual suminis

tra sus propiedades formales, que se enuncian en la

PROPOSICION(2.1). ïfi’ÏG, ) es un funtor cohomológico uni

versal, caracterizado por las propiedades:

i) fi’ÏG, ) es positivo.

ii) %°(G, url/3G. ,

iii)%*(G, ) es deleble en grados positivos.

Ademïïs,%*(G, ) conmuta con productos directos.

La familia (Hgm, )) de funtores cohomológicos de 972G
CGObÁG

en 77])define canónicamente un funtor cohomológico H*)(G, ) sg(
. l a

bre 9%}a valores en fic} (esta construCCion requiere conocerel
efecto, al nivel de las cohomologiasrelativas, de un morfismo

de G-conjuntos; consultar 4.1) ). Teniendo presente 1.1 y la f6;
mula

G
/5G(A)(c)=o<C(A> ,

(-1

terísticas de %*(G, ), anunciadas en 2.1. Luego, es claro el si
es claro que el a-funtor H )(G, ) tiene las propiedades carag

guiente

_« a
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yectivos, que es consecuencia de un hecho más profundo: una si

l tuación de ndjunción, que se pasa a exponer.msu

Sea EGzófig———e»9QGel funtor de evaluación en G, vale de
cir, el funtor definido por la asignación de objetos

IW-—v>F(G)

(F es aplicable a G, considerándolo provisto de su estructura
co" a . . > canonica de G-congunto, en tanto que F(G) tiene la estructura
.ía l . . I

bg de G-modulo1ndu01da, a traves de F, por la estructura derecla
do

m de G).
bton

t TEOREMA(2.4). Las siguientes proposiciones son verdaderas:ego
1)/3G es un funtor de sec01on; mas pre01samente, EGgfibeud.

s de ll)EG es adgunto a izquierda dejen .
Dem. i) Si A es un G-módulo, los morfismos de G-módulos

zz .45L,
HomG(G,A).P77__A dados por

A

¡uA(r)=-.r(1) , vA(x)(s)=sx ,
- . , ycefinen morfismos de funtores 8 o -*-d>id ue claramenuz

Jnsul- G fic v 972G q ’ ’
g son recíprocos.

) que
C ii) Debe probarse que los funtores
ie C.

u . . .

00mm “01.14; ,fiG( )) , HomG(eG( ), ).JÏ¿X'Ï)2G—5—97Z son lsomorí‘os.
Si A es un G-módulo y F es un G-funtor, se define un morfismoacos
d s o b lianos :Hom Hom o.

e {grup s a e ELA ¿(Fl G< ;A))-——>-H nG(F(G),A)
por la fórmula

o uni
;F’A(9) =flA°gG)

Si C es un G-conjunto y xeC, mïzG-——>Ces el morfismo de G433
juntos skarsx. Luego, queda definido un morfismo de grupossbg

. o . . 1? .7 A | -T A :

// j llanos nF’A.HomG(l(G),A) homaÉ(T,LomG( ,A)) en la forma
H Í

’ WEA(f) es el morfismo de funtores definido puntualmente por
i

ion de m F(C)—>IIomG(C,A)

y¡—+"X|—>( fthzPé) ) (y)" .Ei..
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A continuación, se muestra la relación que existe entreIkB

grados bajos de ÁÏYG, ) y de H*(G, ). Previamente, se tiene el

siguiente

LEQA(2.8). gg: CZ, 45 y.Ï3 son categorías abelianas tales

nue CZy 45 tienen suficientes inyectivos, y S:Cï-e>á3 y T:&5—+J3

son funtores aditivos tales que T y Tos son exactos, entonces

TORO-S= O , pa ra q>O .

¿223. ComoT es un funtor exacto,

I IPT=o,sipm.
Luego, para todo objeto A de CZ, se verifica

RpT(Rq8(A)) =(), si p>o.

Por lo tanto, teniendo presente P.7, un segmento de la sucaión

exacta suministrada en P.5, para el caso n=q>0, r=p=2 y p'=0 ,
se traduce en

o = Rq(ToS) (A)—>-T(Rq8(A) )—>122T(R°=S(A)) = o ,

pues TOSes exacto.

Aplicando 2.4,1), se obtiene el siguiente

COBDLARIO(2.9). s; A es un G-módulo, entonces

8 Gf(G,A))=O, para q>0.Cr(

PROPOSICION(2.10). Para todo G-lïïódulo A, se verifica

51(G,¡3G(A))=31(G,A)

52(G,¡;,(m)sl-:2<G,A) .
¿Egg Si F es un G-funtor tal que EG(F)=O, es claro que

5°(G,zr)=o .
Í Luego, 2.9 suministra, para q>O,

¿7°(G,;;fi(G,A)) =o .
Ahorabien, 2.7 pennite aplicar la sucesión exacta de graüxsug

jos (cf. P.6), que se traduce en



anterlores, se tiene

G-nódulo relativan nte

yeotiva, entonces A eg fiG-acíclico, en tanto cue/ggLA) es 3‘ _- C
acíclico, para todo G-conjunto C.

San. En virtud de 2.2 y 1.6, es claro que A resulta ¡q3imí
c¿;co, vale decir,

f2’7q ;\ ’\
0p (G)¿ï)=u , C_>O‘

Lue'o, si C es un G-conjunto, porn todo entero q>O, resulta
IP; "/q \\

9 Kcagé (G:¿"))=o;
v en presencia de 2.6, P.5 permite concluir que

D un
5-<c,fiG(A>)2;;-<G,.a) .N

Por lo tanto,/3G(A es 3%—acíclico.

4'74?“wanna«a...
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En virtud de los resultados del 52, parece importante rea

lizar un estudio más detenido de las cohomologías de G-conjun

e i:- tos. Empleandotécnicas simpliciales, se obtiene una descrip
É.akc' ción explícita de tales cohomologias, en un contexto más gene

ral. Se pasa a detallar esta construcción.

‘/%*WÉ Sea JS una categoría, y sea C un objeto de JS tal que exig

ten los productos Cr, para todo entero r>O. Procediendo ordena

damente, se tiene:
1ta

i) S(C) es el complejo simplicial de cadenas en 13 defini

do por

Sn(C) = cml , nzO ,

donde el morfismo de cara cni:Sn(C)-———a.sn¿j0), n>0 y osiSn ,

es el factorizador de la familia (pnj:Sn(C)-———>C) sienoáján '
do pnj , 0<j¿n, los morfismos de proyección de Sn(Cf.

ii) Si CZes una categoría cualquiera, cada funtor F:]3Q-+¿ï I

transforma a S(C) en un complejo simplicial de cocadenas sobre

¿2, que será notado S(C,F). De esta manera, se obtiene un fun

tor áÏ/(fi,&')——> su?) con asignación de objetos

F¡————>S(C,F) .

iii) Si CZes una categoria aditiva, componiendoconefl fun

tor canónico g(áZ°)-—>—ï(6¿), se deduce un funtor aditivo

wczfiugúmfirm.
Por supuesto, interesa el caso en que ÓÏ'es una categoría

abeliana; entonces,6ïï(jg,CÏ) también es abeliana y’ufi es un
funtor exacto. Luego, en virtud de P.l, ha quedado demostrado

el siguiente

(l) La lectura de este parágrafo es inútil para la compreg
sión del resto del trabajo.



TEORE¿A(3.1). Si CZ es una categoría abelian , existe un

funtor eohomológico¿ï*(C, ), definido sobre adkrï,62) a valo
res en C2, tal que

(igualdad de objetos graduados), para todo Íuntor F:13°__¿>CÏ.

¿7*(C, ) será llamado el funtor de eohomologia de C a valo
res en CZ.

Ahora, si pi , i=l,2, son los morfismos de proyección de

CXC, se define un funtor aditivo ‘o’kozc’jilr(B,a) >6Ïpor la gl
signación de objetos

F¡———>-Ker(r(pl)-1r<p n .

Observar que BE(F)=Ifinrdo, donde do es el operador de cobordg

7II‘

de grado cero, decoC(F).
Acontinuación, se exponen los preliminares necesarios para

n . a . o . Iproear que, baJo adecuadas reStrieeiones sobre la categoria de

valores, el funtor cohomológieo ¿5“(C, ) puede obtenerse deri

vando a derecha 3%.
. . . NI . . ._,._l la categoria abeliena CZ sat1s1aee el aXiomssus) y adCO

mite un generador,¿ïf(jg,CÏ) hereda tales propiedades, según B3

1.6.1, 1.9.1, 1.9.2, pp. 131, 154, ‘55]. Luego, una aplicación

de EG, 1.10.1, p. 135] suministra la siguiente

Pmmsmroz; (3.2). Si ¿d es una Categoria abeliana, que s3

tisface el axioma A35) y adnite un generador, la categoria

05(33,¿Z) tiene suficientes objetos inyeetivos.

Por lo tanto, asumiendotales hipótesis sobretfiz, es líci

to considerar el funtor eohomológico R*¿E
Q ,7, Ü ,.... ! H, w -,\_ og 1 peu ds una Categoria, y seu L un obJeto de tai que ex1s

para todo con‘ nto I.

iV) Sea CÏJQ-—4-d8el funtor definido por la asignación de

-¡dv-231;?“
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objetos

I f——>-L(I) ,
(J)(Si f:I—>-J es un morfismo de conjuntos, L(I)—a-L es el

factorizadorde la familia (ufii) :L_.>L(J))
jc-J', son los morfismos de inyección de L(J)). Considerando S(I),

según se ha definido en i), que es un complejo simplicial de cg

donas sobre ¿3, el funtor o- lo transforma en un complejo simp1_i_.

cial de cadenas sobre (,8 , S(I,a'). Fijado pel, si, para cada nw,

fn:Sn(I)-—->-Sml(l) es el morfismo

fn(io,...,in)=(p,io,...,i)
(operador cónico de vértice p, en dimensión n) y oe es una ca

tegoría aditiva, (a'(í‘rl))n>/odefine una homotopía de contracción
para el complejo ordinario de cadenas K(I), deducido de S(I,a').

En efecto, comoel operador de borde dn:Kn(I)—>-Kn_l(l), es

tá dado por la fórmula, para IDO,

(mi «(ong ,
osisn

d(fn_l)dn= Z. ('l)l d(fn_lcni)
Oálsín

1+1

C1n+17°'(fn)=‘“°n+lo fn) + 0‘21“; (-1) cum-l i+l Í'11)
y es irmediato comprobar que valen las fórmulas

dn=

resulta

Í‘n-l °ni = °n+l 1+1 Í'n , O\<i\<n

Por lo tanto,

«(fn_l) dn+ dn+lo‘(fn)=id , mo .

Comoel caso I=fi es trivial, ha quedado demostrado el siguien
te

HIJA (3.3). S_i08 cs una categoría abeliana, para todo con

junto I so verifica cue el compleio de cadenas K(I) es acícli
O.kE . --j
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face el axioma A135)y admite un generador, se tiene un isomor

Í‘ísmo de b-funtore s

fiC, )=R*XC.
El 8-funtor5*(c, ) es positivo y por la definiciónde

XC , es evidente que .ÜNC, )=3*C . Luego, la camcterizaciónde

los funtores derivados (se recalca que XCes un funtor exacto

a izquierda) reduce la demostración a probar que 5*(0, ) es dg

leble en grados positivos, vale decir, que el complejo (00(F)es
acíclico, para todo objeto inyectivo F de 04(É,&).

Se emplean las notaciones introducidas en los puntos i)-v).

Comoasatisface, en particular, el axiomaABS), fijado un ob

jcto L en a, está definido el funtor o’, que suministra el 0013

plejo simplicial S(HomÉ(A,C),0’), para cada objeto A deÉ. Co
mo se tiene

Sn(Hom (A,C))zHonÍÉ(A,Sn(C)) , n>0 ,
resulta

Sn(Hom(A,C),d)ao'sn(c)(A) , n)0 .
Por lo tanto, S(Hom(A,C),o‘) induce una estructura de complejoÉ
simplicial sobre la sucesión o' AH

( Sn(C)( n>/0
A de . De esta manera la sucesión

tructura de complejo simplicial. Si K(C,L) es el complejo ord_i_

, para todo objeto

admite un es

nario asociado, 3.4 suministra el isomorfismo de complejos

(B) Hom(K(C,L),F):HoméL,wC(F)) ,
para todo objeto F de fi(_fi,á).

Ahora bien, K(C,L) es un complejo acíclico, pues, para ca

da objeto A de , K(C,L)(A) es el complejo que se deduce del

complejo simplicial (0'S de donden(c)(A))n>,o ’

K( C,L) (A) e: K(HOIEÉ(A,C))
Y K(Hom(A,C)) es aciclico, según 3.3. Luego, si F es un inyeg



\- ‘ r I' KC; a “ ».«—\“,-\ ‘ "' v,‘ “7 "\ "j 3 'Elva de & \¿,, o), e; codo¿cgo ¿om(¿(c,L) 2) es aC¿CllCO, puesu

lo;( ,F) es un funtor exacto. Por lo tanto, el complejo

” “ "T "(T)) “‘“b'ï‘P o" “c‘c‘:co U-ra *odo ob" to ” d. C? <F
¿-O-.. \.L¡,Lp.JC .L Lu..- -p-¿ po x4 .L .L...L , ¿a U Je .L. e , .2

W ñ» - ñ . 1 . ...¡ . run ¿a ZOÏLULQ(a). De aqui Slguc que u¿(r) es un compleJo 301u _
como se querla demostrar.

sobre el funtor dc cohomología definido en este parágra
_ .. - ‘. e "a ., .I .io. oe supone que o es un ocgeto de ja te; que temble ex1stenn

o r . ,
los productos D , para tado entero r>O, y que esta dado un mo;

- q ‘ .6 ' ° ' '1 fl ‘ 1 1 - .
lleno :zC-——>D.De¿1n1endo on(1):5n(C)———¿> n(D), n»o, como f ,

se obtiene un morfiemo de complejos simpliciales de cadenas so
1‘ A ‘UÏUÉ

dráïSi CZcs una categoría cuu4quicro, cero cada funtor F:;j°
es de—s:enorfismo induce un LOÏÍiSXOde complejos simplicial

cocgdcnas sobre ¿:3

Suponiendo L«Laditiva, se deduce un morfismo de complejos ordi
nerlos de cocedgnas sobr

.. 1 ‘ e L .and c ¿a conomologla se obulene

un morfismo de objetos graduados de

Irmix m >:z-z'"(¿45(3) )-—>-Ií'”(wc( 2)) ,
. - , . n_._ r. x ,_j CPILCCSQO¿.1 sc deduce un mor1¿smo de o-íuntores

¿(v a _ Cï-ïr ‘ ¡tf-xvCJK1; (D) ) (C, ) o
la inducción de morfism s que se ha expuesto es un auténtico

cambio dc objetos, a divcl del funtor de cononologíe, en el á

.oreo abclinna y
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1‘,g:C—+Dson morfismos enf, entonces 9*(1‘, )= 57g, ) .
Dem.Es suficiente probar que, para todo funtor Fú-a-á’,

los morfismos de complejos (crm) ,wg(F) :ub(F)—>-QJC(F) son ho
motópicos.

Para cada n20, (pnj:Sn(C)—>-C) y (qnj:Sn(D)——>-D)0\<j\<n 04,1%:

denotan los morfismos de proyección. Sea hni:Sn(C)——>S D),n+l(

«si - ' ' ' -=O 1 '1, el factorizador de la familia (VnJ Sn(c)—'D)o\<j‘<n+l’

definida por

v - r pnj , oéjsl
nJ'

i ' n+l .e an , (JS
Se verifican las fórmulas

(l) cn-a-li hnj =hn-l j-l Cni ’ iq

(2) °n+li hnj =hn—lj Cni-l : “5+1
En los casos i=j , i=j+l, se obtiene

__ 3+1 n-J'
(4) 011+].3+1hnj- f X g

de donde se deduce

(5) °n+1 j+l hnj+l = °n+1 ¿»1hn;¡’°‘J<n
n+l

(6) Cn-¡>lohno=g
n+l

(7) cn+l n+l hnn ‘ Í

Si, para cada n>O, se define hn:F(Sn(D))————>-F(Sn_l(C))en la
forma

hn: ('l)iF(hn—li) aoáign-l
resulta

i+J
h d = (-1) F(c - -)
n+l n OsiSnfl n+li th

osjsn

_ i+J'
dn-l hn " ( l) F(hn-13' <3ni) '

LJ



Ahora, considerando que puede escribirse dn¿_ hn en la forma
i+Ll

¿ml hn = (-1) J
0<<i_\<nlSJSn

dn+-dn4_ h

F(h ) ,nd.}¿ Cni

. l
¡1+1 n"¿L Qn con ln."

dices en la situación i<j se cancelan con los términos corres

al efectuar h los términos de h
n 9

pondientes de dn4_ ha , en virtud de (l), siendo sus términos
restantes

i+j-l i+j—l
(-1) F(hn4_:1 0 -) = (-l) F(h _ - c ._)

oéién J nl 141<n+1 nl J n11
léfián Oéién-llzJ le

que se cancelan con los términos de hmfil dn correspondientes a
índices en la situación i>j+l, de acuerdo a (2). Por lo tanto,

J. l . q I .
hn+l dnfrdn¿1 hn se reduce a los UGÏmanS Qe hn¿l dn con lndl

ces i=j o i=j+l, vale decir,
h d i-d h = F(

n+l n Hrl n Osjén
Luego, aplicando (5), (6) y (7), se obtiene

°n+1jhnj) ' F“ nfl.jú.hnj) '

h = Fm“) - Fun“) , n>o,h n4. nn+ldn+d

o sea, queda definida una homotopía h:a%(F)-——4»QÉ(F).

La proposición anterior brinda la posibilidad de pasar al

límite, bajo condiciones adecuadas, en procura de un funtor co

homológico que sólo dependa de la categoría 13. Se pesa a des

cribir el procedimiento en cuestión.

See :7 la clase de objetos de 13 Prevista de la relacñílde

preorden

CSD <==> Hom5(D,C)%9í .Jb
Es claro que, si_1? es una categoría con productos finitos, hi

pótesis que se asume de aqui en adelante, entonces el preorden
. . d . . . 1..stes filtrante, vale deCir, es una clase dirigida. liJada g

na categoría abeliana Cá y un entero n, si C,D{:‘Üson tales que

C<ÉD, 5.6 suministra un morfismo cunónico hi:ájn(c, )-——?€ïn(D,).
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De esta manera, se obtiene una estructura de sistema inductivo

sobre la familia (sinm, ))CE(¿7, cuyos miembros son objetos de
la categoria Hom(fi(32,¿7),65). Si a es una categoría comple
ta (respecto de límites inductivos), por ejemplo, si a satis

face el axioma ABB)[G, 1.8.1, p. 155], entonces la categoría

I-Iom(6í7(.38,(Ï¿),ÓZ)también es completa, y tiene sentido consid_e_

rar Hífinm, ). En general, el paso al límite inductivo sólo
preserva la exactitud a derecha; pero, si CÏ satisface el axig

Iza AB5), Hom(aff(_3‘3,á),óï) también lo verifica [G, 1.6.1, “151],

y puede garantizarse la exactitud [G, 1.8.1, p. 133]. En consg

cuencia, teniendo presente 3.1, la familia (ágjjnm, ))n€zad
mite una estructura de funtor cohomológico, y queda demostrado

el siguiente

TEOIE.;A(5.7) . es categoria con productos finitos
y (Í es una categoría abeliana que satisface el axioma A135),g

' ' ' cs). 0 - 1 Íxiste un funtor cohomolegicoy}, definido sobre Úd(f,C¿) ava_p-* _-.'
lores en ¿2, tal que

n: li 1”“(c, ) ,
5 C753—-’

para todo entero n.

ae . a .se dice el funtor de cohomologialímite def a valores5
en a. Conadecuadas restricciones sobre la categoría de valo

res, la cohomologial'iite puede reencontrarse mediante funto

res derivados, según se establece en el siguiente

TEOLEIM(15.8). Si É una categoría con productos fini

tos y C2 es una categoría abeliana, que satisface el axiomaABS)

y admite un generador, existe un isomorfismo de a-funtores

5*2R* li‘n X .+ 7-," Ctee? _
Dem.Se recalca que tiene sentido derivar a derecha el fun

tor XC:JI(É,C¿)—>-CZ (quees exactoa iunierda, [G,
Ccá’

¿l

4.



r7‘ ‘- . 133]), en virtud de 5.2. ¿oiicando 3.7 y 0.5, resul

r . “'
«SH-EE {ha i

CGJ’ _pero EG, 5.10.1, p. 18.1] swrnistra
°m * N‘Ï‘Ï-ÏA \L

11.; R ¿‘J‘-12 ¿.¿oc .
Ceé‘f Ce’á’

Conviene observar que este proce' imiento de paso al límite

no rzugzcnt”1° información obteni‘a para el coso de las cohomok4 k4

locías de rmupos pero clurifica lo ubicación de G en la coteO‘- >

¿cría de G-conjuntos. En efecto, si se torna 33:,¿G , [ó es ur.
:Liern‘oro final de Ü), y en consecuencia, 1717;:5,133‘Gzz ‘. Ahora

CGJ’ V y"

bien, si .13 es la categoría que se deduce de ,‘c‘Gsuprizaiendo a,
G resulta un miembro final de C97y en el límite se obtiene el

Í‘ontor XS , que ya fue considerado especiahiente.



54 CAMBIO DE GEUPOS Y DE CONJUNTOS.

En prime-r término, se analiza el cambio de los objetos de

base siguiendo el lineamiento acostumbrado.

Sea f:G'——>Gun morfismo de grupos. La restricción de opc_;

. “ - ' 7A .p- 4:. a ._- +.g .rauores a traves del ¿nOI'llSIClOi define un funtor f . G——->G'
. _ . S. . 4x- 0 , .que, a su vez, induceun funtor aditivo f f/¿G1, tri

viali'nente exacto (observar que i‘* coincide con el I‘untor defi

nido por la restricción del anillo de escalares através del mor
Í‘ismo fo] :ZIG‘]—>Z[G] ) . f+ también induce, por composición,

unfuntoraditivoy exactoU'JH‘): , a saber:
F1F__¿,yuof+ .

Ahora, se pretende analizar el efecto del morfismo Í':G‘—vG

sobre las tres cohomologíasdefinidas.

G1

fic) (NA)).
para todo G-móduloA, resulta inducido un morfismo de funtores

i) Sea C un G-conjunto. Comoes claro que «É(A)Ed

HO : O-C,f11C(c,
Considerando que f* es un funtor exacto,

)——>-I>I},,(C)(G' ,f*( )) .
—_*

HÏWC)
funtor co'nomológico.Luego, apelando al carácter universal de

(Gt,r*( )) es un

Hgm, ), el morí'ismo de fiintores Hs f admite una única exten’

sión a un morfismo de B-Í‘untores

H‘+ :I-I (G, )——-H‘.*rc , u

C,i‘ C 1€"(C)(cr ’f( H °
Por otra parte, si g:C—>D es un morfismo de G-conjuntos, se

obtiene, por composición, un morfismo de grupos abelianos
, G . .

04G(a)—>-o(C(A), para todo G-módulo A. Asi, resulta induc1dounD
morfismo de funtores

H msm, )—v-H5(G, ) ,O

8

que se extiende univocamente a un morfismo de B-funtores

H*:HS(G, )—+-11É(G, )
cn virtud de la universalidad de Hgm, ,). Las dos construccig

7

¿l

—I——



re°lizadas pueden combinarse empleando la siguiente noción.

un G'—conjunto, un morfismo de conjuntos g:C'—>C se

>-Í"(C) es un morí'ismo de G'dice comtfltible con f sii ng'

conjuntos. En tal caso, por composición se obtiene un morfismo
de b-funtore s

* . .1' rï'x' 'x'

Hf,g.IlC(G, )-——-F¿.LC‘ , f ( o
forum análoga, si A' es un Gï-Inódulo, un morfismo de grupos

abelianos n:A—-»A‘ se dice commtible con 1"sii h:Í*(A)—>At

es un morí‘ismode G‘-módulos. En tal caso, se tiene un morfis

no de objetos graduados
* .‘ÉT'K' * .

I’If,h‘llC'(G'3f (A))—#¿‘C‘(G' ,A‘) °

Luego, por composición con HFgM) se obtiene un morfismo de ob,

jetos graduados

H" q:I-I*(G,A)*>ï'x' (einen) .f,g,l C “Cv

ii) Si A es un G-módulo, es claro que fiG(A)(C) S;

fl'(f*(A))(i‘+(C))=fi(f)(/3G1(TNA)))(C), para todo G-conjunto
C, como ya se indicó en i). Luego, se tiene un morfismo de fu_.r_1_

tores/3G(A)—o-dj (f)(/5G'(f*(A))), para cada G-raóduloA, que,
a su vez, induce un morfismo de funtores

:gzïgwa, )—»fi(r)(z¿°<cr,r*( ))) .
Cono í‘* y ¿51(1“)son funtores exactos, fi(f)(%“ÏG' ,f*( ))) es

n funtor cohomológicoy entonces, admite una única exten

‘s‘q

sión a un morí‘ismode a-funtores
1>*.V ' * . ’IN' ¿a(G, )——>m4<r)(:7,¿(cum ))) ,

pues 233m, ) cs un á—funtor universal. Observar que, para ca
_ 3 A“ ¿p-ü- , _ , .

(la G'Condunvo C, 5’55“ )(C) se identifica a un mor'fismo de 3
funtores

fi "R q.H G —>n. G' f

en virtud de 2.2. Este mori‘ismoresulta ser I-IB'Í , pues coinci
3
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den en grado cero, triviahmnte. Si A' es un G'-módulo y

hZÁ-—>-A'es un morfismo compatible con f, a semejanza de i) se

obtiene un morfismo de objetos gmduados
y ¡- _ wifi {7/ «kr 5h

yf’h . (G,n )—H>¿/\f)(afikG' a-A‘ °

' ‘ ' ‘ ' 4. +11;) Duch un G-congunto C, como el funtor f preserva pro
. .. , . G' .
ductos nireotos, resulta XG(GÏ‘(1°)(F') :5‘ +l (17") , para todo G1Í\C)

w \ U o o o U

í'untor 10h Luego, ¿fis-WH:5*oJÍfu‘), y la identidad suministra un

>5°(c,a"(r>( >) .

C:;.:o 94H“) os un funtor exacto, CS:/'(""(C,fi(f)( )) resulta un fun

tor co‘nomológico,y jj" admite una única extensión a un mor'N 1",_
fismo de B-funtore s

1-” ‘I‘Ï _ mA»! 3-“ p.154.g, .._./ mm), )—-—>-.¿7"(c,af’(r)( >) ,
Caf “1.. .

go: lo universglidud (le .J'KÍWC), ). Por otra parte, si
g:C—>-D es un ¡aorfismo de G-conjuntos, para todo G-funtor 1P,

los :10rfismos (le grupos abclianos 13(5))y F(ng) inducen un mo;
«Cr «G

C
risa-¿o canónico o ‘(ÏL'")—-—v-0(1?). De esta forma, se obtiene un

¡J

)__'_”'—Í}.O(C,) 9
que se extiende univocamente a un morfismo de B-funtores

¿5235*(9, )—=—¿‘7'*(c, ) ,
pues ¿ii/“WD,) es un B-funtor universal. Notar que esta constrqg

ción ha sido realizada, con mayor generalidad, en el 55. Si

h.:;="—-—->'Fes un morfismo cortnatible con f (en el sentido eviden

tu), por codigosición con (F') se obtiene un morfismode ob

'U ¿t 'hjí‘— .n ’ ‘fi¿9 ayuno»)
(I’d-’LL

Ademas, si C' es un G‘—conjunto y g:C-—>C' es un morfismo c017;

>3*(C,F .

mtible con f, como tien; un morfismode a-funtores
A
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* . ' , *
¿"8.5%0, )—>_fi(f+(C), ) ,¿i

combinando con el caso anterior se obtiene un morfismo de objg

coa grada dos

San =5*<w>—»mo,m .
Ahora, se procede a analizar el cambio de grupos empleando

f¡xicas de adjunción.

oca f :QZ-———>QQel funtor aditivo dadoit Gl G

ción ° f 0
5G cm > G,

un :untor exacto a iZQuierda, cuya expresión explícita es

t(-1"+(G),A') .

por la composi

. Observando los factores, es claro que f* es

, ., = I
1‘*(A ) LomG

Conviene recalcar que HomG(f*(G),A‘) aparece considerado como‘1

G-módulo, empleando la estructura derecha de G. En consecuen
. . . G'

Clü, f* no c01nc1de con ufic)
puede ser interpretado mediante la cohomologia de G' relativa

f*(G), en la forma siguiente.

ICElÜSICION(4.1). ¿o tiene un isomorfismo de E-funtores
if

R Í =»H . (G' )
* fic) ’ ’

considerando el segundo miembro orovisto de la G-acción canon;

ca (vale decir, de la inducida por la estructura derecha de GL

2559 Considerando que 8G00fi(f) es un funtor exacto, puesqg
¿a factor lo es, una conocida regla de derivación suministra

añ}: ¿Gofi(f)(1{”]3G,) ;
pero, en virtud de 2.2, se tiene

'r' N {é
gama )(I"“(G))—-H+ (G', ) ,Í(G)

i3043rfism0 preserva las G-estructuras de ambos miemMns

, . a
relacion esenCial entro los-funtores f y f* la suminig
siguiente

_ñ‘“*u * . . .
Tablunh (4.2). I es adjunto a izevierda e f“ .C);

; pero el funtor cohomológico R*Ï*
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Dem. Debe probarse que los funtores
n , o . ï * _ e .
no..,G\ ,¿*( )) , nom (f ( ), ) .WéX/ÏZG1——>WZ son isomor
ros. En virtud de 1.5,1), se tiene el isomorfismo de

U N' 1. , +
“J: -IIO¿G.G,(AG,(Í (G))) ) 0

no es otra cosa que el anillo de grupo ZLG]003

funtores

Como AG, (f+(G))

siderado como0-2361“le através de Zïf], resulta inducido el g

1:, 21-10.:azzG3(Z[GJ , ) ,

segundo miembro está provisto de la G-estructura ordi
y en consecuencia,

EíomG(,r*( )) :110szGJ( ,Homz[Gfl(Z[GJ, )) .
Ahora, empleando una conocida fórmula de cambio de anillos [de

11.6, case (4), p. 29], se obtiene
-¡ N .r. m -¿.- ,3 ., ¿ekon-¿[GJ(3-‘0‘ domG,(f( )9 ) v

Considerando que f“ es un funtor exacto, es claro elngahn

COBCLABIO(4.3). El funtor f* preserva inyectivos.

En analogía con la definición de fi*, se introduce el flmmor
"ag a " --w"r-'r:°' " b't1+. G,—o-,;¿9G por ia «¿Siónacmn de o Je os

C‘¡—>HomG,(f+(G),C') .

Se recalca que HomG‘(f+(G),C‘) se considera comoG-conjunto,eg
pleando la estructura derecha de G. La analogía indicada hace

esperablo el siguiente resultado.

2:01am; (4.4). 1* es adjunto a izcuierda de 13..

Dem. Comosiempre, debe probarse que los funtores
r: -... _ 7 3‘." . O ' _--o...( ,f+( )) , Homo“ ( ), ) “¿G x_¿G,__»,¿i son lsomor
fos. Si C es un G-conjunto y C' es un G'-conjunto, se defineun

morfismo de conjuntos
-r"_‘ . . 7: o." + + r IT
y. 0,. IIomG(C,n0mG,(f(G),C'))—->HomG'(í‘ (C),C') po la fo_V) J



* = l .navegue) «¡mm )
Cor: 3.-: se ha indio-edo, si x60, mÉ:G——>-Ces el morfismo de G
conjuntos s¡—a-sx. Luego, queda definido un morfismo de conju_r_1

. w 1 J+I — J n +

"13,0, . no‘nG'(1 \C),C' )——>hor..G(c,HomG' (f (G),C' )) en la

02 (SMX) =eof (mx) .C,C' C
9;. ¿seta manera, se obtienen morfismos de funtores

1Lo;:1¿,r(,f_,_( ))‘fi‘r >'l-Ioracï(i""( ), ) que son recíprocos, como lo
L

muestra un cálculo sencillo.

A continuación, el cambio de grupos se trata por métodoseg

pectmles. El resultado básico está contenido en el siguiente

TEOREIJA(4.5). gg f:G'—-s-G ¿r g:G-—>G" son morfismos de

(grupos, existe un funtor espectral de WEG!en 972G"gue induce
1:2 convergencia

..c ..Rpg (¿e-r (¿un => filmar) (A') .
«H- ü ¡é

Basta aplicar 39.7,teniendo presente que Í} transfor
Iz‘ninjectivos en gü-aciclicos (según 4.3), que ¿3*es un funtor

exacto a izquierda, y que {5*0lw= (gofl‘. , como lo muestra una
computación usua l .

Si el grupo G" se reduce a un solo elemento, WG" se iden
tifica con 7/1),y 4.1 suministra

R*g*=H*(G, )

3*(goí‘)k==I-I*(G', ) .
Luego, del teorema anterior se deduce una convergencia espec

tral, anunciada a continuación, que está en analogía formal con

la sucesión espectral de una fi‘oración, debida a Leray.
(l)

.(le v‘r
.Ï'c Ft —lla...“ (4,6). Si i:G'—-s-C- un morfisrro de grupos, e

¿«AL-hA

m...-u..;u_u
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“es”; que tlene

12*a;=íï“'(N,=Q*( )) ,

con u/A ovcmando nor con'u ación sobre J \N .. )) la demosI - — , - , _

psro subproducto de la convergencia GSpCCtIfilouteniaa es
._ > H”. 7 "‘ ' a -' .1 5 . ,\','\ ,\ . ' 1‘! ' J-AL:.‘._u\.C.Z'\;..-.'7.(¿G Dnaplro, COLO Se ¿nxtJ.C\1« thx x3; Slfiulenv

CCAQLARIO(4.8). Si S cs un suïgrupo arbitrario de G y

h:5-——>Ges el morfismo de inklusi5;, existe un isomorfismo de

* PJ 17* l
Ií (Cu Q*( ))-—.L (5, ) .

Dun. De acuerdo al teorema anterior, existe un funtor es
fi

¿:ectrki de 992i enY/Zque deflne la convergencmb
T'D \ _ n'r '\
-‘(G3Rqe*(B)) -—> 1-¿(b2B) ,

cara todo S-módulo B. Claramente, ek coincide con el funtor de
. ‘ . ., -v\ _ ,. _ _. -1 _

co;:;ucc1ó: ¿a Lo, V¿I.o, ELGICLSG,p. 1234, que es exacto. En
r‘v‘ ñ 1r'1 q -‘ o “V"fi F‘ ‘ v' <3:CU-L\I\Cuv ¡C‘u , " , ¿Ju-Lg‘¿ÍU’ du ,

v-vC q \ ‘
r1*(G-,RQ*(3),=O , (13.0.

_u\50, P.5 ¿unlnistra
n v—\ va1¡-¡ u \

H (G,Q%(D))=¿L \o,D/ ,
de donde se deduce el isomorfismo dc B-funtores propuesto.
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.7-.,... .
11;.-.‘1 4.-.. nu .

Este purágruïo consiste, esencialmente, en la traducdón no

mológicn del El, apelaneo a tradicionales argumentos de duali

dad. las denostruCLoncs fielmente duales sólo se incluyen por
razones 0A30313crias.

Lee a un LPuso. Un G-conjunto C define un funtor aditivo
3 o”) Ou . - 2 —. . l

ü :I¿_ ;»n¿ mi _q axignac;on oe obJetos ( )
. . A" l \\ - n.‘ï\*>‘ K“ (.1 "y i/K¡\l

(compara: co; i.3,i),. Cono92h es una categoría con suficien
U

7 ,. , , . C
Ltv proyeccivos, Buen, coneidererse el funtor nomologicoL*ij

‘ . . . - C -C
(uer‘vaoo lZ¿UlClflO ce “q), que será notado h*(G, ) y llamado
el lucio? d Ze;olegía de G r,lntiva a C.

CCOJSiuerenoo que e; es un funtor exacto a derecha, que con
U

F
(.4mui;

mLuiente
con limites induccivos, en la forma usual se obtiene kasi

. .s,. .. .-,\., -_ . , ,, . I . .¿lm-woi0iex (b.l). ;.\G, ) es ug luntor homologicouniver
n

211, cmïicterizua vor las orociedadcs:
n

"U! " ‘ “a a p
A.) ¿-R\J) ) “¿tu -v ‘10.
: x vC;« x -,Üll} 1; Ku ¡Sima .

3,‘ ’ k'}
_ : \ ‘Ll/m :\ 1 sw w - iii, nk\u, ) es c.ieicuie en ¿ramos p051t1vos.

WC,“ ‘ ¿ -,_.¿ . . .i nwko, } con ¿en on limites innuctivos.
15

C
Iccii'czdo que o; =,k (C)iyn( ), es clara la siguiente

G

¿LLL'C‘SICIUÍÏ (5.3). ax ‘fa-I‘ÍÏÏLCI‘:
C G:\ H 1' w \ n. \ \

.L¡ -_t,%v\u,¡:iOI'ü('/‘\G(C,, j
.. h. ,., fi Cll) bl G 3* ru i;nir (que sobre C, el luntor a es exacto.

(l) o- 1. y son G-—.-_;o'eu_os,oxra Tornar B®GA se considera B
A ¡x ‘m.Luli, CAk

1
.uS = . 3‘» g

i J
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h ‘ . . . . . *plo, Cs, III.6.¿, p. 49] permite decuCir un isomorfismo de 8
Íurtores

,p- , Z) ,
Toi*( ,A)-'='Tor*\.s9G( ),..¿) .

1.Luego, según 5,2,1), se obtiene un isomorfismo de objetos gra
dusdos

la demostración se completa observando que 2G(C) es ZLlibre.

A Continuación, se uescriben las homologías relativas ¿leg

Teniendo presente 5.2,1), se procede de la siguiente mane

ra. Del complejo de cadenas en.%ZGK(G,C) (se conservan las ng

teciones de 1.1)) SGdeduce: mediante el funtor ( )®GA:WZG

un complejo de cadenas de grupos abclianos K(G,C)€%}A.La au

mentacion a de K(G,C) define una aunentación eGidA delfiGfiHÉhA.

Para ceda entero nzc, sus C:(G,¿) cl ¿ruyo ubcliüno dado por

CS(G,A):5”)
n

C:(G,A)=A(GÁC) , n>0 .

Comolos elementos de la forma (1,81,...,sn,x), con SfaG para

láián y xeC, definen una G-base de Kh(G,C), nzo, en virtud de
1.3,ii), empleandoel sivuiente resultado elemental:

Sea R un anillo con unidad, sea E un kaódulo a iZQuierde,

y sea F un R-móduloa derecha. Si (bi)ieI es una base de E, le

aplicación F(I) bi x, , es un isomorfig
. iEI 1

mo de grupos abelianos.
se obtiene

C 

Cn(G,A):.-:n(G,C)GGA , n>,0 .
Luego, K(G,C)(1qA induce una estructura de complejo de cadenas

U'
\

. . C
socre la suce51ón (Cn(G,A})ñ>o , extendida en forma trivial a

los enteros negativos, donde el operador de borde

_A;ln

A
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OCU

_ z‘r \.;_,. mr. 1 \ ' n J-. ‘-nvu vQL246JO sbra nogac

¿noc ¿un auncntac1ón e:Co(G,A) >chn) de Q*(G,A) suminldzg
¿a por

'1

Z: elemento SGCÏ(G,A), n>C, s cadena (de dimensiónrn

cosficientes cn A, relativa a3. ,. fl pMK; k; c.

-\ _ -\inentificacioneszp;
ynncntes, el conglcgo de ancnas 0*(G,:) tiene por dimensiones

fo , -.<o

Cn(G,A):. / A , 3:01
k A , n>O ,

. . n K , <1)

G¿ operacor qe oorüc uq:CA(ú,n, >CÏ_L(G,A) e53; Lado nmvla

‘Ï
/ 30(0. a. “l’a

BCG

V la aumentación e:CO(G,A) :—A es cl morfismo canónico. En

con el operador de borde
-n - f’ 1‘ AL.” . r

,r:-nn: o oi:cr&u,«) >Cp_l(G,¿), dc;¿n¿uo cn a forma LS ,
___.____________

’ ‘ WT h.,1(- V 1 ,fi‘ 'A n.fl ,ñ A, H 7 v 4Ak1) Q; u3u¿Juu¿ Y ÉQAOlLu ¿un quludo ¿OT A. g. O'Brnun o
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VII.4, p. 122]

¿LI?(81,...,Sn_l) =Zt.l of(t,sl)"‘isn_l) +
¿A tGG

4.f(sl,...,si_l,sit,t ,si+l,...,sn_l)1

n É ¿a 4.(-1) ‘ ¿(51,o...,sn_l,u) otGG

Ahora bien, si gh y'tg_, n20, son los endomorfismos de Cn(d,A)
definidos por

SOI1(Í)(S,,""S. ) =Í(Sl)slsz,ooo,slooosn)
l __ .0 .1 .1Vh(f)(sl,...,sn)_.i(sl,sl s2,...,sn_lsn) ,

un cúmulo fácil muestra que son recíprocos y que óL==9n_lodn°Üá,

para n>O. Por lo tanto, los complejos (0%ÁG,A),d) y (Q*(G,A)¿Ñ
son isomorfos.

Retomandoel caso general, en presencia de P.l y por su

;ucsto, de 5.2,i), queda demostrado el siguiente

TEORIA (5.6). Dudo un G-conjunto C, si 9”/¿G_,.g(<7;¿9) ü
ei funtor A}—-—e>C:(G,A)y 4€C(G, ) es el funtor homológicoqme-—--—-' -' %

ñ . . . . *deiine, se tiene un isomorfismo de 3—funtores
C

H*

Por último, quiere mostrarse que las homologias relativas

son expresables a partir de la homologiaordinaria.
1

Si C es un G-conjunto y n es un G-módulo, c&(C,A) es eigrg
(C)po abeliano A provisto de la G-acción

(sf)(x)=s.í’(s'lx) ,

con lo cual resulta definido un funtor ob:g¿É)(qïh—-—J%Qfl. EsU‘

'claro que, para todo G-oonjunto C, el funtor parcial o¿(C, )es
aditivo, exacto y conmutucon limites inductivos. En dualidad

con 1.8, se tiene el siguiente

LïiA \6.7). Si u cs un G-conjunto) el funtor 5é(C, ) pre- J
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si C es un G-cogjuato trivial, para todo G-móduloA se tie
n ,fi _ne G (C,A)C=A(“), como G-moaulos. En consecuenc1a.(compc ar con

' i ‘I H: -2
.L'u}, Ci) CLM-EO GA. E4.L¿J&LJ.CL.LG

COHOLARIO(5.9). Si G ovcrn trivialmente sobre C, resulta
...C “w fi ’C)
;‘._.._(C—,)-¿1_k(u, )\ .
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