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PROLOCO

Este trabajo tiene por objetor demostrar una serie de relaciones
que es posible obtener entre funciones diferenciables o campos
que sea posible definir, sobre una variedad y de que modo in-
fluyen sobre su curvatura.

Un ejemplc notable en este orden de ideas lo da el teorema de
Gauss-Bennet que afirma-que para toda variedad M de dimensién
pdr <n la integral de la curvatura de orden 2n coincide con 1la
caracteristica de Euler Pcincaré.

Tambi&n puede ser demostrado seglin la teoria de Morse de Indices
de puntos criticos de funciones definidas sobre una variedad M.
Nos ocupamos de construir un método que permita asociar a una va
riedad sumergida en un espacio euclideo una curvatura (dato
local) cuyc comportamiento determine condiciones topolbgicas de
lan variedad por ejemplo, clases caracteristicas, relaciones
expresadas mediante clases caracteristicas (datos globales)
Esencialmeute esto es pcsible utilizando el comportamiento de
las partes lineales de un campo de vectores'de:-una singularidad.
(CAP II).

Por ejemplo dada una variedad de dimensidn 4 sumergida en R ®

la integral de la curvatura determina la clase de Pontryaguin
En el capitulo III tratamos el problema de obtener la descrip-
cibén de algunos de los ciclos excepcionales, de una éplicacién
diferenciable mediante las curvaturas Kr

Mientras que en el capitulo IV demostramos un teorema de aproxi
macidn qQue es utilieado para evaluar clases caracteristicas re |
lativas de dos fibrados E y F mediante los datos locales de las

singularidades de una aplicacifbn v entre E y F .

=136"7

i



Este resultado prueba una conjetura expuesta por R. Bott (Some
remarks on the obstruction to constructing integrable distribu
tions,, pre-print) y tiene aplicéciones para establecer relacio

’

nes entre el teorema del punto fijo y el de Riemann-Roch.
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1.

INTRODUCCION: Primera parte

1. Derndvacdidn y diferenciacibn covardiante,
relaciones.

DEFINICION I. Si M es una variedad diferenciable y F un fibrado
:T(F) - T (F)

vectcrial sobre M, entonces VX es una aplicacién V

X
tal que para cada campo de vectores tangente a M X verifica las
condiciones:

1) vfx(s) = f vx(s)

2) vx es IR lineal

3) vx(fs) = f vx(s) + X(f) s

V se denomina una derivacidn covariante.

DEFINICION II. Si M es una variedad diferenciable y F es un fi-

brado vectorial sobre M entonces si D:T(F) — TI(F @ T*(M)) es

tal que verifica:

1) D es IR lineal
2) D(fs) = fD(s) + Adf ® s .

D se denomina una diferenciacidn. covariante

TEOREMA. Dar una derivacién covariante sobre M es equivalente a

dar una diferenciacidén covariante.

Demostracién: Es suficiente demostrar el teorema localmente.

Sea U un abierto trivializador de T(M) y de F simultaneamente .
Sea {X1,X2,...,Xn} un sistema de n campos definidos en M tales
que le,XQP,...,XnP sean linealmente independientes para todo p
en V . Y tomamos $45-005¢ un sistema de vectores de T#(M) tales

que ¢1p,...,¢np resulte una base dual de X1P,...,an p € U. De



N

finimos D(s) = 1§ Vx;(s) 8 ¢; en U . Andlogamente si tenemos
i=1

D dafinido sobre M se define in(s) = D,(s) donde D;(s) esta de~

terminado univocamente por la ecuacidn

n
D(s) = ) D;(s) ® ¢; .
i=1

Q.E.D,

Para determinar la diferenciaciBn covariante basta conocer 1la
siguiente matriz de nxn formas , si

n
D(s;) = Y w.. s, : lw,.b

j=1 i1 3
Donde Sysce+38y SOD N secciones linealmente independientes en to
do punto de U . ( Como ejemplo de las formas Wi consideramos
una variedad M cualquiera y F = T(M) si v es una derivacibn cova

riante sobre M ,

vy, (X5) = rtj X, ai {X;} i=1,...,n

es un sistema de vectores que trivializa T(M)/U , como

2n z-n 2n X
D(X;) = V. (X5) © ¢, = T, X, © ¢,
) PR R i 151 k=1 i3 Tk i
resulta n
k
wiK =} TL..4
S =

NOTA. Cuando se da una diferenciaci®n o una derivacibn covarian-

te sobre M se dice que M admite una conexifn.

2. Conexdiones y trnaslado paralelo:

Si F es un fibrado sobre M es posible considerar el fibrado
principal asociado P(M) . Mediante P(M) es posible dar una inter-
pretécién geometrica de la conexion definida sobre M.

Si consideramos una carta trivializadora de P(M) , y:P(M)/U —



—> U x GL(n,R) . Para el espacio tangente en un punto (x,lxjjl)

se puede considerar la siguiente base 8 . 3 ) 2 . C ,
9Xq 9Xo axm ax11
) ) .
s 50 ey . Donde (xi,...,xn) es un sistema de coordena-
0X17 9Xnn

das locales. Por otra parte si sobre M se ha dado un vector

aqXq + ... + apXy y una curva y(t) , es posible considerar el

sistema de n ecuaciones lineales siguientes:

daK(y(t)) "ok . i}
—ar .2 rij ai(y(t)) Yj(t) =0 |,
i,j=1
- dy(t) | "o, .
k-l,...,n _d't— jzl Yj(t) Xj

Este sistema tiene sentido en el dominio de definicién de {Xq,..
.+,Xp} . Existe sclucidén para cada valor inicial (a;,a5,...5ap)

y esas soluciones dependen linealmente de 845000 58p-

Una carta trivializadora de P(M)/U viene dada por un conjunto
de n-vectores X45...,%Xp que resulten linealmente independientes
en cada punto de U. Los elementos de P(M) son pares (p,y) .donde

p € Uy y es una base de TP

La base y est8 constitufda de n-vectores Yq4,Y25.0.,Y, lineal-

mente independientes que se pueden escribir asi respecto de le,

n

.,.,xnp ; Yi o= kz Yoy ka donde la matriz lY;xll de nxn , perte
=1

nece a cierto grupo estructural G ( = grupo de P(M) ).

Para cada punto (p,y) de P(M) es posible definir una aplica-

cién y:T_, — T(p,y) . Para definirla utilizaremos las ecuacio-

p
nes anteriores . En P(M)/U obtenemos coordenadas locales median-

te Xq,...5%p ¥y un sistema de coordenadas locales para U en M

asi: (p,y) — (x,0¥:kl)



4

( En general Yj, no constituye un sistema de coordenadas loca-

les para G )

A Xq,.0.,X, le corresponde un sistema dual dxl,...,dxn en U,

i (.4 k
Consideremos los simbolos de la conexidn Pihj calculados respec-

to de Xq,.¢4,X Supongamos que ¥ sea una curva en U tal que

n

p(0) = p ¥y
dy (t)

dt t=0 521 7 3

Luego si planteamos las ecuaciones anteriores obtenemos:

Ay (w(t))
dt

n
+ N Pﬁj Y

¢ =0 h,i,j,k = 1,.,n
h,j=1 J

ih
La solucidn de este sistema se puede expresar como (¥(t),y(t))
Es decir, se determina una seccidn sobre ¢(t) de P(M).

Para evitar la mencidn explicita de t, podemos considerar el

sistema de formas

n
X
a¥g + L[5, v, ax; = o
ik 3
h,j=1 hj " ih ]

Podemos suponer que P(M) tiene grupo estructural S0(n) , en ese
caso Iy I = "Yik"t por lo tanto las nxn-formas
n no,

k§1 Y o dYik + h,jzi Phj Yin dxj] = 0
constituyen las formas "”ij" de la conexién. El vector tangente
a la curva (9(t),y(t)) en t=0 lo denominamos Y(X) , X = de/dt .
Finalmente B:Tp — T(p,Y) se define como la derivada en 0 de
(p(t) ,y(t)).

La conexidn candnica que admite una variedad de Riemann:

Si M es una variedad con ‘un: producto de Riemann entonces es
posible definir una conexién sobre T(M) del siguiente modo. Sea
() el producto definido sobre M , entonces vale la siguiente pro

posicién.



PROPOSICION. Sobre M es posible definir una derivacidn covarian-

te tal que verifique, si X, Y, Z son campos de vectores tangen-
tes a M

1) X (Y,Z2) = (VyY,Z) + (Y,VyZ)

2) Vy(Y) - vy(x) - [x,¥] =0

Demostracidén: Consideramos las igualdades siguientes

X(Y,Z2) = (Vy(Y),Z2) + (Y,Vg(2))
Z (Y,X) = (9z(Y),X) + (Y,vz(X))
Y (Z2,X) = (9y(2),X> + (2,Vy(X))

y a partir de ellas obtenemos la siguiente relacidn aplicando la
propiedad 2) X (Y,Z) - Z {Y,X) + Y (Z,X) = 2 {(ux(Y),2> + (Y,
Jx,21) + (xJMy,2D) - (z2,[x,Y]) de esta igualdad queda determi
nada Vyx(Y),

Q.E.D.

De la unicidad de la conexidén definida en la proposicidén ante
rior resulta que la conexién inducida sobre T(M) a través de t:M

_— Gn N coincide con esta como veremos luego.
?

Denotamos por F'(T) el fibrado de las n-uplas de vectores tan
gentes a M y ortonormales, es decir el fibrado principal asocia-
do al fibrado tangente a M . Es Gtil en F'(T) definir n-formas
(wg1,...,wp) o una forma con valores en R" , tales que se anulen
sobre los vectores verticales de Fn(T).

Se define w; mediante la fdrmula siguiente: si X es un vector
tangente a FP(T) en (ei,...,eg) entonces wji(X) = (ﬂ*(X),eg) don

de m indica la proyeccién de F"(T) sobre M ; m:F"(T) — M.



3. Grupo de Holonomla de una varndiedad

Sea P(M) un fibrado principal sobre M que admite una conexidn
w a valores en el dlgebra de Lie de G.

Si pEM y 7(t) es una curva cerrada por p es posible conside-
rar sobre 7 !(p) el traslado paralelo de cualquier elemento de
7(p) a lo largo de ¥(t) el cual determina una accidén de la fibra
en la fibra que resulta ser un elemento g de G. De esta manera se
obtiene un cierto subgrupo G' C G , denominado grupo de holonomia

asociado a la conexidn.

TEOREMA I. El1 grupo estructural de P(M) se puede reducir al grupo
de holonomia .

Ver demostracion en Nomizu [1].

La componente de la identidad del grupo de holonomia correspon
de al relevamiento de curvas homotdpicas a 0 . Por lo tanto el co
ciente de G' por la componente de la identiad da el grupo de homo
topia de M,

Del hecho de que P(M) se pueda reducir a G' (grupo de holono-
mia) se deduce que si w es la matriz de la conexifn, w toma valo-
res en el algebra de holonomia.

Nos interesa el caso en que el grupo de holonomia G' de P(M)
este generado por las r transformaciones infinitesimales

3 . 9
Xa = 2 aai. X; — - Xj
1<i,j<n J X Iy

Se trata entonces de. un subgrupo G' del grupo ortogonal.
Es conveniente considerar entonces conexiones sobre fibrados

principales.

4. Conexdones en fibrados principales.

Sea M una variedad diferenciable y F un fibrado con grupo es-



tructural G y P el fibrado principal asociado.
Supondremos en general que G = GL(n,R) , GL(n,L) o bien 0(n) o
U(n). Sea M = U U, con U, abiertos trivializadores de F, para ca-

da abierto Uy se tiene una aplicacién VY,

donde Y, es un isomorfismo de fibrados.

Introducir una cone#ién en P significa dar una familia wy de
formas C , definidas sobre U, respectivamente a valores en g
(Algebra de Lie de G), tales que cumplen sobre U, N Ug la condi-
cién dA.AT' + AwgA™t = wg donde A = ¢;‘¢a » Vg*V¥a:UyNUg — G por
hipdétesis ( ¥, y Vg son isomorfismos de fibrados ). La igualdad
anterior se puede escribir tambien asi

da.A™" + adiA wy = wg

En el caso en que G = GL(n,R) o GL(n,T) dar Y, es equivalente
a definir sobre U, , secciones {sq,...,s } tales que sq(x),...,
sp(x) sean independientes. Entonces la condicién anterior se pue-

de enunciar como
S' = A.S dA. A" + AwA™ = !

DEFINICION I. Se denomina forma de curvatura Q a la forma defini-

da en P de la 'siguiente manera: si w es la forma que define 1la
conexién en P evaluada en un punto, es £ = dw - w A w . Esta for

ma de curvatura @ verifica la siguiente propiedad .
TEOREMA 1. Q(S.A) = adja™?

Demostracidn: ver Nomizu [ 1]

El siguiente teorema permite definir una conexidn sobre un fi-
brado vectorial que admita una métrica de Riemann, si es orienta-

ble.



TEOREMA II. En SO(n+N) / S0(n) SO(N) = G, y 1los subespacios orien
’

tados de dimensién n de IRRHN , existe una conexidn candnica del

fibrado que viene dado por la matriz de nxn 1-formas definidas en
SO(n+N) / SO(N) a valores en el &dlgebra de Lie de las matrices an-

tisimétricas.

Demostracidn: Para definir una conexidn w en Gn N €S suficiente
>

definir una conexidn en el fibrado asociado principal SO(n+N) /
/SO(N). Para definir w en (ei,...,eg) : se; (eq(t),...,e (t)) una
seccién del fibrado a lo largo de 7(t), tal que (e (0),...,en(0))
= (eg,.,.,eg).

Sabemos que sobre RF*N estd definida una forma bilineal cand-
nica y la proyeccidén ortogonal sobre un subespacio esta bien de-

tinida . Entonces definimos w sobre el vector %¥(e1(t),m,en(t)) =

B} . d ) 0
= v mediante la formula P(dt ei(t)lt=0] = zj wij(v) ey donde p

es la proyeccidn ortogonal sobre el subespacio de :mn+N generado
por (ei,...,en). Cldsicamente la igualdad anterior se indica asi:
n
de; = j§1 wij ej

El hecho de que w sea a valores en las matrices antisimétricas
resulta de que la proyeccidén ortogonal de e;(t) sobre Y resulta
dar vectores ortogonales sobre 7p.

Queda sélo por verificar que si (e',...,e;) = (eqy...5ep).A
con A la matriz de cambio entre la seccidn e' y e de SO(n+N)/S(N)
entonces se verifica dA.A" + adjA.w = w' siempre que w y w' sean
las formas de la conexidén definidas a lo largo de e y e' respecti
vamente. Pero esto resulta de una sustitucidén simple en la ecua-

’

Py 4 L ]
cidn que define W Q.E.D.

COROLARIO. Cualquier fibrado orientado admite una conexidn.

Demostracién: Basta usar el teorema de clasificacidén de fibrados




( ver Husemoller [1] ), y el resultado anterior

Recordando que si § y 7 son fibrados tales que { = f*(7) enton

ces § admite una conexién f%¥(w) , si w es una conexién de 7 ,

5, Ecuaciones de estructurna de una variedad M de 1Rn+N

con dim M = n

( Salvo indicacidn en contrario supondremos que M esta inmergida

en .Rn+N ).

- n+N .  a n+N . .
S1 1:M — IR es una inmersidén de M en IR entonces 1 indu

ce sobre M un producto de Riemann que proviene del de ]Rn+N por

i®, El fibrado tangente a M lo denotamos por T(M) y el fibrado

normal por V(M) . Entonces obtenemos la siguiente relacidn:

+N +
n )) n+N

T(M) & (M) = i*( R = M x IR

Para cualquier subvariedad de una variedad dada es posible de-

finir el fibrado normal . Ademds mediante i es posible definir

una aplicacidén T:M — G ( suponemos que M esta orientada ) que

n,N

se define asf T(i(x)) = plano tangente a M en i(x) . Si ‘n es el

fibrado candnico sobre G y » entonces T*(§,) = T(M) , es decir ,
L]

T es una aplicacidn clasificante para el fibrado T(M) . Tenemos

asi el siguiente diagrama.

T(M) — ¢

| |

y ——

La 1-forma (w1,...,wn) se suele indicar siguiendo la termino-

logia clésica, de la forma

dx = wyg X4 t wp Xp * ...t wp Xp



Sobre F"(T) actua el grupo SO(n) a la derecha,si e' = e.A en-
tonces w' = w.A" . Las formas w definen una SO(n)-estructura so

bre M.

DEFINICION. Un fibrado F se dice reducible a G si exiéte.unwfibri

do F' con grupo estructural G y una aplicacién i:F' — F que re-

sulta ser un isomorfismeo de fibrados.

DEFINICION II. M se dice que admite una G-estructura si su fibra-

do tangente T(M) es reducible a G.

Si M admite una G-estructura entonces existe un cubrimiento a-
bierto {U,} de M tal que sobre cada U, hay una 1-forma 6, defini-
da a valores en IR" de manera que bg = 6,.A , en U, N Ug con A€G

]

para cada x € Uy NUg
Por ejemplo si M admite una S0(n; )xS0(n; )-estructura con n; +

+ n * n , entonces es posible factorizar T:M — Gn N asi:
9

SO(n+N) / SO(n; )xS0(ns )xSO(N) — SO(n+N)/S0(n)xSO(N) = G

e

M
El siguiente resultado serd fitil liego
PROPOSICION I. Las formas {wj,wjj }1gizgn son independientes
1jgnsi<j

y definen por lo tanto una escicidén del fibrado tangente a FU(T).

Demostracién: Las formas w; son independientes y las wj4j tambien

i
y n
[ ‘U Ker w; I n ( .U‘ Ker Wi = 0
i=1 i<j
1<i,jzn

&.E.D.

Como i*(T( RR*N)) = T(M) ® »(M) , tenemos el siguiente diagra

ma conmutativo:
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FP(Gp 00 ——= Gn v so(nen) —E& Gy o T Vg )

N/ N/

FP(TM))—2— P ruy e PN o))y —B« PN (u))

donde las aplicacicnes o y B se definen ast:
G(el,...,i:n,.,.,en+N) = (el,....,en)

Bleg, .. repnseeerep,y) = (en+1,...,en+N)

andlogamente se definen a' y B'

Este diagrama es conmutativo y nos permite considerar las si-
guientes relaciones eatre las formas @ restringidas a FP(T(M) @
e tN(v(M)) , donde las formas w son las invariantes a izquierda
que estan definidas sobre SO(n+N) a valores en el 8lgebra de Lie

de SO(n+N). Obtenemos asf las relaciones:

n n+N
de; = .z wij ey *t 2 wig eg
J=1 n+1
i=1, , N
n n+N
deS = .2 wsj €5 + Wgt et
j=1 t=n+1
s = nt+1, ,N+N

E:
)]
€
(&)
-
]
"

1,...,n,n+1,...,n+N,

Comc las formas & verifican las ecuaciones de estructura de
Maurer-Cartan; do - & A& = 0 ( @ es una matriz de formas que
define una conexidén sobre SO(n+N) de curvatura nula ) se obtiene

el siguiente resultado:

FoNERB="PRR 11, Si Q es la matriz de curvatura de la conexidn in-

- n+N
ducida por la de Gn,N resulta que Qij = wig A ws§ 3 i,j=1..n
s=n+1 .




A G 0 , el término (i,j) de esa matriz

[ X1

Demostracidén: En do -

de formas consiste de:

n n+N
d‘“ij - 2 wip A why - 2 wig A wgy = 0 1<i,jgn
h=1 s=n+1
n+N
Qij = 2 wig A Ws 5 i,j = 1,...,n
s=n+1l
@.E.D,

La misma proposicidn anterior vale en el caso mds general de

una subvariedad S de una variedad M.

PROPOSICION III. Si S es una subvariedad de M entonces en P(T(M)®

®P(v(M)) valen las igualdades
N+n

Qi3 = 2 Wis A wgs F ﬁi'
] s=n+t+1 ] ]

donde "ﬁij" es la matriz de formas de curvatura de M. Pero las
formas wj4 que aparecen se calculan usando la conexidén de M dada

por la proposicidn anterior.

6. Ecuaedidn de estnuctuna de una subvarniedad S de una va-

niedad M de Riemann.

Si M es una variedad de Riemann orientable y F'(T(M)) el fibra
do de las bases ortonormales de T(M), podemos suponer que su gru-
po estructural es SO0(n).

En P(M) = F*(T(M)) podemos definir una 1-forma (wq,...,wn) a
valores en IR" como vimos antes.

Ahora nos interesa considerar s*[(wl,...,wn)] , donde s es una
seccién de FP(T(M)) definida sobre un abierto U de M . Por abuso
de lenguaje denominamos a s*(wj) por wj

n

PROPOSICION I. z

dws wh Whi
h=1

1
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Demostracién: Sean X e Y dos campos de vectores

n n
K= 1 xj e Y= ] y;oe;
i=1 i=1
donde €45.+.,€, son los vectores que determinan la seccidn s.

Entonces:
dw, (X,Y) = X (Y,e;? - ¥ (X,e;) - <[X,Y],ei) £

(Y,7xel) - (X,VYel)

puesto que Vyx(Y) - 9y(X) - [x,Y]) = 0
.0
dwi(X,Y) = L Yn % [(eh,Vejei)-(ej,Vehei)]
h,j=1
n
dog = ) wp Nowpg
h=1

Q.E.D.

PROPOSICION II. Si S es una subvariedad de M de dimensién n vy

dim M = n+N entonces

con A ,, fGnicos y perfectamente determinados, ademas A ., = A_ ..
s1] S1] 83]1

Demostracidén: Consideremos i:S — M la inclusidén de S en M e
i# (FPN(T(M)) = FP(T(5)) ® FN(»(S)). Es obvio que i*(wg4q) = ...
= i*(wyyy) = 0 por lo tanto i®dwg = i¥ Zn wh A wpg = 0
i h=1

s = n+l,...,ntN . Es decir 2 wh A whg = O sobre S resultard por
h=1

un lema de Cartan sobre formas diferenciales (ver Sternberg [1] ,

Cap. I ) que

con ASij = ASji y Gnicos. Q.-E.D.

Utilizando la definicibn de Asij y la unicidad obtenemos que
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en i*(FP*N(T(M)) = FP(T(S)) @ FN(¥(S)) se verifica la siguiente

n nt+N
. . v LI
relacién, si e; = Z a:n ®p 0 © Z a,. g entonces
h=1 s=n+1
n+N n
' -
Agiy = ) L. Arag 2es 25 24p

t=n+1 «a,B=1

A partir de la ecuacidn de estructura de S se deduce que esta
22 forma esté relacionada con la curvatura de la subvariedad S

mediante la relacidn

n n+N

= 1
« Q.. 0= y 3 ( A_, A_.. - A_..A_.
ij 2 k,m=1 s=n+1 sik “sijm siih sjk

Aunque luego no las utilicenos incluimos las ecuaciones de
Bianchi de una variedad M : d2 = [w,2 1 , que se demuestran

mediante un calculo directo.



INTRODUCCION: Segunda pante

¥
1. Ciclos de Shubent de Gn,N ,

propledades .

Muchas de las propiedades topoldgicas de una variedad se obtie
nen a partir de la aplicacidn tangente T:M - &n’N con N suficien
temente grande,.es decir una aplicacidén clasificante de su fibra
do tangente. Por eso es interesante determinar la cohomologia de
an;N o bien su homologia. Resulta que mefdiante ciertos ciclos bien
definidos es posible obtener una descripcidn de los grupos de
homologila.,

DEFINICION I: 8i v, C V2C ...C Vn es una cadena de subespacios

n+N

R tales que dim V., = i+ w(i) , entonces denotamos por 2

al conjunto Z = {y /y ¢ & dim(ynVi) > i} B, se denomina

n,N?

el ciclo de Schubert de simbolo w -

NOTA: Usualmente w se suele denotar por
[w(1),0(2),. ... ,0(n)]

Es posible demostrar que Z es un ciclo orientable si~se restrin
w

ge a w a verificar ciertas condiciones, luego un ciclo sobre

los enteros (de la homologia entera). Sin embargo Zw es siempre

un Z -ciclo. Para ver esto con mds detalle, consultar Pontrya
]

guin [1]
Notemos que la funcién  verifica w(1l) < w(2) g ... zw(n).

Algunos de estos puntos serdn de incremento, eso es, verifican;

w(i+1l) # w(i) . Si indicamos por iy»igse..,1i, 4 los puntos de:in

cremento y ponemos ih = n, podemos sustituir la condicidn anterior
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por la siguiente; si en vez de V4 C ... C V., y las correspondien

tes condiciones consideramos Vijy C ... CV; dim(Vijn Y) 2 ij

5 = 1,...,h .

n
El ciclo Z, tiene dimensién z w(i) , por lo tanto determi-

i=1 n

ra por dualidad de Poincaré@ un cociclo de dimensi8n nN - z w(i)
Consideramos las siguientes diferencias aj = iz - 1

»-++,0 ponemos i, = 0y B4 = m(ij) - w(ij_I) j=1,...,n-1

By = N - w(k).

Mediante los o y los B es posible describir las propiedades de

orientabilidad de estos ciclos, pues los ciclos que satisfacen

las ecuaciones aq + B4 = ap_q t+ Bp-1 2 0(2) y ay3 > 0 son
los Gnicos orientables ( para mds detalles consultar Pontrjaguin
(11).

A nosotros nos interesan los ciclos orientables que no son de
torsidn, es decir aquellos que no se anulan al pasar a la cohomo-
logia racional.

Podemos suponer que los subespacios V4 C .,. € V_ que descri-
ben el ciclo de Schubert vienen dados por las siguientes ecuacio-

nes

Vi = { xg =0 ;3 i+ w(i) £ B < n+N }

Supongamos que T sea un subespacio de dimensidn n pertenecien-

te a 2, y que esté generado por los vectores fila "aijnlgi;n
1<j<n+N

-] ==

Dado que dim(® N V;) > i , resulta que esa matriz debe verifi

car la condicibén siguiente: rango“aisﬂ gn-i , 1 < i n ,

<
=

i+ 1 + w(i) £ B < n+N.
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2. Coondenadas Locales de Gp y

n+N

Dado un subespacio oY de TR de dimensidén n , podemos encon-
trar una base de RPN dada por ej,...,ep,ent+l,...5en4,y de modo
que ep41,..-,e5,y Sea una base del complemento ortogonal de Y y

los n primeros vectores una base de v .

Entonces consideramos el abierto UY formado por todos los sub

lRn+N

espacios de tales que se proyectan ortogonalmente sobre 7,

preservando la orientacibén y la dimensidn,

Dado un subespacio tal 7' € UY queda determinada una base ei,

t
1¢1:.358pn que se expresa asi

n+N
= e; + z Lis €g , 1=1,...,n.
s=n+1l

o =

La matriz lz;sll de nxN resulta ser un sistema de coordenadas
sobre UY , mds afln este abierto U, se puede identificar al espa-

cio tangente en Y , de manera natural.

3. Andlis4is de Las Aingutaaidadea de un

campo de vectones.

Supongamos que uy(x),...,up(x) sean m vectores definidos so-
bre un simple de dimensién r , EF con valores en un espacio de
dimensidn n , RD" .

Para introducir el concepto de indice de una singularidad de
ug(x),...,,up(x) conviene definir la nocidén de subordinacidn de
ug(x),...,up(x) a una funcidn ¢ en un punto x .

Sea 0 una funcidn definida sobre el intervalo [1,n-1] con

valores enteros y no decreciente,

DEFINICION. ug(x),...,up(x) se dice subordinado a simg n-1+4

+0(n-1) y si para cada valor h=1,...,,n-1 el sistema de uq,...,



18

sUh4+a(h) tiene rango h , Se dice que h=1,,,.,n es punto de salto
si o(h) < o(h-1),

Supondremos que los vectores uq,...,up toman valores en una

familia de subespacios n-dimensionales de RPN que estan conte-

nidcs en un mismo subespacio de Bty , RPN ranbién supon-
dremos que existe un dnico punto x interior, de ET, donde la su-
cesidén ugq(x),...,u (x) estd subordinada a ¢ ,
. n+N

Elegimos una base de TR s 84282502+ 38n4N > demodo que g4,
Zos+:+38n+N-m S€a una base de RRtN-m

Sea eq(x),...,e,(x%) un conjunto de funciones con valores en

n+t+N-m

IR » tal que eq(x),...,e (x) genere el subespacio n-dimen-

sional que le corresponde a x .

- X . r s
Definimos ahora una aplicacidn 6:E° — g ast , si
?

m
et (%) e;(x) + '{1 e (x),uq(x)
J:

gn+N—j+1

con i=1,...,n , entonces 0(x) serd un subespacio orientado de
RPN 4o dimensibn n .
Si uq,up,...,up estd subordinado a en un punto del subespa-

cio 0(x) puede generarse mediante un tipo particular de vectores

respecto de la base Elser e sBoeN

Los vectores uq,u2,...,up determinan una matriz de nxm ,
ﬂ(ei,uj)ﬂ donde (ei,uj) indica el producto escalar en el espacio
correspondiente al punto x ,

Del hecho que u4q,uy,...,uy esté subordinado a 0 se deduce que
las siguientes submatrices; ﬂ(ea,uB)", tienen rango < i donde

1

in

0]

A

n o, 1 < B < i+o(di).

Por lo tanto los vectores e:(x),...,e:(x) generan un subespa-
cio de dimensidn n que pertenece al ciclo de Schubert Z, , donde
w(i) = N - 0(n-i). Esta condicidn se obtiene rédpidamente asi :

sabemos que la matriz de nx(i+0(i)) de las ultimas i+0(i) coorde



nadas de los vectores e?(x),...,eg(x) tiene rango i , por lo tan

to buscamos una funcién w(1),...,w(n), tal que verifique:
N+n-(n-1) - w(n-1) =4 + 0(i) = N - w(n-1i) = 0(i)

Tambien se verifica la propiedad reciproca, es decir, X serd8 un
punto subordinado a la funci8n x si e?(x),...,eg(x) generan un
subespacio que pertenece al ciclo Z,.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema :

TEOREMA. Los vectores uq(x),...,u (%) estardn subordinados a ¢

en x ® 0(x) € Z, donde 0 se define como vimos antes.

4. Relacifn con Las singularidades de¢ funciones

diderenciables.

En general consideramos funciones f:M — R" s, M < n = dim M,
un punto critico de f , es un punto x donde rango df, < m ,
denotaremos por r al nimero, r = m - rango dfx = co-rango de f
en x . Para escribir las singularidades de f, suponemos que M es

n+N

td4 sumergida en IR , entonces el G(f) define una sumersién®en

+N+
R" T x — (x,£(x)).
Los puntos x donde f tiene rango h, o bien lo que es lo mismo

los que verifican r = m - h , se caracterizan asi:

PROPOSICION.I. Un punto X ser8 de rango h o bien de co-rango

m-h = r si y solamente si el plano tangente a G(f) en x corta el
subespacio y = 0 ( y representa la ltimas m coordenadas ) en
un subespacio de dimensién n - h = n - m + r

Demostraci&bn: Es trivial,

Consideramos en Gn N+m ° el ciclo de Schubert de todos los
9

subespacios de dimensifn n, que cortan y =0 segfin un subespacio

(*) En realidad para lo que nos interesa a nosotros podemos reem-

plazar sumersién por inmersibn.
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de dimensién 2 n-h = n-m+r . Se puede demostrar siguiendo una re
gla que veremos m8s adelante que , este ciclo de Schubert tiene
por simbolo ( o bien que los valores de la funcibén w que lo defi-
ne )

[ N+m-r,...,N+mer ,N+m,....,N+m]

n-m+r veces m-r veces
Los puntos x no singulares donde el plano tangente intersecta a
este ciclo constituyen los puntos crfticos donde f tiene tango es

trictamente n-m+r

Denominamos S, al conjunto donde co-rango f > r. Si la funcién
f es tal que ese conjunto S, resulte triangulable entonces deter-
mina un cociclo por dualidad de Poincaré con valores en Z; o Z
segln que sea o no orientable.

Para estudiar cuales de los S, son orientables y sin torsién ,

caracterizamos aquellos ciclos de Schubert del tipo
[N+mer,...,N+m-r,N+m,...,N+m]

que son sin torsién,
Las propiedades de orientabilidad de un ciclo de Schubert como

8ste vienen caracterizadas por los siguientes pares de nfimeros:

@] = n-mtr @z = m-T By = r By = 0
Resulta que el ciclo de arriba es orientable si aj;+ By = ap + B3=
2 0 (2) es decir si m-n = m-r 2 0 (2) , es decir si n, my r tie

nen la misma paridad , a su vez este ciclo sera sin torsidn si
ay; y By son pares, es decir si n, m y r son todos pares .

Obtenemos asi el resultado que mas nos interesa:

TEOREMA I. Si n, m y r son pares resulta que el ciclo S, es orien

table y sin torsién ( Ver Pontrjaguin [1] ).

Este resultado serd 4til cuando debamos emplear formas diferen

ciales que caractericen a los Sy
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La informacién topologica que se consigue sobre S_ se basa

sobre el mismo orden de ideas del nmero anterior.

5. Indice de un punto critico de un campo de vec-

tones tanaenfies a M

Si sobre M tenemos definido un campo de vectores Ug,Unyees
u. , en general el rango de este campo de vectores disminuye
en algunos puntos de M.

Supongamos que M est@ trangulada y a sea un punto interior
de un simple ET, de dimensifn r , tal que uq,u,,...,u, este

subordinado a 0 en solo ese punto de E¥ . Consideramos enton-

. . . n+N . .
ces una inmersidn de M en un espacio IR y si N es suficien

temente grande podemos considerar la construccién de la fun-

cidén @ . Ac§ 0(x) es el subespacio generado por e:(x),m,eg(x)
. % m

donde ei(x) = e;(x) + jZ1 (ei(x),uj) gn+N-j+1 donde

el(x),...,en(x) resulta ser una base del espacio tangente a

My () es la métrica de Riemann definida inicialmente.
Esta construccibén es lineal en los vectores e; por lo tan-

to el subespacio generado 0(x) no depende mas que del espacio

tangente a M y de los vectores uq,...,u, en el punto x .

m
Sabemos que 6(x) € Z, , donde Z, es el ciclo de Schubert

que asociamos a 0 ¥ X es un punto en el que uq,...,up esté

subordinado a 0 . S$i 2,

w €S orientable definimos entonces indi

ce de 0(x) en a como el fndice de la interseccidn del ciclo
(M) v 2, en a .

Para estudiar la estructura de las singularidades de una
funcién diferenciable constrimos antes la aplicacién tangen-

te al grafico. Pero resulta que , como veremos mas adelante ,
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esa construccidn corresponde a tomar los gradientes de cada uno de ’c-
los correspondientes de f y construir . Esta observacién puede -~or
ser til cuando se quieren estudiar las relaciones entre los ciclos

criticos de una funcifn y los ciclos caracteristicos.
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CAPITULO I1I

1. Formas lnvarniantes

Como SO(n+N) es un grupo de Lie podemos definir entonces una
forma invariante a izquierda con valores en el dlgebra de Lie
de SO(n+N) ., Esta forma se define asi: si X, es un vector tangen
te @ SO(n+N) en A , wp(X,) = LAﬂ(XA) , donde LAq denota el dife-
rencial de la aplicacién B — A™B . Esta forma verifica la si-
guiente prcpiedad ngBA = wp LX es la aplicacidn traspuesta
de L, ), pues:

4 L

* .
LBLL)BA(XA) = UBA(LBXA) = L -1 L

B

A esta forma se la indica usualmente por dA.A? o bien utilizan-
n

do la notacidn matricial w = "“ij“ donde wij = 2 ajip dajh .La
h=1
forma verifica tambien Rwa = adj.A.w;4 Yya que

RRwa(X) = RY * Li-wga(X;4) = w(adj.A X)

Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado , podemos con
siderar G/H , sobre este espacio actua G a izquierda e interesa
considerar las formas diferenciales invariantes a izquierda res-
pecto de esa accifn o sea que verifican

L: (wpp) -~ wp , para todo A € G .

Supongamcs que w sea una forma tal con valores en un espacio
vectorial IE cualquiera que verifique L:(“AB) = wpg entonces
si 7:6 — G/H es la proyeccibn, m%(w) verificard : (1) es inva-

riante a izquierda (2) es invariante a derecha por los elementos
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de H . Por lo tanto Rg(wB) = adj.B = w;,; 1lo cual es equivalen

te a que sea invariante por la acci8n de adj.B , B € H .
Reciprocamente una forma tal que verifique (1) y (2) , estd
necesariamente en la imagen de 7% |

Consideremos en SO(nt+N) la matriz lwjjl de formas , y tomemos
la submatriz de nN formas siguientes lwjjl 12ign , n+1gj<N y me

diante &stas construimos la forma an,N = (“1,n+1A"'A“1,n+N)A o

o A(wn’n+1A'm Amn,n+N) . Esta verifica la propiedad de ser inva-

riante a izquierda, luego proviene de una forma dV, y de Gn N
H [

Esta forma se puede definir mas directamente tomando
n n+N

dei = Z w., e, ¢ S§n+1 wis;es

ya sabemos como interpretar las formas w3 mediante Wy escribi-

mos A wig = an N dondéc (iys) estanordenados lexicografica-
9

mentecq¢rilas formas w;g SON duales del sistema de coordenadas

gque se puede definir en 7Y . Ver capftulo I .,

El abierto U que da las coordenadas consiste de todos los sub
espacios de dimensién r orientados tales que la proyeccién sobre

) e . t
Y sea un epimorfismo si e, es una base de un tal 7' , donde

. n n+N
e, = § a,. e, ¢ Y b, e y consideramos la base
i . ij 7j & is s
j=1 s=n+1
" SN n+N ¢ e que se obtiene normalizando
e, = ) vi' e, + is s
j=1 33 s=n+1

la anterior . Entonces tenemos definidas en U las coordenadas ‘is

n , n+l < s < nt+N ,

IIA
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Z2. Relacibn entrne La forma dvp,n+N—r y

La formula de volumen de M .

n+N

Supongamos que M sea una subvariedad de IR » tal que dim M
= rN . Si consideramos el fibrado GL(M) , de los r-subespacios
orientados de M, dim G_,(M) = n+r(n-r) = r(n+N-r) = dim Gr,an-r'

En ér(M) podemos ccnsiderar dos formas bien definidas , dV y

dvr ey Consideremos el fibrado F"(T(M)) , en ese fibrado tene
,N-1

mos definidas las fermasf{w.}, . w3 . . como vimos
R i’1cien ¥ t 13}1;1;n,1;j;n
egntes.

Mediante las w; definimos AV = w, A ANuw_ , que resulta ser i
invariante por la accién de SO(n) sobre F®(T(M)) y por lo tanto

proviene de uma forma de M ( la de volumen )

Las formas {wi-} . f < permiten definir la siguiente asi

(XY

av =N, l<i<r,r+t

<s<n ( en orden lixicografico ).
r,n-r is =

Esta forma dV_  _  es invariante por la accidn de S0(r)xs0(n-r)
,n-

y por lo tanto define una forma en G,.(M). Entonces asi definimos

dos formas d4dV y 4V , sobre el fibrado ér(M) . Por otra parte

r,n-r

tenemos la aplicaci8n v:ér(H) — G asf? definida, si v es

r,n+N-r
un subespacio tangente a M , v(Y) es el subespacio paralelo a v
que pasa por el origen de Rn+N.

Notamos que v es una aplicacidn entre das variedades de igual
dimensién puesto que r(ntN-r) = r(n-r) + n . Por otra parte inte

resa calcular el determinante Jacobiano respecto de los elementos

de volumen respectivos. Introducimos entonces la siguiente:.:’ i-

Definicibén de Kn(v): 8i v € ér(M), la curvatura K, (7) estd deter-

minada por lia relacidn:



vE(dV, ,n+N-r) = K_(7) dv A av :
r r

,n-
es decir coincide con el determinante jacobiano de v calculado

respecto de los elementos de volumen de Gr(M) y ér neN-p®
?

Obviamente v¥(dV,,ntN-v) = K,(¥) av A v, oop

Para poder calcular K,(7) debemos recordar los factores de

dVr neN-p Y utilizar las ecuaciones de estructura de la subvarie-
3 H

dad M,

) '
Consideramos ahora dV = (A wig) ACA “ij) 1<i<r ,

r,n+N-r

ntl<s<n+M , 1l+n-rgj<n esta forma esta relacionada con dVr n+N-p
R -

mediante la ecuacién

av

)l/zN(n-r)r(r-+1)
r,ntN-v

r,ntN-r = (-1 dv

Recordemos ahora la forma A wig 1gigr , ntlgsg<n+lN cambian

do el orden lexicografico .

LEMA 1. A (o) Ar-N(N-2)(2-1) A

1<i<r
nt+l<s<n+i

wis = Wig

Utilizando el orden lexicografico en el segundo subindice.

Demostracién : Consideremos la igualdad

(og o+t A “q,n+2 A A Wy n+h? A Yoo+l
(N-1)
(-1) (“1,n+1 “2 n+1 A “4,n+2 A “1,n+n)
ahora consideramos
Cwg neo A A wi,n+N{ A (w) ne2 A A “2,n+u? A “3,n+1
_ 2(N-1)
= (-1) “3 . n+1 A(“i,n+2 Ay A (”2,n+2.A o A m2,n+u)'

Repetimos el procedimiento r veces y obtenemos



(14...+(r-1))(N-21)

(-1) ( YA ( )

w Aw .. Aw
1,n+1 2,n+1 r,n+1

El resto cumple la misma condicidén que la de partida y resulta

andlogamente:
{(r-1)r (N-1)N
A = (- w Aw e Aw A(w A, ..
“ is (-1) 2 2 ( 1,n+1  2,n+1 r,n+1) ( 1,n+2 )
ntl < s < ntN
1 <izsr
Y asil queda demostrado el lema .
Q-E-D
Asi llegamos a la igualdad:
N(n-r)r(r+1) (r-1)r(N-1)N
dv = (-1) 2 2x2 (Aw, HA(w ,.)
r,n+N-r i,s 1]
1 <1igcr 1 <igr
n+tl < s < nt+ N n-r £ j &n

La primera se calcula siguiendo el orden lexicolégico en el 2°

subindice y A“Ej en el primero.

Para calcular v%(4Vv ) basta calcular
r,n+N-r

vk (w )

Aw e Aw
1,n+1 2,n+1 r,n+l

Para eso recordemos que segflin la ecuacidn de estructura de una

subvariedad tenemos w, = z LW, con A_.. = A .. y que
is sij j sij sji

n+N n

y ) A_,.w,w, es una forma bilineal definida sobre M que
s=1+4n i,j=1 °*3 1

? n+N
s8lo depende de la inmersidn de M en IR
n n

*(w A, Aw = . LW AL, LW, =
el 1,n+1 r,n+1) ( jzl An+1IJ ]) (jzlAn+1r3 3 )

= Z . D . wi; AL Aw

' l1<.‘.<lv 1 1 'r

p Donde Dil....i es el subdeterminante de r x r que se obtiene de
r

T considerando las columnas 1
n

la matriz ||An+1..” i 10

1)

i~ fin
I~ A

2" 7 p, Por lo tanto si reemplazamos en el producto y supo
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nD nemos que y estd generado por FEREREL resulta que, teniendo en
cuenta que:
N(n-r)r(r+1)(r-1)r(N-1)N = N2r3(r2-1)(N2-1) = n2r(r2-1)(N2-1)
y calculando

WavE (w ...)A(w1 A . Ao )

r,ntN

) (w

1n+1 ,n+2° " “p . n+2 1n+N

obtenemos la siguiente expresidn para la curvatura Kr:

1 n
€ K () - z §. . . . .

r,N r = 1, Iq- r D11...1PD31...erm1...mr
i) < < ir 1 <i,h<gn
m < < m 1 <m9h< n

1 r = =
donde 2 2 .

€ -nr(r"-1)(N"-1) , y § .= det|] 5., |l
P,N 3 _]_1 11V
n
n = rN

3. Desenipeibn algebraica de K, (v)

Supongamos que 1lE sea un espacio vectorial euclideo orienta-
do y ® una forma bilineal en E . Sabemos por dlgebra elemen-
tal que ® determina en IE una transformacidn autoadjunta ® pa-
ra la cual existe una base ortogonal de E respecto de la que @
es diagonal.

Si Vl....Vn es una base ortogonal y Wyseeesw SU dual,

¢(Vi,Vj) = A,, y P se escribe respecto de w

ces,wW_ , cOmo
ij n

1*°

¥ Aijwiwj . La matriz de la transformacidén autoadjunta resul-

ta ser “ Aij” calculada respecto de esa base.

r
Sabemos también que ® induce en A E una transformacidn au-



r
toadjunta que denominamos ¥ y que resulta estar asociada a la

r
forma bilineal que también induce sobre A E . Si Ai...kn es un

orden de lcs autovalores de ® , tenemos que {Ail...lir} resul-
r i, < ... < 1
tan ser los autovalores de & . 1 r

Ademds si V .,Vn es la base ortogonal de IE de antes

Rk

r
!Vilﬁ...AVir} resulta ser una base ortogonal de A E (res-

i, ¢ ... < 1
1 T

r
pecto del producto inducide en A E por el <, ) de E) y

r
¢ A."A = ) t". hg A'Q'A Q

(V1 Vr) . 2 Di, i, V11 Vlr

<..<1
1 r

donde Dil"'ir es el subdeterminante de 1la matriz” Aij " i<i<r
1<j<n que se obtiene considerando las columnas i1’i2”"’ir

Tambien tenemos trivialmente gque si n = rN entonces existe u-

N r n

na aplicacién I':® ( A E)—>s A E asi definida:

T(Ylﬁ... ®y, ) = YlAYQ o Ny

N N

rN
Por otra parte como IE es euclideo y orientado A E =R me-
n
diante un isomorfismo bien determinado ( pues A E admite una

base candnica).

Por lc tanto, si ¢1,...,¢N son N formas bilineales o bien N

transformaciones autoadjuntas de E , le podemos asignar una for-

r
ma multilineal sobre A E que se define asi:
r r r N r
ro(<I>1®<I>2®....O<I>N):®( AE) R
s
Supongamos ahora que Vi = i-8simo vector de una base ortogo-
nal de autovectores de ¢s s = 1...N, i = 1...n
Entonces si escribimos
1 1 1 2 2 2 s
Y v, = Vi A LLUWAVE Ly, oo, = VLA LAY, LLoym,..om
i, 1. 1 T 14 In J4 i, 1 r =
s
=V Av
m m



Tenemos gque: ({ vy; © LEEERER ® v, } i-= ije00di, com i <.l

r
j = 3;--+3, eom jy<...<j, , resulta ser ura base de 8 N( AE ),

r
ortogonal respecto del producto inducido por el de A E,
Como resultado de todo 1o dicho antes, obtenemos la siguiente
proposicién:

PROPOSICION : Se tiene la siguiente igualdad:

r 1 r N 2 1 n 1 1 2 2 N N
r(d, Ty, )® ... & (v ) )= )6, . WD WD YD W A
tod Noom 1134M 11 1 J1 o m. m
S S 1 T

dernde li denota el zutovalor asociado al autovector Vi .

Ahora podemos escribir Kr abreviadamente asi:

iy,p Kr(y) = ®, (e A . Ae  IAP, (e Al Ae JA, AP (e A, Ae )

Suponemos que e, ,e ..,2_ €5 una base ortonormal de
1 r

pe e

4) Cdlculo del promedio de Kn extendido a La
§ibra de Gnr(M)

Para esto utilizaremos la proposicidn anterior. Consideramos

1 2 N
. e AL LA =)y.. . .. e
(e,A...Ae )®...8(e, e ) {yl]"‘m ; ® v] ® v

donde los coeficientes Yijm se calculan expresando eiA...Aer me-
diante la base {V;} ) {Vi} y luego reemplazando en la expresidn que
Que aparece arriba.

Estos coeficientes Y3 gozan de la siguiente propiedad:

J...m

I~ Yij...m dvv,n—r independiente de i,j...m = Cr,N

-
3
(@]
o]
tr
=
-3
—_—
?
o
H
—~
<
~
~
<
Lr
n

. v N
ey C (§6. . CYITS W Y ¢ YNNI U IR ¢ W0 W
N, "r,N 1p-23q-m, 14 r Jq I m, m,

Demostracion: Basta reemplazar (elA...AeP)G... por su igual, lue-
1 1 1

go de elegir una base V1 .o Vn de autovectores para P ... y




1 1 N
una base Vi...Vn de au*ovectores para @

6) Relacifn entre La curvatura K, y P,y (Clase de

6
Portrnyaguin normal a M) de una subvarniedad M{dimM=4) de R

Clases de Pecntryaguin: La estructura Kr que hemos definido en el

nimero anterior determina ciertas propiedades topoldgicas de la va-
riedad M.

En el caso mis simple que trataremos ahora, resulta que es posi-
ble obtener una fdérmula que relaciona la integral de la curvatura
Kr extendida a EP(M) cen la clase de Pontryaguin normal Fu de M.

Para establecer esa relacidn serd Gtil analizar algunos de los
ciclos de Schubert que definen las clases de Pontryaguin de M.

Supongamos que M sea una subvariedad de dimensidén n de IP+N
d2notemos pcr L, y L, dos subespacids de dimensidn N+2k-2 y N-21+2

rzspectivamente, con 0 < k < y 0 <1 < N.

n
2 2

Los subespacios L0 y L, determinan dos ciclos de Schubert en

1

0N $(kx) y (1) definidos mediante las condiciones:
?

1) %(k)

Uy /veG dim(yaL,) 2 2k}

s N

2) T(1)

{ v /Ysan dim(ynL,) 2 2 }

,N

respectivamente.
Aqui hablamos de que I(k) y (1) son ciclos de G N sin haber-
L
1o efectivamente demostrado, lo cual resultard del lema siguiente:

Lema 1 : a) I(k) resulta ser el ciclo de Schubert de simbolo
[¥-2,N-2,....,N-2,N,...N] dim (k) = nN-uk

b) £(1) el ciclo de Schubert de simbolo
[N-21,N-21,N,...,N] (dim T(1) = nN-u1)

c) (1) y £(k) son orientables.

Demostracidédn : Para demostar a) basta encontrar una cadena v1cv2..

+..ev_de subespacios de e , tales que dim V., = i+(N-2) si

1 241 22k ydim Vy; = 4N si 2k < i ¢ n de modo que yel(k) ¢



(-—)dim(ynvi) > i, 1i=1,...,n.

Para ello definimos primero V2k = LO y si i < 2k sea Vi cual-

gquier subespacio de V2k de dimensidn 2k-i de modo gque Vi Cvi+1'

Para i > 2k, sea Vi cualquier subespacio de dimensidn i+N que

contenga a L, y a V Es claro que si dim(YnLo) > 2k entonces

i-1"

dimensién(ynvi)

[

i y reciprocamente.

La parte b) se prueba de manera andloga.

Con respecto a c) la demostracidn del caso mds general se pue-
de hallar en PONTRYAGUIN, CARACTERISTIC CYCLES, TRANSLATIONS
A.M.S. serie 1, vol.7 pag. 204

Utilizaremos mds adelante las siguientes propisdades sobre 1la

interseccidén de variedades. Supongamos que V1 y V2 son dos sub-

variedades de una variedad orientada V, tales que cada una de e-

llas determina un ciclo orientable, si dim V = dimV1 + dimV2 y

ademds se intersecan transversalmente, es muy facil calcular
v,,V .

K1 1? 2) 1

Si pec v, V, , sea wp una forma que determina la orientacidn

de V1 en p y mp una forma andloga para V2 si wp es la que da

1 2
la orientacidn de V en p resulta que w_ =)iw wp siempre que

V, ¥y V, sean transversales en p

Resulta que si X >0, p apareceri en VJ V2 (visto como un ciclo)

con signo +1 y si XA <0 con signo -1.

Aplicaremos estas consideraciones al cdlculo de Z(1) N t(M)

7) Coondenadas Locales para (1)

Consideramos ahora un subespacio y de dimensidn dos y una ba-
se ortogonal de R {el,ez,ea,eu,es,es} tal que e1 y e2 generen

Y + Por otra parte tomamos el subespacio S de R generado por



{ei,ez,e3,eu} y consideramos las coordenadas que determina en

G Sea U el conjunto de todos los n-subespacios que se pro-

4,2°
yectan ortogonalmente sobre S preservando la dimensidn y la o-
rientacidn. Si S“e¢ U, entonces existe una finica base de S”bien

determinada que se escribe como:

i = 1,2,3,4

Por lo tanto la ecuacidn de U 1I(1) viene dada por:

%45 T %16 T P25 T o * O-
Ahora consideramos las formas ”wis“ de Gu 9 calculadas en S,
]
respecto de la base ortogonal {ei} i = 2 . Estas formas”wis”

son duales a las coordenadas en S, es decir se verifica

e
(73]

que w, = d;is en S.

La matriz de formas ”wis”restringida a I(1) tiene igual a 0

sus dos primeras filas; por otra parte si consideramos sobre
t(M) resulta que las filtimas dos filas son combinacién lineal de
las dos primeras, puesto que:
(wlsAwis)A(wQSAQS) = k2w1Am2Aw3Awu y k, # 0 resultan lineal-

mente independientes.

Por otra parte el elemento de volumen de Gu o resulta ser i-

1

gual al producto Amis en orden lexicogr&fico, entonces, aplican-
do la observacibén anterior llegamos a que:
Awis = kgmll\w?/\wal\wu por lo tanto la interseccidn t(M) I(1)

en S tiene signo que dependerd sbélo de k2. Podemos entonces e-

nunciar el resultado siguiente:

TEOREMA 1: Si M es una subvariedad de dimensién 4 inmergida en

6
R , t(M)NZ(1) queda determinado si se conoce la curvatura k, de

M.



COROLARIO1 El1 nfimero de Pontryaguin normal, que es un invarian-
te topolégico de M queda determinado por el conocimiento de la

curvatura de K

2
COROLARIO 2 Si v , G2(M) G, , es suryectiva, entonces
s
volumen 1 [ K, dV = invariante topoldgico =
G e, (M) °
2,4 2

= nimero de Pontryaguin normal.
La demostracion de este corolario la posponemos al nfimero si-

guiente.

§) Cunrvatunra Ky de subvariedades M de B2n+~

tales que AN = n

En general supongamos ahora que M es una subvariedad de nzn+N

que verifica dim M = n = rN.
Podemos entonces demostrar un resultado andlogo al del pirra-

fo anterior. Denotaremos como siempre Gn el conjunto de todos

o N

N y por Z el ciclo de Schubert

> . . n
los subespacios orientados de R
determinado por todos los subespacios que contienen a uno vy ,
dim vy = r.

Este ciclo, se puede demostrar, tiene el simbolo:

lo...... 0 N.Lu.oo . N

t:M Gh,N
puntos de M en los que Y es tangente, p1,...,ph: Ademi3s se pue-
de suponer también que K.(y) # 0 en p;,...,ph.

Estas dos condiciones se verifican para todos los vy excep-

to los de un conjunto de medida nula de la imagen de v en



s R

~
, como resulta de una aplicacidn del teorema de Sard.
r,ntN-r
TEOREMA: En G el ciclo interseccién t(M) Z viene determina-

n,N

do por los valores de K (y) en los puntos donde y es tangente a M.

Si'pz,.l,,pﬂ denotan los subespacios tangentes a M por pi,..ph
entonces t(M)N2 = ¢ E(pi)p; € (pi) =11y
. . Kr(y)
c(pi) signo K,.(y) = K (v |
Demostracidn: En cada uno de los puntos bi,...,ph se verifica

que K # 0, eso es equivalente a afirmar que t/Vi(=uhentorno de
p;les 1-1. Luego para calcular la interseccién basta elegir una
orientacion de 2 y recorddr que Wy e @ fija la origntacibn de

My que‘xp # 0 dice que P;sZ Yy t(M) son transversales ( es decir

los planos tangentes a Z y a t(M) se cortan sélo en el 1)

i=sl1...n
Ahora consideraremos em el punte p. la matriz|| w, . ' -y
punt Pi ” 13“ s=n+l...N
caleculade respecto de una base e ,...e_,e _-.,e. ,e ve..8_ . don-
P = 1 r’ r+1* n® n+1 n+N
de e .f,ér es una base de vy y”e£+iflo;é es una base del com-

1 nt+N

plemento crtogonal a y y e, e una base del espacio tangente a
M en p._.
Py
Ripidamente se ve que esa matriz restringida a Z tiene sus r
primeras filas nulas, mientras que restringida a la imagen t en
p, las primeras r filas son rN = n-formas linealmente independien-

tes pues K. # 0 en p. Por lo tanto para calcular el signo de la

interseccidn de Z t (M) en p; consideramos las formas:

.‘ B { A PR A A.rs ee-A -
“1 (ul,n+1 vee) (m2,n+1 ) wrn+N)
- A DA(e A
¥ (wr+1,n+1 o) (wr+2,n+1 SRR A‘”n,n-l-N)
w5 fija 1la orientacién de Z y recordando que mi'='Kr(Y)w1A...Awn

-

resulta que wy

difiere de la orientacién de y en Kr(y), por
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¢ “ 2 = ) A Ay~ ‘51 rre: -
lo tanto wlAw2 Kr(w1 ...wn) W, luego el signo que le correspon
de a p; depende del signo de K_ (mds afin, es igual).

~

Q-E-D.

COROLARIO:’
1 K dv = K I (t(M) 2)
r r
J
volumen Gr,n+N-r GP(M)

Demostracidn: Nos interesa tratar sélo el caso en quévfGé(M) >

cubre todo G Podemos cubrir (salvo medida nu-

G L e
r,n+N-r r,ntN-r

la) G mediante subconjuntos A, tales que v—i(Ai) tiene

r,n+N-p

un nimero finito de componentes sobre cada una de las cuales el

signo de Kr permanece constante. Entonces la integral de Kr so-

bre las componentes resultard igual a K v (A3); por lo tanto
r VLo

[x_|

r

la integral extendida a todo GP(M) serd igual a:

r

i,3 lKrl

) K . u (Ag) = K I(t(M) Z) volumen Gg,n+N—r

Notamos que hemos supuesto que v es suryectiva durante la de-
mostracidn del corolario. Sin embargo el mismo resultado vale

en general sustituyendo en el enunciado volumen G por

r,n+N-r

volumen de la imagen de v
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9) Indice de un punto enritico

. . , . o . . ‘m DTN
Sea como siempre M una subvariedad inmergida en R tal que

verifique u = rN . Tomamos v € y sea L = vy

G
r,nt+N-r

Sea p:M » L la proyeccion ortogonal.

LEMA:

dpx coincide con p]| Tx

Demostracidén: Por verificaciédn directa.

El grdfico de p resulta ser una subvariedad inmergida de

R 2(n+N)-r Esa inmersién viene dada por x + (%x,P(x)).

El espdcio tangente a (x,p(x)) por el lema anterior esté gene-

rado por e = (ei, pei). Podemos explicitar los vectores ei eli-
4L
giendo una base ortonormal de L, { Ugsenonl Ly }
n+N-r
®p T et %=1 ®i°%5  Vo(n+N)-r-j+1

Luego de elegir una base {ei,VS} 1 < i n+N, donde

<
N+n+1l < s £ 2(ntN)-r

€ ...,eh genera el plano tangente a M en x.

1 ?
Por otra parte sobre M tenemos definido un campo de vectores

P

4N-p Que se obtienen por proyeccidn ortogonal

tangentes ui;...,u
de Ui";';un+N—r sobre cada espacio tangente a M.

-

n+N-p d0D0-

Ahora analizaremcs el indice de los puntos ui,...,u

de tiene rango r.

T e eesu’ tienen rango r coinciden

= " . " . + <
LEMA : Les puntos donde ul, H+N-p

con aquellos donde rangec p = n-r

Demostracidn:Resulta como siempre de comparacidn directa.

£l proxime paso es la comparacidn entre el indice que es posi-

£



Z. , con el indice de interseccidn del ci-

ble asignar a u .1

1°" " "n+N-p
~12. 2 zou (M) en x (ver el nfimero anterior).

Recordamos que para definir el indice de un campo de vectores

- -

al,-.-5u’ . en un punto donde el rango de (ul,...,u ) =n-r

n+N-vp

. tk . s .
L :aergimos M en ® con K suficientemente grande y consideramos

nt+K

una base Bqste de R .

28y 4n

Ahora suponiendo que M estd inmergida en el subespacio de

n+K

R generado por los vectores <g1’°°"gK+n—[(n+N)-r]> , defini-
mos la aplicacidn ©O:M - G asi:
n,K
©(x) es el subespacio orientado generado por los vectores or-
n+N-r
denados e; = e, + §=1 <ei,uj) En+K-j+1 1 < i< n donde

{ei} es una base del espacio tangente a M en x.

La aplicacidn ©0(x) estd bien definida y, notando que
<e; ua) = (ei,p'uj) = (ei,uj) , donde p~“indica la

.2 n+N
proyeccidn ortogonal sobre el plano tangente a M en x en R )

tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA:

Si G(p) es el grifico de p en 1R2(n+N)_P

y tes la apli-
cacidn tangente a M, resulta que t“coincide con la aplicacidn ©

Analizamos los vectores ei que permiten definir ©0(x) en un

punto donde el sistema tenga rango n-r. Resultard que si elegi-

mos una base e a8 del espacio tangente de modo que e

1°°° 1...er

genere a Yy , la matriz de las filtimas n+N-r coordenadas serd de

la forma:

O.....00....0
rofilas 4 .0
0....0. ....0Q
£ 0 ® 0

n-r filas : matriz de rango n-r
0 00
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Pero decir que esa matriz es de esa forma es equivalente a

s«iirmar que el subespacio tangente al grafico de la proyeccidn en

2(n+N)—r-jff)

el punto x interseca al subespacio L de coordenadas Y
j~1,...,,ntN-r segun un subespacio de dimensidn r.
El conjunto de todos 1ios n-subespacios tales que intersecan a
segun unc de dimensidn n constituye un ciclo de Schubert que
tiene pecr simbolo ln+N~r,<po,n+N—r,n+2N-r,...,n+2N—r|
r-ésimo lugar
Nctamos que en el casc r=2,N=2,n=4, resultarda el ciclo de
Schubert gue tiene por simbolo IH,H,S,SI » que determina la clase

de Pontryaguin normal para fibrados de dimensidn 4 (se puede orien-

tar canonic4amente) .

PROPOSICION:
Para calcular el indice de un punto donde el sistema
u{,...,u;+N tenga rangc n-r basta calcular el indice de intersec-

cidn t°(M) con el ciclo de Schubert de todos los n-subespacios que
intersecan al de ecuacidn:

Y2(n+N)-r-j+1=o 3 :|=1,~o.,n+N—r\

segun uno de dimensidén r.




10) Comparacibén def Lndice dado pon Zy (M) en R "N

con el que de deteamina por medio de K, *

Para ello definimos la siguiente aplicacién:

a:ﬁ2n+N-+.R 2(n+N)-r x + (x,p(x)) donde p es la proyec-

. s ntN .
cién ortcgonal de IR sobre el subespacio generado por Uyseons

..U .
>“n+N-r

La aplicacidn o es inyectiva y por lo tanto induce una aplica

cién a:G > G . Asi si e,,...,e_ es una base de un
n,N n,n+2N-r 1’ ’“n

subespacio’ entonces una base de «a(s) vendrd dada por :

n+N-r
e; = e, + 32_:1 ei,uj V2(n+N)-r-j+1
Si 2 es el ciclo de Gn N formado por todos los subespacios que
2
contienen y , a(2) ciclo determinado por L (ver méds arriba) i-

gual & H.
Para conocer el indice de interseccidn de H con © (t(M)) bas-
ta conocer el de Z con t(M). Recordando que ese nfimero venia de-

terminado por la curvatura Kr’ obtenemos el resultado siguiente:

TEOREMA: _ .

Siu s U es el conjunto de vectores ortogonal a

12" *“n+N-p

Y y ul,...,u;+N_P es el campo de vectores que obtenemos proyec-

tdndolcs sobre M, el indice de interseccidn en un punto x de M

(v)

viene dado por la curvatura de K

ke

TEOREMA: Sabemos que 2 f-t(M) estdn en posicidn general si KP# 0

en los puntos de interseccidn, por lo tanto a(Z) y H estardn en
posicidn general si Kr £ 0.
Esto ultimo da un criterio para determinar cuando una aplica-

cién es genérica.
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11) Caso de una hipersupenficie en B2”+’, es decin

En este caso G (M) = G (M) y G e por lo tanto la apli-
r n n,1

cacién v, Gn(M) > s se puede interpretar como definida en M.

El elemento de volumen de Gn 1 resulta ser:
]

( )

A. ...
“1,n+1 Amn,n+1

Por lo tanto (1).

Luego de determinar en M un W“repere" €4s:-+58 € ., que per-

mite calcular v¥*(uw, ).
i,n+1
) * Aooo = A

Deducimos de (1) que v (wl,n+1 Awn,n+1) detIAn+1ij| w,

AwQA...Amn,miAwQ...Awn = elemento de volumen de M. Equivalente-
% A =
nente podemos poner v (wl,n+1 ""Awn,n+i) PR AnwiAMQ..Awn
dondell,...,ln son los autovalores de la matriz simétrica
IIAn+1..Il
1]

Evidentemente el signo de la curvatura Kn queda completamen-
te determinado si se conoce el nlimero de autovalores negativos

de [la_,q 5 sl

Fara analizar la curvatura de Kn desde el punto de vista to-

poldgico, recordamcs que dada una funcidn diferenciable f sobre

M, con puntos criticos en los que f es " no-degenerada" y Pqoc--
-»P, son esos puntos f(pi) = f(pj), i#j resulta que
r
x(M) = Z e £(p;)-
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+

Donde pusimos € f(p.) = I 1 sepfin que el fndice de f en p: sea
P P; gin q P;

par o impar.
Ahora aclaramos que se entiende por indice de una funcidn en

un punto critico no degenerado.

DEFINICION 1: Dada una funcion f:M > IR, se denomina hessiano de

f en un punto critico p de f a la forma bilineal Hf( , ) definida
sobre T _asi: Hf(X,6 ,X,) = Q‘(flf) = %, (X,f) ; donde X. es cual-
p ) 1°72 1°72%7p 2717 p ° i

quier campo de vectores tal que en p ii/p = X

[T

Se lo suele indicar utilizando una notacidn més general como
2
d f/p.

DEFINICION 2: Un punto critico de f se dice no degenerado si la

forma d2f en ese punto es no-degenerada, en ese caso d2f tiene a-
signado un indice bien determinado que resulta ser -1 si el nfimero
de sutovalores negativos de f es impar y +1 en caso contrario.

Dados €,s++-5€_  cCampos de vectores ortonormales en cada punto
de un entorno de p en M,Hf en p se puede expreéar como ¢

2Hf = ) ei(ejf)wiwj

. 03

1.3

Aqui w,,...,0_ resulta ser como siempre los duales de e,...e_.
1 n - n

1
Si V es un vector unitario sobre M, entonces podemos definir

la siguiente funcidn diferenciable: f(x) = <x,V> , se verifica

facilmente que su diferencial en un punto resulta ser la proyec-

ci1én ortogonal de TP sobre la recta determinada por V que pasa por

el origen. Por lo tanto los puntos criticos de f resultan ser a-

quellos puntos Pys++ 9Py donde V resulta normal al plano tangente

. n . N
Salvo un subconjunto de S de medida nula, toda f definida asi
tiene puntos criticos no degenerados, al menos su hessiano es no

degenerado. Eso resulta como siempre del teorema de Sard, si
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probamos que la afirmacién Kn(p) = 0 es equivalente a que
f(x) = < v,x > tiene un punto critico degenerado en p. Para

eso demostraremos el siguiente:

n+1

TEOREMA: Sea Py € M CR una subvariedad inmergida y Yo

el vector normal a M en P, » entonces la funcidn f(x)= < x ,V 0>
tiene un punto critico en Py ¥ su Hessiano en Py coincide con 1la

2°forma de M en Po-

Demostracidn: La primera afirmacidén resulta de lo que vimos mé&s

arriba. Para demostrar la 2°afirmacién elegimos un "repere" en

0
de modo que e0 =V

un entorno de Pg ©qs treccers € 5 € n+1

n n+1

0
Sea I la proyeccidn ortogonal sobre la rectaAv. Siy (t) es una

curva que pasa por p, es decir y-(0) Py ¥ la direccién resulta

ser eh en po entonces:

n
.dei (v () )1 = jglwij(eh) ej + Wos1,i (eh) e 41
d t t=0
. . . +1
Por la "Ecuacidon de Estructura" de la variedad M en ﬂp . Pero
tendremos
d Te, ( vy(t) ) = u (e.) = A -
i i n+il h nt+l 1 B
d t
Por otra parte si consideramos < v , x > = f(x). ei(f) = I (eix
| R

y comparando con 2Hf = I e.e., (f) w, w, , vemos que e.e.(f)3 A, 4
i 173 i 77 i73 1j
For 1o tanto queda demostrado el teorema.

Q-E-D.

Como corolario resulta que el indice de la funcidn f(x)= X
en un punto determina, el signo de la curvatura Kn. Por otra parte
por los resultados qQue vimos antes, el signo de Kn dependia sélo

de la interseccidn del ciclo de espacios tangentes a M con el que
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determina

El comportamiento de K, estd regulado por el del Hessiano de q ,
utilizando un argumento anterior se demuestra qué fKn d VvV =

% (M) volumen de 8" Z (M) = caracteristico de Euler
Poincaré de M.

Conviene cbservar lo siguiente; si f(x) = {x, vd> Yy €4:00.€

es un repere en un entorno de Pps resultaria que la proyeccién

ortogonal de v sobre cada plano tangente se puede expresar asi:

0

ﬂp (vo) = age, t.o...t e donde <(ei,v0;> = o,

Luego Hp (vo) por dualidad determina una forma a,w, +....+ @ W

que resulta ser el diferencial de f(x),por lo tanto HP (vo) es

el gradiente de q , que indicaremos por Vf.

La diferencial covariante de VYf resulta ser un elemento de
r(T(M) @ T*# (M) ) TIHom ( TM, TM)

Ncs interesa analizar D(Vf) en un punto critico de £ &1 gradien

te de £ viene dado por f= a,e t.....ta_e_, por lo tanto,

n

n
D(Vf) = z (da. + z o, W L) e.
j=1 J h=

n
En un punto critico p resulta que D(Vf) = z da.e. , pues

= 0. Pensando D(Vf) en p_ como elemento de T(M) ® T®(M)

n
actia asi D(Vvf)(x) = !2 daj(x)ej. Esta expresifn se puede obte-

j=1
ner a partir del Hessiano de f en P, Hf(x, ) es un elemento de
T*

pO

La importancia de estas relaciones se visualiza cuando se quie-
ren generalizar los procedimientos de anédlisis de singularidades

de funciones a las singularidades de secciones.



12) Relacion entre Los gradientes de cientas proyecciones

con La curvatuna K de una subvarniedad M deiRn+N, n = aN

El objeto de esta seccidn es determinar el signo de la curva-

tura K_ en punto de Gr(M) a partir del comportamiento de ciertas

funciones diferenciables que se definen sobre M.

Consideremos un punto P, de M y e;+1,...,e;+N una base del

subespacio y normal a M en Py

Sea ahora 1II:M - y la proyeccidn ortogonal, claramente resul

ta ser un punto critico y Ker d' = Tp.
v r ° .o ° i N i =
Los vectores el ., €2 N definen funciones fs(x)
= <x,eg > , s=n+l,...,n+N |, que componen I El Hessiano

de cada una de estas funciones se calcula utilizando las ecuacio
nes de estructura de M,
Consideremos una curva que pase por P, ¥ cuya direccidn en

P, sea ej » por el argumento del nimeroc anterior, tenemos que:

ns de; (v(1)) = Al » donde NI es la proyeccidn
at t=0 ]
ortogonal sobre 2 = f ; por lo tanto Hf_ = z A ..0,0, , €8
s s s sij i3

decir el Hessiano de la funcidn fs coincide con la segunda for-

ma correspondiente.
Recordemos que la curvatura Kr’ en la direccién del subespa-

cio tangente eiAegA...Ae;, se obtiene a partir de Awis =
= Aw A. ... A i i 6gico.
Krw1 w, W i,s en orden lexicoldgico

Utilizando para calcular w;, un repere tal que en Po> los



r-primeros vectores coinciden con eg,...,e; y cada w,  Se reem-

plaza por w, =

n
2 A | .w, Sabemos entonces que K_ = ¢
is 521 sij j r

nN

Hs(ei) ; aqui Hs(ei) , con s,i en orden lexicolégico , indica
el valor del hessiano de x HS en ei.
Asi obtenemos el teorema:

TEOREMA 1:
Si INI:M » y es la proyeccidn ortogonal de M sobre un

subespacio generado por e? e? vo.se9° f = < x,e >
P g P n+1’ n+29 b n+N y s 2 s k]
s=1,...,n , entonces fS tendrd un punto critico en cada P, € M

dondeeS es normal, y en ese punto el Hessiano de fs’ HS se re-

laciona con la curvatura asi:

13) Caso 2=1,N=n, es decinr cuando M estd sumenrgida en

un espacio de dimensibn 2n

uando M es una subvariedad inmergida de un espacio de dimen-
sién 2n, dimM = n, podemos considerar el fibrado de los vectores

tangentess unitarios G,(M); como dimensidn de Gi(M) es igual a

2n-1, tenemos una aplicacidn de v:Gi(M) » s27°1 Esta aplica-

cidn como siempre consiste en pensar un vector de Gi(M) como un

-1

vector de 82n .
En SQn-1 tenemos la siguiente forma que nos describe su volu-
mer: w5 AL A w,,, donde w., , s=2...2n se definen a partir de
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la matriz de formas ”wij” de sS0(n), como vimos en general para

r,n-r’
Como siempre, por el teorema de Sard, resulta que salvo un c
. . 2n-1 -1 .

conjunto de medida nula de S , o (v), consiste de un nGmero

finito de puntos Pyser+sPp » en los que es posible encontrar un
entorno V. tal que v/Vi sea 1-1,

Ahora tratamos de dar un sentido geométrico al signo de v en
cada uno de los puntos. Para eso en primer témino es necesario

i % [ . =
determinar v¥(w, , A, A w,,,) €0 un punto Py E G1(M), Py (xo,Vo)

Xy € My Vo = vector unitario tangente a M en Vo.

Elegimos un repere definido en un entorno de x en €850

o v . i “oe -
de modo que en x se tenga el o Mediante e, e, Se calcu

lan las formas wij » 1 £ jJ <n, y Wyg o n+l < s < 2n,

Reemplazando en w,, A, A wy, ~llegamos a que:

vt (w AL LA W, ) = det”An A...AwinA &1 A...A W

12 2n tilj” Y12

Para estudiar el signo de det||A introducimos el si-

ntilj“

guiente ciclo W en Gn L > Que consiste de todos los n-subespaci-
9

2n - .
os de R que estén contenidos en el complemento ortogonal a V0
Como trabajamos con la aplicacion normal a M, ordenamos los

-
r : * L ) L] L ] .
vectores del repere asi en+1, ,e2n,e1, ,en s Por lo tanto

la matriz de formas que determinan el volumen y la orientacidn

de G resulta ser:
n,n






wn+1 1 n+l1 2

Por lo tanto para calcular el nfimero de interseccidn, entre el
ciclo de n-subespacios normales a M y el determinado por VO’
procedemos como siempre.,

Sintetizando estos dos resultados obtenemos el siguiente teorema

TEOREMA 1:

La curvatura K1 de una subvariedad M de th verifica

las dos siguientes propiedades:
1) K, dV = (suma de los indices de los puntos criticos
Gl(M) 1
de un vector normal a M) x volumen de la

esfera de dimensién 2n-1,

14) Puntos criticos de funciones difernenciables y curvatura

de una subvariedad M de ® °*1®

Los resultados que obtenemos sobre la integral de curvaturas

resultan siempre de situaciones de este tipo Il : ¥ - B, donde
2 resulta ser un espacio asociado a M y a alguna grassmaniana.
El espacio % se trata de algn fibrado asociado a T(M) o bien

a v(iM) fibrado normal
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La aplicacién I , resulta ser suryectiva y salvo un conjunto de
medida nula H-l(Y) es una subvariedad de X. La imagen inversa
H-i(Y) se puede identificar a algfin ciclo critico, de la restric
cién a g de una funcidén lineal, por ejemplo una proyeccidn
ortogonal, etc. (En realidad lo que se identifica a un ciclo
critico resulta ser su proyeccidn sobre M ).

Como ejemplos podemos considerar el caso ¥ = Gr (M) y

Y -1
Foaeoow .
Gr,n+ N-pr °’ f (y) , donde y resulta ser algln subespacio

B =

de dimensidn r-orientado, consiste de los puntos criticos de la

proyeccidn ortogonal sobrey ,p:N—>y donde rango de p = n-r

(Por supuesto suponemos Nr = n )

Nos queda aiin el caso, en que rN};n » €s decir cuando tratamos

con variedades de dimensidn comparativamente alta respecto de

n + N . En el caso Gltimo H_i(y) resulta ser una unidén de subva

riedades de M . Sobre éstas subvariedades a su vez podemos

considerar la restriccidn de la proyeccidn ortogonal y estudiar

los divérsos puntos criticos que por supuesto dependeran de las

derivadas segundas de la inmersidn.

Lo interesante consiste en describir mediante curvaturas, que de

penden localmente de la inmersidn, esos ciclos criticos. Para

conseguir el resultado notamos que en X , tenemos definida una

medida, que suele ser el producto de dia medida de M por la de

la fibra.

Denotemos por dV el elemento de volumen en ® , por dV' el de

By dV'' el elemento de volumen en x de la subvariedad

n—l(n(x) ) . Entonces en X tenemos una igualdad de este tipo
|K|dv = (0 % (dVv')A dV" ).

~Para los casos que nos interesan la funcidén K resultard bien

definida salvo un conjunto de medida nula. E1 K que aparece
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resulta ser una "curvatura'" que mide en cuanto difiere la medi-
da de X dV, de la medida producto de B por la "fibra" de I

Si consideramos una forma diferencial definida en M tal que
su grado sea igual a la dimensidén de la imagen inversa de un

punto peor es posible considerar la integral a lo largo de

H—l(y),;x € B.

Tomando esa forma diferencial convenientemente obtendremos
informacidén sobre los puntos criticos excepcionales de la apli-
cacidén diferencial. Por ejemplo si tomamos una forma ¢ tal que
su integral extendida a la subvariedad critica describa los pun-

tos excepcionales de codimensidn mdxima, la integral de:

1

I n“%(¢) An*(dv°) = promedio de los indi-
volumen B Gr(M)

ces de los ciclos criticos excepcionales de las proyecciones;
I“: X + M es la proyeccidn de X sobre M.

Por otra parte "% (¢) A II*(dV‘)|x = |K|Jn¢(ﬂx)dv y aquil K es

el que verifica K dV = M®*(av~) A 4v-~; Jg es el Jacobiano de
H‘Iﬂ—i(ﬂ(x)) en x, calculado respecto del elemento de volumen
1™l (ncx)) y el de H‘(H_l(ﬂ(x))), mientras que ¢(M(x)) se identi
fica al valor de la forma en x(pues se trata de una forma de gra

Yaso oy .

do midximo sobre NCN~

Antes de desarrollar en detalle esta cuestidn, veamos otros

ejemplos. Cuando v:Gr(M) > Gr,n+N—r y n=rN en general ( salvo
. . -1

conjuntoc de medida nula) v “(y), vy € Gr,n+N—r consta de un

nimero finito de puntod Pys-+-sPy- Esta propiedad se sigue ve-

e . . -1
rificando en un abierto U que contiene a Yy, v "(U) consta de un

nimero finito de componentes U, u,..v Uy = v—i(U) ; (tomando U pe

quefio se puede conseguir que Uin Uj # 0 y que v/Ui sea 1-1).



Esto resulta por ejemplo debido a la estabilidad de los ciclos
criticos de aplicaciones diferenciales, genéricas, aunque en este
caso basta un argumento méds elemental.

Lo que expresa el signo de la curvatura K en P;s €8 el sentido
en que v(Ui), cubre a U. El hecho importante es que esos sig-
nos ; 1,...,h sumados dan una invariante de M que depende
de la inmersidn, a veces sdlo de M.

Entonces podemos interpretar ahora nuestro resultado anterior
asi:

sea v:GP(M) + G la imagen inversa de un punto Y,

r,n+N-p °

v—i(Y), y# punto critico consiste de un ntmero finito de pun-

tos, consideramos la proyeccidn de esos puntos sobre M y en esa

subvariedad (discreta) definimos la forma €E.:P: .

it1

e~

i=1

Entonces el teorema aparece finalmente asi:

J GP(M)Ikl({ €,p;) dav = JGP(M) K dV = (vol.Gr’MN_r)(Z e;)
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CAPITULO III

15) Refacdiones enitrne puntos criticos excepecdlonales de

aplicaciones diferenciables y La curvatura de una variedad

Antes de seguir adelante debemos aclarar que es 1lo qQue se en-
tiende por puntos criticos excepcionales de una aplicacidn dife-
renciable.

Sea M una variedad de dimensidén n y f:M - R, una aplicacidn

diferenciable; consideremos el ciclo Sr de puntos criticos x de

M donde p-rango f/x = r estrictamente. Este ciclo sabemos que

se puede describir a traves de la aplicacidn tangente al grafico
- L +

de M. Supongamos que M estd sumergida en R" N, por lo tanto

n+N+p

G(f) estard sumergido en IR

Sea la aplicacién tangente a G(f) t:G(f) -~ G . Por lo

n,N+p
que vimos en el primer capitulo resulta que Sr es la imagen in-
versa a traves de t, del ciclo de Schubert, que tiene por sim-
bolo:

IN+p-r,....,Ntp-r ,N+p,.....,N+p|
n-p+r p-r

formado de todos los subespacios de dimensidén n que intersecan
uno de dimensidn n+N segln un subespacio de dimensién n-p+r es-
trictamente.

S1 esta aplicacidén diferenciable t, verificara la propiedad
de ser transversal a ese ciclo, la imagen inversa determinaria

un ciclo en M.



Suponemos gu~ x no es punto critico de t, y que t(x) no es
punto singular del ciclo de Schubert.

Cuando se verifican las hipdtesis anteriores resulta que, la
imagen inversa por t, del ciclo es una subvariedad de G(f) sin
cingularidades.

Como veremos luego, esta condicidn de transversalidad se puede
expresar muy facilmente para el caso de restriccidn de aplicacio-
es lineales a M. Por supuesto si suponemos que M estd inmergida
en Bin+N y ny N verifican ciertas condiciones, nos interesa co-
nocer "en general'", si la aplicacidn f restringida a Sr tiene
rango médximo. Como la dimensidn de Sr es n-r(n-p+r), y ese nfi-
mero es inferior a n-p, para 1, resulta que f no tiene pun-
tus criticos en general '"restringida" a Sr'

Pues la proyeccidén ortogonal de cada plano tangente a Sr so-
bre el subespacio de las y®, tiene en general dimensidn p-r.

NCTA: en Bin+N+p

utilizamos las coordenadas (xi,yi) con

1 £1 ntN y 1

A

j

A

P.

Para estudiér los puntos de Sr’ donde f/Sr, tiene rango menor
a la dimensidn de Sr = m, debemos considerar el fibrado H -+ Sr’
donde la fibra sobre cada x € SP consiste de todos los m-subespa
cios tangentes a M.

Notamos que H tambien se puede interpretar como el fibrado de

la imagen inversa del H + G cuya fibra sobre y € G consis-

n,N n,N

te de todos los subespacios de dimensidn m de y (no suponemos

jue sean orientados). En H, podemos construir ciclos 2, del si-

zulente modo: sobre cada fibrado, se puede considerar el conjun-
- . p-r

to F2 de m-subespacios, que se proyectan sobre el R subespa-

zio interseccidn del subespacio tangente de dimensidn n y de




RP con dimensidn menor que la de Sr' Si consideramos el conjun
to de todos esos subespacios resulta que determinan un ciclo Z
en H invariante por la accidn del grupo estructural de H.
Conviene observar que segfin la condicidn que se imponga res-
v - P_r .
pecto de la proyeccion de IR » obtenemos una gama de ciclos que

permitirdn definir los puntos criticos excepcionales.

DEFINICION 1:

Consideremos la imagen de la seccidn que determinan
los subespacios de dimensidén m tangentes a Sr’ en el fibrado
H > Sr (recordemos que estamos suponiendo que Sr es una subvarie
dad).

Entonces los puntos criticos excepcionales serdn aquellos den-
de la seccidn sobre Sr corte a alguno de los ciclos que defini-
mos .

NOTA: En rigor los puntos criticos excepcionales son la proyec-
cién de los que considera la definicidémn. Ademds es claro que se-
gln se elija Z se obtendrd toda la posible gama de puntos criti-

cos de f/S .
r

En el caso de una funcidn lineal f/M, cuando M C Bln+N, como
ya observamos varias veces, resulta ser el mds simple (y el caso
general se puede reducir a este), pues veremos que las condicio-
nes de genericidad se pueden expresar mediante las ecuaciones de
estructura de M.

Sea y un subespacio de dimensién n ¥ r de r "N y p:M ~» vy la
proyeccidén ortogonal sobre el complemento ortogonal a y .

Entonces se comprende que los puntos de M donde esta aplica-
cidn tiene rango n-r resultan ser aquellos en los que es tangen
te a M. Como dimensidén de y = n+N-r y rango p = n-r, en un pun-

to donde Y es tangente a M, resulta que el ciclo critico que



determinamos coincide con SN (N+n-r-(n-r) = N).
S1 denominamos ZY el ciclo de Schubert de Gn N ? de todos. los
?

n-subespacios que contienen al subespacio y y T:M > Gn N @ la a-
H

plicacidén tangente a M, podemos obtener una descripcidn diferen-

te de S,. Evidentemente se tiene que t_i(Zy) = S

N N

Por otra parte podemos considerar el gr&fico de p:Iln+N EP+N-P

ng(n+N)-r

y tenemos una inmersién de M en el subespacio G(p) de
{ igual a G(p)l).
Por abuso de lenguaje, denominaremos G(p) al grafico de la res-

IIzZ(n+N)—r

triccidn de p a M. En podemos lograr una caracteriza-
cién diferente de los puntos criticos de p, siguiendo el proceso
usual de estudiar los planos tangentes a G(p).

Sea t~:6(p) > G ,» la aplicacidn tangente de G(p).

n,2(n+tN)-r

En G podemos considerar el ciclo de Schubert de to-

n,2(n+N)-r
dos los n-subespacios que intersecan el subespacio Y% Y eN-pS
"0 segilin un subespacio de dimensidn 2 r.

El simbolo de Schubert que le corresponde resulta ser:

Z'Y = |ntN-r,....... ,N+N-r, n+2N-r,....... ,N+2N-r
r veces n-r veces

A nosotros nos interesan de entre estos ciclos aquellos que re-
sultan orientables. Es decir, los que determinen un ciclo de ho-
mologia entera. Como siempre determinamos a y B (ver capitulo I)
a, = 1 ; B1 = N.
Para que este ciclo sea orientable se debe tener a, t Bl = 90
es decir que r y N sean de la misma paridad, y para que sean sin
torsién, que ademds sean pares.

Cuando Z'Y es un ciclo orientable resulta que ZY , tambien 1lo

es, pues si denotamos por i la aplicacidn i:M > G(p) tenemos la



férmula iot_i (ZY ) = t—l(Z'Y ), vy ademis si queremos interpre

tar esto mismo utilizando dualidad, los ciclos que determinan

ZY y Z'Y sobre M son los mismos, es decir si denotamos #ZY y

#Z'Y los duales tenemos la férmula, i%* (#Z'Y ) = #ZY .

Luego para cada YeG_ 0 +N-r, tendremos un ciclo bien determina
-9

do ZY ,(En realidad un represententante de una clase de homolo
gia).

Sabemos que ZY es orientable pero no le hemos asignado afin nin
guna orientacidén. Para ello, denotemos por t'Y la aplicacidn
tangente a G(pY), P, ‘M *Yl la proyeccidn ortogonal de M soﬁre Y
Como Z'Y no depende de y, podemos asignarle una orientacibén bien

determinada y arbitraria., Como también a M la suponemos orienta

=1 ! . .
da, 1 ot.Y(Z'Y ) para cada vy , es un ciclo orientado, repre

sentante de una misma clase de homologia. Pero

- ' —
i 1 + (Z'Y) =t 1(ZY)’ luego llegamos asi a determinar una

orientacidén uniforme para cada ZY

Denotemos por v:GP(M) - &r’n+N_r la aplicacidén- que a cada

subespacioy , tangente a M orientado, dim y = r , le asigna el

. %
mismo subespacio como elemento de G
r,m+tN-r

Esta aplicacibénv es en general suryectiva, pero en algunos casos

r‘i . +
no alcanza a cubrir todo G (quasi suryectivas en el

r,ntN-r

sentido de Calabi).

Por otro lado, debido al teorema de Sard, resulta que sblo exis
A%

te en G a lc sumo un conjunto de medida nula de valores
r,nt+N-r

criticos de wv.

y

. . ~
La imagen por v de M, es un subconjunto cerrado de G
r,n+N-pr

. o, . . o, —1
si y no es un valor critico de v, es decir si v “(y) carece de

. s —1 3
puntos criticos, se tiene que v "(y) es una subvariedad de M, o

una unidén de subvariedades.



Sea ahora el siguiente diagrama:

v
G (M) > r,n+N-r
T
Il .
I = la proyeccidn que a cada
subespacio tangente a M de dimen
M
sidn r le asigna el punto de
tangencia.
TEOREMA: ., v R -1 - -1
—————"Si y ¢ Gr,n+N—r , entonces o bien v "(y) # ¢ 8 I v “(y)

es una subvariedad de M & una unidén de subvariedades que no se
intersecan,

Demostracidn: Si y no es un valor critico de y , entonces resulta

-

que o bien v_l(Y) = ¢ & v_l(y) es una subvariedad de Gr(H)’

(o una unién de subvariedades).

Todo se reduce a probar ahora que o v-l(Y) es una unién de subva

riedades de M, cuando v-1(y) Z ¢
Sea (y, x) un elemento de Gr(M) tal que v(y,x) = y , determinemos

cessey €_,€ cese e de M en un entorno del pun

un repere e
P 1° n® n+1? n+N

0 0
to x, tal que € s:e+c.> € genere €N X, Y € gscecer s€ LN

generan los planos normales a M.

_ . ) 0 0
Sean las formas de Gr,n+N—r con referencia a €19 cree €N
definidas como "wis“ 1 <i <r, r+l1< s <N+n
Por otra parte, v*(wih) S wg, 121 o<r y r+i< h <n, mientras
n
que v*(w., ) =L A ,. w, , 1 i< r y n+l< s< n+N.
is® 52, si3 73 = - "=

Como y no es un valor critico resultard que, las formas v*(wis)

y v¥(w_, ) izl...r, s = nt+l,....,ntN,h = r+1,....,n son lineal

ih

mente independientes, en particular las formas v*(mis) serén

independientes.

n
Por lo tanto, las r x N,l1-formas v*(wis) = I A w



ntl < s < ntN , 1 < i < r verifican la condicién:

A v*wis # 0 en orden lexicogrédfico.

i,s

Sea en Gn y et ciclo de Schubert ZY de todos los n-subespacios
?

qQue contienen a y

Sea Tx el subespacio tangente a M en X, orientado segfin la
orientacidén de M. Este estda generado por eg, ....,eg spor defi
nicidn del "repere'.

Si denotamos por U el conjunto abierto de En,N de todos los sub

espacios que se proyectan sobre TY preservando la orientaciébn y

la dimensidén, se puede introducir un sistema de coordenadas en

u Nz
! 0]
Sea e, .» &, €' 4 ,...,e' ‘una base del subeSpacio’¢eanU
0 . .
tal que p(e'r+1) e g e p(e'n) = e > donde ¢ indica 1la

proyeccibén ortogonal de ¢ sobre Tx s D¢ > Tx

0 n+N
3 3 3 ! = + .
Entonces es posible escribir e r+l e +1 L £r+1éc%s
s=n+1l
. n+N
é'n =e, tE tn 5c8s
's=n+1 '
donde la matriz "gis" i=1+r,..., n estd bien definida y
s=n+l,..., N+n
o > "gisﬂ , en UNZ constituye un sistema de coordenadas.

En Tx € ZN U las formas "wis" son las duales de las derivaciones

0 , por definicidn,.

0f1is

Como las formas v*(w, ) 1 < i < , ntl < s < ntN son independien
tes, se deduce que la imagen inversa de 2N U , por T resulta ser

una subvariedad de M.

Q-E-D

Durante la demostracién hemos utilizado la siguiente proposiciébn:

PROPOSICION 1:g; ¢.y o B , €s una aplicacibén de una variedad M

en H@+m , de modo que f*(d xl)iy... f*(dxh)ld sean linealmente



independientes, resulta que f_l(x1= 0 ....xh=0 ) es una subva

riedad.

Demostracidn:
Es una simple aplicacidn del teorema de las funcio-

nres implicitas.

16) Sobre La descrnipeibn de La subvariedad V"(Y),

1]
ne

;€ 'P,n+N_r cuando vy # valor erltico:

Sea (y,p ) un punto de G (M), en el que v tiene rango méximo.
Veremos que en un entorno de (Y , p ) , V1Y) es una subvarie-
dad integral de un sistema de formas.

Para ello elegimos un "repere" €45 ++c » € en un entorno U de p

tal que e e generey en cada uno de los puntos p'e U

-1’ e v

donde y es tangente a M,
Fidcilmente deducimos que el plano tangente a\)-l@ ) en (y,p"),
p' eU, estd constituido por el nficleo de las formas,

v*(wij)=01 iir,r+1ijin,v*(wis)=0 1<ic<r,

ntl < s < n+N

Mas exactamente, si consideramos en Gr(M) , las formas w.

ijy y

w SR definidas utilizando el repere €45 sess © la

1° n

subvariedad v_i(Y) N en I 1(U) , donde.H:Gr(M) -~ M es la in-

tegral que pasa por (y,p ) del sistema:

wij cC , v b) ASij wj = 0 i=1, ..., r

L - -1
~0mo vﬁ\wij) =w,. en & (M) , resultard que v "(y) es una

suPpvariedad, tal que su plano tangente, es horizontal.



Por "horizontal" entendemos que su plano tangente esté conteni-
do en el subespacio del tangente en (y,p), a Gr(M) que se pue-
de definir mediante la conexifn de M.

Aclaremos més este concepto. Sea P(M) el fibrado principal

asociado al fibrado tangente de M, En P(M), dada una curva en

0 0

M, ¢(t) , -e<t<e y ¢(0)=p , y una base ©1°° %0 en ¢(0) , es

posible determinar una Qnica seccidn e1(¢(t)),...en(¢(t)), sobre

¢e(t) , tal que eO .,eg genere una base tangente en p.

K

Entonces definimos como subespacio horizontal en (p,Yy) , al
generado por todos los vectores tangentes a las curvas que pa-

san por ¢(0) y se obtiene asi.

Andlogamente en Gr(M)’ tomamos una base de Y en p, eg,...,eg

la completamos a una base eo eo e0 eO
y 1 P EEREE L ML MR N

Si ¢(t) , -e<t<e ,es una curva que pasa por p , tenemos que en

P(M) es posible definir la seccibn e1(¢(t))...en(¢(t)) a partir

0 0
’e

del valor inicial PR LN

A ésta le podemos asociar otra S sobre ¢(t) en valores en Gr(M)’

as! determinada , el valor de S en ¢(t) resulta ser "el subespa-
; , 1 tyrr - '

cio generado por el(t )r°°"er(t ) y(t').

Esta es una buena definicibn puesto que los vectores

el(y(t)),...,en(y(t)) dependen linealmente de las condiciones

0

iniciales el,...,en

Ademds, como el traslado paralelo preserva el producto de

RKiemann,tampoco depende del sistema e sque utilicemos

r+1?° 2 %p
para completar la base ei"°"er'
Por analogfa al c¢aso anterior definimos, el subespacio horizon-
tal de Gr(M) en (y,p) , como aquel generado por los vectores

tangentes de todds las curvas yv(t).

Ahora notamos, que la condicién necesaria y suficiente para que



un vector tangente a Gr(M) pertenezca al subespacio horizontal
en que verifique la propiedad de anular las formas

“ij=0 . r+le j<n ’ 1 < ii r
A partir de todo esto, resulta clara la afirmacifén que dice:
"v—l(y)rm—i(U) es una subvariedad horizontal", ya que entre las
fcrmas que anulan a su plano tangente figuran wig o
Notamos finalmente que todo lo dicho resulta v&lido afin cuando

y Sea un valor critico de ,, , pero suponiendo que el rango de

v en (p,v) sea mdximo.

17) Defindicibn de La curvatura K, en el caso n 2N :

Puesto que n 5 rN , cada vez que Y €G » NO sea un valor
‘ r,ntN-r

critico de Vv: G_(M)— B! s v—i(Y) resultaré una

subvariedad horizontal de Gr(M) , de dimensibén n-rN. Ademés

-1 . . .
como V (y ) consta de una unién de subvariedades orientadas

de Gr(M) , en cada punto ( y,p) ¢ v_l

() , es posible definir
-1
el subespacio tangente orientado a v (y).
Recordamos como era posible orientar cada v,1(Y) de modo unifor

me. Fijabamos una orientacidn del ciclo que denomin&bamos Z'

Y

de Gn,n+2N—r

(arbitraria), y mediante la de M podiamos asignarle
a ZY una orientacidén, que resultaba independiente de Y (sblo
relacionado con la clase de homologfa que determina).

Este proceso es solamente local, es decir utilizando este cri-
terio, podemos orientar también el plano tangente a v_i(y) en
(v,p) ,siempre que (y,p) no sea un punto critico de Vv .
Entonces en cada (y,ple V—l(y) tenemos definida una n-rN direc-

cidn, que indicamos por dV , que debido a la observacibn



anterior, es posible definir en cualquier (y,p) donde rango v

sea madximo.

Sea ahora av elemento de volumen de

dv = " " " "
r

[a¥)
<
]

w 18) Definicibn de La curvatura K para el caso en que n > rN

DEFINICION:

La curvatura Kr se obtiene a partir de la siguiente
relacidn en (y,p) ¢ Gr(M)

vE (dV ) A av = K 4dv Adv
Y ° r

o ntN-p si (y,p) # punto

,0-1

critico de v y 0 = K en (y,p) = punto critico de v
Supongamos ahora que tenemos una forma ¢ de grado n-rN, definida

. -1 . . .
en G . Si v "(y) es una unibn de subvariedades orien-

n-rN,(r+1)N
tadas de GP(M) , también 1o serd I( v-l(Y) ) ;m:6 (M)— M, enton
r

“ . s A . —1
ces mediante la aplicacidn tangente, t: NI(v ~(y) ) Gn—rN,(r+1)N
tomamos t®* (¢) = imagen inversa de¢
Supongamos también que ( t*¥(¢) dV = un nlimero independiente
-1
(v “(y) )

de H(v-l(y) ) , es decir dey . La integral la tomamos sobre cada
una de las componentes de H(v_l(y) ) , provista con la orientacidn
que le hemos fijado.

En cada punto p € H(v—i(y) , tenemos una funcidn f(p) bien definida
que obtenemos cuando referimos la forma t* (¢) al elemento de
volumen H(v—i(Y) ).

Podemos establecer la igualdad f(p)dVY = t*(¢),hemos indicado por

dV!y.elwelemento de volumen de E(v_l(y) ).



Ahora nos interesa probar la relacién ii*(f dV'Y) = (foh)dVY
por. 1 indicamos en realidad la restriccidn de Il a v-l(y).

Para ello es suficiente probar que el Jacobiano de II , referido
allilemento de volumen dVY y d'VY = elemento de volumen de
H(v_l(y) ) vale 1.

Pero eso es corolario de la relacibn I*(<, >)/ subespacio
horizontal = restriccidén del producto de Riemann que es posible
definir en GP(M) al subespacio horizontal.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA: N
Supongamos que Y € Gr,n+N—r » €s un valor no critico dev

entonces existe un entorno de y, U donde y' ¢ U = y' # valor

critico, y la integral

: £,M) K_dV A 4V = (vol U) x[ t% (4 )dV!
Jer(MS r v,n- vity
luego de elegir una orientacibn de M adecuada.

Demostracidn:

Sea (y,p) ¢ v_l(y) C GP(M) . En (y,p) podemos esco

er un sistema de coordenadas a definido en un abierto A
=4 »

p —>» 1 2 donde
I, = { (x1°""xr(n+N-r)) / Ixil <1, X, € R}
12 = | (x1 ..... xn—rN) / Ixil <1, X, € R}

y de modo que a sea restriccidn de un difeomorfismo -a entre
a
ACA' —-=>I' xI' con I', definidos mediante las
P P 1 2 1
desigualdades |xj| <1+ ¢
Mas aildn suponemos & elegida de modo que el siguiente diagrama,

se pueda completar mediante una aplicacidn a' que lo haga

conmutativo:



A, . I, 1,
v l Py (py(x,y)=x%)
al
p ;I1
con V( p) = Up' De tal manera que, @° verifique la condicidn

@“: pestriccidn de un sistema de coordenadas a~

Up > Ii que haga conmutativo el diagrama, si se reemplaza a
Por al
-1
Supongamos ahora que dV I v T (y) nAp = Vv®(a(x,y)dx)

x

con a(x,y) € C Q(Il I,), x = (v)(Y;p‘)’(¥;p,) c A

Por un azgumento de compacidad podemos cubrir v_i(Y), median-

te cubos (Ci,ai) con i = 1,...,h.que verifiquen las condiciones

° -

de mds arriba y &d-md8s tales que az = aj para todo i,j=1,...,h

Y las relaciones complementarias siguientes:
a) Cg N Cg = ¢ para todo i,j=1,...,h

b) v(Ci) = U, i=1,...,h

Esto es posible de lograr, por ejemplo, eligiendo un entorno tu-
bular de v_i(y) y seccionandolo en "rebanadas"
Consideremos ahora la integral:

J b(x) ¢i(x,y) ai(x,y) dx A dy , donde b(x)dx E"c:'t"*(d}l‘,rH-N-r')
C.
i

y 6,00,y) = 4o ot a (x,y) = oTTR(AVYT)  a® guly) = x

Podemos escribir sintéticamente la siguiente igualdad:

Jc b(x) ai(x,y) ¢i(x,Y) dx dy = J U Fi(X) dvr,n+N-r

i

donde Fi(x) = [ai(x,y) ¢i(x,y) dy



Tomemos ahora una particidn de U, en pequefios cuadrados dis-

juntos que cubran U salvo medida nula

{u » 1=1,...,m para que se verifique:

1
m .
| Z F;(x) w(u)) - Jc. F,(x) ax| < ¢ con i=1,...,h
1=1 i h

y x, ¢ U, . Por lo tanto:

h m
| } EF.(x)u(U)-I K_ ¢ av  av | < ¢
121 . 121 1 1 1 v_i(U) r ,N-r
h [ y -1
pero como: °§ Fi(xl) = Jyo1q ‘¢ dVY, y ] 7@ (xl) resultari
i=1 (vy*) 1
que w(U) I ¢ dv . difiere de la otra integral en menos
v-i(y‘) T

de €, como é&ste es arbitrario resultard que coinciden.
Q-E-D .
A partir de este lema podemos evaluar una forma ¢ , tal que su

integral sobre v-l(Y) , con vy # del valor critico, no dependa

del y que se elija,.

kTEOREMA:
! Si ¢ es ura n-»N' forma tal que su integral:
[

J -1 _¢4dv , no dependa del que se elija, entonces:

(v)

, f
Kr ¢dvV A dvr,n—r = u(im v ) J 1 ddv con y cual-
G, (M) v ()

quiera, tal que y # valor critico de v , luego de elegir una orien-

tacidn adecuada de M.

Demostracidn: Para ello cubrimos la imagenrn de v , por una familia

finita Ugsesenly de abiertos, para los cuales se verifique:



-1 . . PR
v (U) no eccntiene ningdn puntz critico

Ademis podemcs suponer, gracias al teorema de Sard, que
h

u(Im v - :Q,(Ui)) = 0, pues el conjunto de valores criticos de
4 L

v . .
tiene medida nulsa.

Por lo tanto la integral que ncs interesa calcular, se podra
= r;pz‘-esar COmO

h 1K¢dVAdV +
Uoovo (Uis T

S1 utilizamos el teorema anterior, nos basta calcular la 2°

integral, pues l2 primera expresa justamente el resultado busca-

do. Parxs evaluar la 2° integral, nos bastarid probar que el sub-
<1 h
conjunte v (Im v - iyl Ui ) donde Kr # 0, tiene medida nula.
h
Pero ccmo sabemos que Kr = 0 81 x e Imv - iE__Ji(Ui) y x=punto

¢critico, serd suficiente probar que, para cada x # punto critico
h

-1, . .
£ " (Im v - igl Ui)’ existe un abierto U entorno de x tal que

_1 h
u (U N v " (im v - L__J Ui))'-'O.

Pero si U es suficientemente pequefio, se podrd expresar como

n-rN r(n+N-r)

un 2bierto rectangular de R x IR (ver la demostra-

cién del teorema anterior).

. ez ‘2 r(n+N-r)
Ademds v coincidirid con la proyeccidén II sobre R , €n

h

-1 - .
tences U N (v Im v - iyl U. ) se podrd expresar como la imagen

inversa de un cocnjunto de medida nula, respecto de la medida de

R n-rN x R.P(an—r).

Perc esa medida es absolutamente continua respecto de la que
n0s interesa, es decir de la de Gr(M)’ luego asi obtenemos el re

sultado buscado.



19) Puntod ceriticos excepcionales y clases de Pontryaguin

b)

: . +N . ‘

ea M una subvariedad de K s para la que existe r tal que se \

verifica »N < n.
Consideremos v:GP(M) - G tal que y €

y Gr,n+N-r

r,ntN-r
e Imv , vy # valor critico, entonces p:M + y determina un ciclo
¢critico SN de dimensidén n-rN, que resulta unidn de subvariedades
orientables.

Los puntos criticos excepcionales , son, como sabemos aquellos
donde p/SN pcsee puntos criticos. En el caso de una proyeccidn
ortogonal, se pueden determinar facilmente.

Sea T entonces T C pla-

el plano tangente a SN’ m,p

m,p,m = n-rN
no tangente a M en p, y p serd punto critico de rango ¢ r, si y N
N Tm, tiene dimensidn 'mayor o igual que m-r.

Nos interesan, de entre todos los y , aquellos que determinen
ciclos orientables y sin torsidn, pues en ese caso determinardn
un ciclo dual (en el sentido de Poincaré).

Una vez conocida una forma ¢“dual, del ciclo de Schubert que
determina y , pcdemos reemplazar en los teoremas anteriores ¢ por
¢~ y asi obtener informacidn sobre los ciclos criticos excepcio-
nales de dimensidn 0 en SN'

Para llevar a cabo e€so, deberemos estudiar los ciclos de
Schubert tales que resultan orientables y sin torsién.

Es posible demostrar (ver Pontryaguin (1)) que los finicos ci-

clos orientables sin torsién vienen dados por los que se pueden

expresar como a continuacidn .



Sea |w(1),...°.,w(n)| el simbolo de Schubert de un ciclo y es-

cribames ¥ = N - w , entonces X resultard ser una funcidn no de-
creciente que caracteriza al ciclo.

Entoness el resultado dird lo siguiente:

Un ciclo de Schubert Zw (o bien Zx) serd orientable y sin tor-

3i8n si verifica:

x(1) = x(2) 0 (2)
x.2t-1) = x(2t) 0 (2)
x(2t+1) = x(2t+2)= ..... = x(n) = 0O

Para las dimensiones bajas de la homologia r < n+1 donde
Y x(i) = r, y ademds n pequefio en relacidn a N; n < N-2

Esta Gltima condicidn es importante cuando se quieren calcular
los nfim2ros de Pontryaguin utilizando la 2°forma.

Como corolario inmediato resultard que, para calcular los nfi-

meros de Betti de Gn en dimensiones bajas bastard calcular el

,N
nimero de funciones x que verifiquen las condiciones indicadas.

Pero lo que nos serd @itil en realidad, es el conocimienpo de
las formas duales, en el sentido de Poincaré.

Para ¢llc s rnezesario resolver el siguiente prdblema algebrai-
co:

"Construir una base del espacio vectorial de formas invarian-

tes de dn de 6rdenes < nt+1V

s N

Sea y € G .y | wis” ,i=1,...,n; s= n+1,...,n+N, las- for-

A,

",

mas diferenciales que son posibles definir enGnNutilizando una base

n+N
SRR L e de R .

Podemos también considerar 1. siguiente matriz de n x n 2-for-

mdas.:



Entonces es posible demostrar que mediante las formas:

1,5000,1
5 1’ ’T2k Q A

Pur = ii ;o Jrereda Rty Tok-1%2k
EREREE T
se pueden expresar todas las formas invariantes de S6rdenes < n+i
zfectuando productos y continuaciones lineales.
Ademds se consideran todos los productos:

P s k

I
I~

k
a

® o 0 0 0 00

L}k ’Pu-k ’oanooo,Puka 1

1 2

Entonces resulta qQue todos estos productos determinan una ba-
se de la cohomologia con formas, o de lo que es lo mismo, de las

formas invariantes en Gn N
9

Utilizando la relacidn dw -w Aw= 0 , en SO se deduce ra-

(n+N)?
pidamente que la matriz H Qij” que acabamos de introducir, es
la matriz de curvatura respecto de la métrica de Riemann, intro-
ducida por la de I{n+N .

Lo interesante es que mediante todas estas formas, se obtiene
toda la informacidn posible utilizando clases caracteristicaé a
coeficientes reales,

Lo que interesa es aplicar estos resultados -para el estudio de
los ciclos excepcionales.

Como toda la informacidn que podemos obtener, en cohomologia
real, sobre los ciclos excepcionales resulta a partir de esas for-
mas, es suficiente estudiar como varian cuando variamos la proyec-
cidén ortogonal sobre y :p:M > vy

En realidad nos interesa saber coms varlan las integrales si-

ghiiantes:



Y
Sea V:GP(M) > G la aplicacibén de siempre y conside-

r,n+N-r

n
remos una curva 0 < t < T
£t 2 ( t) en Gv,n+N—r que no pase por

- - - . - i '\'
ningln valor critico de v , y esté en la imagen de G en-

r,n+N-pr °?

-1 . n
tone=s v “(y,) resulta ser una subvariedad ccn borde de G
t r,n+N-r

).

y su borde consiste de las dos subvariedades v_l(Yo) y_v-i(Y1

Ahora si consideramos cualquiera de las clases se Pontryaguin

de codimensién 0, sobre Sﬁ = ciclo critico de p; M » Yo 6 sobre

1 . - » - i
SN = ciclo critico de p:M - Yq oo resultarad que integradas sobre

Sﬁ o sobre S; serdn iguales.

Para demostar esa afirmacidn consideramos H:GP(M) > M la pro-

yeccidén ordinaria, entonces para evaluar los nfimeros de Pontrya-

guin sobre Sﬁ es suficiente hasceclo sobre v—i(yo) y, los de

S; , es suficiente hacerlo en v (Yl). '

Pero por la construccidén geométrica que acabamos-de ver, re-

-1

sulta que v—l(yo) y v (Yl) son variedades cobordantes y por

|
lo tanto tienen los mismos nfimeros de Pontryaguin.

¢ no cambia de va-

As1 pudimos demostrar que la integral I -1
v " (y)

lor cuandoe y varia en un abierto U contenido en la imagen de v ,

-

Pero no podemos deducir que ocurra lo mismo si vy y vy~ son
dos elementos de la imagen de v , qde puedan ser unibles en Im v
por una curvatura que corta el conjunto de valores criticos.

En ese caso podriamos modificar v de manera de seguir preserL

vando la transversalidad, puesto que cabe recordar que puede su-

ceder que el conjunto de valores criticos disconecte a la imagen

1



20) Afgunus obsenvaciones sobre fLa curvatura K,

Hemos demostrado que I K_dv p dVv = (indice del ciclo
c (M) T n-r, r
r

critico de un campo de vectores) x volumen de la imagen de y .
2:n embargo en las demostraciones, hemos eludido el caso n+N-r n
»s decir, cuando N r. Ahora trataremos de expresar el ciclo
critico ese mediante clases caracteristicas conocidas.
Razonaremos ahora utilizando la cohomologia a coeficientes 22

en primer lugar para que se comprenda la idea del procedimiento.

Dada una familia de vectores Vi v nos interesa

¢ o o v
22 >"n+r-1°
determinar su ciclo critico, Z. , y el cociclo dual que determina.
Elijamos en M, un producto de Riemann < > cualquiera,y PRI,

un repere definido en un abierto U C M

Entonces se verifica que rango H<ei,vj>ﬂ < n-1

# rango| Vi Voo ""Vn+r—ij < n-1
Supongamos la variedad de M , sumergida en Bin+N;
. ntN oo
e M R R 2nt+N-r-1
. FN-r- . . - ‘s
Construimoe en IR 2ntN-r-1 una aplicacidén clasificante, homoto

")
. . . . . . M
picamente equivalente a 1la aplicacidén tangente a M; t:M Gn,n+N+r-1

= plano generado por los vectores siguientes

Yp)
n+r-1
e'1 = e, t ?_1 <ei,vj> gj i=1,...,n

,Para determinar la clase de cohomologia dual al ciclo critico de

V,s eoey V , debemos considerar, el ciclo de Schubert
1 ntr-1

v
de todos los subespacios de G qQue intersecan a

n,n+N+r-1

m_n+N R 2n+N+pr-1

, seglin un subespacio de dimensidn igual a 1.
Por un razonamiento habitual resulta ser que el simbolo de Schubert

que representa a ese ciclo es:



Por otra parte S determina un ccciclo dual de dimensidn v,

« 1 - m d .
describiremos ahora de qué modo. En Gn tenemos la siguiente

o N

relacibn entre ciclos de Schubert, de dimensidn complementaria:

KI ( 38,5355 +ces @ [N—an....N—ai] ) = 1
y
KI ( SR PRI N (N—bn,...N-bl] ) = 0

en los demis casos, ver Pontryaguin (1)

Si ahora siguiendc la notaciém de Chern, ver , denominamos
por {al,.a., an} al cociclo , asi definido:

[al,..., an} Lai,...,an] = 1 y

{al,...,an } Lbl"“"bn] = 0 en caso contrario,

resulta que la clase de cohomologia dual en el sentido de
Poincare al ciclo S , tiene por simbolo {0,..., 0, r}
Consideramos ahora un campo sobre M , formado por n+l-r vectores

[Vl"'°’ Vn—r+1] y determinamos el ciclo critico de esos vectc
res asi definidos (resultafd ser igual) rango.

. < -

[vi" ’ Vn—r+1‘J = n-r
utilizando un argumento similar al anterior se demuestra que,

para estudiar el ciclo critico debemos considerar la imagen

inversa por + del cociclo de Schubert {0,0,...1,1,...1}
r veces

En el mismo articulo de Chern (2), se demuestra que existe la

siguiente relacibén entre los cociclos Wy i=1,..,n y
woo i - 1.....,n (o mejor expresado entre sus im&genes
n . .
s - bR -n-=1 ..
inversas por) 1w U ow = 0 o bien sumando 1 a ambos
v i -n-1i
miembros 1 + I o™ V w = 1 , es decir se verifica la siguien
i=0
te relacibén entre las clases de cohomologia:
-1 - -
(1 + w, t .. + w_ ) =1+ w,+ L.t W
1 n 1 n

Lo que nos serd Gtil mds adelante, es la interpretacidn de esta

n & través de ciclos criticos,

0

relaci



Ahora volvamos: a nuestro objetivo inicial, y consideramos sobre
M el campo de ntN-r vectores N > r, e investigamos la clase de
cohomolog®a dual del ciclo critico siguiente,

rango |v1,..ﬁ, vn+N—r| < n-r esta es una clase de codimensién 0

Ese ciclo es imagen inversa del cociclo de Schubert de simbolo

r veces
siguiente: {0,..., 0N,..,N '} entonces podemos expresar
{0,...G,8,...,N} utilizando la siguiente férmula
},{a,-1) (a,-(n-1)}| "
{a1 s{ay-1}... .. {a,-(n- )
{al? L...,an]% {a2+1} {a2}....,{52—(n—2)} reemplazando

{an+(n-1)} .....{an]

mediante la expresidn anterior, logramos el siguiente resultado:

r columnas
10 ... 0

r-filas donde para
{0,0... N,N} ~ 1

N N-1 ...N-r+1

N+r-1.... N

efectuar el desarrollo se utiliza el producto de cohomologia,

ademds hemos reemplazado N por N, finalmente:

N N-1 ... N-r+1

T veces . .
(0,...,0/N,.., N} = . .

N+r+1 N

Desgraciadamente esta fdérmula sdlo es vdlida para expresar el indi
ce del campo de vectores, reduciendo mdédulo 2.

Sin embargo lo interesante, es que podemos lograr una expresidn
aniloga, pero tuilizande clase de Pontryaguin, que resultar& la que

nos interesa a nosotros.



Consideremos el caso en que r y N son pares, entonces la clase de
r-veces
cohomologia {0,...,0,N....,N } Se puede expresar mediante cla
n-r, veces
PR

ses de Pontryaguin. Puesto que el ciclo {0,...,N......,N }

es orientable y sin torsiémn.

utilizamcs la convencidn {x} = 1 si'x =0 y ({x}=0 si x < 0
Pero en este caso la expresidn es mds complicada que la anterior
Adem&s conviene indicar gque las clases que nosotros indicamos méas

2_r veces
> N £ J
arriba por PuK defiere de la clase dual de [N—2,...,N-2,N...N]

en un factor, ver Chern( ).

Entcnces para lograr un resultado andlogo al anterior primeramente
expresamos la clase dual de [0,.5.,N,°..,N] mediante ciertos
coeficientes que se pueden determinar, mediante las integrales de

esos campos sobre los ciclos Zx'

21) Clases de Pontryaguin y ciclos orientables:

Sabemos que, dada una variedad M, se definen las clases de
Pontryaguin de M como la imagen inversa de las clases duales de co

hcmologia de los ciclos de simbolos
n-2k .
[ﬁ—Z,.,.,N—Z,N,...,N] siempre que M tenga dimensibén divisi

ble por cuatro.

Para investigar los problemas de singularidades, de campos de
vectores debemos establecer una relacidn geomé&trica, que caracte-
rice a los cociclos, como duales de ciclos de singularidades, de

campos de vectores.,

AFIRMACION:

"sSi {Vl”"’vn-? k+é] , €s un campo de n- 2 k+2

vectores definido sobre M, la clase de cohomologia dual de su ciclo




critico, rango rv1...] < n-2K es la clase de Pontryaguin de diw-
mensifn u4K.
Para demos*rar esta afirmaciébn, utilizamos la técnica usual, de

construir una aplicacibn clasificante del fibrado tangente de M

conveniente.

Supongamos en principio que M, estd sumergida en E{n+N. Entonces

construimos la aplicacién:

A
tT: M—>» G i

n,Zntn-2K+2 *> 357
t(p) = subespacio generado por los vectores e'i donde
n-4K¢t2
e' = e, + L <v.,e.> g, donde {e.} ,i=1...n es
i 50 j*T4 j i

cualqudier base del espacio tangente a M en P.

Como rango "<vj,e,>" < n-2K*® [rango -2K
i

VireoaVnioksa) D
resulta que los puntos donde el campo tiene rango < n-2K son

la imagen inversa del ciclo de Schubert, de simbolo

2K veces -2K vece
[A+N-2K, . ... ntN-2K,ntN-2K+2,.......]

Entcnces de aqui resulta la afirmacidn, trivialmente.
Andlogamente podemos considerar el ciclo critico de un campo de
nt2K-2 vectores, donde rango [v1°""’vn+2K-2] £ n-2 y es
posible demostrar que ese ciclo es dual, de la clase de

Pontryaguin, normal a M.




CAPITULO 1V

27) Singulanidades de aplicaciones entrne fibrados

Varias veces hemos tenido oportunidad de calcular invarian-
tes topcldgicos de una variedad utilizando datos locales en las
singularidades de funciones definidas sobre la variedad.

Sea f:M R.h una aplicacidn diferenciable que verifique cier-
tas condiciones de transversalidad, entonces el ciclo critico
de f donde rango f h es calculable mediante las clases carac-
teristicas de M.

Finalmente con una integral qQue recopila los datos locales,
es posible evaluar el ciclo. El método que hemos utilizado en
general consistid en asignar a los puntos criticos de f un indi-
ce + 1 calculable a partir del comportamiento de f en un entor-
no del punto critico y analizar luego la condicidn global que
deben verificar los diferentes indices. Esta Gltima depende de
la estructura topoldgica de la variedad M.

Siguiendo la misma linea de ideas estudiaremos un método ge-
necal, que permita expresar los ciclcs criticos de aplicaciones
no ya entre M y alglin espacio euclideo, sino entre variedades
en general. Para eso, ampliamos el problema y resolvemos el ca-
so mas general siguiente, propuesto por Bott, en el articulo
" On a Topological Obstruction to Integrability".

Sea A:F + TM una aplicacidn entre el fibrado tangente a M
y un fibrado F cualquiera, que goce de la siguiente propiedad:

en los puntos en donde es no-degenerada, es decir rango A = ma-

x1no0, la imagen de dos secciones de F por A, S1 y 82 verifica



siempre gue Lﬁ Sl,) 82] , €S una seccidn que estia en la imagen
de A
Por otra parte F, determina como siempre, un polinomio carac-

teristico C = 1 + C, +,.....+ C_ = polinomio de Chern, o bien
1 m

W o= 1 + wl tooaot Wm = polinomic de Stiefel Whytneye, o el de

Pontryaguin P = 1 + P +..... .t Puk ; 4k = m. Andlogamente pa-

ra TM, podemos definir los mismos polinomios C°, W°, P°, respec-
tivamente.

El problema que resulta ser de importancia es el de determi-
nar en el cociente c'.c'i,w'.w'i o bien P'.P-i, los términos
de grado estrictamente mayor a n-m, mediante los conjuntos cri-
ticos de » es decir mediante los ciclos donde rango A < m.

En esa direccidn, Bott, ha demostrado, seglin afirma en el
trabajo citado, que vale la siguiente fdrmula de m&s abajo(1),
en cohomologia real, cuando tenemos dos fibrados holomorfos so-
bre M, TM y F y X es holomorfa, dim F = 1 y X verifica ademds
la siguiente condicidn de transversalidad:

"Si X(p) : 0, entonces tomamos alrededor de p una seccidn de
F, no nula en p, S(p) # 0, A (S) es una seccidn de TM, tal que
D( AS) determina una seccién de TM ® TM*¥ ~ Hom(TM,TM), no singu-
lar en p".

He aqui la tdrmula: si indicamos por L el valor de D( AS) en p

Q Q
n

p entonces, si indicamos por C11"""Cn (M) = Ca(M), conle| =

ey te.eot oo = dim ¢(M) , es decir el nfimero de Chern|a|- &si

mo de M, tendremos que

(1) ¢ty = ) ™



donde l& suma estd extendida sobre los puntos criticos de s P»
y C (L) viene determinado por:

Q [+

Leawy ... g
n

c*(L) = ¢

1 L)

= § ¢l
det (1+tL) = ) t7C, (L)

Veremcs gue es posible determinar férmulas andlogas, para el
caso de tener, que dim L > 1

Daremos un método ccnsecutuvo para férmulas de este tipo.

Nuestro método de demostracidn consistir3d en utilizar las de-
finicicnes de clases caracteristicas, como ciclos criticos de
campos de vectores o cociclos asociados y aproximaciones trans-

versales se secciones .

23) Condiciones de Schubent y Las hipbtesis de

thansvensalidad

Inzrcduciremos ahcra algunas nociones auxiliares que nos se-
rdn Gtiles durante el desarrollo, afin cuando ya hemos tenido o-
portunidad de utilizarlas antes bajo otro aspecto.

De ahora en adelante indicaremos por ¢ una funcidn no decre-
ciente a valores enteros no negativos definida sobre un inter-
valo de la forma |l 0,n-1]] tal que o(0) > O.

Sea JE un espacio vectorial de dimensidn n real o complejoﬁb

DEFINICI®N 1: Si v

g2 sV, Son m vectcres arbitrarios de L,

diremos que vl,.e.,vm satisfacen (estrictamente) la condicidn

de Schubert asociada a o0 si verifican las relaciones:



|
o
~

1) rango Ivi,....,vo(o)| < 0 ( rango |v1,...,v°(°)|

'
e
~

(rango |v

[N

i) ranzo |v RPN R .
) zo | 1°? ’ 1° > 1+o(1)|

P
e
-+
Q
~
[
o’

|

La nomenclature se debe a que estas condiciones pueden ser des-
cripras mediante ciclos de Schubert adecuwados.
Andlogamente tenemos para un conjunto de secciones de un fi-

brado veztorial:

CEFINICION 2: Las secciones Si""’sm de un fibrado vectorial

F sobre M verificarian la condicidén de Schubert o en x ¢ M (es-

trictamente) si Sl(x),.,.,sm(x) € Fx satisfacen las condiciones

de la definicidn 1 (estrictamente)

Si E y F son fibrados vectoriales de dimensiones n y m respec-
tivamente, Hom (E,F) es un fibrado vectorial completamente carac-
terizado por la siguiente condicidn : El espacio vectorial de

las secciones de Hom (E,F) definidas sobre un abierto U, T U Hom

(E,F) consiste de todos los homomorfismos de E en.F definidos
zobre U. ( FU es el simbolo usual utilizado para indicar todas
las secciones definidas sobre U)

™) = X" ™ (con K = RS C )

La fibra de Hom (E,F) es Hom (Kn,K
y el grupo estructural es GL(n,k) x GL(m,k).

Dado que la accidn de GL(n,k) x GL(m,k) descompone la fibra
Hom (Kn,Km) naturalmente en 3rbitas que corresponden a las ma-

trices de rango min(n,m),min(n,m)-1,...etc, por lo tanto podemos

expresar Hom (E,P) como una unidn de fibrados disjuntos:

Hom (E,F) = v J, Hom (E,F)
k 2 0



donde para cada 0 £ k £ min(n,m) la fibra J, Hom (E,F)x con-

k

siste de todas las aplicaciones lineales de Ex en Fx que son de

rango k, luego J, Hom (E,F) es un fibrado de subvariedades de

k
Hom (E,F).
Mediante esta descomposicidn de Hom (E,F) podemos introducir

una nocidn de transversalidad para secciones de Hom (E,F).

DEFINICION 3: Sea Vv una seccidn de Hom (E,F) sobre U, es de-

cir v g T U Hom (E,F), entonces v se dird transversal si v es

transversal a la subvariedad J, Hom (E,F) para cada k, tal que

k
min (n,m) > k 2 0
Analiticamente esta condicién puede ser expresada asi:

si v(xo) € Jk Hom (E,F), entonces podemos construir secciones

n m
trivializadoras {ei} i=1 de E/U y {fj} j=1 de F/U, con X

= U de modo que la matriz de v respecto de estas secciones ven-

ga dada por:

con A = Matriz de KxK , que tiene unos sobre la diagonal y ceros
fuera de ella, y B es una matriz de (n-k)x(m-k).

A cada elemento ExB de B asociamos de manera natural un me-

nor DQB de (k+1)x(k+1), que se obtiene agregando a A la linea

a y la columna B . Entonces en un entorno de v (xo) obtene-

mos las siguientes (n-k)x(m-k) ecuaciones para la subvariedad

Jk Hom (E,F):



p B . g kt1 < @ < n; kt1 < B < m

Finalmente la condicidn de transversalidad que debe verificar

la secciédn s Se expresa asi:
o % Ide+1,k+1 A de+1,k+2 A ... A an,ml =|dbk+1’k+1A...Adbn’ml#°

Por un procedimiento andlogo al utilizado para definir

J, Hom (E,F) es posible asociar a cada condicidn de Schubert o

una subvariedad critica J, Hom (Iim,F) de Hom (R'’F) (el procedi-
miento puede ser usado también si sustituimos Rpor T ).

Esta subvariedad serd Gtil para obtener una descripcidn comple-
ta de las singularidades de cualquier sistema de secciones defi-
:1das sobre F.

Introducimos ahora la nocidn de transversalidad de secciones:

CEFINICION 4: Si 51""’Sm son m secciones sobre U, entonces

51""’Sm verifican la condicidn de transversalidad como seccio-

nes si la seccidén v que determinan de Hom (I{m,F) (v(x)(e1)=31(x)
.,....,v(x)(em) = Sm(x) con e,,...,e  vectores de la base ca-
ndénica) intersecan transversalmente cada subvariedad Jo Hom (E,F)

Evidentemente si 81""’Sm verifican las condiciones de la de-
dinicién 4, también verificardn las de la definicidén 3, sin em-
b>argo la afirmacidén reciproca no es cierta.

La condicidén de Schubert sobre un sistema 81,...,Sm de sec-
ciones de un fibrado vectorial F, se puede expresar mediante las

siguientes relaciones algebraicas:

1) Si_ A S =0 con 1 ¢ i i, g 1+0(1)
1 2
2) s, A si A 5, = 0 con 1 g i ,i,,i5 % 2+40(2)



-

r) Si A ...A Si = 0 con 1;i1,12,...i r+ (r) .

1=
1 r+1 rt

Sean m secciones s 58 subordinadas a la condicidn de

1,¢e

Schubert o en x, (estrictamente) donde 0 se expresa asi:

rangoe [51""’Sr] = e' y rango [51"°"s¥] =1 con k& > &'
Entonces podemos determinar una trivializacidn de F/U mediante

secciones .,fn de modo que la matriz de las secciones en X

SRR 0

tenga la forma:

I 1 0
L' s
L 0o "1
(1 212")
A
P- — .
. l
" r-1'
0o "1
B
Sea A = "aaB“ y la matriz B = ubyGH , entonces a cada elemento
a le podemos asociar un menor p*8 de (2'+1) x (2'+1) que se

obtiene completando la matriz de la esquina superior mediante
la fila a y la columna B , analogamente a cada elemento de la

. . é
matriz B le podemos asociar un menor pY®,

B

a :
Notamos que el menor D sobre la imagen de v se reduce a

Finalmente obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para la

subvariedad Jo Hom (R‘n,F) en un entorno del punto

| 5
(%58, (%g)senuys (%) ) s p%8 - 0,..., D% = o

Mientras que las condiciones de transversalidad vienen dadas

por:

»*(A,dD“B) A (d4DY%) = (aa A db ) # 0
8 Y aB Y

a, 8 8
Decnde representa la seccibn de Hom (Rm,F) que Sl,...y Sm

determinan.



Mediante una diferenciacibén covariante definida en F es posible
expresar las mismas condiciones mas sint&ticamente, Observamos
primeramente que la condicibn de Schubert rango [81"°"Sr]=1'
y rango [Sl,,,.,Sm]:l se pueden expresar mediante las siguien-
tes condicicnes eguivalentes

a) SIA.c,ASl,ASj;O 1'+1<j<r

b) SiA,,‘Asj,As A, . .AS AS, =0 1+r+(1l-1')<ksm,

r+il r+t+l-1'" "k

Pcr otra parte si D es una diferenciaci8n covariante definida
en F es posible .. extenderla a una difereciaciBn en

Ars A% Alp AP , si (dim F = n).

La extensién de D a F T F se realiza de manera natural por
n veces
D(S:1 s, S, ) = D s, S, S, t+«:*S, ... DS por lo tanto

para obtener la extensién buscada basta obsevar que AFC F,

por lo tanto si y es unda seccibn de AF,A°§(7)=diferencial
covariante de y. Ademis recordamos que si S es una seccidn de

F cuando S se anula en x, DS(x) no depende de la diferenciacibn
covariante que se elija. La demostracifn de este hecho es una
simple verificacibén en coordenadas locales.,

Sean ahora D(S_A...S

1 1'1‘\Sj) con 1'+1 j r, las diferenciales

covariantes de las secciones indicadas, como D(SiA"'Asl'Asj)

. "
es una seccidn de (AF) T M se puede expresar asi:

n
D(SIA.L.ASl,AS. )+ X da_, S, A...As_ Af donde

‘ , R
1 j h=1 jh~1 1 n
Sj= hf1 ajhfn y fl""’fn es un repére de F definido en un
entorno de x, que verifica:
= = = = -1
£,5,, £148,45 F1ve1°Sppr o ,£,=8 +(1-1").

Podemos encontrar expresiones andlogas para cada una de las

diferenciales covariantes D(81A°'°Asl'Asr A...S ASk) de

+1 1-1'+r

manera evidente.
L]
Por otra parte como (AF T M) Hom(TM,AF), resulta que en el

punto x donde Sl,...,vaerifican la condicién de Schubert ¢



ada seccibdn Sj’ 1'+1<j sr determina un homombrfisﬁg,hj de

TM_ en AF _definido por D(S1A°"A31'Asj)x € Hom(TM,AF)x.

Del mismo modo cada seccibn S, con 1+r+(1-1')sk<m determina un
elemento h, de Hom(TM,AF)x.

Por lo tanto la condicibn de transversalidad en el punto x pode-

mos expresarla diciendo que la interseccibdn de los nficleos de los

homomorfismos hj N hk tiene ccdimensibdn igual a
(r-1")x(n-1")+{m-r-1+1")x(n-r=-141").

Supongamos ahora que la variedad M en cuestidén estéd sumergida en

un espacio euclideo de dimensibn N, i:M———tniN, y adem&s que te-

nemos determinada una aplicacibn para el fibrado F, es decir

* G

o] M

n,N-n"*

Bajo esas condic:ones a las m secciones § .,Sm le podemos

1,-9

ssocidr una aplicacién clasificante 9 que se obtiene modificando

N , N+m .
¢. Supongamos quelR estd incluido enRR como el subespacio
g1=0,...,gm=0, cuyas m Gltimas coordenadas respecto de la base
candnica son nulas,
Veremos ahora que la condicibén de transversalidad de las secciones

81""’Sm se puede traducir en término del comportamiento de 6

respecto de los ciclos de Schubert de G .Sea <,> un producto

n,N

.s S1

de Riemann definido en F tal que verifique <Si’Sj>=&i]

£,521,...,1",0¢1,...,04(1-1").

Definimos la aplicacibén clasificante 8:M———¥_én’Npor la formula:
0(x) = subespacio generado por los vectores fi, i=1,...n donde
f{(x)ffi(x) 'jgl<fi’sj>xgi’y fl(X)"'°’fn(X) generan el subespa-
cio ¢(x) de n+N.

Supongamos comdo antes que en el punto Xq de M los m vectores’
Sl(xo),...,Sm(de estin sujetos a verificar la condicibén o.
Si completamos {fi(xo)} i=1,..-.n a una base der N*P podemos

obtener un sistema de coordenadas en un entorno de G(XO).

Ademds eligiendo lecs GGltimos m, vectores de modo que coincidan



N
COn g.,.+:58. ,0esulta que f!(x) = fLo+ X
1 m i i j=n+1

i':i’alb,nl

€14Vy *a¥1b1a8,

Por lo tanto la condicién de Schubert o se traduce en lo siguien

Te: Si""’sm verificard que a) rango [Si""’sr] =
b) rango [Si""’sm] =
ponio x, de M, si y solamente si e(xo) interseca:

l'

l en un

s+ al subespacio gllo,...,grmo segtin ur. subespacio de dimensidn

n-1"',

8) al subespacic g,

i}

-1.

1>

»

75 subespaclios de Gn N
?

:O,...,gm=0 segln un subespacio de dimensién

hora uns proponemos establecer las ecuaciones que verifican

que cumplen las coundiciones al)y 8),

utilizando el sistema de coordenadas Nﬁi:p.Para ello considere-
I A

»u35 1la siguiente matriz de nxm de las filtimas m coordenadas de

.~ conjunto de n vectores f!,...,f!,expresada respecto de la
1 m

P +N:
base candnica de R?

Yt

“Te 1219 --»-‘..n...:

1=¢ ' lelL

e eneee 11,1 F1,P41 cnineeeanan

e Y n-1Y)

4 cada uno de los elementcs de las matrices B y D, le asociamos

w1 menor de manera sbvia, 2uys anulacidn simultédnea es la condi-

necesaria y suiicieunte para que el subespacio generado por

UVAGTLS 4

- - , . aB 8
aplicacién & coinciden <on las menores D y D Y

cra quie esos menores restringidos a la imagen de la

de m&8s arriba.



Por lo tanto la condicidén de transversalidad B*(dDaBAsty) # 0
es equivalente a la condicidn anterior v*(dDaBAstY) # 0.
Pcdemos enunciar entonces el siguiente:

TEOREMA:

La condicidén necesaria y suficiente que deben verificar las

secciones S Sm para que sean transversales en el sentido

1,9..,

de la definicidén 4) es que la aplicacidén clasificante de F
asociada interseque transversalmente a cada uno de los ciclos

de Schubert de G .
n,N

Serd (Gtil introducir la siguiente notacidn; si Sl"°"sm

son m secciones de F definidas sobre VCM, entonces el conjunto

de puntos x M donde Sl""’sm verifican la condicidén de

s )

Schubert asociada a v lo indicamos por : [81,..., .

£l conjunto de los x 5[81,...,Sm]Udonde S1’°'°’Sm verifiquen
estrictamente la condicidn de Schubert es precisamente la imagen
inversa porv de JUHom(Hp,F). Si S ,n‘.,Sm son transversales en-

tonces [S Sm]cadmite una estructura de subvariedad de M en

ERERE)

un entorno de x.Sea v una seccidn de Hom(E,F) definida sobre V.

DEFINICION:

Las h secciones Si"”’sh de E se diran transversales a Vv y
satisfacen las condiciones

1)para cada t y cada rzh las secciones S,,...,5 y v(8,),..,v(s )

t

scn transversales en E y F respectivamente.

2)Sio son condiciones de Schubert que se le imponen a

g Y%

y a v(Sl),.,.,v(Sr) respectivamente entonces[Si,..,S ]

31,.,.,8 t” oF

t

interseca a [vSl,.,.,vSP]UFtransvevsalmente en cada punto x don-

de S y o, estrictamente.

S, y v(Sl),...,v(SP) verifican o P

EERFE-N E



UN TEOREMA DE APROXIMACICN:
Dads un fibrado E scbre M, al espa-

c1o veziorial de todas las secciones de E, que son al menos
r vzce. diferencizblizy, 77 (E) es posible asignarle una topologia

metriz:hle respecto de la cual es completo. Esta topologia puede

sl
LAY

artz2rizarse del siguiente modec, si U C M es un abierto de M
¢.e verifique las condicicnes:

3) sobre U es posible definir un sistema de coordenadas,

. o I - n
¢y I (es decir un defeomoriismo de U con K s ¥
b, L1z :estriccién dei fibradec E 12 U es trivial y si por
. n N Ca
¢,EjU UxIR © denotamos =z una trivializacidn de EIU, entonces

o n

IE(E) v (R ,R.m) mediante el iscmorfismo s -+ ¢os°¢-1, como

espaclos vectoriales topoldgicos donde hemos dotado a ¢ (R ,RK")

¥l

nzpolngia de la convergencia uniforme sobre compactos de
ro>das las derivadas hazta las de orden r inclusive.

. . r
A e23ta topologia se la siele denominar C .

Est

31}

nocibn de proximidad cen r = 1, es la que necesitaremos
luego para establecer un tecrema de aproximacibén mediante sec-

ones genéricas.,

W)
e

51 E y F son'dos fibrados sobre M y v:E » F es un homomorfismo
transversal entre E y F , es natural preguntarse si dadas
Sy Sy secciones de E, podemos hallar si,..., sﬁ secciones
de modo que las aproximen en el sentido de la topologia definida
mis arriba y que adem&s sean transversales a v.

Localmente este problema tiene una solucidn simple como veremos
en el teorema que sigue, mientras que el pasaje al caso global

requiere utilizar un tecorema de extensidén de Whytney y un argu-

mento de categorias (de Baire).



TEOREMA:

Sean Sqyse++»sS h secciones de E y vV un homomorfismo

h 9

transversal entre E y F. Entonces si s 28, ¥ v(sl),...,v(sr)

12"

verifican estrictamente las condiciones de Schubert Op ¥ Op
en x, es posible hallar entornos U y U' de x con U D U y

secciones s' ...,s'h que verifiquen las siguientes propiedades:

1 H
a) Las secciones si,...,sg difieren de SqseesSy tan poco como
se quiera, en el sentido de la topologia c’ (de 1la convergencia
uniforme sobre compactos de todas las derivadas hasta 1las
r-ésimal)

b) Las secciones s!,...,s! y vsi,...,vs;“restringidas a U' son
transversales.

¢) Las variedades [Si?°"’8£]05 y [vs',..., vs; ]oF se interse

can transversalmente en U',

Demostracidn:
Para simplificar los c&lculos durante el curso de

la demostracidn, supondremos sin pérdida de generalidad algunas
restricciones sobre las condiciones de Schubert 9g ¥ %p-

En primer término supondremos que viene dado por rango

E
[51,...,s£] = 1 y rango [sl,...,sI] = 1' con 1 > 1' . Mientras

que 0. sea simplemente la condicidn rango [vs1,...,v sé] = p

F
Y sea ademds rango [Sl""’sl'] = 1' y

y rango |Sl""’Sl”sr+1"°"sr+(l-l')! = 1 junto con

rango [vsl,...,vsp] =p conp < r.

En un entorno U del punto x podemos hallar n secciones L PR

que trivialicen el fibrado E|U y que verifiquen:

e = 8 =

1 1,...,61. = Sl"el"f‘j. Sr+1’:"’el - Sr-f-(l—l') y

m secciones f,,...,f del fibrado F que trivialicen F|U y
1 m
adem&s cumplan £, = v(sl),...,f = v(s_ ), f = v(eip+1),..

1 P P ptil
f . = vie_ .) (rango de v = m-j)



Pcor lo tanto si calculamos la matriz de las t secciones SysesS

respecto del sistema €qscren tendrid la siguiente forma:

1 0|
0 1| 0
p ------ ittt r{~~"gf-""""""---------
o | _*., | 0
1'oceooo - Loy .
% |
| A1
e e F{~""pr~""~~"°~7777
TS A I N oty O
I
% | A,
I

Recordando los resultados del nimero anterior las matrices

By A, de (r-1') x (n-1') y (t-r-1+41') x (n-r-1+1') respecti-

vamente determinan un sistema de ecuaciones a saber, A1=0 y A2
que definen la imagen inversa de Jo Hom(R.t, E) en M por
E

Las secciones SyseesSy serdn transversales a

s « 58

1°°° s

JO Hom (H{t,E) si y solamente si los diferenciales de cada uno
E

de los coeficientes de A1 y A2 son linealmente independientes.
Por otro lado la matriz de las secciones v(sl),...,v(sr)

expresada respecto de fl""’fm tiene el aspecto:

1 0 |
P |
0 1 l
L.
A3 Au }l p
N —

~
m
iar T ' I RN N cen i
Ciaramente X' ¢ Lsi, ’St]oE VS, ’\’Srlyf, si y solamente
si las matrices Ai’ A2, Aa, vy Al+ se anulan x', siempre que

x' ¢ U.

t

=0Q




La expresidn algebraica de las condiciones que Spsec-sS, ¥
v(sl),.,,,v(sp) deben verificar para que satisfagan la tesis

del teorema estd dada asi: x' € Uy X' € [8,,:4.8 N
1 t Op

iv(si),«,.,v(sr) 5 si y solamente si los diferenciales de los
’ 3

cceficientes de las matrices A A A, y A, son linealmente

1’ 722 73 L

Independientes.

Entonces ahora solo queda por demostrar que es posible modificar
las matrices A1, A2, A3 y Al+ de modo que los diferenciales de
sus coeficientes sean linealmente independientes en un entorno

éde xXx. En principioc notemos que la matriz A, verifica esa propied

y

cdad debido a que |, es transversal en X,

Adem3s es posible reemplazar las secciones s S,y las

e'+1’"°°°?

secciones -»S, por otras que defieran de estas tan

Sre(1-1')+1°""

Fococ como se quiera y de modo que los coeficientes de las matri-

ces dAi, dAé y 4D sean linealmente independientes.

Solo queda per ver que las secciones s s s sy ueden ser
q p+1’

Sl'

modificadas para que los coeficientes de dAé resulten ser inde-

pendientes de loe de dA!, dA y dAa .

t
2 L]
Perc es obviamente posible hacerlo utilizando las secciones

e. N P
ipt+1? >Tim-j

Hemos demcstrado que es posible hallar un entorno U de x donde
el teorema se verifica, el resto es corolario trivial de 1los

teoremas de extensidén de Whitney ( ver bibliografia)

Q-E-D



E Y

A cada par de condiciones de Schubert o

o

F

de Hom(TR ,E) y

«“- & .

T . ' . . .
Hom(R ° ,F) respectivamente es posible asociarle un ciclo de

de Hom(ﬂg,E) x Hom(H{,F) s tal que:
Hom(RK ,F)

Las secc!

°F
v(sl),..., v (sr) determinan una

Hom(R ,E) , x J

RS
N
°g

iones Sys-
F

L 5 ’St y
de Hom(ﬂg,E) x Hom(R®,F) de manera natural y claramen-
|v(51),..., v(sr)l0
{

ifica la siguiente relacibn:

vis, )y.on, v(sp)

seccidn ¢
Le se ver
-1
[ (1' x J ) - |S_,.--,S I
op O 1 t Op
Sea | J0 = JOB } el conjunto de todos los ciclos asociados
E F
4 condiciones de Schubert o ; y op » que tengan codimensidn
> 1i+1, si ¢ fuera transversal a cada uno de clos ciclos, es po-
sible hallar un entorno de U de l;'-1(UJ0ax J0 B ), donde ¢t in-
E F
tersecta transversalmente a cada uno de los c¢iclos JO x J0 de
E F
pueden ser

o983

15 .
EERE I visg)y e,y vis!) que inter

codimensién menor.

Veremos ahora que s
]
1
secten transversalmente a cada uno de los ciclos de codimensidi

UKJ‘

reemplazados por secciones s
Para ello tomamos un cubrimiento del complemento de U median-
M-U = tales que

}

]

= 1.
te una tamilia numerable de compactos {K
cada uno de estos verifique de modo excluyente alguna de las dos

propiedades siguientes:



a) C' Kj no corta Jo x J » para todo ciclo de codimen-

-

sidn 1.

b) Kj C en un abierto que es posible determinar por

el teorema zunterior, donde se verifiquen las condiciones del e-

nunciado para cada uno de los ciclos de codimensidn 1i.

t
Sea I'"(E) ® ... & "(E) el espacio de Baire que se obtiene como
suma directa de t copias de I "(E) = secciones globales de E

provista con l4& topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos de todas las derivadas. A cada uno de los compactos Kj
le asociamos un conjunto Fj enT “(E) ®...6 T "(E) que consiste

de todas las secciones s s, tales que PRI U

EEREEL

v(sl)...,v(sp) no verifica la condicidn de transversalidad a

algln ciclo J x J, de codimensidn i en algln punto de Kj.
E F

Estos conjuntos son cerrados y ademds debido al teorema anterior
son nunca densos , por lo tanto utilizando el teorema de Baire

es poxible hallar si,...,s% secciones que no pertenezcan a nin-

tan poeco como

guno de los cerrados Fj y defieran de SqpaceesSy

se quiera.
Por lo tanto hemos demostrado el siguiente:

TEOREMA:

Dado s un homomorfismo transversal v entre E y F y

1’

Sqser Sy secciones de E es posible determinar h secciones
si,...,sﬂ transversales a v que defieran de SgoseesSy tan poco

como se qudere en el sentido de la topologia Cr'



3) EL teonrema fundamental

Recordamos antes algunas relaciones entre clases caracteristicas
y ciclos criticos de secciones, para mayores detalles consultar
el articulo de Pontryaguin: "VECTOR FIELDS ON MANIFOLDS",
TRANSLATIONS A.M.S., SERIE I , Volumen 7.

S1 F es un fibrado vectorial complejo sobre M,

Y S350+ 2Sp_he1

son m-h+1l secciones transversales el ciclo critico

rango [51""’sm-h+1] c m-h es dual a la clase caracteristica
<y (en el sentido de la dualidad de Poincaré).
Y 2nalogamente podemos hallar una descripcidn para las clases

son mth-1 secciones transver-

normales de Chern, Sl_§1""’sm+h-1 ;

sales entonces el cicf% critico rango Esl"°"sm+h-1] < m es
dual a Eh.( la clase de Chern normal de F, de grado h ).
Sea v cualquier homomorfismo transversal entre E y F entonces .
aplicando los resultados del nfimero anterior podemos determinar
Sqs- 58Sy secciones de E transversales a v .
Denotaremos por Zi el ciclo definido mediante las condiciones
de Schubert siguientes:
rango [31""’Sn—i+1] £ n-i , rango [}si,...,vsn_i] £m y

n-i

rango [51’.."Sn‘i] < i-1, este ciclo estd por supuesto bien
determinado gracias a la hipdtesis hecha sobre la transversalidad .
de las secciones.

Si indicamos los ciclos rango [vsl,...,vsh] £m y

rango [}1,.at,sh] 2= h-1 simplemente por [ysl,...,vsé] y [si,...,sﬁl

respectivamente obtendremos las siguientes relaciones de
recurrencia:
0) [vsl,..&,vsAT = ciclo critico de v + Zo(médulo ciclos de

-

dimensidn menor)



gd

1) [vsl,. .,vsn_ll [si,...,sn] =2y + 2, (médulo ciclo de
dimensidn menor)
i) [vsl,ﬁ..,vsn_i] [31’°"’Sn-i+1] z Zi-l + Zi (m8dulo ciclos

de dimensién menor)
Por lo tanto obtenemos finalmente el siguiente teorema:
TEOREMA 1:

Si v es un homomorfismo transversal entre E y F y
dim (E) = n y dim (F) = m entonces el ciclo critico de, es

decir donde v tiene rango menor que m-1, es homBlogo a

[vsi,...,vsn] - [vs ,vsn_ll [s .,sn]+..r [Sl"'°’sm] E

1,00. 1,00

dual al término n-mt1l del polinomio C(E-F)

De manera andloga podemos demostrar que:

TEOREMA 2:
Si v es un homomorfismo transversal entre E y F y
si,...sﬁ , son h secciones de F, entonces el ciclo critico

de v localmente definido mediante la f8rmula=

rango [vel,.e,,ven,si,...,sﬂ] < m donde e ,...el es una

trivializacidn de E es dual a la clase de cohomologia n-mt+h+1

del polinomio caracteristico C(E-F).
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INDICACIONES

' CAPITULO 1 a) Derivacidédn covariante y conexiones, ver

3) y %)
b) Sobre las ecuaciones de estrucfura, ver 2)
8) y 5)

c) Ciclos de Schubert ver 6) [1] y [2] y 9)

CAPITULO II Sobre la definiecifén de la curvatura Kr, ver 7)

2) y [1] de 1). Ademds para la aplicacibn tangente

ver [ 2] de 6)

CAPITULO III ver [3] de 6) y 9)

CAPITULO IV ver 9) y [2] de &)
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