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¡PROLOGIQ

Este trabajo tiene por objetondemostrar una serie de relaciones

que es posible obtener entre funciones diferenciables o campos

que sea posible definir, sobre una variedad y de que modoin

fluyen sobre su curvatura.

Un ejemplo notable en este orden de ideas lo da el teorema de

Gauss-Bonnet que afirma'que para toda variedad Mde dimensión

par 2n la integral de la curvatura de orden 2n coincide con la

característica de Euler Pcincaré.

También puede ser demostrado según la teoria de Morse de indices

de puntos críticos de funciones definidas sobre una variedad M.

Nos'ocupamos de construir un método que permita asociar a una va

riedad sumergida en un esPacio euclideo una curvatura (dato

local) cuyo comportamiento determine condiciones topológicas de

lan variedad por ejemplo, clases caracteristicas, relaciones

expresadas mediante clases características (datos globales)

Bsencialmente esto es posible utilizando el comportamiento de

las partes lineales de un campode vectores'devuna singularidad.

(CAP II).

Por ejemplo dada una variedad de dimensión 4 sumergida en R 6

la integral de la curvatura determina la clase de Pontryaguin

En el capitulo III tratamos el problema de obtener la descrip

ción de algunos de los ciclos excepcionales, de una aplicación

diferenciable mediante las curvaturas Kr
Mientras que en el capitulo IV demostramos un teorema de aproxi

mación que es utilizado para evaluar clases caracteristicas re I

lativas de dos tibrados E y F mediante los datos locales de las

singularidades de una aplicación v entre E y F .
¡21367:



Este resultado prueba una conjetura expuesta por R. Bott (Some

remarks on the obstruction to constructing integrable distribu

tions,, pre-print) y tiene aplicáciones para establecer_relacio
nes entre el teorema del punto fijo y el de Riemann-Roch.
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1.

INTRODUCCION:Primera parte

1. DenLuación y diáenenciac¿ón covanLante,
neiacLoneó.

DEFINICIONI. Si Mes una variedad diferenciable y F un fibrado

vectorial sobre M, entonces VXes una aplicación Vx:P(F) + F(F)
tal que para cada campo de vectores tangente a MX verifica las
condiciones:

1) vfx(s) = f vx(s)

2) VX es IR lineal

3) Vx(fS) = f vx(s) + x(f) s

V se denomina una derivación covariante.

DEFINICIONII. Si Mes una variedad diferenciable y F es un fi
brado vectorial sobre Mentonces si D:P(F) -* F(F 9 T*(M)) es
tal que verifica:

1) D es .R lineal
2) D(fs) = fD(s) + df 9 s .

D se denominauna diferenciación.covariante

TEOREMA.Dar una derivación covariante sobre Mes equivalente a
dar una diferenciación covariante.

Demostración: Es suficiente demostrar el teorema localmente.
Sea U un abierto trivializador de T(M) y de F simultaneamente .
Sea {X1,X2,...,Xn} un sistema de n campos definidos en M tales

que le,x2 ,...,an sean linealmente independientes para todo p
en V . Y tomamos 01,...,on un sistema de vectores de T*(M) tales
que o1p,...,onp resulte una base dual de X1P,...,an p e U. DE



n

finimos D(s) = 2 in(s) e oi en U . Análogamente si tenemosi=1

D definido sobre Mse define in(s) = Di(s) donde Di(s) esta de

terminado univocamente por la ecuación

n

D(s) = 2 Di(s) e oi.i=1
QoEt.Dn

Para determinar la diferenciación covariante hasta conocer la
siguiente matriz de nxn formas , si

n
D(s°)-= 2 m.. s. ' "w..nl 9

j=1 13 J l]

Donde31,...,sn son n secciones linealmente independientes en tg
do-punto de U . ( Como ejemplo de las formas mij consideramos
una variedad M cualquiera y F = T(M) si V es una derivación coví
riante sobre M ,

vxi(Xj) = FE. Xl] k si {Xi} .i=1,v..,n

es un sistema de vectores que trivializa'T(M)/U ,.como

Zn 2.n 2n kD(x-) = vx.(x-) o o. = T. x o o
] i=1 1 J l 1:1 k=1 11 'k 1

resulta n
k

m K = 2 P.. o
3 1:1 13 1

NOTA.Cuando se da una diferenciación o una derivación covarian
te sobre M se dice que M admite una conexión.

2. ConexÁoneAy tnaózada panaieto:

Si F es un fibrado sobre Mes posible considerar el fibrado

principal asociado P(M) .,Mediante P(M)-es posible dar úna inter

pretación geometrica de la conexion definida sobre M.

Si consideramos una carta trivializadora de P(M) , w:P(M)/U-»



-+ U x GL(n,R) ._Para el espacio tangente en un punto (x,lxijl)
3 3 3 3

’ 3 9 9

3x1 3x2 axm 3x11
se puede considerar la siguiente base

a 3 .,..., . Donde(x1,...,xn) es un Sistema de coordena
ax12 8xnn

das locales. Por otra parte si sobre Mse ha dado un vector

a1X1 + ... + anxn y una curva y(t) , es posible considerar el

sistema de n ecuaciones lineales siguientes:

daK(Y(t)) n
dt + 2

kPt. a.(y(t)) y?(t) = 0 a
i,j=1 13 l 3

dy(t)
k=1,...,n dt zn= y3(t) X. '

3.:1 J J

Este sistema tiene sentido en el dominio de definición de {X1,..

..,Xn} ..Existe solución para cada valor inicial (a1,a2,.,.,an)

y esas soluciones dependen linealmente de a1,...,an.

Una carta trivializadora de P(M)/U viene dada por un conjunto

de n-vectores X1,...,Xn que resulten linealmente independientes
en cada punto de U. Los elementos de P(M) son pares (p,y) -donde

p e U y Y es una base de Tp

La base y está constituida de n-vectores Y1,Y2,...,Y linealn

mente independientes que se pueden escribir asi respecto de X1P,
n

...,xnp ; Yi = kzl Yik ka donde la matriz "Yikfl de nxn , pertg
nece a cierto grupo estructural G ( = grupo de P(M) ).

Para cada punto (p,y) de P(M) es posible definir una aplica

ción sz -+ T(p,y) . Para definirla utilizaremos las ecuacio
P

nes anteriores . En P(M)/U obtenemos coordenadas locales median

te X1,...,Xn y un sistema de coordenadas locales para U en M

asï‘ (p,Y) -—-» (x,WYikn)



4

( En general Yik no constituye un sistema de coordenadas loca

les para G )

A X1,...,Xn le corresponde un sistema dual dX1,...,an en U.

Consideremos los simbolos de la conexión PÏhj calculados respec
to de X1,...,X Supongamos que Wsea una curva en U tal quen

W(0) = p y n
dw(t) Wa x.

dt t=0 jzi 3 J

Luego si planteamos las ecuaciones anteriores obtenemos:

ink(v(t)) + k . .

dt P Y. v5 = o h,i,],k = 1,u”nh,j:1 h] 1h

La solución de este sistema se puede expresar como(P(t),7(t)) .

Bs decir, se determina una sección sobre w(t) de P(M).

Para evitar la mención explicita de t, podemosconsiderar el
sistema de formas

n
k

dY- + Z f" . Y. dx. = o1k
h’j=1 h] 1h J

Podemos suponer que P(M) tiene grupo estructural 80(n) , en ese

caso "Yikll4 = "Yik"t por lo tanto las nxn-formas

zn 2n kY ink + P . Yih dX°] = 0k=1 k1 h’j=1 h] J

constituyen las formas "mii" de la conexión. El vector tangente
a la curva (v(t),7(t)) en t=0 lo denominamos 7(X) , X = dw/dt .

Finalmente 0:TP -» T(p,7) se define como la derivada en 0 de
(W(t),7(t)).

La conexión canónica que admite una variedad de Riemann:

Si Mes una variedad con unsproducto de Riemann entonces es

posible definir una conexión sobre T(M) del siguiente modo. Sea

() el producto definido sobre M , entonces vale la siguiente prg
posición.



PROPOSICION.Sobre Mes posible definir una derivación covarian

te tal que verifique, si X, Y, Z son campos de vectores tangen

tes a M ;

1) x (Y,Z) = (VXY,Z> + (Y,vxz)

2) VX(Y) — vY(x) - [x,Y] = o

Demostración: Consideramos las_igualdades siguientes

x (Y,Z> = (Vx(Y),Z) + (Y,Vx(Z))

z <Y,x> = (VZ(Y),x> + (Y,Vz(X))

y <z,x> = (vY(z),x> + (Z,Vy(X))

y a partir de ellas obtenemosla siguiente relación aplicando la

propiedad 2) X (Y,Z) —Z (Y,X) + Y (Z,X) = 2 (VX(Y),Z) + (Y,

,[X,Z]) + (X,[Y,Z]) - (Z,[X,Y]) de esta igualdad queda determi

nada Vx(Y).

Q.E.D.

De la unicidad de la conexión definida en la proposición anti

rior resulta que la conexión inducida sobre T(M) a través de tzM

-—+ Gn N coincide con esta como veremos luego.
D

Denotamos por Fn(T) el fibrado de las n-uplas de vectores tan

gentes a My ortonormales, es decir el fibrado principal asocia

do al fibrado tangente a M . Es útil en Fn(T) definir n-formas

(m1,...,mn) o una forma con valores en 1m“ , tales que se anulen

sobre los vectores verticales de Fn(T).

Se define mi mediante la fórmula siguiente: si X es un vector

tangente a Fn(T) en (eï,...,eg) entonces mi(X) = (n*(X),eg) dog
de N indica la proyección de Fn(T) sobre M ; W:Fn(T) -+ M.



3. Gnupo de Holonomía de una van¿edad

Sea P(M) un fibrado principal sobre Mque admite una conexión

m a valores en el álgebra de Lie de G.

Si pEEMy 7(t) es una curva cerrada por p es posible conside

rar sobre W4(p) el traslado paralelo de cualquier elemento de

Wfl(p) a lo largo de 7(t) el cual determina una acción de la fibra

en la fibra que resulta ser un elemento g de G. De esta manera se

obtiene un cierto subgrupo G' C G , denominado grupo de holonomia

asociado a la conexión.

TEOREMAI. El grupo estructural de P(M) se puede reducir al grupo

de holonomia .

Ver demostracion en Nomizu [1].

La componente de la identidad del grupo de holonomia correspon

de al relevamiento de curvas homotópicas a 0 . Por lo tanto el c2

ciente de G' por la componente de la identiad da el grupo de homg

topia de M.

Del hecho de que P(M) se pueda reducir a G' (grupo de holono

mia) se deduce qUe si m es la matriz de la conexión,totoma valo

res en el algebra de holonomia.

Nos interesa el caso en que el grupo de holonomia G' de P(M)

este generado por las r transformaciones infinitesimales

- aa n. x.—— x.l
lsi,jsn “13 axj J axi

Se trata entonces de_un subgrupo G' del grupo ortogonal.
Bs conveniente considerar entonces conexiones sobre fibrados

principales.

4. Conexáoneó en ¿Lbnad04 annc¿paie¿.

Sea Muna variedad diferenciable y F un fibrado con grupo es



tructural G y P el fibrado principal asociado.

Supondremos en general que G = GL(n,R) , GL(n,E) o bien 0(n) o

U(n). Sea M= U Ua con Ud abiertos trivializadores de F, para ca

da abierto Ua se tiene una aplicación Wa

WazP/Ua —-—+ ua x G

donde Waes un isomorfismo de fibrados.

Introducir una conexión en P significa dar una familia ma de

formas C0°, definidas sobre Ua reSpectivamente a valores en g

(Algebra de Lie de G), tales que cumplen sobre Ua n UB la condi

ción dA.Aq + AwaAq = m5 donde A = WÉ‘Wa , Wg‘wu:UafïUB -+ G por

hipótesis ( Way WBson isomorfismos de fibrados ). La igualdad

anterior se puede escribir tambien asi

dA.A“ + ade ma = m3

En el caso en que G = GL(n,RJ o GL(n,E) dar Wa es equivalente

a definir sobre Ua , secciones {s1,...,sn} tales que s1(x),...,
sn(x) sean independientes. Entonces la condición anterior se pue
de enunciar como

s' = A.S dA.A” + AmAfl = m'

DEFINICIONI. Se denomina forma de curvatura 9 a la forma defini

da en P de la -siguiente manera: si w es la forma que define la

conexión en P evaluada en un punto, es Q = dm - m A m . Esta foa

ma de curvatura Q verifica la siguiente propiedad .

TEOREMA1. n(s.A) = ade“ g

Demostración: ver Nomizu [1]

El siguiente teorema permite definir una conexión sobre un fi

brado vectorial que admita una métrica de Riemann, si es orienta
ble.



TBOREMAII. En SO(n+N) /SO(n) SO(N) = ¿n N los subespacios orien—_— 3
tados de dimensión n de JRn+N, existe una conexión canónica del

fibrado que viene dado por la matriz de nxn 1-formas definidas en

SO(n+N)/ SO(N) a valores en el álgebra de Lie de las matrices an

tisimétricas.

Demostración: Para definir una conexión m en én,N es suficiente
definir una conexión en el fibrado asociado principal SO(n+N)/

/SO(N).Para definir men (eï,...,e:) : sea (e1(t),...,en(t)) una
sección del fibrado a lo largo de 7(t), tal que (e1(0),...,en(0))

= (eï,.,.,eg).
Sabemos que sobre .m“+Nestá definida una forma bilineal canó

nica y la proyección ortogonal sobre un subespacio esta bien de

finida . Entonces definimos m sobre el vector %ï(e1(t),m,en(t)) =
. d 0

= v mediante la formula p[aï ei(t)lt=0] = Ïj mij(v) ej donde p

es la proyección ortogonal sobre el subespacio de zmn+Ngenerado
0

por (e1,...,en). Clásicamente la igualdad anterior se indica así:

El hecho de que m sea a valores en las matrices antisimétricas

resulta de que la proyección ortogonal de ei(t) sobre 7 resulta

dar vectores ortogonales sobre 7o.

Quedasólo por verificar que si (ei,...,e¿) = (e1,...,en).A
con A la matriz de cambio entre la sección e' y e de SO(n+N)/S(N)

entonces se verifica dA.Ad + ade.m = m' siempre que m y w' sean

las formas de la conexión definidas a lo largo de e y e' respecti
vamente. Pero esto resulta de una sustitución simple en la ecua

., , ' i
Clon que define w g,E,D.

CQROLARIO.Cualquier fibrado orientado admite una conexión.

Demostración: Basta usar el teorema de clasificación de fibrados



( ver Husemoller [1] ), y el resultado anterior

Recordando que si C y n son fibrados tales que K = f*(fl) entog

ces f admite una conexión f*(w) , si m es una conexión de n .

5, Ecuauoneó de eótnuctuna de una vauledad M de RMN

con dim M = n

( Salvo indicación en contrario supondremos que Mesta inmergida
+Nen .mn ).

,4 . n+N a «a +N o o
Si izM -+ Bi es una inmer31on de M en IRD entonces 1 indg

. . n+Nce sobre M un producto de Riemann que prov1ene del de JR por

i*. El fibrado tangente a M lo denotamos por T(M) y el fibrado

normal por V(M) . Entonces obtenemos la siguiente relación:

+N +NT(M)9V(M)=i*(JR =M><IR

Para cualquier subvariedad de una variedad dada es posible de

finir el fibrado normal . Ademásmediante i es posible definir

una aplicación T:M -* ¿n N ( suponemos que M esta orientada ) que
9

se define asi T(i(x)) = plano tangente a Men i(x) . Si {n es el

fibrado canónico sobre Gn N , entonces T*(fn) = T(M) , es decir ,
9

T es una aplicación clasificante para el fibrado T(M) . Tenemos

así el siguiente diagrama.

T(M) -——--—’ {n

L l

T é————-—>
M n,N

La 1-forma (w1,...,wn) se suele indicar siguiendo la termino
logía clásica, de la forma

dx = m1 x1 + w? x2 + ... + un xn



Sobre Fn(T) actua el grupo SO(n) a la derecha,si e' = e.A en

tonces w' = m.Afl . Las formas m definen una SO(n)-estructura sg

bre M.

DEFINICION.Un fibrado F se dice reducible a G si existe.unwfibrí

dO'F’ con grupo estructural G y una aplicación izFí -+ F que re

sulta ser un isomorfismo de fibrados.

DEFINICIONII. Mse dice que admite una G-estructura si su fibra

do tangente T(M) es reducible a G.

Si Madmite una G-estructura entonces existe un cubrimiento a

bierto {Ud} de Mtal que sobre cada Ud hay una 1-forma 0a defini

da a valores en IRn de manera que 08 = 0a.A , en Ud n UB con A€(3

para cada x G UarÏUB

Por ejemplo si Madmite una SO(n1)XSO(nz)-estructura con nl +

+ n; = n , entonces es posible factorizar T:M -+ Gn N asi:
9

SO(n+N) / SO(n¡)XSO(n2)KSO(N)—+ so(n+N)/so(n)xso(N)=é
n,N\ [TI

M

El siguiente resultado será útil liego

PROPOSICIONI. Las formas {m1,wij }1¿¿;n son independientes
1;];n;i<3'

y definen por lo tanto una escición del fibrado tangente a Fn(T).

Demostración: Las formas mi son independientes y las mij tambien

y n

[ U Ker mi 1 n U‘ Ker mij = 01:1 (J
1; ,jín

Q.E.D.

Como i*(T( BD+N)) = T(M) 9 V(M) , tenemos el siguiente diagra

ma conmutativo:



n " T 7 a B - fl N *
F (Gn’N)————>Gn’N+———SO(n+N)-————>GN’n<————-F (GN,n)\/ \/

r“(T(M)).—“— Fn(T(M))@ FN(V(M))—B-oFN(v(M))

donde las aplicaciones o y B se definen así:

a(el,...,en,.,.,en+N) = (e1,....,en)

B(e1,...,en,...,en+N) = (en+1,...,en+N)

análogamente se definen a' y B' ,

Este diagrama es conmutativo y nos permite considerar las si

guientes relaciones entre las formas ü restringidas a Fn(T(M)e

9 FN(V(M)) , donde las formas ó son las invariantes a izquierda

que estan definidas sobre SO(n+N)a valores en el álgebra de Lie

de SO(n+N). Obtenemos así las relaciones:

n n+N

dei = 2 mij ej + 2 mis eS3:1 s:n+1

i = 1, .,n

n n+N

deS = iz msj e3 + st et3:1 t=n+1

s = n+1, ,n+N

ü = "mij" i,j = 1,...,n,n+1,...,n+N.

Comclas formas ü verifican las ecuaciones de estructura de

Maurer-Cartan; dü - m A m = 0 ( ü es una matriz de formas que

define una conexión sobre SO(n+N)de curvatura nula ) se obtiene

el siguiente resultado:

ï4NïNR=Ï=NEIl. Si Q es la matriz de curvatura de la conexión in
- n+N _ducida or la de G resulta que Q-' = m- A m - ; 1,3=1mn

P n,N l] 1 lS S]s=n+ .



.Demostración: En dü - ü A w = 0 , el término (i,j) de esa matriz

de formas consiste de:

n n+N

dwij - 2 mih A mhj - Í Luis A msj = 0 1;1,j'<_nh=1 s=n+1

n+N

913-: Z mis A tus]- i,j = 1,...,ns=n+1

Q.E.D.

La misma proposición anterior vale en el caso más general de

una subvariedad S de una variedad M.

PROPOSICIONIII. Si S es una subvariedad de M entonces en P(T(M)e

oP(V(M)) valen las igualdades

N+n

Qi' = Í mis A “s' + Ó"
J s=n+1 J l]

donde "Óij" es la matriz de formas de curvatura de M. Pero las

formas mij que aparecen se calculan usando la conexión de Mdada
por la proposición anterior.

6. Ecuacáón de eótnuctuaa de una ¿ubuaniedad S de una va

n¿edad M de Riemann.

Si Mes una variedad de Riemann orientable y Fn(T(M)) el fibra

do de las bases ortonormales de T(M), podemos suponer que su gru

po estructural es SO(n).

En P(M) = Pn(T(M)) podemos definir una 1-forma (w1,...,mn) a

valores en ZRncomo vimos antes.

Ahora nos interesa considerar S*[(w1,...,wn)] , donde s es una
Sección de Fn(T(M)) definida sobre un abierto U de M . Por abuso

de lenguaje denominamos a 5*(mi) por mi

PROPOSICION I. _ n
—— ¿mi- hïl wh“hi



Demostración: Sean x e Y dos campos de vectores
n

X = ‘21 xi ei Y = 2 yi eil

donde e1,...,e son los vectores que determinan la sección s.n

Entonces:

dauí(X,Y) = x (Y,e¿¿) - Y (X,ci) —<[x,vl,e¿)'Ï '
puesto que Vx(Y) - VY(X) - [X,Y] = 0

V

dwi(X,Y) = L yh xj [(eh,Ve.ei)—<eJ-,Vehei)]h,j=1 3

dwi = 2 (uh A mhi

Q.E.D.

PROPOSICIONII. Si S es una subvariedad de M de dimensión n y

dim M = n+N entonces

‘n

“is = jzl Asij LuJ

con ASij únicos y perfectamente determinados, ademas ASij = nsji

Demostración: Consideremos i:S -+ M la inclusión de S en M e

i*(Fn+N(T(M)) = Fn(T(S)) e FN(V(S)). Es obvio que i*(wn+1) = ...
n

= i*(wn+N) z 0 por lo tanto i*dms.= i*hïl “h A u"hs = o ’
n

s = n+1,...,n+N . Es decir 2 wh A whs = 0 sobre S resultará por
1

un lema de Cartan sobre formas diferenciales (ver Sternberg [1] ,

Cap. I ) que

n
mis = 2 A ., w. , i z 1,,.,n ;s = n+1,...,n+N

.=1 SlJ 33

con A .. = A .\ y únicos. Q.E.D.Sl] 531

Utilizando la definición de Asij y la unicidad obtenemos que
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en i*(Fn+N(T(M)) = Fn(T(S)) 0 FN(V(S)) se verifica la siguiente
n n+N

. . y _ v =relac16n, Sl ei - Z ih eh , et Z ats eS entoncesh=1 s>n+1

n+N n
' —

Asij ' Ï AtaB ats aia JB

A partir de la ecuación de estructura de S se deduce que esta_

2? forma está relacionada con la curvatura de la subvariedad S

mediante la relación

- 1 n
9 v n . = 5 Y 2 ( A . A .. - A .u A . )mkAmm

Aunque luego no las utilicenos incluimos las ecuaciones de

Bianchi de una variedad M : dQ = [m,Q ] , que se demuestran

mediante un calculo directo.



INTRODUCCION:Segunda panza
'b

I. C¿c¿o¿ de Shubent de Gn,N ,
pnop4edadeá.

Muchasde las propiedades topológicas de una variedad se obtie

nen a partir de la aplicación tangente T:M+ En N con N suficien
3

temente grande, es decir una aplicación clasificante de su fibra

do tangente. Por eso es interesante determinar la cohomología de

&n,No bien su homología. Resulta que mediante ciertos ciclos bien
S

definidos es posible obtener una descripción de los grupos de

homologïa.

DEFINICION I: Si V1 C V2C ...C Vn es una cadena de subespacios
+N . . .

en R.n tales que dim Vi = 1+ u(1) , entonces denotamos por Z

al conjunto Z = {y /y e En dim(ynVi) ¿ i} , 2m se denomina,N’
el ciclo de Schubert de símbolo m .

NOTA:Usualmente u se suele denotar por

[m(1),m(2),....,m<n)]

Es posible demostrar que Zmes un ciclo orientable sdcse restrin
ge a m a verificar ciertas condiciones, luego un ciclo sobre

los enteros (de la homología entera). Sin embargo Zmes siempre

un Za-ciclo. Para ver esto con más detalle, consultar Pontrya
guin [1]

Notemosque la función verifica m(1) á m(2) á ... ¿p(n).

Algunos de estos puntos serán de incremento, eso es, verifican;

m(i+1) # m(i) . Si indicamos por i1,i2,...,1h_1 los puntos deiin

cremento y ponemos ih = n, podemos sustituir la condición anterior
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por la siguiente; si en vez de V1 C ... C Vn y las correspondien'

tes condiciones consideramos Vil C ... C Vih , dim(Vijn 7) ; ij

n

El ciclo Zu tiene dimensión X m(i) , por lo tanto determiv
1:1 n

na por dualidad de Poincaré un cociclo de dimensión nN - Z m(i)
i=1

Consideramoslas siguientes diferencias aj = 'j - ij_1 j=1,2,

,...,n ponemosio ='0 y Bj = m(ij) - m(ij_1) j=1,...,n-1 ,
en = N " 03(k).

Mediante los a y los 8 es posible describir las propiedades de

orientabilidad de estos ciclos, pues los ciclos que satisfacen

las ecuaciones a1 + 61 E ... 3 an_1 + Bn_1 E o(2) y a1 > 0 son

los únicos orientables ( para más detalles consultar Pontrjaguin
[1]).

A nosotros nos interesan los ciclos orientables que no son de

torsión, es decir aquellos que no se anulan al pasar a la cohomo

logÍa racional.

Podemos suponer que los subespacios V1 C ... C Vn que descri

ben el ciclo de Schubert vienen dados por las siguientes ecuaciov

nes

V— = { x8 = 0 ; i + w(i) é B é n+N }

Supongamos que fl sea un subespacio de dimensión n perteneciena

te a Z¿uy que esté generado por los vectores fila "aijn1áián1;j;p+N

Dado que dim(fl n Vi) ¿ i , resulta que esa matriz debe verifi

car la condición siguiente: rangoNaiB" é n-i , 1 á i n ,<B

1 + 1 + m(i) é B é n+N.



2. Coondenadaó ¿ocaie¿ de En’N

Dado un subespacio 7 de BP+N de dimensión n , podemos encon

trar una base de .Rn+Ndada por e1,...,en,en+1,...,en+N de modo

que en+1,...,en+N sea una base del complemento ortogonal de 7 y

los n primeros vectores una base de 7 .

Entonces consideramos el abierto UYformado por todos los sua
espacios de BP+N tales que se proyectan ortogonalmente sobre 7,

preservando la orientación y la dimensión.

Dado un subespacio tal 7' E UYqueda determinada una base ei,
'

3'i'9en que se expresa asi

n+N
l _ . _ _ei — el + Z ¿is eS , 1-1,...,n.

s=n+1

La matriz "C13" de nXNresulta ser un sistema de coordenadas

sobre UY , más aún este abierto UYse puede identificar al espa
cio tangente en 7 , de manera natural.

3. AnáZ¿A¿¿ de ¿aá ¿inguian¿dadeó de un

campo de vectoneó.

Supongamosque u1(x),...,um(x) sean m vectores definidos so

bre un simple de dimensión r , Er con valores en un eSpacio de

dimensión n , m“

Para introducir el concepto de indice de una singularidad de

u1(x),...,um(x) conviene definir la noción de subordinación de

u1(x),...,um(x) a una función 0 en un punto x .
Sea o una función definida sobre el intervalo [1,n-1] con

valores enteros y no decreciente.

DEFINICION.u1(x),...,um(x) Se dice subordinado a si m í n-1+

+0(n—1)y si para cada valor h=1,...,n-1 el sistema de u1,...,
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,uh+o(h) tiene rango h . Se dice que h=1,...,n es punto de salto
si o(h) < o(h-1).

Supondremos que los vectores u1,...,um toman valores en una

familia de subespacios nwdimensionales de RP+Nque estan conte

nidos en un mismo subespacio de IP+N , IRn+NPm, También supon

dremos que existe un único punto x interior, de Er, donde la su

cesión u1(x),...,um(x) está subordinada a o .

Elegimos una base de H€+N, g1,g2,...,gn+N , demodo que gl,

g2,.,.,gn+N_m sea una base de BÜ+N'm

Sea e1(x),...,en(x) un conjunto de funciones con valores en
n+N-m

R , tal que e1(x),...,en(x) genere el subespacio n-dimen
sional que le corresponde a x .

. . . . r ‘ .
Definimos ahora una aplicación ÜzE —+Gn N así , 51’

m
* _ .

ei(x) — el(x) + jzi e1(x),u](x) gn+N_j+1

con i=1,...,n , entonces 0(x) será un subespacio orientado de

Rn+N de dimensión n .

Si u1,u2,...,um está subordinado a en un punto del subesPa—

cio 0(x) puede generarse mediante un tipo particular de vectores

respecto de la base g1,...,gn+N .

Los vectores u1,u2,...,um determinan una matriz de nxm ,

"(ei,uj)" donde(ei,uj) indica el producto escalar en el espacio
correspondiente al punto x .

Del hecho que u1,u2,...,um esté subordinado a 0 se deduce que

las siguientes submatrices; "(ea,uB)H, tienen rango é i donde
1 é a é n , 1 é B é i+0(i).

Por lo tanto los vectores eÏ(x),...,e:(x) generan un subespa
cio de dimensión n que pertenece al ciclo de Schubert Zu , donde

m(i) = N —0(n-i). Esta condición se obtiene rápidamente asi :

sabemos que la matriz de nx(i+0(i)) de las ultimas i+0(i) coorde



nadas de los vectores eÏ(x),...,eg(x) tiene rango i , por lo tan
to buscamosuna función m(1),...,m(n), tal que verifique:

N + n - (n - 1) - w(n-i) = i + G(i) ‘ N - w(n-i) = o(i)

Tambiense verifica la propiedad recíproca, es decir, x será un

punto subordinado a la función x si eÏ(x),...,e:(x) generan un
subespacio que pertenece al ciclo Zw.

Ahora podemos enunciar el siguiente teorema :

TEOREMA.Los vectores u1(x),...,um(x) estarán subordinados a 0

en x " G(x) G Zu donde 9 se define como vimos antes.

4. Retac¿6n con ¿aó 4¿nguian¿dade¿ de ¿uncione4

dááenenciabie4.

. . m .En general coneideramos func1ones f:M -* ZR , m é n = dim M,

un punto critico de f , es un punto x donde rango dfx < m ,

denotaremos por r al número, r = m - rango dfx = co-rango de f

en x . Para escribir las singularidades de f, suponemos que Mes
n+N. . . *tá sumergida en R , entonces el G(f) define una sumers16n en

Rn+N+m, x -» (x,f(x)).

Los puntos x donde f tiene rango h, o bien lo que es lo mismo

los que verifican r = m - h , se caracterizan asi:

PROPOSICION.I. Un punto x será de rango h o bien de co-rango

m-h = r si y solamente si el plano tangente a G(f) en x corta el

subespacio y = 0 ( y representa la últimas m coordenadas ) en

un subespacio de dimensión n - h = n —m + r

Demostración: Es trivial.


Consideramos en Gn N+m, el ciclo de Schubert de todos los
Q

subeSpacios de dimensión n, que cortan y= 0 según un subespacio

(*) En realidad para lo que nos interesa a nosotros podemos reem
plazar sumersión por inmersión.
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de dimensión ¿ n-h = n-m+r . Se puede demostrar siguiendo una rs

gla que veremos más adelante que , este ciclo de Schubert tiene

por simbolo ( o bien que los valores de la función m que lo defi

ne )

[N+m-r,o..,N+mvr,N+m,....,N+m]
n-m+r veces m-r veces

Los puntos x no singulares donde el plano tangente intersecta a

este ciclo constituyen los puntos críticos donde f tiene tango es
trictamente n-m+r

DenominamosSr al conjunto donde co-rango f ¿ r. Si la función

f es tal que ese conjunto Sr resulte triangulable entonces deter

mina un cociclo por dualidad de Poincaré con valores en l; o E

según que sea o no orientable.

Para estudiar cuales de los Sr son orientables y sin torsión ,
caracterizamos aquellos ciclos de Schubert del tipo

[N+mvr,...,N+m-r,N+m,...,N+m]

que son sin torsión.

Las propiedades de orientabilidad de un ciclo de Schubert como

éste vienen caracterizadas por los siguientes pares de números:

al = n-m+r a2 = mwr 81 = r 82 = 0

Resulta que el ciclo de arriba es orientable si a1+ 61 E a2 + 625

3 0 (2) es decir si m-n E m-r E 0 (2) , es decir si n, m y r tie

nen la mismaparidad , a su vez este ciclo sera sin torsión si

a1 y 81 son pares, es decir si n, m y r son todos pares .

obtenemos asi el resultado que mas nos interesa:

TEOREMAI. Si n, m y r son pares resulta que el ciclo Sr es orieg

table y sin torsión ( Ver Pontrjaguin [1] ).

Este resultado será útil cuando debamosemplear formas diferen

ciales que caractericen a los Sr
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La información topologica que se consigue sobre Sr se basa
sobre el mismoorden de ideas del número anterior.

5. Ind¿ce de un punto cnático de un campo de vecv

toneó Iangente¿ a M

Si sobre Mtenemos definido un campo de vectores u1,u2,..,

um , en general el rango de este campo de vectores disminuye

en algunos puntos de M.

Supongamos que Mesté trangulada y a sea un punto interior

de un simple Br, de dimensión r , tal que u1,u2,...,um este
subordinado a O en solo ese punto de EP . Consideramos enton

, . . n+N , . .ces una inmer516n de M en un eSpac1o B. y Sl N es suf1c1en

temente grande podemos considerar la construcción de la fun

ción 0 . Acá 0(x) es el subesPacio generado por eÏ(x),m,e:(x)
. * m

donde e1(x) = eí(x) + jzl (ei(x),uj) gn+N_j+1 donde

e1(x),...,en(x) resulta ser una base del espacio tangente a
My < > es la métrica de Riemann definida inicialmente.

Esta construcción es lineal en los vectores ei por lo tan
to el subespacío generado Ü(x) no depende mas que del espacio

tangente a My de los vectores u1,...,u en el punto x .m

Sabemos que 9(x) e Zw , donde ZLues el ciclo de Schubert

que asociamos a 0 9' x es un punto en el que u1,...,um está

subordinado a 0 . Si Zu es orientable definimos entonces ind;

ce de 0(x) en a comoel indice de la intersección del ciclo

9(M) y Zw en a .

Para estudiar la estructura de las singularidades de una

función diferenciable constrimos antes la aplicación tangen

te al grafico. Pero resulta que , como veremos mas adelante ,



esa construcción corresponde a tomar los gradientes de cada uno de .r:

los correspondientes de f y construir . Esta observación puede tur

ser útil cuando se quieren estudiar las relaciones entre los ciclos

críticos de una función y los ciclos característicos.
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CAPITULO II

I. Fonmaó 1nvan4anxeó

ComoSO(n+N) es un grupo de Lie podemos definir entonces una

forma invariante a iunierda con valores en el álgebra de Lie

de SO(n+N) . Esta forma se define así: si XAes un vector tangeg

te a SO(n+N) en A , wA(XA) = LAq(XA) , donde LAq denota el dife

rencial de la aplicación B -* AflB. Esta forma verifica la si

guiente propiedad LÉwBA= mA ( LX es la aplicación traspuesta

de LA ), pues:

k _ _ ' ' _
LBLDBA(XA)- MBA(LBXA) - LA-l LB-I LB XA -

A esta forma se la indica usualmente por dA.Aflo bien utilizan
n

do la notación matricial w = "wifi" donde mij = h; aih dajh .La

forma verifica tambien RÏwA= adj.A.mid ya que

RÏwA(X) = R: ° LÏqwÍd(Xid) = m(adj.A x)

Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo_cerrado , podemos con

Slderar G/H , sobre este espacio actua G a izquierda e interesa

considerar las formas diferenciales invariantes a izquierda res

pecto de esa acción o sea que verifican

L: (mAB) u wB , para todo A G G .

Supongamos que w sea una forma tal con valores en un espacio

vectorial .E cualquiera que verifique LX(mAB)= mB , entonces

si W:G—’ G/H es la proyección, W*(w) verificará : (1) es inva

riante a izquierda (2) es invariante a derecha por los elementos



de H . Por lo tanto RÉ(wB) = adj.B = mid lo cual es equivalen

te a que sea invariante por la acción de adj.B , B E H .

Reciprocamente una forma tal que verifique (1) y (2) , está

necesariamente en la imagen de fl* .

Consideremos en SO(n+N) la matriz "mijn de formas , y tomemos

la submatriz de nN formas siguientes "wifi" 1;i=n , n+1;j¿fl y mg

diante éstas construimos la forma an,N = (m1,n+1Au.Am1,n+N)A m

m A(wn,n+1A'mAmn’n+N) . Esta verifica la propiedad de ser inva

riante a izquierda, luego proviene de una forma an’N de ¿n’N .
Esta forma se puede definir mas directamente tomando

n n+N

dei = z m.. e. + Szn+1 mis eS

ya sabemos comointerpretar las formas mij mediante mis escribi

mos A mis = an N , Bendéróigs) estannordeñados leáicografica
9

menteccrnhas formas mis son duales del sistema de coordenadas

que se puede definir en 7 . Ver capitulo I .

El abierto U que da las coordenadas consiste de todos los sua

espacios de dimensión r orientados tales que la proyección sobre
o o . |

7 sea un epimorfismo Si ei es una base de un tal 7' , donde

' n n+N
e. = 2 a.. e. + b.. e y consideramos la base1 ._ l] j _ lS s3-1 s-n+1

n . n+N . .n w K. e que se obtiene normalizando
ei = Z vi. e. + X is s

5:1 3 3 s=n+1

la anterior . Entonces tenemos definidas en U las coordenadas fis

1 é i < n , n+1 é s á n+N .
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2. RQÍQCLÓW¿nine ¿a ¿onma dvr’n+N_r y

¿a ¿onmuia de volumen de M .

. n+N .
Supongamos que M sea una subvariedad de IR , tal que dim M

= rN . Si consideramos el fibrado Gr(M) , de los r-subespacios

orientados de M, dlm Gr(M) = n+r(n-r) = r(n+N-r) = dlm Gr’n¿N_r.

En ¿P(M) podemos considerar dos formas bien definidas , dV y

¿vr n_w . Consideremos el fibrado Fn(T(M)) , en ese fibrado tens, 

mos definidas las formasíwi}1 como vimos¿ién y {mii}1;i n,1;j¿n
EULeS .

Mediante las mi definimos dV = u1 A A mn , que resulta ser i

invariante por la acción de 80(n) sobre Fn(T(M)) y por lo tanto

proviene de una forma de H ( la de volumen )

Las formas {mij}1<i permiten definir la siguiente asi

; 1;i;r,r+1;s n ( en orden lixicografico ).dV = A w.r,n-r is
l

Esta forma dVr es invariante por la acción de SO(r)XSO(n-r),n-r
y por lo tanto define una forma en Gr(M). Entonces asi definimos

dos formas dV y dVr n r , sobre el fibrado ér(M) . Por otra parte, 

tenemos la aplicac16n thr(H) —+GP’IHNFras! definida, Sl 7 es
un subespacio tangente a M , v(7) es el subespacio paralelo a 7

que pasa por el origen de Rn+N.

Notamos que v es una aplicación entre dos variedades de igual

dimensión puesto que r(n+N-r) = r(n—r) + n . Por otra parte intg

rasa calcular el determinante Jacobiano respecto de los elementos

de volumenrespectivos. Introducimos entonces la siguientezda i

Definición de Kr(7): Si 7 e ér(M), la curvatura Kr(7) está deter
minada por la relación:



1.0

* _ : A
v (dVr,n+N r) Kr(7) dV dvr’n_r .

es decir coincide con el determinante jacobiano de v calculado

respecto de los elementos de volumen de ér(M) y ¿r n+N-r.
9

Obviamente v*(dVr,n+N-r) = Kr(7) dv A dvr n_r
Para poder calcular Kr(7) debemosrecordar los factores de

dV y utilizar las ecuaciones de estructura de la subvarier,n+N-r =
dad M.

l
" I : A . A A . . 'Cons1deramos ahora dVr,n+N_r ( wls) ( le) 1:1;r ,

n+1<s<n+m, 1+n-r<j<n esta forma esta relacionada con dV= = - - r,n+N-r
mediante la ecuación

dV _ V1N(n-r)r(r+1) 1
r,n+N-r - (-1) dvr,n+N_r

Recordemos ahora la forma A mis iíigr , n+1gsgp+N cambian

do el orden lexicografico .

LEMA 1. 1 _'—— A mis = (_1)/2r Amis
1¿i;r

n+1;s¿p+h

Utilizando el orden lexicografico en el segundo subindice.

Demostración : Consideremos la igualdad

(“1,¿+1 A “1,n+2 A m A “1,n+h) A “2,n+1

= (’1)(m—1)(“1,n+1 A “2,n+1 A “1,n+2 A m A “1,n+uÏ

ahora consideramos

(“1,n+2 A m A “1,n+NÏ A (“2,n+2 A “ A “2,n+u? A m3,n+1

= (‘1)2(N-1)“3,n+1 A(“1,n+2 A m ) A (“2,n+2.A m A “2,n+u)‘

Repetimos el procedimiento r veces y obtenemos



U

(1+...+(r-1))(N-1)
(-1) )A ( )w Am ,,,Aw( 1,n+1 2,n+1 r,n+1

El resto cumple la misma condición que la de partida y resulta

análogamente:
(r-1)r (N-1)N

A = — A ...A A A...w is ( 1) 2 2 (uï,n+1 u3,n+1 “É,n+1) (“3,n+2 )

n+1 é s é n+N

1 é l é r

Y asi queda demostrado el lema .
Q-E-D.

Así llegamos a la igualdad:
N(n—r)r(r+1)

dvr,n+N-r z (’1)

(r-1)r(N-1)N
“2 (Aca. ww ..>1,5 1]

1 é i é r 1

n+1 ; s <

La primera se calcula siguiendo el orden lexicológico en el 2°

subíndice y Awij en el primero.

v*(dVPara calcular ) basta calcularr,n+N-r

* w Aw
v ( 1,n+1 2,n+1

Awr,n+1)

Para eso recordemos que según la ecuación de estructura de una

subvariedad tenemos ugs = z A ..w. con A .. = A .. y queSl] J Sl] 331
n+N n

A ..w.w. es una forma bilineal definida sobre Mque
s=1+n i j=1 513 1 3’ n+N
sólo depende de la inmersión de M en IR .

n n
* w A...Aw .w. A... . .W.v ( 1,n+1 r,n+1) ( jzl An+1IJ 3) (3í1An+1r] 3 )

= Z . D' .. ' A . .Aw'
l1<.‘.<1v ll áF‘ lr

Donde Di1.. .i es el subdeterminante de r x r que se obtiene der
la matriz IIAn+1 H 1 é i é r considerando las columnas il,

ij 1 é j é n

l2" "lr Por lo tanto si reemplazamos en el producto y supo
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nn nemos que y está generado por e1,...,e resulta que, teniendo enr
cuenta que:

N(n-r)r(r+1)(r-1)r(N-1)N = N2r3(r2-1)(N2-1) = n2r(r2-1)(N2—1)

y calculando

...)A(wwwv*(u ( A...Aw )1n+1 1,n+2'°' wr,n+2) m1n+N r,n+N

obtenemos la siguiente expresión para la curvatura Kr:
1 ne K(y)_2 es. . . .. .r,N r - 11 ...31...mr D11...1rD]1...JPDm1...mr

i1 < < ir 1_<=i,h;n

m < ... < m 1 < mah< n1 r = =

donde 1..
e _ n2r(r2-1)(N2-1) , y 6 . = det“ 6.. H

r N 43 1 ln 11v
n = rN

3. De¿ch¿pc¿6n aigebnaLca de Ka (Y)

Supongamosque E sea un e5pacio vectorial euclïdeo orienta

do y Ó una forma bilineal en E . Sabemos por álgebra elemen

tal que Ó determina en E una transformación autoadjunta Ó pa

ra la cual existe una base ortogonal de E respecto de la que Ó

es diagonal.

Sl V1....Vn es una base ortogonal y m1,...,mn su dual,

Ó(Vi,Vj) = A.. y Ó se escribe respecto de m ... LD como
l] 1! i n ’

z Aíjwimj . La matriz de la transformación autoadjunta resul

ta ser HAij“ calculada respecto de esa base.
r

Sabemos también que Ó induce en A E una transformación au



r
toadjunta que denominamosÓ y que resulta estar asociada a lar
forma bilineal que también induce sobre A E . Si A1...An es un

orden de los autovalores de Ó , tenemos que {Ai1...Air} resul
1 < ... < irtan ser los autovalores de Ó . 1 r

Además si V .,Vn es la base ortogonal de E de antes1,.. r
{Vi14..,AVir} resulta ser una base ortogonal de A E (res

1 < ... K 11 r
r

pecto del producto inducido en A El por el <, > de E ) y

Di ...i v.A...Av.
2 (í r 11 lr

donde Dil...ir es el subdeterminante de la matriz“ Aij H 1<i<r
1<j<n que se obtiene considerando las columnas i1,i2,....ir

Tambien tenemos trivialmente que si n = rN entonces existe u
r n

na aplicación T: 6 ( A JE)—+ A IE as‘i definida:

T(Y1®... QYN) = Y1AY2 ....AYN
N

Por otra parte como E es euclideo y orientado X E :5R. me
n

diante un isomorfismo bien determinado ( pues A E admite una

base canónica).

Por lo tanto, si Ó ..,@ son N formas bilineales o bien N1’° N

transformaciones autoadjuntas de E , le podemosasignar una for
r

ma multilineal sobre A E que se define así:
r r r N r

Po(d>1®<D2®....0<I>N):®( AE) IR
s

Supongamos ahora que Vi = i-ésimo vector de una base ortogo

nal de autovectores de ÓS s = 1...N, i = 1...n
Entonces si escribimos

1 1 1 2 2 2 s

y. °" . = Vi A ....AVi ,Y‘ .... = V. A...AV. ...Ym ...m _
11 1P 1 r 31 jr 31 jr 1 r
s

:V . AV
m
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Tenemosque: { yi 6 Yj..... G ym } i = il...ir con i1<...<irr
j = ji...j'r con j1<...<jr , resulta ser una base de G N( AE ),
ortogonal respecto del producto inducido por el de X E.

Comoresultado de todo lo dicho antes, obtenemos la siguiente
proposición:
PROPOSICION: Se tiene la siguiente igualdad:

r 1 r N 2 n 1 1 2 2 N N¡“(411W )@...®<I> (Y ))= .. A.x....x.A. x A
‘ i N m 1131mr 11 l2 J1 J2'“ m. ms 1 r

donde li denota el autovalor asociado al autovector Vi .
Ahora podemos escribir Kr abreviadamente asi:

EN,Í Kr(y) = 91(e1A...Aer )A92(e1A...Aer)A,..A@N(e1A...Aer)

Suponemosque e1,e2,....,er es una base ortonormal de

4) Cálculo dei pnomed¿o de KAcxtendádo a ¿a
¿ibna de GnlM)

Para esto utilizaremos la proposición anterior.
1 2 NA...A ... .A...A = .. . ....

(el er)@ @(el er) IYlLHmvl e vJ o vm

Consideramos

donde los coeficientes yijm se calculan expresando elA...Ae me

diante la base {V1} , {V3} y luego reemplazando en la expresión que
que aparece arriba.

Estos coeficientes yij m gozan de la siguiente propiedad:

Ja yij...m dVP,n_r independiente de 1,3...m = CP,Nr,n-r

TEOREMA : J- Kr(Y) dv =——---— G r,n-rr,n-r

X 1 . . . . . ..n 1 1 2 2 N Na ( 6 (A. A )(A. . .x ) (A . A )
N,r r,N 1 31 mr 1 1I1 31 jr 1 m“

por su igual, lue
1 1 1

go de elegir una base V1 ... Vn de autovectores para Ó ... y

Demostracion: Basta reemplazar (elA...AeP)@...
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1 1 N

una base V1...Vn de autovectores para Ó

6) ReiacLón entne ¿a cunvatuna K2 y 54 (Ciaóe de

ó
Pontngaguin noamai a M) de una ¿ubuan¿edad M(d¿mM=4) de R

Clases de Pontryaguin: La estructura Kr que hemos definido en el
nümeroanterior determina ciertas propiedades topológicas de la va
riedad M.

En el caso más simple que trataremos ahora, resulta que es posi
ble obtener una fórmula que relaciona la integral de la curvatura
Kr extendida a EP(M) con la clase de Pontryaguin normal Fu de M.

Para establecer esa relación será útil analizar algunos de los
ciclos de Schubert que definen las clases de Pontryaguin de M.

Supongamos que M sea una subvariedad de dimensión n de HP+Ny

denotemos por LC y L1 dos subespaciós de dimensión N+2k-2 y N-21+2
respectivamente, con 0 á k é n y 0 é l é E.

2 2

Los subespacios Lo y L determinan dos ciclos de Schubert en1
m

Gn N; Z(k) y Ï(l) definidos mediante las condiciones:
9

1) x(k) = { y /yeén dim(YnLo) > 2k},N

2) Ï(l) = { Y /Ysan dim(ynL1) ; 2 },N

respectivamente.
Aquí hablamos de que {(k) y Ï(l) son ciclos de Gn N sin haber

9

lo efectivamente demostrado, lo cual resultará del lema siguiente:
Lema 1 : a) {(k) resulta ser el ciclo de Schubert de simbolo

[N-2,N—2,....,N-2,N,...N] dim z(k) = nN-Hk

b) Ï(l) el ciclo de Schubert de símbolo
[N-21,N—21,N,...,N] (dim ï(1) = nN-ul)

c) ï(l) y E(k) son orientables.

Demostración : Para demostar a) basta encontrar una cadena v1cv2..
...cvn de subespecios de HP+N, tales que dim Vi = i+(N-2) si
1 ; í ¿ 2k y dim Vi = i+N si 2k < i é n de modo que yeZ(k) «——»



(-——>dim(ynVi)g: i, i = 1,...,n.

Para ello definimos primero V2k = Lo y si i < 2k sea Vi cual

quier subespacio de V2k de dimensión 2k-i de modo que Vi cVi+1.

Para i > 2k, sea Vi cualquier subespacio de dimensión i+N que

contenga a L0 y a V Bs claro que si dim(ynL0) > 2k entoncesi-1'
dimensión(ynvi) > i y recíprocamente.

La parte b) se prueba de manera análoga.
Con respecto a c) la demostración del caso más general se pue

de hallar en PONTRYAGUIN, CARACTERISTIC CYCLES, TRANSLATIONS

A.M.S. serie 1, vol.7 pág. 20H
Utilizaremos más adelante las siguientes propiedades sobre la

intersección de variedades. Supongamos que V1 y V2 son dos sub

variedades de una variedad orientada V, tales que cada una de e

llas determina un ciclo orientable, si dim V = dimV1 + dimV2 y
además se intersecan transversalmente, es muyfácil calcular
K 1 (v1,v2). 1

Si p c V1 V2 , sea mp una forma que determina la orientación

de V1 en p y m una forma análoga para V si w es la que dap 21213
la orientación de V en p resulta que mp =Ampmp siempre que

V1 y V2 sean transversales en p

Resulta que si A >0, p aparecerá en V1 V2 (visto como un ciclo)

con signo +1 y si A <0 con signo -1.
Aplicaremos estas consideraciones al cálculo de Ï(1)l\t(M)

7) Coondenadaó ¿ocaieó pana 'ï(1)

Consideramos ahora un subesPacio Y de dimensión dos y una ba
6

Se ortogonal de m. {el,e2,e3,eu,e5,e6} tal que e1 y e2 generen
y . Por otra parte tomamos el subespacio S de R 6 generado por



{e1,e2,e3,eu} y consideramos las coordenadas que determina en

G Sea U el conjunto de todos los n-subespacios que se pro4,2.
yectan'órtogonalmente sobre S preservando la dimensión y la o

rientación. Si S‘e U, entonces existe una única base de S’bien

dcterminada que se escribe como:

i = 1,2,3,uCises

Por lo tanto la ecuación de U Z(1) viene dada por:

C15 z C16 = C25 = C26 = °'

Ahora consideramos las formas “mis” de Gl+2 calculadas en S,
9

respecto de la base ortogonal {ei} i = Í . Estas formasHmiS“

son duales a las coordenadas en S, es decir se verifica

que mis = dcis en S.

La matriz de formas “miSHrestringida a Z(1) tiene igual a 0

sus dos primeras filas; por otra parte si consideramos sobre

t(M) resulta que las últimas dos filas son combinación lineal de

las dos primeras, puesto que:

(misAw16)A(w25A56) = k2w1Am2Aw3Auuy k2 í 0 resultan lineal

mente independientes.

Por otra parte el elemento de volumen de G“,2 resulta ser i

gual al producto Amisen orden lexicográfico, entonces, aplican
do la observación anterior llegamos a que:

Am = k2m1Aw2Am3Awupor lo tanto la intersección t(M) 2(1)is
en S tiene signo que dependerá sólo de k2. Podemos entonces e
nunciar el resultado siguiente:

TEOREMA1: Si M es una subvariedad de dimensión 4 inmergida en
6

R , t(M)r\Z(1) queda determinado si se conoce la curvatura k2 de
M.



COROLARIOlEl número de Pontryaguin normal, que es un invarian

te topológico de Mqueda determinado por el conocimiento de la

curvatura de K
2

COROLARIO2 Si v , G2(M) G2 u es suryectiva, entonces—— 9

volumen --l-—- í K2 dV = invariante topológico =
GQ,“ 62(M)

= número de Pontryaguin normal.

La demostracion de este corolario la posponemos al número si

guiente.

8) Canvazuna Ka de Aubvaniedade¿ M de nz"*”

¿azeó que ¿N = n

En general supongamos ahora que M es una subvariedad de nzn+N

que verifica dim M = nl= rN.

Podemosentonces demostrar un resultado análogo al del párra

fo anterior. Denotaremos como siempre G el conjunto de todosn,N

los subespacios orientados de Hin+Ny por Z el ciclo de Schubert

determinado por todos los_subespacios que contienen a uno Y ,

dim y = r.

Este ciclo, se puede demostrar, tiene el símbolo}

NI

Si Mestá orientada podemosconsiderar la aplicación tangente

0......0 N.....r...r veces n-r veces

tzM VG Podemos Suponer que hay sólo un número finito den,N

puntos de Men los due y es tangente, p1,...,ph; Ademasse'pue

de suponer también que Kr(y) # 0 en p1,...,ph.
Estas dos condiciones se verifican para todos los y excep

to los de un conjunto de medida nula de la imagen de v en
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ar
G , como resulta de una aplicación del feoremá de Sard.r,n+N-r

TEOREMA:En Gn N el ciclo interseccián t(M) Z viene determina?
3

do por los valores de KP(Y) en los puntos donde Y es tangente a H.

Si pï,.l=,pá denotan los subespecios tañgentes a Mpor pï,..ph

entonces t(M)ñZ = E €(pi)p; e (pi) = 1 1 y
Kr(Y)

¿(pi) = Slgno Kr(Y) e Tï;TïTI

Demoetración: En cada uno de los puntos b1,...,ph se verifica

que Kr #Hb, e50 es equivalente a afirmar que t/Vi(=uhentorno de

pi)es 1-1, Luegofiera calcular la intersección baste elegir úna
j, - .¡ ‘.3 - .

orientacion de Z y recordar que m1 ... wn f1]a la orlqntac16n de

My que‘xr # 0 dïee que pí,Z y t(M) son tiánsvereálee ( es decir
los'planos tahgehtes a Z y a t(M) se cortan sólo en el 1)

¿:1...n
hof cons'deráremos n el un e . a ma r'z m. . -- A a l e P t P1 l t l H le“ s=n+1...N

....e - done n+N
calculada res ecto de una ba‘e e ...e 'é'l. ep D 1 r’ r+1’ n’ n+1

d e .Íee es una base de He' '71,;é es fina base del com?
e 1 r Y y r+1 n+N

e -una báee del esbácío tangente aplemeñto crtógoñál aHYy el. . n

M en pi.

Rápiaameñfe se ve que esa matriz restringida á Z tïeñe sus r

prlmEíaé files ñulas, mientras que reétríngida a la imágéh fi en

pi las primeras r filas son rN :hn-formas linealmente iñfiependien

tes pues Kr ?-0 en p. Por lo tanto para calcular el signo de la

intersección de Z t (M) en p; consideramos las formas:
A..A A... ...A '

u1 (“1,n+1 ' ) (m2,n+1 ) ( wrn+N)

‘ : = A v - A ... nu’2 (“r+1,n+1A‘ ’) (“r+2,n+1 °") ( A“’n,n+N)

w; fija la orientación de Z y reeordando que mí'='Kr(Y)w1A...Amn

resulta que mi difiere de 1a orientación de y en Krïy), por
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_ A A: A A A; ". "' _lo tanto wlAw2 Kr(m1 ...wn) w2 luego el Signo que le correspon

de a p; depende del signo de Kr (más áúú, es igual).

QIE-D.

COROLARIO:'

'1 K dV = K I (HM) z)
P P

voiumen G GP(M)r,n+N-r

Demostración: Nos interesa tratar sólo el caso en qúevÏG¿(M)*
cubre todo G . Podemos cubrir (salvo medida nur,n+N-r r,n+N-r

la) G mediante subconjuntos Ai tales que v-1(Ai) tiener;n+Ñ-r

un número finito de componentes sobre cada una de las cuales el

signo de Kr permanece conStante. 'Entonces la integral de Kr so

bre las componentes resultará igual a Kr 5(Aí); por lo tanto
IK I'r

la integnal extendida a todo Gr(M) será igual a:

P

la] IKPI

X K . ú (Ag) = K I(t(M) Z) volumen Gfi’nflhr

Ñotamos que hemos supuesto que v es suryectiva dúrante la de

mostnacián del corolario. Sin embargo el mismoresultado vale

en general sustituyendo en el enunciado volumen G porr,n+N-r
volumen de la imagen de v
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9) lnd¿ce de un punto cnítico

‘ , , . . , . » n+NSea como Siempre Muna subvariedad inmergida en R tal que

varifi ue n u rN . Tomaúos e P sea L =
q Y or,n+N-r y Y

Sea p:M + L la proyeccion ortogonal.

LEMA:

dpx coincide con pl Tx

Demoethációná Por veñificación directa.

El gráfico de p resulta ser una subvarieaad inmergida de

R 2(n+N)_r. ESáhinmérsión viene dada por x + (X,P(x)).

El'espácio tangente a (x,p(x)) bor él lema anterïób eetá gene

rado por e: = (ei, pei). PodemosexfiliEitar los vectores e; eli.L

iendo una base ortónormal de L u ... u
g ‘ ’ { 1’ ’ n+N-r

n+N-r
e. = e. + l e.,u

1 1 j=1 1 j v2(n+N)—r-j+1

n+N, dondeLuego de elegir una base {ei,V } 1 á i ;
Ñ+n+1; s g 2(h+N)-r

S

n genera el plano tangente a M en x.91,...,e
Por otra parte sobre Mtenemos definido un campo de vectores

tangentes uï;...,u;+N_r que se obtienen por proyección ortogonal

de u1,.L.;u sobre ¿ada espacio tangente a M.n+N-r

n+N-r donAhora analizaremos el índice de los puntos uí,...,u

de tiene rango r.

LBMA : Los puntos donde u' ...,u' tienen ran o r coinciden
1 , n+N-r 3

con aqueïlos donde rango p = n-r

Demostracióanesulta comosiempre de comparación directa.
V4 próxima paso es la comparación entre el indice que es posiP1
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o ..u‘ , con el indice de intersección del ci1 n+N-rble asignar a u

¿lot Z :on L(M) en x (ver el número anterior).
Recordamos que para definir el índice de un campo de vectores

.J‘ ,. ... u‘ =n-r1 ’ n+N-r )'n unto donde el r'n o de u’ ... u‘en u p a g ( , , n+N_p

. DP+k . . .¿:nerglmos Men con K suf1c1entemente grande y con31deramos
n+K

una base g1,... de R’gk+n

Ahora suponiendo que Mestá inmergida en el subespacio de

E.n+K e d r lo ve tores 'gen ra o po s c <81,...,8K+n_[(n+N)_rJ) ’ defini_

mos la aplicación 02M» Gn K así:’

O(x) es el subespacio orientado generado por los vectores or
n+N-r

denados e; = e. + Z (ei,u5) g 11 3:1 n+K-j+1 é l é n donde

{ei} es una base del espacio tangente a Men x.

La aplicación O(x) está bien definida y, notando que

(ei , ug) = (ei,p'uj) = (ei,uj) , dondep'indica la
o. n+Nproyecc1on ortogonal sobre el plano tangente a Men x en R. ,

tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA:

SÍ G(p) es el gráfico de p en m_2(n+N)-r y t'es la apli
cación tangente a M, resulta que t‘coincide con la aplicación e

Analizamos los vectores e; que permiten definir G(x) en un

punto donde el sistema tenga rango n-r. Resultará que si elegi

mos una base e .,en del espacio tangente de modo que e1,00 1...er

genere a y , la matriz de las últimas n+N-r coordenadas será de
la forma: 0...........0

r filas o... .......o
0....0. ....Q

* 0 * 0
n-r filas - matriz de rango n-r

0 0 0
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Pero decir que esa matriz es de esa forma es equivalente a

uLerar que el subespacio tangente al gráfico de la proyección en

2(n+N)-r-jï1‘Del punto x interseca al subespacio L de coordenadas Y

j 1,. ,,n+N-v segun un subeSpacio de dimensión r.

El conjunto de todos los n-subespacios tales que intersecan a

segun uno de dimensión n constituye un ciclo de Schubert que

tiene por símbolo In+N-r,.L.,n+N-r,n+2N-r,...,n+2N-r|
r-ésimo”1ugar

Notamos que en el caso r=2,N=2,n=H, resultará el ciclo de

Schubert que tiene por símbolo Iu,u,6,sl , que determina la clase

de Pontryaguin normal para fibrados de dimensión H (se puede orien

tar canonicamente) .

PROPOSICIBN:
Para calcular el Índice de un punto donde el sistema

Ju. n+N-r1,...,u tenga rango n-r basta calcular el índice de intersec

ción t‘(M) con el ciclo de Schubert de todos los n-subespacios que

intersecan al de ecuación:

Y2(n+N)-I‘-j+1:0 ; 3:13. oo,n+N-r

segun uno de dimensión r.



20) Compania/¿ón del: indice dado poh. Zv MM) en ¡RMN

con ez que ¿e detenmána pon medio de xr :

Para ello definimos la siguiente aplicación:
n+N IR2(n+N)-ra:R >+ x * (x,p(x)) donde p es la proyec

,, n+N .
Clon ortogonal de R. sobre el subespac1o generado por u1,...,

.. u .’ n+N-r

La aplicación a es inyectiva y por lo tanto induce una aplica

ción a:G + G . Asi si e ... e es una base de un
n,N n,n+2N-r 1’ ’ n

subeSpacio"entonces una base de a(s) vendrá dada por :
n+N-r

e' z e' + j_1 ei’uj V2(n+N)-r-j+1

Si Z es el ciclo de Gn formado por todos los subespacios queN’

contienen Y , a(Z) ciclo determinado por L (ver más arriba) i

gual a H.

Para conocer el indice de intersección de H con O (t(M)) has

ta conocer el de Z con t(M). Recordando que ese número venia de

terminado por la curvatura Kr, obtenemos el resultado siguiente:

TEOREMA:
Si u1,... es el conjunto de vectores ortogonal au’ n+N-r

y y uí,...,u;+N P es el campo de vectores que obtenemos proyec

tándolcs sobre M, el indice de intersección en un punto x de M

(Y)viene dado por la curvatura de Kfi

1EoREMA:Sabemos que z j t(M) están en posición general si Kr# 0

en los puntos de intersección, por lo tanto a(Z) y H estarán en

posición general si Kr # 0.
Esto ultimo da un criterio para determinar cuando una aplica

ción es genérica.
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71) Caáo de una hipenóupenáácie en D2"+’, ¿A decia

n r n, N = 1

En este caso G (M) = G (M) y G Sn por lo tanto la aplir n n,1

cación v; Gn(M)+ Sn se puede interpretar como definida en M.

El elemento de volumen de Gn 1 resulta ser:’

A....Am(“1,n+1 n,n+1)
Por lo tanto (1).

Luego de determinar en Mun Wrepere" e ..,e que per1” n’en+1’
mite calcular v*(w. ).1,n+1

Deducimos de (1) que v*(m1 ‘A...Aw ) = detIA’
m An+t n,n+1 °In+1i3 1

AMQA...Aun,m1Aw2...Amn = elemento de volumen de M. Equivalente

É :mente podemos poner v (m Am .) A A2...Anw1Aw2..AwnA....
1,n+1 n,n+¡ 1

donde11,...,An son los autovalores de la matriz simétrica

IIAn+1..Hl]

Evidentemente el signo de la curvatura Kn queda completamen

te determinado si se conoce el número de autovalores negativos

de “An+1,i,j

Para analizar la curvatura de Kn desde el punto de vista to

pológico, recordamos que dada una función diferenciable f sobre

M, con puntos críticos en los que f es " no-degenerada" y p1,...

.,pn son esos puntos f(pi) = f(pj), i#j resulta que

x(M) =
IIMPS

e f(pi).
i 1
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Donde usimos €f( .) = Ï 1 se ún ue el indice de f en p. seap pl gq 1
par o impar.

Ahora aclaramos que se entiende por indice de una función en

un punto critico no degenerado.

DEFINICION1: Dada una funcion sz * HL se denomina hessiano de

f en un punto crítico p de f a la forma bilineal Hf( , ) definida

sobre T así- Hf(X X ) = f (f f) =IÏ (y f) ' donde y es cual
p ' 1’ 2 1 2 p 2 1 p ’ i

quier campo de vectores tal que en p Íi/p = x

Se lo suele indicar utilizando una notación más general como

2d f/p.

DEFINICION2: Un punto crítico de f se dice no degenerado si la

forma d2f en ese punto es no-degenerada, en ese caso d2f tiene a

signado un índice bien determinado que resulta ser -1 si el número

de autovalores negativos de f es impar y +1 en caso contrario.
Dados e 1,...,en campos de vectores ortonormales en cada punto

de un entorno de p en M,Hf en p se puede expresar como :

2Hf = Z e.(e.f)m.m.
. . 1 ] 1 3la]

Aquí m1,...,wn resulta ser comosiempre los duales de el...en.

Si V es un vector unitario sobre M, entonces podemos definir

la siguiente función diferenciable: f(x) = <x,V> , se verifica

facilmente que su diferencial en un punto resulta ser la proyec

Clón ortogonal de Tp sobre la recta determinada por V que pasa por
el origen. Por lo tanto los puntos críticos de f resultan ser a

quellos puntos p1,...,pn donde V resulta normal al plano tangente
. n . . .Salvo un subconJunto de S de medida nula, toda f definida asi

tiene puntos críticos no degenerados, al menos su hessiano es no

degenerado. Eso resulta como siempre del teorema de Sard, si
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probamos que la afirmación Kn(p) = 0 es equivalente a que

f(x) = < v,x > tiene un punto crítico degenerado en p. Para

eso demostraremos el Siguiente:

TEOREMA:Sea po e M C Hïn+1 una subvariedad inmergida y v0

el vector normal a M en p0 , entonces la función f(x)= < x ,V o>

tiene un punto crítico en po y su Hessiano en p0 coincide con la

2°forma de M en po.

Demostración: La primera afirmación resulta de lo que vimos más

arriba. Para demostrar la 2°afirmaci6n elegimos un "repere" en
0

de modo que eoun entorno de p0 el, ......., e , e n+1n n+1
0Sea nla proyección ortogonal sobre la rectaAv. SiY (t) es una

curva que pasa por po es deciry-(O) = p0 y la dirección resulta

ser eh en entonces:

n

Idei ( Y (t) ) - jglwij(eh) ej + mn+1,i (eh) en+1
d t t=0

.. . +1Por la "Ecuac1on de Estructura" de la variedad M en HP . Pero

tendremos
d Ee. ( y(t) ) = m (e.) = A . .

1 i n+1 h n+1 1 h
d t

Por otra parte si consideramos < v , x > = f(x)¿ eï(f) = H (ei)
l .

y comparando con 2Hf = Z e.e. (f) w. m. vemos que e.e.(f) A..
í j 1 J 1 J ’ 1 j ñ ij

Por lo tanto queda demostrado el teorema.

Q-E-D.

Comocorolario resulta que el índice de la función f(x)= x,

en un punto determina, el signo de la curvatura Kn. Por otra parte

por los resultados que vimos antes, el signo de Kn dependía sólo
de la intersección del ciclo de espacios tangentes a Mcon el que
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determina

El comportamiento de Kn está regulado por el del Hessiano de q ,

utilizando un argumento anterior se demuestra que IKn d V =

x (M) volumen de Sn ¡Z(M) = característico de Euler
Poincaré de M.

Conviene observar lo siguiente; si f(x) = (Lx, v¿> y e1....en

es un repere en un entorno de po, resultaría que la proyección
ortogonal de v sobre cada plano tangente se puede expresar así:0

HP (v0) = ale1 +....+ unen , donde <Ïei,vo>> = ai

Luego HP (vo) por dualidad determina una forma almï +....+ anmn

que resulta ser el diferencial de f(x),por lo tanto Hp (v0) es
el gradiente de q , que indicaremos por Vf.

La diferencial covariante de Vf resulta ser un elemento de

r(T(M) e T* (M) ) PHom ( TM, TM)

Nos interesa analizar D(Vf) en un punto critico de f Sl gradien

te de f viene dado por f= ale1 +.....+anen, por lo tanto,
n n

D(Vf) = 2 (da, + z a m .) e.
j=1 J h=1 h h] 3

n

En un punto crítico po resulta que D(Vf) = 2 da e. , pues

0.

j = 0. Pensando D(Vf) en po como elemento de T(M) 9 T*(M)
n

actúa asi D(Vf)(x) = !ï daj(x)ej. Esta expresión se puede obte5:1

ner a partir del Hessiano de f en po , Hf(x, ) es un elemento de
Ta

pO

La importancia de estas relaciones se visualiza cuando se quie

ren generalizar los procedimientos de análisis de singularidades

de funCiones a las singularidades de secciones.



12) Reiac¿on ¿nine ¿0A gnad4enteó de cáenta¿ pnoyeccianeó

n+N, = ¿Ncon {a cunuatuna K de una ¿ubvanáedad M de‘m

El objeto de esta sección es determinar el signo de la curva

tura K“ en punto de Gr(M) a partir del comportamiento de ciertas

funciones diferenciables que se definen sobre M.
' 0 0

Con51deremos un punto po de My en+1,...,en+N una base del

subespacio y normal a M en po.

Sea ahora H:M+ y la proyección ortogonal, claramente resul

ta ser un punto crítico y Ker dH = Tp.

° ... ° ' N ' =Los vectores en+1, ,en+N definen funCiones fS(x)

= <x,e° > , s=n+1,...,n+N , que componen H El Hessiano

de cada una de estas funciones se calcula utilizando las ecuacio

nes de estructura de M.

Consideremos una curva que pase por po y cuya dirección en

po sea ej , por el argumento del número anterior, tenemos que:

Hs dei (Y(t))
' dt t=0

o = . =ortogonal sobre es fS , por lo tanto Hfs Z Asijmim. , es

decir el Hessiano de la función fs coincide con la segunda for
ma correspondiente.

Recordemos que la curvatura Kr, en la dirección del subespa

cio tangente eÏAeÉA...Ae;, se obtiene a partir de Amis =

= A....A ' ' ’ ° .KrulAu2 un 1,s en orden lexicologico

UtiliZando para calcular mis un repere tal que en po, los



r-primeros vectores coinciden con e°,...,e; y cada mi se reemrS
n

plaza por m. =ls Sabemos entonces que Kr = ejzl Asijmj nN

Hs(ei) ; aquí Hs(ei) , con s,i en orden lexicológico , indica

el valor del hessiano de x Hs en e..

Asi obtenemos el teorema:

TEORBMA 1:
Si HzM+ y es la proyección ortogonal de M sobre un

' o o o _._subespac1o generado por en+1, en+2,...,en+N y fS < x,es > ,

s=1,..,,n , entonces fs tendrá un punto crítico en cada po e H

dondeeS es normal, y en ese punto el Hessiano de fs, HS se re

laciona con la curvatura asi:

K (e A...A er) = e A H (ei)

13) Caáo n=ï,N=n, e¿ decia cuando M ¿41d ¿uMennga en

un e4pac¿o de dLmen¿¿6n Zn

uando Mes una subvariedad inmergida de un espacio de dimen

sión 2n, dimM= n, podemos considerar el fibrado de los vectores

tangentes unitarios 61(M); como dimensión de G1(M) es igual a

2n-1, tenemos una aplicación de sz1(M) + S2n- . Esta aplica

ción como siempre consiste en pensar un vector de 61(M) como un
-1vector de S2n .

En S2n-1 tenemos 1a siguiente forma que nos describe su volu

men w A...A w donde m. , s=2...2n se definen a partir de12 12n lS
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1a matriz de formas “wifi” de SO(n), como vimos en general para

r,n-r'
Comosiempre, por el teorema de Sard, resulta que salvo un c

2n-1 -1
3 G.conjunto de medida nula de S (v), consiste de un número

finito de puntos p1,...,ph , en los que es posible encontrar un

entorno Vi tal que v/Vi sea 1-1.

Ahora tratamos de dar un sentido geométrico al signo de v en

cada uno de los puntos. Para eso en primer témino es necesario

. * f ° =determinar v (w12 A...A u12n) en un punto po e G1(M), po (xo,Vo)

x0 e M y Vo = vector unitario tangente a M en V0.

Blegimos un repere definido en un entorno de x en el...e2n

de modo que en x se tenga e° = V . Mediante e ...e se calcu1 o 1 2n

lan las formas mij , 1 é j IM n, y wls , n+1 é s ; 2n,

ïw = A .w.
ls jzl sl] j

Reemplazando en m12 A...A m12n llegamos a que:

Ñ : '
v (m12 A...A w12n) detIIAntilj“ m12 A...Am1nA m1 A...A un .

Para estudiar el signo de detIIA introducimos el sintilj“

guiente ciclo w en Gn n , que consiste de todos los n-subespaci
3

2n , .
os de R que estan contenidos en el complemento ortogonal a Vo

Comotrabajamos con la aplicacion normal a M, ordenamos los

vectores del repere así: ,e ,en , por lo tantoen+1,... 2n,e1,...

la matriz de formas que determinan el volumen y la orientación
de G resulta ser:n,n





wn+1 1 un+1 2 """' mn+1 n

Por lo tanto para calcular el númerode intersección, entre el

ciclo de n-subespacios normales a My el determinado por V0,
procedemos como siempre.

Sintetizando estos dos resultados obtenemos el siguiente teorema

TEORBMA 1:

La curvatura K1 de una subvariedad Mde Bin verifica
las dos siguientes propiedades:

1) K dV 1 (suma de los Índices de los puntos críticos
G1(M) l

de un vector normal a M) x volumen de la

esfera de dimensión 2n-1.

14) Punt“ cai/tuu de ¿anciana diáenencLabieó y cuavatuILa

de una ¿ubvaniedad M de JRIHl:

Los resultados que obtenemos sobre la integral de curvaturas

resultan siempre de situaciones de este tipo H : X + B, donde

X resulta ser un espacio asociado a My a alguna grassmaniana.

El espacio X se trata de algún fibrado asociado a T(M) o bien

a v(M) fibrado normal
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La aplicación H , resulta ser suryectiva y salvo un conjunto de

medida nula H-1(y) es una subvariedad de X, La imagen inversa

H-1(Y)se puede identificar a algún ciclo crítico, de la restric

ción a g de una función lineal, por ejemplo una proyección

ortogonal, etc. (En realidad lo que se identifica a un ciclo

critico resulta ser su proyección sobre M).

Como ejemplos podemos considerar el caso X = Gr (M) y
'b -1 .
Gr,n+lfi;ru, H (y) , donde y resulta ser algún subespac1o

B:
de dimensión r-orientado, consiste de los puntos críticos de la

proyección ortogonal sobrey ,p:N-+y donde rango de p = n-r

(Por supuesto suponemos Nr =>n )

Nos queda aún el caso, en que rN ¿n , es decir cuando tratamos

con variedades de dimensión comparativamente alta respecto de

n + N . En el caso último H_1(y) resulta ser una unión de subva

riedades de M . Sobre éstas subvariedades a su vez podemos

considerar la restricción de la proyección ortogonal y estudiar

los diversos puntos críticos que por supuesto dependerán de las

derivadas segundas de la inmersión.

Lo interesante consiste en describir mediante curvaturas, que de
penden localmente de la inmersión, esos ciclos críticos. Para

conseguir el resultado notamos que en X , tenemos definida una

medida, que suele ser el producto de ¿a medida de H por la de

la fibra.

Denotemos por dV el elemento de volumen en X , por dV' el de

B y dV" el elemento de volumen en x de la subvariedad

H_1(H(x) ) . Entonces en x tenemos una igualdad de este tipo

IKIdV = (n * (dV')AdV" ).

._Para los casos que nos interesan la función K resultará bien

definida salvo un conjunto de medida nula. El K que aparece
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resulta ser una "curvatura" que mide en cuanto difiere la medi

da de x dV, de la medida producto de B por la "fibra" de H

Si consideramos una forma diferencial definida en Mtal que

su grado sea igual a la dimensión de la imagen inversa de un

punto por es posible considerar la integral a lo largo de

II 1(Y)»,¿y. e B.

Tomandoesa forma diferencial convenientemente obtendremos

información sobre los puntos críticos excepcionales de la apli

cación diferencial. Por ejemplo si tomamosuna forma o tal que

su integral extendida a la subvariedad crítica describa los pun

tos excepcionales de codimensión máxima, la integral de:

1 J H'*(Ó) AH*(dV') = promedio de los índi
volumen B Gr(M)

ces de los ciclos críticos excepcionales de las proyecciones;

H”: x + M es la proyección de X sobre M.

Por otra parte H’*(®) A H*(dV‘)Ix = IKIJHÓ(Hx)dV y aquí K es

el que verifica K dV = H*(dV') A dV"; JII es el Jacobiano de

H‘IH-1(H(x)) en x, calculado resPecto del elemento de volumen

n_1(H(x)) y el de H’(H_1(H(x))), mientras que ó(H(x)) se identi

fica al valor de la forma en x(pues se trata de una forma de gra

1 II(x)) ).do máximo sobre ntn'

Antes de desarrollar en detalle esta cuestión, veamosotros

ejemplos. Cuando szr(M) + G y n=rN en general ( salvor,n+N-r
. . —1

conJunto de medida nula) v (y), y e Gr’n+N_r consta de un

númerofinito de puntod p1,...,ph. Esta propiedad se sigue ve
. . . . -1rificando en un abierto U que contiene a y, v (U) consta de un

número finito de componentes U1 U...U Uh = v_1(U) ;(tomando U pe

queño se puede conseguir que U1.nUj í 0 y que v/Ui sea 1-1).



Esto resulta por ejemplo debido a la estabilidad de los ciclos

críticos de aplicaciones diferenciales, genéricas, aunqueen este

caso basta un argumento más elemental.

Lo que expresa el signo de la curvatura K en pi, es el sentido

en que v(Ui), cubre a U. El hecho importante es que esos sig

nos i = 1,...,h sumados dan una invariante de Mque depende

de la inmersión, a veces sólo de M.

Entonces podemosinterpretar ahora nuestro resultado anterior

sea szr(M) + G , la imagen inversa de un punto y,r,n+N-r

v—1(Y), y# punto critico consiste de un número finito de pun

tos, consideramos la proyección de esos puntos sobre My en esa
h

subvariedad (discreta) definimos la forma 2 sipi .i=1

Entonces el teorema aparece finalmente asi:

J GP(M)IKI(2 Eipi) dv = JGP(M) K dv = (VOI'Gr,n+N-r)(2 Ei)
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CAPITULO III

15) Relacioneó ¿nine punto¿ cnít¿co¿ excepcionaieó de

ap¿¿cac¿one¿ dááenenc¿abie¿ y ¿a cunuatuna de una van¿edad

Antes de seguir adelante debemos aclarar que es lo que se en

tiende por puntos críticos excepcionales de una aplicación dife
renciable.

Sea Muna variedad de dimensión n y f:M + R., una aplicación

diferenciable; consideremos el ciclo Sr de puntos críticos x de

Mdonde p-rango f/x = r estrictamente. Este ciclo sabemos que

Se puede describir a traves de la aplicación tangente al gráfico
, . +de M. Supongamos que M esta sumergida en nan N, por lo tanto

G(f) estará sumergido en Hin+N+p.

Sea la aplicación tangente a G(f) t:G(f) + G . Por lon,N+p

que vimos en el primer capítulo resulta que Sr es la imagen in
versa a traves de t, del ciclo de Schubert, que tiene por sím
bolo:

INrp-r,....,N+p-r ,N+p,.....,N+pI
n-p+r p-r

formado de todos los subespacios de dimensión n que intersecan

uno de dimensión n+N según un subespacio de dimensión n-p+r es

trictamente.

Sl esta aplicación diferenciable t, verificara la propiedad
de ser transversal a ese ciclo, la imagen inversa determinaria
un ciclo en M.



Suponemos_qu* x no es punto crítico de t, y que t(x) no es

punto singular del ciclo de Schubert.

Cuandose verifican las hipótesis anteriores resulta que, la

imagen inversa por t, del ciclo es una subvariedad de G(f) sin

singularidades.

Comoveremos luego, esta condición de transversalidad se puede

expresar muyfacilmente para el caso de restricción de aplicacio

nes lineales a M. Por supuesto si suponemos que Mestá inmergida

en Din+N y n y N verifican ciertas condiciones, nos interesa co

nocer "en general", si la aplicación f restringida a Sr tiene

rango máximo. Comola dimensión de Sr es n-r(n-p+r), y ese nú
mero es inferior a n-p, para 1, resulta que f no tiene pun

tas críticos en general "restringida" a Sr.

Pues la proyección ortogonal de cada plano tangente a Sr so
bre el subespacio de las y*, tiene en general dimensión p-r.

NOTA: en R.n+N+p utilizamos las coordenadas (xi,yi) con
1 ' i Á n+N y 1 é j é p.

Para estudiér los puntos de Sr, donde f/Sr, tiene rango menor

a la dimensión de Sr = m, debemos considerar el fibrado H + Sr,

donde la fibra sobre cada x e Sr consiste de todos los m-subespa
cios tangentes a M.

Notamos que H tambien se puede interpretar como el fibrado de

la imagen inversa del H + Gm,Ncuya fibra sobre y e Gn’N consis
te de todos los subespacios de dimensión m de y (no suponemos

que sean orientados). En H, podemos construir ciclos Z, del si

guiente modo: sobre cada fibrado, se puede considerar el conjun
toF; de m-subespacios, que se proyectan sobre el Hip-r subespa
cio intersección del subespacio tangente de dimensión n y de
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Hip con dimensión menor que la de Sr. Si consideramos el conjun

to de todos esos subespacios resulta que determinan un ciclo Z

en H invariante por la acción del grupo estructural de H.

Conviene observar que según la condición que se imponga res

pecto de la proyección de Hip-r, obtenemos una gama de ciclos que

permitirán definir los puntos críticos excepcionales.

DEFINICION 1:
Consideremos la imagen de la sección que determinan

los subespacios de dimensión m tangentes a Sr, en el fibrado

H + Sr (recordemos que estamos suponiendo que Sr es una subvarie
dad).

Entonces los puntos críticos excepcionales serán aquellos den

de la sección sobre Sr corte a alguno de los ciclos que defini
mos.

NOTA:En rigor los puntos críticos excepcionales son la proyec

ción de los que considera la definición. Ademáses claro que se

gún se elija Z se obtendrá toda la posible gama de puntos críti

cos de f/Sr.

En el caso de una función lineal f/M, cuando MC Bln+N, como

ya observamos varias veces, resulta ser el más simple (y el caso

general se puede reducir a este), pues veremos que las condicio

nes de genericidad se pueden expresar mediante las ecuaciones de
estructura de M.

Sea y un subespacio de dimensión n # r de flin+N y p:M + y la

proyección ortogonal sobre el complemento ortogonal a y .

Entonces se comprende que los puntos de Mdonde esta aplica

ción tiene rango n-r resultan ser aquellos en los que es tangen

te a M. Como dimensión de y = n+N-r y rango p = n-r, en un pun

to donde Yes tangente a M, resulta que el ciclo critico que



determinamos coincide con SN (N+n-r-(n-r) = N).

Si denominamos ZY el ciclo de Schubert de Gn de todos.los,N ’

n-subespacios que contienen al subespacio y y T:M+ Gn N a la a
9

plicación tangente a M, podemosobtener una descripción diferen

te de SN. Evidentemente se tiene que t_1(Zy) = SN .

Por otra parte podemos considerar el gráfico de P:]Rn+N +N-r
JI¿2(n+N)-ry tenemos una inmersión de M en el subespacio G(p) de

( igual a G(p)).

Por abuso de lenguaje, denominaremos G(p) al gráfico de la res

tricción de p a M. En D€(n+N)-P podemos lograr una caracteriza

ción diferente de los puntos críticos de p, siguiendo el proceso

usual de estudiar los planos tangentes a G(p).

Sea t‘:G(p) + G , la aplicación tangente de G(p).n,2(n+N)-r
En G podemos considerar el ciclo de Schubert de ton,2(n+N)-r

dos los n-subespacios que intersecan el subespacio y1=...=yn+N_r=
'0 según un subespacio de dimensión ; r.

El símbolo de Schubert que le corresponde resulta ser:

Z'Y= In+N-r,.......,n+N-r, n+2N-r,.......,n+2N-r
r veces n-r veces

A nosotros nos interesan de entre estos ciclos aquellos que re

sultan orientables. Es decir, los que determinen un ciclo de ho

mología entera. Comosiempre determinamos u y B (ver capítulo I)

a = r ; B = N.

Para que este ciclo sea orientable se debe tener a1 + 61 = 0
es decir que r y N sean de la misma paridad, y para que sean sin

torsión, que además sean pares.

Cuando Z'Y es un ciclo orientable resulta que Z , tambien loY

es, pues si denotamos por i la aplicación i:M + G(p) tenemos la
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formula lot (ZY ) = t (Z'Y ), y además Sl queremos interpre
tar esto mismoutilizando dualidad, los ciclos que determinan

ZY y Z'Y sobre M son los mismos, es decir si denotamos #ZY y

#Z'Y los duales tenemos la fórmula, 1* (#Z'Y ) = #ZY .

Luego para cada yeGr’n +N-r, tendremos un ciclo bien determina

do ZY ,(En realidad un represententante de una clase de homolo
gía).

Sabemos que ZY es orientable pero no le hemos asignado afin nin

guna orientación. Para ello, denotemospor t'Y la aplicación

tangente a G(pY), pY :M *yl la proyección ortogonal de M sobre Y

ComoZ'Y no depende de y, podemos asignarle una orientación bien
determinada y arbitraria. Comotambién a Mla suponemos orienta

4-1 ' . .
da, 1 ot.Y(Z'Y ) para cada y , es un ClClO orientado, repre
sentante de una misma clase de homología. Pero

- ' —

i 1 t (Z'Y) = t 1(ZY), luego llegamos así a determinar una

orientación uniforme para cada ZY

Denotemos por v:GP(M) t 8 la aplicación-que a cadar,n+N-r
subespacioy , tangente a Morientado, dim y = r , le asigna el

N
mismo subespac1o como elemento de Gr,m+N-r
Esta aplicaciónv es en general suryectiva, pero en algunos casos

m 0 t

no alcanza a cubrir todo Gr n+Nr (quas; suryectivas en el’ 

sentido de Calabi).

Por otro lado, debido al teorema de Sard, resulta que sólo exis
m v Ite en G a lo sumo un conjunto de medida nula de valoresr,n+N-r

críticos de v.
m

= d n ub ' n err eLa ¿magen por v e M, es u s conju to c ado d Gr’n+N_r Y
t . . . -151 y no es un valor crítico de v, es dec1r Sl v (Y) carece de

. t -1 .puntos críticos, se tiene que v (y) es una subvariedad de H, o
una unión de subvariedades.



Sea ahora el Siguiente diagrama:

" a
Gr (M)———-) r,n+N-r

H = la proyección que a cada

subespacio tangente a Mde dimen

sión r le asigna el punto de

tangencia.

-1
TEQÉEHÉ’SÍ , entonces o bien v-1(Y) í Ó 5 H V (Y)e Gr,n+N-r
es una subvariedad de M6 una unión de subvariedades que no se

intersecan.

Demostración: Si Y no es un valor crítico de y , entonces resulta
o -1 . -1 .

que o bien v (Y) = o o v (y) es una subvariedad de Gr(M),
(o una unión de subvariedades).

-1
Todo se reduce a probar ahora que lo v (Y) es una unión de subva

riedades de M, cuando v_1(y) # Ó

Sea (y, x) un elemento de Gr(M) tal que v(y,x) = y , determinemos

un repere el, ....., en,en+1, .....en+N de Men un entorno del pun
t t l o eo enere en x e eo x, a que e1,...g., , r g , y n+1,..... , n+N
generan los planos normales a M.

Sean las formas de G con referencia a eo .... eo
r,n+N-r 1’ ’ n+N

definidas como "mis" 1 ii ir, r+1í s 1N+n

Por otra parte, v*(uih) mih, li i ír y r+1í h in, mientras
n

que v*(u. ) :2 A ,. m, , 1 i< r y n+1< s< n+N.
1s jzl Sl] ] : - —

Comoy no es un valor crítico resultará que, las formas v*(wis)

y v*(uih) 1:1..,r, s = n+1,....,n+N,h = r+1,....,n son lineal
mente indeRendientes, en particular las formas v*(wis) serán
independientes.

n

Por lo tanto, las r x N,1-formas v*(wis) = 2 A .. m.,



n+1 i s í n+N, 1 í i í r verifican la condición:

A v*wis # 0 en orden lexicográfico.i,s
Sea en Gn N el ciclo de Schubert ZY de todos los n-subespacios’

que contienen a y

Sea Tx el subespecio tangente a Men X, orientado según la

orientación de M. Este está generado por eg, ....,e: ,por defi
nición del "repere".

Si denotamos por U el conjunto abierto de En’N de todos los sub

espacios que se proyectan sobre TYpreservando la orientación y
1a dimensión, se puede introducir un sistema de coordenadas en

U ñZ
Y

0 O . .

Sea el, ..., er ,e¿+1 ,...,e'n una base del subespaCiO'QeZwrm
0 .

i — I — 'tal que p(e r+1) - er+1 ,..., p(e n) —en , donde o indica la

proyección ortogonal de o sobre Tx , p:o + Tx
o n+N

. . . , =Entonces es pOSlble escribir e r+1 er+1 + Z Er+1á ess=n+1

í n+N

é'n = eh + Z En goesís=n+1 '

donde la matriz “¿15" i=1+r,..., n está bien definida y
s=n+1,..., N+n

o w "¿iSH , en UÑZconstituye un sistema de coordenadas.

En Tx e Zn U las formas "mis" son las duales de las derivaciones
a , por definición.

bgis

Comolas formas v*(wi ) 1 í i í , n+1 í s í n+N son independiens

tes, se deduce que la imagen inversa de Zn U , por T resulta ser

una subvariedad de M.

Q-E-D

Durante la demostración hemosutilizado la siguiente proposición:

Eggïgglglgï-í:Si sz + H9+m, es una aplicación de una variedad M

en Hp+m, de modo que f*(d x1)tfi... f*(dxh)ld sean linealmente



independientes, resulta que f_1(x1= 0 ....xh=0 ) es una subva
riedad.

Demostración:
Es una simple aplicación del teorema de las funcio

nes implícitas.

16) Sobne ¿a deócnipción de ¿a ¿ubvan¿edad V-I(Y),
N

Y ¿ Gr n+N_r cuando y # vaton cntt¿co=
9

Sea (Y,p ) un punto de GP(M), en el que v tiene rango máximo.

Veremos que en un entorno de (Y , p ) , V_1(Y) es una subvarie

dad integral de un sistema de formas.

Para ello elegimos un "repere" ei, ... , en en un entorno U de p
a

tal que ei, ..., er genere y en cada uno de los puntos p' e U
donde y es tangente a M.

Fácilmente deducimos que el plano tangente a\)-1W ) en (y,p'),

p' EU, está constituido por el núcleo de las formas,

V*(wit)=01 iír,r+1_<_jín,v*(wis)-01<i<r,
n+1 í s í n+N

Más exactamente, si consideramos en Gr(M) , las formas m. y.ljy

t.., un, definidas utilizando el repere el, ..., en laU1,

subvariedad v_1(v) n en fi-1(U) , donde.H:Gr(M) 4 Mes la in
tegral que pasa por (Y,p ) del sistema:

wij 0 , y Z Asij uj = 0 1 = 1, ..., r

-omo va(wij) = mH en Gr(M) , resultará que v_1(y) es una
subvariedad, tal que su plano tangente, es horizontal.



Por "horizontal" entendemos que su plano tangente esté conteni

do en el subespacio del tangente en (y,p), a Gr(M) que se pue
de definir mediante la conexión de M.

Aclaremos más este concepto. Sea P(M) el fibrado principal

asociado al fibrado tangente de M. En P(M), dada una curva en
_ o o

M , o(t) , -e.t e y Q(0)—p , y una base e1,...,en en 0(0) ’ es

posible determinar una única sección e1(o(t)),...en(o(t)), sobre
o(t) , tal que eÏ,...,e0 n genere una base tangente en p.

Entonces definimos comosubespacio horizontal en (p,Y) , al

generado por todos los vectores tangentes a las curvas que pa

san por o(0) y se obtiene así.

Análogamente en GP(M), tomamos una base de Y en p, eÏ,...,e:

y la completamos a una base eo ... e0 e ...e1’ ’ r’ r+1’ n

Si o(t) , -e<t<E ,es una curva que pasa por p , tenemos que en

P(M)es posible definir la sección e1(Ó(t))...en(Ó(t)) a partir
. t a 0 0del valor 1n1c1al e1,...,en .

A ésta le podemos asociar otra S sobre ©(t) en valores en Gr(M),
así determinada , el valor de S en Ó(t) resulta ser "el subespa- ' v |I|-'
C10 generado por e1(t )r...,er(t ) —Y(t ).
Esta es una buena definición puesto que los vectores

e1(y(t)),...,en(y(t)) dependenlinealmente de las condiciones
....l o o1n1c1a es e1,...,en .
Además, comoel traslado paralelo preserva el producto de

Riemann,tampocodepende del sistema e:+1,...,e: ,que utilicemos

para completar la base e1,.o.,er.
Por analogía a1 caso anterior definimos, el subespacio horizon

tal de GF(M)en (y,p) , como aquel generado por los vectores
tangentes de todas las curvas Y(t)°

Ahora notamos, que la condición necesaria y suficiente para que



un vector tangente a GP(M)pertenezca al subespacio horizontal
en que verifique la propiedad de anular las formas

mij=0 , r+1L ji n , 1 í ii r
A partir de todo esto, resulta clara la afirmación que dice:

"v_1(y)rm-1(U) es una subvariedad horizontal", ya que entre las

formas que anulan a su plano tangente figuran mij .
Notamos finalmente que todo lo dicho resulta válido aún cuando

Y sea un valor crítico de v , pero suponiendo que el rango de

v en (p,v) sea máximo.

17) De¿¿n¿c¿6n de La cunvatuna Ki en el cabo n ¿AN :

Puesto que n > rN , cada vez que Y 6G no sea un valorI r,n+N-r’
crítico de v: G (M)--4> % , v_1( ) resultará unar Yr,n+N-r
subvariedad horizontal de GP(M) , de dimensión n-rN. Además
comoV_1(Y) consta de una unión de subvariedades orientadas

de Gr(M) , en cada punto ( hp) e v_1(Y) , es posible definir
el subespacio tangente orientado a v_1(y).

. . -1 .
Recordamos como era p051ble orientar cada v (y) de modo unifor

me. Fijábamos una orientación del ciclo que denominábamos Z'Y
'b

de Gn,n+2N-r (arbitraria), y mediante la de Mpodíamos asignarle

a ZYuna orientación, que resultaba independiente de Y (sólo
relacionado con la clase de homologïa que determina).

Este proceso es solamente local, es decir utilizando este cri

terio, podemosorientar también el plano tangente a v_1(y) en

(Y,p) ,siempre que (y,p) no sea un punto crítico de V .

Entonces en cada (y,p)e v—1(y)tenemos definida una n-rN direc

ción, que indicamos por dV , que debido a la observación
Y



anterior, es posible definir en cualquier (y,p) donde rango v
sea máximo.

Sea ahora dV = elemento de volumen de

dv = II u n nr,n—r r,n-r
dv = II II ll IIr,n+N-r r,n+n-r

F? 78) De6¿n¿c¿ón de ¿a cunvatuna K pana el caóo en que n > rN

E N N: . . . .
2—Eí—lgí9—La curvatura Kr se obtlene a partlr de la Slgulente

relación en (Y,P) e Gr(M)
+. A v (dVr,n+N_r) de xr dV AdVr,n_r s1 (y,p) # punto

crítico de v y 0 = Kren (y,p) = punto crítico de v
Supongamos ahora que tenemos una forma w de grado n-rN, definida

. -1 . . .en . 81 v (y) es una un16n de subvarledades orlenGn-rN,(r+1)N

tadas de GP(M) , también lo será H( v-1(y) ) ;n:G (M)——M, entonr
a . ., . -1

ces medlante la aplloac1on tangente, t. H(v (y) ) GIFPNAIHHL)N
tomamos t* (o) = imagen inversa deo

Supongamos también que í t*(ó) dV = un número independiente-1
H(v (y) )

de H(v-1(y) ) , es decir deY . La integral la tomamos sobre cada

una de las componentes de “(v_1(y) ) , provista con la orientación

que le hemos fijado.

En cada punto p e H(v_1(y) , tenemos una función f(p) bien definida

que obtenemos cuando referimos la forma t* (é) al elemento de

volumen H(v_1(y) ).

Podemosestablecer la igualdad f(p)dVY = t*(o),hemos indicado por

dV!*.el elemento de volumen de K(v-1(y) ).



Ahora nos interesa probar la relación H*(f dV'Y) = (foh)dVY
. . . . ., -1por.H indicamos en realidad la restr1c01on de H a v (y).

Para ello es suficiente probar que el Jacobiano de H , referido

al Elemento de volumen dVY y d'VY = elemento de volumen de
U(v_1(y) ) vale 1.

Pero eso es corolario de la relación n*(<, >)/ subespacio

horizontal = restricción del producto de Riemannque es posible

definin en Gr(M)al subespacio horizontal.
Ahora podemos enunciar el siguiente teorema:

TEOREMA:
N

Supongamos que Y e G , es un valor nn critico devr,n+N-r
entonces existe un entorno de Y, U donde y' e U á y' # valor

critico, y la integral

í. fofl) K dv A dV = (vol U) xí t*CÓ)dV'Gr(MS r v—1(Y)
luego de elegir una orientación de Madecuada.

r,n-r

Demostración: _1
Sea (y,p) e v (y) C Gr(M) . En (y,p) podemos esco

ger un sistema de coordenadas a , definido en un abierto Ap

a Ap --,-11 x I2 donde

I1 = { (x1.....xr(n+N_r)) / Ixil é 1 , xi e R }

I2={(x1.....xn_rN) /Iin;1,xie]R}
y de modo que a sea restricción de un difeomorfismo ¿a entre

aA C A' —--)'I' x I' con I'. definidos mediante las
p p 1 2 1

desigualdades Ile é 1 + e
Más aün suponemos a elegida de modo que el siguiente diagrama,

se pueda completar mediante una aplicación a' que lo haga

conmutativo:



ApN 11 I2

V P1 (P1(x,Y):X)
alUp“¡Il

con V( p) = U . De tal manera que, d' verifique la condición

a'r restricción de un sistema de coordenadas 0'

Up* I; que haga conmutativo el diagrama, si se reemplaza a

por a"

Supongamos ahora que dV l “-1(Y) nAp = V*(a(x,y)dx)

con a(x,y) e C (Il x 12) , x : (v)(Y:p’),(y;pn) e A

Por un argumento de compacidad podemos cubrir v—1(y), median

te cubos (Ci,ai) con i = 1,...,h.que verifiquen las condiciones

de más arriba y además tales que a; = a; para todo i,j=1,...,h
Y las relaciones complementarias siguientes:

a) CÉn C3 = o para todo i,j=1,...,h

b) v(Ci) = Ui i=1,...,h

Esto es posible de lograr, por ejemplo, eligiendo un entorno tu

bular de v-1(y) y seccionándolo en "rebanadas"

Consideremos ahora la integral:

J b(x) oi(x,y) ai(x,y) dx A dy , donde b(x)dx E"c:T"“(d}l_,n-tvN-r)Ci

y Ói(x,y) = oo u_1, ai(x,y) = u_1*(dVY') a' °v(y) = x

Podemosescribir sintéticamente la siguiente igualdad:

[C b(x) ai(x,y) Ói(xay) dx dY = J U Fi(3) dvr,n+N—p

donde Fi(x) = íai(x,y) Ói(x,y) dy



Tomemosahora una partición de U, en pequeños cuadrados dis

juntos que cubran U salvo medida nula

{U , 1=1,...,m para que se verifique:1}
m .

| í Fi(x1) u(ul) —JC Fí(x) de < e con i=1,...,h1:1 i 'H’

y x e U . Por lo tanto:l 1

Iïï I
F.(x ) u(U ) - I K o dV dV < ei=1_ 1:1 1 l l v 1( r r,n-r

h í Y -1pero como: a; Fl(xl) = v_1 ‘o dVYa , = a (x1) resultará1-1 (Y ) l

que u(U) I Q dV , difiere de la otra integral en menos
v-1(y') Y 1

de e, comoéste es arbitrario resultará que coinciden.

Q-B-DL

A partir de este lema podemos evaluar una forma o , tal que su

integral sobre v-1(Y) , con y # del valor crítico, no dependa

del y que se elija.

ETEOREMA:
' Si o es una n-rN‘forma tal que su integral:
J
J _1 .QdV , no dependa del que se elija, entonces:

v (y)
. f

Kr odV A dVr,n_r = u(1m v ) J _1 ÓdV con Y cual
Gr(M) v (Y)

quiera, tal que y # valor crítico de v , luego de elegir una orien

tación adecuada de M.

Demostración: Para ello cubrimos la imagen de v , por una familia

finita_ u1,...,uh de abiertos, para los cuales se verifique:



-1 . . . .V (U) no contiene nlngün punto CPlthO"

Además podemos suponer, gracias al teorema de Sard, que

u(1m v - z.L),(Uí)) = 0, pues el conjunto de valores críticos de.1. '-- .L

v . .tiene med1da nula.

Por lo tanto La ¿ntegral que nos interesa calcular, se podrá

í":ripí‘eSdY' €517th 1

k“; dv A dv 1 | h K q, dV A dV +
G (M) t r,n—2 J U v-1(U S r,n-rr i=1 i

K e dv A dv__r L,n—r
+ J_1 hv (lmv - .9. (U,))l'-l l

Si utilizamos e] teorema anterior, nos basta calcular la 2°

1ntegral, pues la primera expresa justamente el resultado busca

do. Para evaluar la 2° integral, nos bastará probar que el sub
7:1

conjunto v- (Im v - igl Uí ) donde Kr í 0, tiene medida nula.

Pero como sabemos qua Kr z 0 si x e Im v - i91(Ui) y x=punto

crítico, será suficiente probar que, para cada x # punto crítico
h

-l . . .
e v (lm v —¿91 Ui), exlste un ablerto U entorno de x tal que

-1 h
u (U n v (1m v — .U Uq)) = 0.1:1 1

Pero si U es suficientemente pequeño, se podrá expresar como
n-rNun abierto rectangular de B. x .R r<n+N—r) (ver la demostra

ción del teorema anterior).
. , , . , ., r n+N-r)Ademas v celnc1d1ra con la proyecc1on H sobre R. ( , en

n ‘1 u 7‘ tonces U (v 1m v - ini Ui ) se podra expresar como la 1magen

lnversa de un conjunto de medida nula, respecto de la medida de

R n-rN x IR_r(ntN—r).

Pero esa medida es absolutamente contínua respecto de la que

nos interesa, es decir de 1a de GP(M), luego así obtenemos el re
sultado buscado.



19) Puntoó cñíticoó excepc¿onaze¿ y cia¿e¿ de Pontnyaguin

\. . +N g 4ea Muna subvariedad de BP , para la que ex1ste r tal que se \
verifica rN < n.

C,ns'der =: +
o 1 emos J GP(M) GP tal que y ey Y e Gr,n+N-r,n+N-r

c Im v , y # valor critico, entonces p:M w y determina un ciclo

critico SNde dimensión n-rN, que resulta unión de subvariedades
orientables.

Los puntos críticos excepcionales , son, comosabemos aquellos

donde p/SN posee puntos críticos. En el caso de una proyección
ortogonal, se pueden determinar facilmente°

Sea T
m el plano tangente a S entonces Tmp C pla9,p,m = n-rN N’

no tangente a Men p, y p será punto critico de rango á r, si y n

Ñ Tm’P tiene dimensión‘mayor o igual que m-r.
Nos interesan, de entre todos los y , aquellos que determinen

ciclos orientables y sin torsión, pues en ese caso determinarán
un ciclo dual (en el sentido de Poincaré).

Una vez conocida una forma o‘dual, del ciclo de Schubert que

determina y , podemos reemplazar en los teoremas anteriores o por

o” y asi obtener información sobre los ciclos críticos excepcio

nales de dimensión 0 en SN.

Para llevar a cabo eso, deberemos estudiar los ciclos de

Schubert tales que resultan orientables y sin torsiónl

Bs posible demostrar (ver Pontryaguin (1)) que los únicos ci

clos orientables sin torsión vienen dados por los que se pueden

expresar como a continuación



Sea Iw(1),...°.,m(n)l el símbolo de Schubert de un ciclo y es

cribamos x = N —w , entonces x resultará ser una función no de

creciente que caracteriza al ciclo.

Entonces el resultado dirá lo siguiente:

Un ciclo de Schubert Zu (o bien zx) será orientable y sin tor

sión si verifica:

x(1) = x(2) 0 (2)

x\2t—1) = x(2t) 0 (2)

x(2t+1) = x(2t+2)= ..... = x(n) = 0

Para las dimensiones bajas de la homología r á n+1 donde

E x(i) a r, y además n pequeño en relación a N; n í N-2

Esta última condición es importante cuando se quieren calcular

los números de Pontryaguin utilizando la 2°forma.

Comocorolario inmediato resultará que, para calcular los nú

meros de Betti de Gn N en'dimensiones bajas bastará calcular el
9

número de funciones x que verifiquen las condiciones indicadas.

Pero lo que nos será útil en realidad, es el conocimiento de
las formas duales, en el sentido de Poincaré.

Para clic es ne3esario resolver el siguiente prdblema algebrai
co:

"Construir una base del espacio vectorial de formas invariane

tes de Ó de órdenes í n+1?
n,N —

n.

Sea y e Gn’Ny Hmis“ ,i=1,...,n; s= n+1,...,n+N, las for
"J

mas diferenciales que son posibles definir enGnNutilizando una base
e .,e de Hin+N.1"" n+N

Podemostambién consídrzer siguiente matriz de n x n 2-for

mas:



Hu.” x IIE u
ET

Entonces es posible demostrar que mediante las formas:

i ,...,i
P = 2 6.1 .2k9.iA. . .
uk i i J1"°°’32k l1 2 12k-112k1,..., 2k

se pueden expresar todas las formas invariantes de órdenes é n+1

efectuando productos y continuaciones lineales.

Ademásse consideran todos los productos:

p. ,P ,...°..,P ;
uxl uk2 aka 1

Entonces resulta que todos estos productos determinan una ba

se de la cohomologia con formas, o de lo que es lo mismo, de las

formas invariantes en Gn N.
3

.Utilizando la relación dm -u 1\w= 0-, en SO se deduce ra(n+N)’

pidamente que la matriz HQ H que acabamos de introducir, esii
la matriz de curvatura resPecto de la métrica de Riemann, intro

ducida por la de Hin+N

Lo interesante es que mediante todas estas formas, se obtiene

toda la información posible utilizando clases caracteristicas a
coeficientes reales.

Lo que interesa es aplicar estos resultados-para el estudio de

los ciclos excepcionales.

Comotoda la información que podemos obtener, en cohomologia

real, sobre los ciclos excepcionales resulta a partir de esas for

mas, es suficiente estudiar comovarian cuando variamos la proyec

ción ortogonal sobre y :pzM + Y

En realidad nos interesa saber Cumcvarian las integrales si

¿n2ante52



'\I

Sea szr(M) + G la aplicación de siempre y consider,n+N-r
( t) en Gremos una curva 0 1 t í T— — r,n+N-r que no pase por

o p J o O Nnlngun valor critico de v , y esté en la imagen de G enr,n+N-r ’
—1 , mtonCes v (y ) resulta ser una subvariedad con borde de Gt r,n+N-r

1
y su borde consiste de las dos subvariedades v_1(Yo) y_V- (Yi).

Ahora si consideramos cualquiera de las clases se Pontryaguin

de codimensión 0, sobre Ss = ciclo critico de p; M+ Yo 6 sobre
1 I A l l 0

SN = c1clo CPlthO de p:M + Yi , resultara que integradas sobre

Si o sobre SÉ serán iguales.

Para demostar esa afirmación consideramos HzGr(M)+ M la pro

yección ordinaria, entonces para evaluar los números de Pontrya

guin sobre Sfi es suficiente hanGOIOsobre v_1(yo) y, los de

8; , es suficiente hacerlo en v_1(Y1). '

Pero por la construcción geométrica que acabamos-de ver, re
—1

sulta que u_1(yo) y v (Y1) son variedades cobordantes y por
I

lo tanto tienen los mismos números de Pontryaguin.

Asi pudimos demostrar que la integral I 1 o no cambia de va- ( )v Y

lor cuando Y varía en un abierto U contenido en la imagen de v .

Pero no podemos deducir que ocurra lo mismo si y y y‘ son

dos elementos de la imagen de v , que puedan ser unibles en Im v

por una curvatura que corta el conjunto de valores críticos.

En ese caso podriamos modificar v de manera de seguir preserL

vando la transversalidad, puesto que cabe recordar que puede su

ceder que el conjunto de valores críticos disconecte a la imagen

I



20) Aigunuá ob¿enuac¿one¿ ¿abne ¿a cunvatuna Kr :

Hemos demostrado que I KrdV A an_ r = (indice del cicloG (M) r’
P

crítico de un campo de vectores) x volumen de la imagen de v .

sin embargo en las demostraciones, hemos eludido el caso n+N-r n

as decir, cuando N r. Ahora trataremos de expresar el ciclo
crítico ese mediante clases caracteristicas conocidas.

Razonaremos ahora utilizando la cohomologia a coeficientes Z2
en primer lugar para que se comprenda la idea del procedimiento.

Dada una familia de vectores v1, v nos interesa... v2’ ’ n+r-1’
determinar su ciclo critico, Z, , y el cociclo dual que determina.

Elijamos en M, un producto de Riemann < > cualquiera,y e1,...,en
un repere definido en un abierto U C M

Entonces se verifica que rango "<ei,vj>" < n-1
e rango[ v1,v n-129 ...,vn+r_1] 5-;
Supongamos la variedad de M , sumergida en Izn+N:

n+N . ,
e M R m 2n+N-r-1

. 2n+N-r-1 . .. . .Constru1mos en m una aplica01on cla51f1cante, homoto
N

.‘ . . . . _ *
picamente equivalente a la aplicac16n tangente a M, t.M G1_l’n+N+r_1

t(p) = plano generado por los vectores siguientes
n+r-1

e'1 = eí + 2-1 <ei,vj> gj i = 1,..., n
,Para determinar la clase de cohomología dual al ciclo critico de

v1, ..., vn+r_1 , debemos coneiderar, el Ciclo de Schubert
’b

de todos los subespacios de G 1 que intersecan an,n+N+r
IR_n+N R 2n+N+r-1 según un subespacio de dimensión igual a 1.

Por un razonamiento habitual resulta ser que el símbolo de Schubert

que representa a ese ciclo es:



Por otra parte S determina un ccciclo dual de dimensión v,
1 i J m o o

describiremos ahora de que modo. En Gn N tenemos la Siguiente
9

relación entre ciclos de Schubert, de dimensión complementaria:

KI ( a1,a2, ..., an , (N-an....N-a1] ) = 1
y

KI( a1,a2,....., an , [N-bn,...N-b1] )= o
en los demás casos, ver Pontryaguin (1)

Si ahora siguiendo la notación de Chern, ver , denominamos

por {a1,..., an} al cociclo , asi definido:

la1,..., an} La1,...,an] = 1 y
{a1,...,an } Lb1,...,bn] = 0 en caso contrario,

resulta que la clase de cohomologia dual en el sentido de

Poincare al ciclo S , tiene por símbolo {0,..., 0, r}

Consideramos ahora un campo sobre M , formado por n+1-r vectores

[v1,..., vn_r+1] y determinamos el Ciclo crítico de esos vecto
res asi definidos (resultará ser igual) rangoÏ

[v ,..., v 1 í n-r1 n-r+1- —

utilizando un argumento similar al anterior se demuestra que,

para estudiar el ciclo critico debemosconsiderar la imagen

inversa por + del cociclo de Schubert {0,0,...1,1,...1}
r veces

En el mismoarticulo de Chern (2), se demuestra que existe la

siguiente relación entre los cociclos mi, i = 1,..,n y

mi , i - 1 ....,n (o mejor expresado entre sus imágenes
n , ag . l -n-1 h

inversas por) :i_om U m = o o bien sumando 1 a ambos
n i -n-i

miembros 1 + X w U u = 1 , es decir se verifica la siguien
i=0

te relación entre las clases de cohomología:
(1+w+....+w )_1:1+U+;..+É

1 n 1 n

Lo que nos será útil más adelante, es la interpretación de esta
relación a través de ciclos críticos.



Ahora volvamos a nuestro objetivo inicial, y consideramos sobre

M el campo de n+N-r vectores N > r, e investigamos la clase de

cohomologïadual del ciclo crítico siguiente,

rango Iv n-r esta es una clase de codimensión 0..a ' <1’ ’ ‘n+N-r| =

Ese ciclo es imagen inversa del cociclo de Schubert de simbolo
r veces

siguiente: (0,..., 0,N,...,N ‘} entonces podemosexpresar
{O,.;.O,N,.g.,N} utilizando la siguiente fórmula

{a1},{a1-1}.....{al-(n-1)}

1, ¿...,an}ü {a2+1}{a2}.....{a2-(n-2)} reemplazando

{an+(n-1)} .....{an}

mediante la expresión anterior, logramos el siguiente resultado:

r columnas
1 0 0

r-filas donde para
{0,0 .. N,N} m * 1

N N-1 ...N-r+1

* N+r-1.... N

efectuar el desarrollo se utiliza el producto de cohomologïa,

además hemos reemplazado N por N, finalmente:

N N-1 ... N-r+1

r veces . .
{0,...,0,N,..‘ J = . .

N+r+1 N

Desgraciadamente esta fórmula sólo es válida para expresar el indi

ce del campo de vectores, reduciendo módulo 2.

Sin embargo lo interesante, es que podemos lograr una expresión

análoga, pero tuilizando clase de Pontryaguin, que resultará la que
nos interesa a nosotros.



Consideremos el caso en que r y N son pares, entonces la clase der-veces
cohomologïa {0,...,0,N..°.,N } Se puede expresar mediante cla

n-r veces
ses de Pontryaguin. Puesto que el ciclo {0,...,N......,N }
es orientable y sin torsión.

utilizamos la convención {x} = 1 siïx = 0 y {x}=0 si x < 0

Pero en esze caso la expresión es más complicada que la anterior

Además conViene indicar que las clases que nosotros indicamos más
2 r veces

arriba por PHKdefiere de la clase dual de [N-2,...,N-2,N...N]
en un factor, ver Chern( ).

Entonces para lograr un resultado análogo al anterior primeramente

expresamosla claSe dual de [0,...,N,°..,N] mediante ciertos
coeficientes que se pueden determinar, mediante las integrales de

esos campos sobre los ciclos Zx.

21) Ciabeó de Poninyaguin y c¿c¿o¿ on¿entab¿e¿:

Sabemos que, dada una variedad M, se definen las clases de

Pontryaguin de Mcomo la imagen inversa de las clases duales de co

homologia de los ciclos de simbolos
n-2k

—‘ O a O i IIN-2,.,.,N-2,N,...,N] siempre que Mtenga dimen516nlelSl

ble por cuatro.

Para investigar los problemas de singularidades, de campos de

vectores debemosestablecer una relación geométrica, que caracte

rice a los cociclos, comoduales de ciclos de singularidades, de

campos de vectores.

AFIRMACIGN:

"Si [v1,,.,,vn_2 k+á1 , es un campo de n- 2 k+2
vectores definido sobre M, la clase de cohomologïa dual de su ciclo



critico, rango rvi...] é n-2K es la clase de Pontryaguin de dih
mansión 4K.

Para demostrar esta afirmación, utilizamos la técnica usual, de

construir una aplicación clasificante del fibrado tangente de M
conveniente.

. . t . n+NSupongamos en pr1nc1p10 que M, está sumerg1da en R . Entonces

construimos la aplicación:
'b

t: M-—+ G f' .
n,2n+n-2K+2 ’ a31‘

t(p) = subespacío generado por los vectores e'i donden-HKfZ
e'. = e. + Z <v.,e.> g. donde {e.} ,i=1...n es

1 1 jgl j 1 3 1
cualquier basa del espacio tangente a Men P.

Comorango "<vj,ea>" é n-2K° [rango < n-2K1 v1""vn-2K+2] =
resulta que los puntos donde el campo tiene rango é n-2K son

la imagen inversa del ciclo de Schubert, de símbolo

f_2K veces -2K vece
[náN-ZK,..magn+N—2K,n+N-2K+2,...u..J

Entonces de aquí resulta la afirmación, trivialmente.

Análogamente podemos considerar el ciclo crítico de un campo de
_ " < .n+2K 2 vectores, donde rango [v1.....,vn+2K_2] = n 2 y es

posible demostrar que ese ciclo es dual, de la clase de

Poutryaguín, normal a M.



CAPITULO IV

22) S4nguzanidadeó de apiicacioneó ¿nine ¿Lbnad06

Varias veces hemos tenido oportunidad de calcular invarian

tes topolégicos de una variedad utilizando datos locales en las

Singularidades de funciones definidas sobre la variedad.

Sea f:M R.h una aplicación diferenciable que verifique cier

tas condiciones de transversalidad, entonces el ciclo critico

de f donde rango f h es calculable mediante las clases carac
terísticas de M.

Finalmente con una integral que recopila los datos locales,

es posible evaluar el ciclo. El método que hemos utilizado en

general consistió en asignar a los puntos críticos de f un índi

ce Í 1 calculable a partir del comportamiento de f en un entor

no del punto critico y analizar luego la condición global que

deben verificar los diferentes ÏndiCes. Esta última depende de

la estructura topológica de la variedad M.

Siguiendo la misma linea de ideas estudiaremos un método ge

neral, que permita expresar los ciclos críticos de aplicaciones

no ya entre My algún espacio euclídeo, sino entre variedades

en general. Para eso, ampliamos el problema y resolvemos el ca

so más general siguiente, propuesto por Bott, en el artículo

" Ona Topological Obstruction to Integrability".

Sea A:F + TMuna aplicación entre el fibrado tangente a M

y un fibrado F cualquiera, que goce de la siguiente propiedad:

en los puntos en donde es no-degenerada, es decir rango A = má

x1mo, la imagen de dos secciones de F por A, S1 y S2 verifica



siempre que LA81,) 82] , es una sección que está en la imagen
de A

Por otra parte F, determina comosiempre, un polinomio carac

teristico C = 1 + C1 +,.....+ Cm= polinomio de Chern, o bien

w 2 1 + wi +..¿°.+ wm= polinomio de Stiefel Whytneye, o el de

Pontryaguin P = 1 + Pu +......+ P“k ; uk = m. Análogamente pa

ra TM, podemos definir los mismos polinomios C', W', P‘, respec

tivamente.

El problema que resulta ser de importancia es el de determi

nar en el cociente C'.C_1,W'.W-1 o bien P'.P—1, los términos

de grado estrictamente mayor a n-m, mediante los conjuntos crí

ticos de , es decir mediante los ciclos donde rango A < m.

En esa dirección, Bott, ha demostrado, según afirma en el

trabajo citado, que vale la siguiente fórmula de más abajo(1),

en cohomologia real, cuando tenemos dos fibrados holomorfos so

bre M, TM y F y l es holomorfa, dim F = 1 y A verifica además

la siguiente condición de transversalidad:

"Si A(p) 4 0, entonces tomamos alrededor de p una sección de

F, no nula en p, S(p) # 0, A (S) es una sección de TM, tal que

D( AS) determina una sección de TM 9 TM* N Hom(TM,TM), no singu

lar en p".

He aquí 1a fórmula: si indicamos por L el valor de D( AS) en p
a 0.n

p entonces, si indicamos por C11......Cn (M) = Ca(M), conIaI =

a ul +.....+ an = dim C(M) , es decir el número de Chernlal- ési
mo de M, tendremos que

(1) cana): 2 c°‘(L)_____R

Cn(L)p



donde la suma está extendida sobre los puntos críticos de

y C (L) viene determinado por:
G1 ac“(L) = c (L) .....c n(L)
1 n

_ ‘ i
det (1+tL) - 1 t Ci(L)

Veremos que es posible determinar fórmulas análogas, para el

caso de tener, que dim L > 1

Daremos un método consecutuvo para fórmulas de este tipo.

Nuestro método de demostración consistirá en utilizar las de

finiciones de clases caracteristicas, comociclos críticos de

campos de vectores o cociclos asociados y aproximaciones trans
versales se secciones .

23) Condiciones de Schubent y Laó hipóteóió de

¿hanóvcnóatidad

Introduciremos ahora algunas nociones auxiliares que nos se

rán útiles durante el desarrollo, aún cuando ya hemos tenido o

portunidad de utilizarlas antes bajo otro aspecto.

De ahora en adelante indicaremos por o una función no decre

ciente a valores enteros no negativos definida sobre un inter

valo de la forma H 0,n—1H tal que 0(0) ; 0.

Sea El un espacio vectorial de dimensión n real o complejoïh

DEFINICIGN1: Si v1,...,v son m vectores arbitrarios de E,m

diremos que v1,.°.,vm satisfacen (estrictamente) la condición
de Schubert asociada a o si verifican las relaciones:



1) rango Iv1,....,vo(0)l 1 0 ( rango Iv1,...,vo(o)l = 0 )

i) rango Ivl, ..,v i (rango Iv1,...,vi+o(i)| é i+o(i)l

0 é i é m-1

La nomenclatura se debe a que estas condiciones pueden ser des

cripras mediante ciclos de Schubert adecuados.

Análogamente tenemos para un conjunto de secciones de un fi

brado vectorial:

DEFINICION2: Las secciones 81,...,Sm de un fibrado vectorial

F sobre Mverificarán la condición de Schubert o en x e M (es

trictamente) si 81(x),...,Sm(x) e Fx satisfacen las condiciones

de la definición 1 (estrictamente)

Si E y F son fibrados vectoriales de dimensiones n y m respec

tivamente, Hom(E,F) es un fibrado vectorial completamente carac

terizado por la siguiente condición : El espacio vectorial de

las secciones de Hom(E,F) definidas sobre un abierto U, P U Hom

(E,F) consiste de todos los homomorfismosde E en.F definidos

sobre U. ( PUes el símbolo usual utilizado para indicar todas
las secciones definidas sobre U)

La fibra de Hom (E,F) es Hom (K“,K"‘) = KnXm (con K = R6 a: l

y el grupo estructural es GL(n,k) x GL(m,k).

Dado que la acción de GL(n,k) * GL(m,k) descompone la fibra

Hom(Kn,Km) naturalmente en órbitas que corresponden a las ma

.trices de rango mïn(n,m),mïn(n,m)-1,.°.etc, por lo tanto podemos

expresar Hom(E,f) como una unión de fibrados disjuntos:

Hom (E,F) = J Hom (E,F)k
IWC



donde para cada 0 ; k ; mïn(n,m) la fibra J Hom(E,F)x conk

siste de todas las aplicaciones lineales de Ex en Fx que son de

rango k, luego J Hom(E,F) es un fibrado de subvariedades dek

Hom (E,F).

Mediante esta descomposición de Hom(E,F) podemos introducir

una noción de transversalidad para secciones de Hom(E,F).

DEFINICION 3: Sea v una sección de Hom (E,F) sobre U, es de

cir v e P U Hom(E,F), entonces v se dirá transversal si v es

transversal a la subvariedad Jk Hom(E,F) para cada k, tal que
min (n,m) > k ; 0

Analiticamente esta condición puede ser expresada así:

si v(xo) e Jk Hom(B,F), entonces podemos construir secciones
n m

trivializadoras {ei} i=1 de E/U y {fj} j=1 de F/U, con xo

É U de modo que la matriz de v respecto de estas secciones ven

ga dada por:

Ilv<x >II =o

con A = Matriz de KxK , que tiene unos sobre la diagonal y ceros

fuera de ella, y B es una matriz de (n-k)x(m-k).

A cada elemento bue de B asociamos de manera natural un me

nor DelB de (k+1)x(k+1), que se obtiene agregando a A la línea

a y la columna B . Entonces en un entorno de v (x0) obtene

mos las siguientes (n-k)x(m-k) ecuaciones para la subvariedad

Jk Hom (E,F):



DaB=0 k+1;a;n;k+1;8<m

Finalmente la condición de transversalidad que debe verificar

la sección , se expresa asi:

v* Ide+1,k+1 A de+1,k+2 A 5.. A an,m| =Idbk+1,k+1A...Adbn,ml#o

Por un procedimiento análogo al utilizado para definir

dk Hom(E,F) es posible asociar a cada condición de Schubert o

una subvariedad critica Jo Hom(Iim,F) de Hom(IF’F) (el procedi
miento puede ser usado también si sustituïmos Hiper C ).

Esta subvariedad será útil para obtener una descripción comple

ta de las singularidades de cualquier sistema de secciones defi
nidas sobre F.

introducimos ahora la noción de transversalidad de secciones:

,S son m secciones sobre U, entoncesDEFINICION H: Si S ,...
——-———-—-—-— 1 m

81,...,Sm verifican la condición de transversalidad comoseccio

nes si la sección v que determinan de Hom(R.m,F) (v(x)(e1)=51(x)

......,v(x)(em) = Sm(x) con e1,...,em vectores de la base ca

nónica) intersecan transversalmente cada subvariedad Jo Hom(8,?)
.,S verifican las condiciones de la deEvidentemente si S ,..

1 m

dinición u, también verificarán las de la definición 3, sin em

bargo la afirmación recíproca no es cierta.

La condición de Schubert sobre un sistema 81,...,Sm de sec
ciones de un fibrado vectorial F, se puede expresar mediante las

siguientes relaciones algebraicas:

i < 1+o(1)1)s.As. =0con1<i 2,19

2) Sí A SÍ A Si = 0 con 1 ; 11,12,13 á 2+o(2)



s

r) S. A ...A S. = 0 con 1;i1,i2,...i r+ (r) .<r+1'=

Sean m secciones 31,...,sm subordinadas a la condición de

Schubert o en x0 (estrictamente) donde o se expresa asi:

rango [sl,...,sr] = e' y rango [si,...,sá] = 1 con k ; k'
Entonces podemosdeterminar una trivialización de F/U mediante

secciones 51,...,f de modoque la matriz de las secciones en xn 0

tenga la forma:

í 1 o1' '
l 0 '1

(1 a i')
A

PI —

lo 1
‘. I-I‘

0 '1

B

Sea A = "aus" y la matriz B = "byóu , entonces a cada elemento
a le podemos asociar un menor DFIBde (&'+1) x (&'+1) que se

obtiene completando la matriz de la esquina superior mediante

la fila a y la columna B , analogamente a cada elemento de la
. . 6matriz B le podemos asoc1ar un menor DY .

Bd .Notamos que el menor D sobre la imagen de v se reduce a

Finalmente obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones para la

subvariedad Jo Hom(R‘n,F) en un entorno del punto
a

D B
- 6

(xo,sl(x0),...,sm(xo) ) : = o,..., DY = o
Mientras que las condiciones de transversalidad vienen dadas

por:
* I -.

v (A,dD“B) A (dDYÓ) = (da A db ) # o
a,5 Y,6 GB YG

Donde representa la sección de Hom(Rm,F) que 81,...y Sm
determinan.



Mediante una diferenciación covariante definida en F es posible

expresar las mismas condiciones mas sintéticamente. Observamos

primeramente que la condición de Schubert rango [S1,...,Sr]=l'

y rango [81,,,.,Sm]=1 se pueden expresar mediante las siguien
tes condiciones equivalentes

a) S A..,As ,AS,40 1'+1<j<r1 l j = =
A...Ab) SIA‘,‘A51,AS As =0 1+r+(1-1');k;p.r+1 Srtl-l' k

Por otra parte si D es una diferenciación covariante definida

en F es p051ble a” extenderla a una difereciación en

AF: A°r A1? A“? , si (dim F = n);

La extensión de D a P F F se realiza de manera natural por
n veces

D(S1 S2 Sn ) r D s1 S2 Sn +...+S1 ...

para obtener la extensión buscada basta obsevar que AFCF,
DSn por lo tanto

por lo tanto si y es una sección de AF,A°Ó(y)=diferencial

covariante de y. Además recordamos que si S es una sección de

F cuando S se anula en x, DS(x) no depende de la diferenciación

covariante que se elija. La demostración de este hecho es una

simple verificación en coordenadas locales.

Sean ahora D(SIA...Sl,ASj) con l'+1 j r, las diferenciales

covariantes de las secciones indicadas, comoD(SlA...ASl,ASj):
es una sección de (AF) TÉMse puede expresar asi:

n
D(S A.&.AS ,AS. )= 2 da A.. AS Af donde

l 3 h=1a jhsl ' 1' n’

Si: hfl ajhfn y f1,...,fn es un repere de F definido en un
entorno de x, que verifica:

: : : = —. 'f1 si, fl, 81,, fl,+1 sr+1 ,... ,fl sr+(1 1 ).
Podemosencontrar expresiones análogas para cada una de las

diferenciales covariantes D(SlA,..ASl,/\Sr A...S+1 l-l'+rASk) de
manera evidente.

t‘c

Por otra parte como (AF T M) Hom(TM,AF), resulta que en el

punto x donde 81,...,vaerifican la condición de Schubert o



cada Sección Sj, 1'11éj ¿y determina un homombrfismo.hj de

TMxen AFXdefinido por D(SlA...ASl,ASj)x e Hom(TM,AF)x.

Del mismo modo cada sección Sk con 1+r+(l-l');k;m determina un

elemento hk de Hom(TM,AF)x.

Por lo tanto la condición de transversalidad en el punto x pode

mos expresarla diciendo que la intersección de los núcleos de los

homomorfismos hj y hk tiene codimensión igual a
(r-l')x(n-1')?(m—r-l+l')x(n-r-l+l').

Supongamos ahora que la variedad Men cuestión está sumergida en

un espacio euclideo de dimensión N, i:M—-tniN, y además que te

nemos determinada una aplicación para el fibrado F, es decir

t G
o {M n,N-n'

Bajo esas condic1ones a las m secciones 81,...,Sm le podemos
asociar una aplicación clasificante 9 que se obtiene modificando

m0‘ Supongamos queIRN está incluido enIRN+ como el subespacio

g1=0,...,gm=0, cuyas m últimas coordenadas respecto de la base
canónica son nulas.

Veremosahora que la condición de transversalidad de las secciones

81,.‘.,Sm se puede traducir en término del comportamiento de 6

respecto de los ciclos de Schubert de Gn .Sea <,> un producto,N

de Riemanndefinido en F tal que verifique <Si,Sj>=Gij, si
i,j:1,...,1',r+1,...,r+(1-1t).
Definimos la aplicación clasificante 6:M--+-¿n’Npor la formula:
9(x) = subesPacio generado por los vectores fi, i=1,...n donde

f{(x)=fi(x) 1j21<fí,8j>xgi,y f1(x),...,fn(x) generan el subespa
cio o(x) de n*N.

Supongamos como antes que en el punto x0 de M los m vectores‘

81(xo),...,Sm(xóQ están sujetos a verificar la condición o.

Si completamos {f}(x0)} i=1,..in a una base deníN+n podemos

obtener un sistema de coordenadas en un entorno de 9(x0).
Además eligiendo los últimos m, vectores de modo que coincidan



N m

con gi,...,gm,vesulta que fí(x) = fï°+ E ¿íjvj +aélfiiugaj=n+1i:1,...,n.
Por lo tanto la condición de Schubert o se traduce en lo siguien

te: 81,...,Sm verificará que a) rango [Si,...,Sr] “ 1'

b) rango [Sl,...,Sm] = l en un

?”n10 xo de M, sí y solamente si 0(x0) interseca:

;} al subespacio g1-0,...,gr:0 según un subespacio de dimensión
n-l',

8) al subesPacic g1=0,...,gm=0 según un subespacio de dimensión
n-l.

Ahora nos proponemos establecer las ecuaciones que verifican

“¿,J subespecios de Gn N que cumplen las condiciones a)y B),
5

utilizando el sistema de coordenadas “Ei: .Para ello considereI JI

Wes la siguiente matriz de nxm de las últimas m coordenadas de

un conjunto de n vectores f;,...,f' m,expresada respecto de la
. +N:base canónlca de RP

..‘...... 1:91',1' 1*¿1'+1,r+1............
o

...,...,1+51Jr+(1-1')

A cada uno de los elementos de las matrices B y D, le asociamos

un menor de manera obvia, cuya anulación simultánea es 1a condi

necesaría y suficiente para que el subespacio generado por

SÁ, verifique las condiciones a) y B).
varas ah_ra que esos menores restringidos a la imagen de la

.u ., ü . aB ¿Y . .apllcac1on 6 c01nc1den con las menores D y D de más arrlba.



9':Por lo tanto la condición de transversalidad e (dDaBAsty) í 0
. a .i . * aB 6yes equlvalente a la cond1c1on anterior v (dD AdD ) í O.

Podemosenunciar entonces el siguiente:

TBOREMA:

La condición necesaria y suficiente que deben verificar las

..,S para que sean transversales en el sentidosecciones S ,.
1 m

de la definición 4) es que la aplicación clasificante de F

asociada interseque transversalmente a cada uno de los ciclos

de Schubert de G .
n,N

Será útil introducir la siguiente notación; si 81,...,Sl_n
son m secciones de F definidas sobre VCM,entonces el conjunto

de puntos x Mdonde 81,...,Sm verifican la condición de

Schubert asociada a o lo indicamos por : [Sl,...,Sm]o.

El conjunto de los x ¿[81,...,Sm]Udonde 81,...,Sm verifiquen
estrictamente la condición de Schubert es precisamente la imagen

inversa porv de JOHom(HF,F). Si S ,S son transversales en1’"" m

tonces [Sl,...,Sm]0admite una estructura de subvariedad de Men
un entorno de x.Sea v una sección de Hom(B,F) definida sobre V.

DEFINICION:

Las h secciones Sl,.,.,Sh de B se dirán transversales a v y
satisfacen las condiciones

l)para cada t y cada réh las secciones 81,...,S y v(Sl),..,v(Sr)t
son transversales en E y F respectivamente.

2)Sio son condiciones de Schubert que se le imponen aE y°r

y a v(81),...,v(Sr) respectivamente entonces[81,..,8 laE31,.,.,s t‘t

interseca a [v81,...,vSr]oFtransversalmente en cada punto x don

de 81,.;.,St y v(Sl),...,v(Sr) verifican 0By OFestrictamente.



UN TBOREMA DE APROXIMACEON:
Dado un fibrado E sobre M, al espa

Clo vectorial de todas las secciones de E, que son al menos

;:(E) es posible asignarle una topología
metrizahle respecto de la cual es completo. Esta topología puede

:¿racterizarSe del siguienLe modo, si U C Mes un abierto de M

¿e verifique las condiciones:'(Ï‘

a) sobre U es posible definir un sistema de coordenadas,
i q . n ,. nvzu fi (es decir un defeomoriismo de U con R , y

b; L: :estricción del fibrado E a U es trivial y si por
. n . i . .©,E|U Uxm denotamos a una trivializac16n de EIU, entonces

ïr(E) k CFCHín,Hlm) mediante el isomorfismo s + 00509-1, como
k . o . . respacios vectoriales topologicos conde hemos dotado a C (IP,I@)

.2 chología de la convergencia uniforme sobre compactos de
todas las derivadas hasta las de orden r inclusive,

. . 1 ‘ v _ PA esta topología se l: sieie denominar C .

Esta noción de proximidad con r = 1, es la que necesitaremos

luego para establecer un teorema de aproximación mediante sec

Ei E y P son dos fibrados sobre M y v:E + F es un homomorfismo

tranSVersal entre B y F , es natural preguntarse si dadas

51,..., sh secciones de E, podemoshallar sí,..., sé secciones
de modoque las aproximen en el sentido de la topología'definida

más arriba y que además sean transversales a v.

Localmente este problema tiene una solución simple como veremos

en el teorema que sigue, mientras que el pasaje al caso global

requiere utilizar un teorema de extensión de Whytneyy un argu

mento de categorías (de Baire).



TEOREMA:
Sean s ,s h secciones de E y V un homomorfismo1,... h ,

transversal entre E y F. Entonces si s ,s y v(sl),...,v(sr)1,... t
verifican estrictamente las condiciones de Schubert GEy OF
en x, es posible hallar entornos U y U' de x con U 3 Ü' y

secciones s' .,s'h que verifiquen las siguientes propiedades:1"
' difieren de sa) Las secciones s',...,sh 1,. ..,s tan poco comoh

se quiera, en el sentido de la topología Cr (de la convergencia

uniforme sobre compactos de todas las derivadas hasta las
r-ésimal)

b) Las secciones s',...,s' y vsí,...,vsérrestringidas a Ü' son
transversales.

c) Las variedades [sí?...,s{]oE y [vsí,..., vs; ]°F se interse
can transversalmente en U'.

Demostración:
Para simplificar los cálculos durante el curso de

la demostración, supondremos sin pérdida de generalidad algunas

restricciones sobre las condiciones de Schubert UEy OF.

En primer término supondremos que B viene dado por rango

[sl,...,s€] = l y rango [sl,...,sr = l' con l ; l' . Mientras
que oF sea simplemente la condición rango [vsl,...,v sp] = p

Y sea ademásrango [si,...,sl,] = l' y
l junto conyrango '81,...,Sl'asr+1,o.ossr+(l_ly)| :

rango [vsl,...,vsp] = p con p á r.
En un entorno U del punto x podemos hallar n secciones e1,...,e n

que trivialicen el fibrado BIUy que verifiquen:

el z Sl"°"el' : s1"‘51'+1 = Sr+1’Ï"’el = Sr+(1-l') y

msecciones f1,...,fm del fibrado F que trivialicen FIU y

además cumplan f1 = v(sl),...,fP = v(sp), fp+1 = v(eip+1),..
., f . = v(e .) (rango de v = m-j)

m-] m—]



Por lo tanto si calculamos la matriz de las t secciones 31,..,st

respecto del sistema e ,en , tendrá la siguiente forma:1,...

1 0|
0 1| 0P““ "*“"‘rï"‘6r""""""" "

o I '. o
1' ______r__-__L9___iL __. _. ___. ____. __

á l

| A1r""""""""""" "Tï"'6T"""""""
r+<1-1'> ______Ï _______L9_;_2l_____?____

|

ú I A2
l

Recordando los resultados del númeroanterior las matrices

A1y A2de (r-l') x (n-l') y (t-r-1+l') x (n-r-l+l') respecti

vamente determinan un sistema de ecuaciones a saber, A1=Oy A2=O

que definen la imagen inVersa de Ja Hom(Rt, E) en M por
E

..,st. Las secciones 81,...,S serán transversales a1” t

Jo Hom(Dit,E) si y solamente si los diferenciales de cada uno
E

de los coeficientes de A1 y A son linealmente independientes.2

Por otro lado la matriz de las secciones v(81),...,v(sr)

expresada respecto de f1,...,fm tiene el aspecto:
fi

1 0 |

P |

0 1 I

'
A3 A1+ }l p

k 4/
a<

Claramentex' e le,...,s€]OE n vsl,...,vsr}H si y solamente
si las matrices A1, A2, A3, y Al+se anulan x', siempre que



La expresión algebraica de las condiciones que 31,...,st y
v(s ),..,,v(s ) debenverificar para que satisfagan la tesis1 r

ñ,...s
t OE

iv(si),.,.,v(sr) U si y solamente si los diferenciales de los
E F

del teorema está dada así: x' e U y x' e 51

coeficientes de las matrices A A A y A son linealmente1’ 2’ 3 u

independientes.

Entonces ahora solo queda por demostrar que es posible modificar

las matrices A1, A2, A3 y A,4de modo que los diferenciales de

sus coeficientes sean linealmente independientes en un entorno

de x. En principio notemos que la matriz A“ verifica esa propied
dad debido a que V es transversal en x.

Ademáses posible reemplazar las secciones s s y lase'+1’°"’ r
secciones ..,st por otras que defieran de estas tansr+(1-1')+1"
poco como se quiera y de modo que los coeficientes de las matri

ces dAí, dAá y dD sean linealmente independientes.

Solo queda por ver que las secciones sp+1,..., pueden sersl,
modificadas para que los coeficientes de dAé resulten ser inde

pendientes de los de dAi, dAé,
|

y dA1+ .

Pero es obviamente posible hacerlo utilizando las secciones

eip+1,.;;,eím_j.
Hemos demostrado que es posible hallar un entorno U de x donde

el teorema se verifica, el resto es corolario trivial de los

teoremas de extensión de Whitney ( ver bibliografía)

Q-E-D



A cada par de condiciones de Schubert OE y OF de Hom(I5,E) y

r ‘ ' a . .Hom(R ,F) reSpectlvamente es p081ble asoc1ar1e un c1clo de

d r Jo de Hom(fl5,E) X Hom(fl€,F) , tal que:

(a x J ) É J Hom(]Rt,B) x J Hom(1R’,P)
0 OE y CF x

Las secciones 51,...,st y v(sl),..., v (sr) determinanuna

sección c de Hom(H5,E) X HomGRP,F)de manera natural y claramen

Le se verifica la siguiente relación:

L (Jo x J ‘ ) z '31,...,S Iv(si),..., v(sr)lotI OE

Sea { Jo x J el conjunto de todos los ciclos asociados
E

a condiciones de Schubert o É y o: , que tengan codimensión

; 1+1, si c fuera transversal a cada uno de clos ciclos, es po

sible hallar un entorno de U de c_1(UJuax Jo B ), donde C in
E F

tersecta transversalmente a cada uno de los ciclos JOE! JGP de

codimenslón menor.

Veremosahora que 31,...,st; v(51),..., v(sr) puedenser

reemplazadospor secciones sf,...,s¿; v(si),..., v(s¿) que inter
secten transversalmente a cada uno de los ciclos de codimensifin

= l I

Para ello tomamos un cubrimiento del complemento de Ü medíani

te una familia numerable de compactos {K J M-Ü = UK taieá quej 1’

cada uno de estos verifique de modo exoluyente alguna de las dos

propiedades siguientes:



PU

a) ¿I Kj no corta Jo X J0 , para todo ciclo de codimen
E F

b) Kj C en un abierto que es posible determinar por

el teorema anterior, donde se verifiquen las condiciones del e

nunciado para cada uno de los ciclos de codimensión i.
tr——/

Sea FP(E) 0 ... G‘p(E) el espacio de Baire que se obtiene como

suma directa de t copias de FP(E) = secciones globales de E

provista con la topología de la convergencia uniforme sobre

compactos de todas las derivadas. A cada uno de los compactos Kj

le asociamos un conjunto Fj en PP(E) 0...9 PP(E) que consiste
de todas las secciones 51,...,s.t tales que 51,...,st y

v(sl)...,v(sp) no verifica la condición de transversalidad a

algún ciclo Jo x J0 de codimensión i en algún punto de Kj.
E F

Estos conjuntos son cerrados y además debido al teorema anterior

son nunca densos , por lo tanto utilizando el teorema de Baire

es poxible hallar s' ...,s'1, t secciones que no pertenezcan a nin

guno de los cerrados Fj y defieran de s tan poco como1,...,st
se quiera.

Por lo tanto hemos demostrado el siguiente:

TEORBMA:

Dado sl, un homomorfismo transversal v entre B y F y

s1,...,sh secciones de E es posible determinar h secciones

si,...,s¿ transversales a v que defieran de 31,...,sh tan poco
como se qudere en el sentido de la topología Cr.



3) El teonema ¿undamentai

Recordamosantes algunas relaciones entre clases características

y ciclos críticos de secciones, para mayoresdetalles consultar

el artículo de Pontryaguin: "VECTORFIELDS ON MANIFOLDS",

TRANSLATIONSA.M.S., SERIE I , Volumen 7.

Si F es un fibrado vectorial complejo sobre M, y 31,...,sm_h+1
son m-h+1secciones transversales el ciclo critico

rango [sï,...,sm_h+1] é m-h es dual a la clase caracteristica
ch (en el sentido de la dualidad de Poincaré).
Y analogamente podemoshallar una descripción para las clases

normales de Chern, si s1,...,sm+h_1 son m+h-1secciones transver

sales entonces el ciclo critico rango [s1,...,sm+h_1] é m es
dual a _h.( la clase de Chern normal de F, de grado h ).
Sea v cualquier homomorfismotransversal entre B y F entonces t

aplicando los resultados del número anterior podemosdeterminar

31,...,sh secciones de E transversales a v .

Denotaremos por Zi el ciclo definido mediante las condiciones
de Schubert siguientes:
ran o s ... s a ( n-i ran o vs ... vs . < m

g [ 1’ ’ n-1+1] = ’ g 1’ ’ n-i] — y— r

rango [sl,...,sn_i]
determinado gracias a la hipótesis hecha sobre la transversalidad

n-1-1, este ciclo está por supuesto bienIM

de las secciones.

Si indicamos los ciclos rango [vsl,...,vsh] á m y

rango [}1,.et,sh] é h-1 simplementepor [ysi,...,vs€] y [si,...,sfi1
respectivamente obtendremos las siguientes relaciones de
recurrencia:

0) [vsl,..a,vsáï Í ciclo critico de v + Zo(m6dulociclos de
dimensión menor)



1) [vsl,...,vsn_1] [sl,...,sn] E Z0 + Z1 (moduloc1clo de
dimensión menor)

l) [vsï,...,vsn_Í] [51,9..,sn_i+1] 2 Zi_1 + Zi (modulo ClClOS
de dimensión menor)

Por lo tanto obtenemos finalmente el siguiente teorema:

TEOREMA 1:

Si v es un homomorfismo transversal entre E y F y

dim (B) L n y dim (F) e m entonces el ciclo critico de, es

decir donde v tiene rango menor que m-l, es homólogo a

[V81,..-,Vsn] '[vsigoo-gvsn_1l [Sl,...,Sn]+..Ï[51,...,Sm]
dual a1 término n-m+1 del polinomio C(E-F)

De manera análoga podemos demostrar que:

TBORBMA 2:
Si v es un homomorfismo transversal entre E y F y

55,...sñ , son h secciones de F, entonces el ciclo crítico
de v localmente definido mediante la fórmula:

rango [ve1,.e,,ven,si,...,s¿] é m dondee1,...eh es una
trivialización de B es dual a la clase de cohomología n—m+h+1

del polinomio característico CCE-F).





1- Chern 8.8. [1]

[2]

Chern 8.8. y R.

Chern S.S y R.

Husemoller. D.

Nomizu K Lie
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INDICACIONES

‘_ _r. CAPITULOI a) Derivación covariante y conexiones, ver

3) y 5)

b) Sobre las ecuaciones de estructura, ver 2)

8) y 5)

c) Ciclos de Schubert ver 6) [1] y [2] y 9)

CAPITULOII Sobre la definición de la curvatura Kr, ver 7)

2) y [1] de 1). Ademáspara la aplicación tangente

ver [2] de 6)

CAPITULOIII ver [3] de 6) y 9)

CAPITULO IV ver 9) y [2] de s)
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