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l. Introducción.

1.1 Oscilaciones en plasmas no uniformes.

Fl estudio de las oscilaciones colectivas en los
plasmas es de gran interés, sea desde el punto de vista
teórico, sea por sus aplicaciones prácticas,ya que muchas
de las propiedades de los plasmas (propiedades dispersivas,
de transporte, etc.) están esencialmente determinadas, en
regímenes de escasas colisiones, por el comportamiento co
lectivo del sistema (l, 2, 3, u).

La teoria lineal de las oscilaciones de un plasma uni
forme ha sido desarrollada en forma bastante completa v cons
tituve el punto de partida para el estudio de los procesos
no lineales y turbulentos oue ha adquirido gran impulso en
la última década.

Muchooueda por estudiar, sin embargo, en lo nue res
pect a a las oscilaciones en plasmas no uniformes, de gran
importancia en la mayoria de las situaciones de plasmas en
laboratorio y en la naturaleza. Los mayores progresos se han
hecho en el caso de gradientes débiles, en especial de den

(5) (6,7)etc.)sidad (ondas de deriva e inestabilidad universal,
Huv noco se conoce, en cambio, en lo que respecta a situacio
nes de gradientes fuertes. Con referencia a estos problemas
es notorio que muchas cuestiones básicas ouedan aün por re
solver. Fl estudio de las oscilaciones lineales en estructu
ras autoconsistentes no uniformes se funda sobre un sistema
de ecuaciones intepro-diferenciales lineales, oue han sido
muvpoco estudiadas hasta el presente.(8)

Dentro de la gran variedad de posibles inhomogeneida
des, una categoria importante comprende a las oue se deben
a la presencia de gradientes de velocidades. Fsta familia.
de problemas corresponde a la extensión de los clásicos
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problemas analizados por Kelvin v Helmholtz en líquidos v
gases (9’10). Fl desarrollo de estas investigaciones en la
dinámica de los fluidos neutros v en la maznetohidrodinámi
ca se puede apreciar en el tratado de Chandrasekhar(ll)
en la reciente monografía de Betchov v Criminale(12). El
interés de este tipo de problemas en la fisica del plasma
reside en sus implicaciones en la fisica del espacio inter
planetario, comopor ejemplo, en la interacción del viento
solar con la magnetosfera(13), y en situaciones de plasmas
en laboratorio, como por eíemplo, en los experimentos de

(luils). Poco es lo oue se conoceD'Angelo y Von Goeler
acerca de este problema fuera de la aproximación magneto—
hidrodinámica, que no siempre se ajusta a las condiciones
experimentales o cósmicas en que se pueden presentar gra
dientes de velocidad. Algunos progresos recientes con
otros modelos para el comportamiento del plasma han sido

. 16 , . . , . .reseñados por Gerw1n( ). Fn el regimen hidromagnetico Sin
colisiones, un trabajo de.Thlwar(l7) ha sido corregido y
ampliado por el autor(18). Para frecuencias correspondien
tes a oscilaciones electrónicas algunos estudios pueden
encontrarse en las refs. (19,20,21,22).

En contraste con la información que se ha venido acu
mulando en el caso de la dihámica de los fluidos neutros
sobre perfiles continuos de velocidad, en los plasmas se
carece prácticamente de información a este respecto. Casi
todos los trabajos hasta ahora publicados tratan el caso
de una discontinuidad tangencial de velocidad.

Los trabajos experimentales de D'Angelo v von Goeler
ya mencionados han puesto en evidencia la conexión entre
la inestabilidad relacionada con la presencia de gradien
tes de velocidad y la difusión anómala de particulas a
través de las lineas del campomagnético. Esta circunstan
cia tiene relevancia con respecto de los tiempos de con



finamiento del plasma. La posible presencia de este tipo
de inestabilidades en el Stellarator ha sido señalada por
D'Anfielo (23)

En presencia de campos magnéticos externos intensos
cuando la energia térmica de las partículas es peoueña (cn
Comparación con la energia magnética, i.e., bajo B ), las
oscilaciones propias del sistema tienden a ser del tipo
potencial. Por otra parte, las oscilaciones de esta clase
tienen velocidad de fase baja, por lo cual la interacción
entre los camposautoconsistentes v las particulas es par
ticularmente efectiva y puede conducir a inestabilidades del
sistema. Esto hace oue el estudio de las oscilaciones elec
trostáticas en plasmas no uniformes sea de especial interés.

1.2 Contenido del presente trabajo.

En el capitulo 2 se plantean las ecuaciones de la
teoria cinética de un plasma sin colisiones y se discuten
con detalle las condiciones de validez y los regímenes
fisicos en que es aplicable dicho modelo, sobre el cual se
basa el presente trabajo. Se desarrolla a continuación un
formalismo que permite obtener el operador dieléctrico
exacto a todos los órdenes en el radio de Larmor, para un
plasma no uniforme, en el cual la inhomogeneidad del plasma
puede ser de cualquier índole, pero dependiendo de una sola
coordenada. A este efecto, el sistema de ecuaciones integro
diferenciales de la teoria lineal de las oscilaciones se
reemplaza por un sistema de ecuaciones diferenciales de
orden infinito, a partir del cual es posible plantear en
forma sistemática las correcciones de radio de Larmor finito
a los distintos órdenes. Se consigue de este modoplantear
por primera vez las ecuaciones exactas para las oscilaciones
en presencia de gradientes de velocidad (dentro del modelo
cinético sin colisiones) con toda generalidad dentro de la
geometria prefijada.



Se derivan aproximaciones para regímenes particulares
v se plantea, en términos del operador dieléctrico, la ecua
ción diferencial para las oscilaciones potenciales.

Dentro de la gran variedad de problemas que se pueden
plantear con el formalismo introducido, se ha elegido con
centrar aquï la atención sobre dos de ellos, a saber, las
oscilaciones electrónicas e iónicas de una discontinuidad
tangencial.

Con miras a esto, se estudian en el capitulo 3 las
prooiedades de las oscilaciones electrónicas e iónicas de
un plasma semiinfinito, se analizan las prooiedades del
espectro de modos propagantes, se derivan expresiones para
la velocidad de grupo y se dan los intervalos de existencia
de oscilaciones de superficie e inestables.

En el capitulo u se estudian las propiedades enerpé
ticas de oscilaciones en plasmas no uniformes. Se obtienen
expresiones generales para el balance energético del plasma.
Se dan expresiones para la densidad de energia v fluío de
energia de modos propagantes y se pone en evidencia oue una
parte esencial del flujo de energia de las oscilaciones
potenciales es de origen electromagnético. Se analizan las
propiedades energéticas de ondas no uniformes. Se comentan
algunas de las consecuencias de la existencia de oscilacio
nes con energía negativa, en particular la posibilidad de
radiación e inestabilidad, y se deducen las condiciones
energéticas para que se produzca radiación.

Los resultados de los capitulos anteriores se aplican
en el capítulo 5 al estudio de las oscilaciones electrónicas
de un perfil discontinuo de velocidades. Luego de comentar el
significado fisico de las condiciones de contorno sobre la
discontinuidad, se reseñan las propiedades de las oscilacio
nes correspondientes a modulaciones de la interfase paralelas
al campomagnético. Se determinan las regiones de existencia



correspondientes a radiación en base a los criterios ener
géticos formulados en el capitulo H. También se analiza la
conexión entre la inestabilidad monotónica y los modosra
diantes. Para aclarar la vinculación sugerida en el capitulo
u en base a consideraciones de balance energético entre la
radiación de ondas y la sobreestabilidad, se estudia el efec
to de una pequeña modulación transversal al campo magnético
exterior v se demuestra que ésta conduce a la localización de
las oscilaciones en el entorno de la interfase y en consecuen
cia a la solreestabilidad de las mismas. Se determinan las di
Ferentes regiones de existencia de estas sobreestabilidades.
Se estudian también las inestabilidades monotónicas en presen
cia de modulación transversal observándose drásticas modifi
caciones de las regiones de existencia con respecto de las
due corresponden a modulación estrictamente paralela. Se en
cuentra oue estas modificaciones surgen comoconsecuencia
de la localización de los modosestacionarios presentes cuan
do la modulación es paralela. Se estudia el caso limite de mo
dulación casi perpendicular al campomagnético. Se discuten
las regiones de existencia y las proniedades de los modosv
se dan en forma gráfica los resultados del cómputo numérico de
las frecuencias pronias del_sistema, para algunos coniuntos de
valores de los parámetros.

Fn el capitulo 6 se estudian las oscilaciones iónicas de
un plasma no isotérmico de baño B en presencia de un perfil
discontinuo de velocidades. Se deduce la ecuación diferencial
para el potencial electrostático, así comolas condiciones de
contorno sobre la discontinuidad y se obtiene la relación de
disnersión para las frecuencias propias del sistema. Se anali
za en detalle el caso en que la interfase está modulada nara
lelamente al campo magnético, encontrándose que puede haber
ondas de superficie estables, radiación de ondas, modosesta
cionarios (de frecuencia nula) e inestabilidades monotónicas.



La comparación entre la velocidad de las ondas iónicas acús
ticas y la velocidad relativa del fluio permite definir re
gímenes de diferentes características. El régimen subsónico
presenta analogías con el problema de las oscilaciones elec
trónicas estudiadas en el capitulo 5. Al aumentar la veloci
dad relativa el sistema tiende a estabilizarse y para flufio
supersónico la inestabilidad desaparece (para modulación para
lela al campomagnético). Se dan las regiones de existencia v
propiedades de los modos. '

Se discuten a continuación las propiedades energéticas
de las oscilaciones iónicas y se dan exoresiones para el ba
lanca de energia. Se encuentra que en este problema se pueden
hacer consideraciones enteramente análogas a las oue se hicie
ron para el caso de oscilaciones electrónicas, en lo oue se
refiere a la interpretación energética de las sobreestabilida
des e inestabilidades monotónicas del sistema.

Se estudia el efecto de introducir una pequeña modula
ción transversal al campo, y se encuentra que se produce la
localización y la sobreestabilidad de los modosradiantes,
y que la localización de los modos de frecuencia nula da como
resultado nuevas inestabilidades monotónicas del sistema,
nue modifican sustancialmente el panoramade estabilidad res
pecto del que se tiene para modulación paralela al campo ex
terior. Se dan las regiones de existencia de los modos ines
tables, para modulación transversal pequeña en los regímenes
subsórico, casi supersónico y supersónico.

Finalmente, se intenta una interpretación de los resul
tados experimentales de D'Angelo y von Goeler (1n,15) en base
a la teoría oue se ha desarrollado. Hechas las salvedades de
oue los exoerimentos mencionados corresponden a un régimen
prácticamente isotérmico (mientras que el modelo usado en el
presente trabajo corresponde a un plasma no isotérmico), v
oue los resultados experimentales son algo escuetos, se
obtienen concordancias alentadoras en lo referente al orden
de magnitud de las frecuencias observadas, las propiedades



espaciales de las oscilaciones, y la condición de estabili
dad. En vista de que la escasa información experimental
existente, si bien tiende a corroborar el presente estudio
teórico, está lejos de permitir un control riguroso del
mismo, se sugieren experimentos más decisivos en regímenes
que correspondan más estrechamente al modelo teórico.

En el Apéndice 2.1 se expone una interpretación heu
ristica del fenómeno del amortiguamicnto de Landau, basada
en una analogía con la Mecánica Cuántica y debida a
F. Gratton y al autor. Dicha interpretación surgió de dis
cusiones realizadas en las clases del curso para graduados
sobre Teoria de Ondas en Plasmas, dictado en esta Facultad
por F. Gratton en 1969.

En el Apéndice 2.2 se deduce la expresión del opera
dor de susceptibilidad para los electrones en base a un mo
delo hidrodinámico,que corresponde usar en el régimen no
isotérmico, es decir para las oscilaciones iónicas.
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2. Fundamentosde la teoría lineal de oscilaciones de un
plasma.

2.1 Consideraciones generales.

El estudio teórico de los fenómenos que pueden produ
cirse en un plasma se basa en las ecuaciones cinéticas, que
describen el comportamiento de la función de distribución
de las particulas que componen el plasma. 

Indicaremos con fdff)yjt) a la función de
distribución de las particulas de la especie a . La canti
dad de particulas de la especie tx que, en el instante É
se encuentran en el volumen comprendido entre fi y :Ï*‘02
y con velocidades'comprendidas entre 2' y yW-dÉT está
dada por f‘C’É; Z; t) ¿,2 ¿É 

Sean É(fi;*) y .É(fi/¿) los campos eléctricos
y magnéticos que actúan sobre el plasma, y sean ¿a y 7"“
la carga y la masa de una partícula de la especie a.

La función de distribución f“ satisface la ecuación
de Boltzmann, que se puede escribir en la forma general

u a a

En esta ecuación, el tercer término describe la varia
ción de la función de distribución debida al efecto de los
campos.

Dichos campos son producidos por eventuales Fuentes
externas y también por las particulas del plasma, y satisfa
cen a las ecuaciones de Maxwell:



. . E

C ZXÉ = 4R(Javé*i)+gï

Is ¡m
ll D

z-g = 477{Pexb.+f)

Aqui se han indicado con ¿ege y f2“ a las densi
dades de corriente y de carga externas, y con l y .f las
densidades de corriente y de carga debidas a las partículas del(l)
plasma . La densidad de corriente Z y la densidad de carga]a
se pueden calcular a partir de las funciones de distribución de
las particulas por medio de las expresiones

' a.f J=Zeocfïf dl:
fl

f :Z ext/{adïu

Los camposÉ y é se suelen llamar autoconsistentes,
porque dependen de las funciones de distribución cuyo compor
tamiento rigen.

El cuarto término de la ecuación de Boltzmann (2.1),
0€“4_ffi} describe la variación de la función de distribución
{a por efecto de las colisiones binarias,y es una funcional

de las funciones de distribución .ffi de todas las espec es
presentes (incluyendo la misma M )fa

El término de colisiones se anula para las distribucio
nes Maxwellianas'de equilibrio

_ a 3/2 

(2.a) ¡[a=mu eane



(Aquí 0%, es la densidad de partículas, y 9 = ¿7- , siendo
T la temperatura y h la constante de Boltzmann).

Las colisiones binarias son responsables del proceso
de relajación, por el cual las funciones de distribución
tienden hacia el equililrio Maxwellianosiempre que inicial
mente el sistema se encuentre alejado del equilibrio.

Sin pretender entrar en los detalles del proceso de
relajación (cuyo estudio riguroso puede efectuarsa tan solo
en forma numérica), puede afirmarse, sobreula base de un ar
gumento dimensional, que el orden de magnitud del tiempo ca
racterístico de relajación está determinado por
(2.5) tu N 1/7!“

si á es el camino libre medio y 12‘“: MaS/mv“ es la ve
locidad térmica media de las particulas de la especie W .
Siempre en base.a argumentos dimensionales, el orden de
magnitud del camino libre medio puede estimarse como

(2-6) ¿N Qz/eomo /Jp'7n¿n)

donde 3mm“ y jL¿fi, son el máximo y el minimo parámetro
. . . . 2 .de impacto para coliSiones coulombianas.( ) En orden ae

está dado por la distancia de apantallamagnitud, fm,“
miento de Debye

(2.7) ¿o = VG/Zmezn.

y para 11"“, se puede tomar el valor del parámetro de
impacto que corresponde a un ángulo de deflexión del orden
de la unidad, y por lo tanto

(2.a) f)me 92/9
El tiempo de relajación T; puede llegar a ser muy

grande para bajas densidades y altas temperaturas. Asimismo,
debido a la gran diferencia entre las masas de los electrones
y de los iones, los intercambios de energia de los electrones



entre si y de los iones entre si proceden más rápidamente
que los intercambios entre una especie y la otra.

Por consiguiente, si inicialmente un plasma está
alejado del equilibrio, se establecerán primero distribu
ciones de equilibrio para los electrones y para los iones
por separado, con diferentes temperaturas eventualmente,
y con más lentitud las dos temperaturas tcnderán a la igual
dad. El tiempo de ecualización de las temperaturas está dado

. 3en forma aprox1mada por

_ 3/2

(2.9) t A! finenn” (Ék + 21)¿“mo ¿»(flmam/fmu'm) ""2 ""5

si indicamos con one,ge y °"¿,9¿ a las masas y temperatu
ras de electrones e iones, respectivamente.

Si se estudia un plasma que evoluciona a partir de un
estado inicial de no equilibrio en É==0 , la existencia de
un tiempo de relajación T; permite fijar una escala de
tiempos.

Para tiempos *Z,ïa , la distribución de las parti
culas será prácticamente Maxwelliana, cualquiera hubiese sido
la función de distribución inicial.

Para tiempos t<<Ta , en cambio, las colisiones bi
narias aún no han alcanzado a producir un efecto apreciable,
y el comportamiento de la función de distribución depende en
forma esencial de la acción de los camposautoconsistentes.
Por efecto de los campos autoconsistentes pueden producirse
en el plasma oscilaciones, o también pueden llegar a desa
rrollarse inestabilidades. Estos fenómenosse deben a la
acción conjunta de las partículas del plasma, que se pone
de manifiesto en los campos que ellas generan. Se habla en
tonces de fenómenos colectivos o cooperativos. La existencia
de una amplia gama de efectos colectivos en los plasmas cons
tituye quizás su caracteristica más llamativa, y lo que más



diferencia a la física de los plasmas de la física de los
gases neutros.

Una escala de tiempos para los procesos colectivos de
un plasma puede obtenerse en base a la inversa de la frecuen

a.)cia de plasma P“

(2.10) “Wu

9 dada por

#meínm
“¡a

En la tabla 2.1 se puede compar ar el valor de
real N 4/‘UP‘tlajación, , para sistemas típicos. Se ve que,

con el valor del tiempo característico de re

teresa es el estudio de fenómenos colectivos de los plasmas,
comopor ejemplo, oscilaciones, ondas o inestabilidades, será

si lo que in

posible, en buena aproximación, ignorar el efecto de las coli
siones en la ecuación de Boltzmann, puesto que la duración del
fenómenobajo estudio es suficientemente breve.

LMÜW) raw) húfi? TV“ mhc]
Gas interestelar 10"5 lo“ 1 lOL+ 10'-l
Nebulosas gaseosas 10-7 10-l lO3 lo” 10’2
Corona solar 10'8 10'l 106 106 10'2
Atmósfera solar 10'12 axio'lo 10lu lo“ 10’9'
Descargas gaseosas 10-12 3x10.lo 101“ 10l+ 10-14
Plasma denso 10-13 leO-9 lOle 106 10-19
Plasma termonuclear 10-13 10-6 10165108 10-lo
Plasma caliente 10-12 10-8 lOlqÏlO5 lo.“H
Plasma enrarecido 10-ll 10-5 10124le6 10-10}

Tabla 2.1. Orden de magnitud de algunos_fi_- o
parametros característicos en los plasmas.

El comportamiento de la función de distribución para
tiempos breves, en comparación con los tiempos de relajación
se podrá entonces describir por medio de la ecuación de



Boltzmann-Vlasov

(2'11) 3-)”; 71‘2-¡“4- (¿+yxa)'a—rm=0ai ag on“ c ¿y

que se obtiene de la ecuación de Boltzmann (2.1) omitiendo el
término que da cuenta de las colisiones binarias.(u) Por breve
dad, denominaremos "plasma sin colisiones" a un plasma cuyas
funciones de distribución satisfacen a la ec.(2.ll). La discu
sión precedente establece los alcances y también las limitacio
nes de la descripción contenida en la ecuación de Boltzmann
Vlasov.

2.2 Teoria lineal de las oscilacion es de un plasma.

Nos interesaremos en la evolución de la función de dis
tribución bajo la acción de los camposautoconsistentes duran
te intervalos de tiempo breves con respecto de los tiempos de
relajación. Por consiguiente, supondremosque las funciones de
distribución satisfacen la ecuación de Boltzmann-Vlasov,ec.(2.11).

Supondremos que la ecuación de Boltzmann-Vlasov admite so
luciones estacionarias f:(fiuïï) que corresPondena situacio
nes de neutralidad:

(2.12) Z e“ ffootdg. :o

y de ausencia de corrientes en el seno del plasma:

o!

(2.13) Zemfy/o auf-¿0
oo

y que no actúan sobre el plasma campos eléctricos de origen
exterior. Admitimos, en cambio, que puede estar presente un
campo magnético QB , uniforme y constante en el tiempo, de
origen exterior.

NNotemos que las soluciones fo pueden corresponder



a estados fuera del equilibrio (en cuyo caso debe tenerse pre
sente, además de la condición Tue «'C , la condición ¿41:

Nos interesa estudiar el comportamiento de funciones de
o a o A adistribuc1on f que corresponden a que el plasma se ha aparta

. . . r“do levemente del estado estaCionario caracterizado por las fo .
Escribiremos entonces

(2.114) _f°‘(z¿,,1_r,t)= {30o v—)— + ff(é,zaé)

y supondremosque el apartamiento desde la estacionariedad,
descripto por ff es pequeño.

Las perturbaciones {f desde el estado estacionario
dan lugar a la aparición de densidades de carga y de corrien
te

ZeaffÏdr
N

OL

.“Zeqfrfi dy

JID =
(2.15)

.J; =

que producen campos ¿4 y É; .
Si las perturbaciones son pequeñas, como se ha supues

to, es posible despreciar en la ecuación de Boltzmann-Vlasov
los términos cuadráticos en las cantidades de perturbación y

(V.obtener ecuaciones linearizadas para las f4 de la forma

0'.

3-25!“try-3426“ (man-¿Á =al:
(2.16)

_ en» E ZXÉí 'qlroa
" _ 07., (-44! c ) a_

Se han introducido aqui las notaciones:

).



no“ :leul ¿o e“ = ¿“seu-' vnac
(2'17) +4 pana. ¡So-nc;e“J

lL-4 palm. each-ame;
Los campos É, y Q, satisfacen las ecuaciones de

Maxwell:
V E =- 22'c-x'“ at

a
CZXE.‘= ï4+4rzeufrfi dz.t a.(2.18) Z.
2.; = ¿miemffldua.

El conjunto de las ecuaciones (2.16) y (2.18), consti
tuyen el punto de partida de la teoría de las pequeñas osci
laciones de un plasma sin colisiones.

El formalismo toma una forma conveniente si se introduce

el vector desplazamiento eléctrico,2}f,5) que se vincula
con el campoeléctrico 51(4,¿) por medio de la relación

324(2.19) 3_É’4+“INI:Zeaflrfixdga at ou

De las ecuaciones (2.16) y (2.18) se desprende que la
a .

función {y está vinculada linealmente al campoeléctrico É}
Por consiguiente, la ecuación (2.19) permite definir una rela
ción lineal entre EH y E4 que se puede indicar escribiendo

" E(2.20) p, = g, _4
A

siendo É un tensor cuyas componentes son operadores integro
diferenciales lineales que actúan sobre las componentesdel

4
vector campoeléctrico.(l) El operador É recibe el nombre de
operador dieléctrico del plasma.

El conocimiento del operador dieléctrico á involucra
el haber resuelto la ecuación de Boltzmann-Vlasov (2.16) y por
consiguiente en él se resumen las características de la res

5 .puesta del plasma al campo eléctrico 1



En términos del operador dieléctrico es posible eliminar
el campo magnético en las ecuaciones de Maxwell y obtener una
ecuación para el campo eléctrico 51 de la forma general

(2.21) c22x2x54+21 .
at). -E“l "um;

La solución de la ec.(2.2l) a partir de las condiciones
iniciales puede darse en términos de los modospropios del sis
tema. Los modos propios se obtienen proponiendo soluciones de
la ec. (2.21) que se comporten en el tiempo como

—1Jw¿'e

con w , en general, complejo. Esto conduce, como veremos, a
una relación de dispersión, es decir, a una condición de com
patibilidad que determina las fr ecuencias propias del sistema.

2.3 Operador dieléctrico de un plasma inhomogéneo magnetizado.

De lo dicho en el párrafo anterior se desprende que el
primer paso en el estudio de las oscilaciones de un plasma
debe ser el de deducir la expresión del correspondiente ope
rador dieléctrico.

Estudiaremos un plasma sumergido en un campo magnético
é. de origen.externo, constante en el tiempo y uniforme en

el espacio. Por conveniencia, se usará un sistema de coordena
das cartesianas con el eje x en la dirección de Qe (ver
fig.2.l).

fig.2.l. Sistema de coordenadas utilizado
en la descripción del plasma.



Supondremosque en el estado estacionario descripto por
a.

las /; , nuestro plasma es homogéneoen las direcciones x
y z , pero puede ser inhomogéneo en la dirección y , es
decir

a. ac
(2.22) ¡a = ¡(o (3,1!)

y que además puede fluir en la dirección del campo exterior
con una velocidad de masa ‘g a Üu49))o)o) .No se especificará
por el momento, en qué consiste la inhomogeneidad, que podria
deberse, por ej., a un gradiente de densidad, o de temperatura,
o de velocidades de masa:

(2.23) un: fví {eddy = 143}

También se acepta que podrian est ar presentes a la vez
varios de esos gradientes.

Resulta conveniente introducir un sistema de coordenadas
cilíndricas en el espacio de velocidades (ver fig.2.2) con eje
en la dirección del campo

fig.2.2. Sistema de coordenadas en el
espacio de las velocidades.

magnético Éo z



VE= 1Q

(2.2u) 1ra.: ulcan

ví: 1.51.90»?

La ecuación de Boltzmann-Vlasov para el est ado estacio
nario se puede escribir de la forma:

(2.25) q)‘ 2_AÏ_ af":
¿myay ¿az-ans.as: o

La solución general de esta ecuación es

d- k. 2 ‘L(2-25) fo = ¡o (minima) s C5= í" mi“?

Aquí, q, representa la coordenada y del centro de
guía de una partícula que gira alrededor de las líneas del
campo Éo con la frecuencia de ciclotrón ¿la y radio de
Larmor

(2.27) ff: La¡la

o:
Conocidas las f; es necesario integrar la ecuación

_, a(2.16) para la perturbac1on {4

N a. a R

(2.28) ¿[14.122 L3 _/¿ Q 3_¡4_____€_o.n(54+11:2quab ’82 “‘37 mu“ c ag

La ecuación (2.28) se puede integrar con el método de
las características. 5) A tal efecto, se supone que fiv ,35
y t son funciones de un parámetro t

{_L=/_c('c) 15:31:) t=¿(t)



Conesta hipótesis, la ec. (2.28) es equivalente al si
guiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

°‘ a
(2.29) ¿14 .._ e_ec E’ÉI. ¿{o

aL:- - «¿pg-4+ c ) ag

¿Ez/Í .622: 'U' 'fi=—éo;.QaCLI ¿it ' de
(2.30)

¿371: __”-7-=ooct att

Las ecs.(2.30) son las ecuaciones de las órbitas no per
turbadas, que se integran, obteniéndose

att): C2+V7lt

(t) = c _ li <‘ (
(2.31) 5 y fundan?“

ECC) = C24. ¿{zx ¿“PÚÏÜ

': -¿“flat
En las ecs.(2.31), figuran las constantes de integra

ción C“ , ¿y , CZ , v5 , v1,ála y' Cy que representan la po
sición inicial del centro de guia, la velocidad del centro de
guía, el radio de Larmor de la partícula y su azimut inicial.

El contenido de las ecs. (2.El) es evidente: expresan
que una partícula describe órbitas circulares alrededor de un
centro de guía que se desplaza con velocidad constante a lo lar
go de las líneas del campo Ea

Usando las ecuaciones de las órbitas se puede integrar la
ec. 2.29 desde el instante inicial 't=É° hasta el instante

t==k , y haciendo el cambio de variable t::t’+f queda:

C

a O

(2.32) {47€}:fino)- 2 fan/l: éLÏ(¿+ 11x51)”:¡mm t t ¿y Jt=tfié0



Puesto que el sistema que estamos considerando es homo
géneo en el tiempo y en las coordenadas espaciales XI y z ,
es posible, sin perder generalidad,

Q
suponer que toda cantidad

de perturbación es de la forma:
_ iwt +¿É¿Z+í132¿

(32.33) Q; 620,06

o c a o . "‘ .Con esta sup081c1on, y eliminando g, , mediante la
e°° (2-13), la ec. (2.32) se puede escribir como

a a _ ‘ -íw{¿0_¿)+¿é¡ (x(f}—'L:'-.-j ÏL'AÏ¿(2{¿-oí?-2/é‘¡
f, (ace),ya» = f4 (wo), ¿”Cabe +.

í(2 . 31+ l H
) o -¿wc/+zláï(gít)-x(é))r1‘fi_:(exl)"3("1.: _‘yN A V EJ

.- É! Jair“; A;g¿¿[N._g¿}+i:m“ Ï Í L: LU Luto—t

donde se ha introducido el operador diferencial

2 Á _': f 7 -iCL
__-— oc, _Jí>

Í
\

que opera sobre las componentes del campoeléctrico.
Corresponde notar aqui que es necesario proceder con

cautela al tratar perturbaciones de la forma dada por la
ec.(2.33), y tomar recaudos a fin de asegurarse de que el
operador dieléctrico que se obtenga satisfaga las condicio
nes de causalidad de Kramers-Kronig. Esto se puede lograr
de varias maneras. El artificio que se utilizara aquí, y que
quizás sea el más simple, consiste en agregar una parte ima

Qr a CUla frecuenciaginaria pequeña y positiva

(2'35) w—> cui-¿Jr 'J ¿”o

que luego se hace tender a cero al final de los cálculos. Este
artificio equivale en esencia a considerar las ondas planas in
homogéneas (2.33) como el limite de un paquete de ondas que des

J.
no.)



cribe a una perturbación que ha nacido en un instante del pa
sado y ha crecido en el tiempo. Con la hipótesis (2.35) sc pue
de entonces tomar el límite É,—?-°° en la ec. (2.3u) y
resulta:

y o _ ¿mu ¿123(zw-20:2)
/4(3,ï)=-q%fdt'e '

(2.36) 'M A A
rfio“.I 4-. 4-¿15

II l: ( w) w 1--4jï

donde se ha usado la notación
(2.37) á}: ¿u_ ¿muy

Para evaluar explicit amente la integral sobre GTIes
preciso poner en evidencia la dependencia en t' del integran
do de la ec. (2.36). El término en la llave se lleva fácilmente
a la forma:

N , 4
8/0 4 a,“ 3,!“ l "¡ ...._ __ 'U' ¿0-7 ___o cat“ k +5“ ,Q__E ((¿)+.
3%'*“J('73g 'La@)( IP 5 7 CJ 1 a

(2.38) 1 - BF" 9;“ "L -, 1(: ,.+ C¿(y},5—(/n525*{j)+.
1 3/“ ' 7‘

.3 z
«¡gana ¿cy

:-.' fN/. i. -f a, 1
En (2.38) se ha indicado con arg/Ami y afo/aíï

. N “1 _ \ ¡31' 1 fi .1 ha las derivadas de {g (W))J¿)Cy/E ra {yh)c¿)Ly/ con
respecto del segundo y del tercero de sus argumentos (que son
constantes del movimiento).

La expresión (2.38) depende de tj a través de 7 y de g
Si bien no conocemos la dependencia de f en y. , es posible
explicitar formalmente su dependencia en r' desarrollando
É(ï¡(tizr» en serie de Taylor. Las expresiones resultan
más compactas utilizando notación operacional:



A

¿(yrr#¿7_ y(hyky
¿(yrc'ity = C ¿(5,55)

(2.39)
¡2 - d=. - L ——

7 ¿0/

Gracias a esfe artificio es posible expresar toda la de
pendencia en T' del integrando de la ec. (2.36) por medio de fac
tores ex onenciales del ti o:

p p ¿(ya 'xéj- ww
e

_ ¿at'+¿(7(r’+¿}_y(¿))ky + i(i'(=+¿)—2(¿'))
(2.40) e Á

_í@o(r’+¿)-SPÍ¿/)
e

donde, de (2.31)

¿yaa á)- 7 (e) = - [son www - SIM‘PÜJÍ

¿(l'+¿}—2(é)
.— . 'y”

74 ;¿m5a[7,’+c) —áoí);9(5jj¿“n05

www-¡vw = —¿afixt’

La expresión (2.uo) se puede llevar a una forma cómoda
utilizando las fórmulas de Jacobi-Anger.6

¿”fl/"5: É” ¿”Mm
4):-”

I ' l.
¡a con ,fn “1-5: .

c g g = t e J;(S)
992-00

donde con J%_(S) se indica la función de Bessel de orden n
definida por la Serie

Msn- (¿f-4-45)“ (%)°‘“"ï-¿{byio/ 2!Cn+2)!



Es ahora posible evaluar la integral en la ec.(2.36) y
se obtiene fácilmente, usando las propiedades de las funcio
nes de Bessel,

u ' m 'm _ ¡a ¿+1 ¿(P*a+&l:Jflv T/A'= 1P 0') 6 m(1/‘JJ\5)'
°° hoya/5.-.»

C fl'2.142 .J(aJ(b) “2313-135__4 __051+.
( ) {P ¡9 [(1a ac; 924,) x ¿“na «3a, ¿J

R“ [J( )J (EN J'( JO J‘( N72 E"7.— ———————___. a _EE -i a) ó E +i a .5'
(3*(P+3)Eaflos P 9 2a z P a j P 5 jaj

con

leíaïaquiv‘ü 9.5
9C_L 3117/ ¿CA

A A
a a zaéi I b n ÏlÉJ

cana ’ ¿una

4 a
En la ec. (2.“2),.& (Á) y J?(D) son operadores

diferenciales (lineales) definidos por la Serie (2.“1) y
« I >>que operan sobre ¿(9) . Con se indicó la derivada de

la función de Bessel con respecto de su argumento.
La ec. (2.“2) se puede escribir en forma compacta como:

<2“) f“- 3' si 12°15
4 — a, u - —

donde .5“ es un vector cuyas componentes son operadores
diferenciales lineales. En términos de los ¿a , el operador
dieléctrico definido por la ec.2.20 se puede escribir como

A A A(2.1414) e .I+47rZK°‘ =g+47r5



donde

x)a 4. _.wz ¡y d

El operador g se denomina operador de susceptibilidad

lc".
“Pito(2.u5) 3IR.

(o de polarizabilidad) eléctrica del plasma, y comolo indica
la ec. (2.uu) es igual a la suma de los operadores de suscep
tibilidad eléctrica de todas las especies 4x present es en el
plasma. 

A A

El operador 15a , y por lo tanto, En depende de la9

función de distribución estacionaria %:(q9,fiï 9) aún no
especificada. Pese a ello, se puede progresar un poco más en el
formalismo, sin perder generalidad, y evaluar explícitamente la
integral sobre el azimut ‘9 en el espacio de las velocidades.
En efecto, procediendo con la misma técnica usada ya para expli
citar la dependencia en t“ del campoeléctrico, se puede escri
bir

a 1); ¿y? r A “fl a 2
(2.“6) /o("//,Lfia,!‘¿-7¿aí-‘MY)=¿e "’y(¿¿)foí/J/I,d:’.);7)

donde 9- es el operador diferencial

A , wa a
(2.a7) f - ¿anna?

que opera sobre el tercer argumento de la {ÏI (se desea
mantener la distinción con el operador 2 que opera sobre
el campoeléctrico É ).

Evaluando la integral sobre el azimut y se obtienen
finalmente, luego de algún reordenamiento, las componentes del

"u
operador g :

Aa e: 2.75 d d _'€¿k*P"? e A A . Ï\"n =-;,, :1 Zf 17 fi Z “’ Jam/1‘)%q-(°'Né(b)¿m(“WM’Í'
(2.ae)

2.

trae/aI V a _ 717/ R“.{(//áTIÏ+ ¿{0) ñ+eemnn



..4í_-flE-.=É r'LC’]‘_[('D)7,'zj'{:7,",¿j[(‘17)6fí'Q/Oddf?(-)¿o]vyTfEf

¡x4-1;

¡aC-R")¡TIlfleTAE}
//________A__..-_—T—[lo JL¡z.n.

{w3*x-,ij,ffE'

-k.-l? .l,”,.If>¡ff;.I-’(A‘,0D-fd\El?)(_)21:11¡[flr:y .g/lf(>9)['(VJ/I1()[(¿’Jfitndfifi}.797942gyx:V a3UÉ“8

www“:ñe“U”?, {ma—,—(3)7r?*¿7¿,(q)?}

U1mllull¡g ..á,""' .rvfi-manf’r(é)°”ïra“’b,4,w?"‘”"“’°=“fïa““a'"3'

Ma,Mi__ [(10¿Í(-2230941735anu"a«.31 v2’(v)”"(9)5r(v)¡08(y)rIfV?54dfqra, /

{fime-313,346,, "¿unf¿felt“añ-{L

l2mTun,z;
l'r—-= 73179¿1.79¿f2¡mz:3"a «wwJW?)ww“¡han“r(->.1

Vva6+d+qn3

Www":a,g“U”?¡, {nar,.(37,1?unk(¿ur

Ay.i(¡tec/f}TITll1mtuo
l/rp\.“un\.';npfi(_)1lJLa__._—__y \/..1)flv)¿y{ficha},47047’Zuz¿”a10V

7,,_,“Um-“2"É “¿I(WÏ/‘(ÜJ‘¡”[(SÜÍ'Ü?)sul/“(Í)”?(-),7
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I¡”7vu”_g¿1.
)wapa/¿[z,u;"ax”

)
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a z ' 1 -¿+P+9+Á e A ‘_.,’//-. _
x -_-- 2 fl Z [IQ our”sz t <-¡ le”, (3€)J/¿+?(¿L,;J9,(¿Jak/a7.¿a Ma. wz

.' 21.95

a a N
e“: L2.)gía + ézvl gía + ar fio

3Q a¡Ji/I
J fa: ¿Nh/¡1754)

Las sumatorias en las ecs.(2.u8) se efectúan sobre los
cuatro indices 1, ¡53,123 y se extienden desde —w a +00 .

La integral sobre cha se extiende desde o a +a) .
La integral sobre dv» se extiende desde —m a +4: . Como se
ha agregado a tu una parte imaginaria positiva ¿f , el ca
mino de integración,para w real, en el plano de la variable
compleja a? , pasa por debajo de los polos, situados en
fiu+€EaQ“)/k¿ (ver fig.2.3a).

(au- f’gqna)/kx ty". o (un ¿auna ¡[1-1,
X

l

1

I

l

Y
X

L..—_._—_—’——--- 4:. 

M) fi)

fig.2.3. Caminode integración en el plano
comElejo v; .I

Al tender al limite f» o , estos polos tienden a si
tuarse sobre el eje real. Se ve entonces que es preciso deformar



el camino de integración como se indica en la figura 2.3b a fin
(7)de tender con continuidad al limite.

Puede pensarse entonces que en las ecs. (2.u8) ya se ha
puesto y=c‘ , y que las integrales sobre ofifi se calculan
a lo largo de un camino “C que rodea por debajo a los polos
situados en w*16aflm)/k1 , los cuales contribuyen por lo
tanto con su semirresiduo, de acuerdo con la conocida fórmula

(2.149) «¿2m __’_ _ 2 _1z¿á(z)
2'.:Ïáo 1+¿y _

La extensión analítica a valores complejos de a) se debe
hacer calculando las integrales sobre afiq a lo largo del ca
mino df de la fig.2.u

(“1*(¿u-Qu.)/kz

fig.2.u. Caminode integración en el plano
complejo m de la prolongación analítica del
operador de susceptibilidad a valores com
plejos de la frecuencia.

Estas contribuciones dan lugar a términos no hermitianos
en el tensor dieléctrico, y están relacionadas con un amorti
guamiento o amplificación de las oscilaciones. El amortigua
miento (o amplificación) Se debe a la interacción entre las
particulas y los campos autoconsist entes que lleva a un aco
plamiento entre los haces por mediación del haz de particulas
que cumplen la condición de resonancia:

(2.50) kzlq = ¿u+.€¿a{2a (€= O¡:t1):t2/.../



Cuando .2: O , esta condición coincide con la conocida
condición de emisión Cherenkov, y las contribuciones corres
pondientes dan origen al amortiguamiento (o amplificación) de
Landau.(7)Existenen la literatura varias interpretaciones del
amortiguamiento de Landau y su exposición detallada excederia
de los propósitos del presente trabajo. En el Apéndice A 2.1
se discute una interpretación heuristica deb ida a F. Gratton
y al autor.

Las contribuciones correspondientes a ¿Héo dan origen
al amortiguamiento (o amplificacación) ciclotrónico.

El procedimiento que se ha seguido en la deducción
del Operador susceptibilidad eléctrica es algo más general
que el método usual para un plasma homogéneo. Los resul
tados ya conocidos para el caso homogéneo se pueden recupe
rar fácilmente a partir de las ec. (2.48) poniendo
¿[Í/by = o . En tal caso sólo los términos correspondien

tes a Jah/2) contribuyen, y

a ¡"0‘
v: (Í) fe r 7°

además, si suponemos que el campo eléctrico depende de y
en la forma

'l'l A".
e l 1

A

el efecto de los operadores ¿,(b) se puede calcular:

¿(3); =La»; b,
.’ I

ERC "‘AY

Es posible entonces aplicar las conocidas reglas de suma
de las funciones de Bessel:(6)

¿6 “É
¿(“e f9: á Jak (“/‘Jdb/ L

con (ver fig. 2.5)

1,; 174 k?- ¿2 ¡ez ¿I . 13,C I: — _¿ n‘ j J i Cy/Ó =-
¿aL-na. J



fig.2.5. Regla de suma de las funciones
de Bessel.

Procediendo de este modo, las sumatorias en la ec.(2.u8)
se convierten en sumatorias sobre un único índice y se obtie
ne el resultado gue se da en la literatura.

El resultado Q.u8) es exacto (dentro del modelo de
plasma sin colisiones), pues no se ha hecho ninguna aproxi
mación en los cálculos previos, y es válido en todas aquellas
situaciones en las que f: tiene la forma dada por la ec.(2.26).

Debido a la no homogeneidad del plasma, g resulta ser
un operador diferencial de orden infinito y en él aparecen, ade
más, las derivadas de la Í: con respecto de y a todos los 6r
denes. Por este motivo, la expr esión exacta (2.48) difícilmen
te sea aplicable en la práctica, pero puede ser punto de parti
da para una gran variedad de aproximaciones correspondientes a
diferentes regímenes y problemas.

Si en (2.u8) se desarrollan en Serie las funciones de
Bessel, se obtiene una serie de términos que corresponden a
las potencias de a, b y fi . La razón entre los términos de
un orden y los del orden siguiente dependerá del valor de los
parámetros

(2.51) (LL) (L) (FL)
A; A, L



siendo Aa= ¿"/Ïz , ¿y la distancia caracteristica de
variación con la coordenada g de la perturbación, L
una distancia característica que da la medida de la depen
dencia espacial de la inhomogeneidad del plasma y (flj' el
radio de Larmor medio de las particulas.

Si la perturbación varia lentamente en el espacio y
si los gradientes son suaves en el estado estacionario,
o si la temperatura transversal es baja, es decir, si se
cumple '

«¡p
, .I- (A,

!_
« 4(ñ.>'«,1 \fL>

A; A,

será posible obtener aproximaciones útiles en la expresión
A

“ A I 4(2.“8) del operador 5 . Al orden mas bajo se tendra la
aproximación de temperatura transversal nula (o bien radio
de Larmor nulo):

Aa“) e: 1 21,2 32* ¡(#2 M J .. 4 , , .
K” = - 4 dic, [eu-4L —-"—.sim-i- Fo + 1 .—.—-———# —u I)WM wz al" u _ fl; u (412,7; ( tu

Aaa” el í r . A x l Pro. j
H1 = " Imán”, _ L(1e«flak¡_&/zy)f—° 4. zw ___‘_’;';H vmawl 52-11; 1:; g

Aa(o) el í r _ A a o},
K = .. :‘wl fui, ¿1.17,__ [(wki 4-Leaflaky)F; +Eaflagggi12 m (Dz-n;

A'(°) ei vdv 4 . k _É FaKg,=- m [I ÍÍm(t€una 16-“ O

A A z ._f Z
K“ o) -—KW” —_. L atar”__°° Fo“- «72-1237 - zz mawz “2

A A x - _ a

Kgg‘”:¡qm = -i few” Eafl_«wFoy Www), u-JZ__QD2‘

"a.(0) z 4 _. . y" ot

I- fl.¿1 "nawl



siendo

(2.53) FÏMHH - "facha ¿“(mmm

Al orden siguiente se obtienen términos que dan cuenta
de efectos de r adio de Larmor finito. Comoejemplo se da la

.. «(2expre31on de Kzz)

,, A , \ ¡Y

,kl 4 wifi/eta“) w,1/c;'+_.ïwz FAQ); G:_ 4. + —- z y M
w "¡a 3

2N(2)_ < 1 e: dv k2) 2V
11 __ PL >2‘maw3 fi ¿52:12:- ( 'V“ z { ¿Tüïfl-É ¿747:- ¿D'L 4..

2 ea? [dv ni Mira; “¡Maxi Je-¿guia/‘22“.‘ <f“>2‘m.wz"{amg [ T 5.a“'- 1,:

1 ‘ -A vÏÉ4 ,Az 2] 36"
o+¿11-5 (¿72+¿M ¿“Fé-“¿afl- "Lfihüa o(2.5u) 53. maz w 2.50.0.«Lu y

2 i v2 "2 2 i111 7,‘ 1
. 2 E’a d W fl k k If kz,“ ¡+1__</Ï>2m'w¿f w{2 31+ ¿bz-n:(y+z)+¿ma_ JJ

31.0. 1"=--en I‘waïe“
(a1. ná)(m_ má) w J ay

3 4 v2 , .A
_ 1 e“ dv __ ” (fiigfie -Lk __3(PL > 29nde z «¡1.12.1 ü 1 y) 393

con

(2-55) <rj> 62(Vn,9)= “Í



El operador de susceptibilidad gw” de la cc.(2.52),
correspondiente al orden más bajo del desarrollo de ¿a en
potencias del radio de Larmor (aproximación de temperatura
transversal nula), presenta algunas caracteristicas que con
viene mencional aqui. La inhomogeneidad del estado no pertur
bado contribuye solamente a través de la primera derivada de
la función de distribución. Est as contribuciones aparecen en
forma no hermitiana (lo), lo cual sugiere la posibilidad de
que puedan surgir en el plasma inestabilidades asociadas con
la presencia de inhomogeneidades, por vía de algún mecanismo
que lleve a la acumulación de energia en ciertas regiones del
espacio. Esta posibilidad será explorada más adelante.

También se puede observar que el operador (2.52) incluye
efectos de dispersión espacial debidos al movimiento de masa
y a la temperatura paralela. Las únicas resonancias que apare
cen son las que corresponden a .€= 0,: 1 .

El orden siguiente del desarrollo de É" , ejemplificado
por el término (2.5“) es cuadrático en el radio de Larmor.
Aparece en este orden la dispersión eSpacial debida a la tem
peratura transversal. La inhomogeneidadcontribuye con deri
vadas de orden más elevado. Ademásde las resonancias corres
pondientes a é: O,t 4 aparecen las resonancias con 3: :2 .

La aproximación de temperatura transversal nula contiene
aún efectos de amortiguamiento (o amplificación) resonante para
€ = 0,: 4 , debidos a la dispersión térmica wz” en 15 .
Si la temperatura paralela es suficientemente pequeña comopara
que se cumpla la condición

(2.55) M >>4 !=o,:-r,::2,...
k11Q”

los haces resonantes tendrán una densidad de particulas muy
pequeña y por consiguiente el acoplamiento entre haces por via



del haz resonante será también pequeño. Esto conduce a que
los efectos de amortiguamiento (o amplificación) de Landau
y de ciclotrón sean despreciables.(9)

En consecuencia, si se cumplen las condiciones (2.51)
y (2.56) será posible considerar que el plasma está frio.

El operador E“ para un plasma frío inhomogéneo se
puede obtener de la expresión (2.52) suponiendo E: de la
forma

a /A q I "n(2.57) Fa (In/,9) = 17a”) 5m”- «5,,

Se obtiene entonces (ll)

AN UJÉQ E uz (Una É 1: 1'b_ 7‘ ‘I'v'S-__-_Ganar ¡3‘
6'71¡(mi = _ T)?- _ y wz _L__&I-ng ( JJ- .ú.) ¿)+ .2 1;; ná (’—“—) _/+ J ,

Aa. A _ ¡k n u wz“
“Kw = -(v‘“'”=E“ “>33 ¿UT-¿“2-12

A“ - 'A 'LL (L'er
WK" = - ("*‘“"°95““°‘):‘z

(2.58) 1 A
(¡71'1?“; ___._ __u _u_JL“_. (_ k7 + ¿éa-Qanxz)7 wz ¿2-113. \

A“ —2 w:
“TK” 4 zz wz ¿”zum

A x ..."D‘ a 6 Q w Lu f¿I K = ¡”IK — ' 1' a u-—' — ‘n-" 71 ¿y w: (32-3;

A ¿U2 _ . y"
¿m Ka _ _ JL. _P“_ (wk2_1.6u_Qük:./)El _ ¡32_ai



donde se ha puesto

5:): = w-k1u(/LJ¡'
(2.59)

wi = 40/: (5;) -—wrei'nm/m

f‘ .

y cy r -2 já
‘

opera ahora sobre todas las funciones de la coordenada y
(ibfiu ,53;€),y no solamente sobre el campo eléctrico como
hasta ahora.

El operador (2.58) correspondiente a un plasma frio se
puede aplicar también a un plasma con temperatura finita,
siempre y cuando se cumplan las condiciones (2.51) y (2.56).
El significado de las condiciones (2.51) es que las nronieda
des del plasma en el estado no perturbado (l¿,“7 ) v la ner
turbaciónu 54 deben variar poco (en dirección perpendicular
a Ea ) sobre distancias del orden del radio de Larmor
de una partícula con velocidad v1 del orden de la velocidad
térmica media. La condición (2.56) con 2:0 requiere que
la componente de la velocidad de fase de la perturbación, en
la dirección de é. , medida en un referencial que se mueve
con la velocidad de masa u. , ¿k/¿z , sea mucho mayor que la
velocidad térmica media '(úa—14)1)vï finalmente, la condición
(2.56) con —€=ivfit2fu, requiere (cuando la condición (2.56)
con -¿= O ya se satisface) que la frecuencia ¿3 no se aproxi
me demasiado a la frecuencia de ciclotrón o a sus harmónicas.

Las oscilaciones de un plasma frio y homogéneo son no
amortiguadas. Para un dado vector de onda É , existe un número
limitado de frecuencias Cu , pues la relación de dispersión es
algebraica, comose verá más adelante. La agitación térmica de
las particulas complica notablemente el panorama respecto del
caso frio. Ante todo, empiezan a observarse los efectos de haces



resonantes y se tiene, para un plasma homogéneo, amortiguamiento
de Landau y de ciclotrón de los modos frios. En segundo lugar,
aparecen nuevos modos de oscilación. En general, sin embargo, las
nuevas oscilaciones que aparecen debido a los efectos térmicos
son fuertemente amortiguadas ( :”1(@Ú'V Re (“Ü ) , y las lon
gitudes de onda son pequeñas (del orden de fic o de ,CJ
o de Ap ). Es por eso que, salvo por casos especiales, las os
cilaciones que subsisten en un plasma frio son las que conc itan
el mayor interés. La utilidad del modelo de plasma frio reside
precisamente en ser un punto de partida y una conveniente primera
aproximación que permite ingresar en el vasto campo de las osci
laciones de un plasma.

Hay casos, que constituyen una eXCepción respecto dc lo
anterior, en que el movimiento térmico lleva a oscilaciones dé
bilmente amortiguadas. Un caso que nos interesa es el de las on
das iónicas en un plasma no isotérmico, en el cual la temperatu
ra de los electrones 9€ es mucho mayor que la temperatura de
los iones, 9; . En este caso, pueden darse oscilaciones poco
amortiguadas de baja frecuencia, cuya velocidad de fase py =¿Z/Éx
satisface la relación

(2.60) va, » 15; » V¿¿ ( ee >>en)

En un régimen de esta clase la susceptibilidad dielectrica
de los iones se puede aproximar con el caso frío, ec.(2.58). En
lo que respecta a los electrones, a frecuencias bajas {inx’9m»;Í¿Ï
es posible aproximar su comportamiento mediante un modelo hidro
dinámico en el cual se han despreciado los efectos de inercia.(10)
Se obtiene de este modoel tensor de susceptibilidad para los elec
trones en la forma (ver la deducción en el Apéndice A2.2):

"e laz É - 2 1' .ze - 2 24,: K1; n .._2.-1. -L .w_..wpe + ¿ P. “¡we y
k1; kz w? ¿Qe ¡{x FX- (Hinc-
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Ag l ha ¿3 wz?
kz wine

A
A

“mia = L Éz 1:22
¿,1 wzflc

an-Ée = i &;“¿Q ¿E
yx wlfle k1,

"e Cc

Ae ex Swhe
If}: K — ¿IK/C = - Z_ P

Ji ¿7 ¿”212€

Á

¿[7? = -7.._¿U.
wzile kz

con

(2 62) é) -=- 4/29 = NÜÏIÜ;770/Óe

En lo que sigue limitaremos nuestro interés a los dos
regímenes que se acaban de mencionar, es decir, plasma frio,
en cuyo caso se usará la expresión (2.58) para el operador de
susceptibilidad de electrones e iones, y plasma no isotérmico,
con la condición (2.60), en cuyo caso se usará la expresión
(2.58) para los iones y la(2.61) para los electrones.

2.4 La ecuación de las ondas y la aproximación electrostática.

Se vio en el é 2.2 que si se conoce el operador dieléc
trico del plasma es posible escribir la ecuación de las ondas
para el campoeléctrico en la forma general (2.21) que, para el
caso que se está considerando, de un plasma inhomogéneo en la
dirección del eje y , se puede escribir en la forma

XE)+ al
_ c2law Nm)

(2.63) Éx( g: o 5:50)



La forma del'operador é queda determinada una vez dadas
las propiedades del estado no perturbado del plasma, que para
los regímenes que se están considerando se reducen a dar los
perfiles de densidad ,n(y) y de velocidad uly} y, para el
régimen no isotérmico, el valor de ko . Las ecuaciones (2.63)
serán entonces un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
en la variable y , cuyas soluciones dan los modos normales del
plasma. 

Las condiciones de contorno y de compatibilidad implican,
comose verá, que las ec. (2.63) tienen solución solamente para
ciertos valores uy (j: 02,n-) de la frecuencia, determina
dos por una relación del tipo

D(wj)k1)k¿)/j¿}=0
donde con ¡6¿ se indican en forma genérica los parámetros
que caracterizan al plasma.

La relación (2.6“) se denomina relación de diSpersión.
En ella se resume la dinámica del plasma, y de ella se obtie
nen todas las propiedades de las oscilaciones.

El estudio de las oscilaciones, inestabilidades y ondas
en un plasma por via del análisis de modos normales consiste,
en última instancia, en deducir la relación de dispersión co
rrespondiente y en analizar detalladamente las propiedades de
sus raices «y .

Entre la variedad de posibles oscilaciones de un plasma,
hay cierto tipo de ondas cuyo estudio tiene especial interés.
Se trata de aquellos modos que tienen velocidades de fase baja,
pues para ellos la interacción entre los camposy las partícu
las es particularmente eficiente. Esta interacción conduce a
una variedad de efectos especificos, comoser un mayor amorti
guamiento de las ondas, un mayor nivel de fluctuaciones, el
surgimiento de inestabilidades, etc. Por estos motivos, nos
limitaremos en lo que sigue al estudio de los modos de este
tipo.



Si la velocidad de fase Uy es mucho menor que la ve
locidad de la luz,(g)

m)(2.65) x ¿tz 0

puesto que la componente transversal del campoeléctrico, E4
A

es mucho menor que la componente longitudinal É”: —¿fó
( Ó es el potencial electrostático) en la relación

E 1/":
_J'. N (Ji) «4

(2.66)
A, A

.5: É//+É_L É/lr-‘¿Érü gig-¿3:0

Por consiguiente, los modos de baja velocidad de fase
son potenciales, a menos de términos del orden de ¿Ü C): .
Para estos modoscuasi-electrostáticos, la ecuación (2.63)
se puede escribir, al orden más bajo en (yy/c)z , en tér
minos del potencial d en la forma:

l¿a {,0:0
H’ï‘> Ihx>

La ec. (2.67) da la aproximación electrostática a los
modoscuasipotenciales, y será la ecuación básica para los pro
blemas de oscilaciones que se estudiarán en el presente trabajo.

Debe rrecalcarse aqui el carácter aproximado de la aproxi
mación electrostática (2.67). Las oscilaciones del plasma pue
den ser puramente longitudinales ( E¿ = 0) sólo si ÍV:_: a o
Cuando (vyfifi2«4 hay (salvo casos particulares) una pequeña
componente E¿ del campo eléctrico. Esta componente transver
sal pese a su pequeñez puede llegar a tener efectos importantes,
por ejemplo, en lo que se refiere al transporte de la energia,(l2)
como se verá más adelante.
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3. Modoselectrostáticos de un plasma homogéneo semiinfinito.

3.1 Consideraciones generales.

De acuerdo con lo mencionado en el punto 2.3, nos
proponemosel estudio de las oscilaciones electrostáticas de
un plasma inhomogéneo. Más específicamente, nos ocuparemos
del caso en que el perfil de Velocidad “(y)1y_de densidad
'n(y¡ del estado no perturbado, tienen la forma que se

U4 .ní

Res/ON4

o ï 14(3) o 71(3)

REGION2

fig,3.l. Perfiles de velocidad y de
densidad del plasma.

indica en la fig.3.l, es decir que hay dos regiones del
espacio, que llamaremos Región l y Región 2, en las que el
plasma es homOgéneo y tiene densidad vu y nz y fluye con
velocidad 19 y “u; respectivamente. (En lo que sigue dis
tinguiremos con los subindiCes l y 2 a las cantidades que



corresponden, respectivamente, a las Regiones l y 2). Las
regiones l y 2 están separadas por una región de transi
ción, que llamaremos Región 3 , cuyo espesor es A , y
se extienden hasta y = itv .

El potencial electrostático o de la perturbación de
be .sen solución de la ec. (2.67):

É.g.áfi=0
y debe ser acotado para y-+ t u? para que el-campo eléc
trico ae mantenga finito. Para una geometría como la que se
ha descripto, el procedimiento usual para resolver la ec.(3.l)
consist e en encontrar las soluciones en las regiones l, 2 ,y
3 y empalmarlas oportunamente.

Por consiguiente será oportuno analizar las propieda
des de las oscilaciones de un plasma homogéneosemiinfinito,
que corresponden a las soluciones de la ec.(3.l) en las regio
nes l y 2 .

Para fijar ideas se supondrá que el plasma ocupa el semi
espacio y >0 . Las soluciones de la ec.(3.l) se pueden su
poner de la forma

¿lá y.7

(3.2) (¡15(9) = e 75 (45=Cü)

con ¿y , en general, complejo. Para que la solución (3.2)
sea acotada, se debe requerir
(3.3) ¡«(Éy)>0

Si se sustituye la expresión (3.2) para é en la
ec.(3.l) se obtiene la relación de dispersión de las oscila
ciones en la forma

É._E___(UJIÉ)-É:O(3.a)

que relacionalla frecuencia a! con el vector de onda
É E ( kz, k, ,kg ) . En la expresión (3.a), ¿(“JIÉ)
es el tensor dieléctrico de un plasma homogéneo, que se

A A ,obtiene del operador dieléctrico É(%u¡é) sustituyendo



A

el operador ¿y por su autovalor ¿y (ver el punto 2.3).
Nos interesará estudiar los modos que surgen de la

relación de dispersión (3.4) en dos regímenes:
(a) Oscilaciones electrónicas (de alta frecuencia) de

un plasma frío.
(b) Oscilaciones iónicas de un plasma no isotérmico.

3.2 Oscilaciones electrónicas de un plasma frio semiinfinito.
Corresponde en este caso usar para iones y_electrones

las susceptibilidades dadas por la ec.(2.58). La relación
de dispersión (3.4) se escribe entonces:

2 2 2 1¡é 4.. .222 k 1- WP“ —o2 . Z,“71+ _L _a LU- a(3.5)

ÉJ_2= ¿72+

Consideraremos siempre un plasma formado por electro
nes e iones de una sola especie. Entonces, la ec.(3.5) defi
ne las frecuencias “¡:09' de tres modosde oscilación, en
función de la relación ¿zz/ef . Estas frecuencias se deno
minan frecuencias resonantes del plasma.(l

A frecuencias altas, ¿2)917: , se puede ignorar la
dinámica de los iones, y suponer que están fijos formando un
fondo neutralizador.

La ec.(3.5) se reduce entonces a

z aJÏ 2 “vt(3'6) ¿7‘(¡'Íí'oï>*k‘
que da las dos frecuencias resonantes electrónicas

a7:= ¿{MPHnz): «füfinïï 4w3aïé2/zc'*}
(3.7)

k2 = k12+



En la ec.(3.7) se han suprimido los subindices det? ylï.
Comoel plasma ocupa el semiespacio y:>0 , Á; y él son
reales, pero é, , y por lo tanto ÉL , pueden llegar a ser
complejos. Para analizar el comportamiento de la ec.(3.7) en
el plano complejo é¿ , introducimos un ángulo complejo S
definido por

(3.8) fi: y; s: 9r677
¿L

Puesto que
9 's'

(3.9) ¿55 = son 00:0 +b nvyaïn
¿0426 0/1377 + Sim-¡9 pia-¡7

el semiplano 7>0 corresponde a I”1(k¿)>0 , es decir,
para ¿2:0 , modos que se amortiguan para 3-94-00 , el se
miplano 7<o corresponde a IW1[É¿)<<9 , y el eje real,
7:;0 , a valores reales de ÉL . Por la periodicidad de la
función ¿92; bastará considerar la franja -"Vh s 9 s 79%
del plano É . Sobre las lineas 6:0 y e: t n72 , k¿ es
imaginario puro.

Sobre el eje real 7:(), la ec.(3.7) se escribe
2

(3.10) ¿3: = ¡{{(w;+n1)¿ \/(w;+n})’_ ¿uu/jm ¿0429 }

Las dos frecuencias resonantes, ¿L son reales y su
comportamiento se ilustra esquemáticamente en la fig.(3.2)
para 9 > O

Estos valores de ¿L y al corresponden a ondas que se
propagan oblicuamente respecto del campomagnético exterior.

Sobre la linea 9: O , la ec.(3.7) se puede escribir

_2 2

Lut = g-{(u;+-Il)tnvkafia-fff¿ 4afijfïhgz }(3.11)
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fig.3.2. Comportamientode las frecuen
cias resonantes 6+ y G_ en función de 9 .

Ambas-frecuencias son reales para valores de 7 < onu
dado por 2 z-11

5;; 7 = l‘fiz°_mas pra

Cuando 77= 77%“ , LÍ=<ÏJÏ= %(wP?-+fl1) y cuando
7) 7hnmz a w+ Y ML son complejos. A medida que q
aumenta de O a , Ik¿l crece desde o a ]é¿"mz¡777714!

dado por 2. z “Jn-all
kIL-rna;=—k1 La.

uhz+lï

'Este comportamiento se representa esquemáticamente
en la fíg.(3.3).

Sobre las líneas 9==t 715/2, la ec.(3.7) se puede
poner en la forma

-2(3.12) wi á {(wfïfnz):J(w,°+ mu qm;mas” }

k_¿ ¿kz cif/¡,17
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fig.3.3. Comportamientode las frecuen
cias resonantes 5+ y aL como función den
(para 6::0

En este

ciente de 7
ÍÉ¿ /kz] tiene
te, tendiendo
en cambio, es
dibujado cualitativamente la marcha de

‘v“¡PaiA;

fig.3.4.
cias
ÉL

Para todos los demás valores de É

ü

7.

casoo “q es siempre real y es función cre
Uj+ (77: O): ‘VUJÉ-O-nz

y disminuye con q
77-M”

siempre imaginaria pura.

a partir del valor
77=o

a la unidad, para

3

un polo en crecien
. La frecuencia ¿L ,
En la fig.3.u se ha

(JJ: o

9:77/2

Ü

Comportamiento de las frecuen
resonantes ¿u y ü- como función de
(para a: n/z ).

, es decir, para Él



complejo, las frecuencias á; resultan complejas.
Del precedente análisis se desprende que la relación

de dispersión (3.6) da lugar, para un plasma semiinfinito,
a modos inestables ( 5 complejo) y est ables ( a) real).

Los modos inestables están siempre asociados a valo
res complejos de k, , cosa que es de esperar por razones
fisicas, puesto que un plasma frio, homogéneoy aislado es
estable. Una inestabilidad en un plasma semiinfinito puede
provenir solamente de un intercambio de energia debido a la
interacción con algún otro sistema. Tales inestabilidades
(si las hay) necesariamente darán perturbaciones localizadas
alrededor de la región donde se produce el intercambio.(2)

Los modos estables pueden ser de dos tipos, según que
É¿ sea r eal o imaginario puro. Modos con ÉL real represen
tan ondas que se propagan en el seno del plasma, oblícuamen
te al campo magnético exterior. Los modos con k¿ imaginario
puro corresponden a perturbaciones localizadas en sentido
transversal al campo, es decir ondas de superficie.

El espectro de los modosestables está representado
cualitativamente en la figura 3.5. Partiendo de ¿3:0
se encuentra una banda de modos propagan ms que se extiende
hasta ü = Wfln(“7,12) . Al comienzo de la banda las ondas
se propagan perpendicularmente a Éo y al final se propagan
paralelas a él. Superado el valor 13= Nh» (u%,-Q) , hay
una banda de modos de superficie,que se extiende hasta
5 = W441( “7,11) . La distancia de penetración es infi
nita al comienzo de la banda, disminuye hasta alcanzar su
valor mínimo para JJ: ./(wpz+fl’)/Z y luego vuelve a
aumentar hasta infinito en el extremo superior de la banda.
Aparece luego una nueva banda de modos propagantes, que se
extiende hasta el valor ¿3=‘Va43+ilz , para el cual la
propagación es perpendicular a 5° . Finalmente,_para valores
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fig.3.5. ESpectro de modoselectrónicos
estables de un plasma semiinfinito. El
plano fl:o corresponde a ondas propagan
tes y los planos 9:0 y 0: H/z a ondas
de superficie.

mayores de w hay modos superficiales, cuya distancia de
penetración es ¡Zn/¿il al comienzo, aument a con ¿3 y
tiende asintóticamente a Ax4—ZÑ/kx

Es interesante examinar la velocidad de grupo de los
modos propagantes, dados por la ec. (3.10).

En un sistema de referencia que se mueve solidario al
plasma, se obtiene fácilmente

o) El
H(3.13)

l 2 z
á w212 San 94:0:9

le.th (25;. wpknl)m; In



¡éAqui, Í es un versor normal al vector de onda — y conteni
do en el plano definido por É y 50 (ver fig.3.6). Se ve que
la velocidad de grupo es perpendicular

|©>

Eb

fig.3;6. Dirección de la velocidad de
grupo de los modos resonantes.

al vector de onda (y a la velocidad de fase) para ambas re
sonanc ias. Para la resonancia superior, 5+ , la dispersión
paralela (a Qe ) es negativa, y la dispersión transversal
(a 5° ) es positiva. Viceversa, para la resonancia inferior
G_ , la dispersión paralela es positiva y la dispersión

transversal es negativa.
El comportamiento del módulo de 1Q como función de

e se ha representado cualitativamente en la fig. (3.7).
Para finalizar con esta discusión de los modoselec

trónicos frios corresponde mencionarciertas limitaciones
a los r esultados obtenidos. Ante todo, están las condicio
nes (2.51) y (2.56):

(3.1“) ¡Élfl-l«,l tÏJ+€flÍ>> ,f Z=o¡24)..
kan-W: l

que requieren ¡52+ 0 , en el entorno de ¿3 = «ju-302+DZ
(para tener á¿ finitó )y restringen la aplicabilidad de
los resultados en el entorno de E: o 3'53.-.:fl)tzfll...
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fig.3L7. Velocidad de grupo de los
modos resonantes en función de 9 .

debido a los efectos de amortiguamiento de Landau y de
ciclotrón.

Además, se ha despreciado la dinámica de los iones,
lo que trae aparejado que la expresión (3.10) para El puede
usarse solamente hasta valores del ángulo 6 que cumplan la
condición (l)
(3.15) ln/2-61»«/'me/7n¿

3.3 Oscilaciones iónicas de un plasma no isotérmico Semiinfinito.

En el régimen no isotérmico de bajas frecuencias co
rresponde usar para los iones la susceptibilidad en la aproxi
mación fría, ec.(2.58) y para el fluido de electrones la sus
ceptibilidad dada por la ec.(2.61), de acuerdo con lo discu
tido en el punto 2.3. La relación de dispersión (3.4) se pue
de entonces escribir en la forma



2

K4 “Pi 1224 “¡Pi ¡220x (“37*L ’Eïïï+°'

¡af = ¿ya le; A5.:= 4/); = “reino/ae

(3.16)

siendo Qela temperatura de los electrones. La ec.(3.16)
. . — . . .. . Cldetermina las frecuenCias ug de dos osc11ac10nes ionicas: )

of»:= i{M5543 z 4/(w2+nï-)1- wen} tai/k1 }
(3.17)

kz: kxzí-

donde se ha usado la notación:

ws- ¿ü _ vsh
(3.18) V¿2*k5 44+ kzlá

;La frecuencia ¿USes la frecuencia de las ondas io

nicas acústicas para przpagaCion paralela al campo 5°
(.¿¿= o j t = by) . Su comportamiento como función
de k/¿z se ilustra en la fig.3.8.

wá/w'¡

k/ép
1

fig.3.8. Dependencia de ¿Us en É



Se ve que para longitudes de onda largas,

(3.19) w524 ¡avs (A»AD)

mientras que para longitudes de onda muy cortas, ug se vuel
ve independiente de h :

(3.20) ¿Us su wi“; (A<<7\D)

Si se establece la correspondencia a?q*+‘us ,Iïe++-ni
se puede identificar formalmente la ec.(3.l7) con la ec.(3.7)
para las resonancias electrónicas. Por consiguiente, las con
sideraciones que se hicieron en el punto precedente en lo
referente a la naturaleza de los modos que pueden darse en un
plasma semiinfinito se pueden repetir en este caso, obteniéndo
se resultados similares.

Análogamenteal caso electrónico, de la relación de
dispersión (3.16) se pueden obtener modosinest bles, aso
ciados siempre a valores complejos de é¿ , y modos estables,
que pueden ser ondas con propagación oblicua ( Él real), o
bien ondas superficiales ( É¿ imaginario puro).

El espectro de modos con propagación oblícua muestra
dos bandas, que se extienden desde (3:0 hasta ü: HÚLUUSrfli)
y desde á): fihz fiuhih) hasta G =,«a5¡+_n1 (ver fig.3.9).
Las ondas que aparecen en las proximidades de ug constituyen la
rama acústica iónica, y la rama que aparece en las proximidades
de.Q; correSponde a las ondas iónicas ciclotrónicas (electros
táticas).

La diferencia entre las propiedades de los modos iónicos
dados por la ec.(3.l7) y los modoselectrónicos del punto ante
rior proviene (además de la diferencia en orden de magnitud de
las frecuencias correspondientes) de las diferentes propieda
des dispersivas del plasma que están involucradas en la depen
dencia de ug en el número de onda é (ec.3.18) . Esto
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fig.3.9. Frecuencias de los modos iónicos
correspondientes a propagación oblicua.

trae aparejado, en particular, que las propiedades del
espectro de los modos estables dependen del valor de k .

Estudiaremos las caracteristicas de los modosesta
bles en función de Éx(real). Para ello conviene escribir la
relación de dispersión (3.16) en la forma

121 2 4(3.21) z + ‘ :
kz: Éj‘

con
9 {1-2 2 _ . \(3.22) ie;_ _ D‘“_ ¿f _ -M
o ¿ü 3.. tu; o ¿3:- wÁ- - .OL‘I

Para un valor fijo de ü , la (3.21) representa una
cónica. Según sea el valor de á) , ki, y bi, pueden tomar
diferentes signos, resultando cuatro casos que se han re
presentado en la fig. 3.10, (i) a(iv).

(i) En el intervalo 0 < á3< Wfin(qg,JLQhay ondas de
superficie ( k¿ imaginario) para kz (kxo o, en
forma equivalente, para

<3 > ¿Us (ha)
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¿z

(í) élf>oí kioz<o (ü) kzí>0;k¿:>o\
kz ¿z//

(iv) k124<o

ÍIl,

UH) ÉÁ<0; 2
2

o<o é¿o>ok z¿

J“¡aa < a < n; Vwfinnfi <a ’V‘“(“fiinik‘ï’ < Vwfivfiï

n ¡y
.- PL'rfig.3.lo. u; vs. para modosestables.

Las líneas de trazos indican I»7(k¿)
para las ondas de superficie.



siendo

(3.23) w5(kx)= EM
‘szz 4-kai

y ondas con propagación oblicua para kz>>ko ,0,
lo que es lo mismo, para

«I: < ws('u,¿)

(ii) Para fl,"(cup; , en el intervalo ni (¿5 (up; se
tienen ondas oblícuas para kz <kwo' o sea

a < “ü (Éx)

y ondas de superficie para k2 >kxo (¿5> 44(kx))
(iii) Para u7¿<11¿, en el intervalo ay;<¿3 <11; se

tienen ondas superficiales para todo valor de É; .
Idéntica situación ocurre para «GZFÏÏÏÏÏ ¿53,

(iv) Para r5 e‘n el intervalo Mar (wp¿,_12¿)< 5 <JwÁ-4-fl}
hay ondas oblïcuas para todo valor de k1 .

En la figura 3.11 se ha representado el esPectro de
los modosestables para los casos “y; álïi.

La velocidad de grupo de los modos propagantes se
puede calcular fácilmente a partir de la ec.(3.16) o la
(3.17) y se obtiene (en un referencial solidario al plasma):

9 vk
(3.2u) 3%: = 3%: + -9:
siendo

8 A 2 z g
(3.25) Wi = 9 w‘fli 54919003- ¿at k (Zag-“'2- null)
Y

k A 1 —-2 _2 26 k 2

(3.25) "gy, = é .614. “Jr-DW“ o
¿Br k. (2521-64151...IZ‘z) kzlk'

IR»).
II

PV[las
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fig.3.ll. Espectro de modosiónicos es:
tables de un plasma semiinfinito.

Si se compara este resultado con la expresión de la
velocidad de grupo para las ondas electrónicas, ec.(3.13),
se ve que el término yaa se puede obtener de la ec.(3.13)
estableciendo la correspondencia formal uyqen>0g ;
119.9» n; . El término ¿ge , que no tiene contrapartida
para las ondas electrónicas, proviene de la diSpersión espa
cial del tensor dieléctrico debido a la temperatura de los
electrones.

Se puede comprobar fácilmente que 12k no se anula
(excepto para «Z: Il; ), para los modos propagantes y
due tiene el nismo sentido que É . La velocidad de grupo
19 es en general oblícua con respecto del vector de onda,

y forma con él un ángulo y dado por

2 .
3.2 _ a" Xbmecose k

< 7) ¿5,50_____..___üí“qng (“a



(Ver fig.3.l2). Resulta útil también dar una expresión para

Éig.3.l2. Velocidad de grupo de lason das iónicas.

el ángulo fl! entre _3 y el campo magnético.

i 2?- 2 ._2 z

(2.23) cl’gzp____¿¿?9D¿éÁm29-kp(w:—ng)' z _
.QÏ/¿Z Con-¡,9 -I- D LU:

Delas ec.(3.27) y (3.28) es fácil verificar que,
para la rama inferior, ¿L , la dispersión longitudinal (a 5°)
es positiva, mientras que la dispersión transversal (a 5°)
es negativa. En cambio, para la rama superior <5, , la
dispersión longitudinal es negativa para ¿3) uy; , y
positiva para ái< wpc, mientras que la dispersión trans
versal es siempre positiva.

Para concluir este análisis mencionaremosalgunas
limitaciones a los resultados obtenidos. El uso del modelo
frio para los iones y del modelo hidrodinámico para los
electrones involucra las condiciones

(3.223,2) Vf¿ << EJ. (¿me
kz

(b) la_zfl;l>>1 €=q'x-4,t2,.ot‘zvea

(c) ¡kim-¡« 4



que aseguran que el amortiguamiento de Landau debido a los
electrones del plasma y el amortiguamiento ciclotrónico de
bido a los iones sean pequeños. Las condiciones (3.29 a) y
(3.29 c) se satisfacen si

9‘; << 92

es decir, si el plasma es no isotérmico.
Las condiciones (3.29) requieren kx->a en el en

J- _ A 2 l, A . . '- ltorno de w = Vug+.flï , rin de satisracer la (3.29 c),a

y restringen la aplicabilidad de los resultados en el entor
no de Jh=0 y ñ =_Q¿, zfl¿,”.

Además,para que la aproximación electrostática sea
válida, se debe cumplir la condición (2.66):

(3.2c) El «5/;
que implica, como puede verse usando la ec. (2.63) y la

.. eexpreSion (2.61) para é ,

_ z -2 .
cu Lupe fl e C2——— \\ —1wzng UJ‘

o - l a q 4Poniendo w “IJÏiAJRÍG se ve que la condiCion
(3.30) está satisfecha cuando

(1.32.) ,8 ——_—37: mee/5: «1

vale decir, cuando el plasma es de bajo fi .
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u. Propiedades energéticas de las oscilaciones.
H.l Introducción.

Las propiedades de las oscilaciones de un plasma con
inhomogeneidades espaciales están determinadas, en buena
parte,por la posibilidad de que haya transferencia de ener
gia entre distintas porciones del sistema. Puede ocurrir
que esta transferencia lleve, en el transcurso del tiempo,
a una acumulación neta de la energia en determinada región
del plasma, y por ende, a la inestabilidad del sistema. Es
evidente que el aspecto energético no puede soslayarse si
se desea lograr una clara interpretación fisica de las
características de los fenómenosde inestabilidad y de pro
pagación de ondas en un plasma.

El presente capítulo está dedicado a discutir las
,propiedades energeticas de las oscilaciones electrónicas de

un plasma frio e inhomogéneo en la configuración que se ha
descripto en el p'nto 3.1, es decir cuando el sistema con
siste de dos porciones semiinfinitas (homogénease“ si) en
movimiento relativo, separadas por una capa de transición
(ver fig.3.l). En particular, nos interesará el caso en que
el espesor A de la región de transición es pequeño
(h.l) A « K
respecto de la longitud A que caracteriza la dependencia
espacial de la perturbación:
(h.2) A 2: ¿gil/WE]

Para respetar las condiciones de validez (2.51) del
modelo frio, deberá cumplirse

“4.3) <ID><< A<< >\
L

Por brevedad, al referirnos al caso (4.1) diremos
que el plasma tiene un perfil discontinuo de velocidad
y/o de densidad.



4.2 El balance energético del plasma.
Las propiedades energéticas de las oscilaciones (ondas

planas estables) de un plasma uniforme e infinito son bien co
nocidasálbuando el plasma no es infinito, o no es homogéneo,
hay una variedad mucho mayor de modos, ya que se admiten os
cilaciones inestables y ondas no uniformes ( É complejo).
Las propiedades de estas soluciones en medios anisotrópicos
no han sido aún estudiadas en sus detallesí2%or_consiguiente
estimamosde cierto interés analizarlas detenidamente.

La energía del sistema puede variar por la acción de
campos electromagnéticos debidos a la presencia de fuentes
externas. Esta variación de energía está determinada por la
interacción del campoelectromagnético con las cargas y co
rrientes del plasma, y se puede calcular en términos del tra
bajo de los campos sobre las fuentes externas.

Si j,ü(2.¿) es la densidad de corriente externa,
y E<21Ü el campoeléctrico, el trabajo total realizado
por el camposobre las corrientes externas en el intervalo
de tiempo dt es

(ud-r) ¿A = dt faq ¿(3.t)-jm(2,t)

El principio de conservación de la energía establece
que este trabajo debe ser compensado por una variación tíw
de la energía del sistema. En consecuencia, la variación

3
de la energía en la unidad de tiempo está dada por:

(as) .41- al- aut” u
dt _—dt _ -f _-5_(Ï':) ¿Zen(—')

Si se utilizan las ecuaciones de Maxwell (2.2) es
posible eliminar las corrientes externas en la ec.(4.5)
obteniéndose

“.5 ¿v f 4 p.32 ,35 . a __dA( ) dt= Wii-É —-——



Consideraremososcilaciones electromagnéticas del
plasma de la forma (2.33):

-¿wtn‘th-ibzz
Q(“-7) = ¡«{Quw

cuya frecuencia w Será, en general, compleja. En las re
giones homogéneasl y 2 (ver fig.3.l) se tendrá
l tik = ¡v I
Uh?) y'y y'J 1’”(Rw,1)>/ o(wwwe

Si
modoque la solución sea acotada en el infinito.

, el signo en (u.8) se elige de
Si,

1777 (kg-14,2) 3“ o

en

fuera real, ambossignos son, en principio,
É

cambio ¿Mz
admisibles. La frecuencia «w y el número de onda están
vinculados, en cada región, por la correspondiente relación
de dispersión:
(4.9) .._ _.Dcé 2 a 412

L É}. c‘

j

En los casos en que ed es real, nos interesará la
energia contenida en un paralelepipedo de aristas 2;,Á
Sl, W
energia contenida en un paralelepïpedo que se extiende

W)

en cambio É fuera complejo, se considerará la

hasta el infinito en la dirección y,cuya sección es un
A, al

volumen definido de la manera que se acaba de describir
rectángulo de lados y A¿ . Indicaremos con V

(ver fig.4.l).
Sustituyendo las expresiones (“.7) para los campos

se obtie
en(l? ec. (4.6) e integrando sobre el volumen Vu.ne

(¿113; ¿_W_=_’_ fi=fdï{iw‘éoé‘-Á’-ing.g.í—L(w—w‘)'" dt azaz dt 4m — —

Aqui M/ es la energia media por unidad de sección
del paralelepipedo V , y P representa la potencia entre
gada a las corrientes externas.

A2.
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V para el caso ¿yfig.4.l. Volumen
La energíareal (a) y by complejo (b).

media contenida en los volúmenes som
breados, de sección unitaria, es M/

En el régimen de oscilac iones electrónicas frías
A c Ñ A I Ique se esta con51aerando, el operador g que 1nterv1ene

en la ec.(4.10) está dado por

1 w: du9(9)(z:í*—gfl<¡)w (día-é;(14.11) ' _ _ + _

/ ¿32 017 cïa
¿2 D d-- zuswvïzg)

A - —¿¿ ak, ¿32 w: (43.0. ¿Up= ’L w— 4' 7- — 7- É E) . wz wawz¿7-2

2 ¿32 a);_ ‘72 ná _ ' ¡JH _ï&°___ 4- _____ __.
¿(f/MW 5 + ag) z i wz (231.411



w7- 52. {2.2

¿3: w-Á’zuay)

En la (4.11) se ha omitido, para abreviar, el sub
indice e en a? y 11 .

Nótese que, para valores reales de a) , el opera
dor g no cumple la relación

(u.12) €9- = ¿”J-¿x

que se suele citar en la literatura comola condición
para que el sistema sea no disipativo. Resulta obvio, sin
embargo que (dentro del modelo, por supuesto) el sistema
que se considera no tiene disipación. La condición (“.12),
que se cumple cuando el plasma es homogéneo, es condición
suficiente, pero no necesaria. Para escribir en forma com
pacta la condición que debc cumplirse en el presente caso
para que no haya disipación, conviene introducir un opera

, vdor asoc1ado g , dado por

'L ' _

(1;.13) /'/-‘”P_í¿_ug’i+_—’líca) ¿(3103+ {PQ}? Jiflptauüa \
y, ¿7.12 kdq (B h {íï kdb; d
l <- —+ 4 4
Í 'Z [1
¡ ,_é¿u9(k¿+:‘¿—-¿Ïl)
f —%

I -—2 ¿UZ a wz
g — g 33(¿0 ¿{1L ,,/_ u) D y :2 r" ’= ' wz 532-112 wz ¿o —fl‘

_ - 7h ¿ug ¿32 mi
_0(wL’r+n_d _.L "“ I: 4- 5 ’_J ¿ wz JAÍL‘ u)‘ nun ll

La notación d/fg indica que, contrariamente a la
convención usual, lo que se debe derivar es el argumento
que aparece escrito a la izquierda del operador diferencial.



En la (4.16), los subïndices l y 2 corresponden a las
Regiones l (g>0) y 2 (:<0A) respectivamente. Los signos

t y F corresponden a los dobles signos en (4.8).
Cuando no actúan las fuentes externas, P=O , y la

ec. (4.16) expresa el balance de energía entre las dos re
giones semiinfinitas del plasma:

(1:.17) ‘¿W _ __d“"’ + _‘¿Wz_odá ‘ d: de

Se ha visto que en un plasma semiinfinito se pueden
tener on das de superficie estables, oscilaciones inesta
bles y ondas que se propagan oblicuamente. Examinaremos
sucesivamente las propiedades energéticas de los tres ti
pos de oscilaciones (electrostáticas).

H.3 Ondassuperficiales estables.
Para estas ondas, a) es real y é, es imaginario

puro. De la ec. (4.16) surge de inmediato que en este caso
no hay transferencia neta de energía de una región a otra:

La energía por unidad de superficie necesaria para
generar estas ondas debe entonces ser suministrada por agen
tes externos. Su valor está dado por

0

(1-.3") w :f até/0
—ao

si se supone que las fuentes externas actúan desde el
instante inicial, Í: -w , en el cual la perturbac ión
era nula, hasta el instante f=0 en que dejan de actuar.
A medida que se va suministrando energia al plasma crece
la amplitud de la perturbación. Este incremento se puede
tener en cuenta añadiendo una parte imaginaria infinitesimal
a la frecuencia a) :

' r‘(“,2c) (U _. w+vo



Si sustituïmos en la ec.(4.lu) y desarrollamos en
serie de potencias de 5 se obtiene, haciendo uso de
las propiedades del operador é .

dW _ _4_ d 25 ¿(0.2. we” -e<t)dt "46n ny _ ¿w ( =“) —

(¿4.21)
¿(a = í e

La expresión (4.21) se debe aplicar durante la
etapa de crecimiento de la onda, en que el sistema evo
luciona bajo el efecto de los agentes externos. Está

éclaro que mientras el sistema está siendo forzado, w y
deben considerarse comoindependientes, ya que la rela
ción de dispersión, que corresponde a las oscilaciones
libres, no se cumple. Por este motivo en la ec. (4.21)
se ha tomado la derivada parcial con respecto de u) .

La energia por unidad de superficie de las osci
laciones se obtiene integrando en el tiempo la ec.(4.2l)
y vale

4 f l F 9 V. xl: ")',‘ W: Cí ._- _ QUÉ- É( 4MJ / _ a ( _)

La fórmula (4.22) es una generalización de la ex
1presión usuaf‘áe la energía de una onda. Con el agregado

del término magnético se puede aplicar para ondas electro
magnéticas de superficie.

4.4 Ondas propagantes.
Corresponden estas ondas a valores reales de w y de É

En cada una de las regiones homogéneas semiinfinitas del
plasma se puede aplicar la ecl(4.22) para calcular la den
sidad de energía de estas ondas. Para el caso potencial

L;resulta:



2 1 2

W UJ ' ¿2 + ¿UP-Q ‘
4)}. = 1.- {—-I,?. --'-42 _ Íen w“ ' (wá- mi

(mee) '

P

._ 1) -' ...
Éi); = (k1 á Ryaz ) A2) (U4); - w - él u4,2.

Bs interesante notar que de la ec. (“.23) se desprende
que el cociente
(a.:t) VM

CU

I =

es invariante respecto de transformaciones galileianas de
coordenadas. Este resultado se puede interpretar mediante
una imagen cuántica. En efecto, en términos cuánticos,
la energia de una onda es
(¡5.25) w 71;.“

si hay 71 cuantos presentes. El número de cuantos es obvia
mente un invariante, y c onsecuentemente surge la invarian
cia del cociente (u.24). Más aún, el argumento permite con
cluir que 1' es también invariante relativïstico.

Otra circunstancia importante de destacar es que la
densidad de energia de la onda puede tomar valores negativos
si el medio está en movimiento. Esto ocurre toda vez que la
component e de la velocidad de fase en la dirección del mo
vimiento del medio es menor que la velocidad de masa:

< uy);

Las ondas con energia negativa tienen propiedades pe
culiares que es de interés comentar. Para crear dichas on
das a partir de un estado no perturbado del medio, es preci
so extraer energia de él.

A mayor energia liberada por el medio, mayor resulta
la amplitud de la onda. Por supuesto, la existencia de ondas
de energía negativa es posible porque el medio no está en
un estado de equilibrio termodinámico.



Cuando un sistema puede sostener ondas de energía ne
gativa es potencialmente inestable. En efecto, si se lo pone
en interacción con otro sistema, toda vez que este último
pueda absorber la energia liberada al crecer la onda, se de
sarrollará la inestabilidad. Unejemplo de inestabilidad
debicb a un mecanismode este tipo, es la clásica inestabi
lidad de un sistema de dos haces de electrones que se inter
penetran (8). (Inestabilidad de dos hacesx

Volviendo a considerar el sistema de dos semiespacios
de plasna en movimiento relativo, de la existencia de ondas
de energia negativa, resulta una gama variada de fenómenos
que se mencionarán brevemente aqui, dejando para más adelan
te el estudio más detallado de algunos de ellos.

Un fenómeno que se puede producir es el de la reflexión
con ampli.ficaci6n de una onda:(g Jsea, en efecto, una onda de
frecuencia a) , que incide sobre la interfase que separa la
región l de la región 2. Suporgamos, para fijar ideas, que
para ese valor de la frecuencia, la densidad de energía (4.23)
es positiva en la región l y negativa en la región 2. Es
evidente que, si las condiciorBs de contorno mbre la inter
fase permiten que haya transmisión, la intensidad de la onda
reflejada tiene que ser necesariamente mayor que la intensidad
incidente (ver fig.4.2a).

Otro fenómeno que se puede dar es el de la radiación
de una pareja de ondas, una de las cuales lleva energia po
s üiva y la otra lleva energia negativa (ver fig. 4.2b) .
ste fenómeno se puede pensar como un caso especial de la re

flexión con.amplificación, cuando subsiste onda reflejada
n el limite en que la intensidad incidente es nula.

Un tercer fenómeno que puede ocurrir es el de la emi
sión de una pareja de ondas no uniformes ( É complejo).
En este caso se produce una inestabilidad, ya que la energia
transferich de una región a la otra queda localizada alrede
dor de la interfase.



w ‘ w

W¿ W4 = W¿ +1Wzl \\\
W¿=0\ W{= Iwzl

H) ‘x:
(7) \

(a) \ (2)

‘\ -ÍWQÍ JMQÏ

(a) (b)

fig.4.2. Reflezdón con amplificación (a)
y raïiación de ondas (b) .

Corresponde decir aqui, que fenómenos como los que
a se han mencionado no son necesariamente privativos de
los plasnas. Por lo contrario, es de esperar, al menosen
línea de principio, comportamientos análogos toda vez que se
pongan en interacción sistemas capaces de sostener ondas de
energia negativa. Fuera del contexto de la fisica del plasma,
se podria mencionar, por ejemplo, la reflexión con amplific 
ción de las ondas ac‘sticas que inciden sobre un chorro super
sónico.

Cuando la geometria del problema es más compleja, es
0. able esperar más variantes de los fenómenos mencionados,
que pueden conducir a nuevos mecanismos de inestabilidad.
Por ejemplo, parece plausible que la reflekión con amplifi
cación induzca la inestabilidad de un chorro, via reflexiones

sn el presente trabajo no intentaremos explorar geometrias
complejas, restringiendo el análisis de los modospropios de un
sistema con una sola interfase. Por consiguiente dejaremos de
lado el estudio de la reflexión y transmisión de ondas, limi
tándonos a considerar la posibilidad de emisión de pares de
ondas.



u.12

4.5 lujo de energia de on<hs electro fiáticas.
I")

Para que pueda producirse el proceso de emisión, se
requiere que la componente normal a la interfase del vector
flujo de energia sea continua.

El flujo de energia de una onda, en las regiones homo
géneas l y 2, está dado por (por brevedad se omiten los sub
ïndices 1,2 en lo que sigue)

(14‘76) F: +F0771

Siendo f} la contribución debida al flujo de particu
las, que se calcula mediante la conocida fórmula

(4.27) f? ’ ¡5; 5%

y Á}m el flujo de energía electromagnética:
_ x

(14.28) fe"! = 7 )

Para los modoscuasielectrostáticos que se están consi
derando, es esencial tener en cuenta el flujo electromagnético

oya que, pese a que en el limite yr/É .9

(u.?9) B -> o - vyl/c —>o_ )

y la onda tiende a ser puramente longitudinal, f}m tiende
, . . . Oa un limite finito (l )
Para calcular este limite, eliminamos É de la ec.(u.28)

y queda

léz A x x ,"(1:.30) F. =L Ex(fi‘><5)+ _E_x(gx_Ei)]em 4am k wi _ —¿ J

A Isiendo É = É /k . Se ha llamado El a la componente
transversal (a É ) de É . La ecuación de las ondas (2.63)
se puede escribir, para (Uy/É)2 «-/ de la forma



(1:.31) _E¿= w ¿Él/1‘ Out-pz)?

llamando É) a la componente longitudinal de É , se ve de
(4.30) y (“.31) que, pese a que E¿,/E”—a-O en el límite

vy/Q _, o , la contribución del orden más bajo (en vy/c )
de ¿2m es finita y en el límite

(u '42) F —>- -"—wk WH “mi 3 Í“. —>°H _ern 467:, = _ y é¿c¿

Para las ondas electrostáticas de un plasma frío se ob
tiene entonces, de (H.26), (u.27) y (“.32),

(mas) F: uw-éïá(4__«i)atíe¡gb¡2=¿w+g'—' — en 432

Aquí 9 es el ángulo comprendido entre 5° y
es un versor normal a.¿É y en el plano definido por Éo y É
(ver fig.u.3). Se ve de (“.33) que, a p¿rte por el término
de arrastre EDV, cl flujo de energía es normal al veceor
de onda É .

É ‘n w

Fin.u.3. Flujo de energía de una
ondaclecïrostátíca,

Comparandolas expresiones (u.23) de la densidad de

energía M/ y (3.13) de la velocidad de grupo 23 con la
(H.73) se ve fácilmente que la relación

(4.3“) 5: 1):?W



1+.1u

se cumple,como debe ser.

“.6 Radiación de ondas elcrtrostáticas.

Puede escribirse ahora la condición de continuidad
de la componente y del flujo de energia, que debe cumplir
se para que sea posible la radiación de ondas. De la
ec. (4.33) resulta fácilmente: '

z 2

04.35) ¿”(í-Eigïï): éyl(/-E;Ï:°ïz)=
En la ec. (4.35), el signo + corresponde a la

elección de soluciones:

(a) C 5 ¿",49 e 44m!
(u.36) -'k, í

(b) e "yí’ e .725

y el signo - a la elección

¿1'ny
2 3 e

(4.37) _¿IÁ)J1U _¿Á.:/:frj
(d) e ' e

)

Ahcra, para que haya radiación, la velocidad de grupo
de las ondas debe estar dirigida desde la interfase hacia el
infinito, en ambos lados (ver fig. H.H) , es decir, 267/ debe
Ser positivo,

2'34 W,<O
(í)

l F“
F 2

(z) 1 5

\: 21'32 W¿>O

fig.u.u. Radiación de ondas.



y ¡gía negativa. Esto implica, teniendo en cuenta la rela
G i

ción (u.3u),que la densidad de energia debe ser positiva
ara una de las ondas y negativa para la otra, tal como seP

habia adelantado en el punto u.u.
Las propiedades dispersivas del medio determinan cuá

les de las elecciones (u.36 a,b) y (“.37 a,b ) corresponden
a radiación. Se vio en el punto (3,2) que para las frecuen
cias de la rama electrónica superior, la dispersión transver
sal es positiva, mientras que para las de la rama inferior es
negativa.

En la tabla (4.1) se dan las elecciones correspondien
tes al caso < o,<D¡>o54 , según las varias posibilidades
que se presentan .

¿a >o
w, < O Arama. Ica-ma.

¿»Kc/cajon. SuPC'LL-‘VL

¡carne
. , _ (C) (a)
an/f‘I-Lfiñ. - +

.tamn.
Supe/him + _

Tabla “.1 Elecciones de las solucio
nes (u.36) y (4.37) correspondientes
a radiación . Los signos + y —se re
ïieren al doble signo de la cc.(4.35).

Por supuesto, como se verá más adelante, las condi
ciones de contorno en la interfase darán nuevas restric
ciones a la posibilidad de radiación de ondas, que se su
man a las condiciones energéticas que se acaban de examinar.

.lS



u.7 Oscilaciones inestables.

Los modos inestables corresponden a valores comple
jos de la frecuencia y del número de onda. Una inestabili
dad es una oscilación del sistema que crece sin necesidad
de la intervención de agentes externos. Por consiguiente,
de (4.16) se deduce que la energia asociada a una inesta
b ili dad es nula:

(u.33) MV= o
Además

(u.39) ¿5% _ :¿Há' EYE-’“aoc

de manera que la energia de la perturbación es negativa en
una región y positiva en la otra. Las perturbaciones, y por
o tanto la energia, están localizadas alrededor de la interFI

fase (xer fig.4.5) .

. y r(1) J

WQ<0

Wz>0 ¡ l dH/g >o
\\ dt

a) ‘

fig.4.5. Inestabilidad.

Parece tcntador extender la imagen de emisión de pa
res que corresponde a la radiación de ondas propagantcs al
caso de estas inestabilidades, y concebirlas también en
términos de la emisión de un par de ondas, esta vez no uni

aI')formes( por el amortiguamiento en la dirección y ) . st
imagen tiene en efecto cierto sentido pues, como se verá más
adelan'm, la transición entre ondas irradiadas y modosines
tables se efectúa con continuidad y está relacionada precisa
mente con la circunstancia de que la perturbación se localice
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5. Sobreestabilidad de ondas electrostáticas.

5.1 Las condiciones de contorno nara un nerfil discontinuo de
velocidades.

Ps conveniente aclarar alvunos de los concentos introdu
cidos en el capitulo u analizando en sus detalles un caso sim
nle, como ser el de un perFil discontinuo de velocidades como
el oue se describe en el punto “.1. Fn el presente canitulo se
estudiarán las oscilaciones electrostáticas electrónicas para un
perfil de velocidades.

í'uq: u 9') ¿3/2u( )=
(5.1) fi Luz =_u_ y< 4/2

en un plasma con densidad uniforme
’71,]z 77.2

Fl esnesor á de la región de transición (ver Fig 9.1)
cumnle la condición (u.3):
(5.3) ¿,90 <<A<< A

En el capitulo 6 Se estudiarán los modos iónicos nara ol
mismonerfil.

Él potencial electrostático de la nerturbación satis;ace
la ecuación diferencial (3.1)

(5.a) É.c;.g_(á=o
A

nue se escribe, usando la expresión (4.11) nara í_ , cn la
(1,2) "forma :

¿[42(4- “5 )]_.52_IP

(5.5) WM w —“=‘“°



Cuando el perfil es discontinuo en 5:;0 (A/CX-+o),
deben darse condiciones de contorno en la discontinuidad. Una
condición será la continuidad de Q , a fin de que el campo
eléctrico se mantenga finito. La otra condición se obtiene
integrando la ec.(5.5) en el entorno de y=c> , y establece
la continuidad de

c165 (4 _ ¿Up? > F; I f2ü
—_ _ le __—

61.5 a. 1. nz r 3 a,2. al
Para que este procedimiento sea legítimo-es preciso

que la condición
(5.7)
se cumpla en la región de transición, de lo contrario la

EZX E :3 O

ecuación diferencial (5.5) no valdría en dicha región. La
condición (5.7) implica una limitación al valor de A :

qu ¿{z(5.8) —¿°-¡ = _ «4cer A2
que exige que el espesor A de la región de transición debe
ser mayor que ó¿: C/&7 , la distancia piel sin colisio
nes .

La continuidad de la expresión (5.6) es un caso parti
cular de la condición de contorno más general:

. 4-4/2 A A

(5.o) Déu-D52=‘1/dy(Éz ézj+ka€2flfj-4h
(que sale de integrar la ecuación EÉQ==O(3)) y se puede
obtener fácilmente de la condición (5.9) en el límite

ZX_E_ —>- O

Es de notar que la componente normal de Q no es
contínua. Esta circunstancia se debe a que aparece una den
sidad superficial de carga inducida, por efecto de las pro
piedades de dispersión espacial del Operador dieléctrico (A).

Las soluciones de la ec.(5.5) en las regiones homogé
neas: l y 2 serán respectivamente

(5.10) q), e , l e ¿ go“: l’\ rxG



Lil o LJ

Í ; . .z ..
donde fiyfiz estan determinados por la relac1on de disper
sión del semiespacio respectivo:

“¿a ,2 (¿Biz-zumos}: —al)
2 '- ¿z _2 _2 L nz

(“U-.37.(“Jr/,2. " f ’ )

¿W =
(5.11)

¡“(él/42) 2 O

Se ha convenido elegir aquella determinación de (5.11)
que corresponde a Iw7(Éynz)3 o . Con esta convención,
si Im (É,¿¡)¿ O , hay que elegir el signo superior en
(5.10) para asegurar convergencia en g-+ t a3 . Cuando ¿y
es real, y se buscan ondas irradiadas, habrá que elegir los
signos según lo discutido en el punto 4.6.

Usando la condición (5.6) y la continuidad de 95 se
obtiene la relación de dispersión para el sistema:

21:9.” /_ ¿“É \_12.J Q ¿“É =k wmm/ “54@}nï
(5.12)

_ ; ¿b (4._ (y; _\_ ¿1.a w}
_ yz (1112..5-1.; h. 532 ¿61-111

..Si se compara la ec.(5.12) con la ecuación que da el
balance energético, ec.(4.ló), se ve que, cuando el sistema
está aislado (/’= O), la relación de dispersión (5.12) garan
tiza la conservación de la energía para los modos normales,
comodebe ser. Factores constantes aparte, la ec.(¿.ló) es
simplemente la parte imaginaria de (5.12).

Comparandola relación de dispersión (5.12) con las
condiciones (4.35) sobre el flujo de energía para el caso
de soluciones propagantes (Éy¿: real), se Ve que, salvo el
caso en que É¿=:O , son incompatibles. En consecuencia sólo
puede haber radiación en el caso especial kz: O . En ese
caso, la relación de dispersión para radiación de ondas está



dada por la ec.(4.35):
1 7.

(5.13) Ég.,(4-%)i ¿32(4’wginz)=o
donde debe tomarse el signo + si.5,y í& corresponden a distin
tas ramas del espectro de resonancias electrónicas (ver cap.3),
y el signo — si corresponden a la misma rama.

5.2 La relación de dispersión.

Cuando É35é0 , todos los modos propios del sistema
están localizados (ÏW7(¿y)#‘9) y sólo valen los signos
superiores en (5.12). Conviene entonces introducir la notación
¿542 = 5 ¿z (22(k9 30) y escribir la relación de dis

persión (5.12) en la forma:

(5.114)A/,(,/_¿.É_)+K<7-ï)=_¿(¿ w”, Il¿23-122 2 ¿ag--121 ‘ ¿21, (sf- m az ¿3-121

Las frecuencias (en general complejas) de los modos
propios del sistema son las raíces ay de la relación de
diSpersión (5.14):

(5.15) wJ'C/ex>¿’z)°‘)
donde a« representa los parámetros del plasma: #p;41 y u—.
Debido a la simetría del problema bastará con considerar valores
positivos de a) y kx solamente.

La relación de dispersión (5.14) no es algebraica, a
causa de la condición Re (kfl)? 0 . El procedimiento usual
para determinar las raíces de ecuaciones de este tipo consis
te en racionalizar la expresión (5.14) elevando al cuadrado
las veces que haga falta, a fin de obtener un polinomio aíuÜ.
Una vez halladas las 71 raíces aq de ¿(w) es preciso con
trolar su consistencia con la (5.14) pues entre las fi- raí
ces de 5% están contenidas no sólo las de (5.14) sino tam
bién las raíces de las ecuaciones que se obtiene conside
rando todas las otras posibles elecciones de signos en (5.12).



Salvo valores particulares de los parámetr s, el po];
nomio que se obtiene de la cc.(
Por lo tanto no es posible dar expresiones analíticas de las
frecuencias propias uÜ' , v es preciso contentarse con los
resultados del cómputonumérico, tanto para hallar las raí
ces comopara el ulterior control de consistencia.

Hay dos casos limites en los nue la ec. (5.1%) se sim
plifica y el problema se puede resolver completamente en For
ma analítica, a saber: el caso k¡:=o y el caso É¿/%Z—>w.
Se da a continuación un resumen de las propiedades ¿e los
modos correspondientes al caso É¿==O .

5.3 Propiedades de las oscilaciones para modulación lcnpitu
dinal al campo magnét

Cuando ke: o , la relación de dispersión (5.14)
puede racionalizar resultando u: polinomio del 2“ orden
en cuz que se resuelve dando las raíces

2 s . .n
(5‘16) a)“; = ¿2214.24-%{(w;+fl1):t\/(wP‘+JZ2)(w/;-fl?+3/2;u2) }

Es fácil ver que para ¡Qe (Kfiz) á 0 se cumple
1 2

(5.17) /'<,/’<2 = ¡“JP-Q = amecu?- ¿DEF

y de (5.11), (5.1u) y (5.17) resulta que las 60;; dadas
por (5.16) son efectivamente raices de la relación de dis
persión (5.1“) solamente cuando

(5.18) .(2< 60/:

Por consiguiente, cuando 12>tuP la relación de dis
persión (5.1“) (con é¿:<9 , por supuesto) no admite modos
con ÑQ(K1,2)¿C
con Kñz imaginario puro ( k9¿2 real), es decir modos que

, y a lo sumo puede haber oscilaciones

corresponden a radiación.



Los intervalos de valores de kz y de los parámetros
u, up y Il que corresponden a que la relación de disper
sión de lugar a modos inestables, de superficie o de radiaa
ción permiten definir ciertas regiones de existencia que se
representan convenientemente en términos de los parámetros
adimensionales é y A :
(5.19) ¡e = ¿zu/¿Up lll. : ¿fl/¿UP
comoáreas en el plano (¿,2) .

La rama superior aus, dada por cl signo +'en (5.1 6)
corresponde siempre a valores reales de La frecuencia, y da
lugar para hv<4 (11 <<0p) a ondas de superficie cuando
k > b, siendo '

(5-20) Á?— "'f ¡5+4 -4)\

No hay radiación para la rama ¿Us , puesto que tanto <34
como¿a son positivos. Por consiguiente los únicos modos pro
pios de esta rana son las oscilaciones estables de superficie
que se acaban de mencionar.

La rama inferior ua (signo —e: (5.16)) presenta una na
yor variedad de modos. Al igual que para ag , ¿pare
superficie, pero también hay modosinestables y radiación ce
ondas. Las correspondientes regiones de existencia se han
representado en la fig. 5.l (5.6).

3Se tienen ondas su erficiales para el área definida ’U
O 'S

las condiciones

(5.21) é>é3= ¿_/(./;L2,._./ +4)
(5.22) h<4

A u a a I nEl area encerrada dentro ce las lineas é; y es dadas
por

(5.23) ki: '_’ {4+h’-_ 4441"}



Exxx
. b
_ \\

U. .\44€

Áw -‘ //'/
‘ J.“\,\.

ommo awno . bom Homem no dmüwmowmd ceñfimMI
Uosamd mw mdmm 6m<mam vos mdowam am wm
Mdem hn F\N . hOm Boaom Mmmmd mv Hmm o 0|

demñosam: mH Mdmm msnm a Hma m nHmd d Ho a m Hmm\ .



“mua- M}1

2.

corresponde a oscilaciones monotónicamente inestables (es
decir, ¿d es imaginario puro para esos modos). La máxima
velocidad de crecimiento vale '

4. ,¡_/¡_l
(5.2i) ag“ = La?g/__ï__

y ocurre sob re la linea É’= sz dado por

¿m ___ Mus/1’
3

áreas rayadas oblicuamente
K, SOR.

(5.25)

Finalmente , las corresponden
a valores de a) para los cuales ACy imaginarios

Apuros. Utilizando los criterios formulados en el punto u.c
acerca del signo de la densidad de energia y de las compo

fácil constatar que el
é = Aye

el área situada debaio

nentes y de la velocidad de grupo es
área rayada por encima de la linea corresponde a
radiación de ondas. En cambio, de

1 A . lesa linea y por enc1ma de e, y de

propagantcs

(5.26)

corresponde a ondas con las cuales es posible
formar paquetes que, proviniendo desde el infinito (en la

se propaflan a través de todo el sistcra
y=0.
signo en las

dirección t g )
sin ser reflejados en la interfase Para estas ;ndas,
.¿a

y >0 e

densidad de enervia tiene i ual renioncs. R

y < 0 , lo que significa que no pueden oenerarse
esnontáneamente dentro del sistema. En lo sucesivo no nos
ocuparemos de est a clase de modos.

Examinemosmás detenidamente el caso de radiación de
ondas. Si w es la frecuencia de uno de estos modos, los



U1 .. k3

correspondientes ¿U4 y wz -'

¿54: w-k,u. c32=w+ ¿zu

representan la frecuencia nue veria un observador que está
en reposo respecto del plasma, en cada una de las dos regio
nes. Tor consiguiente son iguales a una de las dos frecuen
cias resonantes, ¿5+u ¿L estudiadas en el punto (3.2):

_2 ‘I 2 Z ' 2 J. I

(5.27) wa: = 3'- { w}, + .0. i: ¡«(w/¡,21-n1)2'_ quÍL Coo¿94’z }

siendo

(5.28) ¿9 94,2 = ¡ey/1,2/léz

Se ve fácilmente que sobre la línea ¿:16/1 , áL==0v
¿32= Jl de modo que 94: 76/2, el: O . Sobre la linea é: ¿3 ,
en cambio, (:5, a:- ¿Uf y ¿le = 4011,91.»le , de manera que
9,, = 0 y 92 = /2 . 'R'esulta entonces que, cuando /’L> 4 ,

a medida que É var ia desde [ézA/z hasta ¡és/23 ,
el ánpulo 99 varia entre n/d y 0 , v consecuentemente, ¿L
recorre la rama resonante inferior ¿L de (5.27) (ver

A
1fic. 5.2a). .l mismo tiempo, 92 var..¿: entre 0 v 75/2 ,

v ¿7.32recorre la rama resonante superior ¿0+ (ver fig'.5.2a).
La situación es diferente cuando ¿<1 , pues ¿“ya

lé=/'L/2 tanto ¿34, comowz están sobre la rana inferior (IJ_
(ver fip.5.2b) v ara 16-: Á? arrhas están sobre la rama, » _ P 3

superior. Comono hay contacto entre las dos ramas,
transición no se puede efectuar manteniendo w sobre el
eje real v se hace pasando por valores complejos de (3,,
y ¿52 . Ésto explica porqué cuando ¿<4 hay modos inesta
bles en el intervalo k¿ < Á’.<¡és .
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fig.5.2. Frecuencias 554v (32 nara
los casos de radiación.



5.“ Efectos de una modulación transversal. Radiación v
sobreestabilidad. (6).

Se mencionó en el punto (5.1) que las condiciones de
contorno no permiten que haya radiación en presencia de una
modulación transversal de la interfase, es decir cuando
É¿ + 0 . Si k1==0 , en cambio, hay modos que corresponden
a radiación como se acaba de ver. Si se parte entonces de
uno de estos modos y se incrementa ki a partir de cero, ne
cesariamente los ¿941deben adquirir una parte imaginaria, lo
que significa que la perturbación se localiza alrededor de

Ila interfase. Estaremos entonces en presencia de emisión .e
ondas no uniformes, habrá acumulación de energia y,por ende,
inestabilidad (ver el punto u.7), v cu adquirirá una parte
imaginaria. El comportamiento de la perturbación con el
transcurso del tiempo será el de una oscilación cuva Frecuen
cia está dada esencialmente por le¿(“0 y cuva amplitud
crece como ¿fiP(I”'Ü”D . Este tipo de inestabilidad, que
consiste en oscilaciones que se amplifican con el tiempo se
suele llamar sobreestabilidad.

“Los resultados del cómputo numérico de las r aïccs de
la relación de dispersión (5.1H) muestran en efecto, que
cuando k1 ya no es nulo, en lunar de los modos: L‘H. radia
ción aparecen modossobreestables cuyas regiones de exis
tencia se corresponden, grosso modo, con las regiones de
existencia para radiación, en concordancia con lo que se
puede prever sobre la basc de los argumentos energéticos
del Cap.u, y de las condiciones de contorno.

Para estudiar con más detalle la conexión entre la
1radiación y la sobreestabilidad, vamosa analizar el c m

portamiento de las raices dc la relación de dispersión
(5.12) en el entorno de é2==0 . Para esto, indicaremos
con 'ahfl y É9¿¡ los valores correspondientes a ¿= 0



Para ¿1 pequeño ( ¿143 ¿x ) se puede poner

I

(5.29) ¿734,1(k2) = a)“ = ¿34,2+ iSw

¿7401: bil/[,2= kita+igky'bz

La relación entre Séhfi 37 ¿al es obviamente

Sky4 64 = gw W1(5.31)

Skyz ’32, = SU) W;

donde ¡34,2 y W4,¡_se calculan para k2: 0 . Se
puede ahora desarrollar la relación de dispersión (5.12)
en términos de 5a), Skgnz, kz , supuestospequcïos.
Teniendo en cuenta que (¡ña y ky¿z son soluciones ¿e la
ec.(5.13) v usando las (5.29), (5.30) y (5.31) se obtiene
fácilmente, al orden más bajo en É¿

kg, al H22 _______ .
5‘” e34(af-11‘) < + «zx-nz «Df-“If ) i

¿yz Jue ¿le2 _—. —-———— =
(5.32) - :t .52 (53-111) ( 1Pali-“(11 ¿2,22-wPZ>]

_ ¡e n 4 _ ¿l _4_'¡—- 2 (¡43,2752 a: «za-ah

En esta ecuación los signos i se corresponden con el doble
signo en las ecs. (5.12) y (5.13).



Se ve de (5.31) y (5.32) que, si se ha partido de
modos de radiación Ju) y ¿ÉWJ son reales, como se había

5a)

y kg deciden si la introducción de la modulación transver
adelantado. Los signos de los coeficientes de 5ky¿¿,

sal conduce a la sobreestabilidad ( IontïUJ> 0 ) o al amor
tiguamiento de las ondas. No se reproducirán aqui los por
menores de este análisis de signos, oue aunque fácil es alno
tedioso. El resultado es que la línea É = kan (ver ee.(5.25)
y fig. 5.1), divide la r ezión de existencia para radiación
en dos subregiones. Los modos de la subregión inferior k< k”¡
se localizan y se vuelven sobreestables cuando k¿:>0 ;
viceversa, cuando é¿<<9 se vuelven localizados y amortigua
dos. Los modos de la subregi ón superior ÉJ>Éwm se convier
ten en localizados y sobreestahles para k2 < O , y en
amortiguados cuando Él) 0 (ver fin. 5.3).

Los b ordes ég, ¿5,É3 de las regiones de existencia
no sufren modificaciones al primer orden en k3 v se con
vierten en los bordes de las regiones sobreestahles. Tn cuanto
a la línea crítica É =Ih/h , es borde de la región sobresa
table para cualquier valor de k2 .

Para valores finitos de ¿z , todas las lineas er
¿s

nodifícaciones. La tarea de determinar anelíticarente la cs:
, ¿3 y ¿wn , exceptuando la linea é== k/ï , hr’ru:

inuación de dichas lineas involucra tener que resolve: cc :
ciones algebraicas de orden elevado, por lo cual no intenta"
renos avanzar más en tal sentido y nos contentarenos con the
descripción cualitativa del conportaniento de lo" Todos, pan
sada en el análisis numérico ee la relación ¿e ¿ispersión.

or de kz , descienne «1 DOFLC
superior de la recién sobreestable del plano (h,‘¿) , ten"
diendo asintóticamente hacia = 5/5 . En consecuencia se va
reduciendo el intervalo sobreestable, que finalmente desapa

0rece cuando la superfici está modulada en sentido perpendi
c ular al campo magnético.
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fig.5.3.Regiones de existencia de los
modos sobreestables para pequeños va
lores de k¿ .

Para un valor fijo, no nulo, de k¿ , un incremento
del campomagnético trae aparejada una disminución del
intervalo sobreestable. Si se exceptúan valores pequeños
de Il/wf , en coincidencia con É¿/Éx pequeño, la veloci
dad de crecimiento de la sobreestabilidad, es

Rc (w)

mente poco sensible a las variaciones de 11 .‘
siempre mucho m enor que siendo además relativa—

5.1i:



Estas caracteristicas se pueden observar en las figu
ras 5.9 a 5.1u, en las que se han graficado las raices sobre
est ables y monotónicamente inestables dc la relación de dis
persión para algunos conjuntos de valores de los parámetros.
En dichas figuras también se han representado algunas de las
raices reales (que corresponden a ondas estables de superfi
cie) vinculadas a las inestabilidades. Los cómputos están ba
sados en el polinomio 30(w) que se obtuvo de la relación
de dispersión de la manera nue se k descripto en el punto 5.2.

En las figuras 5.7 y 5.8 se ha trazado un diagrama cuali
tativo del aspecto de las regiones de existencia de los rodos
inestables para un valor intermedio de kz (negativo o positivo).

.5 Inestabilidades monotónicas en presencia de modulación
transversal (6).

Cuando k1 no es nulo las regiones de existencia de las
inestabilidades monotónicas (¿U imaginario puro) difieren
radicalmente respecto de lo que se tiene para Eg==0 (véase
el punto 5.3 y la fig. 5.1).

Es posible localizar el oripen de la diferencia si se
observa que la relación de dispersión para radiación de ondas
del caso kz: O , ec. (5.13), con el signo -, admite una raiz
nula (que no se mencionó cn el punto 5.3), u1=o , nue corres
ponde a oscilaciones espaciales en la dirección y . Las repio
nes de existencia de este modode frecuencia cero se “an repre
sentado como áreas sombreadas en la fig. 5.“. Se vc racilmen
te que en las áreas identificadas con los números l v 3,
¿L=-JB¿ y ambas corresponden a la frecuencia r esonante supe
rior (3+ . Sobrerel borde inferior de esta región, É=;fl412(7,h)
y 9¿z = 0 . A medida que k se incrementa hasta alcanzar
el borde superior A]?= ku. (¿a .—.0) dado por .

(5.33) ¿“(5:0): «¿Ahh-2'



y ¿uz recorren la rama resonante superior hasta al¿34

«94,1: 77/2 en el borde É: ¡VJ-kh; (ver fig.5.5a)canzar

Regiones de existencia delfig.5.4.
modo de frecuencia cero para k2=o ,
v de las inestabilidades monotónicas
que surgen de él cuando lézl éïéx

En cambio, en las áreas numeradas 2 y H las dos
—¿32corresponden a la frecuencia resofrecuencias 54 —

nante inferior. A medida que é recorre el intervalo



/ ' l . .0 < Ñ < '“fil(ïr>h)>ko(ñ=fi=t ambas recorren la rama resonante
inferior a partir de Qfl==gí y hasta 94n.= O (ver Fin.5.5b)

Cuando se da una modulación oblicua (¿g i o) a la
interfase, se producirá la localización en la dirección y
de estas oscilaciones, que induce una inestabilidad, en forma
análoga a lo discutido en el punto 5.“. ?uesto que se par
de un modode frecuencia nula, es le esperar que la inestabi
lidad que resulta sea monotónica (i.c., 8€ (añ): O ) .

¿D ¡ ñ l5+ ¡Vw;*n1 vw;fua1
I

52. ¿3+
Hu (uma) . Mm.(cuña)

l _. - w
Min(“h ¡1) ' Mb" (uña)

I

: 432

i e 94,2

o i o : rr/z

í i

s a- =

É 654

.Hin (uma) j . Ho.(w,,n) _
l w

-M..(W,,n) ; - Mama)
_. “'4
“4

_ WLM Mmm
w+

(a) AREAS{,3 (b) AREAS 2,4

fig.5.5. ?recuencias uu v 52 para el
modode rracuencias cero.

verificar procediendo comoen el punto



Es fácil ver que en la expresión (“.10) es equivalen
te usar sea É como É , ya que se puede pasar de uno a
otro mediante una integración por partes, y la parte inte
grada se anula, debido a la forma en que se ha elegido el
perfil de velocidad (y densidad) del plasma y el intervalo
de integración. Puede entonces escribirse

x

(kr-r) LW=f_d‘..{íw"¿ítem-¿widt 467: —=— I|m< .¿ _il(w—uu")É-á3_'}=_P

La condición de que el sistema sea no disipativo se
puede escribir ahora en la forma

‘r v v XR
(15,.¿J) = j“: ( LU ¡5842. )

A uï el su erscripto R indica oue todos los facq 9 P i .VR .. .
tores de Efi deben escribirse en orden inverso (es

V

decir, de der echa a izquierda) con respecto de áfi , in
cluyendo en esta inversión las —« de los operadores di
ferenciales.

El operador (4.13) satisface la condición (4.15), y
se puede verificar fácilmente que para w .real d*V/d5=0.

Mediante el operador asociado é es fácil pasar
al límite de un perfil discontinuo (ver punto 4.1), y se
obtiene, para modoselectrostáticos

d __ (¡CV/4 + cil/V;dé _ dt dé
2 ‘t

.F IÓÜNZI —w[17.'é //— (UP! - LQ- 40;" '( .iu) T m y, k Juani.) ha JJ, ¿3,2an]*I

_ w ;:Lk 4 — ¿PL- — k 'n' ¿UP-í q
+ l: 72< 5:_nz l ¿al a): __n_2J



se obtiene fácilmente, analizando la relación de disper
sión (5.12) en el entorno de ul: O ¿ ¿2: o

W: ¿w 2 2 aïwï
(5.3u) ¿byky(4____¡°_)= __]'kx ,o+ y__p]¿32-21 a) .. ¿:2 (52-1191

' 2 1

(5.35) ¿we,(zi_fl___n__.)=-/ezn
¿32.111 1132-“);

Estos resultados permiten constatar que al introdu
cir una pequeña modulación transversal aparece la locali
zación y la correspondiente inestabilidad, tal comose ha
bía adelantado.

Para abreviar se omite el detalle del análisis de los
signos de los coeficientes de ¿w y ¿kg . Resulta que la
inestabilidad aparece, para valores positivos de É¿ , en las
áreas Señaladas con l y 2 , v para valores negativos deJ A

2 , en las áreas 3 y H .
A esto viene a samarse que la inestabilidad ronotónica

"-a resente en el intervalo k'</e<k cuando Á’:0 se conti
L s 2

nüa n rodos también inestables monotónicos, tanto parae

é¿>o cono para É2<o .
En consecuencia, el panorama de las inestabilidades

resumir en los siguien
5.u).

É¡:>O hay inestab ilidad en las áreas mar

Honotónicas, para ÉE<<Éx se puede
tes términos (haciendo referencia a la fig.

(i) Cuando
cadas l , 3 y S (una raiz) y en el área 2
(dos raícesü.

.19.



(ii) Cuando É2<O hay inestabilidad en las áreas mar
cadas 2 , u , y 5 (una raiz) y en el área 3
(dos‘raices).

Para valores finitos de É¿ , el borde correspondiente
a é=ÍL no se modifica. Las ecuaciones de las lineas ¿y y Éc
son:

2 2 2 a É
(5.36) ke: - 4+ ¿fue h5&n2x+á me“: ¿2/232

A medida que creceiéiílas regiones 2 y '3 de la
fig. 5.4 se van reduciendo gradualmente hasta que eventualmen
te desaparecen para un cierto valor de {k¿i ( < kz) . Si se
sigue incrementando ¡tilaparecen nuevamente dos pequeñas re

k

2 _

¿2+

é==h

és+m '

4 _

éc
W

k1..- a,//// //
= I ' 'o 4/73 4 2 á

fig.5.6. Regiones de existencia de modos
inestables monotónicos para Iéd »'Éz .



giones similares a las áreas 2 y‘ 3 , pero que ahora corres
ponden a ondas estables de spperficie. Cuando sucede esto file
timo, las regiones de existencia de los modos sobreestables no
limitan con los modos monotónicos, lo que puede observarse en
las figs. 5.9 a 5.14.

En la fig. 5.6 se puede observar el aspecto de las regio
nes de existencia de estos modos cuando a 2:: F/z .

La máximavelocidad de crecimiento de la inestabilidad
no depende del signo de ¿e , y aum enta lentañente con lézl,

_ 7 Él < 0

SODREESTABIL/DAD

INESTABII. [DAD

MONO TONICA\\\
Fifi. 5.7. ficciones de cxistencia'de los
nodos inestables para un valer negativo
e intermedio dc k2



tendiendo al valor

¿UL- kzfitoo
ZV/Llf-Z

Cuando É¿—+roo , la máxima velocidad de crecimiento se
tiene sobre la linea

A z
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L1 aspecto de las regiones de existencia par a un va
lor intermedio de k2 se puede observar en las fins. 5.7 y 5.a.
Nos rehitimos también a las fivs. 5.9 a 5.14 donde se han

¡.1

" 1¿ra icado las raices inestables ne la relación de dispersión
asi comoalgunas raíces reales vinculadas con las inestabili
dades.

5.6 Conclusiones.

El estudio de un ejerplo sencillo ha permitido ver
car la conexión entre la radiación de ondas estables y las
inestabilidades de una interfase, confirmando la noción i

tuitiva de que cuando s n circunstancias que impiden lO

DJCM

DJ

p
propagación Se origina un

Esta conexión entre radiación o inestabilidad en el
problem a estudiado se torna aun más sugestiva si se obser
va que entre la distancia de penetración de la perturbación
y la velocidad a
relación inversa, comosale ce las ecs. (
Basándose en consideraciones energéticas resulta claro que,
para una transferencia de energia dada (de una región a la
otra), cuanto nayor es el volumen afectado por la perturba
Ción, tanto más lento será el crecimiento de la onda.

'J-ambién se ha visto que cuando en el sistema puede
c ón correcta dew.haber propagación de ondas, la clasif aci

las ondas salientes surge del análisis del flujo de ener
¿ïa y la velocidad de grupo. El resultado difiere, en gene
ral, del que se obtiene de aplicar el criterio ingenuo de
radiación basado sobre la velocidad de fase, debido a que
-n medios dispe sivos, como el caso presente, puede haber

0

r
nehativa. En la literatura concerniente a nro

blemas similares ouele ¿parecer la afirmación ¿e que en el
caso en que los K5; resultan ser imaginarios puros (es
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fifl.5.9. Raices inestables v sobreestables de
la relación de disLersión nara h:;.6 . 90 h:
indicado con línea de trazo la marte imagina
ria de (u . Para ¿puo se han renresentado las
raices corresnondientms a radiación a fin de
ilustrar su vinculación con la sobreestanilidad.
Los sivnos + v - sobre las líneas corresnonden
a ha positivo o nepativo,resnectivanente. Las
Flechas vinculan las martes reales e imaginarias
de a; . También se han representado (nara Áyi 9 )
alwunas raíces reales nue corresnonden a ondas
estables de suoerficie.
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decir, cuando hay propagación), el problema de autovalores
7

a ( >es indeterminado y no hay rel ción de dispersión
Si bien esta afirmación es, en cierto sentido, correcta,
se ha mostrado aqui que el uso de un criterio de Velocidad
de grupo saliente permite obtener una relación de disper
sión. Más aún, los modos que resultan de esa relación de
dispersión, están estrechamente vinculados con inestabilida

del sistema y, en cierto sentido las preanuncian. Los
;s de radiación tambien pueden conducir a la amplifica:1 O CLl/l 0

ción resonante, cuando se excita al sistema desde el exte
rior, con la frecuencia y longitud de onda adecuadas.

El uso de estas consideraciones ha permitido inferir
muchas de las propiedades de los modos con modulación trans
versal a partir del caso particular ¿1: 0 que es mucho
más simple de analizar.

Los resultados obtenidos están sujetos, por supuesto,
las limitaciones del modelo de plasma frio. Sin embargo

cabe esperar que algunas de las caracteristicas que se han
scutido (dejando naturalm ente de lado detalles especi

ficos) estén también presentes en cálculos más realisticos
o en problemas de la misma familia. En el caso que se ha
considerado en este capitulo, los modosde radiación dis
cutidos en el punto (5.3) son evidentemente un caso limite
de los modos sobreestables, pues existen solamente cuando
e¿ es estrictamente cero, y por consiguiente quizás no

yan un significado físico directo. Se verá en el capi
o ñ al estudiar un problema del mismo tipo, pero en

el régimen iónico, que se presentan caracteristicas simi
Se podia también mencionar que cuando se estudia el

blema análog de Kelvin- Helmholtz, en el régimen hidro
c

o

magnéti o sin colisiones por medio de las ecuaciones de



Chew, Goldberger y Low, se obtiene radiación de modos esta
' 8bles, tanto para el caso ta: 0 ( ) como para ¿3% 0 . En

dicho problema, la localización y consigúiente sobreestabili
(9)dad se presenta solamente para aigunos intervalos de É;
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6.0scilaciones iónicas de una discontinuidad tangencial
de velocidades.(1)

6.1. La ecuación diferencial par a las oscilacioneselectrostáticas iónicas.

Se mencionó en el punto 2.3 que en un plasma no isos
térmico, en el cual la temperatura de los electrones es mu
cho mayor que la temperatura de los iones:

(6.1) 6Q >> 9¿

se pueden dar oscilaciones poco amortiguadas con velocidad
de fase pequeña y frecuencia baja. Si el plasma es de bajo B
estas oscilaciones son esencialmente longitudinales. Para
un plasma semiinfinito se tienen entonces las ondas iónicas
acústicas y ciclotrónicas que se discutieron en el punto 3.3.

Si el plasma no es homogéneo sino que presenta un per
fil de velocidades, las oscilaciones iónicas, de manera simi
lar a las oscilaciones electrostáticas que se consideraron
en el Capitulo 5, pueden causar inestabilidades en el sis
tema. Nos ocuparemos aquí de investigar las propiedades de
los modos iónicos para una configuración similar a la que se
estudió en el‘Capitulo 5 (en el que se analizaron las oscila
ciones electrónicas), es decir un perfil discontinuo de velo
cidades, ec. (5.2), en un plasma con densidad uniforme. Se
supondrá además que las temperaturas Qe y 9¿ (que cumplen la
condición (6.1), son uniformes en el espacio.

En estas condiciones, el operador dieléctrico del plas
ma es

(5.2) = ¿*‘”(¿e+'_:<_i)
Nm)

siendo ¿e y g° los operadores de susceptibilidad eléctrica
de los electrones y de los iones, dados, respectivamente, por
las ecs. (2.58) y (3.61). En términos del operador dieléctrico,
la ecuación diferencial para el potencial Ó 'tiene la forma



dada por la ec. (2.67):
A A A(6.3) ¿,É,¿95=o

Si se introduce la expresión explicita del operador g
la ec. (6.3) toma la forma

.. ¿Ó É;

( )0-¿%[É(4_a7ínï.)]v6.a

-- «tí 123+ w - -É'ï=‘-)+*Í(44w=——r‘Ïí¿)-k=fi(%+5111]

La ec. (6.H) tiene un aspecto muy similar a la
ec. (5.5), de las oscilaciones electrónicas, si se esta
blece la correspondencia aya-«. “ya , Di .p..fle
La diferencia en el signo del término proporcional a ¿e
se debe a que los iones giran alrededor de las lineas del
campomagnético en sentido opuesto a los electrones. Esta
diferencia, por supuesto, sólo se pone de manifiesto cuan
do hay una modulación transversal a é, (k¡# 0) ,
(y el plasma-no es uniforme) y no trae novedades importantes
con respecto de los modos propios del sistema. En efecto, si
no hubiera otra diferencia que ésta, todos los resultados
del Cap.5 para las oscilaciones electrónicas se podrian apli
car para el régimen iónico con las sustituciones wp¿—e»uya;
n¿—>ne ; tiá'kz 

Muchomás importante es, en cambio, la diferencia que
proviene del término proporcional a É: . Este parámetro cam
bia la naturaleza del problema pues permite definir un nuevo
factor de escala para las velocidades:

(5.5) v, = Ugaz/é,

( U3 es la velocidad de las ondas iónicas acústicas parale
las a é} , en el limite A-X>Áp). Para una configuración
dada, es decir para cup; , ¿o , -Q¡ 9 1*(3) fijos,



el cociente

(6.6) A7 = “w/VE

es fijo, y su valor permite clasificar al problema dentro
de una serie de regímenes con diferentes propiedades.

6.2 Las condiciones de contorno para un perfil discontinuo
de velocidades y la ,relación de dispersiónu

las condiciones de contorno sobre la discontinuidad
del perfil dado por (5.2)se obtienen del mismo modo que en
el punto 5.1. En 3:0 requeriremos entonces que Q y

1 1
de 4 _ ¿Ue-i. k Il; cup;

(6'7) dg ( 51.113) + Ó z (Ii {Ein}

seancontinuos. En las regiones l (y>o) y 2 (y<o) se
tendrán las soluciones

(6 e) tu"? Fuga”
" Ó; e ; ¿4,2 = de

donde los kghz están determinados por la relación de dis
persión del respectivo semiespacio:

(6 9) "34,2 = \[- k: —(le;+kÉ) (¿"2"- w;(k‘))(‘z”’á'n‘z)“Q; (Gïz"wfiï‘lhz)

11"(éá‘51) Z o

Al igual que en el Cap.5, se ha convenido en elegir
la determinación de (6.9) correspondiente a 'rm (kg4¿1)2(),
a fin de que los signos superiores en (6.8) garanticen la
convergencia de las soluciones en el infinito cuando los ¿542
son complejos. Cuando ¿y es real, y se buscan ondas irra



diadas, el uso del criterio de velocidad de grupo saliente
determina cuáles signos se deben elegir en (6.8). En el
punto 3.3 se ha mostrado que las propiedades dispersivas
transversales al campode las ondas iónicas son equivalentes
(en lo que se refiere al signo relativo entre las componen
tes transversales a Éa de la velocidad de fase y de la
velocidad de grupo), a aquéllas de las ondas electrónicas y
por ende los criterios de elección dados en el punto 4.6,
ee.pueden aplicar tal cual al presente caso.

Imponiendo que las soluciones (6.8) cumplan las condi
cion es de contorno sobre la interfase, se obtiene la rela
ción de dispersión para las oscilaciones iónicas:

tikw'(4___‘fl:¿__)+é¡& w—/’2"cana: ' ¿'54 así-.01;
(6.10)

= q: “2,, (4- ¿zw/3»- ), ¡el n; «y;3-Ih1 52 ÉÏÏÏHÉ

>C©modebia esperarse, la (6.10) es formalmente muy
similar a la relación de dispersión (5.12) de los modos
electrónicos. La diferencia entre ambasestriba esencial;
mente en las definiciones de los ky¿¿ , ecs. (6.9) v
(5.11), respectivamente.

Una inspección de la ec. (6.10) revela de inmediato
que no se puede dar radiación ( ¿94; reales) cuando
k¿J4o . Cuando Ág+0 todos los modos propios del siste

ma están localizados (en la dirección y ) y por lo tanto
serán,o inestables, o bien ondas estables de superficie.

Para determinar las ráíces de la relación de dis
persión (6.10) se puede utilizar el procedimiento de ra
cionalización y reducción a forma pólinomial cue se ha
mencionado en el punto 5.2. El polinomio que se obtiene
en el presente caso es del 10° grado (5° en wz ), al
igual que en el caso electrónico. Por ese motivo no es
posible, en el caso general, dar expresiones analíticas



para las frecuencias de los modos propios del sistema. Se
podria pensar entonces en encarar el cómputo numérico y la
tabulación de las raices de la ec. (6.10). Por otra parte,
la analogía con el problema analizado en el Cap.5. sugiere
que las características más salientes del caso general se
pueden inferir a partir del estudio de casos limite más
simples ( ¿z = O , k¡—+Mr) , cuyas soluciones se pueden
obtener en forma analítica. Creemosmás interesante seguir
esta última via, que tiene además la ventaja de que permite
lograr,gracias a las consideraciones acerca del balance ener
gético, una interpretación fisica clara de las inestabilida
des del sistema.

6.3 Oscilaciones iónicas para modulación longitudinal al
J Icampo magnetico.

Cuando É¿-o , la relación de dispersión (6.10)
tiene la forma

1_ 2'

(5.11) k,,(4—ï°,‘_ï;zï)* ¿52(4‘EÉTPÉ)=O
En la ec. (6.11) corresponde tomar el signo + para

modos localizados ( Pm<%y)>0) . Para el caso de radia

ción de ondas, la elección de signos se debe hacer de
acuerdo con lo discutido en el punto 4.6.

La racionalización de la relación de dispersión
(6.11) conduce a una ecuación bicuadrática para w

(6.12) (wz-ÉÍVÏ'JI- 2FICWz+kJu‘)+ Sant-¡:0
con
(6-13) 5’ = (wpmmwr/(zkhm

cuyas raíces son:

(6-1“) wi.‘ =_ ¿xau-¿+szt “31(52'P qkzzuz__a:)



Estas raíces corresponden a una u otra elección de
signos en la ec. (6.11), dependiendo del signo de
w:(hj —Jïf‘ . En efecto, se verifica fácilmente que si

(6.15) a; < wsüz)

las raices (6.1u) corresponden a elegir el signo + en la
ec. (6.11) cuando I”7(éy)#=0 (y al signo - cuando
I'M(hdr-Ó) . viceversa, si 

las raíces (6.1“) corresponden a elegir el signo - en la
ec. (6.11) cuando I"7(¿5)#69 (y al signo + cuando
Iaq(k,)==o ) . Por consiguiente, cuando _fl¿> “3(kz), no
puede haber modos localizados, en particular, no puede
haberr modos inestables (para kg==0 , naturalmente.)

Por otra parte, si se analiza el signo del radican
do en la expresión (6.1“), se constata fácilmente que si

1 Z

(6,17) n]: < ÑÏ)+ (¡kgïul(2::+::)1+ o
2 .un“ es real. De esto y de lo anterior se concluye que

las únicas inestabilidades que puede tener el sistema
(para ¿2:20 ) son monotónicas, tal comosucedía para el
caso de oscilaciones electrónicas (ver el punto 5.3). El
campomagnético tiene un efecto estabilizante, y para un
valor suficientemente grande de Bo , determinado por la
condición (6.16) el sistema no puede ser inestable (para mo
dulación paralela a Qo ).

Omitiendo, para abreviar, los pormenores del análisis,
discutiremos a continuación las características de los modos
que surgen de la relación de dispersión (6.11). Debido a la
simetría del problema, se considerarán solamente valores posi
tivos de Á, y a! .



La rama superior ug (signo + en la ec. (6.14)) da
origen a ondas estables de superficie (para IL <ug(¿))
Y a ondas propagantes que no corresponden a radiación sino
al caso de transparencia, análogamente-a lo que ocurría en
el caso electrónico (punto 5.3). Tales modos no pueden ob
viamente estar vinculados a inestabilidades del sistema
para ¿lio , y por consiguiente no nos ocuparemos, en lo
que sigue, de la rama superior.

La rama inferior ay (signo_- en la ec. (6.1u)) es
más interesante, pues en ella aparecen (además de ondas
estables de superficie) oscilaciones monotónicamenteines
tables y radiación de ondas. Las regiones de exiStencia
de las varias clases de modos se pueden represent ar en
términos de los parámetros adimensionales k , h , P7 ,
definidos por

k- ¿tu IL- M: -——u= —Lkbu
wfí. Lula; Vs WP

comoáreas en el plano (h,k) , para valores constantes
de M . La linea critica fl;=ws(kz) (que corresponde a la
linea .fl..cqu del caso electrónico) se expresa como

h é
C _ sz+ Mz

Las regiones de existencia de los modos se han re

(6.18)

presentado en forma cualitativa en las figuras 6.1, 6.2 y
6.3, para diferentes valores de #1 .

Se tienen ondas de superficie en la región h<iu
por encima de la línea ¿3 , definida en forma implícita por
la relación

_ ka 2(6.19) h' N/(Zka'fi)_4
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l 1 é t l l ha el punto

(6.23) k=h ._—_4.,M1

k - ’ i

z_% , M>VE
hc



Se ve en consecuencia, que la reflión de existencia de
la inestabilidad monotónica se modifica sustancialmente al
variar P1: uqfig . Para un flujo subsónico (P1<1 ), la re
gión inestable (ver fig.6.l) es cualitativamente similar a la
que se tiene para las oscilaciones electrónicas (ver punto 5.3)
v se va reduciendo a medida que crece M . Para flujo apenas
supersónico ( 4 < W1<Jï ) aún subsiste la inestabilidad, pe
ro la región inestable es muyreducida, v ya no toca a la li
nea hc (ver fig. 6.2). La inestabilidad desaparece cuando
M- JE , y para velocidades mayores el sistema es estable
respecto de modulaciones longitudinales al campomagnético.

La máximavelocidad de crecimiento de la inestabilidad
tiene el valor

a5m1 = ia#¿ 1:1É

cuando P1=o y disminuye al crecer el_valor de M ¿
Ps interesante acotar que el criterio de estabilidad

para modulaciones longitudinales, W7>JÏ , que aqui se obtu
vo, coincide con el que se tiene para los gases neutros com
presibles. En la Magnetohidrodinámica incompresible también
se obtiene un resultado similar, en el cual 1% es reempla
zado por la velocidad de Alfvén.

El panorama de los modos de la rama inferior se comple
ta con la radiación de ondas. Nodos de este tipo aparecen en
la región ¡95 <¡É< k3 (ver figs. 6.1, 6.2 y 6.3), excluyendo
la región de existencia de la inestab ilidad monotónica, cuan
do ella existe. Si u) es la frecuencia de uno de estos modos,
las correspondientes (5, , ¿31 son iguales a alguna de las
frecuencias iónicas estudiadas en el punto 3.3:

¿3: = g { (062+ t J<wsz+ ABF-#005211? “1294,: }
(6.2u)

é? e“ = é,“ /¿z
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iónica inferior c3_ de (6.24). Al mismo tiempo, 92 varia
.entre 0 y 79%., y a; recorre la rama iónica superior ¿a
(ver fig. 6.ua).

si recorremos el diagrama de existencia soBn cambio,
para k=h/Z tanto ¿51bre las lineas hr/hg': ¿3.4 4 ,

como51 están sobre la rama iónica inferior JL v para k: k3
ambas están sobre la rama superior áL.(ver fin. 6.4b). Las
frecuencias ¿L ytfiz efectúan la transición desde una rama
a la otra pasando a través del intervalo inestable.

Además de los modos nue se acaban de describir, es
fácil constatar que la relación de dispersión (6.11) admite
otra solución, de frecuencia nula (nue corresponde a tomar
el signo —en (6.11)), correspondiente a oscilaciones espa
ciales en la dirección y . Las regiones de existencia
é
z

ku Vl-Í'hz
k=h

4

4’ k: 4..»13
3/ /

/ _
5

' 2 4

. . ///
0 4 2 h

fiá 6.5. Regiones de existencia del modo
de frecuencia nula para. ¿2:0 , V de las
inestabilidades monotónicas vinculadas a él.



de este modo se han representado con las áreas sombreadas
en la Fin. 6.5. En las áreas indicadas con (l) y (3) de
dicha Figura, ¿h_=—J31= ÉxJL y ambas corresponden a
la frecuencia iónica superior áL, . En cambio, en las áreas
numeradas (2) v (u) ambas frecuencias corresponden a la
rama iónica inferior 5_ , de_manera análoga a lo discutido
en el punto 5.5.

Se ve que al crecer P1 , se reducen las áreas (2) y
(H), que desaparecen para W721 . También se va'reduciendo
el área (3) que no existe para P132 .

6.u Propiedades energéticas de las oscilaciones iónicas.

Antes de pasar a discutir el efecto de una pequeña
modulación transversal sobre los modos que se han discuti
do en el punto anterior, es conveniente comentar brevemen
te cl aspecto energético de las oscilaciones .Procediendo
del mismo modo que en el punto (“.2), se obtiene la ecua
ción del balance (u.14):

dW_ de r x .gx. x_- EI.‘¿’ _i w_wx 8.8K =-P(5.25) fi-fuïr-{Zwí :5.“0-:.5 ( )__}
(acuï VV y P están definidos en analogía al punto “.2).

V

El operador asociado g está dado por

V ¿“lo d nl: nn:

1- — —->

(6.26) 4122+? Éïéz+k2kíi
kz: g x ¡Ja-¿Z4

gïy- ‘L(—¿Lï)+b2.n_¿)3-7LÉ¿_Á'_q
v — d d

¿zz = " (ézw’ïgn")g-¿Zg_éx4- <—
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-°3(-%É+flb’ü)+

¿ya= 62; = 412:)? 11%,

-30“ _n¡'oÉ:)__/áïzd_

,4: 54,22€
wïiïe

v
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iónicos (potenciales) del perfil dis

; z

¡_ OUPc. J:;—-—ïw4_11¿
.fl
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y satisface la condición (u.15) de no disipación:

Fácilmente de (6.25)

(6.27)

Para los modos
contínuo, se obtiene

dw _ dW1 ¿wzdt ‘ cLb dt

1950912I”,{ [ -¡e uf—cu tb 4- . ÉL

. 2.

_+w[;¿kyz(4__:,/’bz)+ (uz.“af-Qu: ‘02 53-.QÏ;

1,.

]
1
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En la ec. (6.28), los dobles sinnos están en corres
pondencia con los dobles signos de las soluciones (6.8).
Cuandono actúan los agentes exteriores, la ec. (6.29) da

dw(6.29) d_W= Si”: 2:0
a“ m 4' arz

que expresa la conservación de energia para el plasma. Si
se_comparan las ecs. (6.10) y (6.28), se ve que la rela
ción de dispersión garantiza la conservación de la energia
para los modos propios. Dada la analopïa de estos resultados
con los obtenidos en el Cap.u relativos a las oscilaciones
electrónicas se concluye que se pueden aplicar aqui conside
raciones similares, respeCto de las propiedades energéticas
de las oscilaciones estables de superficie, la radiación
de ondas y las inestabilidades,a las que oportunamente se
hicieran en los puntos “.3, 4.”, 4.6 v ".7, a los cuales
nos remitimos. En particular, la interpretación energética
dc la vinculación entre la radiación de ondas y las inesta
bilidades del sistema tendrá validez también en el presente
CJSO .

6.5 Cobreestabilidad de las oscilaciones iónicas.

La relación de dispersión (6.10) no admite modos ra
diantes ( ¿yaa real) cuando hay modulación transversa
( ¿gá o ). Si se parte de un modo radiante v se increnenta
'¿ a partir de cero, la perturbación se localiza alrededor

de la interfase ú correspondientemente se da la sokreestabi
lidad (o arortiguamiento) de la oscilación.

Él corportamiento de los nodos propios para ¿a peouefo
se puede estudiar del mismonodo nue cn el punto (o.“). °i se
pone



_ —I - I
“¡4,2 (él) = w4,z = ¿”4,1 "' 7' gw

(6.30)
l I

¿554,2 = ¿3/62. = Áglhz + Z,Jéyfiz

siendo ¿Q1 y ¿ghz los valore; correspondientes al caso
É¿=:O se obtiene fácilhcnte desarrollanflo hasta el ph1Mo“
orden, que para ¿z pequeño:

_ 2. z , 2

a: k3! ———2¿(00°1va 4‘Ski/t!(4 " :2“ ú + ¡‘32"n" w" =
( ) (¿Bi-my w442“; J a4 «TF-fl?6.31

_:[kz záwazwzpz+Séyz (4_ w}; NNIÉ; fl; ¿02." y _n2‘_)1 U-Jz¿"63-.(1211

I J I 0La relaCion entre Skyql y Sa) se oktienn ¿o la
relación de dispersión del correspondiente semiespacio y
resulta:

(6 °9) k Sé .¿fiÉ¿_ 8 z “¿* k2
.oi 51,2 34,2 4.. __’ 2):- w [ 27+ “¿2 _2

WJZz—_Qú 531,1 “¿1,2 ( l,

Suntituyendo cn la ec. (“.31) los valores de Éyóz Fado:
jor 12 ec. (6.32) resulta

,é z ' -2 1_ 7. ¿02. 52

¿w { _T_ 94 i: W:(<'z)(w,— ¿UpL-ni) Pc 4 ]51(‘Ióz-nzu) 63}—w3(¡e.,) ¿ai-[liz

(6.33) ; ¿ya [ w}(k;.-)(<Ï521—w’pú—fl.z + win" 52. :l«JAM-11%) 43;- w; (kz) ¡ví-Il?

2

= _ [ wp’" _ De. ]¿34 (3,2- .Qï. ¿52 ¿33-113



1-. n las expresiones (6.31) y (F.33) los dobles oicnos
corresponden e los dobles signo: de las soluciones ('.°).

u.Pe ve por consiguiente que s. se ha nartido ¿e un
todo correspondiente a racinciór, J v Ségnz res
reales confirmárdose lo acelantedo. Él análisis de los sid
nos de los coe‘icicntes de ¿w v &@¿¿en las ecs. (R.?1) a
(“.33) es algo tedioso, aunque no entraña mavores diFiculta—
des, nor lo one nos contentaremos con mencionar los resulta
dos. Ce encuentra que hav una linea crítica ¿51 , dada nor

(6.3“) film, = k géz-BJ-JMZW
nue divide la región de existencia de los modosradiantes
en dos subreaiones (Fsta línea se encuentra siempre nor
encima de la Jinea crítica é=¡€/2 , v cruza la línea fic
en k: m , ver Fips. 6.1, 6.2 v 6.3).

Los modos de la subrenión inFerior (la) A», ) se loca
lizan v se tornan sobreestehles cuando ü <0 , viceversa,
cuando É¿:>0 , se tornan localizados v anortiauados. La
situación se invierte nara los modos de la subrewión suoe
rior ( h < hnx). oue resultan ser sobreestahles v localiza
dos nara É3><), v amortiauados nara É: <0 (ver Fivs.
6.1, 6.2" 6.3).

Se ve nue los bordes ÉJ, k5 , É; y ké. de las re
aiones de existencia no suFren modificaciones al nrimer
orden en ¿3 , transformándose en los bordes de las regio
nes sobreestaeles.

Pn las Fivs. (6.6 a 6.11) se han trazado, en forma
cualitativa, el asnecto de las regiones de existencia de
los modos inestaables (sobreesteb les v monotónicanente
inestables) para kz pequeño v nara distintos regïnenes
(M<4,J<M<L/ï ¡ww/2?).

9



6.6 Inestabilidades monotónicas en nresencia de una neaueña
modulacióntransversal.

Si se admiten modulaciones transversales (¿aio ) el
wpanoramade las inestabilidades monotónicas es sustancialmen

te diferente del nue se tiene cuando é¿=o , debido a que
se produce localización del modode frecuencia nula diecutido
en el punto 6.4,lo cual trae aparejada la aparición de una
nueva inestabilidad. Las regiones en que ésta se desarrolla se
pueden determinar procediendo en forma análoga al punto ante
rior. Introduciremos al efecto las notaciones

k, < o M < 4
z 

¡[VISTAS/¿[DAD

NONOTONICA

4

SOBRE ESTABILIDAD

//
l l

0 4 2 á

fig.6.6. Regiones de existencia de los
modos inestables para kg negativo v pe
oueño, cuando fi1<1 .



(6.35) ¿y = by, = ¿ya

De las ecs. (6.10) v (6.32) se obtiene entonces, de
sarrollando al orden más bajo en 5a; ,Séy y É¿ :

(6.36) :[2k,M _ 8hy(4_ï>] = kzni La(¿32__Qz¿)1 GLHÏ TT.»-(31.3";

V

2

(6.37) ,é Sé (4_ ¿"/5 __ ¿EL 2 wz; 2 ¿02:5?

Fn la ec. (8.36), el signo i Se corresponde con el
dob le siano de by; en (6.9). Fustituvendo la expresión
(6.37) para Sky en la ec. (6.36) resulta

t [ wÏ(éz)(6ï)2—win-{22;} mi;(32' _ é n.w1.3 ¿32- wECk-z) + 52-0.21“ ' 3 ‘ P”

Resulta de las relaciones (6.37) v (6.39) one la loca
lización v la inestabiliñad a ella vinculada aparece (omiti
mos nor brevedad los detalles de] anális s de sívnos ¿e los
coeFicientes de ¿w , ¿by y ¿a ), nara valores positivos de
'Éz , en las áreas indicadas con (2) v (H) cn la Fi". 6.5,
v para valores negativos de É¿ en las áreas indicadas con
(l) v (7).

A estas nuevas inestahilidades vienen a sumarse las
nestaïilídades cue surgen, tanto nara valores positivos coroU.

negativos de É¿ , a partir de la inestabilidad monotónica
ya presente cuando é2=<9 (ver el ounto 6.3).
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fiv.€.7. naciones de eïistencía de los
modos inestables nara ¿2 positivo y De+
oueño, cuando A7<1.

Fn consecuencia, la situación respecto de las ines
. . ¿ . ' — / ..tabllldades monotonlcas cuando' H2 es penueño se puede

wñ 17:"‘_4.‘.resumir del modosiguiente, refiriéndonos a

Á \\ Ñs “1 á h

(5.53;
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Fiq.6.8. Pogiones ¿e existencia de los
modos inestahlos para Q2 nevativo v¡<M< VE

(i) Cuando¿e es positivo, hav inéstabílídafi on las
áreas marcadas con (2), (4) V (5) (una raíz),v
en el área (3) (dos raíces).

(ii)‘Chando ¿a es negativo. hav inestabilidad pn la:
áreas identificadas con (l). (3) v (5) (una raíz)
v en el área (7) (dos raíces).



(iii) Los bordes de las regiones de existencia del
modo de Frecuencia nula ( ¿=.vw+h2 , é=h,,
É=;xÁÏ:ÑÏ ) v de la inestab ilidad monotónica
nara modulación longitudinal ( ¿i , és ) no
sufren modificaciones al nrimer orden en ¿a , v
pasan a ser los bordes de las regiones inestables.

Las regiones de existencia de los modos inestables V
sobreestab les. para @_penueño. se han renresenyado en las
figs. (6;6) a (6.11), en forma cualitativa, nara valores
de W?correspondientes a los tres regímenes,mencionados en

É2>0 4<M<1/2‘

SOBREES TA511.1940

INESTABILIDAD

"ONOI'ONICA

fig.6.9. Regiones de existencia de los
modos inestablesw nara kz positivo vA<M<fi.



6.2u l

el nunto 6.3: W1<4 ; z1<fl4<V€ v IM>VÏ . Se ve nue,
a medida nue aumenta P7 , la región de existencia de la
inestabilidad monotónica para É2>0 se reduce, nara desa
parecer finalmente cuando W72V2. Correspondientemente, se
incrementa la región inestable respecto de kg negativos.

6.7 Conclusiones.

De lo expuesto precedentemente se ve nue el problema
de la estabilidad de las oscilaciones iónicas de un perfil
discontinuo de velocidades presenta asnectos similares al
problemade las oscilaciones electrónicas, discutidas en el
Can.5, pese a las diferencias físicas entre los dos revimenes

INESÏÁBILIDAD

mom,“ \\\\

SOÉREESTABIL [DAD

su

o á é á

fi9.6.lO. Regiones de existencia de los
modos inestables para ¿e negativo v A7>Vï.



v el diferente rango de frecuencias involucradas. Tn parti
cular, en el caso de fluño subsónico (W4<7), el asnecto de
los diagramas de existencia de los modos inestables es muy”
similar, presentando la mismatopología, salvo el intercambio
del signo de É¿ , como se puede ver comparando las fiHs.
(5.7) v (5.8) con las figs. (6.6) V (6.7). Esta diferencia

4 _ SOBREESTADILIDAO

fig.6.ll. Regiones de existencia de los
modos inestables para tz positivo V Wfi>Mï.

de comportamiento respecto del signo de k2 se debe, natural
mente, al diferente sentido de giro de iones v electrones al
rededor de las líneas del campomagnético.

La similitud observada se puede comprender en base a la
terpretación energética de las inestabilidades. Las inestain

bilidades localizadas oue surgen en este tipo de problemas se



deben, en efecto, al acoplamiento dc oscilaciones de ener ia
negativa con oscilaciones de energía positiva (véase cl punto
u.7), que permite bajo ciertas circunstancias una ransFe
rencia neta de energia de una refiión a otra. Cuando la ener
gia transferida queda localizada, es decir, cuando no se dan

te signo, nue es condición Sine cua non para la existencia
dc inestabilidades del tino estudiado, depende, en ñltima
instancia, de una condición Cinemática:

34;? (5,) e 54:9(¿32)
(6.39)

Tsta circunstancia, sumadaa la simil i
s dispersivas transversales (ver Cap.3) perrite CJ'J "S O 'J Iu (D n, p (D

ten er la“ analogías apuntadas entre el caso electrónico v
J "UTM-'19.co, a la vez que pernite prever que a

de las caracter isticas discn idas en los prohl han osncc-t
Ficos cue acui se Han estudiadc deben necesariamente estar
nresentes en nrohlehas de la risna Familia, aún en refiíre
nes Físicanente diFercntes.

o .. n-'\1 n ra..:,, H. ,., .. .,,,.,‘.-,..;_.,1 a .. v,:...,,,,._...,-1 I. C.;_.-..F:., co.;\,.-..7.unc._, -C.. . u..‘u_‘.cux.0_ f‘..'.")C'.- k...L«. C...

Es interesante cotejar los resultados'expcrirentnlcs
conocidos acerca de las oscilaciones en plasnss, en nresen
cia de gradientes de velocidad g con los resultados del aná

. . , . - (2 3) .liSis teorico precedente. D'Angelo y von Goeler ’ reali
zaron una serie de experimentos con plasmas de Cesio en la
mácuina Q3, en los que estudiaron situaciones de gradientes



de velocidad. El dispositivo experime ntal se ha esquematizado
en la fig. 6.12.

PLACA DE PLACA tu

rwvas rclva TuNasrnvo
(ALI‘Nr: cant/vr:

HORNO a: COLUMNA DE PLAsMa

ces-Ia
“¿creeme

CILINDRICO

(a)

_/fi
¿'¿acrnaao ELECTRODO¡N FORMA
ANULaR Á: D/sco

(ó)

fig.6.12. Fsouemade los.dispositivos
utilizados en los experimentos de
D'Anqelo v Von Goeler.

En la máquina Q3 el plasma se produce haciendo incidir
un haz atómico de Cesio, proveniente de un horno, sobre una
placa de tungsteno caliente, y forma una columna cilíndrica
confinada en la dirección radial por un campomagnético ex
terno cuya intensidad podía graduarse hasta aproximadamente



15 kG. La densidad del plasma así producido estaba en el
rango

z/o“c«n‘3 < 41, 5 3x10\ 146”;3

El Hradiente de velocidades se producía polarizando
negativamente (resnecto de las placas de tungsteno) a clrrci
trodos sumergidos en la columna. Debido al intenso campo man
nético, la corriente de iones se dirige a lo larno de las
líneas del campo. De esta manera, con el electrodo cilíndrico
de la fig. 6.12a se producía un movimiento relativo entre
la capa exteriórr de la columna v la capa interior, en reposo.
Análogamente, polarizando ambos electrodos enoel disoositivo
esquematizado en la fi7.6.12b se conseguía un movimiento rela
tivo entre la capa interior y la exterior, esta vez ambas en
movimiento.

La velocidad relativa no fue determinada, pero D'Angelo
v von Goeler estimaron due es del orden de magnitud de la
velocidad térmica de los iones.

Fn los experimentos con el electrodo cilíndrico de
la fifl.6.128, se observó cue se producía una inestabilidad‘
no bien la polarización del electrodo era suficiente como
para comenzar a extraer corriente de iones, v paralelamente
se establecían oscilaciones de baja frecuencia. Se observa
ron dos modos, de frecuencias

(6.140) V4 z ¿»ykc/s . v2 gs 3.a¿gc/sl

Se investigó si y; v La dependían de la polarización
del electrodo, con resultado negativo. No se menciona en la
ref.Ü) si v4 y XQ dependían o no del valor del campo mag
nético.

Ïn el trabajo que comentamos, D'Anqelo v V. Goeler no
mencionan la temperatura del plasma, pero es razonable esti
mar, en base a exnerimentos similares, que

722av, 73; z 2.000 a 2.500 0K



De los datos de densidad, temperatura v campo magné
tico (3 a 5 k6) es posible estimar que

,3 N ¡{O-.4

¿Jam 31/0?C7n se?”

V¿,;N Sanoch 549 N u
(6.1¿l)

(¿J/u: N 3x107 Sen-f4C

al; N 2,.2,x/0: 5.:?" (a. BÉG)

¡(:3 N 40-4677:

Si se supone que 1x N 33""(longitud de la columna
de plasma a cada lado del electrodo), resulta

ws (kz) N 4.5 xloq ¿cg-4
Con los valores (6.ul) es posible estimar los

parámetros ¿r , Á y P4 :

¡[L= N ¡lO-2
(6.u2) é -.—.¿zu/mln" N «Zu/0'! (« A)

M 4
PA

Si se examinan los diagramas de existencia (fip.
6.6 a 6.11) de los modos inestables; se ve que para los
valores (6.u2) de hr y é sólo puede haber inestabilidad
si W7<7 (lo cual es compatible con el valor estimado
por D'Angelopara u ), v se trataría de la inestabilidad



monotónica nue surge, para á¿> o , a partir del modo de
frecuencia nula (Ver el punto 6.6). Esta inestabilidad sur
ge no bien la velocidad relativa es diferente de cero, lo
que concuerda con la observación exoerimental de que, tan
pronto se polariza el electrodo de modode tener corriente de
iones, se manifiesta la inestabilidad. En el sistema de
referencia del laboratorio, la frecuencia (nula) de los modos
está afectada por un corrimiento Doopler dado por m;¡éx1¿
con lo cual la frecuencia observada seria 

(64:3) ¿Un- 'éw.“ N M/exvs 5, cum/ez)

lo cual da

(sin) v .4. 2-3 éc/xeg

Lo que concuerda aceptablemente, en orden de mafini
tud, con una de las frecuencias medidas (6.a0). Si se ad
mite eue además del modo con Jl; 2'23 o»; está presen
te también el modo (inestable)con 1; = Rg/h (294+5un)
se obtendría una segunda frecuencia

I

(s.u5) v ,g ¿[16136/ch
de valor doble al de la primera, en acuerdo cualitativo
con lo observado.

Los resultados de los experimentos con el dispositi
vo de la fin. 6.12b tierden a corroborar esta interpreta 
ción. Con este dispositivo es de esperar una velocidad
relativa mavor, aunque siempre del orden de Vïi . Se ob
servó en estas experiencias nue, al igual nue en el caso
anterior, la inestabilidad surpia tan pronto comola pola
rización de los electrodos permitía establecer corrientes
de iones. También se obServaron dos frecuencias, en la
relación aproximada 1:2 (2.2 kc/s v 3.H-H.6 kc/s). En estos
experimentos se analizó la forma de las ondas v se obtu
vieron los siguientes resultados:



(i) Las ondas son progresivas en sentido azimutal v
corresponden a modos con nz=l .

(ii) La perturbación está localizada, en sentido radial,
en el entorno de la interFase, con distancia de
penetración menor, pero del orden de magnitud del
radio del disco.

(iii) La perturbación de frecuencia más baja es una onda
estacionaria, en sentido lonpitudinal, de longitud
de onda ¿ze-¿2d (siendo d. la distancia entre los
electrodos), lo oue corresoonde al modo fundamen
tal, mientras cue el modode Frecuencia más alta
tiene una longitud de onda 2x4: 6C , que corres
ponde a la primera harmónica.

Todos estos resultados concuerdan con la interpreta
ción sugerida en basc a los experimentos con el electrodo
cilíndrico (fin.6.12a).

Debido a la falta de determinación de u, , v a la no
uniformidad de la densidad, no se puede pretender” una come
paración cuantitativa de las frecuencias observadas con 1a
teoriïa, aunoue la concordancia en orden de magnitud es,
cuanto menos, sugestiva.

También debe tenerse presente que los experimentos
con la máquina O3 corresponden a un régimen aproximadamente
isotérmico ( 7E2p72). Comoel presente estudio teórico pre
supone 72 X>Ti , todo lo oue se puede pretender es, a lo
sumo, un acuerdo cualitativo.

Cabría mencionar aquí que D'Angelo (u) realizó un es
tudio teórico de la inestabilidad de un plasma en presen
cia de gradientes de velocidad, con un modelo de tipo hidro
dinámico, adecuado al régimen They Ïï , pero utilizando 1a
aproximación WKB,obteniendo un aceptable acuerdo con los
resultados experimentales. Sin embargo, el modelo de perFil



discontinuo anui estudiado corresponde muchomejor a la si
tuación experimental (5), pues cl gradiente de velocidades BS
fuerte (espesor de la región de transición “muchomenor que
la longitud de onda).

Las limitaciones expuestas v el escaso volumen de la in
formación experimental disponible no permiten, obviamente, un
control critico de los resultados teóricos. Por otra parte cree
mos que las concordancias obtenidas se pueden considerar alen
tadoras. 

La realización de experimentos en plasmas no isotérmicos
(como, por ej., plasmas producidos por radiofrecuencias), v en
rangos más amplios de velocidades relativas, en especial regi
menes supersónicos permitirían sin duda un control más exigen
te de las predicciones teóricas. El régimen de la máquina 03
permite solamente la exploración de un área muyrestrinnida
en el diagrama ( /1,É ), y seria deseable tener resultados
experimentales que cubran las diferentes zonas del diagrama.
Hasta donde hemos podido conocer no hay datos experimentales
sobre los modos electrónicos nue se estudiaron en el Cap.5.
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A2. Apéndices del Capítulo 2.

A2.l Una interpretación heurïstica del amortiguamiento de(l)Landau.

Supóngase para mayor simplicidad, el caso de un plasma
homogéneo, sin campos exteriores. Consideremos una oscilación
longitudinal, a la que le corresponde un campoeléctrico:

-¿w¿’
A2.l E e

,1 I ly sea k el correspondiente número de onda. A los fines del
análisis conviene pensar que el plasma se divide en dos sub

2)o ( JSistemas : por una parte, el haz de particulas resonantes, es
decir, aquellas partículas que tienen una velocidad v que
satisface la condición

A2.2 u‘: cu/k

y por la otra, el resto del plasma, es decir, el plasma sin
las partículas resonantes. Llamaremos"plasma no resonante" a
este segundo subsistema. Supongamos también que

donde lqe es la velocidad térmica media (esta suposición
nos restringe a considerar el caso de amortiguamiento débil).

La función de distribución del plasma no resonante ten
drá entonces la forma f; , esquematizada en la fig.A2.l,
que se obtiene de la fi suprimiendo el haz resonante. La re
lación de dispersión para las oscilaciones longitudinales del

(3,14)plasma no resonante está dada por

A2.L+ o= /_ L’L‘? _/o ¿_ _ 4_ “¿lp ¡[o dz.
'rn. (w_¿y-)Z '77"- (m
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A2.

y las frecuencias de los modospropios resultan ser:

Z Z

A2'5 LUZ: wfzí-B/C ÜÉest-a

/',
,

,

,4Mz /
fl [lt/l y

, / , 1/ / (¡y,"/.' . " “1/11,”
/",/ ' ,"//1/// / {,‘l .'¿[*/w0 /Ü/w¡u

/
Á;

1

v4 III ‘v l:

/ l
l ¡' l.

v , l , ,/1f /Í ‘ -‘

¿wa

fig.A2.l. Función de distribución del
plasma no resonante.

Los modos propios del plasma no resonante no tienen amor
tiguamiento. La velocidad de las partículas resonantes es,
aproximadamente

/ x
7x = w/¡’e z (up/¡e

Por otra parte, cuando se considera la totalidad del
plasma (plasma no resonante + haz), la relación de dispersión
es:

2
A2 6 o z 4 175.6; .12... car' m (w-x:v')3

Aparece ahora el residuo en el polo V=a7%; que da
lugar a un amortiguamiento 6). es decir qúe

—¡É _¿wt
A2.7 ‘ E N e e (¿'<<w)



A2.

forma
Me

Estas circunstancias se pueden describir de una
particularmente sugestiva en términos del lenguaje de la
cánica Cuántica.

Podria pensarse, en efecto, al plasma no resonante como
un sistema no perturbado, que tiene estados estacionarios co
rrespondientes a las frecuencias ¿U dadas por la ec. (A2.S),
y que debido al haz resonante actúa una pequeña perturbación
solre el sistema, que acopla a los estados no perturbados.
De resultas de esta perturbación, el est ado w no es estric
tamente estacionario y debe ser considerado comoun paquete,

tiempo,de ancho Este paquete decae en el¡NAwN'cAU' _
y l/X da la medida de la vida media del modocuasi-estacionario
del plasma.

sino que es fructífera,
y , de

La analogía no sólo es sugestiva,
pues en base a ella puede estimarse el valor de la ma
nera que se describe a continuación.

las oscilaciones delSegún la imagen que se ha propuesto,
plasma no resonante deben describirse mediante un Hamiltoniano
Ho . El efecto del haz

pequeña perturbación, que
resonante se describirá comouna
indicaremos con V , de manera que el

Hamiltoniano total“ del sistema será

A2.8 H: “9" V

La perturbación \/ acopla a los autoestados de Ho . No
hará falta aqui especificar la forma de Ho ni de ‘J . Sola

.y se supondrá que tienen dimensiones
de frecuencia.
mente, por simplicidad,

V

del autoestado a) de Fu . El tiempo de decaimiento se puede es
Es sabido que la perturbación produce el decaimiento

timar mediante la regla de oro de la teoria de perturbacio
nes que da, en este caso

A2.9 \Vlzf(w)yN

U



A2.l+

donde PÚU) es la densidad en frecuencia de estados, calculada
en w=kï .

La densidad dc estados ¡DMÚserá obviamente proporcional
a la función de distribución del plasma. Para un plasma Max
welliano,

of“-
Á) ru ,1 e ¿a

“te

de modo que
wi

— 2:33.15:
A2.lO ¡WW/v —’»-e Jkïüc

Faltarïa en (A2.9) estimar el valor de ¡Vï;. Esto se
puede lograr mediante el siguiente argumento dim ensional: la
perturbación \/ proviene del acoplamiento entre las partículas
y el campoeléctrico autoconsistente. Por consiguiente, la ener
gía de la perturbación debe ser proporcional a el , de modo
que lVl2 debe necesariamente contener al factor eq . Por otra
parte, con los parámetros del problema sólo es posible formar
tres frecuencias:

a? I élqe ) “'(Qfiu?)

Hay entonces una única elección posible de iVV'

11.2.11 ¡vi2 N __,7_.._
[ely/.3:

Esta elección implica que el acoplamiento entre los es
. A -—'/tados del plasma no resonante es proporc10nal a (kvgc) ,

lo cual suena razonable puesto que la agitación térmica tiende
a desorganizar las oscilaciones colectivas.

Sustituyendo las expresiones (A2.lO) y (A2.ll) cn (A2.9)
obtenemos finalmente

A2.12 y rv ______¿_ e



A2.5

que coincide, a menos de un factor JV/g con el célebre
factor de amortiguamiento de Landau (5), que se obtiene de
un tratamiento más riguroso.

La presente estimación de / es válida, por supuesto,
sólo para

w/é a: (“uf/[Q >> me

es decir, para amortiguamiento débil, y « a) .
Podrïa mencionarse aqui que la presente interpreta

ción del amortiguamiento de Landau en términos del decaimien
to de un estado cuasimonocromático es similar al concepto de
Van Kampen(3), que consiste esencialmente en reproducir el
amortiguamiento por medio de una superposición de modos nor

. . 2 7males estac1onarios.( ’ )

A2.2 Tensor de susceptibilidad para los electrones en régimen
hidrodinámico de bajas frecuencias.

(l)Se supondrá que el fluido de electrones calientes
está descripto por una densidad, fir , una velocidad de masa
r3, y por una presión escalar P . Indicaremos con un sub
ïndice 0 a las cantidades no perturbudas y con 5n., 35) ¿p
a las cantidades de perturbación.

En el estado no perturbado hay un campo magnético
5° E (B, ¡0,0) exterior, uniforme y constante en el
iem o el lasma flu e aralelamente a -« con una ve, P ot

locidad de masa que puede variar con La coordenada y

30(5) E (nom, 0 .1

Las ecuaciones linearizadas de continuidad y de mo
vimiento se escriben entonces



IQA2.13
fna'm (2%,; EO.Z>8_0_L+'no'm 3?.

olm
=._m°eÉ..noÉLS¿xÉO_ roc

Para la presión se usará una ecuación de est ado iso
térmica:
A2.ll+ JP: ¿ná
lo cual es razonable en la hipótesis de velocidad térmica
grande respecto de la velocidad de fase de la perturbación.

Para bajas frecuencias se pueden despreciar los efec
tos de inercia (lo que equivale a suponer 'nz=o en la
ec.(A2.13).

Si suponemos perturbaciones de la forma (2.33):

-L'wt+ibx2+2:k21
Q. E Q.(9)e

se obtiene entonces fácilmente de (A2.13) y (A2.1u)
JB

Maxwell, la expresión para las amplitudes de Fourier de
(con W7=0 ), eliminando mediante las ecuaciones de

la densidad y de las componentes de'la velocidad en la for
ma:

A2.15 ¿ua =

l)

A2.6



La corriente debida a los electrones es
'e

¿L =
n x\A2.16 _e 021;”;

y el operador de susceptibilidad está definido por:
-eA 1

Je. E __ iA2.l7

Sustituyendo (A2.15) y (A2.16) en (A2.17) es fácil
obtener la expresión (2.61) para el operador de susceptibi
lidad de los electrones.
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RESUMEN

El propósito de esta tesis es el estudio de las
oscilaciones colectivas en plasmas no uniformes de bajo B ,
con especial interés en el caso en que el sistema presente
gradientes de Velocidad. En una breve introducción (capítulo l)
se eXponenlos motivos del trabajo, ubicándolo en el contexto
de la problemática de la teoría de los plasmas, se señala su
relación con zproblemas similares en otras ramas de la física
y se menciona su conexión con cuestiones relativas a la física
del espacio interplanetario y a los experim entos de laborato
rio en física del plasma.

En el capítulo 2 se plantean las ecuaciones de la
teoría cinética de un plasma sin colisiones y se discuten
con det alle las condiciones de validez y los regímenes
físicos en que es aplicable dicho modelo, sobre el cual se
basa el presente trabajo. Se desarrolla a continuación un
formalismo que permite obtener el operador dieléctrico
exacto a todos los órdenes en el radio de Larmor, para un
plasma no uniforme, en el cual la inhomogeneidad del plasma
puede ser de cualquier índole, pero dependiendo de una sola
coordenada. A este efecto, el sistema de ecuaciones integro
diferenciales de la teoría lineal de las oscilaciones se
reemplaza por un sistema de ecuaciones diferenciales de
orden infinito, a partir del cual es posible plantear en
Formasistemática las correcciones de radio de Larmor finito
a los distintos órdenes. Se consigue de este modoplantear
por primera vez las ecuaciones exactas para las oscilaciones
en presencia de gradientes de velocidad (dentro del modelo
cinético sin colisiones) con toda generalidad dentro de la
geometría prefijada.

Se derivan aproximaciones para regímenes particulares
y se plantea, en términos del operador dieléctrico, la ecua
ción diferencial para las oscilaciones potenciales.



Dentro de la gran variedad de prob lemas que se pueden
palntear con el formalismo introducido, se ha elegido con
centrar aqui la atención sobre dos de ellos, a saber, las
oscilaciones electrónicas e iónicas de una discontinuidad
tangencial.

Con miras a esto, se estudian en el capítulo 3 las
propiedades de las oscilaciones electrónicas e iónicas de
un plasma semiinfínito, se analizan las propiedades del
espectro de modos propagantes, se derivan expresiones para
la velocidad de grupo y se dan los intervalos de existencia
de oscilaciones de superficie e inestables

En el capitulo u se estudian las propiedades energé
ticas de oscilaciones en plasmas no uniformes. Se obtienen
expresiones generales para el balance energético del plasma
Se dan expresiones para la densidad de energia y flujo de
energia de modos prOpagantes y se pone en evidencia que una
parte esencial del flujo de energia de las oscilaciones
potenciales es de origen electromagnético. Se analizan las
propiedades energéticas de ondas no uniformes. Se comentan
algunas de las consecuencias de la existencia de oscilacio
nes con energia negativa, en particular la posibilidad de
radiación e inestabilidad, y se deducen las condiciones
energéticas para que se produzca radiación.

Los resultados de los capítulos anteriores se aplican
en el capitulo 5 al estudio de las oscilaciones electrónicas
de un perfil discontinuo de velocidades. Luego de comentar el
significado fisico de las condiciones de contorno sobre la
discontinuidad, se reseñan las propiedades de las oscilacio
nes correspondientes a modulaciones de la interfase paralelas
al campomagnético. Se determinan las regiones de existencia
correspondientes a radiación en base a los criterios ener
géticos formulados en el capitulo u. También se analiza la
conexión entre la inestabilidad monotónica y los modosra



diantes. Para aclarar la vinculación sugerida en el capitulo
k en base a consideraciones de balance energético entre la
radiación de ondas y la sobreestabilidad, se estudia el efec
to de una pequeña modulación transversal al campo magnético
exterior y se demuestra que ésta conduce a la localización de
las oscilaciones en el entorno de la interfase y en consecuen
cia a la sobreestabilidad de las mismas. Se determinan las di
ferentes regiones de existencia de estas sobreestabilidades.
Se estudian también las inestabilidades monotónicas en presen
cia de modulación transversal observándose drásticas modifi
caciones de las regiones de existencia con respecto de las
que corresponden a modulación estrictamente paralela. Se encuen
tra que estas modificaciones surgen comoconsecuencia de la
localización de los modosestacionarios presentes cuando la
modulación es paralela. Se estudia el caso limite de modula
ción casi perpendicular al campomagnético. Se discuten las
regiones de existencia y las propiedades de los modos y se
dan en forma gráfica los resultados del cómputo numérico de
las frecuencias propias del sistema, para algunos conjuntos de
valores de los parámetros.

En el capitulo 6 se estudian las oscilaciones iónicas de
un plasma no isotérmico de bajo B en presencia de un perfil
discontinuo de velocidades. Se deduce la ecuación diferencial
para el potencial electrostático, asi comolas condiciones de
contorno sobre la discontinuidad y se obtiene la relación de
dispersión para las frecuencias propias del sistema. Se anali
za en detalle el caso en que la interfase está modulada para
lelamente al campo magnético, encontrándose que puede haber
ondas de superficie estables, radiación de ondas, modos esta
cionarios (de frecuencia nula) e inestabilidades monotónicas.

La comparación entre la velocidad de las ondas iónicas acús
ticas y la velocidad relativa del flujo permite definir regi
menesde diferentes caracteristicas. El regimen subsónico
presenta analogías con el problema de las oscilaciones elec
trónicas estudiadas en el capitulo 5. Al aumentar la veloci



dad relativa el sistema tiende a estabilizarse y para flujo
supersónico la inestabilidad desaparece (para modulación para
lela al campomagnético). Se dan las regiones de existencia y
propiedades de los modos.

Se discuten a continuación las propiedades energéticas
de las oscilaciones iónicas y se dan expresiones para el ba
lance de energia. Se encuentra que en este problema se pueden
hacer consideraciones enteramente análogas a las que se hicie
ron para el caso de oscilaciones electrónicas,'en lo que se
refiere a la interpretación energética de las sobreestabilida
des e inestabilidades monotónicas del sistema.

Se estudia el efecto de introducir una pequeña modula
ción transversal al campo, y se encuentra que se produce la
localización y la sobreestabilidad de los modosradiantes,
y que la localización de los modos de frecuencia nula da como
resultado nuevas inestabilidades monotónicas del sistema,
que modifican sustancialmente el panoramade estabilidad res
pecto del que se tiene para modulación paralela al campo ex
terior. Se dan las regiones de existencia de los modos ines
tables, para modulación transversal pequeña en los regímenes
subsónico, casi supersónico y supersónico.

Finalmente, se intenta una interpretación de los resul
tados experimentales de D'Angelo y von Goeler en base a la
teoria que se ha desarrollado. Hechas las salvedades de que
los experimentos mencionados corresponden a un régimen prác
ticamente isotérmico (mientras que el modelo usado en el nre
sente trabajo corresponde a un plasma no isotérmico), v que
los resultados experimentales son algo escuetos, se obtienen
concordancias alentadoras en lo referente al orden de magni
tud de las frecuencias observadas, las propiedades espaciales
de las oscilaciones, y la condición de estabilidad. En vista
de que la escaSa información experimental existente, si bien
tiende a corroborar el presente estudio teórico, está lejos
de permitir un control riguroso del mismo, se sugieren experi



mentos más decisivos en regímenes que correspondan más
estrechamente al modelo teórico.

En el Apéndice 2.1 se expone una interpretación heu
ristica del fenómeno del amortiguamiento de Landau, basada
en una analogía con la Mecánica Cuántica debida a
F. Gratton y al autor. Dicha interpretación surgió de dis
cusiones realizadas en las clases del curso para graduados
sobre Teoría de Ondas en Plasmas, dictado en esta Facultad
por F. Gratton en 1969. '

En el Apéndice 2.2 se deduce la expresión del opera
dor de susceptibilidad para los electrones en base a un
modelo hidrodinámico,que corresponde usar en el régimen no
isotérmico, es decir para las oscilacion es iónicas.
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