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Sl o tranhaiea o oonhe Leabhna e o

soexLender "Ll oenso m=dimen-
sional ol ce lan vuecltados  econenynientos o la £H1=
2oGe Inve s P en in Uransforascidn [Mltinle de deier-
T s bhilicae Abel de las series mhiltinles de
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coderstrase o la berie ntltinie e ermite.
n Ao ms siorraon y rissendtico de aubos oroblemas
an b e a0 e weoei  hie onede encontriarese en [ﬁ] y
[%:].Jw 1+ e o vooare a 1o sumabilidnd Abel ac la se-
rio ocimaT o e UTnae i v o hauerre oo nunnen ver teore-
Mg e Lian coneenl o on {G] yDOT0 innonicondo fuertes res-
rinaioann ~a o evaecimionio ce la fvncidn corea de o .
Tamhidn ¢ e lbaoos concernientes o 1 sumabilicad
Aol de oasib e nerion on T_10:I , [11] , Ei.’-?] N [1'5_] .
Wnesha ot A e el arehiann vwreseniba aovedades aln cn el
crso l=diransionalioor ejenplo los Teorcemnas Maximales
asocindos =z 1os anrexinaciones Abel,asl como los teoremas
Ge ennvatienacein dominaaa,Pales resultados también se con-
simven o lo gue se refiere a la férmula de inversidbn de
la Trensiormaeidn iMltinle de Yeierstrass introducida en
uestre trabsjo,

1 cnzo m=dimansional no ha sido tratado hasta ahora en
ningino ée los tres nrohlemas objeto del presente trabajo.

“n 1o oHavhe Cinel s2 dan tecoremas concernientes a otros

tinone ¢o aumabilidad vsanao los resultados de [ﬁ@] .
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Sl traba o st dividido en tres partes,

a Prrie T estucdin nroMlems de eardcter reneral concer—
nientes A diferencineiim de intesrales miltinles » a con-
vorconeis oo intoerales sinculares enasinositivas.

L Parte IT entuoic 1o Transformacion Haltinle de Weier-
strooae o In sumabilided Abel de la Serie MGiltinle de ier-
nite.le con condicinne:s neceusarins y suficientes para que
una Mimeidn snslitiecn de movariables comvle jns sea trans-~
farmacds o Ticinrsh g co una funelidn e clase LpG(Rm),

D 1,478 mie0 a0 estuein 1a validez de 1o fHrmula de in-
voraifn ?ntquunidw por 5.0ille en Eﬁ] en el enso de una
voriable, oL edmo oo heoremns maximnles nsociacdos a esta
FHrmala o invereidn,

an 1o cve oo orefiere n 13 cumabilidad Abel de la Serié
FALYiY e e Harsite,se obtienen el mismo tipo de resulila-
dor cue Tor obbanidag por Sysmund y Marcinxiewicz para el
cono da in serie 2tinla de Pourier.la diferencia consis-
tno ra one an el easo de 1a Serie filtinle de PFourier la

-

medida haon o 1a de Lobhesue en el evbo fundamental @ de

ariatas do donsituc 27 y el sistena ortonormal tiene la
Negaiocad dsy gor o une Sl ia de funciones uniformemente
. o _ —— < 2
qeotad-cyem ol e1so de Fermite la medida es exp -|x|© dx,
e deeir ne ns invariante mor traslaciocnes,y la familia
de noiinoviing ortonmonnles no constituye una familia uni-
roymemente eoterda. Sebas diferencias se traducen en las

- D

clases v cuando 1 < n =< 2 ,Para asesurar el hccho de

3]
\r

nodrr ~oyesentar a 1as medias Abel mediante una integral

cinmulor cuindo 1a funeibdn es de clase Lpd,1£;p<:2,hay aue
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Ltrediads sondinionae cdicionales.
PimnTeoenta wos ardudin 1o cenvarecencin restrictiva de las
meaine Ahe T e uan mecicy a variaeidn teoital £inita,

Lo Paxto 707 Leabs dol ectndio de 1o sumaHiliadad Avel de

1n ‘orie td0iinle de Tasuerre,y se extienden todos los tco-
roran aeahaeon pain serios de lermite a2 ecte enco.

Coihe ¢ctteeo cnie L dntegsradl gsingular aue da la suma Abel
ce 1. ovie e laguerve os bastante mhs complicada aue la
correaoandioate da flomiine,y vor tante lus acotaciones de
12 mic~n dorumon eand 1 totalidad de la narte correspon-
diente, oin gifiovltad snarece por el hecio de que se dan
Looreman coveralag mara deries de Laruerre de parinetro

P H a
arpLbkrario, o

2monta oo ianone lo restriceidn de que los

navirotios o j senan ftocdon mayores que -1/2.51 caso cuan-

dn 1o of . 2a%in comorendidos en (-1,—1/2] no es tratado
~qui,.sin emharoe ecneramas poder comnletar el resultado en
un traho in costorior,

Mnaimenls ,ecomn conagecuenasia de 1o Jumabilidad abel reetan-
Amlar (ruestro easo) resultan teoremas de sumabilidad
Geshro-iiccr-Rochner esléricns como consecuencias de tcore-
mag nratican on [147] en el caso L2.
51 evsn 2 £ e un orobiema abierto.Asi como el cuso de
convarenvein orcinaria nerram > 1,

&

ot

—

itera o agtn onortunidad arsradecer al Doctor Alberto
Tfonzil ez oniacuez,quien me nropuso el problema,por su
asicrten ia durannte la nrenaracidn del trabajio y por sus
ancrtima s sugerencias para mejorar algunas demostraciones,
C.P.C.

fuenoc aires,abril de 1969.
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IT.1.1) Sea W na mesidn elemental definida sohre R

I)u,(z) donotn on Hronsfermada de Yeierstrass,es decir

? m
- m/2 |- D _ 2
I,M(v,) - (fCT J o,.p[ - ( zj tj ) dr.

m J
R

Lodn wvor one-

P m
1
[ CxXN 1:— _J( zj - tj ){l dy < o
an

i-_t

nara todo 7 = (31”"’2."1) cen €M, (a¥W denota 1la variacibdn

\

ae d[LL )

C e n ,.m .
TI.1.2) _aiinines como L ~(R7) a la clase de funciones

medibkleos ol cne

TI.1.%) Liv rOMULA Lo Lo VLGRGION

. - - A . 2
La #Hv=ula Ge inversidn estd dada por

m
- . 2
lim (1T ) m/2 exp[— Z. (J.Xj+y_.]) .
(31,010,:.;m\}—?(\1,n.-,1) R'Iﬂ ¢

. Ilu_(is1y1 soose ,ism:,rm) ay
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dondr ilon ¥ cod o Bon voolos,y los s j son toales aue
) . .

0 Lo, € 1,0 Yinite o’ entendide Huntualmente o en
normn coota los ensoas determinados en los des signientece

trnry Mmoo~

z.:iyi donde los . non reales,

-

m
AN
-

¥ \
7 = sun l f(r;,X‘l ;0 <

o o o & )
‘!’ L ™

3 J=lyeea,me

ntonces sn hienanm las siruientes propicdades parn los

aneracorae £(X) v £(s,X)
i) 81 0> 1y £ € L (1Y)
a) l\f*\\p’G < Cln) llrllp,G
donde C(») depende solnnente de p.
H f(s,%) = f(X)||p,G—é 0 cuando (s1,..., Yo (1,00ey1)

i1) si | ol loet e & L1G(Rm)

dy



T r oy -w...-..,._,_. Lt
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a) \\T*[|1 o SOA g | £] (410%™ -1 ' ¢x

Rm

\ 11‘/,. >N >
WY O e, - \“ . cuando (r,',,_,, )_)(1,“.,1)

\1
A_ v B¢ »omden cdte de 11 dimensidn m.

1

1i1) o1 [ 1ee* D™ e L (RM 0 < X <1

it ¢ eE R ‘ .y, -1 ~|x|2
a) || () ||1,G §~L“, + Lmrlef|(1+loq+|f|)m e 1x| ax
Rl’"\
o || Jee = ree, 0 ] a0 con (syheee, s )—>(1,..0,1)

iv) Tara ° o lng ecendiclenes de 1),11) p iii),f(s,X) con-

verce orn o~ indo nnnto a £,

TT.1.5) Uiy Lillin D = 1

RO N ac ung medidn elemental definida en I{m,tal

aue on vorraaidin A enmnlin
)
-\‘t'( it
e il « o
RM
nara cu “renaformada de Jeierstrass I/L(z),(bien definida

sobre 1ru retus iy}. y(j=144..,m))vale

™m
lim »rentrin (TC )—m/.? j exp[— 21 +,y ) :} .

(Fpaeeeriy=(1,000,1) ] =

. Ifb(is1y1,...,ismym) dy = #(X) p.p.

B(L) en 1n Tunecibn do densidad asociada a M-,
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vii
}im »rotrie sisnifica que so tomn limite verc
Ay

imnonicraco Tas aimaiontos rostriceciones a los o s.

J

6 < [(1=2.)/{1-5.) < 9_1

parn todn arr (1,§) v 6 > O fijo.

T_.T.".{) :‘..«:L.Alri(/‘iji.‘.j; RS l‘imdﬁn'u‘luf-l)n() Y CI)ASES D-;J‘

AY Tt o
I UlsUaJisans,

TuCliois han sijuiertes cos condiclones son equivolentes:

-

1) 1o "omeidn 1(21,...,zq\,definida en todo ¢l m-plano

™~

compleic 70 ea Trancformada de VWelcrstrass de una funcidn

-0

N
de elane L7 {17),n > 1.

!
. mo, .
ii) I fuveidn I(z1,...,zn),analit1cn en %todo C* tienc

Y

las nyontadnd

7
a) J l1(5_91;,-1,...,j.sm;,-m)[ e dy <« o

Rh’\

el 0 <o T, §R1,... M,

o~1%1% 0 <

m )
b) (3)(7')[— 2_1" (ixj+yj)r]1(is1.‘/1,...,ismym) p
o R

donda los (j,yj son reales,0 < Sj < 1,j=%,4..,m;A no depende

d2 1lne o..
J
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OuBS.uaV iiiniahe DLos Toulriiay TT.1.4 v IT1.1.5 conztituyen

Mo s6lo mn extonsidn ad anso m-dimensional de las féraulas
de inversidn ectndindae on IB] y [4] ,51ino que sc introdu-
cen ntro tipo de Clases de Funciones,nsi como la conver-
gencia dosiatén ¥y oen mormi.in [2] sc introducen clases
Lp(-a>,cn) reanecto e la medida de lTebespue y se obtienen
resultndos mar elesantes resnecto a condiciones neces:rias
v suficientes nara que una funcidn sea Transformada de
Jeierstrass de wna funcidn de clase LP(-m , o).Ila fédrmula
de inversiém on ecnte casn esti adaptada a las mencionadan
clases de Tunelenas y se hasn en las sumas Abel de la cerie
d@'}nnojcnnu do tlermite" y los teoremas de inverddn son
nroducido: por el mismo nlcleo singular salvo un factor
exponencial 121 TaoCiusia IT.1.5 extiende a R™ un teorema pPro-

A [ . . N -
nado on L?] rofarente n 19 inversidn de la Transformada de

una medicda 2 s total finitva (ei:so que no fue estudiado

ni en [3) ni en (4]).

IT.2) oot alins CONCELGINTES & LA SUMASILIDAD ABLEL Ui

LA ooily BULRIPLS LB HeldiITE

I1.2.1) Vanos a2 definir ¢l siguiente sistema ortonormal

completo do polinomios en LZG(Rm)

y* (x) = ¥ 1) =
n( ) n1,...,nm( )

/1 = n;/2 1/2
-m/ =3/ -
= o™ [T 2™ (ny1) Hy

(x,)
j:‘.l J 'j

=
H

donde (xi) = exp(ij) (&nj/dxinj) exp(—x32)

X _| .
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ix
X 2
s - .. Y —‘::\' -
i |1 H:; “:‘,L) 0 aX < ® pare teds n,
" Rm )2
nateoneor reaciamos o oo scerie de Hermite,es decir

ot

£ e n* (1) = ) ¥ [

£ o ), () /o Ch . n I n1‘..nrﬂ(}")
e ) .

ol minmo wodo asociamos ot sus medias Abel,cs decir

e

- N m ¥ _
F(T,h) ~J ) r.] oo-rm Cn1...n Il n1...n (X) -
Ny My & "

= ), rrc, T (X)

— n n

donde C< r.< 1 ,j=1,e.,m Yy Cn n definido como es
! 1... m
unsnal on deeldr

2
¢ -~ y £(x) W, (x) e~ 1%¥1% ax

1...nm

Rm
I1,2,2) Tuooaaila:
SN evs IS oI o »
i) 51 f G L‘(,(.‘ ), > 2,entonces se tiene
T
a) ILos cocficicntes de Fouricr-lermite estAn bien definidos.
. n *®
b) £(r,X) = 2 r ¢ H para todo r tal que

0 <« T;] < 1,j=1,...,m ¥y la scrie del segundo miembro con-

verse ahsoluiamente cuando 0 < rj < 1,3=15e0e,ym,



L AT T el

%
\ s ® <r -
) i FUX) = sup | f(r,ﬂ)l ; O<:rj<'1 b 3= e ey,

r ceeaT
1, ’ |

He=ll, o < ot IFIL
b

donder C/n) c¢enende de p solomente.

A lif(r, ) - f(‘.-{)\\p,G——:o 0 cuando (r.',...,rm)—)(‘l,...,‘l)

o) f(r,v) = () o1 cosi lodé punto cuanco (r1,...,rm) -

—ty (1’.-0,1)0

2
i1) 51 7 € LL(RY) ,1en<?y j \f\e“‘x' /2 ax < ®
RM
co tien o 1loe micmas eonclusiones a),b),c),d) y e) de i).

2
-1x1"

KA

iii) 51 Y \f‘l(1+1on*|f7\)‘m e X < ® y ademas

-Rm

(o]
S I.f_‘lrz"‘{| /2 X « @ se tienen a),b) y e) y valen
RM
wil
\

¢) WESN, . < A+ B 17} (1+1ogt 1E™ 71K ax
(P m m
Rm

a )y Ve (r, ) - f(?()\h c= 0 cuando r=3{1,cc091).
’l'

| + n-1 _-1x|?
iv) Si { |21 (1+20g" 1L]) e dX < @ y ademas
Jom
| ~\x1%/2
|ele™" - X< o ,0 < X < 1,entonces valen a),
Rm

b) y e) ¥y se tienen
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em) s 1,65 Cnm® Voo S‘f\(1+10ﬁ+|f\)m_1 e~ %17 ax
Rm

- A
anr) \l‘f(r,x) - f(K}l “ 1.6~> 0 cuando T=»(1,...,1)
b
Las conshonites A ,B_ dependen s01lo de m,Cm¢i y Dm;x depen-
den solamente de my de X,

I1.2.3) CaSC LINITS »p = 1,

s s - N m
Tis0kmtia: Cen FA una nedica clemental definida en R Yy su-~

pongsamos que

)
rt</n
[ el}Ll /? dw < @
L e
Rm
donde dw denotn la varineidn de f& .

“ntonces

N

a) Los cocticiontes de Yourier-Hermite C,

J‘;m}{"-n(x) d

estAn bhien deCinidos para todo n = (n1,...,nm)

b) /\A(I‘,I{) = Z', r ¢, H*n(x)

(2™

y la seric ¢fe 1la derecha converge absolutamente para

O<I‘j<1 9 j=1,...,m.

c) 1lim restric AL (r,X) = ?6 (X)

(I"],...,rm)é(‘I,c-"'l)
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xii

en casi todo mmio. 55 (X) denota 1a densidad ce d}k
o]
-lX\ dX

reasnecto de o (21 1imite restrictivo como

siemmre cuando los rj ectAn sometidos n 1las condiciones

=1 p
67 <« (1—ri)/\1—ri) <6 moara todo (i,3),0 >0 fijo).

(3}

OBu =ty aCI00ms: Lios PTuORBMAS II1.2.2 y II.2.3 constituyen

un~ extensidn al ense m=dimensional de los tcoremas concer-
nienter o9 12 sumabilidad Abel de la serie ordinaria de
ermite vrobadaer en [2} ’ EBily [&] 1 ¢l caso 1-dimensio-
nnl nreacntarmes dos movadadns.Una ée ellas es la 1cosaciln
e 1n Fnﬂnﬁﬁ? £5(%) = sun f(r,X) y otra es la conversen-

T
cin on nnTvo ZJR e lag moding Ahel.

AT

TII.1) scbisan b LOS esULTiu08 CONCoRNTNGTSES A4 LA SUkA-

BLIoNy Adaly lue La uinlili MULTIPLE D LAGUMItUU.

.

m.1.1) 7 () denotn 1a familin de las funciones medi-

” . il M o
eI P, o) = ijlfﬁ’ wxn(= 2 xg) (TT x5 )ax...ax, =

- j I71? e 2% ax < @
Rm

dond p >

/,1,Rm = R+x...XR+ , cxj son renles tales que

+
~1/2 < X< @ Ly i=T,.,n.

(n)

o L] -
normnl cornleta en L7 n(X),de polinomios en m variables
!

~
I1T.1.2) { L(q')} denota para X fijo,una familia orto-
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xiii

deTiidor d~ Lo vimiiente manera

™M
(X0 = ‘ l r(niﬂ) P-1/2(nj+0(].+1) 1) (x)
) j:\ ' ' J

¢

- . X ) . . . .
donde Lﬁ )/ {x.) es cl nﬁ-énlmo polinomio de Lagnerre de
j .

narhme o c\j. ( ver Lil ,5.00 )

T()

- o2 ( ) ; 1 1 —
ITT.1.%) o ~ 7‘ u(n) (X)  domde Cp o= | f Dip)

Lo X7 ar ,nn)on1ﬁndo que las integrales ex1:tan para

todo n = in ,...,nm) 11amaremos f(r,<) a su aproximan-

1

te Ahel,cc dogir

< ~exY,
f(r, L) = ) ' T'n Cn qu)’\){) =
n .
5 9 T (X Y( o)
. C L. zx ... LY ™ (x)
17 14 n1...nm n, 1 nm m

cunonindo cne 1a serie del segundo miembro converja ahso-

1ntanantn nara O < r. < 1 N = IR I

AT e e ot A ﬂ (a()
nAlocn eate comsidoranns }A C, L (X) donde

()

J g ({) c‘f" J '(M(I‘,X) = Z C L(n) (X)

Y 2
R}

o
A

sunoni~'o Auz 1. sarie de la derecha converja absoluta-

mente para O £ v, <1 sy J=1,.009Me

LRI * 4

2insimente,donotare os como f (X) al sup f(r,X)|,
1"1 L N orm

0 < r, <1 ,i=le.0y

e *
AnAlocmente dofinimos p“— (x).
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Sty W, eddria g 4 R v g el G avmc m
Xiv
.Y daions
3 s =t N v C Riaw o dp it .o
iYL oM e “((>( Yy 22, e ) e biew definioay e
,:.

A e, Y = D .,y(r-‘:,o()—70 con r=3l1,...,1)

) p{w, Y —m () min. con T = (1,000,1)

| E a8 sl ] Syl
dondn LinY deneoade shte de p,

(] R

m
14 g0 r‘..‘:'o-"/X\ Z v.) & T,':)O () ,1<p<2 ,para
|
/ " \ " -
SRIAPRe /X\ > 0 %21l sue 1,2 > ')S\ > (2-n)/(?n" ,entonces

_ ) . . .
yalan Jne aomelusiones o), )y €Y de 1) mora F

™m

it 1 e BN
i11) 51 =1 eaT oD exnl 7, xj/2) e L e,m(o(),entonc\,..

/
“\\/ _C(T"'{_\ﬁ “,/{\ '.’).:.). Cf)‘fl T'—>‘\1,.o.,1)
~

i m
o Lol (o, € o+ 0kl IE] (RorT1eD) (e, et

m
! Z' 1 - !
+ ; . -1 1 C 107":1(,}{)
iv) i \"\ (1rr? |iv|\, exn( ‘ xj/?.) < L e, (<) y at

Q< 7 < o fione
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3 vyt a 1 PP \ - .
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To1.0Y L e vtifi 2t e madida elemaestal definida

. . ' .. m .
en 0 vmriteién tetal finita en R . 7 ademis vale que

donde v d@ncntn 1o varineidn de dpL ,sntonces

1iﬁ maahrie p&(l"ﬁx) = 95 (xX) P-De

“'—7(1’0-0,1,\,

95(1) ce 1o funcidn de densidad de p& respecto de la
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medida o ° Y O av,
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docimor ~ue ac sunahle Cesaro-Bochner=Miesz de orden 6'7’0

' 2
1, o, (1= () p?)
V - 1‘-[1‘ 0504'](:;.! S \) - | .

. C

¢k1(Q1)°"¢km(gm)

k1...km

exinte v os {inito.

Llam:romno: H? » (£) (X)) , mg(f)(X) a 1lis medias Cesaro-
n,

Bochner=ieas (o orden é'? C de 1a serie maltiple de

Daguerre de narimetro &K de una funcidn £ y de la serie

miltinte de Horsite do una funcidn Y respectivamente.

(r) ¥ nn(lP) devnotarenos las sumns parciales es-

fériran de omden n resnpectivamente.
TIT.2.7) Tl caflf:

i) 51 reT”

-.m
C"!n(li )1n>/-’), (X=(d1,oo.'o<m) tal Que

-1/2 < X ; < ® j=1,...,n.“ntonces para todo 6 > 0 se
tiene

Vs

Ay 1lim MO (£)(X) = £(X)  p.p.
Ny

n—-—m

B) lin S, (£)(X) = f(X De.D.
k% -'P)‘,‘x



xvii
ca s ) ~
ii) oi ’.‘) & I G(l-»: ),n = 2,entonces nara todo 4 > 0 se

hLiome

A Lim 220 = P pes.

N 50

R Tinoe  (P)(X) = 1P (X) PP

k—>m
[ ]

OB,V A T ve: Tos TIORGLAS ITTI 1,4 y III.1.5 son generali-

zaciono: m dimensiones de tcoremas on [1f] , [JQ} v [13] .

fsi min o nresenta como  novedades 1. co:nverg:acia en Lpe m(c()
?

»dins Abel asi como la acotacidn de £¥ =  sup |f(r,X)|

T.ee0T
1° m

Ql
o
=
=
2}
3
0]

atn en el caso 1-dinensional,
Con respnecto al TiOnrida ILL.2.1 es una extensibn al caso de
Series Miltinle de Laguerre y Hermite de un teorema conoci-

do de Serins '"Nltiples de Jourier,
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1. 'n v danntarceas am hunto (x1,...,xﬂ) del esnscio
H

euclic n ramdinancional

rm ,
BY 2 \1/2
'Xl = (25 %)
J
J=1
. i o5 una medida elemental dofinida en ®™,esto
as, N Ttmeidn aditiva de conjuatos elementales (unibn
finita do intervales no desencrados),la variacibn WV de
W et corinidn de La sisuiente mancra:
wrd - S5 o
(L) = Sum ] \ft(oj)l
J=

b <Y

2
il
-~
| —
24
I}
=
v"\
)
(e
th
[}
L]

Gonde el mun on Somaco sobre todos los elcmentales S conte-
nidos An wo51 1t medion as completamente acitiva la llama-
emos 7 —noitiva,

-2

b. ona Gy 0 una medida (¥ -aditiva en los subcon jun-
tos da #anal de it .Usaremos las siguientes clases de fun-

ciones ﬁ,-medihles:

2) LP (™) e3 el conjunto de las funciones tales que

N ELE T

\\f“p,{f ®; p =1
om

b) L, (]OH+I%’)‘ es c.. conjunto de las funciones tales que



L. & o —— o —— e ———rrE—— ]
JId ooty s s 4 s
R™

?
4 o
L\ {lor ,J/;) Tesneecvlvanonte
Minatmente uanromos 1ma olase auxiliar de funcioneas
(U!n) ~ ” -r it . 3 . . .’
AL T T ymedinonte 1o definicibn
J
(
Ve
J - ‘m( A xle )dx <= ®
, -
"‘\Or O.i.A‘.,,; e T (1{’"]\ . 34 iy o . . . .
I e perie d g (R dndicara 1a Tamilia de funciones
4

0 medicns fales one

j ‘f(x)! exn (lx[p/Q) dx -~ ®
)(f‘,'.‘{?‘) (“?/9) dw <« @®
R |

donfe av donota La va-ineidn de f,, .

Gy 3203 ,%) ,0 = 0,denotard el conjunto de los nuntos

donde T > A . //»o{l'?( P ,f)j ; G (E(A ,f)} ; |E( )\,f)l

enotnrin 1o /[, =medidn de (A ,F) ; J exp -|x| 2 ax y
E(NS)

]
lamedidn de iLehesrue de EB()\ ,f) respectivamente.,

l
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(1.1l

canen

cobro

1

]

-~ 7 . .
aor T oY (x) nouna onnrvador ¢

o - A. M 1ra

leoon Drseipn DAy

Ay

?

(\/ , .'1__‘1 9000
A v gy dyry
v T el

T a
’ J
y OO0 ] 10 L0

Lo e eno b

T rtams ey siny

(1.2,1)

donde

dono s

3

PRI _lhft(v‘i(;r"

1a variaeid

, e . v +
et iy ilny A [T
fo0Te EM sconTe

J =\
@ (AE, %)
a o U8 son continuan,cstin definidas

Lomemme eeeclentes y ovnra t = C,

4 )
STl

, ey, x) ee um rectinsnlo m-dimen-

,eon rristas de lonsitud 2h.(t) v pa-

o
J
coorcencdos. (Ta azista de lonsitud 2h

inbosrahle,
inon coaneido cue e verifien 12 cimidce

,>\>} < ((V’A ) J. dw
R L ule]

sun \I(t,h,fb )(X)l

Ot <m

m

nlem-mtal a variacidn acotnda on MU,

n ae ,(4. .

Fa conutants 0 de (1,.72,.1) no devende de la wacida /k ,ni

o 1os

]"I;“f'ﬁ N0

L ()L (er [8] ,Vol. TI,p.3C9 y 310).

DY.oor 0 cenctareros o nna funeiébn L -

n—

dw

e e e ~ —trs o
-
A
. V. 1 I v '.I'; . ]Y'-"J e «*
R A P N} VS SRR TR ¥ Ad salavivaay
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‘et anchuein Arnornante de la desisualead (1,2.1) es

cne ol Timiane

(1,°.7) 1in I(t,h,r\, Y (x)
1 =30
2zighe on ansl todo »unto y es en casi todo punto igsual a

19 fuaeidn o dencided ncoeiada a e .

T.7) L X, (W) (x) densta una familin de operadores sub-
A
linesles ¢~finidos en el cspacio de las medidas elementales

. m
a variacidén acotada en R tnles que

S ()
: 1 EDEC O R BN b, I . ,b 0,t >0,
() O \ 2o T el ez 0,87
S/
(02 AL S
k=0

donde nara enda natwral k,I(k)(t,rb Y(x) es un operador de

. 2 . R
dorivacion rostrictiliva,

Bajo 11s condieciones nrecedentes se tiene
. S
(i) lb‘ll\(}k),kjl < (00/7\) J dw
Rm

TS . , o
donée K ( ) denota al sup Kt()k Y(x) y éw es 1la
0<t<m

variacibén de 8 .C, no depende de /L .

(i1) 5i }& es singular sc tiene

lim K. ( J(x) =0 P.P. €n R™,
t~>»0 t H’

Demostrneidn: Lin restriccibdn de generalidad vnodemos suno-




>\
|

ner w0y /) b»1/2 = 1,
=Y

Sea {X AT conitmto do Los nantos donde

SO
51 1/2
0 ST ) | bl{ b1<1/2 I(k)(t,f‘» )(X) = B\
e — ’ !
R:O l
v X(t) ol coniunto de maniLos donde
/
1/2 0 :
o s_‘.1+m b‘-< / I‘{)(t,'-l ) (x) > ’/\-
L6 <M o

Obhvinm n*te ao Hiene

0.0,
(1.3.1) Xy C U Xg\k)
k=1

Tanian~o an cuenta (1.2.1) obhtenemos

RIS /_TI \ :(,()\k)\ < (C/}\ ) Z_J bkv2 j dw
» ?.Q:D k:o R‘WI

1o qua nruobs 1a narte (i).
sea nhora i, 2 QO sinsular y & > 0,entonces existe un

entoro N > O,tal e / by < & .
=N

. k=
S5i decifnmamos nor Xi‘ el conjunto de los punios donde
8O
(1.3.2) sup bR b 1/2 b 1/2 I(k)(t’ Y (x) > &
0t~ le k
<L <@
£=N

resulta claro que se verifica

oo

(1.3.%) Moo )y
é k=N 6/2: bs’/z
N



g

e me —T— .

0

“ rentrar sy b g ‘ 4
vopnavoman s e (1,2,1) an 1tione

22,

SICICA I ROl B / '*';('“) \
= __‘ ‘

%/2319*

(> &
-
< sy |5y 12 1/2
<N
k=N

iR™

”\

O

< EC j aw.
™

e monnee . oo en i--im - 3{1;\ se tendri

- : Tim ) (x

1im \k*( () (x) \fé lim ;LJ b, I ) fb)(Y) +
+—=0 7 . =0 %~ -

A\
M

& (%)
+ ans h, I 5 (%,
O.ztl-q, ZJ k ( r—)(x)
k=N

Jome \K?\’i E G 5 dv ,1n parte (1i) de 1la tesis cueda
L R"I\N

p*ﬂbﬁdﬁ,

j=1,..4ym o,funciones renles

Lk

1,a) hrrinicifn: oean wolx) o,

T J

de 12 voriohle X dorinidéng sohre la recta ¥ pertenecicentes

-_—
Paam
—

.
- ad
intenens poademos formaT con ecllas el nficleo
(1.4.1) H n.(t) F.(n.(t)x.) = K(t,x)

) J J
J=1
ionce 1an runciones 1/nj(t) juecan el mismo rol que las
hi(1;) de (1.1).
Imnoncrenes acemis a 108 i!‘j(x) 1as sisuicntes condiciones

t

a) os @.0x) son cimbt-icns y no crecientes en X == 0.
i

b) Hvinte £F0y <0< 1 tal aque



A\

i) g |1nj(.ﬂ\ ek

Ixl <€

@ s} g e e yTle

. ' 1-6 . .
P J \ | ‘(;\ | ° dx <~ m® Al P
ixi7 £

1.5) et Sf don fuscionas del nticleo (1.4.1) tiencn las

.
-

o 9 e

nroniodocre At oy oD,y } o una medida elemental a varia-

. _ . . .
0ifn anectada cobhrn K cabtonces el ooer:dor

tinne 17 ~iceoiente nrosiodad

- -
1) \.-;(}A.,;\ )\ < (C/A) dw
/ Rm
donce & Mo daennande do }k v ¢w denota 1a varizeibn de /L H

mis aln,ol oo arnmante singular se Hienc
/

I

2) 1im K, > 0O p.p.
L —a( t fA‘

Nemost - neidn: ba log wraviedades a) ;7 b) de (1.4) se tiene

nATa s >

()

’ '.‘/" > &
-1'—00
(1.5.2) D \‘r\ 'L"]-(.‘/)‘I_O < Fj(.‘,')1-9 dy
f‘;’l'lb"?‘& ‘
—CO

Por t-nte ©i \;.-" = E



o ——— — ———— e e ——

+00
dance cosnde dao e cotn f -"ﬁ1— ay y oue e > .
) -0
Por o vorte,sil |yl € & 00 tiene
&
(1.5.7%) A Nyl e ()Y < j () ay
N’ ’- N
[ i
voonnr b
. P -1 140 . .
P () B |y|71/0) oy <2
Ne 1o Cov=os de laogs P, eos fAcil ver cue nucdo tomar €

1.

TLlamandn (f K 7 1~ Tuncidn carsctericstien del intervalo

Xok ﬁk+1j Vo
. 9 o LP 1-
o~ ,)-l\.

[9—(."-"'1 ) N~

(. ,(.
gimuienie acts nAarn E“i(y)
e W -
(1.5.71) 5'.‘(3!) <

K=o

“inalmente, i Ylanames

[_2w+1’?w+1] y
1

=X r)—){
-2 y C.

" () =<
£
+ ‘7——~l
K=o

y adends

[~}
. 5 -x/(1-9)
c, (2. 2

2 1n funcibdn esrncteristica de

-

7 0

» Y

LPQk(y) +

(1+4%k)/(1+0)
2
Lrg"

K=O

Ay) ).

1
¥

a 1la funeidn caracteristica de

] ftondryemes e nuevo

o0
o
< ¢y (L 27U LGy

2(1+k)/(1+@) Y—-]{(y) )

K] ,entoncos de (1.5.2) y (1.5.3) se tiene la

WY, a la funcibn caracteristica de
h



(@]
P
N
1
D)
.3
1
N
—
—
\\
—~
-
|
O
—
et

r .
Tonunt o (47 () ] -
( -'.I\ / ..':Lnj\*/./} ~2 o \ .
’ “s O
OO
== ¢ 2 N -k [1 -1/ 1-9\]
W Say] e 22 2o /C1ea),
v1- - o v} “.~O

P e PG E- VI _ ook [t = 1/01+0)]

1703'14‘{\-\.( e '-1,

v tenionde en oenentn (1,4.1) ¥ (1.5.5) se tiene

“

e sl
» N L B
(15,00 e,y 208 Yy Zu te ;2 M o8y Dk oo (ty)
~o0 - 1 m 1 m
donde I, o {1,%) son funeinsnes que generan cada una de
1 m

ellan 1 anoraday do dorivaecidn restrictiva,ior otra parte

o c)

-~ = ) 1,’

) ) LoV /2 o
'... v e 0 @ ]c \

p— —00 1 m

dcl lenn (1,737,100 nnvten 1 v ¢ de la tesis resultan de-

1.6) Ui iyt 5 el 1ama precedente es faeil ver ocue si

an lusar o las ni(t) tomamos funciones cijn,(j=1,...,m),

.

donde loco o{]non constntes fijas y los n recorren todos

los nimeros notureles,se tienen las mismas conclusiones.

1.7) bLefiaicifn: Sean lus M j?; 0,(j=1,...,m).medidas no

nerativae, ¢ —aditivas,def'inidas cn

—

os subconjuntos de

. L . . .
Zorel de o dldomatros ¢éceimos que la inte cral j‘ f Ofb y
)

conce dﬂk ne 1a medida nroducto d Pk1...dﬂx m = d‘/A

T e e e e e e T e ot o e i T £ o et P A e - e

/
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O
M Fe AL = el i o /LL. -9 et o Mt gl g e Taiavt ol
® 1 ’ 0O
manta Ji%a-cmcinhle v ol om0 = K19ees ,Q P
Q 2 -
c.oe R i el 1imite
J
M -

0 w32, TS
iﬁﬂzé km(gmﬂ»()t‘ J{k ( Jﬂ j‘ f ;{41 dp

X i AR e

existe v oo Tinito,

d{ﬁ1(21)x ...Xgﬂ(%m)J denota a2l §dmetro del conjunto

Q1(Q1)x ,,.)(Qm(gw , ¥ ocnd Qj(ﬁj) denota 1 un cubo nj-di-
r : :

mensicnsl con lados nar—leles a4 los ejes y centr:do en el

minto 91.

1.8) Soonaiia: Bajo las condiciones de (1.7) si f es /u,-me-

divie v || (1ne™ | o )ﬂ—1 e¢s loeslmente integrable,en-—

tonces 1n inbesenl \I:f de es fuertemente diferenciable

[}

en casi todo nmunto con recneoclto o la meaiocn )u = /u1 /“'m

HAs alin, noninndo
T n -1
f(x) = SUP ‘ I -{Qj(x.)}
1 m
Gy e ax () , /uJ 3
: J:-'

. \r i d/L

A iy J
SR C NP IS CHEN

ot
(S
)
3
9D

i) ( I (F)? dun )‘I/p <  C(p) ( f i 7 d fa )1/9

J Oo ey,

sicndo p > 1

a

donde 12 conastante ((n) devende solamente de p y m.

ii) S1 A es un subeonjunto elemental de R™ de L medida
i



P —————— e TR

11

:7(‘:01‘,"(::1 YA "'i'(}r](\

") fffy.L SR O IEY B B pe (A)ym} .

. .f 2114101 )™ a
: A

SRS S S R COIE N 3 I T TS I I
4 .
. r el (14202t e D™ 4
A /
condn 0 <L X L,

LY

I deroctracitn cirue mu estrechaacnte 2l correlativo re-
sultade din dossan-iinreinciewicz=2ysmund vy nor tanto sblo
daremors v hvave exnosicidn de la misma sin entrar en de-
magiacoe Gotallo,

M onvimee Kheaine arvoaharomor al tunos lomns auxiliares de
tino nion cenocico,

s ¢ ™

1.%) i eoda punio ¥ de un conjunto O

1

es dndo un
cubo . {v) {non Lados naralelos a los ejes coordensdos y
coentrasa eon x),do acuerao a2 la definieidn (1.7),entonces

5 nocible ~xtraer una sucesidn de tales cubos  <(x )

[0}

tal cun

OO

i) ¢ C '«-(xn)
J-l

. . . .. m -
ii) C=da anto de n nortenece a lo sumo a2 /4 cubos aife-

rontra,



TR G SRR e 4, M

LR B ST VR shndr=

—
Sy
L.$
-
o
-
4
9]

Lraeibn ver L1] yD.125-128,

2i VYV Z 0 es una nmedida elemental tal que
V() < m,y si }A Z Q0 es una medida §7 -aditiva cefi-

- ; Ta T m
nic: on loa subesnjuntos de orel de X ,cntoncecs la opera-

(1,10.1) Vi) = S vio(x)]

Clx)2 4 /u E;(X)J

(donce 1as (%) son eubos centrados en x),tiene la propie-

dag
i) RV, ADN D < (@) av
i M1 f é{m

ii) L5100 & L;.(Hm),p > l1,cntonces

:-1)*

Pap VP < op(J le(® ape y /7

m ’ R™

Zo %

iii) 51 A e un subeonjunto elenental de /A -medida acota-

da tenorog
a) Jr*d < play + o J‘ 1£] (1+10g™ £1) dp
/ _

A
b) g(})"‘ Qp < o /U.(A) + 04" J |flde , 0 <L,
A A

iv) Si f es loc:lmente integrable se tiene

1im ! £fdaw = £(x)
Gx)ofx}]  pieGaf J }

Qx)
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en casi todo npunto rechecto de (A,
/

. . " . -, M .
Democstracidn: Sea S un elemental de Ry consideremos

13 {V*, AL O s.pe (1.10.1),para cada nunto x de
E){V*, A § () & existe un cubo Q(x) para el que se veri-

fica

(1.10.2) A}L [ao) <V [Q(x)]

De (1.7) resulta oue wvodenos scleeccionar una sucesidn de

cubos veriiieando i) y ii) de (1.9).

Consideremos un conju.to finito de tales cubos,Q(x1),...,

Q(xk) vy denotenos por in(x) ,j=1,,,.,K,las correspondien-
‘

tes funcionns earacteristicas;entonces

X X K
(1.10.3) }A{UQ(XJ)}SJ‘Z'-.LPJ-(XM}L < Z,; S ap <
. | ) Qux))
<20/ 2) Qf, WP(x)av =
\ r;)

k
= (1/2) J Z,LFj(x)dvé
L") v (RM

K,
La dltima desigualdad se verifica dado que 2. (Fj(x):f ym
1}

en todo nunto.BEntonces
K
(1.10.4) }L{LIJQ(xj)} S G2 YERM

y ya anc ¥k es arbitrario,se tendré



— : e———————p
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_ oo

/u{;(v"’, Ay s < JL {Uq(xj)] < (™A Y (a™
. : 1

Finaimonta,neciondo tender S a4 todo el esvacio,la parte i)
de 1a tonis auedn prabada,

Ta noarte ii) simié inmediatamente,conbinando 1a parte i)
ya owrohnaca con 1a desisualand l‘fk“a)$ ‘If“ w 7 aplican-
do el %corema de interpolacidn de Marciniiewicz para one-
radores sublineales,

Consicerenonr ahora £ > 0, M -medible y tal aue f log+f
es M -loentmente inteqs-able y tonenos un entorno abierto

A como nunicio,contanco con que /IA(A)< @. Pongamos ahora

£ =1 A/O + f sicndo
A —_— - . )/? ) .

Ji‘)/?:f si f(x) < A/2 y 0 en otro caso
(1.10.5)

\f 4/2 = T si f£(x) > A /2 y 0 en otro caso

Ohtondrismon
(1.10.6) /u{ia()x,.r*)} < /L{E[?\/z,(f)/Q)*]} +

o o {E0A/2,(8 0]

pere o {BLX/?,(f >\/2)*]} =0 ya aue & < lgll g

Usando 1a desienaldad i) ya probada y (1.10.6) se tendrh

(1.10.7) f f*d}_& j }L{E(z’f*)} a A <
)]

A [ves)
< p(a) + J\ (2.4M/% Ya A ff e =
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= }A(A)+9.+ fap J(1/1\d3\<

An 5-7‘/1- ]

~—

< IS (n) + 2.,4™

>—

f(1+1og+f)dfb

y 1n porie iii),n),0uedn nrobhada.

ihorn ciendretes que £ 0 es localmente integrable

o0

(1.10.9) f('*\ o = o J }A&ja(),f*)} A% 4

IN

I\

O(}}.(A) + X .2.4mJ‘/>\O('2d/\J‘f)/2d/u £

<A p(a) + o .o.um I £d J?\“ 23] &
' AnH-?'\/z}

<ot phia) o(at) [ s ap
A

1o cue nrueba iii),b).

Pinalmeonto,iv) cs verificndo si £ es una funcidén escalera.
Tomemne uan “nneidn £,localmente integrablejentonces pode-
nos rnenntrar una fuicidn esfalera f' para cada € 70

tal que

(1.10.7) I ‘f - f'l d)& < &
A
donce 4 es urn abierto acotado tal que }L(A)<< ® .

Amorn aslicnando la decirnaldad i) de la tesis se tendra

-1/
#{'5-1(&1’/?,|f-f'|*)} < 24" e 1’2J. | £-£11 d/“
4 .

< 2.4", 8_1/2
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1

tim - S.f d}x - lim -
w GO goy —  plax)

ffd/u > 2e1/2
QW)

solamentc en un conjunio de )L -medida menor que 2.4m.ii1/2.

1.11) Luid: Si /L > 0y VY 2 0 son medidas G- -aditivas

definidas cn los subconiuntos de Borel de Rm,entonoes

i) (I%m }M[Q(x)]/ Y [Q(x)] existe y es finito en casi
Qlx)=—{x¥
todo nunto rcapecto de la mediaa \'% .

ii) 1im \)[Q(x)]/'fk[q(x)} existe v es finito en casi
Q(x)—1xi
todo punio roegsnpecto de la mcdida /L .

- ) . -m m
Demostracidn: Sunoncarmos que }A,(R ) < oy V(R)< o.
Podemos considerar sd6lo ii) desde que i) es simétrico.

%l conocido teorema de descemposicidn da

(1.11.1) Y (A) = J{;d/). + V(NN 4)
A
donde ¥ (iiN A) es la parte sinpgular y /L(N) = 0.
A varia sobre todos los subconjuntos de Borel de RT,
Ponirndo V(EIna)= VY 1(A),ser:i suficiente probar 1la
diferencinbilidad de ¥ , ya que la diferenciabilidad de
j o d}L sipue del lema precedente,
A .
Parn cadn &€ > 0 podemos encontrar un abierto G tal que
\)1(G) < & ?L(G*) Z & ,donde G* denota el comple-

mentario de ‘1.loniendo ahora \71 = ¥’% + y>%'
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donde
\,)i(A) = V1(.i\('\ G) , Vi'(A) =Yy 1(Ar\ 5%)

para cidr punto X € § hay un cubo Q(x) tal cue Q(x) N G = O,

entoners on G

O(V%:::-} V'I \_Q({ﬂ/}-*- \_Q(x)] =

= lim vifex)]/ g la(x)]

w(x) =i}

v usando 1a docicualdad i) del lema (1.10) se tendréi

o

\

Rm

entonces

Clim V1[<2(x)]//k[<e(x)] < e /2
ACIERF! o

excento ¢ un conjunto de }A -medida a 1o sumo igual a

4™ Ei1/2 + & ;nor tanto el lema estA probado.

Tota: La oxteonsidn del lema precedente al caso M (™M=
) Y (") =m ,0 bién fL(Rm) = VY (R") = ® no ofrece

ninguna dificiltad,por tanto no se demostrari aqui.

1.12) Sean 1los )Aj medidas en las condiciones (1.7),j=1,
eeeym,y concideremos los operadores Mj(f) definidos de la

gifuiente nancra




S —— — e e leremmpemmiisstaticata

il
2
—
D
-

(1.12.1) i, () (%

donde I o= leoecnlnnnte P—1... fLm—intcgrﬂblo.
51 £ 0 0o M -ncdinle,locnlnente intesrable y W(u) es
una funeidn convexa no decrcciente,se tiencn las sifulentes

desisnldndes sencills de probar

- - < N o
(u.) f ~ AAm;Lm_,l...ll.](f)

(1.2.2) (B () £ (), Lpy ©
(c) p () < ), §=1,...0m

( )™ cenotn el eopertdor midinal asociado a la difecrencia-
hilidad furvhe en 1o hirdtecis del TuOubliia 1.3.Por otra
narfn,el carvador hi actuando sobre 1n vorianle xj es el

RN

overador ¥ del Lisha 1,10,

. R ” ; N
1,1%3) Lillh @ Si s 21 y M(f) = £7 es el operador definido
cen el Lioa 1.10,entonces

i) H(f)!]+1og+ﬂ(f)]s d < (L) + s.
! pE

4m+1

. S £(1+1o0gt£)SH i
A

donde [ > 0 y L es un abierto de /A,-medina finita.
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Demostricidn: Observendo que

u(1+1os )"

es positivn,creciente y convexa en u >0 con s 2 1,se ticne

. /x

(1.13.7) JI‘T(f)(1+10,ﬂ_+rq(f))sd}kS XI”I{_f(1+log+f)s}d/¢
A

(1.13.2) j r-{{f(1+10;:+f)sjd),k < o(a) o 4m1,
A J

. J £(1420570) " { 14206 [£ (141087 £) ®]} ap
A

Yy pnor otrs »nirte sc tiene

(1.13,3) log [£(1+410:70)°] £ 1loghf + s logt(1+10gtf) <

N

s [ 1ot f+log™( 1+1o.g+f)] &
< 2 s log'r.
“ntonces
1+ lost [£(14106%0)%] < 2 s (1 + log*r)

Combinanc¢o eczta Nltima desigualdad con (1.13.2) se obtiene

el resultado descado.

1.14) Ahora para terminar la demostracidn del TLEOKZMA 1.8

podemos considerar solumente m=2,un caso enteramente ti-



nico.
ni+nn

sen £ 2 O una funeidén pertencciente a LEI‘ (R s > 1.
L

S

Te 1cuardo a la dosirunldad ii) del LuakA 1,10,50 tendra

SRV N GRINE PR I Py € e [ICACE dp
Rn, R“l

1 miagmo rrumento da

J‘ d/u. 5 J }::-:1;*'12(1")] P q [ < ¢(p) y d)A. 5 J‘[M2(f)] pd]u'
Nh R R™ R™ '

< C(p) ,”‘ £P a gl g

n+ﬂ1

Anora,usande (1.12.2),1),5e obtiene

(1.14.2) } (M7 a Py d)u? jj [11,m,(£)] P a g d/-l.2 <

,4’“1_ ﬂ‘hﬂ

< o (] o
< 0(p) 1 d)k1d}L2
R\‘\,‘Fﬂ-‘
lo aue dén i) de 1.t
sea 2hore A un conjunto de 1la forma Q17:Q2,donde los Qié

n. 2 .
R (i=1,2) son cubos,y sca f 2 O una funcidn }L-mwdlble

tal que

‘ff 10{;+f d)& < @
A .

Usando la desigualdad iii),b) del LEMA 1.10,se tiene

(1.14.3) [ (1,1, £) ) apg< Qe+ %C”fmz(f)d/*.
Q,

IN
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Interrondo esta desicualdad con reusnecto a d)k o ¥ usan-

do iii),a) c¢el Lk 1,10 se obtiene

-

)

Q, x(ll

(1,14,4)

(I~T1142(f))ad},x1dr2 SV /U-(A) +

')'1' . 4 10 +
+ 0 }*Q(Qg) o' 0! (zil;-f(1+log f)d}11d/42

lo aquce 61 ii),bh) del TUSOhSHA 1.8,
Imnonicndo ahora la condicidn ‘f f(1+log+f)2qN- < @ ,como

en el caczo nrecedente,tenemnos de iii),a) del LEMA 1.10

(1.14,5) J I‘-".1"Y42(f)d}p1SJL1(Q1) + o'f I-’IZ(f)[1+log+M2(f)] d/u1
G . Q@

X,

! )
Intepramdo con rennceto a 6)12 ¥ usando el L&MA 1,13 se

obtendri

' 0
m o (£)a 2 <
Q\“QJ.
+ 4] o'f f(1+1og+f)2d)w
A
gque es la narte ii),a) del TIEORIMA 1.8,
ns

Nota: S1i M. (R J) < @ (j=1,...,m),podemos tomar

et

1 s @ 0 -

n m
A =K *

y obtener el mismo resultado.

Finalmente,yn que hay convergencia puntual para un conjun-
to denso (funciones escnlera),el correspondiente resulta-
do de convergencia pvuntual en casi todo punto resulta de
la desirualdad maximal (1.14.4).

1.15) Lila: Sean k9 (xj,yj)Z O’O(j e A ; una familia

5
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de funciones reales con las nropiedades

~

J

.-;L ":l.;l l'-‘- d 0 rl < A .=1 ® & @ *
) J- .(\J,JJ) }LJ(:,J) A i=1, oM

donde ¢ Luj cs 0 -acditiva,no-negativa y definida en la

rectn;ln cota A no dewende de los parametros j,xj,ti ]

(xj varia sobre la recta).

”»

ii) Para cnda (j,xj,dj),kg3 J,y]) es no creciente en
V> Xi v no deercciente en yJ-< j .Bajo luas dos condicio-

nes precedentes el operador

(1.15.1) ;(x) = sup ‘f ]—W-kJ (x 'Y 4 )) £ (y) %p.(y)

aeA B

verifieca todas las desirualdades nrobadas para £ (con

otras constoantes)s A = A 1)(...)("Am;du = d)u‘l"'d)Lm
7/

~ -
Demos*tracidn: Probaremos solamente que f £ C f para

f 2-0.(; cenota como siempre ¢l overador maximal de la de-
rivacibén fucrte).

Fijados & > 0, (6*1,...,CX ) y x = (x1,...,xm) pode-
mos encontrar una funcidén auxiliar k! (y1,...,ym)2>13 con

1las si~uientes »roniecades

i) k'(y1,...,ym) = “'ZZ% Nyeeeny (Pn (J1 te LFn m
e, Mo

dondelf (yi) son funciones caracteristicas de intervalos

1-dimensiecrales centrados en el punto xj.
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m
i) (Yqseeary) 2 i [ ki(XJ,J )
o

+ ( ~H— ‘”J (x;5y4)) afa (y) < A" + E

Un rinido oxamen sobre 1 forna de las Kﬂ (xj,yj) muestra
1a existonein de ia funeidn B'(Yiseee,¥)

ntcneon Ltenerog

(1.15.2) J;[T' () £) @ ) € (@@ o)

{m Rm
e

— ‘
= ;l;; Ln1...nm }*1(In1)"‘ }Lm(lnn) .

A
T Y

Top-n T,

< wmepm) s s AN r €L
Rm

Desde cue & > O es arbitrario se tiene

(uws)J\<TTk%uy%nﬂwdyw>s.ﬂEu)

ista iltima cota no depende de @ ,por tanto

*

(1.15.4) ) £ AP £(x)

como querinmos probhar.
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PANTS Il-La TiAHSROLAACLON MULDILLE L wollhoThadSs Y

SUMABIL..Iuns ABSL L LA 5s50I3 MULTIPLE LE HeREGITE,

. . m
2.1) Sea v una medida elcemental definida sobre R ,w su
)
variacibn,la cual estdH bien definida sobre los clementales

. -
de Rj;entonces s1

J\ exod - i (25 - t9°]
Rm

J
ara todo 7z = (72,,...,%.) & Cm,definiremos la transforma-
p - 1 m

w < @

ciAn mhltinle de Yeierstrass I/L(z) de la siguiente forma

1,(2) '\t'mﬁ’f { T (2, - £92] a

z) = exn{ - z, - t.)°

I " J J}}“
Rm

2.?2) Lenntaremos nor H:(x) ,n = (n1,...,nm),e1 conjun-

to de funciones ortonormales en ch(km) definidas de la

sismiente manera:

n(x) = -4 [ ] o-ny/2 (nj!)-1/2 Hy (x))

j:i nJ
donde
2 dnj 2
H o (x.) = exp(x. )——————— exp[-x ]
n. =j J ns — J

es el ni—ésimo polinonmio de llermite en la variable xj.

L

2.3) De una fbérmula debida a Mehler (ver [3] ,Pdg. 439)

se tiene




n n, n_
-n -1 -n -1
1 4 m 1{ (X ).o.}I (X ) .
o) AY
. ¢ \n1') ool (nm', 11 o
. }[ (:f .no}l (:,’ ) =
1 1 nm m
m m 2 2 2
r x4+ -2r.X.Y.
- TC -n/? | | (1—r.?)—1/? epr- ? J ( R ) rﬂxﬂyﬂ,z
= J F 1 - 2 J
J ) 2 le rj

Llamaremos 21 N1ltimo riiembro de la desigualdad "NGcleo
Singular "ltiple de Fourier-ilermite" y lo denotaremos

m

Kx—(r’x,y) = I I KJ(rJ’xJ’y])

J:\

donde los Ki son nucleos simples.

o

s e D oM . .
2.4) i £ & L*F(i ),p > 1,sus coeficientes de Fourier-
7

Tevrmite estin bien definidos;en efecto

(2.4.1) C

-f f H;(x) exp(—lxlz)dx
Rm

* | 2)
Jf H (x) exp(—lx| dx sllfl\p,G- an“y,G < @

donde (1/n) + (1/n') = 1.

Re >
2.5) i f ~ > C_ Hr’;(x) vosi Do, ™ ¢, 1 (x)
n
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s aheolut ' ' T .
es absolutamente convergcente para 0 < r& < 1,3=1ye0.,m,

entonces llamaremos Suma Abel % i
5 y de ZZ: Can(x) al limite

1im ' M H*(I)
(r19---9rm)-9(1’°"’1) Z. : "

0<T]-<1 [} j=1’o.¢,mo
- . # - .
2.6) E1 conjunto ;Hn(x)i no es un conjunto de funciones
acotadrs como en el caso de las funciones trigonométricas;
sin embarco,ellas estin uniformemente acotadas sobre cada
N .
conpreto de R (ver [3] , DA, 436 ) y se tienen las si-

Faientaes cotas

—_— « . oN3/2 1/2 2
(2.6.1) nnj(&j)\ < k.2 (nj!) exp(xj /2)

donde la constante k > 0 no depende del par (nj,xj);en

consecuencia se tiene
P ' —m/!?
(2.6.2)  [rXa | < " T exp(1x12/2)

2.7) Lilia: Si £ & IP (Rm),p > 1,entonces If es una fun-

G
cibn analitica de (21,...,zm) en todo el m-plano comple-
jo €™, o Jr pertenece a la clase JT , ¥ £ 1,8e tienen

las mismas conclusiohes,

Demostracibn: Si f € LDG,p > 1,mostraremos que f €& %r pa-
ra algin 4 4 1.5n efecto,usando la desigualdad de H®lder

se tiene
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(2.7.00 [ Vel ew[-(1- &)1 417 et <

Rm

. > 2 '
< el o ( f exn( &p' 1412) exp(-1t1%) at )P
'y Rm
donde (1/») + (1/p') =1 3y & > 0 es sometido a la con-
dicidn €p' < 1.

<
Ahora sna /A 2 0 una medida elemental y observemos que

(2.7.2) \ f exp% - Zvi (Zj - tj)2} d)& I <
Rm \
< Cxpi_ i 7‘.1‘2%' jﬂ.m exPiZZm' \Zj\ ltj'} expi—lt|2}d/_A =
= exni— Zil szj J exp-}? ;ii ‘Zj\\tjl} exp{—(1-a\)|t|2§
R"\

. oxpi- 'X\ltlz} ap

Teniendo econ cuenta que

sun_ [ exp{Z zii \zjlltj|} exp{ (1= )|t,2i J <

t e R"

< A( "X\,Z1,...,Zm)

para todo valor finito de z = (z1,...,zm) vale

m
(2.7.3) J exp{ 2 2?1 ‘Zj‘\tj‘} exp (-[t\z) d/* =
an
= J expf?zm. lzjl lth; exp{-(1-g~)\t\2} exp(-'b«ltl2 )d}k <
Rh’\

< AP Tyenzy) [ e g12) ap < e

A~



Finalmente,del Teoremn ¢e¢ Beppo Levi se tiene

~~
~N>
L

J
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N
e
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=
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s
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~

)
ot
N
e’
joT
I

La analiticidad de

w
I)
J exni 2 ;Zl zg tj} exp(-1t|°) é}&

en toco €7 sirue dado gue su serie formal de Mac Laurin es

mayorzda vor las series del segundo miembro de (2.7.4);
sto compnleta la demostracidn.

51 se tiene una medida signada }A shaciendo la descomposi-
cidn clisica fk = /x . }L 5 ,‘ }Aj‘z;o,j=1,2,se tendran
las mismas conclusiones,

Si se hace una restriccidn a las variables zj=itj,donde
los tj son reales,podemos definir la Transformacidn de

Weierstrass do funciones de L1G(Rm) y también para medi-

das pertenecientes a la clase JQﬁ (Rm),qk==1,como funcio-

nes de las variables tj.

2.8) Sean yj,wj variables reales, j=1,...,m, los sj,0'< sj
< 1)parémetros reales;IfL (z) denota la Transformada de

Weierstrass de /& .La integral

(2.8.1)T1_m/2~{exp{- 2; (iwj+yj)2i]7L(is1y1,...,ismym) dy
Rm
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va a dar una fbérmula de inversibn para la Transformacidn
de ‘ielerstrass cuando sj-91.00nociendo el resultzdo 1-di-
mensicn~l (ver [3] y,PAr. 453y [4] ),la validez de la
formila 4o inversibén (2.8.1) se mantiene para un subcon-
junto denco de LpG(Hm),p 2 1;por ejemplo el conjunto for-

mado »nor las funciones de la forma

2:: Cn1...nm Lfn1(x1)'°' L?nm(xm)

donde la suma tiene un nfimero finito de términos,las
C son constantes ¥ las LP (x.) son funciones
Ny,eee o« v n. J

1 m J
indefinidamente diferonciables y a soporte compacto
(funciones definidas sobre la recta).

Un chlenlo f4heil como en el caso 1-dimensional ( [3] ,

pheg. 453 ) ca

m
(2.8.2) "\‘\D-m/QJ‘exp;— 2; (iwj+yj)2} I,L(is1y1,...,ismym) dy =
Rm

j\ K*(s,w,y) exp(-|y\2) d/k
Rpm

K*(s,w,y) denota el nlicleo miltiple de Abel-liermite.

2.9) LiHa: Sea k(r,x,y) el nlcleo 1-dimensional de Abel-
Hermite,entonces existe un nQcleo auxiliar h(r,x,y) con

las sipuicentes propiedades

i) n(r,x,y) > k(r,x,y) ,0<r <1~-0<x< @,

< y< ®



&0
R}

ii) j h(r,x,y) exp(-y“) dy < A ,donde A no depende cel
-0

par (r,x).

iii) Pnra ecada par (r,x),h(r,x,y) es no creciente si y > x

¥ no decracionte si y < x.

o

Demostracidn: #ijemos el nar (x,r) en k(r,x,y).De la sime-

tria de k{r,x,y) podcros sunoner que x > 0.

Difercncinando narcialmente respecto de y se tiene

(2.9.1) DK _ _(1_p2)~T

= (2r2y-2rx) k(r,x,y)
DY

“n consecuencia

2 Xk

sifgn = sign (x/r) -y
Dy

“ntonces k{r,x,y) es estrictamente decrcciente para y'>'x/r
¥ estrictamente creciente para y < x/r.

Definirerios h(r,x,v) de la siruiente manera
(2.9.2) n(r,x,y) = k(r,x,y) = /2 (1-02)=1/2,
. exp{-[rZ(x2+y2)-2rxj].(1-r2)-1f

si y & (x,x/7);

2

h(r,x,y) = k(r,x,x/r) =TC /2 (1.¢2)=1/2 %

si v € (x,x/7r).

x(
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Las condiciones i) v iii) de 1a %tecis son satisfechas por
L4

el nficleo h(r,x,r);solamente queda por probar que la con-

dicidén ii) es tambhién verificada.

Desde cue

o
fk(r,x,y) exn(-y ) dy = 1 ;-o<x <®,0< r <1

-00

debemos nrobar solamente 1a acotacidn uniforme de

X/e
p) 2
c=1/2 (1-r?)=1/2 .x e ay

X.

Fijado © > 0,tencrmos tres casos para x 7 0

b
It +oo 00
- ~ -(x+n)2 —x? -n?
38 ydy< 2, < e Z\e
X x (%
¥n connocuencin se tiene

X
2 2
(2.9.3) e -1/2 (1-r2)-1/? e J/e"y dy <

X

oo
-1/ - -n?
o

0. 45 < re1 oy x(1-n)V2 & 1.
Xt
2 2
(2.0.4)TL ™12 (107)71/2 &% f eV ay <
»
L3

é_’ﬁl-1/2 (1+r)_1/2 (1-1‘)—1/2 ~[ dy =

x
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—_— 1 /"

/ / . -
= YL (1+r)—1’ 2 (1—1“)—1/2 (x/r) (1-r) = 1/L/() TYJ/Z}
L0

; 9}
0 < r < v ;<(‘l—r)1/’>1.

Im ecte paco er 1(1-_7') > (‘l—r)1/2 y por consiguilente

x(1=7)"r > ”—r‘) 2 ,0:do que 0 < r <1,
Ahora
5 *(r ,
-1/ -1/2 -1/ -
(2.0.5) U7 (a2 (1op) 712 X J eV ay =
X
x+J|—1-
/ 1/2 x 2
- ()77 (a2 e eV ay
X

+
—~~
—_
!
3
e
|
-
)
N
1 ,ﬁ———
Qo
1
e
D
[P N
<
S |

X +Yi-17
y so tiene
wav1=1
2
(2.7.6) (1-1)71/2 &% J eV gy < 1
X
Jor oty anrie
X/
-1/2 \'? —y2 <
(2.9.7) {1-v)" "% ¢ C dy S
X4Vt
< (1—]"\!-1"/? e” exni [x+(1 1/2_]2}[(1(/1')—(x+(1-r)1/2)J T
. 1/2
< (1-1‘)‘1/2 ..éxpi-(1—r)}exp{—2x(1-r)1/2”:(x/r)-(x+(1-r) / )] <
< (-2 expl2x(1-0) V2] (x/r) (1-1) €
< (1/293 ) sup e-lu‘ lu| .



En consecnencia,de (2.2.5),(2.9.6) y (2.9.7) se tiene

x/t
2 2
(2.0.0) T2 (147)71/2 (J e™  ay ) e <
>

-1/ -
<7 (1w (1/25) sup o1 )
u
Para x=0,tenemos h(r,0,y) = k(r,0,y),pero k(r,0,y) ticne
la forra racuerica;entonces este caso no ofrece dificultad.
Tinalm~nte,combinando las acotaciones (2.9.3),(2.9.4) y

(2.9.82) se tione 1la parte ii) de la tesis.
2,10) Si llamamos

o -Iyl2
£ (x) = sup K (r,x,y) f(y) e dy
TiseeesT A

o . .
el orerndor () +tiene las mismas propiedades que el co-

rresnondiente de la aiferenciacidn fuerte;mis precisamente

2.11) LaOiuin: Si I}L(z) ¢s una Transformada de Weier-
strass,nocibleamente definida sdlo en zj=iyj,j=1,...,m,
donde loo Y5 son reales,y llamamos f(s,x) a -&m:K“(S’x’y).
T(y) exp(-lylz) Gy tenemos las siguientes cotas para el

operndor f(x)

(2.11.1) £(x) = sup | TC? f exp|- 2. (1x54y;) }
51,...,Sm Rm '
L4 If(is‘IyT’-c.,ismym) dy =
% —lyl2
= sup K (s,x,y) f(y) e dy
S1,...,Sm Rn\
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i) i n>» 1 v e LDG(HH) se tiene
x [ af o T e
a) s lln'.m < C(n) !lflln,(}
r\/,., ‘-\, Fal 1
n) Jirfa, v - L(x)ﬂp,G——éo con (51,...,sm)——(1,...,1)
ca N s al s +; | -1 ,n .
ii) Si [~ jf)" e & G(H ) se tiecne
v ol 2%y omixl” < | + m_-1x|?
al Jr(x) e ¢x £ A+ B I f1(1+1og” If))" e dx
Rm ' ™

n) Nfere,~) i'f(x)“1,G——>O con (81,...,sm)-—(1,...,1)

1

iii) Si }fl(lo;§+lf\)m_1 EL Q(I{m) se tiene,para 0 < & <1

2

| L | L
a) J = ot g <o an e (etogt e )P Tem X g
o = Vmyal mya ’

R R'"

' 2
b) J \f(s,x\ - f(x)|“ e’lxl dx -0 con (31,...,sm)_§

iv) 3n los ensos i),ii) v iii) f(s,x) también converge

suntuslmente an casi todo nuntojy si la condicibn iii) es
verificnda =sHlo localmente,se tiene convergencia puntual
en casi todo »unto en ese entorno y ello es el mejor re-

sultado posible.

v) Si m=1,se tienc para una mediada ‘fkno-negativa y q -

aditiva
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o)
N

, 2
a) G{.‘J(}L*,/\ )} < (¢/ A ) J e~ !Xl dw

=00

h) /u (s,x) converge en casi todo punto para s—s1

o x 2 r 2
c) J (M (=) ) ™™™ ax g o, + 0y je""‘ dp
-0 -0
Demostrzceidn: Del LsMA 2.9 se tiene
™m
(2.11.2) :-:""(s,x,y).g _l;r h(sj,xj,yj) = h*(s,x,y)

* . .
Por otrs parte,h’ (s8,%,y) s un caso particular del LEMA

1,15 tomondo © d}x i = exp(-sz) dx ;entonces las par-

3
tes a) de i),ii) y iii) resultan probadas.

Desde aque 4“2y convergencia puntual »ara un subconjunto
denso en qu(Rm),p > 1,usando la desigualdad maximal
jiii)a),se tendrd convergencia puntual en casi todo punto
en la clase L, log” Ly ¥ también en las clases LpG,p > 1,
Yy Ig (log™ L,,‘_)S con s 2 n-1.

Ias nartes b) de i),ii) y iii) siguen del hecho de que
hay conversgencia nuntual y como consecuencia de las desi-
rualdades maximales también convergencia dominada.

Si f pertencce localmente a LG(log+LG)m_1,el operador
maximal de diferenciacidn fuerte se comporta del mismo
modo que el clasico de Jessen-Marcinkiewicz-Zygmund que
muestra que iv) es el mejor resultado posible.
Finalmente,si cconsideramos el LEMA 1,15 con m=1,vemos que

las cotas de este caso son similares a las del LiEMA 1,103

entonces la narte v) esti probada.



6

2.12) Tu0riMA: Jas sicuientes dos condiciones son equi-

valenties:

i) TLa funciébn I(z1,...,mﬂ),definida en todo el m-plano
Iy
. m - . s
complejo C,es uns Transformacibn de Weierstrass de una

funcibén de clase LpG(Rm),p > 1.

ii) La funcién I(z1,...,zm) es analitica en todo C™ y

tiene las nroniedadcs
° 2

a) J \I(is1y1,...,ismym)[ e v} dy < o
Rm

si 0<.c.j<1 (j=1,¢..,m)

i ;o 2 M
S ‘J exp{-~ L(iwj+yj)}1(is1y1""'ismym)dy Pelaw <
Rm Rm '

Donde lo ﬁ*’wj’yj son todos reales y A no depende de los
J

S:e

J

Demostracibdn: Del Lili 2,7 y parte i)a) del TEOREMA 2,11

se sicue que i) immnlica ii).
Sea nhora I(z1,...,zm) en las condiciones de ii) y por

simplicidad ponganos

(2.12.1) f(s,w) = TC'm/QIJ exp{ - ZE, (iwj+yj)2 .
R™ '

. I(is1y1,...,ismym) dy



De 1a ¢ dieidn b)) ae inne

2
(2.172.2) J | £(s,w)| P T 4y < A
km
thora,ussnada 1o eomoacicad aébil de las esferas en LpC(Rm)
x
nodemos colocgionar una sucesidn F(sn,w),sn=(s$n),...,s;n))

s1tisfaciendce las sisuientes condiciones

/
~wl?
(1) J£(=,,w) alw) e dw —>
Rm
-lwl2
_ T{w) s(w) e dw

Rm

(n)

pPara Sn—)(1,-c.,1),0<sj < 1'j=1’.'.,m

]
. . m
v nara toda funcibdn g perteneciente a LpG(R ),

con (1/p) + (1/»") = 1.

(2.12.3)

(2) Neell, o < AV/p
) ,\l'
l
S
Desarrollande la férmula (2.12.1) para s »se obtiene

m

(2.12.4) f(sn,w) = th—m/Q exp{ ZE: wjgi .

. o
[ a2t 912 20304 ay
Rm

Por otra narte se ticne

(2.12.5) TE_m/e.J exp} -‘fi (iyj—wj)zl f(sn,w) dw =
Rrm '

Lot

o 2
- 'ﬂ:—-m/:. exp( Z yj2) j‘ 821<y,w> f(Sn,W) e—\Wl aw
1 Rm
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n consecuencia,de (2.12,4),2.12.5) y de la unicidad de

la Transformnacidn de #ourier se obtiene

m

(2.12,6) I(isny) = TC_N/QJN exp’-.Zl (iyj—wj)sz(sn,w) dw
R™ ‘

Ahora h=cicndo tender sn—9(1,...,1) en (2.12,6) y usando

el hecho que exn(-2ic<y,w>) onertenece a LPC(Rm) se tiene
v g

m

(2.12.7) I(iy1,...,iym)='ﬂfm/2J(exp,- Zil(iyj-wj)2ff(w) dw
R™ '

De acuerdo a% Lila 2,7 el sesundo micmbro de (2.12.7) es

una funcién analitien en todo el m-plano Cm;y desde que I

es también analitica en todo CT y ambas son iguales sobre

las 1lineans iyj,j=1,...,m,ellas deben ser idénticas en todo

m ., .
C.lsto concluye la demostracidn.
2.13) Pon~amos

N n o .
f(r,x) = 2 r- ¢, Hn(x) , O <Trj-<'1 sy J=1ye.a,ym,

14"
donde los Cn son lors coceficientes de Ffourier-liermite de f.
Llamarcmos a f(r,x) anroximante Abel de la serie de PFourier
Hermite asociada a f.
Unt serie de Mourier-Illermite de una funcibén perteneciente

D m . o . .
a una clase L F(H ) esth bien definida si p > 1;sin embar-
I

0,51 1 < p < 2 necesitamos condiciones auxiliares para
asepurar la convergencia absoluta de sus aproximantes Abel
(algunas d¢o ellas son dadas en[:3] »Paz. 450,en el caso

1-¢imensional).
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“l “‘h"

\r

X

£ (x) = sup | £(r,x)| ,0 <r <1, §=,e.e,m
r1,...’rm

veri®ieon las siguicntes nropiedadns

i) i £ e 1. (™M ,o > 2,entonces

7

r

a) 'l\f*llmr, < oo fifly o
b) If(r,x) - f(K)“p,G—é 0 con (r1,...,rm)—9(1,...,1)

¢) f(r,x) = f(x) P.De

ii) 51 fe L™ O J,l/?(Rm) ,0 > 1,entonces se tienen

1ss mismas conclusiones de 1i).

-IXI2

iii) Gi j f1(1+ogt e N™ e dx € ® y también
Rm

f & J,/,,(R") ,entonces
J

9] . 2
* _'V [ -
a) J £ e ¥V ax < A+ B j 1£1(1+20gt 1 £)™ e~ ' X1 ax
R™ m Rm

b) lit(r,x) - f(x)“1’G —0 con (r1,...,rm)——a(1,...,1)
»

c) flr,x) -~ £{x) en casi todo punto.
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. e | 4 ppym=1 ..\x|2
iv) Si Jmn\fl(1+10g i £]) e dx < o y también
f < J1/2(Hm) yentonces nara 0 < X < 1,se tiene
N o 2 o
a) J(f”) eI X1™ ax < A, + B J £ (14dogt 1 £1)™T
_m X Tyd {™
.2
P L

' 2
b) lv}f(r,x) - f(x)‘“ o~ I1XV gy —. 0 con (r1,...,rm) -

- (1,...,1)
c) f(r,x) "—> f(x) en casi todo punto.

v) Si f verifica leocalmente 1la condicibn

2
j |f|(1¢1og+|f,)m-1 0-Ix| dx < o
A

y también f € J1/2(Rm),entonces en este caso se tiene

conve>soncin en casi todo punto en el entorno de A.

vemostracion: Sera neccesario probar la siguiente igualdad

nara los difcrentes casos

2
? ] *x -
(2.14.1) Z L C, Hn(x) = J’ f(y) K (r,x,y) e Iy dy
" 2m
Comenzaremos con el caso i).
51 elegimos una funcidn f de la forma ), ¢, H, (x),donde

la suma posee un ntmero finito de términos,se tendri
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B-»\ al
(2.18.2) /e whix) = /), o (j £ HMy) .

1"1'<N'7; l“ijjj R™
2
. —lyl dy ) H (x) J f(J); ;Zl g A(y) H (x)} vl dy
g™ {5 <Nj

Ahecra si cenotamos oor M el conjunto de multiindices para
los cunlee Cn£0 y vor Ii' el conjunto de multiindices para

los cuales ¢ _=0,se tendra
n ]

o i ) 2
(2.14.%) j £(y) i )\ ) 10 e ey =
g™ 2

= .J f(y)? 1 n H:(y) H (X)i —\Y| dy +
R™ MneM
. | _ 2

+ J f(y); ro Hi(y) H:(x)] e~ V1 dy =
R™ neM’ )

]
—e—
=
—_
[
-3

=

Xee) y™ -1yl
1 (x) nn(y)] e ay

do acuerco 2l hecho de que nara 0 < r < 1,3=15000ym,y fi=

jado (x1,...,x ):

m
(x) 2 " (%) H*(y) nertenece a 1 (R ) como funcibn
Ao n n
de (y1,...,ym).

Zntonces d¢e (2.14,3) y de la férmula de iiehler (2.3) se
e
tiene para toda funcién f de la forma /., ¢, H,(y) 1a
iy <N}
identidad

r

2
(2o1a) Do wNe = | Kirxy) £) e gy
-m

n
Rm™
thora,fijado r,0 <.'rj < 14j=1yeaeymy ¥ x=(x1,...,xm) la

sarie azhsolutamente convergente
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51 .n >
(3%x%) Z__,r() Tixy = <7, f >
n 'n
constituye un funcional lincal continuo sobre LZG(Rm),
aue tiene renresentacidn (2.14.4) para un subconjunto
7 o Yy e ~na d\u o * . T2 m
denco, sntoncas,desce que K (r,x,y) pertenece a L C(R )
)
R . = P
para X—\A1,...,Km) y I'(*1""’Tm) fijos,0 <:rj~< 1,
i=1, 0., como funcidn de y=(y1,...,ym),tendremos la
. . - 2 m
misma renresentacidn puara todo L C(R ) ¥y en consecuencia
T
LM m
~qra Sodo L C(H ) con p > 2,
)
finstmeavito s si wrabanos (2,14,1) para funciones de la

-

clage J1/2(ﬁ'),1nr nartes 1i),iii),iv) ¥ v) quedarin

L

nrobacaa,

licandén o1 =echo que

2
R . . /2
I Bo(w) \ £ K e“" !

las sigmientes colas darin el resultado descado

(2.14,7) y{ {'ZZl ‘rn 1 (x) H:(y)l j | £(y) ] e-ly\2 dy <

Rm "
- m 2 2 2
< J @ 1T (e ™" o X172 91200y IV gy -
Rm j:i ¢
m >, 2
= x° T_r(1-r1)'1 o 1X1 /2 \j\ £(y)] e~ WI/2 dy < @
1=! ' Rm

x 2
(%) y (%%) resultan de la cota l H (w)‘-< K e\w‘ /2.

2.15) Ahora crtudiaremos la férmula de inversidn de la
Tranafarmaeidn e Weierstrass en el caso dc medidas.Si

/A es una medica elementnl definida en R y si w denota



] . - LR M

: — — - w
. « P . Ve .
su variacinn,oenton or Yo condicihn

h] . |2
dw < ®
m
R™ &
acour . 1o coistereia da s Tranasformacibn de Weierstrass
cohre 1Tine 5 v (i=1,...,m).D2 acuardo a (2.8.2),nece-

altnremss eotadiner 1o ivtesral

~~
r
. »

;
=

/AN m ?
_r. 0 ,)‘(n{_ 3 (-i-‘-'".j"':;" i) .
o ) ¢ J

2
. . R x -
. I ’L(i::?‘-‘;‘f’...,lcf’]:’:'f‘.) ”.‘)’ ‘q’\ll’.y) e \y\ d/A =

I
~

1}
TN

.-
-

<

donde . <1,i=1,...,m y las variables yj,wj son

[2

2,16) .iraonr tue )A(ﬁ,w) converge rectrictivamente

cnando (~1,...,sﬂ)-—>(1,...,1) ,oi el 1limite

lim (e,w)
STV ST IR

0 a las condiciones
-t K (1-r)/(1=85) < @

para al;~an € > 0 vy para +odo nar (i,]).

) . . 2
2.17) Zaa: 01 1e,) € %, (3=1,000,m),b > 1,N >4bT y

L}



1/7 < v, <1 ,entonces

m
02 P | -
e,y T T2 it IT{A(M’b) (17" V2.
i '

),
- > ~ /,) I -
O:"r')_<"/"':"":i)//(‘]—]"i‘)1/{)}‘ (1‘T'J?) 1/?. .

. 2%Dn )-_q;:;.f’h) ((tj—xj)/(1'3“32)1/2)2] }

Berosivaciom: Serd neecesario ovrobar solamente

2 .
4 4 { - pvd - P
(7)01/0|) \l.;,‘(j)t \ C V)( tj ) \\

=
1
-
N
]
A
]
-—
.
S
pg
og
—
Q
»
e}
|
o+
Cds
~ND
g
)
"
S
|
‘ P
-
|
>
e
~
~
~~
—
|
o]
e
S
—
N
—
N
+

- 2
PUPNEE A L] N4/
£ T ) 1/"?ex0(—L.i"')')e:r.p{-a(r-“:,b)[(tj—xj)/ﬁ-rj?ﬂ/?‘] ]

L5

rd PRI
1 ]*1.l N , T Lienc
(2 ~
170D + 5 ( 2 =
(2.17.2) vy, ty) eol-t7) =
v i ¢

- 2
S~ -1/7 241 2’
= [IL (1_]' _-]/ ,]-, ENSD G (1‘;4-;{1rj)/(1-rj ) / =

e

2.1/27 °
[.—Tr(‘.—':'“.p\]_1//2 exy - ('ﬁj-xj+xj(‘l—rj))/(1—rj ) /] <

é{_’l‘((%‘-'j:'\\]-V? exp —[(tj—vcj)/(1--rt_.]2)1/2]2 .

. exn[? \tj—xj| |xj\,/(1+rj)J exp [-x32(1-1'j)2/(1-rj2)] <

~ " 2 v 2 2
< LTT( 1=3 )J—T/.-: e:cp(u.t-lb)exp{—[(tj-xj)/(1—rj )‘Texp(t(-])exp(—tj)



" 2
- Y/ 1t 1/2J Y v 2
i \j//\‘l .]) (,A‘,('—tj)o

‘...
p=
~~

|
—
1
—
\\‘
N
SD
o]
"
Y
>3
[l
!
/\’

/’)
(2.17,';‘\) T" 1-r \] =107 ey /t]-r <, )/(1—- 2 1/?}

= lL('I—‘.‘.,‘] exp{-t.7) exp L(-r. . =r. t."42r. x. 8 .)/(1-r, '
[ ‘ ] YT : 377 N b J)/ J )

éhT_U—v-’ZT] _1/?(3)(;\(—13';) ox;)[—rg/( 1—1";];)] XD [?rj [xj] \tjl /( 1—r§)_]

2

Losds uoe ’\t;‘ > !1',11:.” > o> ant > ltb]xj, sre2ulta el

Gltime L5 aivo de (2.17.7%) dominado nor

~ 1/ o i~ >
(D170 [’\T,U—ri")J 1/‘?r>:{_r)(—tj") CXDL—(rjtj?-(2/1+b)tj2)'

r 531 =172 o D N
SuAEELS] t exp(—!;_])oxp{—[(h-1\,/4b] .tj/(1-r§)}

3
4

[T‘u-r \J”/"oxn( 27 ex { [(b 1)/4b“_ (1- r2)1/?J !

Lhoria,teniondo on cnenta \til > My ]xj]-< b<IM, se
tienn parn \t].-x.]\< O('o ‘tj| para algn K, > 0 ,y en

consecusnocia

(2.17.5) [TC(1—r§)]_1/20xp(—t§)expi- [(5-1 )/mfj[tj/m_rj)‘/z] 2} <

$[W(1—rg)] -1/2 exn(-t% )oxn%—[(h 1)/40{15”:(1; -X . )/(1- ?)1/2J 2}
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Lo ounr fo» . ina 1a <o sonhranidn.
D1 Do Ui oo mn modida clemental tal que
2
11 <
e iw <
Rm
donde v domeh 1 variacion de )A ,entonces
(e x) =10 7 J > 2
i c.x) =10 T exny - 2! ix 4y.) "t T lis,] i d
) }}- ' ’ ’ l{ ) ( t) JJ) } F(l 1J1,...’lsmym) y

RM
conversa wasi-iectivamente on casi todo punto a la funeibn

de densidnd de P’ ,v,mas alm,si

sup | Msyx) |

01’...’Sm

(\L*(X)

con O ¢ oy < 1,0‘1 Z (1—:51)/(1—sj)< 0 ,(i,j=1,ee0,m)

se tienn

. * \ . ' -Itl2

ii) \ 3(/A , A ) ) Qb‘ < (“b,O/ A.) e dw
RM

donde Qb dcnonta un cubo centrado en el origen y con aristas

de loncitua » > 1,

iii) sSi ﬁ& a5 una medida elemental pertencciente a J_1/2(Rm),
entoncoﬂ v cerie de Fourier-llermite converge restrictiva-
mente en cani todo punto a la funcibdn de donsidad asociada

a ﬁ” y mis airn,ecl operador maximal de las aproximantes

Abél verifica el mismo tino de desigualdad ii) pero asin el

factor exnononcial.,
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-

Demostracidn: Si }xj] < b, ]/&(n,x) \ esti dominado por

v

(2.18.1) ’ W{ a(ii,b) (1-.7'].?)—1/2 .
3

gmo

2

i 2
NI RA-2n B 2\-1/2
. exn 'L(Xj'yj)/(1-‘j ) ] + (1-rj ) .

. exp (—a(ﬁ,b) [(xj-yj)/(1-rj2)1/2] 2) exp(-]y\z) dw

otn cobtn sicue del Lakia 2,17,
Por otrn »norte,del Liilia 1,5,resulta ii).
Iz eonver-omein puntual sircue de 1a desigualdad maximal ii)
y e unn an {eacibén del LEMA 1,15 al sersundo miembro de
(2.18.1),3 finalmente teniendo en cuenta el hecho de que

v . . 1 m
¢ PAGR il Le ! *1 D3 L f : i 4 8 .
hay converyeneia puntual nara un conjunto denso en L G(R )
La narte iii) sicuec éel hecho de poder reoresentar la apro-
ximante aAbel de W medionte el nficleo singular de Abel-

. . .. . ) . . m =
lernite,nn efoecte,si pA = J_1/2(R ) sus coeficientes de

Pouriecr-=icr=ite estin bien definidos.

. 2
c, = J 11 M%) i y le. | € KJ M2 4y £
Rm Rm

¥y 2n la misma forma como lo hicimos en (2.14.5) se muestra
que la anroximante Abel asociada a QL pucde ser expresada

mecdiante 12 interral

Kx(rsxs.‘/) d (y)
g

la que cstA en mbédulo dominada por



- m
2 _1/0

X I l { A, b) (1-rﬁ“) 1/2 .

Rm "‘-.)

-
Y \1/2) 2y-1/2
. XD —l(xﬁ—yi)/(1-r1‘)1,~] + (1—1-~j ) 1/

2

2.1/2
] GX?(—D-(E';,})> {(X:‘_:’yj)//(‘]—rj ) /-] ) dw

. P
nato ter~—ina la dorostraclon,

48
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PARTE ITI-5UMABILIVAD aApsh LE La Sinll MULPIPLE D

—— —

LAGU.ie o & SLuaa BT L1 ual) Colali0-BOCHHLR-RIESZ DB LAS

OuRIES L ULTIP LGS Lo LaGuliitits Y HeitiIle,

Gomo dijiren r~v 1n introduccidn,en esta parte se trata

de extonrier todos los reonitados yn probndos para suma-
hilidene atal de 1n aorie stltinle de ilermite al caso de

1a =eric =Mitivle de Laruerre.Como en el caso Hermite,

las anroximantos Abel fe 1a coerie de Larsuerre se pueden
exnrocrar acciante un ntceleo singular cuasinositivo;sin em-
bar~o,Ll- —~cotacién de disho nlicleo es algo mis dificul-
tons cue o el enco (el nideo de Ahel-Hermite cuando se

trata ¢ nrohar deacisunldados maximnles,

B 1=N0lL il sl laa Cluiins

3,1.1) &P ﬂ((i ) éenota 1n familia ¢e 1las funciones me-
\,','.

dibhles ieho. o rue aefinicas en Rm+=R+K see X R+ yt1les que

m

: o m <Xj1

(3.1.1.1) J\lf\' exol - Z] xj) IJ xj ox1...dxm =
R !

= jiflne_x ¥ ax < o

m

Ry

donde 1< p<m y log cxj (j=1,...,m) son tales que

-1/2 < O(i< @®.

Ta noymo de Lpqu(cx ) se define de la siguiente manera
2,7



E:. :.. :.. :o: e, o SO

- AN T dof i - ‘
(5.1.1.73 Ll (e, 00) U6 ¢ J l£iP o7% 3% ax y1/p
com 15 v <.
- \ + L - - . . . . .
7 1.2 e (L) devotn la Tanilin de los mnelinomios
2 . ~ : T . . ~ e s - - .
maltinior e Lacoesro cotividons ¢e 10 mlgulente nanera.
Can o= Torig! w, -
Lon n-\n1,...,nm),nnnna enas N (j=1y¢..,m) &5 un ente-
. / N
ro no rosntive v S (9(1,...,0(m),(i()ﬂue O(,] (3=1,...

eeeym) o i pnrdmetro ranl tal que -1,/2 <K O(j <m.

Ahors
m
~; \ N ’:' -
(5.1.2.1) =EX ) ‘-,—‘Z-W{P(n.+1)}1/gif’(n.+ o<.+1)} /2
1) j=i 3 ( J J
(X )
. IJ J (X.)
n. j
J
(X))

aqui L (xiﬁ ce el n.-6rivo polinomio de Laguerre de

i ‘ -

parinetro X, on la vorianble X (ver LZ] yDAg. 99) ;
(O(.) o

Lo (SJS): 1 ,ner fanto

*ijado o = (.’7(1,...,0(
I)
tonoraal en L“O (X ).

M A

i reislidnd si nosotros pedimos =1 L XA j <o (j=1,..

«yMm) timhifa tondremos un sistema ortonormal completo

en ~ute cuso0,poro on este trabajo nos limitaremos al caso
0(7. v -1/2 (j=1,...,m).

3,1.%) ©i fruZ:Cn L n) (X),n0s0tros denotaremos f(r,X) a



£NE L LR s 5

su o anroximente Abel,on doeir

N 1 n

T T eV (T e #1) 712,

3
S
4

O( )
g (xq) el r‘(n +1))1/? P(nm+o( +1))-1/?‘ .
1 n m

(o)

oL (« ) €
N, m Myeoen,
3,1,1t) Poaw T8 () entendoremos la funcibn maximal aso-
cindo » “(»,X>,0 deelr
pER( - el . ' ol X . ~ .
FET(X) =1 sum LX) ] 50 <r, < 135=1,...,m.
: 9 . c,r J
1 m
3.,1.5) ivernn oue /u—(J es una medida elemental
fafinida ~r ﬂ”+ ~i se vorificean las condiciones de 2, de
Tn CrnUl. eevresnondiente a 1a PARTE I pero restringidas
“m
a R,
L
L1.8) rariceidn Wode }L cs definida de la misma mane-

ro ooma a4 7, Ao 1a BOPACLOU eorresponciente A la PARTE I,

2,1.,7) Tnoe coeficicntns de "ourier-Lasuerre de una medida

elomental ~et%a Gerinidos de la siguiente manera:

. def Y(X ) o . _ (‘x)
Ch g ), S00) (X) dfk ; rL(r,X)— 2: Cn ( ) (X)

siemnre v cuando las integrales existan absolutamente.
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1
To1,4) Lict nnoque rosicude restrietivomente a (1,.,..,1)

51 exicta qmonfdmers roal cositive 9,tal cue r-=>(1,...,1)

comatido 10 concicicien
\—1 L \ » .
& < \""-"-/-(.1"'1”1) < o3 0<r. <15 i,j=1,.0.,m,

—alintn ot CUas i Thiaes CuNCaiuid il o La SUMABILI-

I Lo LT TR S TR S AL S DR
L1l AN s Lay owaaiiads oL UL ie D Lhudoildw

3.0,1) Fociooed 13

C a2 i .
i) 51 7 & L (XY ,» 22,f(r,X) coth bien definida y

o -~ 4
e,m

A) e, = vt 1 fe, %) —> © cuando »=»(1,...,1)

D
B) .‘/\T‘"‘: —> f‘(j(} T)”.J' Cuﬂ"‘.dO I'—)(1,...,1)
2) ” | IR I heli (e,ol) ,donde C_ depende solo
\s . e \ 1n - _p ‘9 9 ', p M0 )

de m.

m

i3) 91 F(r,,...,x) exn(Hp 27 x;) € P (X)), 1< p 2,
1 N ‘ N R

para 2letn P> 0 kal cus 1/2 > Qf > (2-9)}/2p,enton-

cas loe micmoo eonclusicnes A,By C de i) son vAlidas pa-

m
111 si It (ot e D™ exn(2™! 2 x,) € L1e’m(o(),en—
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A) f(r,i}) —> £(X) »n.n, cumndo r—(1,...,1)
B el e o) € o0 or JHitloa®ie)™ || (e )
donde C, y Q! doved~n 56lo de X = (C*1,...,£Km).

()

™M
. ws 1. + ooy =1 -1 1 . 1
iv) s5i If|(log |;|) axp (2 Z,xj) € I e,m

co Liono
A) Alr, 7Y — (X)) p.n. cuando r—=5{(1,...,1)

py Il e ) - l\'1(e,o<) €1, 4+ B M \E1Roet )™ “1(e,0()

lo QAE. L Gt

donde ¢ <3 <1 3 D, . 9 L dependen sdlo de (oL ,i3).
Ay 13 oLy B
1< 1
. - -1 57 .
v) 8i 12 exn (2 7 x.)) € 1 o m(CK) ,entonces
T

A ]’
\

\\ Hr, ) = 000 l|1(e,0<) —= O cuando r—={1,...,1)

3,2.2) To0.Lus 2 Bi )A es una nedida elemental definida

!;‘m
Pay

en o v, rineibn total finita,tal aue

+ !

donda dW donotn 1a voriaecidn de /¢ ,entonces }A(r,x)
converse en casi todo punto cuando r tiende restrictiva-
mente a (1,...,1).

31 limite e=s la funcidn de densidad asociada a /b con

- >4
respecto a4 la medida e Y Y day .
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AP WA T P R
?‘.-_7‘—':()“4- liny WG ]'L.[.Illlu—:!l\“dy

3,%,1) Ta sicuicniec identidad ha sido estanlecida (ver

0O
22 |
(3.3.1.1) 2, Thmeny T T (neocan) Lr(l(x)(x) Lgd)(y) =

]
nN-=-o

= (1=r)"" exn -g(xw‘)r/(‘l—r)}(—xyr)- x/2 g(_ii?(—xyr)"/z(‘l-r)q}

J'o( (7Y draotn 1a fumeidn de Bessel de orden X,

Un nrodurts formal concunoe a

‘*’_);;_‘c--s B
(3.3.1.2) ‘7 . T“(n1+1)... r\(nm+1) P (n1+o(1+‘l)...

" ey (&) ()

(n o+ +1) vy ...ry JJn‘l (x,) Ln1 (yq) -
(o) (X ) NES I

: L A nory = n r =
an Vi -,nm \"m) B Z'Y‘_‘ r L(n) ().) L(n) (Y)

m
I >
v =1 -2 /2 1/2
f‘!_ -y » J/ R ? - . . .
(1-ry) (=% .y ,j*j) JD(J_{ > ( xJJJrJ)

J-\ L.

4

. (1-rj)"} eXD -{ 2; (xj+yj)rj/(1—rj)} = Ko((r,X,Y).

Nosotros noe referiremos A Ko( (r,X,Y) llamAndolo Nacleo

Sinfular itinle de fHille-hiardy.

m

K Ay l—I—i exp(xj/Z) n

(K5 /2 + 1/4 = 1/12)

e aa ~ 1 /A v S n { 4-1 m)



™ S anamme. o oadan . o 0 o ] 2 e o - —
aaqul & derende colamorte do X =l A, 0., X ).
e \ 1°? ’ m
.« . R -~ -
ii) O < Ky (r,{,V) < e (r,¥) < m
[d {

nrna (L, <1 3 0L X, <@ ;3 J=1,...,m,

Denoctrocidn: Considarenmos el caso 1-dimensional y tenga=-

mos e~ cuenta 1o sicuiente férmula (ver L6 ] ,phs. 106)

(3.2 Y7 M )72 1070 (0

= 0" T )] T2 e ] (a2
AL

172 s k1) J (15X V2w (V24 gy
-

i,.(5) incies el 2n=feimo nolinomio de Hermite.

Por otra nnrta as,l(wer L()] , A, 240)

9]
ﬂl'/ / -
\HQn(c)‘ < B e /2 (2n!)1’2 o1 (2n) 1/12

o
0

dande Lo ecoto 3, no cenenio de (n,s) ;entonces

Lﬁci)(x)

[nﬁ/rw(n+d+1)]1/?

estd ceriinado por

(3.%.2.2) Co(( r1(n+wi+1)n!)1/2 (2ng)‘1/2 ol n‘1/1? .

+1
. ( S (1-47)%=1/2 4y ¥/2
o
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Aora,res anticreidn de 1a formula de Utirling da
/ /? 1 - 2 1>
(507,070 ()7 (H i)y 717 Lgn))(x) <

7/
_ . v/ = e 1/~ 1 /102
:;\\ Y O n

Teni-nds ~v cuenta cue

hag)
Nk, T \1/0 -1/2 (%) }
I{ oy ) = |-H(njs, (P(njw«jn)) Lnj (x,)

e
se ontisn. i),
2

soncicrremne ahorn, fiiados r ooy

- v -l
(3.7.0.0) 1= axp = () /010 ) (cyr) T %2
r V12 -1
T T ol —7)
. TU( RN (1-7 _]

Tanienio an ansn<a cue X > =1/2,podemos usar la siguien-

» 2
te formila

\ 1 - - o
ooy g () = 1Ty T e rrs2) (s/2)%

L) (T—T’

D=ty [Tk s1/2) (1)~



Jor conel cuionte

=0/
(307‘0"‘\-(‘) '(—'.(:,’1") -

) 1,/2

)% I_f-’(-xyr) ’?/(1‘r)]| <
., K -

< o) (=07 arn [ty V2 1o |

En conreecuenein, (2.3.2,4) esth doninado »or

vt e e e oo -1-& {7 2
(“.3.7.7)  Glel) {(1=7) 1 exn{-[;r+yr—2(xyr)1/éj/(1-r)} =

= eV (%) (1—r)—1-cxoxr{—l}r+y—2(xyr)1/%y(1-r)f <

< cl X)) o (1-?)_1—¢\

- vor multislicaeidn s obiione ii).

Lom
AY 9i f(x1,...,xn) cxn(2™! 21 xj) & Ije

,m(c(),entonces

i) £ ticne coelficientes e Tonrier resnecto ¢el sistema

{ZS_S‘Q(-Q‘

Do\ e . ) .
ii) i f ~v Z; Cp L(n) (X) y 0L rj'< 1 4 (3=Tyeeeym),

entoncer

I o, i - ) e
. O Ly () = r r °¢ .
ie] ("[) \‘{) 1 ooom n1’...,n

ag!
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1170 -1/ 11/
. { ! R PEAN -/ "“1*0(1“)“‘[ 1/2(‘“"1”) y
. P Y ok +1) ].(‘ ‘)('() oo L‘O(M)(X ) =
m m n 1 n m

11 ;m

- j L (r5,Y) oY) o7 y* ey
R

Gomo ~ate Koy (r,5,¥) indica el nlcleo sincular mOhltiple
de 11T o-Terdy,

. < +N . .
3) %1 &€ LI feXy ,u 2 2,ontoncer 5o tienen las mismas

conclusione. cue on L),

m
N s Al SR - A - Y — X . 1P .
¢) 51 T{x yoreyX,) oxnl( 3 Z|1| x3) = f ey €L e,m(d)’
1< n < 2;1/2 > % > {("-p)/?p jentonces se tienen las

mismae conelual nes cue en A),

D) 2o (r X)o7 YT Ay =

Dexnostraciin:g Tea £ bajo 1as supos 101'mes de A,

La sievioate interral cxicte por el Lilia 3,3,2:

j\ Ko (2,X,1) £(¥) e Y™ ay
R
+

Ahora oboorvenos que

1]

—
N
.
N
®
N
L]
N
—~
H
o
/'\/'\

X
X Ty

= 2 r?1 ...rnm n1!r14(n1+o(1+1) Lr(ld‘ )(x1)Lr(l1o(' )(y1)

m . 1



oo nm!‘1 -1(nm+o(m+1) L(;i“)(xm)ngym)(ym) <
WA ‘ wm - L“’A

< |1 el ] TT[ZI“ :
el Jj* “je

n? /2 4 1/t - 1_/12)] »

< J_S(r,',...,rm,o<1,... _l-_lexn[(x A+ . )/2] =

J—|

B, %) /2 X/2

Tas dociruaidades de (%.%.3.1) sifuen de la parte i) del

Lo 7,7,70,

Por otr: »Harte

~ l i O()
=2jf7ﬂ in:\.:‘){\g hL("l) (Y) e Y dY}:
™
Ny
~M X ) X)) =Y - g
} Z:“ ) o E 0w E jeco | ¥7 av
RT

v ol
Y v ay

m

r [~ ~ .
o | D [ES @ E o]
RT

r - e
< Br,x) eX/? J lr)) e¥2 ¥ av < o
oMM
+
ahora mnode~os intercarbiar suma con integracidén y obhtener

A II).%a v te i) de A Tesulta de 1la cota i) del LEMA 3,3.2,

Anora sn-ongamos que f povtenece a o o) ,p > 2,

IIN



e

Pe 1a ¢-eiminldad de YAlder se tienc

(3,700 S \‘\ CY’/;) (‘.-” Yy é
"
"/,
S IR N P [ EYZCMCE RN

é G(“,‘X\ ”p“,)(cy")()

Lo Acotnoiin del‘ey/z‘\p/(n-1)(e’o<) resulta del hecho

\ -~

que p/(~=i) < 2 si p > 2.20r tanto las conclusicnes i) y

ii) sirmen nors 1os faneiones vertenc.icnies a Lpe m(‘X)’
’ .

P > 2,301,022 £ onartenceiente a L“Q’m(cx);para X

fijer, 0 < r. <1 (j=1y.00,m)

2 A A o
-

. . . . 2 -
“ aziomnl linenl continuo en L7 m(c().ﬂada la cota
, As

i) an Li.wiin 3,1.2 se %iove

. AJ! \
(3.5.7.5) (LN )7 < o
n

\ -

p."!r"! C<V‘. <1 (j=1,.oo,ll).

?or otr parte,nsra un suheonjunto denso,por ejemplo LP (x )

e,m

cor p > ?,el funcional tiene la representacidn

(53,700 [ Ry (rxyy) ) e ¥ ay
m
R
Por otv~ narte de ii) del LEMA 3,3.2 para r fijo y X fijo,

K3<(r,, 7) es una funcidn acntada de Y,por tanto X (r X,Y)



01
nerLins o T (e s rerasentueidn (3.%.3,.6) vale

,
N fac s ‘. ('-7\ ).

sl

Toveoehtomar T porta Dlohoryvemc t aue ¢n ecte caso serd

L/ D

e oM e WY ),
I l“ _,)}{,/77 a 1% 6t =
™
f
. - ra_n~y /T
- [ |~ o M QU2 mT
RT

7\

. /'—,‘ ‘_‘/ D =r e - /

.<\’ ( S o ] '») ,,(uf‘ ‘) A e i \rlx (tx )(ﬂ 1)/ pnfewxnp(e’m)
M
R,

OW: .rrn o 1=2 » < 1= (2-p)/» = 2(p-1)/p ,y por

tar o :1—\'%>ﬁ/(?ﬁ—A) < i ¥y en cons2cucncia

(7,7, 7%, "‘:-_‘:[f‘!—.’? f)p)p X/(?p_z):} C-X ){0( X < @

lal

seto mrun 1o oaarte O,

L2 verie cenograhe gue ol €L { X} enrtonces

n VI X -Y ,
(73000 gL L{H_))(:-:) = qu (r,X,Y) £(¥) e Y™ ay

N
R

ooln

Tomondo T=1 ¥ ohuoarvonco que Cn = 0 si y sblo =i nj#O
1 m

prre al-0n 3, nor tanko
5
- X
(3.3.%012, 1 = J Kq(r,l{,Y)eYY ay
™
R+

cono ~uerinmos nroher.

3.7.0) Latdar O }L es una nedida elemental definida en RY,



conde ol Y werineion de ka. yUS "ourier-

L.’

b enpes cHeifntar aciivinm detind don,

P ’, '

RS w2 tavnanos las nilsnic o conclusiones que

T Y ia s imneanen o o1 aMnleo unidimensional

) o  =1-X

{70, 0 s ey = (1er) Cxp[—(x+,‘/)!‘/(1-r):] .
+ |

i_—l ./1//.»“\: r—l 1(0( _{_“//,") (1-L )d '/'
-

C . NER -
. nxral‘ﬂ’?:‘ 7;_:"-)""\1—1*) 1t‘J dat

Fee?) mimini L1 X > =1/2,enlonces existe una funcibn

® o :
!f.o((.‘-‘,",?i,:"\ cofivicet en 21 conjunto

i(r-,*.‘,:{,;."'- tal e 0L s £1,0 cr <1,0K X <0, 0L y< ®

e tioms Tae sicniontes oroniedades



. . oy i T i [ e o E ) ' i ¢
I B I L AR S S s T e K i, e0 0 ineion de y
Yoo Leon (o ) no dscreciente v (Oynh,

- /A .
- . . o N~ L .
43 o) A e e ™ (s, 0,4 yoQs
- , L,\ L N, . R R 9 L gy / AR
A

S N B2 \ " ;) D(—1/° . * i
.]..LI) ; y Oy L "("-- ) “ &O\(S’T"K"‘;) dS_\S A

X
dende 17 onn bante 4, cdencenaoe de R solanmente,

ety eihar Lo {(3.4.1.1) so tiene

. s -— —1 -— —
(neo0n) ry rpn) 2 T /2) T (ace1/2) (o)1=,

. [ 8] _1/n
. °ND _—('-t-*;’)t“/“—"")_] J (1-57)% 1/"exp[2(xyr')1/25/(1-1‘)_] ds

(7,0, 0.00 ~ i Tai) K JFF-1(1/2) P—1(o( +1/?2) .

- -

Tl =172 -1-X -
. (10 37N 7005 (o) ! exp[—(x+y)r(‘l-r) L

(Ol

!~

+2(:(;_"1“)"’/"’::(1—7')—1] is =

i
o Uy Pl +1/0) J(1-s2)°"1/2 (1-p)~ 1=,
Q

. oxv»\_ﬁp(xyr)vg - (x+¥)r /(‘I-r)] ds

~ P . - ’
Consiceveror anora el nucleao



h_ (o) = (T T Cxen/2) (1m0

. (;‘X})i l_‘.?f;( Ly :,) 1’/2—(?(4"")’)]":]1/(1—1“)}

/
o~ . ~ - PR S < . ey B e A P /.. 3 e S ey
Clovesotoan CLiames les par racbros (s,r,x),difereanciando
~—

Gor 1o ke yoyose v e hy, (8,7,%,y) en no creclente si

[}
N . . 2
Yo e/ s dearecimte 8l 0 &y < ex/ .

[ 4

s,7,¢,7) para Ofty<x b szx/r<y<cn

oo Py T e1/2) (=) =1,

~ A
. ooum L—( r—a)x/( 1—r‘)] nara x <y € :;2)(/1‘.

T (eyryv,y) = hals,r,x,y)  para O$y<s?x/r 6 x<y<m
k;é (a oo Y =l (r- r.x o?‘x/r)

P ORI FEEE ~ SN A e

-2 (T M2y (=m0 )7t

. @:{n[—(r—ase)x/ﬁ—r)_] para s°x/r<y<x



— PR o) - ——

i AN T PR P R . —‘\; . ~ - .
Paa 2010 ocificnciAn mmesten ane ko (a,1,%,y) cunnls las

K - . =\ L . ' . - o0 s _
cond i i)Y LiY.oeinmente brsta verificar i1ii),y esto
ool eiahsrodn,

A) cue 1o 2172 5 concidoromos 1o intesral

= AR
',;((S,r,:-:,y) (1=s°)YxX21/2

(70,0050 g c Yoy oy < .
. CS

,
¢}

CA Al
- o * \ A2\ K =1/2
= ‘ & v ooy j Ko Ly, y ) (1=8) / a4+
< 9

o '
L L%, 2. x =1/
+ ‘S e o T Loy, y) (1-87) 7 ds
[ f'/l.
!
X" )
A _ . - * 2\ =1/2
Agdovonn -::.\x ST Ty Vel (e, n,y) (1-87) / ds

- T
Teani o cont s Tn definieifn de kR (

o (83T ¥,y) 1la inte-

Fral ar sees Cacacifn oot coniinads por
N \
¢
. N N S N 2\ =1/2
(7,000,600 IR (s,r,%x,y) (1=u7) is +
< P}

+ (1—:"‘-\ e { r‘ (1/7) r‘ (X +1,/2) (1—T')1+a )-1 .
SLK/f'

-

’ AR ) -7 X
. ex"_'w\- =l /Y 'I—I',‘]I e vy ady ds \<
x

{
o i (=YX T ) T (e /2) (1))
SEre

/>
. Ccxn [—(:v*—c"):-:/(‘|-r)] { e vy ay ds
X

IN

desén cue




r(')"‘L‘-'r’ ) "1 ’/(\ !I, [ERY
1
. /A ~ i
(=L G A ey M sy (e
o SX/ e
) \ —y e L
- T '”“'“'H l g hy ds =
l_ _ o J J

1/ _1/n  =1=X
Gl \ eV Gy 1 Cx;)[—(r‘—u)x/ﬁ—r)] .

v
.

Mpopeens s x € Indeds £02x [dacdo cue 1y > 1/2 y cue

~

Tz . v x oo (n/r)x,entonees eriste una constante
Iy cne oo corament de X, tal cue
~NOY

B ;x> 0; %.

IN
<
IN
]
>

Goolomeldo g prenandenta conduce a

ux/v U X/

_o - X -y .
LT 5 Do y‘x gy < ]‘é‘( X e™Y dy =

Por tato,(%.1,2.7) esti doninsdo por

(7

|

-1/ - 1= A =

2010) T j (1-w) ™ 2y 1/2 (1-1) =737 7%
2

e el e 8

exp[—:-r( *-—11),,-’(1-?’-)] «{1 - oxp[—x(u-r)/r_] } du



- - / —
S e {1-0:-:‘_1L—:-:(u—r}/f%\'. 1/?(u/r - 1) 1/2 <
w2y T 20 '

(¢, 0 i0Y e o eV e g (A=) /r vara 1zuzr

o 2 en 1
’ “ ’/ ," [ N
vwery o — | = R “.—T‘\. ¢odo que 1 > ; 2
_f\v‘ tsa 3 ey g CclLaos A ‘\ ._,)‘/‘:'o:)o"‘l) o (’,)0“-?.12) e:l' SE"’(_‘:uri-
do e 0010 oth comifco norw

("'.,."..,",‘i"‘\' ~_(/. :”;)(' ::C ;)1-'/? ;1;‘00 ’/\ j CXD[-‘ A (1‘11)'] .
Va.
o<

i L’,\('I—n?]u( [ u [RESA < ?C“Dﬂl‘% c IY||X| / dx

-0

(puto rooniin de gue en virtud de (3.46,2.11) y (3.4.2.12)

oy _ ’/( - / -
-1,77 \ 172 « 21/2 X 172 (u/I' - 1) 1/2 )

(=7 ~

D
m
=

/

Con ~rte cunds completa la parte A,'.
2
[’ ]

-\ 2. K =1/2
;\?_) Coty vorn e J .‘;’d dy k*a((s9r,x’y) (1-s ) / ds

0

19



¢ mo e 2l oo n1,"if.‘:";":-‘ﬂ Ao un caahle O variablee 1o ce—

et < e ldee o wREien
,(\/.l.
c;,f.’
‘ /
5 - * DX =12 —
(200,700, \ o™ Sy (s, vy, (=) ’ SN
- ' . X
) <
s
X =172 =172 1=K
\< oy ,'”( (1—11) u (']_r‘ .
x
- i ’ _r
.e)(w L__-,’ e \ /.\ 1_}"‘)] i ( d,"’< o J G\ f (]1]
Supen:e ame gue X < OL,Por tanto e Lendrh

~

Co. )< - -1/2 -]= X
(4,0, 018 ) Uy x r1- 1/ U 172 (1-7) 1

O
X

- . ) -V .
.e;:p\_-:c(:*-:*._),’(1-*}] 'Jl J ST ri;,r} cu K

R fg

'S
/ X =1/2  -1./2 —X R - X
< 0 8 )V S (T
Y .;x
C

l,{ : 11 -
. QKT \_—1-:”'—",\/{ 1-—":‘)\] <(1=/rY du
Yors 1= n'» = (r—n)/r <(1=u)/r € 2(1=-u) d-co que
Y<K ug ~ <1y v 1/2mor tanto,el sceipundo mienero de

19 6009 00 (3,4,2,.15) en dorminado nor

/n
(2,5.0,10) U (1—11)1" ™~ 1/2 (1-r)~

o

. expL-

ls _n)/(1-v)|] (r-w)/(1-7))"  du <

IZAN

. A
> M SUm & -1/2 exy [— | (r—u)l:“)( I‘-u)\
T 1/2<r€1 A0
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69
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7.7.2) Bdvecos que 1 oreein

Ab > O em 2l omunto

0 rQ 0] .
% \x1,...,xm) , Si

P4

.).

%

n

7.1 es sumable (C.B.i., 9 ),

lim ? (1 - (n1z+...+nr,12)/\«‘2 )an1...n .

exa~te » e ffiaito.
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3.7.3)Y Livenor que 1o socio 3,7.1 eo sunable abel cofb-

. 0
riea~mentoe ool vunto

Il
'

7,4) isuaai: i 1a seria Z. C. K ﬁk (x,| ).. 'ﬁk (xm) ,
" Koo K 1°°* "™ 1 n
Col w < ®,~s sumable Abel esféricamente en casi

Koo e B
h)

todo piunto,entonees es sumable (C0BUR.,9 ) en casi todo
mmto para D 7 C.

Para 1a co-octracidn ver [M] , PAZ. 148,

3.7.5) LAira: o eondieifn neeesaria y suficiente para

S ‘?
awe /., U, . ﬁ)r (zqd.. NN (xm) , 2 k. <o,
K. - km -1000--m -1 ) Lm K.---Ifm 1..0
seo sumable (C.8.R0, A) 2 7 C,que 1la sucesibdn
/.
S ( g ot
L)n\x‘],'..’“'ﬂ) ) (k‘l'.uk ﬂ ..‘ﬁkr‘(xm)

tenps 1imite o cnoi todo umto.

Para 1a ¢ ontrneidn ver L1’+] yphgs. 144 ¥y 148,

Como conuceoucnicin de eeotos recultlados y los teoremas ya
nrohados weoven de la sumabilidad Ahel de las ceries mil-
tiples de Laguerre y Zermite resultan los siguientes teo-

remns,

: SR
3.,7.6) D.C.c.a: 81 £ € _IJ‘)G(RW) con p 2> 2,entonces la se-
rie miltinle de iHermite de £ ¢s sumable (C.B.R., D) %70

en casi todn nunto ¥ se tiene ademas
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cs enmarhle (C.B.I\‘.,é )
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ot 0, *** :o.. :" '..
* L]
20t Se e 0% s a0t 4%
8® o 4 « o'® ..o.. 'L
.o . '.ooo o o *
[ ]
INN. 0L CUT ol
DR ATA RN AR ~ enopste Learheio ecn exhender vl eono m=dimen-
. - R .2
clona ce T 2ol hndos coneernienten 1o fO1r-

14

“1a G Invecsidn oo da Trvanctormicidn Ialtiole ce deler-

o e ilicae Shel de Jiois sories miltinles de

Sxiste pme vinevloeibn intrinseen entre 1o TransTormacidn
RILRATREIS et enss o laoerie iiGliinie ce iermite.
o4 e loate poninde v owiowomfitico ae ambos nrohlemas
cnoel oo e cre veeei o hie vuede encontrarse en {:?_ Y
TQ:I-JH 1o un oo walMiore a 1o sunmablilidad Abel ae la soe-
LE AT ES RS Toseiha v e pyerre 8o nuthen ver teore-
Mg e Lina ceaaen] on LGJ y DOr0 innonicndo fuertes res-—
trice oqoa on a1 gracimiconio de la thneidn carca de .
Toarahi o ¢y oreccl o os econcernientes o o swabillicad
el ode b nevias an 710] L1 1] [? ] y l} 5j]

' 2T Lo aol o areblona wresenta novecdados aan cn el
cas0 1=diranrional;sor ejenplo los Teorcenns Maximales
asociados @ 145 anroxinaciones Abel,asi como los tecoremas
a2 converemein doninnaa.ifnles resultados tanmbién se con-
siruen 20 lo que e refiere a la £érmula de inversidn de
1o Zroncormaeidn BENLLiole de Veierstrass introducida en
nuestrn trabajo.

Wl camo m—=dimansional no ha sido tratado hastn ahora en
ningsuno ée los tras problemas objeto del presente trabajo.
o1 narte final s dan teoremas concernientes a otros

tiodne ¢ sumabilignd vsanco los resultados de [jlg]



Wl traboie eatd dividido en tres partes.

ia Parte T estudin nreobhlemns dbé caricter reneral concer-
nienten a difrrencineidén de integrales miltiples ) a con-
vorconein do intecsrales sinculares cnasinositivas,.

In varte 1T entuoic 1n Transformacidn MHOltisle de Weier-
atroas o 1o sunabilided Abel de la Serie Maltinle de ller-
nite.lo don condiciones necesarias y suricientes para que
una funeién analisica de m o variables comnle jas sea trans-
formadn o leierst ans de una funcidn de clase LPG(Rm),

n s 1,401 Miamo se estueia 1a velidez de 1a fOrmala de in-

-~

veraida dntradueidan nor H.Hille en \5] cn el caso de una

varindle, ol enmo los teoremns maximales asociados a esta

fArmila ca inveraidn,

5

Sn 1o aue e orefiece a l1a sumabilidad Abel de la Serie
M1l tinle de Hernite,se obtienen el mismo tino de resulta-
dos quce Tor obtanidos por dysmund y Marcinkiewicz para el
chro de ia Lerie ¥01tiola de Pourier.la diferencia consise
te en oun an el easo de 1a Serie iGltinle de IFourier la
medida hhse on la de Lehes:mue en el cubo fundamental Q de
arictas dao lonritud 270 y el sistenna ortonormal tiéne la
wronindad Adn gor uns fanaldia de funciones uniformemente
a1ecotacd s;en ol easo de ermite la medida es exp-4x|2dx,
en deelr no es invarinnte nor traslaciocnes,y la familia
de poliinoaios ortomonales no constituye una familia uni-
rornomante codnda.liistas diferencias se traducen en las
clascs LDG cunmdo 1 < n» < 2 ,Para aserFurar el hecho de

noder rey-esceptar a 1las medias Abel mediante una integral

sinmule:r cusndo 1a funcidn es de clase LpG,1 :p< 2,hay que



1ii

intyed ~7 ecandicionen adicionales,

Pinal-snla oo oedudin 1n convaersencia reshiricliva de 1ng
medine Ahal de uan medicn A varineidn totnl finita,

[, Doarto TiT hrata dol ectudio de 1a sumabilidad Abel de
1r Cerie MY 4inle de Taruerre,y se extienden todos los teo-
roaman aeahoceons para derias de lermite a ecte cnco,

Habe ¢octoes  auae 1o intezrd singular oue da la suma Abel
de 1n ..ovie de Larsuerve os bastante mAs compnlicada que la
corroncavicioabe do llermite,y vor lLanto las acolaclones de
1 micr in:umen easi 19 totalidad de la warte correspon-
Aiente, mtn cifienliad anareee por ¢l heeciio de que se dan
teoreman cmerales nava Series de laruerre de parimetro

arhitrrio. .ol menba on impone la restriceidn de que los

tron X ; sean tocos mayores que =1/2,%1 caso cuan-

do lor o epatin comnrendidos en (-1,-1/2] no es tratado

e

’
N

aqui.sin ~mharsa esacraros noder comvletar el resuitado en

un trnhnjo oostorior,

Pinal~ante,cnmo congecucnsia de la Sumabilidad Abel rcctan-

milar {muesitro easo) vegulitan teoremas de Sumabilidad

Ceshto=-iicuz-Bochner csféricas como consecuencias de teore-

mas nrobudos en [14] en el caso L2.

51 erso £ 2 es un oroblema abierto.Asl como el caso de

convar~avain ordinaria prra m > 1,

Cuiers en esta onortunidad agredecer al Doctor Alberto

fonzAlen sominrmuez,quien me propuso el problema,por Su

asicten -in durante la preparacibdn del trabaio y por sus

onnThunas suserencias para mejorar algunas demostraciones.
c.P.C.

Rruenon sirves,abril de 1969.
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TI.1) w8000 00 Lo LOU RESULTADOS CONCBMNISKTEZS A La

SOV e Loy TUVehGI 0N bo La THANSFORGCION NULTIPLE

—

bty W IERCTRAGS,

- ‘s o m
I7.7.1) Sea W una nedida elemental definida sohre Ry

Ifb(z) ¢rmota su transformada de Weierstrass,es decir

M
m/? [ > 2
%) = (fTc T ) - .
If*( ) C axXD < ( 7J -+J ) ] er

Rm
sodn ves cue-

P m
J QXD L— Z( Zj - tj )2:1 vl < o

)
m 3

TTTETIOC A T Y 8N I Ty S A P AW EATE T RIS SO S v e Tt e et e -y

. m e C .
rara todo 7 = (z1,...,zm) en C°, (8% demnota la variacién

de de

] e n .M .
II1.1.2) eifininos coro L-G(R ) a 1a clase de funciones

medihlen “2les e

. 2
“f_‘“p,g= (J \£l” o= X% ax )1/p<m P > 1
Rm

I1.1.%) Lu rCRIULA bi LoVHRSION

ba fHrmula de inversidn esth dada por

(5g9avesn )=>(1,.00,1) 373

m
1im (1T )—m/2 exp[— Z‘. (ix .+v .)2
RT"\

.' I/A(is1y1,...’isn]brm) C‘l:’Y
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donde lon xi,yi con yooldlesyy los s, son dales que

A . .

0 <o, < 1,00 Lisite cor’s entendido duntualmente o en

norma oo~ loe enson determinados en los dos signientes

tearomarn

TT.1,4) ToOsnhas Son IP(Z) 1la Transfornada de YWeierstrass
de tmno Mewaidn I, ( ) nosiblementn definida sblo en
7,1y . dende los i, con renles.

a1 .

PS

m
m /e
(e, = ({1_)-~/2 expT- 2{1 (ix . +J )-}I (1s1y1,...,1s Ym )

;0 <s.< 1 =1y,

we

= PR

c e oo g
‘!’ ? m

aiondo x .,y . renlan,

intoncos ~a tienem las sisuientes propicdades pars 1los

LA

anoradoras (X)) v £{e,%)

i) Siv>1 v £ & LDG(Rm)

) Wi, o o< o) el g

dondn €(») demende solanente de p.

v) |l £(s,x) = £CO || o,g—> 0 ocuando (54500058, )=>(15.0051)

7 1 m
11) st Irlrest )™ € L g (&M

o o ‘J“'mm»;E:.'

plysaouibEi iyt
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. 1

- + . m _|y‘2
ay Weo i < A+ 3B |£] 1+l e )" e 2 dX
R

1,6 >~ R4l n
Lo

~ \ ~ 7 LI . \
) 1‘."1\.“,;,’ - .r'(.-\)\‘,' > 0  cuando (31,...,911)—-)(1,...,1)
[ .

A v P ¢ vmden oHNo de 1a dimensidn m.
mn - "1

131) =5 |tj0eet ™ e LR, 0 < X <

- 2
it ¢ rFy ; + m-1 _-|x]|
a) 11 () ”1,c- <0, L7 ])m’dglfl(1+lor: | £]) e ax

Rm
- oy AR
b)ll]f(j? - f(n,x)\ H 1,67 0 con (31,...,sm)-+(1,...,1)
iv) Para © an lng econdicicnes de 1),ii) y iii),f(s,X) con-

reree on ol todo mamto o (X)),

SR OHIIEE M as unn medida elenental definida en ®?, tal

que on verinaeidim A cumnla

N o)
} S R
e dl « o
RM
vara o tranaformada de Jeierstrass I/k(z),(bien definida

sobre 178 roctns iy. ,{(j=1,...,m))vale

J

m
. R — y=m/2 . 2
I(Li'n rartrin 1)( {C) J exp[— 2 ' (1xj+yj) ] .

\.>1’.,.,f‘,m)é(1,tﬂ-, Rm J=|

. Ir,’(is,lyw...,ismym) dy = #(X) p.p.

B(X) ¢ 1o Turncidén de densidad asociada a Mo,

i



EEETY RN

lim rectric sienifica que se tomn limite pero
(:""-"oung-“m)"?(‘lgoa-,'l\
immoniendn 1ns siguientes restricciones a los Sj
-1
e < (1—:-.i)/(1—sj) < ©

para todr nor (i,j) v @ > 0 fijo,

IT.1.6) nonnLlTICiay Lo uas TRANSFOIGILDAG ¥ CLASKS D

FUNCTIOR 0,
TiuCiiuae has sijsuienten ¢os condiciones son equivalentes:

i) La fimeibn I(z1,...,zq),definida en %todo ¢l m-vlano

LM . : s .
comnleio ¢ es Transfornada de Weierstrass de una funcidn

de clnse '—:‘DG(Rm)qT) > 1.

.. . . m .
ii) 72 firreidn I(z1,...,zm),analit1ca en todo C” tiene
1las proxwiadadnsg

2
a) L[ ‘I(iﬂ1y1,...,ismym)’ eV dy < o
?h\

9]
.

O<Sj<1 ’ j=1,.o-,mo

L 2) /s . p -|x}°
b) exn| - ZZL (1xj+yj) I(1s1y1,...,1smym) e aX <
J:\
R RM
donde los xj,yj son reales,0 < Sj < 143=14...ym3A no depende
de 1los <.,
J
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QB UL fub: Los Tho:iues I1.1.4 y 11.1.5 concstituyen

M0 2610 o extonsibn al easo m—-dimensional de las Chrmula
de inveraidn astudindan en [3] v [4] »51ino que se introdu-
com ntro tino de Ulases de FPunciones,nsi como la conver-
Fencin corinntda ¥ oen normy,in [2] sc¢ introducen clascs
Lp(-a>,<n) reanocto fe 1o medid: de Lebesgue ¥y se ohtienen
resultados myy clegantes resnecto n condiciones necestrias
y suficientes para que una funcibdn sea Transformada de
Jeievastrass o una funcidn de clasme Lp(-a),(D).La férmula
de inversibdn en ecnte caso estf adaptada a 1las mencionadas
clascs de funcionns y se hasa en las sumis Abel de la serie
d@'hnnh4ﬁnoﬁ c¢e tiermite" y los teoremas de inverddn son
producido. vor el mismo niucleo singular salvo un factor
exnonencial, sl TaCiddin I1.1.5 extiende a R™ un teorema Pro-
hado on [9] rofaronte o 1o inversidn de la Transforrmada de

una medicda 2 mas: total finita (eiso que no fue estudiado

ni en [ 3] ni en (4])).

IT.2) isw uTap08 CONCHERNIDNTES A LA SUMADILIDAD ABEL L

LA woilly RnUuT1PLs b HeoloITE

I11.2.1) Vamos a definir el siguiente sistema ortonormal

. . 2 m
completo do polinomios en L G(R )

# *® .

H™ (X) = H (%) =
n Nigessyt
1° *'m

- (1)~ ﬁ 213/ (nj!)-1/2 H

! (xj)
3

n

J

donde %qi(xj) = exp(xj2) (dnj/dxinj) exp(—sz)

¢

a

~
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ix
’ ar 2
i lrl|”¥ (X) =BT gy "
i A PN e ! < para todo n,
\Rm
enionees ragienon 9 FFoau seorie de Hermite,es decir
~
£ o ¥ () = 2 C ®
~ LAt n,...n. tn ... (X)
e mn.ooNe, 1 m 1 m
el mis~o modo asocin~mos a1 sus medias Abel,es decir
n n
51 1 m L3
f‘ T‘ X r ...r ! C =
(ryX) ~ , 1 m Ny...n i Ny...n (X)
Ny.. Mo, n n
?ﬂ n X
n n
n
donde O < r.< 1 ,j=1,s..,m Yy Cn n definido como es
o 1.-. m
usual en deelr
2
~r * -
c - £(X) H (x) o 1X1° ax
N,e..N N,...N
1 ™m . 1 m

Rm
I1.2.2) T.Ciisiias
i) 81 © G L G(km),pj; 2,entonces se tiene
a) Los conflicientes de Fouricr-Hermite estAn bien definidos.
b) f(r,X) = ZEL " ¢ n* para todo r tal que
0 < rj4< 1,3=1,+..,m ¥y la serie del segundo miembro con-

verse absolutamente enando 0 < rj-< 1,J51y60eyln.
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c) 51 () = sup |f(r,X)| 3 0<r < y 3=Ty 00, m.

® o 1.‘
1“1, ' m

Ne*l . < e B
D PG

donde C!/m) cdevende de n solamente.
c) f(r,¥) = f(X) en casi todé punto cunndo (r1,...,rm) -

— (1,...,1):

| ¥ 2
i1) s1 " & LOL(RY) ,1<ap<2y j \f\o—lz{] /2 3% < o
Rh‘\

6o ticnem lon mismas eonclusiones a),b),c),d) y e) de i).

-1x1°

iii) °i S Ve (1420 1) e dX < @ y ademis

Rm

L =1x) %/ .
[fle iX « @ se tienen a),b) y e) y valen
Rm
wil
-1%}

c') iIt¥, < A, + B j 7] (1+10gT 1£])™ e ax
N

P m m
Rm
an)y Ne(r, <) = £, ;= 0 cuando r=(1,...,1).
,l’

- + m-1 -\X|2 ;
iv) ©i \Y £l (14208 I£]) e X <« ® y ademés
R"‘\
' 2
j lf|e-\x‘ /2 X<mw ,0 €< X < 1,entonces valen a),
RI‘Y'\

b) y e) y se tienen

Pt - waedhiva AR AT N S gL, W
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ARt iriefrao hgli

XX

v (X ‘ ’ -1 2
em) (el 1,55 Cnwt Do Slf\(1+lon+lf\)‘"‘_1 o~ IX1% ax

Qm

. A
an) \l1f(r,x) - f(x)) || 1.6—> 0 cuando T=3(1,000,1)
’
Las constamtes A_,B  denenden s0lo de m,Cm*x y Dm;x depon—

den colamente de my de X,

II.2.3) Cobe LIl n = 1,

e w , Ts _ i s m
TisOhuria: Son PA un~ noadidn elenmental definida en Uy su-~
poncamos quoe

V%770
e / dw <
LN
Rm
donde dw denotn la varinecion de /& .

wntoncern

T O H 3] " 3 Tr -4 TK
a) Los gcnciicinntes de Tonrier-Hermite C, = = (X) @&
estdn hien dafinidos para todo n = (n1,...,nm)

b) r/l.(r,f‘{ = Z o oc, HE (X)

o
y la cerio de 1la derecha converge absolutamente para

0 <ty <1, §=1,...,m

c) lim rostric AL (r,X) = 96 (X)

(ryyeee,r )=>(1,..051)

Cam——— e =



xii

en casi todo punto. yf(x) denota 1a densidad do d}k
1x1°

resnecto de o ¢ dX .(51 limite restrictivo como

siempre cuando los j antAn sometidos a las condiciones

o~ « (1-r)/(1-7;) <@ oara todo (i,3),0 >0 fijo).

OBuuiiyatI0uns: Los TLORLMAS IT,2.2 y I1.2.3 conctituyen

un~ evtenacidn al caso m=dimensional de los teoremas concer-
niente a2 "2 aumabilidad Abhel de la scrie ordinaria de
Hermite nrohados en [2:}, L3tly [G] .En el caso 1-dimensio-

nal nrencntarmos dos novedadrs.Una de ellas es la acotacidn

. ¥,
de 1a fameidn £7(X) = sup £(r,X) y otra es la convergen-
. -
cin en nov=a TP 3o lan medias Ahel.
T
ITT.1) el i 106 JsSULTA 05 CONCERNTESXTS A LA SUKHA-

BLLTusw A3ah o LA oolll MULTIPLL Did LAGULitKs,

mM.1.1) L7, () denota la familin de las funciones medi-
3,0

hbles t-les nue

P wm m ;.
j |£]7 exp(- 2 x,) (—['ij'"J )dXqe..dx =
Rm b

9]
“r” .p~(~‘-)’o()

j 1£]? e ¥ x%ax < o
Rm

o _
dond: p > 1,R + = R+x...XR+ , cxj son reales tales que

—1}/2 < O<j<(l') ,j=1,...,!:’l.

I1T.1.2) { L%ZB)} denota vara X fijo,una familia orto-

nornal comnleta en L2e X ),de polinomios en m variables

,m(

————
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defividon de la asimsuiente mamoerq

N,Eg())(?-:?..—_ ’ l F‘m +1) P‘1/2(”j+°(j+” Lf(lti(j)(xj)

J'\ J

Gonde Ln J (\ ) os ol n.—5°110 polinonio de Laguerre de

J
vardmetro A .. ( ver tf] , .00 )

J
L e T (X 5 ' X
ITI1.3) 81 € »~v ZE.U u( )(X) donde € = j £ L( ).
~ 'n “(n) n o ke (n)
. e-x ™ ax , Suvoniendo gue las intesgrales exintan para

todo n = (n1,...,nm) llamzremos (r,{) a su aproximan-

te Abhel,cs creidr

L
;f‘\ n, n ~ (ot V( o

T..r. "¢ L. '?x )...L “)(x )
b n1...nm n1 1 nm m

m

sunoninmmdo cue la serie cel sepundo mienmbro converja abso-

Insonente nara 0 Jrs <1, =1, 0.0,

, : MK
inAloraente econsideramos }A ~J 2 C, Lgn))(x) donde
: "n
- (e ) vy _ n (C¥) .
Cn = J‘d(n\ (%) éfk y pk(r,ﬁ) = 2;1 r ( ) (X)

sunoniando que 1la serie de la derecha converja absoluta-

mente naran 0 £ Tj <1 ,j=1,...,m.

¢,

Zinnlmante,denotare os como £(X) al sup \f(r,X)\,

r.].o.rm
O<r, <1 ,j=1,...,n.

e ¥
Andiloecrmente definimes p*- (X).

iy v o M

[ A% PSP
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iv) 3 el Qest e D™ exn( ) 5 /0) €

Q -

« ®
ced %, 0." .....o. ety 0
. - ee LJ e o0 :.‘. :'l
:o. ..... .:.0 .’: :.... L ..
O
M. 2
i 1 & ‘r"(()(.,\)/ﬂ ,(‘,", Yoo bin aoe
¢

tionn

’ Il ,.\)(O,(% \/-—> O cCon -Y_>(‘| -

i) Py, ) —s Uy AL con v o= (1, 000,1)
74 ‘l.f|l fo.okd X0 ” “f(,,c()
dondn CinY domnade ohlo do o,
m
.-4"1 3
]'.> f’\\ e -,—)/A)A 2—1 «r]\(’_. O‘KO\\ ,’l<p<?_
' N f,-:

172> M > (2-0) /(00

valen oo aonelusiones a), 5y

v 0Y de 1) nmara T,

ces 1)

,entonnes

m
A . M S 1 , . N
ii1i) L&) ™ 0D cenl ) xj/2) & 1 e’m(cx),antonceu
]

C‘l/wl T"_><1,onc’1)

ey oo+ ok 1e] (LasM e (o, o)

m

if (<)

—
~

<1 ,v0

, “icne

vy aden

o

-
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Yo, denonden do o v e ,D . v L', donenden de
X X v Ayt =X g 1) ’ N

Adonde

7"1, 0( M /~)-

m
=Y o l""l@‘.{n( Z x_.),/?) & I"1o ”](0() ,entonces
, : 3,

Wr(e, Y = (D0 (e, ) =0 con r="1,...,1)

TIT 1.5 B0 iy i M it omacida elemeatnl definida

n

.M o ' s .
en i, 0 variseibdn total finita en I v oacdemis vale que

OK/Q

R

cw << m

dondae dv dnants la variaeidn de dp& ,Nionces

Tim —aahrie (P,I) = 95 (X) D.D.
o {1,000, 1) pk

gé(K) e 1 funcibdbn de densidad de F& respacto de la
. Vool
medida o © Y o a4Avy,

TIT.2) CUNABILIDAD CuSir0-BOCHILR-RILGSZ Lii LAS SIRIBS

——

ULTTPLos L DoGU.dadvs Y IS ITIS,

Dada ymn sorie ortonorm:l miil+tinle
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decimon "ue a3 sunable Cesaro-Bochinear-iicns de orden /()7()

en (Q1""’%m 61
a)

\) — () 1‘:14 ooo"'](m s \7

* 03{1 oo .km ¢!{1 (?(1 ). ‘gkm(gm)

existe v es fini%o.

_ i) - ) .

Llamranos Moo o (£)(X) , mn(.f‘)(X) a las medias Cesaro-
B |

Bochner-iienss de ovden é 7 0 de 1la serie mQltinle de

Laguerre de narimetro & de una funcidn £y de la serie

miltinlte de lHermite de una funcidn LP respectivamente.,

ITT.2.7) TG slihs
N +7 ..M , o
1) 01 f e .ilo(’"!(.l\ ),p>/2, d --(d 1,.-.,o(m) tal que

~1/2 < X f L ® j=1,...91.4nt0nces para todo '5 7 0 se

A
A)  1im '.\v-xnb (£)(X) = £(X)  p.p.
=@ oA

k

B) 1lin S (£)(X) = £(X) PP
k—=>m 27Ty X
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N30
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~i€
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L
7L

{ m

oot Lo TaCRade TTT. 14 vy TTIL.1.5 son aenernli-

Qs

sacione:n N odimersionags o htocrenae on [11] s [1?] 3'1_13] .

ini i, mracenta como movadades 1. convergacia en LD ()
- <. o . -2 ® 19
do las modings Abel asly como la acotacion de ff7 9= Sy

r1.00rm
Aatn ocn el e¢nso 1=-dimeomsionnl, g

Jom resnecto al Mo IIL.2.1 ¢s umn exiensibdn al caso de
Seriaes MOLtiple de Tanerre y liermite de un teorems conoci-

do de Cedicn TNltinlao Ao Courier,

CZJAAersisf’
A . C)msqtﬂeﬁ Dmk(«gme_s )

N e R AR TR (A Paaeg WL T 0 e e
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