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@ ui néiedo para analicar oi < Chee. Vil de cowponeates insepara—
sles (o dificil..onte aeparahles. o recinrocd .ou o ~."arentoz e cual-uier oiro
~6%0a0 econncido dae detrainacida <e 133 nis.o=,; para .- “emzinary,en alsunoa casos,

el sulor ue las propiedades de 1o de ellos sin aiola~i1%u previa. Se desconoce el
raloe de todas las propiedaves de este dltimo,ni se lizpone ve &1 aiglado. Se dig
sone,e:, cambio,del o:ro conponeute.

Sean los componentes mencionados las sustancias A - 3,siendo A el conocido y
? el conocido. Se supons,por ahora,que 3 forma una pejueiia parte d-1 sistema,un
104 a lo swav,di amos.

Si se dispusiera de A y B aislados,se prepararfan sintéticamente sistemas en
todo el intervalo de composiciones; se medirfa una propiedad (intensiva) -a cuyo
valor contribuirfai ambos,pues son reciprocamante interfererntes— en esos sidemas
Yy en el dado,y por interpolacidén se determinarfa la composicién buscada,como es
sabido, El problemra consistente en determinar el valor de las propisdades de A
sin separacibn,no tendrfa sentido como problema pues se podrian medir directa~
mente en A aislado.

Pero no se dispone de A aislado.

51 no otstante el no disponer de A aislado se conociera el valor de una propie
dad del wisuo,se podria proceder as{:

Se prapararii cierto nimero de sistemas conteniendo cada uno cantidades iguales
del sistena dado méds sendas cantidades cada vez mayores,a partir de cero,del compo
nente conocido,o sea del que estd originariamsnte a meii.~ concentracién: B. De es
ta aasera 3e tendria una serie de sistemas sucesivamente enriquecidos en B, tendien
do en el limite a B puro. Supuesta la ndxima homogeneizacidn compatible con las
condiciones,se mediria en los sistema: aai obtenidos la propiedad de la cual ze co
noce sl valor de A,y sa graficarian los velores respectivos en funcién de la canti
dad azre;ada de B, Si se extrapolara entonces la gré&fica hacia los valores negativos
del azrezado de D hasta encontrar en ordenadas el valor conocido de la propiedad de
A,la abscisa correspondiente expresarfa la cantidad de B que hatrfia que quitar del
sisiena dado para tener A solo,con 1o cual ‘se obtendrfa la composicién buscada. Pa
ra conocer los valores d- obras propiedades de A se medirfan las mismas en todos km
sistemas preparados y las s rd&ficas correspondientes se extrapolarfan hasta la absei

ca ya deterusinada.
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2.1, E’ Y _rado do onrigquecisianto arbjtrarios.

roblems.

La oamposiciss de un siotena foroado par dos ccoponentes A y B,puedo exprosar-
se oon la fraccida o tftulo r.‘ o 3y sezl:. el cual so enouentra oada uno,defi-:do
oaro 1a relanids entre la cantidad del caoponente y la cantidad del sinteca. Noso
tros,e. 15 jue sl;uo nos referiremos olanpre,salvo indicaoién sontraria,al tfiulo
de B ¥ lo sibd:lizaremos simplerente aon z. Al sistena dado lo desigraremos S
153 slstecar rroparadon oam> se dijo en la Introdusci’r,SX, Sea s 13 cantidad Tija
de S ¥ a y b las :a.tidades de A ¥y 3 quo 1ls aomponen (san+:). Si x Tepresenta la

v cantidad a-rajadn de 3 a la cantidals do S,la oompoeioisn de cada SX que da la untén
de antas cotd actorninada por zd>+x)/(o+x) o blen por x (o,s,b: constantes).

Toda prop.ound intensiva,fijadas las demfs ocoudiciones,es furcidn eolo de la

coupoaicisn del alatena. Cuando utilioemos a 3 como variadble deterninante de la
ooczposiolén,la funoién representativa de la propiedad la siobolisarenos oon F(:)|
y con P(x),cuando 1a refiramos a x.

latural-enta:

F(o).r(-h).rl (valor de la propiedad de A) (2.1}
l’(l)-l‘(eo)-?n (valor de la propiednd ae B), (2.2)
»uen e 6] prizer ceso el sistema estd compuesto s0lo por A y en el segundo,siendo
a finita,ostd compuesto virtualnente solo por B.
Yuestro yroblena estd inplfoito en lmem 2.] 13¢ trata preoisamente do deter
ainar b y PA.
la srAfica de P(x) pertenecerd en seneral al $ipo representado en las Pigs, 1
ab,s 0 d. Por raszones do sinplicidad no se consideran funoiones oon diesontinui-
dados o r:ayor nicero de mdxizson o nfnimos. Se comprenderd midos adelante que olle
.

no 1ectarin an eral 108 rascnanientos que so expondrén a continuasién.

31 o8 oonooia

» o) valor de wia propiedad do A,

on las grdfioae de las Fi:e.
1 dorde podria '.acerse la extrapolacisn senoionada em 1ls Introduscién (en el su-

Fur3ts a6 jue b sesa psqueia on relacidn con a).Yéaae oomo ejenplo la Pig. la,donde
8o il:atre la extrapolacidn de P{x) 'azta oncontrar en oruenadas el velor P‘ para

do0torzinar acf U. Poro oa=q dijiudn,\ es desconocoido y por lo tanto, tanbidn 1o o



Ea ER 2 A orald 7, cortas son 17 oncillia interaccidn

gihToe A G Tyaes vitdn soorlanten Yo ocmosust 2nacca de enfato e la variisifa
Y Ny Sr 1 asaa Variacsida 46 v ce Yo a a la diferenci nere Lo
s UL, L ooniuctda por it asaa variacitn we x e e a a la dalfereincia cn.re Lo

propienades de los cronouentas puros faaends s 1a difarenciu entre log valores

de : correapondierier a cada valor de x),y cud.to a la interuccidn.

T Solucidn for.al.

(13

3a savido que la funcidn P(x+h) se puede escribir como producto del

operador exp @ ,Ox, por la funocidn P(x):
P(x+.)= exp (@ /Jx) P(x) (2.3

El incremento h no tiene por qué ser funcidén de x. Pero no hay inconvenierte

or. suponer que 3f lo es. As{ hacemos
ha(b+x) g(x,t) (2.4)

siendo g(x,t) una funcidén finita de x y de un cierto pardmetro t,o sea:

EIE (X (2.5)

son 1mayor zeneralidad t representa mds que un pardmetro,un conjunto de
parinetros,

Ader:ds,convenzamos en llamar X al operador definido arriba,es decirs

ey ,’ax\. (2.6)

Luezo,i. ec. 2.5 se puede escribir:

X P(x)= P(x+h) (2.7)

La 2.7 corresponde a una familia ue funoiones de x,3em;in los diferentea valore:
am 4, '1niarence (<) a cada une de lan Tunciones componentes de la familia:
D(x)= 1 P(x) (2.8)
agrerandc un sunhiniica cuando deseemos especificar el valor de t sarrespondiente,

asf:

AT \
b, (x) =\ P(x;lt_ti . (2.9)

Sa»,adenidy:
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v(=%) = P, (2,12}
Resulta i.neviato,entonces,de 182,10 y 12 qun
A=v) =0, (2.13)

rezultados,los expresados por las dos Ultimas ecs.,independientss de g y ror lo
tanto tamlidn de %.

Por laas 2.4 y 5,para X —»oo ,también h—» oo .Luego,par las 2.4,%5,5,7 ¥ 3:

1% exp (@ x) P(x) =1{n __ P(x+h) = P(0°). (2.14)
(§40°) ( heoe)

Y por 1a 2.2i

D(00)= Pp. (2.15)
T nalmonte,de las 2,10 ¥y 15 resulta.

Q(oo) = 0. (2.16)

Zntoncen,las D(x) tienen necesariamente al men,s dos puntos oowunes. Unc es,

Q) T// )t
- N

| —

« >V

Px) Pi)

—_ - 4

x x
c d
Tigs. 1 a,b,c y d. Grificas correapcndientes
cuatro posibles formas de P(x). ™ 1 a,deterni
nacién de b por extrapolacidn,connciéndose Pi'
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por erdy ="y oe T otroypor 1a 2,14, 0937 . Tarrién resul.a jue law

Liaean ueCoges. w852 4l menos dos puntoo comunes.lnogpor 1a

000, Luego,polenns pone: .,

s

T.13 es (—-]’);(\:-.m

Y= o, (x) - 2 (x) = C pars z= - ,00, (2,17}

J'ij‘\x 3 AN

Lus ec+. .11 , 14 expresan que log dos puntos conunes de

las 5(x, pertenecen

tani “7.'. As{ ara de esperar,;ues en realidad P(x) es una de las D(x) defi

-~

Li.ac guv YA 7.7, Pars aon uvna caracsariziica capecial: es la T(x) correspondien

t= 5 "L Tamifn lx,t; para la cual h es idénticamente nuloypara todo x. Sfecti-

vans . te,asi res.lta de las 2.8,6 y Ts

D(x)= I P(x) =exp(d /Ix) P(x) =P(x+0) = P(x).

(2.13)

Para 81 ~uso particular en que una de las U{x, s=za P{x),la 2.17 se puede es-

cridirs

x) = P(x) - D(x) = O para x = =b,00,

(2.19;

n el supueatd ya mencionado en la Introduccidn y en el parégrafo‘: de la

seccidn 2.1,referente = que b es pequefia en relacién con a,y sienpre que podamos

conocer D(x) para x»0,la 2.12 nos resuelve formalmente el problema de determi-

nar la composicién y P, .Ya vimos la dificultad que habfia para extrapolar Pk) Pa

4%

ra 24{0: couo no se conoce b ni PA queda completamente indeterminada la absoisa

( o 1a ordenada) hasta la ocual hay que extrapolar (ver Fig. 1 a). Pero ahora no

disponemos solo de una funcifn que pasa por (-b;PA). Disponemos de toda una fa-

milia: las D(x),incluyendo P(x). Si las conocemos para x»0,todas referentes a

uns niswa propiedad,las gréficas extrapoladas para x{0O,pertenecientes a dos o més

nlr},esté o no inclufda P(x),deben concurrir,en general,al punto (-b'PA:' Deter-

mirado el punto de interseccidén de las grd&ficas extrapoladas,quedan as{ determina

dos a la vez b y PA.(Fig. 2). Dtcl)

1 P(x) Q@1
= /bj(t
S -
— =T
. ’ ' /,_
\ .
_Pl f—'B - ’/‘/
i . — ™
z F-b z
Fig.2.Determinacién de b y P Pig, 3. topninacién de b por
;og(:ftrapolacién de las D(x .xifipofaofgﬁ de Q(x) hasta
hasta el punto de in- anular la ordenada.
terseccidn.

Aniloganente,la 2.13 nos permite extrapolar Q(x) hasta anular la ordenada ra

~ s —

ra determinar b, (Fig.3). No oconesideramos ahora,pero sf lo hacemos més adelante,
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la ©=9ali.4ac¢idn de las exirapolaciones.

Gi=.ifizado i@l operacor 1.

Debausus dar contenido a la solucifn formal a que emos arribado y para ello
a8 :ie2esarin Jar sizaificads al operador M para luego darlo a D(x) y a Q(x).
| Mamne victs que en nuostras condiciones (a y b oonstandbes),la composicidn
atada leter-inada por x. Intonces,polemos expresar cualguier propiedad dependien
te de 11 composici’sz comc T(x). De acusrdo con la 2.7 el operador i aplicado a
Pz} 1a transforma en P(x + h). Luego,aplicar ¥ a P(x) implica medir no la pro-
piedad de un sistema de cantidad s + x,congtitufdo por a de Ay (b + x) de B,
sino de ur sisterma constitufdo por la misma cantidad de Ay (b + x + h) de B.

Imaziner .~ un proceso cvalquiera capi:z d2 nlterar la composicién de los sis
temas. ''ada mds que alterar la composiciényspues si el proceso fuere ocapaz de
separar completamente A y B sin mayores dificultades,estarfa resuelto el prodble
ma.Como no se conoce A no se oonoce tampoco en qué grado el proceso altara la
conposicidn de los sistemas oompuestos por A y B. Ni siquiera se sabe,en prin-
givio,sl la .ccibén del proceso alterador de la composicién ( que para abreviar
-lo desiznaremos en lo que sigue con p.a.) ejercida sobre uno de los componentes
es infl:ida o no por la presencia del otro.

Veamos qué ocurre en un sistema SX de agregado x de B,al ser somretido a un
DeSe

1A cunticadi a pasard a vsler,digamos,afA(x,t),siendo fA(x,t)una funcién que
en zeneral Jdependerd de las condiciones er que actie el p.a.,incluyendo la can-
tidad 1eSX sometida al miswo,representadas por el pardmetrp t y de la composi-
ciii,representada por x.Por ahora no establecemos ninguna relacién entre ese
cardinairo y el pardmetro t con que tratamos antes.

Del i:iamo modo,la cantidad de B se modificard como para que por cada b+x
se tenga (b+x)fB(x,t). Asi,fA(x,t) Y fB(x,t) quedan definidas como la relasién

entre las cantidades de A y B,respectivamente, deepuds y antes de la actuacidn

*del p.a.t
£ (x,t) cantidad de A después de actuar el p.a. (2.20)
A? cantidad de A antes de actuar el p.a.
\ cantidad de P despuds de actuar el p.a. (2.21)
fn(x,t, -

cantidad de B antes de actuar el p.a.

Similarcente,introducimos para los sistemas SX:

t1 d o8
fn,(x,t)= cantidad de SX después de actuar el p.a (2.22)

cantidad de SX antes de actuar el p.a.
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o zanticac de © rimnnuds de webear sl oL
cviy ¥ o= = -

carticad de S zntes de actur e v, -,

viledd)

dediclta imediateo jues

pues, por una parte,si una (e estas funciones pudiera anularse,el componente co-
rrespondiente desaparecerfa,oon la consiguiente aislacidn del otro,no contempla-
da en las condiciones de nuestro problema. Por otra parte,si pudieran anularse
ambos seria nula la cantidad de sistema después de la actuacién del P.a.,sltua~
cidn de la que naturalmente no extraerfamos ninguna conclusién de interés.

Considerando las 2,20 y 21,surgen,ademds,las condiciones:

0< 1, (x,t)< 0@ (2.26,
o<fB(x,t) oo, (2.27)
(con valores en general oomprendidos entre O ¥ 1,,pues partimos de scantidades
de A y B no nulas y no consideramos ningiin p.a. que pueda hacerlas infinitas.
Lac candioiones a las que estdn sujetas fSX y f' resultan de las de fA

N fB. ds adelante veremos la relaci’n que hay entre unas y oiras fuaciores.

Ahora trataremos de encontrar alguna relacién entre fA y f, caraoderis

B
ticas del p.a.(asf también oomo de A y B) y h.

De aouerdo con 1o expuesto cada sistema SX,envirtud de la aotuacién del
P.3. pasard a ser un sistema transformado SX' compuesto a razén de afA(x,t)
de A por oada (b+x)fB(x,t) de B,0 bien a razén de a de A por cada (b+1)fB(x,t)/
fx(x,t). Luego,en cuanto al cambio de composioidn todo ocurre como si la can-

tidad de A se mantuviera oonstante mientras que la cantiadad de B se 1agrementara

AX = (b+x) .f_B%x.lﬁ -1 . (2.28)
£ (xyt)

A

en

Tiros al principio de esta secoidn que aplioar X a P(x) implica medir la pro
piedad después de alterar la composicién del sistema BX para pasar a la oomposi
216n correspondiente a un agregado de B igual a x+h,en vez de x,como lo expresa
la 2.7. Se conprende que Ax no es més que h,por lo que la anterior puede esori-
birse:
fB(x,t)

h= (b‘i‘l) (2' 29)

- 1 °
fA(x,t)

-

Comparando con la 2.4,6s natural identificar el pardmetro t que figura en

ella con el introducido en las definiciones de fA ¥ fB (6cs.2.20 y21). Es inme



diato entonces,suniidr »vor conmaracide d2 la 2.29 con le .4 ave

=
]

’ N - p
ICIL) pep——— 1 (2. 30)
J,A ‘\’U
Yocamoy ntrortli jue las condiciozes impuestas a f1 Voa fn por las

2,21 o 27T son coherentes con las impuestas a g por la 2.9,

Tinos {acs, 2,20 y 21) que fA v fB son simplemente las fracciones de las
cartidade: ~riinales de A ¥ 3 que se obtienen despuds de la actuacién del p.a.
ILa rniaciAn antre anbhas tieno tambidn un si-nificadn distinto del emergente
diractwienta de lo que 2-ahsmos de decir,acaso wds ilustrativo afin. En efecto;

L~a tZ4uloas da A ¥ B antes del p.a. son z, 7 Z_. Deapués,zi y zé.Tonomos

B
entcnces:

' (b+x)fB
z

b i a.fA . (b+x)fB

JA afA

a.f'A + (b+x)fB
Zg (b+x)/(a+b+x)
ZA g/(a+b+x}
Dividiendo:
b 4

2! [z° B

B /% - (2.31)
2;72A fA

As{ vemos que fq/fA expresa el nimero de veces que la relacién de los #itu
lcs de B y A después del p.a. 6s mayor que la misma relacién antes del p.a.. Por

ello definimos
r(x,t) = £.(x,t)/f, (x,t) (2.32)

que llanaremos factor de enriquecimiento (sobroentondg:omos: en B).

Teniendo presente la 2.28 y 29 puede ponerse:
h alOx = (bﬂ) ( r(x,t) -1 ) . (2033)

De acuerdo con 8l sigznificado de r dado por la 2.31,sa comprende que
r(x,t) - 1 expresa el aumento relativo de la relacién entre los tftulos de
B y A al actuar el p.3.,por lo que a esa diferencia podemos llamarle grado de en

riquecimiento (en B),y teniendo en cuenta la 2.30 ése es el nombdbre que puede

darse a g(x,t). Vale decir:

g(xyt) = r(x,t)e 4. (2.34)



de Significado de . a0 (o).
be 1o sxzuesto oo el pov450:%0 ~aterior ¥ do la ec. 2.9 que define Di(x),
resulta gqune csta Tuneitt nes da los valores de una propiedad de los sigtemss SX

fornados pox 1a cantiiad 3 de S mée la cantidal z de 2,2espuds que un proceso
hubo alterado ctu compcsioidn,en las condiciones simbolizadas con ti. En cuantea
al significado de Qij(x) definida por la 2,10,resulta que asta funcién nos da
la diferencia entre los valores de la propiedad despuds que se hubo alterado
la composicién en les condiciones ti ¥ los valeres después de una alteraoién
en las condiciones tj (reou‘rdooe que en general t representa un sonjunto de pa
rdne troz}

Vimos que D{x) es idéntica a P(x) para h idénticamente nulo (ece.2.7 y 8),
Fara que esta condici6n se ocumpla,como b+x no puede ser idénticamente nula,debe

cunplirse por la 2.33,para un t dado:

r(x,t) ~1 =0
para todo x.
0 bien,por las 2.29 y 30:
g(x,t)ao.
O,por la 2,32:
fA(x,t) -fB(x’t)’

para todo x y un t dado. Ello era de esperar; es olaro que si para todo x la

prqpiedad después de la actuacién del p.a. es igual a la propiedad antes de la

misma,el "p.a." no ha actuado eomo tal,pues en ese caso ng se ha alterado la
composioién y £ af

A B
medir 1la propiedad en cuestién obtendrfamos los mismos valores de P(x).

.Indice de ello nos lo darfa el hecho de gue al volver a

Eu resumen; P(x) se obtiene midiendo directamente la propiedad en cada sistema
SX y en S,(x=0), Las D(x) se determinan midiendo la propiedad después de la ac—
tuacidn cel p.a. en esos sistemas.Como caso partioular,en el que el supuesto p.a.
no modifique la composioidén,se reobtiene P(x),que pusde as{ coasiderarse pertene
ciente a la familia de las D(x). Si inclufmos entonces a P(x) como una de las
D(x) ouya diferencia nos da 3(x),en este caso partioular Q(x) es simplemente 1la
diferencia entre la propisdad anies y después de la actuaoisn del p.a.

Se comprende que para cada propledad hay tantas D(x)-oono condiciones en que
pueds actuar el p.a. y tantas 4(:) como pares de esas qondioiones. Cuando deoimos
P.a. hablamos en ; oneral,de modo que las "condioionoa"'incluyon el p.a. particu~
lar de que se trate: ain cuando las condiciones operativas sean las mismas,dos p.a.
diferentes alterardn en diferendte grado la composicidn de los sitemas y asf se da
lugar a dos D(x). O sea que en el conjunto de pardémetros simbolizado por t,estd

inclufdo el jue caracterizardk cada p.a.,un simple ninero,por ejemplo.
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T osiznifisads Judo de D{x, avwplici. 1n que expresan las ecs. 2.12y15. Para
=%y ,lon titton o eotdn cowpusstor solo ror & y por B,respectivamente,y por
28z e an loz conatn 4 tretecus allerawores fa la coupczicidn,los sistemac segui

v47 comnuestos solo por A y por B,y sus propiedauss sersn P& y P..

3e zsonprs..de asi tambidén lo que expresan las 9cs. .13 y 16. Si tenemos un
sistema compuasts z0lo por A (x= -t} y 15 someteocs ai Ped. tendremos ,evidente
mente,otro sistema compuesto solo por A.

Unicamente podernos hacer iiediciones en sistemas de x30,por lo cual D(x) ¥
Q(x) nos son solo directamente conocidas para tales valores. Pero si S es su~-
ficientemente pobre en 3 en general se podrd,como se expuso en el pardgrafo b
deestaseccidn,extrapolar dos o més D(x) para x¢ O y deteminar el punto en que
se igualan,es decir (-b;PA). 0 bien extrapolar Q(x) hasta anular la funoidn
para obtener -b (ver nuevamente Tigs.2 y 3). En el primer caso resolvemos
el problema de la determinacidén de la propiedad de A y la composioién sin se-
paracién de los componentes y er el segundo el de la composicidén solanmente.
¥4s adelante discutiremos acerca de las extrapolaciones.

En la Introduccién se vi8 1a imposibilidad de realizar la extrapolacién
de P(x) hasta x= =b por desconacer P,. Como en P(x) estén representadas todas
las propiedades que se sabe pueden ser adscriptas a los sigemas y en PA los
valores corragpondientes de A,surgf{a una dificultad inselvable. En esencia,
el mdtodo expuesto para sortear esa dificultad nace de la definicidn de una
nueva propiedad cuyo valor para A nos es conocido,aln sin eonocerse A mismo.
Esta propiedad es Q(x),ouyo valor para A como para todo sistema formado por
un componente ¥nico,es nulo. Es decir,podemos considerar Q(x) como una P(x)
singular. Le un cowponente desconocido no conocemos el valor de ninguna pro
piedad,excepto su Q,que es igual a cero. Bsto constituir{a una trivialidad
si Q para aistemas coupuestos por doa o mds componentes fuera también nula,

o sea si,en nuestro caso Q(x)=0 para todo XyPero no lo es. No hemos definido
Q(x) oomo la diferencies,por ejemplo,entre las densidades de los sistemas al tien
tiempo ¢

Y las correspondientes a t_,manteniéndose constantes las deméds con

dioiones} Zvidentemente asi eatariamis frente a (x)=0 para todo x.Pero dife
rente es la situacidn si,siguiendo con el mismo ejemplo,t vy t_ denotan dos
valores de un mismo pariametro o conjunto de pard.etros coﬁo te;peratura,pgg
sidn,etc. que iupliquen dos alteraciones distintas de la composicién. En tal
casosrepetimos, Q(x)no para los valores -l e o0 de x,y ademfs,sventualmente,

para un nimero finito de valores interuedios,como se verd m&s adelante.

Se dijo antes que podemos c.nsidsrar Q(x) cemo una P(x) singuler. En rea
lidad,para cada propiedad hay una familia de Q(x),como también se dijo, y
solo una de l1as integrantes de la familia puede conaiderarse una nueva

P(x),sisndo las demé&s otras tantas D(x).



11

e ©.0r:1 LD
Do Lo e ceanendoany 1ue acc. 2.9 0 170 gua aefines D(x) v (). Para
. . . < e - ~s o 4 E
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ros. 10 ensr lizacién reside on convortir a t en cicrta Tuicidn %{x),de wo
do que donde i se referfa a ti,ahora se rofiers a ti(x},no a un determina-
do valor sino a una determinada funcibn. El1 rezto dol 2uu . ..iento ra ex-
puesto no se al%era en lo que es de nuesiro interés. Loa valores de g(x,t),
r(x,t),fg(x,t) ¥ fB(x,t) quedan ahora determinadoe solo por x,r lo uisuo
suede decirse de h ( o Ax),en una forma caracterfstica para cada D(x) (ver
603. 2.4 ,29,32 y 33).Perc ello no afecta la validez de las 2.12,13,15 y 10.
Eeto implioa yue nediante la generaligzacién es posible introducir nuevas
o(x) y Q(x) para cada P(x),que pertenecerén a las respectivas familias de

fui.ciones.

T. Clases i p.8e.

Todos los p.a. tienen como caracteristica esencial el heoho de que de
bido a -u actuacidn frente a sistemas do dos o mi&s componentes,hay une cel-
da en 6l espacio em la cual, para dos componentes i,k de los mismos,se cum

»le:
fi(x,t) P fk(x,t), (2.35)

desigualdad que representa el cambio de composioidn.

Ademds de la caracterf{stica dada ,hay otras que no son ocomunes a todos
los p.a. y que permiten olasificarlos on: no destructivos,destructivos,crea
doreg y mixtos.

Llamaremos p.a. no destruotivo a todo proceso que altere la composioién
de sistemas mediante el desplazamiento de sus oomponentes de modo tal que ae
presenten en diferentes celdas en dietintas compoaioiones respecto do la ori
Zinal.

Como por definicién en los p.a. no destructivos no hay aparioisdn ni desa
paricién de los componentes sino solo desplazamiento de 10s mismos,ademds de

la 2.35,8e cumple,para todos los componentes:

ijij(x't) = 1 (2.36)

donde i se refiere al componente y j a la j-esina celda.

Gjemplos de p.a. no destructivos:

1;Difusién a través de una superficie limite,siemrre que los sistemas
estén ocompuestos por componentes tales que por lo menoa dos de ellosdifun
dan en diferente proporcidén,oomo lo requiere la 2.35. Al cabo de oierto
tiempo,por 1o menos en dos celdas estardn presentes los cemponentes en
composicién distinta de la original: a uno y otro lado de la superficis

1f:ite. Decimos dos oceldas,por lo menos,pues por la inhomogeneidad de la
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de le distribucifa do 1:5 cowmponantes,cads celd: sard,en reneral,divisille
en otran ..enorez,cunpldndoce en cada wui: e éstas los reguiritos impuestos
por 1la 2.35 y en el coanjunto total resuita.te,la 2.136.

2)Distribuoién en un par de lfquidos no miscibles. Disolviendo en un
»ar semejante un sistema de varios camponentes,al recuperarlo en cada 1l{-
quido se obtendrd,en general,sistemas de composicién alterada respecto de
la original.

3)Destilacidn En zeneral en cada instante,excepto el oaso de los a—
cebtropos,lo que se destila tiene composiocién diferente del destilado y
anbas oomposicionea difieren de la original.

4)Sedimentacién. Se puede dividir el medio en que se produce en cel-
das de diferente composicién entre sf y respecto de la original.

5)Contacto del aistema con un disolvente. Antes de gque se llegue a 1la
hemogeneizacién total,la solucién resultante podrd dividirse en celdas
oomo en los ejemplos anteriores.

Llamaremos pe.a. destructivo a todogg:::rao capaz de alterar la oom~
posicidn de sistemas por desaparioién‘de por lc menos uno de sus componen
tes. En este caso sigue oumpliéndose la 2.35,pero no la 2.36,que es reem-

plazada por:

?f“(x,t) <1. (2.37)

Ejemplos de p.a. destructivos,

1)Desintegracién radiactiva. Si el sistema est& compuesto por radio-
isétopos independientss de diferentes perfodos,oon el transourso del tiem
po se modifica continuamente la composicién ocon las caracterfsticas pro-
pias de loas p.a. destructivos.Aquf el papel de la superficie limite men-
cionada en el ejemplo referente a la difusién estd desempefiado por el fe-
némeno de la desintegracién radiactiva. Contrariamente a lo que ocurre en
ose ejenplo,esta "superficie lfmite" no permite el pasaje o traslado de
los oomponentes como ellos son originariamente. Al cabo de cierto lapso,
de un lado de la"superficle” quedard cierta fracciém f(x,t) de cada compo
nente,fraccién que en este caso es en realidad eolo funoién del parémetro
t,que aquf representa el tiempo,ademds del oufrospondiente periodo.

2)Reaccién incampleta de los componentes frente a un reactivo.

Los procesoas o¢apaces de alterar la composioién par inoremento d4e

la cantidad de uno o Pgs de sus componentes, los desi-maremos como p,
a. creadores .

De 1~ definicidén precedente, resulta ;ue para estos procesos, se
cumple, »cr lo menos para uii componente,

£(x,¢) 21
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Tani TS ae e ne credox:
creede r
La de-inte sracinn radloactiva nuede coiderarse !.a.si se corviene, en
nl ejaaplo ra d do, en comsiderar tiennos nog:tives,llaturalmente, todos los
r.a. destruztivos quo lo son‘en el zursn del tiemro, pueden considerar

se creadores en virtud del mismo ar:i..icin.
Por dltimo, podemos definir los p.a. mixtos cono todo p.a. nue actida fren
te a diferentes componentes del gistema 3emin mas de uno de los r.a. conside-

] redos hasta.aqui :+ no destruotivos, destructivos y creadore..

Ejemplo de p.a. mixto:

"Imaginemos un sistema formado por varins sustancias tales ;ue un reacti
vo reaccione inoompletamente con una de ellas produciendo otr: de las sus-
tancias componentes, de modo que hay una sustancia que disminuye su canti-
dad y otra la aumenta,.

Para otros ejemplos de p.a. en general véase Ref., 2, or "‘%“liograffa.

suponiendo en ellos que no se produce separacién,sino solo alterasisdn.
g Un eiemplo detallado.

Para 1lustrar lo expuesto precedentemente detallaremos uno de los ejen_

plos citados: el de la difusidén. Nuestro propéeito no es dar una técnica,
sino una explicacién acerca del modo de operar para obtener los valores de
las D(x) en casos concretos.

Supongamos jque los dos componentes A y B del sistema S son sustanci:s
no voldtiles, solubles en cierto l1{juido que en adelante llamaremos L.

Debemos, ante todo, preparar una serie de sistemas sucesivamente mis
ricos en B, Para ello, como se explicé en la Introduccidn y en el pardgra-
fo a de la seccidn 2.1, agregamos a una serie de masas iguales s de S, sen-

das masas x de B, cada vez mayores, de manera que.cada sistema asi preparado

%
Z
!
3

de masa s+x contiene a de A y b+x de B, Ledimos en cada 8X { homogeneizados)
la propiedad de nuestro interés y asi obtenemos valores de P{x) para 0§ x$0o
Luego preparamos con cada uno una solucidn con L, de concentracién determina
da, digamos 1%, A cada soluoién se la hace difundir reproduciblemente, con

la téonioa adncuada, hacia L puro, a través de una membrana, orificio o super

fiocle 1imite inerte cualquiera. Fijemos por ahora, ademas de la concentracidn
de la solucidn, todas las demas oondiciones ( temperatura, tiempo de difusién,
volucen de solucién, de L, etc.) como constantes independientes de x. Al oa-
bo de cierto tiempo, antes del ecuilibrios, tendremos dos soluoiones : una a
cada lado de la superficie limite. Ain cuando A.y B son inseparables nos po
neno2 en el caso general en que, tratdndose de dos sustancias diferentes, no
difunden en la miasma proporcién, aunque de todosmodos no sea practicavle ia
aislacién de una de ellas.

Cada una de las soluciones resultantes tendri compozicién A-B diferentes

de la de S.Claro queno muy diferente, pues en tal caso, repitiendo unas po-




cag wates o “la . aste, 1o tual pn en-
ta conto. 1oy an et

haer, R TR x T e e ahtione w wl C icto
b CN a . Drocda s de xS, s
Sod. alTaa eraoara an Lo, ovitene liltor. .. ooy oy osteldn altorada ron—
.87t in 1y ue tada 3T de loc ouales previeren, S .enar: ue ni en cada uno DrY
“4r.¢o por la difueidn en solucifn dsl sistema do =ac+ X nil-na nuevasente ia

sro;iedad ei cuestién, no obtendreuocs caturalmente el valor Plx) 1.6 otro, o1 que
corresponde s la oueva conroatcidn, ew Jecir D(x). Zs claro jue fijadas como estdn
todus lae oondiciones en ;uo ve reallisw 11 difucién, los valores de la pro:iedad
enr‘udiada desrués dola cimna 52lc depondorin: da la oomposicisn de oada vioteca
S (antos de la difuaién) , o nea, e x. “aturalecente, slendo dioha proyiedad fun-
o1én de la composicién «ctual da cada 3%', se pod-fa axvresar teniendo en ouenta
o) nuevo valos de 1a :isn jue oorresporde a un x'f x, y sonor P(x') en vez do

D(x}, Poro ello no noa provearfas la icfornanids dancn

T resi=on: P(x’ nos da 1a pro;tednd do o.di siite:a antes de ser sanotido a
la difusidn f,‘--n.‘,,’:v' D(x}, 1a zisoa corren-ondiento & Ja fracoiéd:. de cada sistera
jua 90 recujera dospuds de la d:fusidn. Tara 01da oonjuntode oondioiones, hadrd
una D(x) . for ejeplo, orerando a o'ra ‘amperaturs, o durante otro lapso, eto.

A1 esajunto do ocondiciones eano $sas :on roferim:ns al doclr on el paragrafo )

de 13 geacid. 2,2 jue t representa un oonjun‘o de pardnetros, cowo en la 6o, 2.4.

“azbidn puede surgir otra D(x) modificando la zondicsdén "pen.” es deosr, utilizan

40 para altorar la aom»oaioidn, en vos de la difunidn, osro ».€.1 distritawidn en

un par do lfsuiisn no wiadblos, re1001én itnoozpletn oo una teraers sustancia, eto.
fual ;uiern 03 la D{x) coratdorada, D(~d) de el valor de la pro:iedad ~ue

rodirfauoe tea:nés do 1s difucise an un sioteun S al que previxments “.abrianos eli

ninadoel coc:onente 3 .

Vor otra rarte, sl soneteros & 1a 117ualér 1s velucidrn reyurada oon el sie-
teea SX de acregndo x de B tan grande nue ln oira a do A es dewpresiable, al
recuparar y aedir la propiedad encontranom ol valor PB' Todo ello es vdlido
inda:andionteconte de lav oondiciones n 1is =u.lay oorresrornda la L(x' considera-
da, onndiocianee que ;ucden modificar 1la forrn do enn fiuwisn jore oin afeciar la
valides de las eds. 2.11, 12, 14 y 19, pun oono ya hadiazow dloio, las Dix}
%1 una familia do funoiones oaranterizadas “or ellas .

Cuando hablamos de la propiedad unos referiros s olla an detert.inadan aon~
dioiones, que son independientes de lan oondicioueu on jue se efectu la difu-
ei%a ¥ on jeneral, de las oorrespondientes al p.a. Tor ejecplo, sl se trata de
1a doruid-d a 20 *C , en%x te:parstura no outf de ningl: nodo rolacionada oon la
te-raratura  ua co realizd la difusién para les diatintus J(x}. Ze cozprende asi

que la 2.1) ov reca ol heoho -irivial, .or ticrti- e -ue tenienco la projiedad
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2rQ0 par:
coa,(Natur L.oste, 2{0), D(C} y <(0) corrowponder. 1! I sarticular de x-0 , en
aeoir, a ) So puede, enioncas, graficar en un miw.o papel dos D(x),o P(x} y una
D(x}, o variss D{(x) oon o sin P(x),para xI0 v extrapel w para x<C « St S e»
oufioiontexents podro on 3, an general es »asidle deter:=irar oni glorts ajrox!_
oacidn la iptersecoisn de las ourves extrapoladne., Zvte punto nos doter irars
Ty 7 =b, que eor. sus coordenadas (ver figura 2). Zs evidents jue tasdién podrd
oxtrapolareo )(x) para x40 , hasta anular la ordenads, ya co.o (iferercin entre
dos D{x} o unx N{x} y P(x), psra deteratnar v .,

Tezos corslderado para tode x la solucién ue 3ze obLtiene a un :isno lado
de 1a cuperfiole 1li{nite. 3n oada casmo, eon;lldorando las soluciones ,ue e obtis
nan dol lado reotante, jueda doteroinsda a la ves olra D(x). idends, si se con-
sideran varias superficies linitessucosivas, @l espaoioc entre dos ounles;iuiera
contendrd en zsoneral, anton do haberse llegndo al equilitrio oon la consiguien
te homogeneiz+oidén total, sistenas de compogicione: diferente: enire of y res-
peoto dol original. De eata maners, an una misaa experiencia tendremos datos
do =33 do una D(x) {ain oonsiderar P{x) ).

Por a'ors, habfanos dicho, fijamoe lan condiciones (conatantes para todo x)
correiponiientes a oadn D(x). Bn realidad, no hay ningin inoonveniente formal
on admitir quesl osnjunto de parimetros sinbolisados oon t en las eos. 2.9 ¥y
10 puaion considerarse, todos o alguncs, oono furniones do x . Asf, podenos esta
blocar que pars cierta D(x), sl ser x mayor jue un cierto valor recupera=os los
sisteces a la dereoha, digecos, de la super®iole 1inite, nientras que para los
valoroo de X menores o iguales que el espeoifioado, resuperacos s la iz:uierda.
Parn deeschar el onso singular en quo ¢80 oanbio ae pusda gcampenssr ovn una
variaoisn en otro pardpetro, cocsideremon conatantsn jars todo zx las defe
oondisiones. la D(x) resultante eigue oumpliendo las eos. 2.12 y 15 y por lo
tanto son vilidas taabién las eon. 2,13 ¥ 16. 33 dooir, lanuova D{x) pertene-
oe efectivarente a la fanilia de las D(x). Pero en gemral, presentard wna dis
oomtinuidad para el valor ds x indicade, correspondiente al saltoc e la oampo-
sicisn al pasar de un lado n olro de la suporfiocie 1{nite, eme)to, 00cO @3 nv-
tural, que pars ese valor de x no haya tal salto. Pues bien: on general se pro-
dueiri of ungD(x) disoontinua . De ou disoontinuidid provocads no extrasrecos
ntnguna informsoién de laterdo. Th algin oaso juede presentarnss inconvenientes:
o3 obvim, eatando de por medio extrapolaciones para x¢0,1a diffcult 4 eergente

de una discontinuidad pars valores nrixines a x<C. En cambdlo, no nolentan las

diacont

widado~ suca valores da o x centdivas S le wos de € o 190 gorres—




-~

-—r Ty lSETT |

16

poncientes valeres de L{x) no los temazes sn cuenta pnra la extrapolacibi.
(Esto se”mla la posibilidad dae que afln cuando para un ocierto valor de x se
produzca un salto brusco en la counposicibn de 19s sistemas recuperados

; un misno lado de la superficis liizi*te o,en general,recuperados en una
misma celda,ello no ocasione dificultades.

Podemos decir entonces que,generalmente, el cambio de celda de re-
cuperacibn ocasiona una discontinuidad en la composicidn de los sistemas
recuperados y por lo tanto en D(x). También se puede producir la disconti
nuidad modificando bruscamente,por ejemplo,la temperatura a que se produ
ce la difusién para los sistemas de x superior a cierto valor, O modifi-
oando bruscamente el tiempo de difusién —siempre menor que el necesario
para la honogeneizacién total,etc. Llevando el razonamiento a un extremo,
podemos decir que a partir de dos D(x) es posible ccnstruir infinito nime
ro de D(x),tomando para.oada nueva funcidn perteneciente a la familia,los
valores de una u otra de las D(x) dadas,alternadamente. Para ocada conjun

to de valores de x en que se haga el cambio,surge una nueva D(x). Siendo

. las dos D(x) originales centinnas,la funcién resultanta es evidentemente

discontinua,excepto que las condicicresds una y otra de aguédllas,repre-
sentadas como sabemos por el pardmetro t,difleran solo en infinitesimales.
Con relaoién a la #ltima salvedad,podemos imaginar una D(x) construf
da mediante una serie de infinitas D(x) cuyos t difieran,al pasar de una
de 8stas a la siguiente,precisamente en infinitesimales. En tal caso,la
D(x) as{ obtenida es continua,si las dadas tanbién lo son. Llegamoa de
eata manera a considerar la posibilidad de que algunos o todos los pa:é
metros simbolizados con t,oorrespondientes a las condiciones en que aotia
el p.a. pueden transformarse en variables continuas de x para tener nue
vas D(x) continuas,siempre que r(x,t) sea continua,por lo menos en el in
tervalo de t en que se gere,respecto de t,ademés de serlo respecto de x
oomo lo requiere la continuidad fijada de las funciones originales (ver
ecs. 2.,9,7 y 33). Por ejemplo,para tener unaD(x) no es forzoso mantener
constante la tcmpesatﬁra parse todo x. Se puede introduoir un gradiente
de tc .naratura que si es continuo no ocasionard,en general,ninguna dig
continuidad en D(x) aungue sf la modificaré,respecto de la de tempera-
tura oonstante,acaso favorablemente para facilitar la extrapolasién.
Ademés ,puede concebirse que la variacién de los parémetros es sus-
oeptible de verificarse,cuando esté implicado el tiempo,durante la ao-
tuaoién misma del p.a. En el oaso que ilusiramoe,podemos variar la tem

peratura en tanto se produce la difusién. Puede darse que si la ley de

variacién de la temperatura con el tiempo no es ademis funcién de x,
los efectos de esa variacién sobre la alterascidn de la composicibén

sean idénticos para todos los sistemas sometidos al p.a. pestaquemos
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que ello os v 3ihle nere no necesnrio,duos Li tion la 1o e vArisaeidn oo
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Las consideraciones que anteceden pusdan ‘ener gran inportancia prac
tinay por una parte,ellns implican gue si ol 3o Zi=ionta de o8 nisto-
mas a 15. difusibn se hace sucesivamente,uno ira: olro, s la temperat.ra
ambiente,puede que la variacién de la misna no ocagione inconvenientes
para tener D(x) y Q(x) utrapoia.blea. Por otra parte,las mismas conside
raciones nos dicen que s1 el sometimiento al p.a. se hace para todos lne
sistemas simultdneamentieyen condiciones idénticas,a menocs de 1os parame
tros que se haya deoidido tornar variables de x (vor ej. concentracién
de la soluoidén,composicién del lfquido Lyetc.) y operando en el mismo re
ointo, en general se podrd trabajar a temperatura ambiente,sin necesidad
de termostatizar,alin ouande se produscan variaciones bruscas de tempara
“tura de un solo o ambos signos.

En resument

1)Recuperando a ambos lados de la superficie limite (para el caso
mds simple en que haya una sola),los valores de la propiedad en cues—
$18n correapondientes a loe sistemas SX' asf obtenidos,pertenccen a dos
D(x),una por cada lado. Midiendo la prepiedad previamente al sometimien
to al p.a. se tisne tamdién P(x). O ses,de una sola serie de sistemas
SX ,tenemos tres D(x),inelufda P(x) :« tres funciones gue,extrapoladas,
conourrirdn en gensral al punte ( —b;PA),y también tres Q(x),doqochn_x_l,
do las que 30lo difieren de ellssan el signo.

Si en vez de haber una sola superficie lfmite hay dos o més,cada
celda comprendida eaire dos de ellas o entre una y la pared del reoi
plents donde se realiza la difusién,da lugar a una D(x). Para n celdas,
n funciones D(x) propiamente diohia,.ﬂs P(i),. Bn total, n+l D(x) y por
lo tanto (nfl) Q(x). Se comprende que el sumento del nimero de D(x)
as{ ,;;bto_nido trae consigo la disminuoién de la diferencia ,para cada
x,de la composicifn de lop. gistemas recuperados en celdas contiguas y
la resultante proximidad,en general,de los valores de las D(x) corres .
pondientesn.

2)Se pueden obtener m&s D(x) sometiendo 10 SX & o%ros DPele 0 blen por

“3)Alteracién de las condiciomes referentes a osds p.a.,ya sea dentro
de una misma D(x) o al pasar de una a otra,segpin ge decida o gea posidle,
por ej. :

a)modificacién de la compoéiaidn de L,oomo ya se menciond,o sim
plemente su reemplaso.
b)difusién haoia un lfquido distinto de aquel oon el ocual se



prepaan ivy cuoLur.

e Acor:  la Iax Corzac de Jix = i(x).

S0 couproade que 00zo todas las {x) oorrespondiontes a oada propis-
dad pasan por loe puntos -cmunes -h.l") o (oo.rn),.u.u no son lineales.
(Sola &t PA - ?B puede oonoedirse el menos ocamo posidle el caso vingular
e qus una D(x) sen oonlhnt-) En la seocilm siguiente veremos que,por eJ.,
las D(x; oorrespondientes a ura proriedad tal que F(.) soa lineal,son hi
pérbolas oquildtoras,ni r es corantante,

De las ocs. 2.8,7,4,30 7 32 se deduce que lak forma de oada D(x) que
da detoreinadn par la de P(x; v la de ls oarrespandiente r(x,t}. Al res
peoto,uedon presontarse varias situsciones tf{picas. Veanos algunas:;(v.en.
?-331) P(x) creciente y r{x,t)»1 (en el intervalo de x considersdo).

Camc me produse enriquecimiento en % (r> 1) y ocemo D(x) representa la
propiedsd de los slstemas emriquecidos,D(x)) P(x). Ademés,results que 630
(ver eo. 2.1} v quo 1a gréfica de b(x) eotard a ls isquierva de la de P(x).
Yéase Mz. M y aesoldn 2,),pardsrafe a.

2) P(x} oreciente y r(x,t)1.Las comolusiones son aquf las oontrariss
de la situsoidn enterior. Ver Fig. .

3, ?(x) desreoiente y r(x,t}) 1. Reoulta D(x) ¢ P(x), 820 y grdfioa de
b(z) a la izquierda de la de Plx).

4, P(z) dooreciente y r(x,t)?1. Besulta lo contrario respeoto de la
sitascién precedente.

5)51 para algén valor Ter ,r(xv,t)- 1,resulta D(xv)-P(x') ¥y x=0.
Depende de ol en el entorno de ese valar r(x.t) = 1 camdia o no de sig
no el que la gsrifioa de D(x) oorte a la de P(x) en xax (ver Pigs. 4 ¥ 5).
Verenos que no sie=pre que oo :orter,o ses,no simpre quo se jgualen las
dos fuooicnes, %n-c.

.
| P(x) P(’)
| D) b(x)
'
|
i 1
re1co | f-1¢0
L
L »
X, L 4 x
Pig.4.Camo r-1 no ommdia de Piz. 5,en la ocual oamo se
signo al pasar x de un valor mg produce el canbio de zigno de
nor & uno mapar de xv.ll gréri- r-1,1as grifjoss de las dos

oa de D(x) no carts a la de P(x). funciones se cortan.
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S0 (s no uonltona y rixy%,) Y. e lo crpuesto en 1) 7 i, ,resulta:
A _<>':,i7(1)>P(>:) v D()<i{x) sucesivaments. Gréfica de u(x) s la iz-
yuirerda de la de P{x). Ver Tig. 5 .
7'"(x) no monétona y r{x,t){l. De acuerdo con lo vistc en 2) y 4),
b2¢0,(x) es maror y menor que P(x) sucesivamento y la gri&fica de D(x)

astf a la derecha de la de P(x). Ver Fig.7.

/ M y
/// o . PG l P(!]

. & D) s
' .,’— ’
e+ < .
G 4 X
Fizef.Una P(x) no mondtona con Fige 7. Una P(x) no monétona con
una de sus D(x) para r{x,t)>l. una de sus D(x) para r(x,t)<1.

En la Fig. 8 se ven repressutados los QX oarrespondientes a X=X, 9 X9
etc. préxivos al mé&ximo de una P(x) o,en general,a uno de s velores
estaciorarios,siendo ella continua, También lo es r(x,t),que ademis es
nayor que 1, Veamos algunos aspectos de esta situacidns

Para xex, jsiendo rd1y P(x) oreciente,D(x)>P(x),como vimos. El siste-
ma 86 enriquece en B pasando & tener la composioién determinada por la
3 Vemos que el valor de D(x) es igual

al de un miximo de P(x). Luego,el SX sonsiderado (x=z3) pasa a tener la

abscisa del vecteor Ax. Al llegar a x

osomposicidén a la oual ocorresponde ese méximo(dada por la abscisa del ex-

tremn del correspondiente Ax ). Para x=x,,08 evidente que 6l SX pasa a

4

la e2:'Toniecidn deda por x=x_ y no a la dada por x:xS,. Se comprende tame

p,
vién que aunque D(xv) = P(xv),ao ha alterado la composioién del respecti
SY pues en realidad adyuirié la composieién dada por x-zs,siendo P(xs)n
F(zvj.Como lo habfamos auunciado mfs arriba ez 5),vemos as{ que no siem

nrs 1= icterseccién enire las grificas de P(x) y D(x),0 bien la igual-

AOXy D )
! Y x
| . ‘ Px)
| | | .sz .
ax, | ' vt 1
g | { | ! !
AX, | l { ' l
l l [ | .
1| l | | h | '
v | I ll [y rod |
Col R o | '
| : | | 1 to ' | L}
! | | L 4_1 - —
X % X3 %y Xy XgpXgr Xg % X7 x

Fig.8. Interprotacisn de las grdficas de P(x) ; D({) or la
pro dad de valores estacionarios. P(x) y r(x,*)sontinuas
T rix,t) 1.
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dad entre las funcionen,indice Ax=0 { o r(x,t)=1 ). Zllo se tendrd en ouen
ta cuando sea de interés la determinacidn de Ax,como se verd en la secoién
2.3)y oe trate de una P(x) no mométona.

Si dos mdrimos (o mfnimos) de P(x) estuvieran suficientemente préximos,
o bien si r(x,t} tuviera valores suficientemente altos,podria darse el ca-

so de que uno de ellos no aparezca en D(x). Por ej.,si el 3X de x-i pasa

1
a tener la composicién dada por x,,,y los de x:xz,xB,etc. a la dada por va-

lores de x superiores a x, (ver Iiz.2},

T
Otra asituacién especial se vresentaria si pa.ru,digamos,z4,una, dieminu

cién en r(x,t) causara gue el uumento en x,ronpeoto de x},fuera menor que

la disminuoién en ox (respacto del correspondiente a x3) de modo que el

SX pasam ala composioibén de x_,,nersj. En tal caso doscenderfa el valor

5
de D(x) para aloanzar nuevamente el valor del miximo de P(x) para algin
val
de T superier a x,.Ba deoir,un mdximo de P(x) habrfa dado origen a dos

4
méximos en (x).

En los dos ltimos pérrafoc tratamos doc casos singulares. Fuera de
elloe, a cada méximo ( o mfnino) de P(x) corresponds uno de D(x) y Te=
ofprocamente. En general,el examen de las srificas nos dirf a qué parte
de P(x) corresponde oada parte de D(x),para determinar Ax sin emdigie-
dad ocuando se trate con funciones no mondtonas. La menocionada ocorrespon
dencia entre valores eatacionarios,puede wutilizarse para ello como re-
ferencia.

Sabemos que s1 para algin valor xex , r(xv,t)-l,rgsulta P(xv)-D(xv)
(Figse4 ¥y 5).Asf resulta también &v)co.laa dos Yltimag igualdades se
oumplen también en el ocaso ilustrede por la Fig.8,para P(x) no monétonds,
sin que r(xv,t)-l.

Esas igualdades no son las representadas por lea eos. 2.11 (y 2.15)
¥ 2,13 (y2.16),siendo x v} -b., Estas dltimas ecuaciones darn Suenta de
dos puntoe comunes fijos para cada familia de D(x),inclufde P(z) ¥y de

las dos rafces oomunes a todas las Q(x),independientemente de t. Paro

ello no exoluye,como lo anunciamos al final del pardgrafo 4 de®®ta eeo—
cién,la posibilidad de otros puntos comunes para las D(x) Junque 1o o9
nunes a todas ellas,y las consiguientes rafces en Q(x),tnpooo comunes
a todas. La diferencia esencilal reside en queée aquf no pedemos fijar
independencia reapecto de t.

La igualdad entre P(x) y D(x) o entre dos D(x) para valores ds x som
prendidos entre =b @ @p podria dar lugar a conclusiones incorrestas acer
de las extrapolaciones si no fuera por la diferencia sefalada y pargue
adends se puede confirmar todo resultade extrapolando las D(x) y Q(x) co-
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rUOGnonGie o o 0Lt Prociec snesgdnbicnde xtenderzo today las extrapola~
ciones oasthtz ol iwro valom ¥,

Para iluviracifn,considesarion 11 ™ .1, mponiando que 1a cantidad de B
en S no es 2 sico b+xﬁ.E1 eje de abacisas seria en exze naso la recta X=X o
Si exirapoldracos P(x] y D(x; determinarfaos cu.c b ol valor 3. . Pero
de acuerdo con lo diocho,adn zin recurrir a otras propiedndes,podremos adver
tir que no se trata de » %tomando otras D(x) de la misma propiedad,es deoir,

variando t. Una situacifn siuilzr puede presentarse em lo representado en las

Figas v O.5n todos los casos se aprociaria oduo x, depende de t.

De todas maneras,los inconvenientes asergentes de la extrapolaoién de
funciones no lineales ¥ 12 forzosa licitacién relativa a que 2 forme solo

una pequefia parte de S imponen la necesidad de uejoras en el nétodo propues

to hasta ahora, De ello trataremos en las dos secoiones siguientes.

2.2, F{z) lineal y grado de eariquecimiento

conatante respecto de x,

a. Acerca de las restricciones introducidas.

Masta ahora no hemos impuesto ninguna restriccién a la forma de ‘P(x),
o P(z),ni a la del grado de enriguecimiento z(x,t),exnepto las que surgen
de su mismo significado (por ej. las ecs. 2,1 y 2) y las referentes a oonti
miidad (para poder extrapolar).

En esta seccién consideraremos el caso en que.F(z) as lineal ¥y en que
g(x,t) y por lo tanto (ec. 2.34) r(x,t) son constantes para cada D(x),sea o

no psra cada una ¢ oonstante. Debe ocumplirse,entonces:

1) dr a4t 5 , 9T g 2,38
Ot dx ' dx ( )
0 si:
2) Qr ._8xdt.
dx Ot dx (2.39)

En la primera ecuacién del caso 1) ,en realidad debe anularse dt/dx
ya que 3r/dt £O pues a3f lo exige la existenocia de la familia de las D(x)
(ver @0.2.9). Si no fuesa por ello existiria una eola D(x) que serfa na-
turalmente P(x). Par una parte,la mencionada ecuacién ipdica que el p.a.

actia sobre todos los SX en las mismas condicioaes Y por otra,la que la



g le}

ACOIDAIR AXDIe3a ;'l1o;permaneciando cgn condic tones congtantes,r nu depende
de xy15 cunl, el 1o cartivad A los ‘v ue -u aeete L1 .a. 23 coustante,
implict a”ends indeperndarcie da v raziesto 10 Ja soonneisidén de los siste
ree, Thn Situ3°i6“particu1a: pertereciente p aste casn o prenenta cuando,
aparte de la constancia de t respecto de x,se verificr ;12 en todos los
SX A 7 B reacecionan ante el p.a, independienteriente unn del otro, De aata
manera no solo ee constante r para cada D(x),sino también fA(x,t} v fB(x,t)
(ver ecs. 2.20,21 y 32). Con relacién a los ejemplos 1) y 2) tratados en
el paracrafo £ de la aecciénpg%ogigi'[&gf&ggggu?&gggdo con detalle en ol
pardgrafo g) y distribuecibn en uu par de lfquidos no miscibles,aceptamos
que lo precedente se ounple si las coluciones en cuestién son sufioiente-
mente dilufdas. Bn cuanto al ejemnlo 1) para procescs destructivos,la de-
aintegraoidén radiactiva de radioisftopos independiontes,no hace falta nin
guna "dilucién".

En lo que respewta a la oo, 2.39,01la 3¢ ra?iere al caso en jue lg
wvariacidn que para cada x experimenta r por x misma se compensa por la

experimentada a través de t,que deberd entonces sor una determinada fun

cién de x para cada D(x).
La linealidad impuesta a P(z) y la necesidad de que ?(o)aPA ¥ F(l).PB
’

implican que:
P(z) =(Py- P )3 + P, (2.40)

que en forma m4{s explfcita se puede poner,llamando P a la propiedad de

los sistemas compuestos por A y B:

P =Pz + Pz (2.41)

AA B!

esoribiendo aquf para el t{tulo de B,zB en lugar de z.

Para el caso general de un sistema de mée de dos camponentes,cada

uno Jde vropiedad Pj vy titulo zj se puede transformar la anterior en:

= 2
F= SPy% (2.42)

Veamos ahora algzunos ejemplos de propiedades que satisfacen esta
ecuaoién,.

En un sistema formado por varias sustancias el nimero n de moléoulas
que lo oomponen esté dado naturalmente por la suma de los ndmeros de mo-
léoulas de oada una:

n=3Ya, .
3 J
Por otra parte,el nfimero eorrespondiente a cada sustancia es igual

al cooisnte entre la masa m, de 1la misma y &l mol MJ respeotivo. Para

J



8l 3istena tonal,sr tretcd o 7o isa +r~ta1 1y del mol wedlo l.Entonces:

‘%‘;\L :Z M)'
De donde: m:
Luogo % :Z -;Y_n—”
001 "
Aol 27'

Y para el peso moleoular:

L PM, ) zj (2.42)

de 1la forma de la @0.2¢42.

Supongamos que el sistema se ha formado sin variaoién de volumen de
manera que @l volumen V del mismo es igual al volumen suma de los de cada

oomponenta;
V- Zvj.

Siendo d, la densidad de cada uno y d la del sistema,la ecuacién ante

J
ri hat gseribirse .
or pueile aser 883 o _ j;_- ’hﬂ1
d ~— dj
o] 'b'_'.en: 4 _ Z A (mi
Es deoclir; a B d‘) e
A 1 7.
-1 N 7 ’ 2.44)

Otro cz230 jue vonduce a2 la ec, 2.412 83 0l referents a la radiaotividad
inducida:,por e}, por borbardeo con neutrones,si no ge proeducen fendmenos
seoundarios oomo el efecto Szilard-Chalmers. La actividad inducida es en
oada instante,para la masa tcial m ; den4s ocondioiones dadas;

A pd Z a J om
expresando a, la actividad inducide en la unidad de masa qe cada componente.

J
1a aotiviiad egspecifica inducida total serd.

A . Y
azoz) O o2

Es d‘cir’

Z O‘j Z]' (2.45)



Ly 2.4y expremd ue la jroiadnd doTinldy coco la inversa del peso mole-
oul:: «lin @3 do lag -ue antisfaces 11 o . 2.42. Algo sizilar puede deoir-
ne le lat 2,414 ¥y 49.

Por dltino trataremop un ejenplo cuy general.

Considoremos camo sistena la funoidn suma de un oferto miterc de funoianse

uy (oamponentes),de una o varias varisbloo:
U-=X 3 (2.46;

Suponer una variacifn an las variables puede entemderse oomo el sauotinien
to del sistara a un D.A.,supuesto que osn varisocidn afecte en diferente propor
018n lon valores de,por lo menos,don funsiones samponentes (para u'aguru- 1s
slteracién de la oanposioién) Asf,uns vez producida ees variasién que,ec=o qug
da 41i0ho podmaos adecridirla a 1a sotusoién de un p.a.,tendremoo un nuevo valor

de U
U,).n,. s Zl“j’f.q,-
oaso po desprende de la ec, anterior 2.46.

Dividiende por U ,carrssponiiento al sistens antes de la aotuasidn del

Pe8et UE ('3 = _{_&_IL&
(V] U

Ue.a. _ Mype My
U Ay U
Ahara biens a uJ/u sedence oimbolizarlo con 3,75 que eTess sl tftulo”

de u.1 @ o] siotesa(antes del p.s.). Ademde,de acuerdo con las eos. 2.20 3 21 y
1a 2.22,0 U U podemos representarlo con £ y s u” - /uJ oon fJ. Entonoces,

pen.
reacplazandor Z f
f:L 3%
Ss docir,  es uns propiedad que satiecfase la ec. 2,42. Cano caso partiou

. lar results immediatamente que: Is. (J.- t) = YA (X- .f.)ZA + ;8 @-‘JZB

que 50 Yuede ponar:

(2.47)

0 nds brevezente:

;Sx =z :TAZA A g-‘gzﬁ

fox = (;3‘ F“) Z+ Ja (2.48)
llazando 3 ) valar de 3 oarTespandients sl sistems 9, (z=0),

S'\s = (YB Pﬁ)zo + (2.49)

quo ee puede poner;
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(""ér.;ase prasanto que ! kx,t,,_ (2,1, (xyt) ,ads cuando los escridbimos

A B X
abreviadarente sin las variatles entre parintosis,son,ldanés de funciones
de t,funciones de x y por lo tanto de z,salvo que se indique lo contrario)

Mds adelante haremos uso de la 2,47 y sus casos partioculares 2.48 v 49.
Por ahora nos limitamos a destacar que ellas no %tienen ninguna limitacién

en cuanto al modo de actuar el p.a.

b. Formas gue adoptan P‘x}.DSx] Y Q‘x!.

Si hacemos un cambio de variable en la 2,40 teniendo en cuenta que

z= (b+x)/(8+x),tenemoss L
PE) =(Pe-1a) 2 + Fa (2.50)

que ea8 la forma de P(x) para toda propiedad que satisfaga la ec, 2.42,0 bien

sus casos partioculares 2.41 8 2,40.

La 2.50 se pueda sametar a una transforuacidn:

PO = (Py-R) 2 5 + () &

S+ X

s L hx
S¢X St

Luego.
P(x) :[(st-a)‘sé + 6’] e L T (2.51)

De acuerdo con la 2.50,la expresién que en lz ec. precedente figura en
tre corchetes es igual a P{0). Luego:

P@C) = (O) S+ E _gfx.

(2.52)

Eata ecuacién nes dice que la 2,42 también ss satisfeoha oconsiderando
el sistema S como un "oomponente" y el agregado de B como el otro.

S1 sometemos los SX a un p.a.,los recuperamos a razén de la cantidad
(a+x)fsx por cada cantidad (s+x) original (ec.2.22). Considerando el efeg
to del p.a. sobre las cantidades s ,b y x separadamente,resulta (ecs. 2.21
¥y 23) que la cantidad s se tranaforma en sfs,b en by x en xf.

Para tener la expresién de D(x),teniendo en cuenta el significado que
le hemos dado en el pardgrafo d de la secoidm 2,1,podemos utilizar la 2.50,
donde deberemos reemplazar s por sf_,b por bf_ y x por xf Entonces,

D@)=(R-R) 42 5
S f-l{ﬁb /

que transformdndola como hicimoe antes con la expresién de P(x) nos das
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sk op e
D@{(PB‘&)%S& * >jot X e i SE*B“”?B L sy

que también puede obtenerse direotamente haciendo las sustituciones indicadas
en la ec. 2.51.

Anflogamente a lo dicho en relaciém con la 2.51,se advierte que 1lo que
figura entre corchetes en la 2.53 es la propiedad del sistema S,(x=0),des-

pua de L.aberse alterado la composicién,o sea,es D(0). Luegos
X’8

)i .
D@) = D( )S—E%‘t—fa‘ —+ PB 5},;-**;5 (2.54)

Esta es la expresién general para las D(x) relativas a oualquier propie

dad lineal en z. Egvilido un somentario similar al heocho en relaeién con la

2.52.
La anterior tambidn podamos ponerla asi:

_ DE)sf+xip
D@)- 20k

En las condicienss simbolizadas por tat ,tendremos una D(x) particular:

Dm (I) = ‘

2509 (kU’SJE}ng + Zgbjtieéﬂh,
donde hemos agregado una m como subindice a lcs simbolos correspondientes

. (2.55)

(2.56)

v * Zhom

& magnitudes que dependen de las condiciones relativas 21 p.a. Sabemos que

-va'y fS dependen de ellas y por lo tanto,también D(0) que camo dijimos es

igual a la expresién que figura entre corohetes en la 2.53.
Para otras oondiciones,que indicaremos con te%t :

_D (O)ngn * éxﬁn
)= 2
;Z:l7) <Ei: f?,é;"L -+ ‘]!jgé ”

(2.57)

Teniendo en cuenta la 2,10, juntamente con las 2.56 y 5T:

O e 2Ok Brln Do)l B
O et o X

que es la expresién general de Q(x) para cualquier propiedad lineal

on 2.
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c. Solucidén del protlenma.

La 2.58 se puede poner gsi:

0 seas
’(S'—(,{_-A-—)ZO-F—-/E (2.60)

Como 2 es3 el tftulo de 3 en S y es por lo tanto una constante,
fs/f en la expre:idn anterior es Tuncibn solo del factor de enriqueci-
niento r. Una de las restricciones que tenemos en oonsideracién consie-
te precisamente en la oonstancia del grado de enrijuscimiento y por lo
tanto también de r para cada D(x).luego,cada una de las D(x) ouya dife-
rencia da 3(x) en la 2,50 es funcién de x solo explfcitamente.

Por otra parte,podemos ob:iener pare D(x) un~ expresién difersents de la
2,54 8 55,haociendo intervenir el componente .\ diirectamente,no a través de S.

Para ello,tenemos en cuenta que la 2.40 se puede asoridir agi:
P(Z): (PA~ Pg) (i-z) + Fs

P@) = (Pa- Pﬂ)ad?:x + ha

que @8 otra expresidu de P(x).

Evidehtenente; P
DI) (P Pﬂ)a/ﬂ*@%}fB-’— B

De donds: Pu) ﬁ

b(l) ( B —-—"—“’“’"‘ "’PB-
8}5 +b+x (2.61)

En el caso que consideramos r y por lo tanto fA/fB no dependen de x.
De este modo volvemos a encontrar que D{x) es funcién de x explicitamente
Y solo explfcitamente. En estas condiciones,un simple examen de la dltima
ecuacidn nos muestra que cada D(x) es una hipérdola equildtera ouyas asinto

tas son las reotas y=P, y x= - [a( f'_h,/i’_,3 ) + bJ (ver F1z.9). Se comprende,
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carn ate=a ue o toae e p(al, S{x) ¢ Mx,,.we :us valares con sentide
SIofae ot er ruws ad -t

1= foa1lts do D(x] es mtonoe: una “nnilia de Lip&rdolas equildteras ou-
3 parécetro caraoterfetico es,segdn ee advierte o.. 1la 2,51, fA/fB,e den r,
e PA'P". Y b san oamunes a todac las intograntes do la nisua, Al pasar
de una a otra no se altera la asfntota yePy (de acue:do aon el hecho de qus
o6 lo expresa la 2,15,para tods D(x), D(oo)-?x). BEn osaliv,se traslads la
mhtomxfgt\o’:"o’);lohu ol valor de f ‘/f‘. Eate traslado,juntaments aon el
efecto de la moditioaoils de ege valar en d produoto del mimmo par P‘-P__,
Lage que en las oondieiones que estudiemos la diferemcis de dos I(x) ouales-
quiera,es deoir J(x),tensn dos dmiono rafoes,len ya oonooldns pars toda 3(x):
una finita,para xe— b y la otre x o, oo (vor FL:.9).

Kl anflisie hecho presodentanente nos anegura que ls rafs ﬂlnlk no so-
lo existe sino quo tanbién en dnica. Adecds esta oconslusién se confirms des
pejando ¥ previa igualanido n cero del segundo zianbire de la 2,59,puse nos
encontranon as{ con una ocusoidn de primer o414 en %, la roafs caloulada en,

oang vabemoy. -b,resul tandos

bm, (©) - bn (o)

= S ,(; ~ ] f (2.62)
n _ ’Bm _
S LR Ry L
Tamionde en ouentn que :onb/g,obm-om

Dm, (()) - -D», (")
B [ 3] - B[ i)

P nn(C) y »_(0) se pueder detarminar 4e ncuardo con el uignificado de
oada ofndols. 3010 nos falta referirnon a la deterainnsidn de r,‘/l’m 4
r,,_\," para poder caloular la ceaponiociln 4ol cistean dado S oon las eoe.

e
2,825 62'

{2.62*)

Fo oonooano3 =i tangpoon sy Luezc,par 1n 2.50,n0 oonocemos rv’fs .2n oam
%15 sabmmcs jua ‘o s canstante y tambidn lo es,en @ cnso e estenos tratan
do,r: Entonces,por la nieca eousoiédn, n'P(:,t)/!s(t,t) ©31 constants para oe-
da D{x),es decir,para todo x y un dado t. Veamos admo,on jeneral,pueds doter
zinarse osta coansiante necegaria parn ﬂa; valoran din 4,

Sero 3abmaos,la saatidnd zex do 57 me tranaforma por la actuaoidn del

PR 18

(S+x)?sl =3 o I'Lfb (2."33)
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In WmcaT un -
N
s :fii*i_t)_:_;'i(:t_)
MO 3 (2.60)

Como priomera aprarinacidn podemos aceptar quo parz Talores de £ muy gran-
des reavecto de s,el valor de fB(x,t: que figura en la 2,64 es aproximadamen
te 1gual al oarvespondisnte a B purc,s nu,rn(oo,z',. Sste pusde ser determi-
nado pues disponemos ds 3.

fomances varios 3K de x snficlenteceute  rande y detormionmos los valaTes
rsx(x,t) carresyondientee \las Zracoiancs ds 3% que e reaujers en ocada oaso),
para el parémetro t relativo a la 1(x) ec ocuestién. Apliocando ls 2.64,08lcula
mos un valor aproxinado ae rs(x,!‘, para oadn x ooncidersdo. Aproximado,dedido
fundasentalcente & que tomamos cazo f’(x,e) a I’B(ao,c},oorrnpanunto a B pure,
oamo di jinos,y 0o el oorrespondionte & 5 pars ¥ finits,es decir,a B formando
eistema con 3 y por lo tanto con A. Kl arror as{ comstido tiende svidentemante
s cero en tanto x tiende a infinito. Conniderandc loo valores aproxicados de
rs(x,t),duuo. ?S("'t) funoién de 1/x,poireos eu general determinar per
extrapolanién para 1,x+0 el valor de .’s(x,t: " a diluoido infinite" {(dilo-

01én de S en B)y fs(m,!).vqr Pg.10.

|

|-
:gu |,
<L P
B !

E —p - — - ¥

F:,. 9. P3) , Dux) poco Piz) lineal (\3-8) Enls Fie To - 43, 7 =05

|
| |
| |
| |




. e uada (08,4,

!

; (1.” « Todo
T t-t'. Tone-
T

g r s
_1 neaoaittzo: ;... aylinar la 2,62
£W & 62*,pues estannn en el caso en
l Qi@ allas no lopandern de x,como

17,5
vinys 21 considerar la 2.40.

Pig. 10 (e umAzica) . : & ton
o .xg%) o funoidn de }"a
ol ! con le do {ndeserdarolis 1 reuneoto de x se
T4(x,t) 0nleulado conin

cima iq rec=plaio de

r PO § A
fla rr le e ~espeoto do x tanto por parte de

2 prodleza se sinplifica si la

su=plo cedinta 1a taaependencia

. oomo de fu.!%h imylica jue
A

+:abiln f' e inteyondients de x
{ 70or @2, 2.7C}. lusgu,en tal gaso
0e puede deterninar :‘J splicanie ol p.o. oodre 3 pura ,{x-.co),r f:: L1
tre S ,{x=0).
En recusenjhemon fijado lao ocondiciunes ou cue con conooidar 1lau
fornas do D(x) y «(x) y san aplicablec las €03.2.62 7 62°' nara obte-
Ler la canposicién. Se ca=pronde que no hay ahara razones para nante—
rer la rostrieold: oonsiotente en que t debe ner pojuesa e relasidn
902 3,uaturaloente necesari en 41 caso de extrapolroila de fuiciones no
linonlen.
Jotorninada la ocaaposioliln 4e 5,se puode concsor Y'A .nofondo @] reem
2lazo de 'o dado por 1la 2.62' en una de lae doa 1 uien teo ocunolones,

que son imedintas de ian 2.5

Du9: (B-8)z 22+ &

fom {2.65)
Du(o) = (B-B)2, 22 + A
m(o) = \'sg” A) o F A (2,66)

w™

n

Loako e] raocplazo on 2uuljuicra de ollas,resulta:

PA _ DOm “’)f,,lf;,,. - D, D fembin

fln !sm. - fsmfsr. {2.67)
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Temo entre Yaa dos . 0 wya Giferwicie dofine Q(x) puede estar incluida
P(x), tendrenos dos ecuacioues casos particulares de las 2.62 (8 2.62') y 2.67
que <an t ( & 2, Yy PA' Vimos que (ver ec.2.18 y parédgrafo g de la seoccién
2.1) que considerar P(x) oamo integrante de la familia de las D(x),implica
reZerirnos al ocaso en gue en realidad no hay oambio de composicién,ya sea,
comno dijimos,por incapacidad esencial del p.a. para produoirlo o6 por operar
en condioiones partioulares,circunstancia ésta que incluge el hecho de que
los SX no sean sometidos al p.a. Remitiéndonos a eato iltimo,las nuevas ecua
clonee gque expresan b,zo y PA se pueden odbtener ilrectamente de las 2.62,

62' y 67,respeotivaments,reenplazandio Dh(o)’f de acuerdo con las

Bn ¥ fsn
treo igualdades siguientes:

D (0) = »(0)

Se obtiiene entonces:

P(O) - Dn ()
b-s

& [P(O)' PB] - (D,, (o)—Pe] (2. 68)
fsn 7 . Plo) - D,, (o) (2.68")

22 [PG)-3]- Do) 5]
a ) P(O)J(Bn —.DQ(O) l.;’?- (2.69)
"%f(, - lg'?/

51 el r.a. actda pero sin alterar le comvosiciSn,loss re=ultados son

los wiaros Dm((‘)= P(0) y encuanto a £ ¥ :Eh »81 bien no se cumple

Ba
que son igualec a 1,0s suficiente que la relaciér seca ijual a 1 y elle

:{ se cumple,pues 3% no hay cambio de composiciéu m=l (var ee.2.60).
/e
B’ Sn

: =X . Twegc,como ror las 28, Ty 33 D(x}) = P(x + h} y 1 =(bex) (1),

Temios quéd ocuv:e i fbﬁme = f %™ 2ate caso ,por la 2.60,
regul ta @%fx}-Dn(x) y en particular Dw(O) Dq(O) . 3sto conduce obvia
~onte a uua iandeterminacién: la oarrospondiente a tomar dos veces 13
nisma 3{x).
Destaguemos que las 2.62,62'y 67 y sus casos particulares 2.68, 68' y 69

no rejuieren informaocién de tods la serie de sistemas SX,sino solo del 8is
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tema dado C y el coil oients conocido 3 ¥y que,conn A dijimos,no esté: su -
tas a la restriccidn conaistente on ue 7 coastituia volo una pegueila parto

de S.

263, sz) arbitrards y grado de sariquecimieuto

oonzgtante respecto do x.

a. Caso referente a P{(x) y una D(x).

Hemos visto (pardsrufo o de la secoidn 2.1) que al someter 21 p.s. un
sistema SX pasa a ser un sisteua $X' de diferente composicidn: la de un
sistema foruadac por la cantidad 3 de S y un asresado de 3 igual a x més
un oierto Ox ,positivo o negadivo segin ce prodnzca enriquecimiento (r)l)
o empobraociniento (r(l) en B,como lo expresa la ec. 2.33y,que reescribdi-
nos eai:

Ax={v+x}(r-1; (2.70)

IZn el pardgcofo 1 de la saccidn 2.1 referente a las foruas de
D(x) y 2(x). Ampliaremos ahorzs lo ~11{ expuesto,oon relacién a &x en
egpeoial.

Sea por ejemplo la grdfica ve P{x) la que ge ilustra en ls Fig.ll.
Consideremos un SX de x:::l ¥y propledad P(xl),l'epresentada por el megmen
to k. Si on ese sistema se produce un enriguocimiento en B de modo que
pasa a toner la ~omnosiciédn Ade un SX con x = x, + Ax ,(5170 ), medd-
da nuevamente la propiedad encountraremos 8l valor P{ x +/Ax ),represen~
tado por el se;imento RT,que como szbemor es D{x_),segmento X'N. Acuf ve-
mos que introducir el valor D(xl) equivale a u.n; contracoién del eje x,
como lo requiere la definicién de D(x),dada por la ec. 2.9 juntamente

oon la 2.7. En la Fir. 12 se trata el caso en que se produce ampoixreci.

P(x
‘ R _~ax ! P(x)
¢
: = i
! ! )
| : |
i ! : |
X, x X, X
Fig.11.4 x para P(x) oreciea Fig.12. &z para P(x) crecien
teyryl. te y r( 2.

miento an B y por lo tanto dilatacidn del sjo . = .ulaws: fiuras OHx
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——
» /. . . N -
33td seprevaoniale  (ineluso el sigro) por ol voctor u'.a,poritivo o negativo
’ .

segin tenga o no el xizmo ,ﬁntido que ol asomieje x positivo.

Para cada x = xl,e:: cualguiera de las dos situnciones ge detmrmina H.T-R.
v asf Ax,trazando por k',0 sea el punto ( T D(zl) ) una paralela al
eje de absoisas Lasta interceptar P(x). Naturalmente,la interseccidn so pro
duoe en ol punto x, + ANx ; P(xl + Dx), que coinscide conk .

51 P(x) es decreciente (oaso no ilustrado por las Figs. 11 7 12),el
rosultado anterior no se altera. Tampooo hay cambios esenciales en la pro
rimidad de un valor estacionario,excepto el %tenexr en ouenta que,per ej.,el
sietena de xax, (Fig. 8) pasa,nomo dijimos en el parégrafo L de 1a eecoidn

2.1,a la composicién dada por x_ ¥y no a la dada por 15.,dn modo que para deter

5
minar R kay que coasiderar la segund: interseccién de la paralela al eje x con

P(x).

Como es evidents,la 00. 7.70 se cumple independientemonte 4s la forma
de -I;(z). Vinos obmo se realiza la detemminscién de A x sobre la base de las
gréfioas de P(x) y D(x). Ahore vien: sonsiderando la restricsién impuesta en
esta seccién (oonstanoia de r respecto de x),vemos que cualquiera sea la
propiedad en cuestién, A x es une funoibn lincal de x que #e anula para x= -b.
(Ver Fiz. 13). Conseguimos entonoces une wodificacidi esustancial con relacién
a lo expuesto en la seccién 2.1,dondec para determinar t debfanos extrapolar
funciores no liueales ocomo lo son P(x),D(x) y Q(x),con las consiguientes 11
mitaciones,entre ellas la referente a que B forme una pequaiia parte de S,li-
mitacidn que evidentemente pouemos ahora desechar.

Otra posibilidad oonsiste (Fig, 14) en considerar dos valores de x,dige

mos X, ¥ X, ¥ sus respectivos Ax: Axl y sz,que aatarir dados por:

& Ax -(b+ "’I' —-1‘
1 i LRSS Tl

1;3.'3

P sz = (b + x2)(r2 - 1)

3l X

Como estamos considarande r constante respecto de x,rlarz. De las dos

ecuaciones anteriores resultaj,entonces:
‘0 X, A%y~ X AX,
— AxX, - A 12 (2.71)

L. Mds acerca de la ecuacién 2,70.

En la ece 2.70 x correaponde al aistema SX original,antes de actuar el
p.a. Sabemos que en virtud de éste,cadz SX msaa tener la composicibén dada



3
R

ror,diganos,x’. Vear: o3 chio podanivz exprosar X en funcidn de x'.

oo $ Dex)
x' = x + Ax, 2 Ax

reemplazando en la 2.70: [

Ax <« (b +x* = Ax) (r - 1)

!
&

'
|
i
X X, i& x

(2.72)

Luego

|
AX:~(b+x')(—,—Z— —4) *

Vemos con la dltima ecuacidn que Ax es también una funcién lineal
de x' (r constante ) que se anula para x's -b.Como antes, x estd dado
por el valar absoluto y signo del vector X4 (Figs. 11 y 12),pero ahora
la absoisa oonsiderada no es la de su origem (M') sino la de su extremo
(r).
Del mismo modo en que de la 2,70 obtuvimos la 2,T7l,de la 2.72 podemos

obtener una ecuacién similar donde x_ ¥y x

1 2 se sustituyen,respeotivamente,

-/)
-4)

- rz,obtoniéndoso de las dos ecs. anteriores:

or x!
por x,

En efeato: AX1 - __(b"’xl)( 7:11
A

Siendo r constante,r

¥ x‘2 (vear Fig.14).

1

t) _ .JC,’ZA:)C2 -2, A,
- Ax" _ éxz (2.73)

Tanto para la 2.71 oomo para la 2.73,1'1 = r_.Por lo tanto,ya que asi

2
Az,‘ J Azz son del mismo signo,en esas ecuaciones podemos poner en lugar

de cada Ax,el valor absoluto correspondisnte,que llamadvemos v

1 y 72.00110 s6
{lustra en la Fig. 15.
D(x)
4 prey P(*) O mea:
. b- XiVi-X2V (5
! (. " ,V; - 1/}
1 P '
. Y
| (| | , /
i L X,V; -X, W
. b= 1 72772 (275
' S X X -
Fig.15, Valores absolutos de Vs ()

A x para dos valores de x.
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Recordeizins que Yj e x2 son las abscisas de los orizenes de los veoto-

-. —-’
res Ax ( o M'R) correaspondientes a x_ ¥ X 0y ::]' N ;-:2 las de sus ex~

1

treonos., Introducidos los valores absolutos v,y v2

que,por ejaiplo,de las dos abscisas correspondientes a v

podemus convenir en

1’ 71 68 la me-

nor y x]‘ la mayor Yy lo mismp para x, y zé.

b, Caso de dos D(x).

Congideremos P(x) juntamente con dos D(x),oomo se rapresenta en las
Figs. 16,17 y 18. Distinguiendo a las D(x) con Dm(x) y Dn(x),tramdo para
lelas al eje de abscisas quedan determinados,de acuerdo con io que se ex~
plicé,los correspondientes Ax : Axm Yy Axn,para X=X ¥ X=X Tes-
peotivamente. A Dm(x) corresponde t = t ,y por lo tanto r(x,tm), fA(x,tm),

‘etc ,que abreviaremos poniendo simplemente r(x,m), fA(x,m),otc. Algo simi

lar pare Dn(x) Entonces,por la )2. T0s AZn P&
r g 1 0
) Da'x)

Fizel7

FMgs. 16,17 y 18. Wréfica de P(x)
con dos D(x),D (x) y D (x) con les
correapondient3s Ax para P(x) cre
ciente en ol intervalo de x conside
ra.do,rlﬂ) 1oyr & 1,P(x) creciente
yr y"'rn nenores que 1 y P(x0

l decreciente y rm Yy rn mayores que 1.

|
Xy Xm x

FMig.18

AXm = ( b*'x-?’")[h'(xm ) /1:] (2.75)
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-

Aoy = (b *117)[_}1 CX"”T)) ) /J (2.76)

Como oualquiera sea el signo de lixh y ol de Zan se cumple que (ver

las figuras citadas):
X X + Ax - Ax . (2.717)
m m n

n

Reemplazando x en la 2.76:
Ax = (b+ xmmxm-az,)lz(x,,,n}y(m)
Restando 2.75.3( 18:
AXoy-8Xn = (b+%m) [2(X5,7)- A] -
‘(b‘f Z,,,-l- Axn, - Axh)[/z_ (xn,h)-ﬂ
~(h +x,,,)[/z (Xos ™) = Ry, 7)| -(020-015).
De donds: .[/L(Xh‘h) - 4]

-/1 X,
AX o, -AX n ;(b+xm)lQ§x r)) ~A]
’71

(2.79)

Llamando: Aznm - 172 - Zm (2.80)

y teniendo en ocuenta la 2.77,l1a 2.79 se puede poner:

(%, ,m)
— X —
que haciendo r(xm.m)
Rmn- r(xn’n) (2.82)

ss puede finalmente escribtir;

AXam = (b+Tom) (Knn = 1)

(2.83)
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ZData ecuacidun ( o la 2.81) contiene cowo casos particulares,otras
ye vistas,segin verificaremos a continuacidn.

lLas 2.70 y 72 se refieren al caso de P(x) y una sola D(x) y Ax
corresponde asf{ al segmento de paralela al eje de abscisas camprendido
entre ellas. En cambio la 2.83 u 81,se reficren al caso mis general
del segmento comprencido entreé dos D(x) oualesquiera. FPodemos pasar de
este oaso al primero,haciendo una de las D(x) idéntice a P(x).

Consideremos primeramente Dn(x) = P(x). Entonoes (ver ecs. 2.18 y
33), r(xyn) = 1 ,en partioular r(xn,n) =1,y Axnl Oyidéntidad esta &1
tima que resulta evidente imaginando la coincidencia de la grifica
de P(x) oon la de Dn(x).

Luego. A Xy = AX,,- Ny — Axm

Yy la 2.81 pe reduce a

A2 = (bt Xo)[2(Xm, I~ 1]

que podemos aescridbir simplemento as{: y )

= (b+x) (2

idéntica a la 2,70. .

En segundo lugar veamos (ué ocurre oonsiderando Dm(x) s P(x). Resul
ta r(x,m) 3 1,en partiocular r(xm,m) = 1,y Axm = 0.

emfa: .
“ AXnqy, = AZhrAIYZ:'Ax%

reduciéndose la 2.81 a:

/
- 4%y = (b+%m) R(¥y,7)

(2.84)

Ahora bien: en sste caso en que Dn(x) coincide con P(x),al anulares
-
Axm, x es la abscisa del extremo de Azn (var Figs. 16,17 y 18) y en-
tonces,siguiendo el contexto de la 2.71,podemos poner en su lugar x'.

Eliminada as{ la letra m,la 2,84 puede e-oribirs
-4),

ax = -(b+x) (
Veamos ahora la forma de la eo. general que corresponds a la partiou

que es la 2,72,

lar 2.72. Reemplazando x en la 2,81 sexpdn la 2.80:-



de doude;

A
) _ _ — -4
A X = —(b+%Xn) Q(*m,n)/n(x,,,n) (2.85)

o bien,por la 2.83: (

) - 1)
Al'nm’?:—(b+ "7 Rmn (2.86)

de forma eimilar a la 2.72,0omo querfamos. Como &sta de la 2,70,podemos

también obtener la 2.86 considerando un intercambio entre Dm(x) 4 Dn(x)

oon el consiguiente interoambic de las letrss m y n,salvo para Axm( de

ahf el signo negativo).

Lo que se sostuvo antes acerca de la 2.70 se puede repetir ahora para
las eouaciones 2.72,81.84 y 86.En efacto: si bien estas (liimas,como la 2.
70 se han demostrado sin suponer la canstancia de r respeoto de x,es de
interés fijar esa restricoién pues entonces en todos los casos estudiados
A x es funoién lineal de x que se anula para x = - b, Para las 2.81 y 86
en realidad ea suficiente para ello que se verifique la constanocia de
r(xym)/r(x,n) ,ain ovando no para cada r individualmente,

Ee decir que independientemente de las formas de P(x) y D(x),dispo-
niendo en un miemo papel de las gr&ficas de P(x) y varias D(x),oada una
de éstas con r constante (aunque,es claroc,variable al pasar de una a otra),
los segmentos de paralelas al eje de abgoisas ocon origen en una de ellas,
incluso la de P(x),y extremo en otra,graficados en funcién de la absoisa
del origen o del extremo,representan una recta con abscisa al origem igual
a - b,

Ademés,mediando la constancia de r o simplemente la igualdad de r
para las dos abscisas implicadas,es posidble aplicar la 2.71 adaptada a
la farma general que involucre no solo P(x) y una D(x) sino también el
caso de dos D(x). Del mismo modo gue llegamos a esa ecuacién,sobre le

dage de 1la 2,81 obtenemos:

b - x')-’;,Azmmz"IMZAI%f
- DNXoma -8 pmz (2:80)

Y partiendo de la 2,86:



k) - :XV1143:lﬁvn11 ~ X5 AXym
017,1,,', - Axnm_)_ (2.58)

Aqui también debemos decir que,enreslidad,las 2.87 y 82 so0lo rejuisren
la condioién R = R { ver Mz, 19).
mngl mn, 2
Las 2,87 y 88 se pusden poner en forma similar a las de 2,74 y 75,es
deoir,considerando los valores absolutos de c;zhm,de modo jue estas Glti

son un caso particular de aquéllas.

(x)
R Dm

D, (x)
|
|
| !
I
I 0l |
| . |
/ ! ' i !
' : >»
Xm, Xn: Xmy : Xa1 Y
Fisge 19.[&'xnn vara dos abscigas.
V. Generalizacién,
Zonsideremos una serie do pares de absoisas xm < Y xn S,oorroopondiqg
i ’

tes,como sabemos,al origen y extremo,respectivamente,de cendos vectores

Zg!nn o Fijemos la condicién de que el axtremo ds uno tenga la wlema
Y

abscisa que sl origen del que le sigue,es deoir:

(2.89)

x =X
nys mya+l’

ocomo se ilustra en la Fig. 20,de manera que el sentido positivo de s
coincida con el sentido positivo de los veotores ZS:: (siendo todos los
considerados del nismo signo,en virtud de la 2.89). A los vectores 2;;
que satisfacen estas corndiciones,los llamaremos escaloncdos y con el
misno nomdbre dasignaremos a las riagnitudes escalares corresnondientes,
o sea a f\t,tal co. aparecs an nuercirae ecuuacinasz.
Como por definicién (ec. 2.80)
AXnup,sq = X g-a ™ Kom,s-4

11,';-.=‘ XXm,g-4 + Axnm,fd

Teniendo en ouenta la 2.89:

x’)‘S~4 = xmas

Luego,
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J . +- L/_\/):-")('V‘ $- 4
l‘m,s = l"mts-" ne

(2.90)
camo 868 advierte en la Pig. 20
X —
Mg. 20, Tres Axm escalonados.
Meafs,por la 2.82:
Arhrm <-4 = (b-f-xm‘s-l)(pmn’:-t 1)
'
(2.91)

Cambiando el subfadice s-1 por s,obtenemcs:
AIT\M,S = (b + 1"”:‘) (QT"‘R,S.-/’)
de la j;ue,por la 2,90,resultas:
AX e (b4 Xomsos + 0% s-) (Renn 1)

T vor 1a 2.91:

A Xams = [b'*xmls-'i + (b +I“.$")(th.c~t‘ ‘))(Q‘m".s-l):
= (b +X'm,s-4) I?‘mn,s-l (an,s' '1)

A oontinuacibu,reiteraxon a) ~rocedimiento aaterior utilizando las

2.90 y 91 en las que se diaminurye en 1 los subindices s. As{ tenemos;

Axnh‘s .::(bi'-zfm,s-J Q'my.‘g-,c (Q"'nm's "1) =
(e tmss + 8%nme-2) Ronmss Bonn s~
= [b + ;Xm' c-2 + (b+ Im.s-.?)(gmn,s-z-gpmn‘;_,(Qfm.ls‘ ‘);.

= (bfim.s-z) Qmm,s—l R’Mm,S-' (Q’mm.s i ’) .

—
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inflogzamente,da la wnterior:

| A DUy (bh+ I s-3 ‘*’Azzm,s->qu,g-z Rmn,s-a (Rmn,s’ '):

—.-l b+ Xomg.3 T (B + 1'm'$-3)(R‘hn.s-3” l)J Rmnls-szn.s-.(Rm,,;')

0 seas
AI‘"M‘,S :(b 1—1""0“3) R‘”‘ﬂ,f*3 R’T’Vn,s-2 E'nm,s-l (Q"Mn,s" ')

Como lo suzlere la forma de esin expreeidn,ses pusde demostrar por

induocidn gue:

oK )
Ewiendo B a ¢ + j,la chierior se transforua en

A X’nﬁn, C 'j = (b+ I"‘"ﬁ)gmm,c e‘mn,cu "'ﬁm,,'uj-:(pmn'cy”DQ&Z)

0 bien: .
CHy-!
Ax”ﬂ/nq) Cy :(b + xm, C%ﬂpmcy-/) } J ?m”‘ K (2.93)
K=c
siendo:
w j2c (2.94)
l-[ Ron,k = Lipara w<C (2.94)

Como vemos,la 2,93 ( 6 92) expresa el Axm o+j-8simo en funcién de la

—
gbsoisa del origen del a4 X 0 c-ésinmo. Asf,por ej.,vara aoml y j=5:

4 I'n/r»,x = (b‘rr'rn, 3) (phn,x -/)em"'em,,"'--emnd ’

si Rmn o8 ocongstante ,1a 2,93 se puede poner;
_1.
4‘ rmm,’cfj': (b‘f‘zm,c)e»m(pﬂ”,'d (2.95)

Para J=0,1a 2.93 da:
4 x\n mc = (6 + IW,C) (Q‘m'l.c.‘ />

que,como era de esperar,coincide cvon la 2,82,referenie al oaso partioular
considerado antesa.
Expresaremos ahora Axm en funcién de la abgcisa del extremo del

38
correspondiente vector. Aplicando la 2,86’
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A 'r'y\n/n'y - (&)ﬁ- :Z. ", S/) (---_\_— - /

mir i 4 (':'95\/

/]

Como por definicisn (as. 2.80)

— - r
AI‘HVH'!-H =~ Lo s, X, S +1

!

razulta . - 7 - QX 2 177, S¥/

on g4y T Emise
7 por la 2.89:

In‘g = I-,.,‘< + - AZ YN, S (2.96)

como se acdvierte en la Fig,20.

jleannplazande en la 2.25:

4 S TS SN AI,,,,,W)(R——“ )

Por la 2.86:
—_ -1
AX vom, s+ ~ (6 +I°"5*') ) (2.97)

-m7|, S4

Entonc es, Axm‘sz-lbf-ln‘qu‘\‘(b-d-xm Sw)(m:‘)]{p—,— ~/1)

:--(‘z)+xn,r+')"“’ (?T' )

m/].(fl

Repitiendo 1los pasos seguidos,aplicando las 2.95 y 96 (con los sub-

{ndices aumentados en 1): y 4
Axnzms:"(b-f'zm S+~ AL pnm sf—a) ——————-—9_—_
pmn),,ﬁ/ 'm’b, S

. . ) ’ /
:_154_1%‘“1 -r(bvlj/‘nz)(ﬁ)mmsn )_/:Qmm“' m-y
- — ( é""'x”'/'rf‘?,)ﬂf,‘,, \ré pm».~ ey D—_-__ i )

I‘UAS

Reitercido ol procesns 1.exion

Alnm.s-"(b*’f’”‘f? M'nsm)/am‘(zlem (Z:—-—
f——,.b+14, S+ +(/3+xh 54-3)

= -(b+ X055y / ’2’""”~ )]P,,,,,,ﬂﬁm,,,,(é,;‘ )
' St

f.?PO'IhQ‘,fZ ,&Ml Ty Y EM,: )

Como lo sugiers la ﬂltima ooua.c:.éq,se puede demostrar por induccidn

que:



i

A I nms = —( b+ Iﬂls *J - ’)IPmH'Sf///Pmnfn/-z"'enﬂ‘stj-(‘/-j(ﬁm”n")

daciendo g = ¢ - j,

-
Ax.‘nm,c-_} :-(,64-1"’(-&[,?'”’3"'&,"2'“Fm’c-g.J(ﬁd _,) (2.98)

LAY

Y come par 1a 2,39

= X
nyn=1 ngc?

-1 ~4
A 1’ﬂm,c-_/ = '(6+1m,c)[é,m(.,pm”, ¢-2°" p”"", C"J":))(emlc-_, .y (2.99)

0 bLien,

’
-

Almmlc-j:-(bfxm)(@,;;’c_j—) 7:7 P (2.100)

/
Kic-(-a) MK

siendo
ido (2.101)
. donvinicncn que C -4
—’ 1
] i R~ , =1, paraw)c=1. (2.1011)
m:‘.’l{
\U‘

Como dijimos,lz 2.93 expresa ol Ax.n ¢c+j-6aimo en funcién de la abacisa
]
9
del origen de? A!'nm c-ésino. Anflozanente,la 2.98 nos expresa el Alnm
—»
(0-:'-&sin> en Tuncién de la abscies dol exireio el A x  c-4aimo y las

10
2.99 ¥ 100,en funcidén de la abscisa del orisen de ente vector.

Se puede advertir que la 2.36 es un caso particular de la 2,98 (para
J=0)

51 Rmn es constante,la 2.98 se puede poner:

(7Y -1
Arm«m )C-J': -( £+17'1C")Qm: (ey:m~/]

Y lag 2.99 5 1100

(2.102)

oL N0,
A‘IM(M IC—_/ i (b 1‘1771, () /€'7"h (/em;-“/) (2.103)
A

lallarerns a'ora la expresisn de 2 A Tg,c+j 2 PATD ‘19’T} 0.
=u
J



Tor la 2.9 resulta: )

X r. #p 7
i AI”M'CU::([)Jmc)J;Zu (/\/mn’cv_"/)K/:c/ m'“j

(2. 104)
J:U—
sujeta a ~ontliciones dadas por las 2.94 y 94"
,Vr:hor:'. Yien: (ﬂ N C'\J R (‘_J_lp
oy TR, T
Z_ [( me.(,f) ") II_ R“‘K; K] = K--'C ma, K k: < e
J:U ) e J:u h
C+Y crud
- ALY U S K - ¢
K=c¢C
C4 Ui c+rvu .-
r 77- k’)—n“\ﬂ( - ’ ;; Hn?/m,( _+
K=zC K=<
C+u+2 cCH+ut!
+ TT R — T R T
C._“_-,\r-l . C.+4’-2.p
+ KTT prmm)lc _72— M, K
T ¢
c+o < +a- 'Q L
«l—- '7T ﬁhm, K hma— K:Ic oy, K
K<
c+v-!
ol R
— l prmm i B mm, s
K=c ¢ K=<
inego,reemplazando en la 2.104:
W c+a” ﬁb
Zl Axmm’uj = (J'."X‘ml(,) L’;:{'_ /Jmm,l A ma, 2.105)
J (U, 420)

Dado un oonjunto doAxm esoalonados (ordenados como siempre
segin el sentldo positivo de los mismos),se comprende que la suma del
subconjunto de AInm consecutivos camprerdidos desde el nfmero c+u has

ta el nimaro o+v,aen total v-u+l sumandos,estf{ dadgpor la 2.105,en fun
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cién de la absciss del pri.ero de Sstos (u=0) o de uao anterior,no perts

neciente al subosonjuato ( u)0)

Si uz0, la 2,1C5 adopta la forma particular,teniendo en cuenta

la 2.94" CH+
Z AXM cfj—-(bf'xm )(77-6‘»01( _,) .(2.106)
J o

(w2a

- Rmn es constante respeoto de x,las dos ecuasciones anteriores

se reduoen a s

5, 0%y o0 o - )

(2.107)

o

4f+l
Xom, ) (! /)

Z A'I—n,m,cv (6‘!‘ mm C) p (2.108)

LM)O)

2
Ahora hallaremos la expresidn de Z&m,o—j s Paxra d,e30.

Por la 2,100 rasulta:

L - c-1 -,
Z Allnn,cj—'?(./)l—xnn,C)JZa (Rm.c-f’) Ejfm,u (2.109)
e

sujeta & las ocondioclones dadas por las ecs..101 y 101°,
Ahora bien:

e
Z (P‘.,:,,, ¢ ’)77 Pm,; e Z TCTQ"" WQT Q;l
JS Kte-@ J' J k:c-(-4
7—@”’;1 - 770; 'prn:(:,k’ —+
K= c-o k' ¢ -dv

"l" 7——p/r:7;t’ T'Qm;: &' +

l(cda k'-c-d

—+ T 2 — C"I()"
&’
k’:C"d- .klz;-‘d‘/ ’

-- . —~
- — ~



c -1
~ 4
+ Z QQ_M'«, - Z aMx Kkt 1
k' C-@+1 '“c-@+2
N Z L -5 R
m, k! Mmh, k'
ki-c-e V'-C-@+i
.{_— fmm Ve — ‘ p omm, K’
k =C-e ch-d"l

Luego,reanplazando en la 2,109:

i Axmm *[bw‘xrnc T—FM, *T{?m" !

14 K':-c-@ '
(9 €>0) (2.110)

Rsta es la expreaidn que,oon relacién a un conjunto de Axm esoalona~
dos,da ls ~wia del subconjunto de un niuero de los mismos igual a e-d+l
(oonsecutir-s),enfuncisn de la rbsoiss del arigen de uno posterior (segin
el sentido positivo de los Axm) ¥ por lo tanto no perteneciente al sudb-
oonjunto.

Para dal,teniendo en cusnta la 2,101',la antezior toma la forwma parti

ocular, e
-1
Z AIM,,, ‘- ‘(b“‘x‘m.t TT Q (2.111)
J:_a ' c- Q e K
(e>o
0 bien,por la 2,25:

e

A’anm c ~ ’"(b“'lm "i 7\ ’%W\m "(“ (2.112)
J:.l ) k'a(.‘

Ademis,si R eas oonstante respeoto de x: (Q >0

D %
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e
< -~ ., ) N -

VALY SR g =~( D+1m‘c)(}<¢w - "‘mw.) (2.112)
d,l>o)

Z 0nx fnm\c- <b+xﬂ".< (P (2.114)
J°

(e>0

come resulta de las 2.110 y 111,

También,por la 2.89:

iidA Imm,c_ ——(b+I1., t')(Pﬂ,q -Q‘Yhm) (2.115)
e

¥ (d, Q>o
<
Z A Imn’u.c-J; - (bf Xmm-:) (Qmit" \) (2.116)
s ( 2>0)

Ya hemos hallado la expresién de la suna de cierto ndmero de Aﬁx oonse
outivos perteneciente a un asonjunto deo Axm esoalonados, e runoi6n de la
absoisa del origen correspondiente al primero de aquéllos o de uno ante
rior,seain el sentido positivo de los ijnm’ (06.2.105] y también la de
en funoién de la abscisa del origen corraspondiente a uno posterior (ec.
2,110) o en furoién de la absoisa del extremo correspondiente al €ltimo
(e05.2.111 6 112 y 114 8§ 116). Ahora expresaremos esa suma en funcién de
la abscisa del origen correspondiente a cualquiera ds loalﬁ‘xnm esoalona
dos que constituyen el conjunto,pertenezca o no al subconjunto cuyos com-

ponentes son los sumandos.

Paniendo en ouenta las 2.106 ¥y 111gsiendo N' 20 J 2%0°

ZAI"’”’"‘)C“'" ZAXmM C+i Z‘d Mo C- i —

—(b+1m c)(T mm.[/) (£+-Tnc [ IQ / "7

= C- f”

O sea:

a!
5 % 04 ) (TR~ T )
(=-2

c- e’ (w+30;2)

si an es constante respeoto de x;
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‘.
i AI = (b t x”"r C)/ NJH- /Qn- e) e
, Inm,,,cf(; n n
(= -€
Las dos scuaciones anteriares son v4lidas,como ee indicé,para v'2 0 y e')0.
S§1 fuera o'{d{ltfx%reaiGn de la suma la dar{a directamente la 2.105. Se
oonprends que lo mismo puede decirse de la 2,110 para el caso en que siendo
e')O, v'<{0.(81 v'C0 y o'<0 e aplicable de todos modos la 2.117 como
también la 2,118 pues se trata de un cambio trivial respecto de las oondioio
nes que requieren:intercamdio de v' y e',0 sea,inversién en el aorden en que
se suma)
La eo. 2.117 ( ¥ 1a 2.118 para B oconstante) expresa la suma de v'+e'+l
D xm oonsecutivos escalonadoa en funoién de la abscisa del origen oorrespon_
diente al (e'+l)-ésimo. Ellojunido a lo dicho en relacidn con las 2,105 ( y
lo7) ¥ 2.110 ( y 113),nos permite deoir,en resumen,que dado un oonjunto de
bxm escalonados ,disponemos de las expresiones de la suma de un subconjun
to de Axnm conseoutivos en funoién de la abscisa del extremo u origen oo-
rrespondiente a cualquiera de los componentes del oconjunto (tener en cuenta
la 2.89).
Resulta inmediato que si an es oonstante respecto de x,tal suma es una
funoidén lineal de la abscisa considerada que se anula para x = -b.
Camo la suma de funoiones lineales es otra funcifén lineal,el enunciado
precedente pude hacerse extensivo a la suma de lehm no conseoutivos,aun
que siempre pertenecientes al oconjunto de A T esoalonadosysiendo la absci
#a oonsiderada la correspaondiente al origen o extremo de uno de éstos,de po-
sioién relativa asonstante respecto de los primeros.Por ej. para un conjunto
de oinoco Axnm escalonados ge puede tomar la suma del segundo mis el cuarto
nds el quinto y oonsiderar oomo va.riablle la abscisa del arigen del primero,

o del extrem: dal teroero,etc. Designando la suma oon Si,en goenexal,

Si = b+xc )eic’

donde Qic representa la expresién correspondiente a los Rmn' Vemos que
en realidad no es necesario que an sea oonatante para que se ocumpla la
linealidad respeoto de xc,ee deoir,de la abscisa oonsiderada:es suficiente

que lo sea la menoionada expresién,que por ej. en el caso de la 2.117 es:

cwv' ..i—:_‘. p-a
H Q — ' ™a K’
Kec MK Kac-ef '

También podemos considerar el produoto de oierto nimero de sumas. lLa

ralz q-ésima del producto de q sumas estd dada,segin la ec. anterior,por:
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$___.___..
~ (b*'*/c) \/Z?FLC

funcién de la misma forma de las ya vistas.

Id}

Reprssentando todas ellas,y las que podrfan agregarse oomdindndolas,
oon ‘P(x),si ia expresién de los nmn es oonstante ( o bien,simplemente,
si Rmn o3 constante) y considerando dos valores de ellas para sendos va-

lores do la abscisa oonsiderada,se puede obtener del mismo modo em que se
obtuvo la 2.71; .
L X ) - X,V

La dfsqueda de otras funciones ademfs de la consistente enAxm,

(Q,HK')

que sean linedles en X y se anulen para X= -b,se llevé a cabo oon el
propésito,por una parte,de disponer de la posibilidad de hacer otras
tantas determinaciones de b oor el mismo par de D(x) y disminufr el
error promediando los valores obtenidos; y por otra,para mejorar la
exactitud de la determinaoién al usar funciones lineales de mayor pen
diente

C. Aoerca de R .
_nm

Do las 2.80 y 83 obtenemos:

x -x =(+x) (R -1)
de donde,

x - nmxm + h(nllm - 1) (2.119)

Adem{s,como los vectares Axm son paralelos al eje de abescisas (ver
Pigs. 16 ,17'y 18):
Dn(xn) - Dm(xm) . (2.120)

Las dos ecuaciones anteriores expresan que si R es constante,pn(x)

"1(3,4)

reculta de aplicar a Dm(x) una transformaoién afin ¥y reciprocamente.

Como es sabido,en toda transformacién af{n,definida(en el plano) par:

X' wCx +dy + 8 (2.121)
y' =ex + fy + t, (2.122)

la relacién entre el drea de un tridngulo determinado por tres puntos im4
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Zenes ; la del deteruinado por tres puntos oririnales respectivos,esta

.

En nuestro caso,d = ¢ =« Oy f « 1 .Por lo $anto aquella relaoion estd

dada por el siguiente determinante:

dada simplemente por o o sea Rmn «Esto nos provee un medio para calcu-
lar Rmn ysiempre que el mismo sea constante.
Ahora,trataremos de encontrar un medio para caloular Rm sin necesidad

de determinar las areas antedichas.En efocto(-bo .219);
An= Qmm Ly + b (Kmm" I)
Analogamente:

X = R %l + b (Romn'

Si Rmn es constante,restando se obtiene; ,
1,:\- Ap = lerﬂM. (Imw - I’"‘)
¥y ponlendo x'=X « 4 , resulta finalmente:
Ron = 52
.
Es decir , se puede determinar Rmn 9 calculando la relacion entre la di-

ferencia de dos x cualesquieras y la diferencia entre las dos X cOo=-

rrespondientes , como se ilustra en la fig.Z2l.

Dm(‘l)

/ 'Dn(“)

— dn*‘!

Pig.2l.Determinacion de dn ¥y

d 1
L scuwa Tre acion da an

dy,

xh
Im Ty xX— X

Consideremos la Fig. 20. Reescridamos la ec. 2.108,siendo R constante

Zo L\Imm,cg’ = (6*14»,,:)( ,,::"’/)
=

—

Bn particular,( v = 0 ) ,como lo expresa directamente la 2.83

_/_\17.,,,.(_ = (A*IM,C) (ﬂ,”’m-/)
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ATV T ———r— 1 i*

9

Dividiendes i AT
'(ﬂ’”"‘,C"J ) 4 Vad VAT -1
=Koy * by .. 4 logn + 1 (2.228)

que da la expresion gsneral de la relacion indicada en el primer miembro.
#n particular , si v = 1 { ver Figs. 22 y 23 )

AL +42,
e LCome Ko + 1

man, 4

A,
/B/mm = dx:;%z ( 2.125 )

ecuacion que c@incide con la 2,123 si x =x (Mg. 21 )

Luego 3

]l‘,(z) -Dm ) B
— D_U)

Law Aag Any Ly

Fig. 22.Dos Axm esoalonados Fig. 23.Lo mismo que en la Fig.
oonseoutivos,para la determi- 22.Aqui los A xpm son negati-
nacion de Rmn vos y como siempre,estan nume-

rados segun el sentido en que
gson positivos.

Si en la expresion de Axm s dada por la 2.83 , reemplazamos Rmn por su

igual ( es. °.125 ) encontramos

2
Z o s
bo A Tom X,
Ay, - 8%mm,

- t L ]
(vdlida si Rmn,l Rmn,2 ) ,QUe es un caso particular de la 2.95 , para

xm,2 - ’-:m,1+A xnn,l

2.4. -l;(z) arbitraria,grado de enriguecimiento constan-

te y proceso clterador de la composicion no des—
truotivo,

a. D(x) complementarias.

En el caso de un p.a. no destructivo,podemos dividir el espaocio en jue ao-

tua en dos celdasjen una de ellas se recuperan sistemas sogﬁn las fracoio-
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0 fﬁi y O Mien fA 7 fj . ™ la o‘ra,la “raccione: =on,evidentemente,

1 -~ FSi y0 1 -~ fA 71- fB .De una sola ‘erin e sistemas S{ sometidos al
Deie 9@ tienen ani dos series de sistemas 5X' de comrnsicion diferente,
sntre si y ressecoto de la original ( salvo el caso »ara algin valor de x
para el cual r = 1 ) . Surgen asl dos D(x) ,a las que por la conexion que
hay entre ellas las llamaremos"compleméentarias®.,

Ya usacos las letras m y n oomo subindices en Dm(x) v Dn(x) para distin-
guir dos D(x) cualesquiera,relat.vn. a una cierta P(x). Para referirnos

a dos D(x) comnlauentarias emplearemos los subindices p y q , a saber :
Dp(x)'y Dq(x) . Veremos ahora que nueva informacion podemos obtener de dos
D(x) complementarias.

b. Determinacion de fA

Teniendo en cuenta las definiciones do fA ’ f*} ¥y f.,  » podemos decir que
. 2

X
por cada cantidad de SX igual a six , se obtiene , después que hubo ac-

tuado el p.a. , la cantidad;
(5,,’..,_)/3; =af + b+ L)_,%

/

o )it -

;[; brx

De doade-

Como fB/ f =r , reemplazando en la 2,70,teniendo en cuenta que d+b = s

Fd
se tlene una nueva expresion de Ax ;

AX = (3/‘2) ;(é—{ - )

Luef’o, )C
JA? - JX

(2.126 )

Ax
( 2.127 )
S+ -+ 1

Egsta ecuacion nos permite la determinazion de fA conociendo ZSx Y fsx .
Veremos jue en el caso de tratar con D{(x) com;lement:~ias es innecesaria,

para ello,la previa deteruinactoin de f__
PS AN

A Dp(z) corresponden r(x,p) , fA(x,p) 7 1‘B(x,p) « Algo similar para Dq(x)

Como 3@ trata de uos coijlementariag g

J[(I,f-’) +7(% ?/ =1 (2128 )
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23
Jcuacion ue acorde con la 2.36. que caracterisa a los p.a. no destruo-—

tivog,ea vidlida para fA y?r as{ como para fs y¢t

B sx °
Dejando de lado el caso en que para algun valor de x sea r = 1 , siendo

f(x, /b) - -& (zlp) % 4/

];(I,/*) ( 2.129 )
siempre 3e cumple por la 2.128 f
rx, ¢) = S (1g)  1-98Cp) Y 2.130 )

fa(x,9)  I-hEp >
0 sea 1 a una complementaria corresponde enriguecimiento en 3 y a la otra,
neoesariamente ,enriquecimiento en A ( o sea empobrecimiento en B ).
Como consecuencia,los signos de A xp h'g A xq son ocontParios.A la miema

P
conolusion se llega teniendo en cuenta las ecs. 2.129 y 2,130 , expre-
eando dichos Ax conforme la 2.70 , para una alfisa ( comin ) del origen

de cada vector ( Mg. 24 )

AZF N (b+x’0][/z (IP/ ,D) - ,_7 (2.3 )
8%y - (+2p)[2(x,, 9)-1] (2132 )

3iendo x comun a Ax h4 Az t
D P q

Dp™ P
AX]
, | AXp _ rZe, p)-1
Ml, ! Dyt AZ} r(xﬁ?]-/
o P
| J. |
71q. 4. szfp y qu para x -‘xp

v wwmo v a2 T_/f , resulta aplicapdo la 2,.128;
¥ I5 (1p,p)

AXp - (%P
AXg TP

I ~fa(%,p)

-1

Ne londe,
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AL /

'Z?c‘f"//

4 @p. )

- 4%y a
j);(’&,f)- 5%, a%; (a3)

Luego:

Yy ror la 2,128 :

Falx ) %P (.14 )
1§/ = =
r a7, - 27,
Ya hemos visto que A zp y A xq son de signos contrarios,para cada valor
de x . BEntonces,las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue:

L 1Az
A (2. | 8Zp) + 107/

]41(7% ?): /A% el ( 2,136 )
| 8%,[ + /4 1’7/

( 2.135)

Haciendo;

l[\’Lf/ =p ( 2.137 )
/A?.’?/ =9 ( 2.138 )

Podemos poner ( ver Tig. 24 )

#4 (1/31/’) = —P%—

( 2.139 )

b (v - ( 2.140 )
Las ecuaciones anto:iores nos perwmiten,pues,determinar la fracoion f A del
componente desconocido sin conocer sus propiedades,sin separarlo del co-

nocido ( B ) , ein necesidad de determinar f__ como lo exige la 2.127,

sX
cualquiera sea la forma de I’(x)'y sean o no fA o r constantes respecto de x,.
Veremos ahora que,sn cambio,disponer de ecuaciones similares para fB im-
pone una restriccion acerca de r .

Ce Detarminacion de fB .
—_
Prolongueaos Axp on la Fig. 24 hasta interceptar Dq(x) s OOmo se ve en

la Fig. 25 . Al nuevo D xq asi determinado 10 llamaremos A xf'l Yy ala



pP)

ajycisa de 3u origen x .
Recordemoy que D“(x) y Dq(x) son formas particulares de dos D(x) cuales—
2uiera re’eridas a la misma P(x) . Emtonces, as{ como antes aicimos

Axm =X = X ( ec. 2.80 ) , ponemoz ahora:

Ax?/, =‘1? -Lp ( 2.141 )

7 de acusrdo con la 2.81 :

, r(Xp, p/
A X ,:(é-rfl,} -J[¢ 2ana )
if Ml rlgg) j "

Dividiendo la 2.131 por la 2.172

6XP: f(z,/),/)]“/

f(?(f, /J) _y ( 2.143 )
F(Xxg,§

folicards las 2.32 y 2.128 :

_ /'A(Z/',?) _/
ALp /-4 (%p,9) _
e NEF YT L -
7/ A-FXp ¢

rky.g) |

= [ e @9 / { z e [1-&%@4%(%4)}
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iultiplicando nugerador y depnc-insdor por o(x ,4, , teniendo en cuenta
HEA . n

e = f_ ;
1 A B

Alp _ Jo (Lpg)-A(18) Fo (2 4)

AXgp
1F Ly, 9) (
Ay, g) 1/1 JQU‘/&?)} L(Tp, )t fy ‘ﬁ?/

705(7/) ?}[’/ /2('0’/?/)]

Ag (x 2 (Xp, 4 /z( p,y) ( 2.144 )

la 2.144 nos da la oxpresion goneral de 4 I / dx > en terminos adscrip-
q

De donde ;

tos a D (x) . Ahora bien : si introducimos la restriccicn
q

) (1'/), 7’) = R ('1:.'?, ?/

( 2.145 )

resulta de inmediato que A’Lf

‘B(l/»j/ - /U(/ ( 2.146 )

/

Coro { ver ec. 2.141 y Fig. 25 )

AXgp - iy

p="197F
AYP =X -Ap ( 2.147 )

y como x , abacisa del punto de P(x) al cual concurren A x, 7 dx; y @B

un valor intermedio entre xp y xq s 68 decir :
'JL"P% L 2 7:? ( 2.148 )
resulta que 4 :;p ¥ AXP tienen el mismo signo ; ambos tienen su origen en

la grafica de Dp(x) » uno su extremo enla D (x) y o1 otro en la de P(x).
1

Luego la 2.146 se puede poner :

7&( / [A%pl
Lﬁ_? 72)-%”/ ( 2.149 )

Ya hemos convenido en designar con ; el valor absoluto de Axp ( ecua~
cion 2.137 ) . Convengamos ahora en simbolizar con q' el valor absoluto

de A1’ s+ Taniendo en cuenta que x' = x - x , juntamente con las
1

ecs. 2.141 y 2.147 y 2.148 , resulta ( como se advierte en la Fig. 29 )

/

| 8%qp]= P*§ ( 2.150



Luego , de la ec. 2.143 :

A2 ¢y q) = __ﬁ_
/)I?/- pfjt (2.151:

7 por la 2,128 ; ,

’é(')‘f"/’) P-\‘? ( 2152 )

Las 003.2.151,}' 2.152 ason ai.mils_ros en su forma a las 2.140 y 2,139 . Pe-
ro aparte de que aquellas se rofioron a fB y estas a f )’ hay una diferen-
ola esencial. f esta dada en terminos de dos valores de A x : uno deter-

minado por D (x)t y P(x) y o1 otro por Dq(x) y P(x) 5, pero , como dijimos

oon abscisa. del origen del vector 5: comun a ambos.

Bn cambio , si .b‘ien tambien la 2.191 ¥y 2.152 expresan fB en termino de dos
vafores de Ax , uno oorrespondisnte a Dp(x) y otro a Dq(x) , Yos or{ge-

nes de los veotores no tienen abscisa comun 3 la de uno es xp Y la del O-

tro xq « As{ pudo surgir le.. restriccion indicada por la 2.145 , a la t?unl

estan sujetas esas ecuaciones. Zata claro que no se rejuiere la constancia

de r(x,q) on el intervalo ;

Sino simplemente 1o umpuesto por la 2.145 .

Si en la 2.143 aplicamos la 2.32 y 2.128 transformando a r(xq,q) én ves de

hacerlo con r(x ,p) como antes , obtenemos:.

M. Rxpp)-1 _ [T(Gp)-1][1-5 ()]
Az?f’ A (Xp, p)

1~%(4,0) -/ /Zaf’/’)ﬁ"{‘; (szffy[’"ﬁ%ff] i
T~ Il
_ [ pp)-1] [4- fsq,0)]

P[4 () [ )

Dividiendo numerador y denominador por r(xq,p) ¥y teniendo en cuenta que

f{r = fA 3 /L(r P) ,4 [
- - b (1, )]
Atp [’ MAGERGE LI R 7

A /m“f j \
%jf P’-FF,*- “ J\ (7,; ', - “72\?;/-_:/ + 7{\(1} P (2.153)
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Aci como la 2.144 nos da la expreaion 5eneru.l ie A1 /' A* en funcion

dve vt €I o, )V)J

{ (o4
de téruinoe vinculados con Dp(x) ,"E'I fijamos ahora la resh'lccion H

f(flf,,b) = 4(17,/0) ( 2,154 )

la ecuacion se reduce a ;

‘ AXp [
A—%fc;f;}- A aé(xr.//

Y por la 2.128 ;

Ho 2y o)
e ?F

O sea , utilizando valores absolutos como ya se hizo i

¥~
Py

( 2,155 )

% (.p)
Y por la 2,128

J@(L/Vj :;—Z; ( 2.156 )
2 ;1

Loe resultados expresados por las dos ecuaociones anteriores eran &e eos-
perar.En efecto : dado que con Dp(z) v Dq(x) hemos distinguido cada
una de las dos D(x) complementarias respecto de la otra, sin ninguna es-
pecificacion adicional,es correcto intércambiar p y q y términos asocia~
dos.Zn loa primeros miembros de las 2.151 y 2.152 , xp intercambia con
xd »y Q con p jen los segundos miembros p oon q'.As{ resultan immediatamen
te las 2.156 y 2,155 , que estdn sujetas a la restricoidn dada por la e-
«cuacion 2.154 , que surge tambien por simple intercambio entre py q , ¥
entre xp Yy xq en la 2.145 .
Una simple comparacion de las 2,151 y 2.152 con las 2.155 y 2.156 , tenien
do en cuenta las 2.145 y 2.154a que esos pares de ecuaociones estan respec +

tivamente sujetos,nos dice que si se verlfican estas dos ultimas ecuaciones

l(;(xf’ / ;/Ei(zf'f/ ( 2.157)
fB (Xp,gjffé(l;,?) ( 2.158 )

Reciprocamente , puede demostrarse que estas acuaoiones son condiciones

simul taneamente

para que se satisfagan a la vez la 2.145 y 2.1%4 .
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2e9e ~{z) arbitraria y g:radd .de enrijuecimiento suavemente
variable respecto de x .

Vimos una serie de funciones lineales de x que se anulan para x = -b,si,
enire otros casos r 6s constante respecto de‘x.Péflejemplo s+ la dada por
la 2.70 , la 2.83 , la 2.105 eto.jen resumen las jue en general llamamos
\P(x) .
Ahora bier:si r varfa suavemente cosx , L2 ‘uncun Vo(x) se apartard de
la linealidad , en general uenos que las D(x) o Q(x) . Eh este caso,si
‘volvemos.a introducir la restriccion referente a que B forme una pequeiia
parte de S,serd preferible extrapolar {(x) para x menor que cero hasta a-
nular la fuscion y determinar b,yues aln siendo r variable ¢ (x) se anu-
la para x « — b (ver Pig. 26 ) .
Por otra parte recordemos que las e-

(ﬂl}A cuaciones 2.71 o 2.73 o en la forma
nas general , la ecuacion 2.118 re-
juieren,para gue sean rigurosamente
validas la ig..aldad de r , o de an »

o de la expresion formada por los

’
”

’ para las dos abscisas en cuestion.

. Run ysegun la ¥ (x) que se trate ,

rd

P d
- » 51 los r no son constantes,pueden ser
f—-b — x =

loR y si estos no lo son , queda
Pig. 26 - Determinacion de b ma o
por extrapolacion de ‘P (x)

para r suavemente variable . expresion jque contiene los Rmn y OO=

aun la posibilidad de que lo sea la

mo por ejemplo la que aparecen en
ec. 2.118 . De todos modos supongamos en todos estos casos se produce va-
riacion,Si la variacidn es suave ¥y si las dos abscisas que se consideran
no estan muy alejadas entre si , podemos aceptar . que aproximadamente se
cumple la igualdad requerida entre los r , Rmn yotoc. , y aplicar las ecua
ciones mencionadas al principio de este pdiraro s lo cual nos permite nue
vamente eliminar la restriccidn referente al bajo tftulo de B en el sia-

tema S .
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las de las transformadas ( Dp(x) Y Dq(x) ) es posible determinar kA Yk

6C

3e CONTROL DX LA V.ALIDEZ DE LA TEORIA CON TXPTRI™CIAS SIMULADAS

La teor{a expuesta hasta aqui,en gran parte se fundamente en el desarro-
110 realizado referente a cierto tipo de transformaciones afines ( ver pa-
ragrafo ¢ de la secoion 2,3 ) . Por ejemplo en la seccion 2.4 ( D(x) com—

plementarias ) estudiamos en realidad las transformaciones dadas por

><'I: be )< k;) k%:#'/

&, (3.1)

~£
? X ( 3.2)

donde

X::b"'l ( 3.3)

603 la cantidad total de B en cada SX ’

ky = fn(x,p) Y kA = fA(x,p) .

Vimos como disponiendo de las grificas de la funcion original { P(x) ) y
B
( constartes ) .

Tanbien esiudiamos las transformadas por ecs. 3.1 y 3.2 para llegar a la
conclusidn de que la lon;itud del segmento horizontal que une las griafi-
ca1 de una de ellas con la de la otra o con la de la funcion original , es
una funcidn lineal de la abscisa de uno de sus extremos 7 a las demas con
clusionez relativas a los A xnm escalonados,etc.

De esta wmanera , el presente trabajo tiene un fundamento puramente matemd
tico.De todos modos,con la doble finalidad de confirmar la teoria, contro
lar su validez en sus aspectog principales y de verificar su aplicabilidad
con datos provenientes de la experiencia,afectados con el consiguiente e~

56

I3 2 . \ , ,
rror,hemos realizado una serie de experiencias si:uladas ‘valiendonos

ILY

del método de ldonte Carlo con varias formas de S(z) v de rix,t) .
Elegimos como‘;(z) a cuatro Tunciones : las dos o¢rireras,de primem y se-
gundo grado en z , y las dos ultircas , en bYusca de mayor generalidad,las
sartes real e imaginaria de una funcion de Bessel de variable compleja.

Las funciones son

TD-(Z): 22+3 ( 3.4a)
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?(‘L): ~3z2%44yz +2 ( 2.4p)

A

P(@)= Re, ('022%) ( 3.40 )

/

P&)=InJ, (lo2e¥) (et )

todas sujetas naturaluer.te a :
0T <1 ( 3.5)

Esas funciones nos dan cuatro propiedades de los sistenmas SX en funcidn de
z antes de que haya aotuado el p.a. ( incluyendo valores para - b £ x < 0
o sea 0~$2'<ze y siendo , oomo sabemos, g, el valor de z para el siatema
S .
Asf como en relacion a la propiedad antes de aotuar el p.a. introdujimos
';(z) y P(x) ahora contando ya con D(x) simbolizamos con'f(z) la propiedad
despues de actuar el p.a. expresads en funcion de z , t{tulo de ® antes
de actuar el p.a. , del misino modo que en D(x) , X sxpresa el agregado

de B antes de la alteracion de la composioion,

Siendo z' el valor de z deapuds de haber actuado el p.a. , es entonces

.ES(KZ) = ES(SZ')

( 3.6 )
Vereros ahora como construfmos las D(z) .
Para cada SX , de acuerdo con la 13 :
= T ( 3.7)

a+X

que despué& de la actuacion del p,a. pasa a valer :

v Xhe) )
Aty i)+X fze)
A

- ( 3.8)

£(e) a
z(z,f) x 7 7

Las oantidades a y X , de A y B, ean cada SX son naturalmente proporoiona

les al respectivo titulo . Teniendo ello en cuerta la 3.7 queda

7' A (3.9)
l /-2
raey 2
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t

{z') {ec. 2.6 ) , para “ecoer 123 D{(z) correspondientms a cada

/

Somo D(z 2} =
propiedadsolo nos falta especificar r(x,t) . Fijada esta fun~ion , para ca
da valor de r (el correspondiente a cada valor de z } calculamos z' , cono
cemos asi F(z') , que es igual a D(z) . En nuestre ocaso , P(z) o bien P(z' )
corres‘)ondientes & las ecuaciones 3.4a y 3.4b las oﬂ.ch.laoa diroctamonto
sogun las mismas « BEn cuanto a las dos restantes , dadas por 3.40 Y l.44,
tomamos sus valores de ta;blas(q ).

Las Figs. 27,28,29 Y 30 muestran las grificas de las cuatro i’.(z) s Trespec
tivamente , cada una conr = 1 , junto a las D(z) . Para cada D(z) hay un
t oaracter{stico ( ec. 2.9 )y as! r(x,t) se torna funcion solo de x o en
todo aasc una constante.

Un cambio de variable nos haria pasar de Q(x) a E(z) s Cuyas graficas o-
mitimos pues se pueden imaginar faciluente considerando en las mismas fi-
guras citadas la diferencia de dos D(z) cualquiers , incluida P(z).

En la prdoiica no trabajaremos con 3 8ino com x cowo variable.las scua~-
ciones 3.4 y 3.5 detsrminan tambien cuatro formas para P(x) y mediante

el reemplazo indicado por z=(b+x)/(s+x) . Pero para facilitar la exposicion
haremos uso ds la sustitucion dada por 3.7 obteniendo asi cuatro _g(x) ’
corregpondientes a las propiedades en funcidn de la cantidad totza! de B ’
X , en cada sictema de cantidad de A ijgual a : a . Se entiende por la 3.3}
que pasar de P(x) a g(x) implica solo un dezplazamiento del ele de absci-
sas hasta x = -b y considerar , en principio,nulo el contenido de B.Mis
adelante podremos correr nuevamente el sje para tratar com P(x) eegt:n ai
ferentes valores de ®

Para que las ouatro g(x) queden numericamente determinadas por las eocua-
ciones .4 7y 3.5 solo nos falta convenir el valor de la cantidad fija a

de A . ( La cantidad 8 = a + b quedars luego fijada cuando al determinar
la posicion del eje de abscisas para P(x) quede especificada b , pues

el eoje serd larecta X = b ) ,

Tomamos a = 100 unidades, y euntonces,por la 3 T
= /00—
X /- Z ( 3.10)

Por caloulo determinamos X correspondiente a los valores de z para loe
cuales conocemos los P(s) disponisndo asf{ de P(X) . Bs olro que se pue-
de partir invertidamente : de un X dado , calcular z { ec. 3.7 ) y ae{

deteroinar F(z) snaturalmente igual a ;(x) para el correspondiente valor X.



T P S - A T G

R L O

(© )‘/ A

63

Considerando las D(<) en ves de las P(z) deterinaues las D(X) , o sea ,
las D referidas al eje x = -5 .
Arora “ien : 1oa valores de las P(z) obtenidas sesun las ecuaciones 3.4
son todos valores“exactos o tedricos . No habria inconveniente esencial
en suponer que las propiedades son tales que los valores icedidos estan
dados por asas ecuaciones 3i no fuera nque,en general,vilores tales no res-—
ponden idealiiente a una ecuacidon . Por ello para completar el modelo a
que ajustareiss la sinulacidn de experiencias para coatrol de la teoria
expueata,alguno de cuyos aspectos 13e dueden ya apreciar em las Pigs.27,
28,# y 30 ( propiedades de las D(x) y 2(x) ,aun cuando all{ estan en
funcion de z ) , distorsionamos las P(X) y D{(X) , o bien , las P(x) y
D(x).Para sllo :ultiplicamos cada valor da la funcidu por un factor des—
tinado a iatroducir cierto error . Con esie fiu utilizwsioa una tabla(sl)
con nuneros al azar dentro +e -..a dist-idcion nornal s con/ﬂ-= [ 4

0 .1, a partir de la cual construimos otracuf/h:a 0y 0=1/3.
Identificamos a los mir.eros de estas tablas como los errores porcentules
corresponiientss a zﬁX) » de modo -jue casi el 100 € de los errores esta
couprendido en + 3 4 y+1 4 , respectivamente.Teniendo en cuenta que
gjx) supone una medida directa ( en tanto sea posible )} de la propiledad
v D(X) la medida de la propiedad previa actuacidn del p.a. , hicimos oo-
rresponder la primera tabla ( error + 3% ) 5‘2(1)'y la otra a P(X).Con~
sideracos nulo el error en abacisas.
En cuanto al modo en que los diferentes errores correspondientes a los
valores de las funciones se asignaron a cada uno de ellos , se eligié el
criterio mas natural ; elegido para cada funcion un cierto nimero de la
tabla que corresponda ( segun se trate de una D(X) o P(X) ) ese es el e
rror agsignado al primer valor de la nerie de valores jue se disponga de
la funcidh.Ypara los valores siguientes,los errores siguientes en la ta-
bla.
Bn la practica fué conveniente transformar previamente las tablas mencio-
ngdas poniendo en el lugar de cada nimero ( es decir de cada error poroen
tual ) el factor por el cual hay jue rnultiplicar cualquier valor para in-
troducir los corresyondientes errores.0 cea , las tahlas originales forma
da con 1o errores rcrcentuales 6} las transforwnamos en las constituidas

por los fac‘orss fi dados poxr:
€,
R,

/;:4_"'/00
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De acuerde conlo que anteceds , obiuvimos loe v-~lores de P(X) v D(X) si-
muladamente experimentales , multiplicando correlativamente los valores
exactos determinados por las ocwiqhu 3.4 Y 3.5 por los factores de 1la
tadla de O a 1/3 y 0"' al, i‘npﬁbtlv'a'ninto y re’spe‘émdo el orden en que
se encuentran , a partir d.oi-conaidorq.do primere ( &:qur-nto para cada
funcidn ) . ll_ntura'lmo&tg,si pudo tambien elegir cualquier otro ariterio
que aelecoione la posicio’n de los faotores 'quo se toman sucesivaments ,
pero sin seleccionar loas valores de los mismos .

Las Ngs. 31‘ » 32 , 34 y 37 muestran los supuestos valores experimentales
de P(X) y D(X) para los diversos édsos que allf se indican .

A oontinuacidn trataremos en pu‘tiouiarlu determinaciones de b reali-.
gadas basandonos en la linealidad de ‘P(x). Bn todos los casos,fijado de
antemano el valor de b , se ignoraron los valores de P(X) y D(X) para X<bd
lo cual significé volver a P(x) y D(x) y medir ‘p(:) para x20 ., Se tom$
como _p.(x) la correspondiente a r = r = 1,250 y como g'(z) la de
rer = 0,833 ( Rmn. 1,500 ) . #a las Pigs. 31 y 38 y tablas 1 a VII
se dan los detalles correspondientes. ’

Por razones de uniformidad,en las tablas figura X y no x como variable,

¥ por lo tanto oads valor de la variable independiente no se modifica

al considerar diferentes valores de b,

B todos los casos se considerd b 1@1 al menor valor de X afeotado en
cada determinacion.Por ej.,en la tabla I 4 oi haoemos una d.otemj.naoio'n
suponiendo contar ocon todos los va.loru de X que dlf,fim s b =15,
pues el menor valor de X implicads es 15 . Pero no siempre este-menor va-
lor oo:l_.noids con el menor valor de X en la tabla.®n ese caso Bx Do y
se considerd variable la absoisa del origen del veotor corresrondiente .
Se comprende que si Q x < 0 , al mener valor de la tabla hay que restar-
le @l valor absoluto del A x correspondiente al mismo,pues el extremo

del vector no puede tener abgoisa X € b , 1o cual eignificar{a penetrar la
zona donde x <0 .

Las determinaciones de b se realisaron caloulando la ecuacidn de la reota
ror el método de los cuadrados minimos y hallando su abscisa al origen

( = =b ).Los correspondientes errores porcentuales figuran al pie de ca
da tabla.Cuando hay dos valores,el primero se refiere a la tabla mas aba-
Jo de 1a lines divisoria ( por ej, , en la tabla I , X 2 23,7 ) » 4l se~
gundo , a la tadla completa.

De 1la tadla I a la V se tomé como S(Ha A x o Axm yon funcion de
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Tabla] Tavlald  Tabkll
150 2,6 || wol 2] ] 333 451
ro| 35]] do} 73| [ 3557 16 ¢
93 [ hof| ) ao] [ o 1y
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2,3_,7.___;,0 23731 1.0 Hu/} /9.0
205 2|25ty g WWS 20,5 |
2w s foes ey | | e
.2(]0 5:? 290 I3Y T ablo IX
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370 Lef] 3F0 Ty | s3% 23
assé.i g0 || 33¢] 19 | | ste 289
e 3222|111 7] 19 61,8 | 309
et | [ Lews |2
< 3/29/; (] [/17{5 20,5 66,5 gal—m
P)- -yz¥yz+2 P(Z,’:FeJ,(me’a
e.39%;47%] | €= 457
7 Tabh v
L X," AXyn | A nm
05 | /70 335
7o.o 17 25,/
732 786 | 36,6 |
Jo,5 ’%0 38.4
30,5 95 4Q0
§3,7 . 20,5 4 1eé
| §70 ., Jhé ¥35
Yoo 22,5 453
Y30 23/ 467
155 2¢.0 5356
/100 245 500
E: L% €. 1,5%
Pe)-Im (1022 ‘3)
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1a abscisa del orizen del corresrondiente vector, X ! ec=.2,70 y 2.83 )
it

En la tabla ¥I se consideran dos funciones,correspondientes a dos A b

eacalonados sucesivos ;el primero y su suma,o gea Axnm’ Yy 2 x y Qque
estan en ella simbolizados por 7, ° Yy e Para cada funcidn se considerd
como variable x x
ml ’ m2 'Y
rigen del tercero,que no se suma),de modo que se detsrminan seis scuacio

xm3(oe decir la abscisa correspondiente al O-

nes de rectas,que acorde con la teorfa expuesta en la secoion 2.3 5 prin-

cipalmente en su pardgrafo b , estan tedricamente dadas por i

AZ, = (bf—X,ml,)v (.Emhl-/} ./MA,_Z,J.?]
AX, = - (h+Xm, 2) pr;'(ﬂ,,,',;—r] (%,2.1000’/03)

. Y2 ) ,
A X, - _(bf-l//»;lg_) Koia fm'~d (4 2.1w05103)

—

ZA% = (}J-FZM,I)({J;O' «[} (.QQ,Z.IOCO,’OI)
S8% - (b Tom.) Ko B [2c. 3058 10F)

/- ¢ JIY
24X - -(b+7m,,'3)(£’,,,,2,,- 1) (e 2.1 )

Bn la tabla VI ;ue estamos tratandec figuran las- pendientes teériocas (ols)
Je b

y lac calculadas (X ) y el error‘€orrespondiente a cada una.Bl indice do-

ble ij se refiere al par X _ 3 yi cqnsidcrgdo. Se puede advertir el gran e

mi
.rror relativo en o4 coxrrespondientes a pendientes bdajas ,que en este caso

esta asociado a gran error en el valor de b jpars Yy en funoio:; de xm3
Vemos tambien que al poder apliocar la 2,106( o 2,108 )en vez de la 2,83
la pendiente Xgpasa de 0,500 a 1,25 ( 150 4 de aumento ).Bn cuanto a los
valores determinados , 0. pasd de 0,453 a 1,187 ( 162 $ de aumento )

En la tadla VII se toma como \/(x) a la suma de dosAxvm escalonados su
cesivos,correspondientes a otra F(z) ¥ como variable,a xm; .Para este caso
el valor de b teérico es 200 y por lo tanto(a=100) ,z = 66,6 % .

La tabla ¥ITI se refiere a la doterminacson de rm y an..‘ogﬁn lo expues
to en la seccion 2.4 D.(x) y Dn(x),son complementarias dado los valores

de b g s T b ¢ Yy como tales , podemos simbolisarlos rupectiv_a_

An * "An Bm , Bn,
mente o.onDp(x) Y Dq(x). Compdrense los resultadoe @on los valores teéri-

cos fu = 0,40 , £_ = 0,504

Bp

Para estuflar el efeoto de variaciones en r,se £ij5 romEt 1 que
oomo veunos no puede decirse que varfa suavemente: al pasar de 2<0 a zZml

sunenta su valor en el 100%.Pero fijado ademéds pr- - 0,3z + 0,8, T resul



Tablia Vi
Xene | Xemz | X3 I 72 o Ldo X Sy
250 3%0 147 | RO | 255 | 44 | osw|avs3 | 6
280 | 415 | 6oy | 13,4 | 32,5 AL | 4250 | 418F | -24
320 (479 | 64y | 152 | 364 [ 2 4 0,222 10311 | Y
350 | 1¥ Y441 167 [Goy | 22 0w jogn |-44
390 | 79F 822 |0%Y | 49 | 34 |omr o7 | 172
oo | T ‘g75 190 | 475 | 32 |os555 |osey | 28
T35 /> vil Tabla /X
Xy |, X | ¢ | P 9 st | hirae |
260 | 229 H.0[ 28435 | 660 067/ | 065 | 0,970 (0,47
220 | 268 115295 | 232 | 630 0.6 0,683 0,406 | 0,970
240 | 280 §0o| 3017 | 350 10,5 o:sée;o,cwio,qél 0,943
260 | 319 £10(32,7 1345 | o o,aojo,csf Q450 | 0,454
280 [ 345 90.0( 335 42,5 1ML 16650 [0,6v9 | gl [ o900
300 | 375 30] 365 %7 1130 {05 |06 q410 | o528
3901390 P(z) = Im J.(tc;ze‘-'a)

340 40 lfe= Z+1 fap 2-032+08

360 30 T abla vin
3%0 [ Y50 X q P 9 | Jorwor | Jocst | St | byerne
400 | 430 4/ | 85 | ny | w1 0Jo! 05/ gyo | 043
P(Z):LJ,(wu"‘) 63 /07‘) 14,8 1/5,?_1— 3o ' 0571 0,90 | 0,41
€,=20% g3 | 12| 20029 o,&olfo,s"zf 940 0,42
| 72 120 1.0 /io . 0,50 Sro,ﬂ V!O/‘;b 0,41
f% 140 | 16,0 170 O,IOEO,I/ o,l/o]T 0,4/

P@)= Im J, (/07 ¢ 3
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15
sars 350, {vor Pize. 32,33, 5 3),. De

ta suavacento variable apromivadaczente
. 2.118° utilizan-

acuardo oon 15 ue so expusoc en la socsiSi 2.) ee apliod la ec
do ow.ow(x) a Ax,_. En todas las detorminnoiunes so eligioron los qu saglu

S
fueron vistoes en la Pig. 25|qu 4 Az; 90 bdien eus valores adsolutos q ¥

t
V.

De las mencicaadas deteminaoiones se dan detalles en las tadlas X,XI y XTI,
donde 6on q ¥ q' figurs una vola absoisa,lsaencr (la restante es evidentesents

1zual = 1a anterior mds la suza (peg') ). En oada caoo se toud b igual & la res-

pectiva abecisa (senor) cemos 1.

X 9 ¢ &YX 9'¢ 61X ][9] el
| 345 125 247 91 605 224 518 88| 5 2ny 1660 =30
330 /qo us} -615 285’ 92 63 715 295 680] 02 ]
403 151 30 e:' 7'/0 uo[ “o 09 | 800 20,1 Ya5| 2,6
ws’ 164 1] g Jod 3at w3 57 | Ho 3271 %o| 0, ¢ |
415 115 310 90 |00 20 50,27—:;0 qoo 335 146 | 0.4 |
I2.3. m w2 53 %ruz 60, F| 61 1!0 36,5[830] 31
P@)- 375202 ,5("4)=K’¢J,(/uzc‘5) P(L/):[,.J,(/ou‘"‘)

lo 729 w ey Tp ey

En la tabla IX se ven los resjultados norrospondientns a la determinacién
de f_ segin las f&roulas demcetmias en 1a sesaidén 2.4,adn ouando,omo al1f se
expusc,les mimeas eon riguroancents vdlidas r3io oumpliérdose la restricoidn
referente & Ia igualdad de los r. Es olaro quo si r varfa suavemento ,en prime

ra aproxinsoién podemos soeptar que efeotivazente son iguales. En la tabdla se

? .

dan ,adends,los resultados odanidos ean la detorminaciln Be

IV. APLICACION A LA JDIICA BUCLEAR: Andlieis de ourvas de desintegra

o16n.

Uno de loa problemas jue s'flon presertarse en ‘uinioca NMumlear y disoipli
nas rolacisnadas es ol oconsistonte en ol andliain de curvas de desintegracién.
Aquf considerarenos el caso de dos rudioieStopos indepnndisntee, Sisndo los
radioistopos A y J,1a actividad I(t) en “unnién dol ticepn eatd dnda,c0on es

asadido, por



6

1) = ao ™Mb by tet (4.1,

donde a Yy > sor, las aotividades inicislee 10 cnds une ¥ )A ¥ AB sus constan

tase do desinty,racin.

liusstre problona,que oono ®e advierte por la forma de I t) ee el aiano

fque =g presontn on relaciln oon otrou feilconis,se puode plantoar em términos
ratondticcs ¢s aste modo: Se conooon los valaros de w.: funoidn I(t) (quo satis
fage la 4.1, ,pura diferenter valores de %, 30 con3oo adends }B' Se requiere b

{ © bien a} "AA' 2 étodo odrriente,sieazre jue lee yerfodos dificran euficiem
tocente,h100 nocseario sl esperar valores 40 t tales quo onto:ces se pueda des
preaiar el aporte a I(t) oarseeprid’onts al cazponente de wonar perfodo,lo oual
80 advos-t:sh on ia grafica de log I{t) al apadecer una recta .Consideramos que
procisanente nuoe'ro prodblema rowi.e sr aua)irar la curva antes de Gue aparesos
la recta. Se caaprende el sentido de resolverlo si se tiono en susnia,nar ej.,

@l caso en que se necesite cuants antes la oocmposioidn de la cueotrs radiactive,

#%e problama el enfoque adscuado para poder reeoclvaerlo eon la
toor{z expussta en la sooolém 2.2, ’

51 p.a, serd a uf la dosistegracién radiaotifa,ropresentals por los exponen
olales,quo on tento actia modifica la ommposioldn. Ls dnica condicién,el tiempo.
Do oata maners a ¥y b resultan lae cantidados de A y B antes do actuar el p.a.
La cantidad e de eistena dado es como siampre igual a (a+d) 7 on este ocaso,natn
raloento,igual a 1(0).

Ade:ds tenemos,poniarde Z(O)-ZQ .X(tﬂ) i, e I(tn) . I

s= 1, (42)
fsm:l-xm (43)

gw - 4" Mota (4.%)

foms Lo (4e)

fin = I (4¢)

Deber:oc ahora enoontrar una yropiodad linaal en z,para poder aplioar
lao ocs. 2.67 5 62' y la 2.67. Se puede dumostrar ue una propiodad tal es
4 log I{t} / dt. Otrs propledad del 3imo tipe es 1a relas:én entre lae aoti
vidades separidas por un intsrvalo A dado,indeiondions do :. Vod:oslas
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Jyal -
_I(£+At) a2 “\“4“* bog-da(t+a¢)
1(t - T
1(4) 1(¢)
ES l“(‘(c‘(‘

T(t +at) ) ,Q’\”AtQL')At_\,L’)GM br*ﬁt
I(¢) 1t) 1) (4.7)

Los valores de la mencionada relacién para A y B puros son,respectivanents:;

Fk _ JQ‘ )Alst
- (4.8)

p ) JZ-XE361>
B = (4.9)

Luego, tambidn la propiedad definida como la misma satisface la 2.42.(En rea
lidad,esbe resultado,que es comin a toda funcién suna de funciones como vimos
al obtensr la 2.47,podr{amos haberlo deducido de esta §ltima ecuacién. Observe-
mos que no os suficiente que la propiedad que piensa utilizarse satisfaga la
2.42 formalmente: los fachbores que designamos oon P.’-t Yy PB no deben contener a
z ni explicita ni implf{citamente para que realmente podamos considerarlos Pro
piedad de A y de B. También debe excluirse que sean funciones de otra variabdle,
sono por ej. el tiempo,en el problema que estamos tratando.

Para aplicar las ecuaciones de la saccidn 2.2,s6 puede entender Dm(O) y

Dn(o) ,de acuerdo con lo precedente,como d log I(t) / dt para t-tm y t-tn
s P como -O,d}A}AB.O bien,se pueden entender aquéllas como las fracciones de

-

Ilr ) :n a que se reducen estos 7valores de la aotividad al ‘ransourrir,a partir

de tat ¥y =t el lapso fijado At,pasando a los valores I(txr + At)'In': e

I(t + A t)SI' e
n n
0 seas

.
Don (o) = T (4.10)

144

I
D.. (o) = T (4.11)

En este ocaso PB estd dada por la 4.9 y teniendo en cuenta que es un valor

partioular de fB,lo simbolizaremos con FB,ea decirs

..X& At
Fe == 4 (4.12)

Andloganente:



" a0k
‘A - PN - (4013)

Considerando entonces como propiecad I(t +A4t) / I(t),la ec.2.62 se trans-

forma,haciendo loa reemplazos indic:loc por la?'ecstfif,lo,ll r 12,ens
| b g N
© [l f). B[,
Fsn L , o Ia
De donds,teniendo en ouenta las 1.5 v 6:
- .
l,)’_ i"'ﬂ.‘. “.’m\In\
had - » Y { N ' .
Lol fyome = Lom {5 + ¥ ( Lom 30, - T bt

Procediendo del wismo ode con la 2.67:

D = e o - £ fem fin
80 5 -8 v
que,por las 4.5y 6 4a fin-laente:
P - -—[4” &(‘L “L«élh’

(| _ ._ . ;
/ -[4-\ fﬁ;‘, -..[4\ )G”(_ (4.1)>

(1.14)

A partir de PA se pudade calcular 1la constante de desinte racién segin la
4.13,con la limitaciér ,ue impone el exponencial en cuwi.t0 a que para valaores
de PA cercanos a 1 su error se nultiplicn al transferirse a )\ o al perfodo.
En efecto,se puede demcsirar que para un dado error relativo en P,el error en

7K tiende a infinito -el del perfodo también-,en tanto P tiende a uno.

Se obtiene unas simplificacidn de las ecs. 4.14 y 1% haciendo coinocidir

el eje de t con tm,os decir,haciendo t"-O. Th tal caso £_ = 1 Yy e3a8 ecua-

Bm
cionas se transforman en

b - l”"h l'v: -1§4‘.: ..[A-»
Lo "—'T"‘rf?h + Fa(iln, //3'1,“1*\}
zz = _JZH; /&ihu = Jﬁb:
jﬁﬁ»« fES‘L - I

En el Departemento de 7isica de la Universidad de lLa Plata se ensayaron
satisfactoriamente los resultadoc anteriores con datos experimentales. En parti

cular se hard referenoia al anflisis de una curva de desintegriacida correspon~

131 132
diento 2 wna nazecla de ¥ I""",que 8e realiss suponicido desconocige o1



’F") :-_. >\’\ L\ {_
‘A - A o (4.13)

Considerando entonces como propiedad I(t +A4t) 4/ I(t),la ec.2.62 se trans-

forma,heociendo loa reemplazos indic:isc por las'ecs.4,2,lo,11 r 12,ens

1'3" lﬂn.'.{“lrv‘»\ln\
T 1w~ Lowfgn ¥ (Lo fgy, S ot

bProcediendo del uismo nedo con la 2.67: o A;
,lz\ Zon, "7 I fam o
80 5o ~ IR far
que,por las 4.5 y 6 qa fin-l:ente:
;D - —Z’h1 /Qgh. “1£4 Ag;h’

A\ ~ .. - ;
Lom o —Lan fam (4.25)

(1.14)

A partir de I’:1 se pudde calcular 1la constante de desinte;racién segin la
4.13,con la limitaciér  ue impone el exponencial en cuwi.to a que para valares
de PA cercanos a 1 su error se multiplica al transferirse a )\ o ai perfodo.
En efecto,se puede demcsirar que para un dado error relativo en P,el error en

7K tiende a infinito -el del nerfodo también-,en tanto P tiende a uno.

Se obtiene una simplificaocién de las ecs. 4.14 y 1% haciendo coincidir

el eje de t con tm,oa decir,hacisndo tw-0° I tal caso £_ = 1 ¥ 6s5aB ecua-

Bm
cionaes se transforman en

b - l”"h l'v: -1:);:' _[A—»
L! -_17,...?’){9& ‘)‘Fé(ﬁbv’/ﬂ%'lk}
f?q - . TN A
oo 0, - In

En el Departamento de Tisica de la Universidad de lLa Plata se ensayaron
satisfactoriamente los resultadoc anteriores con datos experimentales. En parti

cular se hard referencla al anflisis de una curva de desintesracida correspon~

) -131 132
diento a wna nazela de I v I"7",que se realiz® sunonie:do desconocidn ©1
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Fic. 38. Andlisis de la curva de desintegracidn de 1’13"-132

dltimo. La tadbla siguiente da el detalle de cuatro determinaciones.
tn] Im { Im [W] Tn I { b | Pa
o|surlarho gl o | 62s lyp? To42¢ |
Ih| 4120 2030 Wl 1110 745 46§ 0,427
%h 3240 i640 K 995 | (F et Togir
W 3000 (4O W| QO] 61T " HFY gvas

At=34 [— Bﬂud(os] 4ty 10,92’!,

A portir del promedio de los vnlores de b ob§enidos ce trazé la recta de

decaimiento del I131 ¥ por diferencia la del supuesto desconocido,como se ve
en 1a Mig. 38. El valor del perfodo de deaintegracién,calculado sobre la ba
se deol promedio de P resulté: 2,43h. El dltimo dato cowuuiczdo para el pe

riodo del 1132 e3: 2, 3h.
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Jaciite o o T i cocnhaninbics s o0 slcenlc, A2 Tunciones estudiadas
31 05 as creciente y r)> 1 ,0 decrecieate y r {1 , rasul+a D( ) D r(2}

{ exce: tn “ara 2 = Oy z = 1 , en szue son igualea) . Luezo (x)=D(x)-P(x)
tisns wi adximo . La eituacion se invierte si P(z) es decreciente y r < 1
o {eorsc .ente y r>1 . Zste analisis se puede axtender a 4 {<)=D (x)-D (x)

' n e n
1legandose a 5 an(x} tiene un mdxino o minimo , siendo D(z} crecienta
eun sear »>r or €<r ,yaque Q(x) tiene un miximo o minimo siendo

I n m n
P(z) decreciente sejur 3ea r < r oo r"> ro.
Calcular=ncs z2hora en gero”al el valopr de x = TE para el cual se producen
ssop valc.=s e3tacionarios de (x s pazTa r y rn constantes siendo
an

g AY )
P(z) linexl.

Adenas s la dada por 1la scuacion 2.56 , podemos escridir otra expresion
—La,

D, = (Pu-fe) 2 + 18

vara D (+) (ver ec. 2.61 )

”
¥y una ex-resion sirilar pura Dn(x}.

Raztando aubas

Q.. (x) (/Zﬂ) _

72[»..&/ +b Y ia%n

(1)

lerivzida e izualande a cern encorirauno

X, = « _ b
3 V7 %

Lue;ce yel valor corresponde a X ( cantidad totnl de B en w1 sisteua |

9
/X(E' =
VS

Reeplazu. & {[1),encontrunos cue el valor estacionario QEJH(X: de  (x)

€s:
@)= (th-1h) 2= At
e )/1,,‘ R

Q

Nn_



Y
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1

ce:ua s 'a o ue se puede deducir 1o dicht anterioruente con relacion

N

L. condiciones en ue el valor estacicnario es un ndxine o un minimo
or aje Si F{z) es creciente PA_PB ) € 0. 5i ademas r > rn,la expro—
sion que nultiplica a esa diferencia en la ec. anterior es nezativa.Lue-
20 i, ) 0 e trata de un maximo .

- vy Ny Ly - o I t i x R
£ walor a= 5 para el cual tiene lugar an(x) . Qﬁnn( ) es

¢ S —
Py A + NV 24

Esta valor es tambien,independientemente de que P(z) sea o no lineal ,

-~

4" r\inr s z para el cual se produce »1 cambio mayor en la composicion

sc"erido « 181 Um(x) v pn(x) enire sf.la inderends:icia respecto de la
“oriin de P{¢) se comprsnde sise tiens en cuenta ~ue la expresion jue fi-
-ura entre “orcihetes an la (1), e3 la diferencia zAr - zAn que da cuenta

ie 14 wiferancia de composicién después de actuar el p.a. segun t = tm

”- - . - ' - 2'.' = [
secun t = t . Esa diferencia ;;&igual a - ( 2 n ) z
3= evidente entonces ( ver (1) ) Qnan(x) se produce para el X 0 25 pa-

r, los cuales gﬂ %, 82 ectacionaric . 3i P(z) no es lineal,: uzlnente corres
o 4

rnieri : . 0 zn w. zﬂ 5nm estacionario , pero en ~eneral n. surresponde-

o
4 m o valor Q (x)

L,eiice 11 .— Un problena de calculo de probabilidades.

Para 1lustrar el alcance de la aplicabilidad de la teoria desarrollada en
11 ascciin 2.2 , resolverezios el siguiente problema:

5e tienen dos urnas , cada una con bolillas blancas y amarillas ; la segun
da.ademas,tiene bolillas de otro color,.Se extrae ocierta fraceidn fs de bo
lillas de la primera urne ( que incluye la fracoidém f_ de blancas ) no sien

B
ip,sn el :0.ento de esta extraocidn,homogénea la distriducién de bolillas.

‘o

Q

onoce 1n probhabilidad de sacar un: bolilla blanca enn 1a sesunda urna

* 1a de sacar un par blance o amarillo sacando saenzis bolillas de cada
‘v.a an*es 4a 1a nencionada extraccic:n . Se conooen tabicu estas probabili
Audesn dﬂ:pug~ de aella

Se ride e “uucidn de log datos, la composioion de cada urna y la prodabi
1idad de zacar una bolilla blanca en la sesunda urna.

Antes de la extraccion de la fraecion fS s la probabilidad de sacar un par

lanco o amarillio es :

F): i%/‘632<+ 43/ é%b



N ;:'1 P R 1as prouabil cadas la bt ¢ Sl
- -2

T sesgunda wrna , reanestlvan~uta CoAanlogn.e te
pect> de las anarillas.

Conmo P__ ¥y P . 30on iymales a la fraccidn deltotal da Holillias 2 1a ol
) RS -

1 1
ra urna que corresnonde 2 las blancas r a las amarillas,antes de la exirag

cion de 1a fraccién fS , reapectivamente , podemos escribir la anterior asf{
2
P=za, g2 +2A faq

Estamos asf ®rente a una rropiedad que -atisface la 242 . Ademafslla. extrac
ciaon d4e la fraczion fs s Como supusimog ~ue durante 1« axtracciorn las bo-
1i7las nc estaban hwowogeneamente dietribuidas.actué cono t.a.;entonces po

dei~o3 poner

, '
D = ZBI f)dz -+ ZAI 'p'42
Luego‘se pueda enfoncar el -roblema sep;u:l la teor{a expuesta en la seccion
2.2 , aplicando la 2.68 !
- P-D
By -~ = -
£/ D-Fer]-[ - 142]
< -

y zor la 2,59 ¢ P /_-)/8‘ "D}{q"
A2
otk

’ .
ZzP, ros Jd: la compozicicn de la nrice@urna , ;ue #0ls contiene hlancas y
8

ararilles

\

Con P _  sodemos calecular 1z comrosizisn de la gesunde pue= P = 2
AT A? A2 ’

"B2 = z__ v la probabilidad de sacar una del tercer color es P, =2z

5 A -

Bridentemente : 2p = T~ {z vz,
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c2 0 exouesto estd destinado a resolver nrovienws analfticos que pre_

.antan 15 riatemas binarios uno de ouros componantea ( % ) es desconocido

de nur Aif{cil o imposidle separacidn,con los medios de ue se dispone
¢ tualmenis;el otro componente es B (conocido) , siendo ambos rec{procamen
te interferentes.
En el caso de mayor generalided ( a menos de la restriocion consiciente
en jue B forme una pequefia parte del sistema dado S), 1a extrapolaci&n de
la- D(x) v 2(x) ,estudiadas en la seccidn 2.1,pardzrafo b , nos permite
deteruinar,con las obvias limitaciones que impone la extrapolacion de fun
ciomea no lineales,la compoaiol&n de S y las propiedades del componente A.
"apx 2112 se rejqulere 1nformaci$h,proveniente,no solo del sistema S y Si-
no tanbien de sistemas mas ricos en B, tales sistemas se preparan agregag
do a cierta cantidad del sistema dado cantidades variables de B.la infor
macion se procura mediante la alteracidn de la composioidn de los sistemas
asi obtenidos , la cual se lleva a ocabo com procesos que no hacen practie
cable 'a separacion de Ay B . ‘
™ o1 saso de que la alteracion de la composicion sea constante respecto
del agresado de B ( o mea x )es posidle , en general , determinar la
conposicidn aun cuando B no forme una pegueiia parte de S . Mas generalmen
te , @ello as posible sl es constante respecto de x una expresion formada
con diversos grados de enriquecimiento correspondientes a diferentes con-
diciones en Gue se altera la composicion,a diferente valores de x .
Se rueden considerar los dos casos siguientes ; a) Si la funcidn que repre
senta la propiedad que se considera para obtener los valores de D(x) es
lineal en los titulos de los componentes,de acuerdo con lo expuesto en la
seccisn 2.2,para conocer la composioicn y el valor de la propiedad co-
rrespondiente a A puro,solo se requiere informacion del sistema § y B .
»} 51 la funcién mencionada es arbitraria ( seocion 2.3 ) con daios pro-
sanientes de los sistemas prepargdos-:como se indiod se calculan valores
de varias funciones lineales cuya abacisa al aricen determind la compo-
sicion del sistema dado .
B mrincipio se pueden plantear tres cuestiones
1) Consiste an‘g:%er 8l el componente conocido forma una pequeiia parte
del sistemajyen relacidn con lo requerido por lo expuesto en la seccion

2.1
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2. Zonsiste en ¢oe saber sueealondo L dasconncide e 1usepa?a51e,os el
inico componente ademas del conocido,puestoda la tesria se desarrold pa-
ra ser aplicada a sistemas binarios.

})onsiste en cdwo saber que el grado de emriqueciniento es constante ,
“uera de lcs casos en que ello pueda aceptarse a priori ( por e., 9l re-
ferente a1l sistema formado por dos radiagtopos independientes o la dis-
tridbucion en un par de 1l{ juidos no misciblea a baja concentracion,otc.)
Para resjonder a los interrogantes precedentes , el camino a seguir es

8l siguiente :

Si las D(x) y Q(x) referentes a una o mas propiedades para diferentes con
diciones an juese realiza la alteracidén de la compocicidn,se extrapolan

;- aoncurren , las D(x) hasta igualarse y las Q(x) hast: anularse,todas,
en wia abscisa comun,en general podemos concluir que :

1 .~ T sistema tiene dos componentes.

2¢ .- %1 sistema dado es efectivamente pobre en B ( la 2bscisa mencionada
nos da la cantidad de B en el mismo )

Una vez confiruado el cardcter binario,se puede estudiar,sise considera
necesario,la constancia del grado de enriquecimiento o de las fraccio-
ne-~ rA N fE @e las cantidades de A y B jue se recuperan deapues de la al
teracion de la composicién.

3i le abscisa no es comin,ello puede deberse a la presencia de otros com
ponentes o a que B no forme una pequeiia parte de S , o a ambas causas a
1a 7ez.%sta cuestidn se aclarari con ayuda de las funciones ¥ (x) (ver
sarigrafo ¢ de la seccion 2.3 ) .

la l:nealidad de S/Q(x) nos da , en principio , un indicio de la constanes

cin del _rado de enriquecimiento.Selo un indiclio porsue por ej.tratandose

ieuna Yg(x) aislada podria trat - » de un oaso singfilar en ;ue en el in
terval, de x considerado la funcion pueda ser-o pueda considerarse-li-
~e13l,3in serlo para todo x.Por tal razon,seri conveniente hacer uas de
un ensayo para verifiocar gznatancia del grado de enrijuecimients,o oamo
30 diJo antes,para mayor generalidad,de una expresior formada por dife-
rentes grados de enriquecimientojtambien es posible er anQ( controlar e
sa constancia segun lo expuesto en la seccion 2.4 .

5i tenemos un grupo de ‘10(1)'que se uresentan como lineales,sllo sera

waera]l de jue se puede determinar 1la composicion por axtrapolacion de

"} mianAs hasta 30 (x)=0.La concurrencia a un puntoiinico confimzara que

<a asti nn las condiciones requeridas para considerar correcto 21 re-
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T7i.ada aun en pie la cuestion referente al caso uu -ue oxtrapolando las
r(x) y qfx) rn~ ze obtiane unz absoise comunyea cual . 2 i ello se debe
3 5ue B no forma una pe.ueia parve de S o bien a la gresencia de uno o
nas componentes,ademés de A y B . Pues bien!se puede auuostrar, omo se
datallari sn un tradajo vosterior,que en las condiciones en (ue \ﬁ(x)
es lineal en presencia de dos componentes,no lo es en presehcia de un tog
cerc,zi 12 funcion que represaenta la propiedad a que estan referidas las
D(x, no- es lineal en sl tftulo de los componentes.

3i la mencionada funcion es lineal en los tftulos puede darse qgue Sﬂ(x)
sqa.ineal en xy,aun en presencia de mas de dos rowmponentes,si se oumplen
ciartas condiciones. n este caso ,la abscisa al origen no da la composi-~
cion,La ;resencia de un ‘ercer componerte serf{a aqu{ advertida porque,en

tcdo caso,ia abscisa al origen no serfa comun para todas las V’(x) .

£

. 5fr.tesisg en las condiciones especificadas en cada cazo,conociendo uno
sclo de los componentes de un sistema,es en genral posible determinar si
.ay ademas uno o mas componentes.Si el sistema resulta binario,es rosible
‘eterminar la composicion y las propiedades del comporente desconocido
que sean Tunciones lineales de los t{tulos y aun las no lineales { si el
titulo del conocido es suficientemente bajo ),

Zvwds hay problet.as do separ.cidn de compenentss de sistemas,el analisis
.2 ,13de resolver a veoes con el mdtoda de dilucida iaotépioaeﬂueque 30=
1c requiere 1la aisluci’n del componente gue se desexs determinar en una

we . uelia fraccion de la cantidad presente originalmente,requiriendose el

sounciziente de ese compomsnte.Si 2l sistena es binario aungue se desco

_uf sropuesio sin necesidad de esyaislacion.BEs suficiente una recupera~

.07 parcial de los asistemas compuestos por archos.
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