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.3 HLnóïodo para analina: ¿is,cnu- Hiia5-ïx de componentes insepara

bios ¿a di?íci1uonte eepurahlesj y recíproca onto ",Ïerentos en cualguier otro

Mébülüconocido de detrainación de 173 mis os,; para .r'nzainar,en algunos casos,

el valor ue las propiedades de uno de ellos sin diulu*15u previa. Se desconoce el

Talar de todas las propiedades de este último,ni se dispone oe él aislado. Se dig
pone,ez cambio,del otro componente.

Sean los componentes mencionados las sustancialA y B,siendo A el conocido y

3 el conocido. Se supone,por ahora,1ue B forma una pequena parte dnl sietema,un

104 a lo sumo,diuamos.

Si ee dispueiera de Ay B aislados,ee prepararían sintetioamente sistemas en

todo el intervalo de composiciones; ee nediria una propiedad (intensiva) -a cuyo
valor contribuirían ambos,pueeson recíprocamente interferentee- en eeoe efitemas

y en el dado,y por interpelación ee determinaría la composición buscada,oomo es

sabido. El problema consistente en determinar el valor de las propiedades de A

sin separación,no tendría sentido comoproblema pues ee podrían medir directa
mente en A aislado.

Pero no se dispone de A aislado.

Si no obstante el no disponer de A aislado se conociera el valor de una propig
dad del mismo,se podría proceder así:

Se prepararín cierto númerode sistemas conteniendo cada uno cantidades iguales

del sistema dado más sendas cantidades cada vez mayores,a partir de cero,de1 compg

nente conocido,o sea del que esta originariamente a men“: concentración: B. De eg

ta manera se tendria una serie de sistemas sucesivamente enriquecidos en B,tendieg
do en el límite a B puro. Supuesta la máximahomogeneización compatible con las

condiciones,se mediria en los sistema: sui obtenidos 1a propiedad de la cual se cg

nace el valor de A,y se ¿raficarían los valores respectivos en función de la cant;
dad agregada de B. Si ee extrapolara entonces la grafica hacia los valores negativos

del agregado de B hasta encontrar en ordenadas el valor conocido de la propiedad de

A,1a abscisa correspondiente expreeeria la cantidad de B que habria que quitar del
sistema dado para tener A solo,con lo cual se obtendría 1a composición buscada. Pg

ra conocer les valores dr otras propiedades de A ee medirían las mismas en todoa II

sistemas preparados y las gráficas correspondientes se oxtrapolarían hasta la absci
oa ya determinada.
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2.1. F! Z: ¡ado do nrb‘h'u'lon.

LAonpualcl‘m de un ¡una I’M-nadopin dan ompmnh. Ay B,pucdo“pl-nann

u con la fracción o título ¡A o ¡B "311:. .1 cual u “Matta onda uno,d-f‘.
como1A"lanflr. muro la emuuml del ¡:cnpnn-nt- y 1a canth del ¡in-tun. Hong

0

trans. lo qua nL;uonontofu-irnos simprc,nlvo indicacióneontrnrl¡,d “tula
de B y lo alumna-unan ¡uN-10M. cor. z. AJ llum dado lo «¡unn-non s 3-1
ha aunar: trop-und“ con oa due ¡n la Inzroduceflnfix. SonI la Gunth fija
d. 3 ;I a y b lan mandan" d. Ay 3 quo ¡a componen(sunt). Sl x rcprumtn la

Ir emudml a-rnuda do 3 n la :Mtlddl do 5,1. ocupo-loan de em SXque d- ln unión

de suban (Intl. uo‘omhud. par z‘b’I)/(IOI) o Mon por 1 (o b: comunion).
TodapropmunnLnnnnvlfiuldn lu d-‘u condicion. , n función oolo dc ¡a

1202733::16a do) ¡tati-AI. manda ¡Juno-on n I cun VII-labio ¡human-In. 4. la
cupaliolónfll mmlh “pronta-¡tutledo1| mmm h ¡about-1.a“ canF(z)¡
y cor. P(!),cumdo ln roflrulos n x.

:ïlmrnl-zontn:

F(O)-P(—h).PA(valor a. 1. pro];le ¡la A) (2.:)
P(l)-r(co)-Pn (valor de h won-dan .¡o B). (2.2)

puto m. al wlan: ono ol ¡ht-l uu ameno sole por Ay en ol segunda,nlondo
n limitan.“ count-to virtndncnh solo por 3.

:¡unu-o¡unn-n "M hplíouo en Inca. 2.4 ¡u u-ab proclaman“ d. drug

¡:er h y PA.
h ¿{Muc-do P(.I) part-novel un ¿maru u up: “¡rondando m h- Plgs. 1

“¿le a d. Por¡mn-o do nbyuoim no u consuma funaluu- condumflnul
dado-o uva: minorode ¡khan o :ínuon. a. cuprmdcrd ¡La “¡Into qua ollo.
no ¡Estufa Ir. ¡nl 10- lanzamiento. quo lo oxpendrlnl omunwldn.

31 un conocio. o) valen- rlo una ¡rondan do A,0I en 1M grillo“ ¡lo lu r1 yn.

1 flandl podria Inox-n la Ixtrnpolulón :¡miomdu on 1- Zn‘rodueciül (un ol uu

runs'n .Io "¡unb ¡oa pequena on rolulh enn ¡Lvl-no amo OJGplo la P15. ln,donno

no 11:ah‘r. la oxzrupolután a. P(x) Fun encontrar In omnnndu al Vdflr P paral
«Humana: 1:1 L2.Pero en. dijiuun,,\ In douunooldo y por lo hn‘o,tnnb“n 1a un



1 1‘ N1 6 1 1P‘CÏ 2 firm-tz): con II"; :"""lbïe 'Lg'JLGracción

u tr. ‘x; ,ue | H\ “1 uts‘ ‘ a. “un -nzi‘c; de cuinto ¿e 1; var-1356:;

,. 9/ .\ -..;. ‘1‘ —1-.-. .- ,.. V Nu,“ - , \ (,n ,1 . 1 d-r “ot x: (Y ¡o 1n¿.- - \ -r¡‘ ¿ “VJLa. 1:1 1‘»). n n} IL,‘)-Aï 1.-.4.4 .L ¿A -0 .vb, ug, \' (l ¡a l..OMV¡ÏD¿R “nm ¿Li-J

"ñut.. . I n )¿.. _. Y iproplauadeu de los c'ñqu'merxr-¡a puroa Kanon-as 1.1 u.,..1:1rsr.0iu entre los values:

de z,oorrospnndiemer‘ a, cada valor de x) ,y cuánto a 1a interacción.

Soluci ón for; .al .

1\
33 sabido (" que la función P(x+h) se puede escribir comoproducto del

operador exp a ¡[631;por la. función P(x):

P(x+k)= exp (a /a:) P(x) (2o};

"1 incremento h no tiene por qué ser función de 1. Pero no hay inconveniente

en suponer que si lo es. Asi hacemos

h-(b+x) shut) (2.4)

siendo g(x,t) una función finito de 1 y de un cierto parámetro t,o sea:

‘5{2,t)‘(0. (2.5)

con Wayargeneralidad t representa más que un parámetro,un conjunto de

parámetros .

Además,convengamosen llamar H al operador definido arriba,es decir:

251 ¡aq-¿Ó l’óx‘. (2.6)

Luego,1¿ eo. 2.5 eo puede escribir:

MP(x)- P(x+h) (2-7)

° 7 corresponde a una familia ue funciones de x,según los diferentes valoren

una de las funciones componentes de 1a familia:

(2.8)

are-mos D(;\;: a. cada.

su). L1P(x)

agrejando un suhíniíce cuando deseemosespecificar el valor de t correspondiente,
así:

(2.9)D _\ a v .
i(x, MP(x) hdi

59" , adecxáu :

{41‘ -.. D x‘ - D II I') 7.!“
lijx l i< I Js ) - I
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Y jor 13 _°12

A- ) r PA. ¡2.12)
Resulta inmediato,entoncea,de las2.10 y 12 que

Q(-‘o) = 0 , (2013)

resultados,los expresados por las dos últimae eca.,independiontes de g 3 por 10
tanto también de t.

Por las 2.1 y 5,para x-—,a>,tambiánh-o00.Luego,por las 2.4,5,6,7 y 8:

r: ’¡ÏA 1' = 8 w o 2- l
D(o°) ¿fm Nm (6 /dx) P(x) liza“, P(xn) P( ) ( 11)(--<'o° ( #00)
Y por la 2.2|

D(o°)= PB- (2.15)

Finalmvn*e,de las 2.10 y 15 resulta;

Q(0°) = 0 (2.16)

Entoncen,1ns D(x) tienen necesariamente al menos dns puntos comunes. Uno ea,

RI)
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Pisa. 1 a,b,c y d. Gráficas correspondientes
cuatro posibles formas de P(x). D11.a,doterm¿
nación de b por extrapolación,conociándoae P
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e . I H a . \., I l apo: ..J.g—ï; _¿“ Él otro,p0r 1a P034, ¡OO;:W,. ïan Len resulqa que ïaa Q("
7.- . ._ .' V -‘ “.than ¿ecu¿d.zaweLHe¿l monos do; puntos conunen.Jno,por Ju ¡.15 es (-b;(¡.E1

o:r»,g s ía .Jy,az ‘09;o). Luego,pnuenos puuez,

¿13(x) = Di(x) - Dj(x)_- C poro z: —',OO . (2.1?)

La: enr.f.11 u 14 expresan que los doa'puntos comunes de las D(x) pertenecen

tmnïják “Í Í. Así ara de esperar,pues en realidad P(x) es una de las D(x) def;

n;;1“ PTTÏz 7.". Pero con una característica owpecialz es la D(xÏ correspondieg
tr 1 ‘; fzxoión ¿(1,t) para le cual h es idónticamente nulo,para todo x. Efecti

vwnoxte,así res;1te de las 2.8,6 y 71

D(x)= u P(I) .exp(a /óx) P(1) -P(x+0) = Mx). (2.18)

Para el 0150 particular en que una de las D(x) sea Píx),1a 2.17 ee puede es
cribirz

Q(x) = P(x) - D(x) - 0 para x = -b,oo. (2.19)

En el supuesto ya mencionado en la Introducción y en el parágrafo g de la
sección 2.1,referente aque b ee pequeñe'en relación con a,y siempre que podamos

conocer D(x) para. x)0,1a 2.12 noe resuelve formalmente el problema de determi

nar 1a camposicíón y PA.Yevimos la dificultad que había para extrapolar Pk) pg

re ¡(Ch camo no se conoce b ni PAquede completamente indeterminado la nbeoiea
( o ln ordenada) heete le ouel hay que extrapoler (ver F13. 1 a). Pero ahora no

diaponanoe solo de une función que pasa por (-bgPA). Disponemos de toda una fe
milia: las D(x),incluyendo P(x). Si lee conocemospara ¡»0,todee referentes e
una mismapropiedad,les gráficas extrapoladae para ¡(0,pertenecientee a dos o más

D(x),est6 o no incluída P(x),deben oonourrir,en generel,el punto (-bgPA). Deter
minadoel punto de intersección de las gráficos extrapoledee,quedan eeí detenniqg

dos e le vez b y PA.(Fig. 2). D‘UL)

¡>(1) CW) í

I —",—4’—_.___,___——Ï5CI1L--7,<¿=—- H*| /,—
| .

a r—-‘> ,—/1' 1’ _A
2’ ¡3...5 f

Fig.2.Determinación de b y P Fi . t inación de b por

ïos(;ftrepoleción de las D(x? eliigpoygcggg de Q(x) hastahasta el punto de inp anular la ordenada.
tersección.

Anilogamente,le 2.13 noe permite extrapolar Q(x) hasta anular le ordenada pg
ra determinar b. (F13.3). Noconsideremos ehore,pero a! lo haremos más adelante,



la; enudiciuna= en ¿ue,nás allá de un tratamiento yuramante fonnal será viable
la rsalláación de las extrapolaciones.

"“nifi:aio del o orador H.

Debasos dar contenido a 1a solución formal a que hemosarribado y para ello

es nezesario dar significado a1 operador Mpara luego darlo a D(x) y a Q(x).

l anüs visto que en nuestras condiciones (a y b constantes),la composición

qwnda ietot'inada por z. Entoncea,podamosexpresar cualquier propiedad dependieg
te de 1a composioifin como Y‘(I). De acuerdo con 1a 2.7 el operador H aplicado a

P(r) 13 transforma en P(x + h). Luego,aplicar H a P(z) implica medir no la pro.

piedad de un sistema de cantidad e + x,ccnetituidc por a de A y (b + x) de B,

sino de un sistema constituido por la misma cantidad de Ay (b + x + h) de B.

Imaginomofun proceso cualquiera capaz de alterar 1a composición de los si!
temas. Hadamás que alterar la composición,pues si el proceso fuera capaz de

separar completamenteAy B sin mayoresdificultades,estaría resuelto el problg
ma.Comono se conoce A no ee conoce tampoco en que grado el proceso altera 1a

composición de los sistemas compuestos por A y B. Ni siquiera se sabe,en prin

cinio,si 1a ¿Guióndel proceso alterador de la composición ( que para abreviar

.lo designaremos en lo que sigue con p.a.) ejercida sobre uno de los componentes

es influida o no por la presencia del otro.

Veamos que ocurre en un sistema SX de agregado z de B,a1 ser sometido a un

p.a.:

La cantidad a pasará a valer,digamos,afA(x,t),siendc fA(r,t)una función quo
en general dependerá de las condiciones en que actúe el p.a.,inoluyendo la can

tidad deSI sometida al mismo,representadas por el parámetrp t y de la composi

cián,representada por x.Por ahora no establecemos ninguna relación entre eso

parámetro y el parámetro t con que tratamos antes.

Del mismo modc,1a cantidad de B se modificará como para que por cada b+z

se tenga (b+x)fB(z,t). Así,fA(x,t) y fB(x,t) Quedandefinidas comola relación
entre las cantidades de Ay B,respectivamente, después y antes de la actuación

'del p.a.¡
f (x t) cantidad de A después de actuar el 2.a. (2.20)A ' cantidad de A antes de actuar el p.a.

cantidad de B después de actuar el p.a. (2.21)
cantidad de B antes de actuar el p.a.f3(x,t) 

Similarcente,introducimos para los sistemas SX:
ti d . .

f v(¡’t)= can dad e SXdespués de actuar el p a (2.22)
cantidad de SXantes de actuar el paa.



' 1+4, .1. . ..,. ' .' - .. A r‘l en _,<a.l..c\“=-¡¿.;.-.1 eL «¡J¿10m2 “sus :>,

‘ 73ntí‘l‘iü ’19 3 “91:73:75 lie Latam el/._ w -"
.o'k‘L,tl = \"°")/‘cantioad de S antes de actu r e; yu.

Resulta inuediato que: .

fA()C,t)g C

pues,por una parte,3i una de estas funciones pudiera anularse,el componenteco

rrespondiente desapareceria,oon 1a consiguiente aislación del otro,no contempla
da en las condiciones de nuestro problema. Por otra parte,si pudieran anularse

ambosseria nula la cantidad de sistema después de la actuación del p.a.,situa—
ción de la que naturalmente no extraeríemos ninguna conclusión de interes.

Considerando las 2.20 y 21,eurgen,además,las condiciones:

(2.26;

(2.2?)
0< fA(;(,t) < oo
0<fB(x,t) < oo ,

(con valores en general comprendidos entre O y 1),pues partimos de cantidades

de Ay B no nulas y no consideramos ningún p.a. que pueda hacerlas infinitas

Las condiciones a las que están sujetas fsx y f. resultan de las de EA
y fB. Másadelante veremos la relaciSn que hay entre unas y otras funciones.

Ahora trataremos de encontrar alguna relación entre fA y {B oaraoterig
ticas del p.a.(así también comode A y B) y h.

De acuerdo con lo expuesto cada sistema SX,envirtud de la actuación del

p.a. pasará a ser un sistema transformado SX' compuesto a razón de aIA(x,t)

de A por cada (b+x)fB(1,t) de 3,0 bien a razón de a de A por cada (b+¡)fB(1,t)/

fA(x,t). Luegc,en cuanto al cambio de composición todo ocurre comosi la can

tidad de A se mantuviera constante mientras que la cantidad de B se ingrementara

¿ix - (b+1) ígíiaïl ' 1 f x,t)
A

en

(2.28)

Vimosal principio de esta sección que aplicar H a P(x) implica medir 1a pra
piedad después de alterar la composición del sistema El para pasar a 1a composi

sión correspondiente a un agregado de B igual a x+h,en vez de x,como lo expresa

la 2.7. comprendequeA: no es mas que h,por lo que la anterior puede esori-—
birsez

ÏB(Iot)hs ' - 1e
fA(x,t)

(2.29)

Comparandooon la 2.4,03 natural identificar el parámetro t que figura en

ella con el introducido en las definiciones de fA y fB (ecs.2.20 y2l). Es inmg



diato entonces,tunhiér rw: cmññaracióz de la 2.29 con la 3.4 que
‘ Í ¿xl IÍhk)’,u¡

I” .x - ,
1.5“ Il o W ._ 1 (2.50)

LA ‘\’U

Ïgueflfis un or ir ¿ue las condiciones impuestas a f1 y a fR por las
2.2i J 27 son coherentes con las impuestas a g por la 2.5.

Vinos (was. 2.20 y 21) que fA y fB son simplemente las fracciones de lee
cantidade: originales de A y B que ee obtienen despues de le actuación del p.e.

La roïaoíñn entre amhae tiene también un siznif101dn distinto del emergente

directwiente de lo que acabamosde decir,aceso más ilustrativo aún. En efecto:

Log títulos de A y 3 antes del 9.a. son z y z . Despues,zÁ y zá.TenemosA B

entonces:

' (b+x)fBz """“"""""’
E , efA + (b+x)fB

7|
Í‘. ¿IA

¿A + (b+x)fB

zB (b+x)/(a+b+x)
Z Q¡(a+b+x)

A

Dividiehdo:
f

z' z‘ n
B / A . (2.31)

z zA f‘

Así vemosque tia/fA exprese el númerode veces que le relación de los tft!
los de B y A despues del p.a. es mayor que la mismarelación entes del p.e.. Per
ello definimos

r(1,t) . fB(x,t)/fA(x,t) (2.32)

que llamaremos factor de enriquecimiento (sobreentenderemoe: en B).
Teniendo presente le 2.26 y 29 puede ponerse:

h .4: . (ha) ( r(x,t) - 1 ) . (2.33)

De acuerdo con el significedo de r dado por la 2.31,:e comprendeque

r(x,t) - 1 exprese el aumentorelativo de le relación entre los títulos de
B y A el actuar el p.a.,por lo que a ese diferencia podemosllamarle grado de en

riquecimiento (en B),y teniendo en cuenta le 2.30 ése es el nombreque puede

darse e ¿(1,t). Velo decir:

¿(19%)- Ant)? 1- (2.34)



d. Significado ua \¡;¿ {x}.

bc lo sxpuusto Cu el ¡er¿¿r;’o anterigr y do In ec, 2.9 que define Di(x),
resulta que esta "unuiïr nos da IÜJ valorns do una propiedad delos sistemaasx

formados por la cunti¿ad a de S más la cantidad z de E,despuós que un proceso

hubo alterado su composición,en las condiciones simbolizadas oon ti. En cuanto

al significado de Qij(x) definida por le 2.10,:esu1ta que esta función nee de
le diferencia entre los valores de le propiedad después que se hubo alterado

la composición en las condiciones t1 y los veleros deepu‘e de una alteración

en les condiciones tj (reou‘rdeee que en general t representa un conjunto de pg
rá'netros)

Vimosque D(x) ee idéntica a P(x) para h idéntioemente nulo (903.2.7 y 8)o

Para que esta condición se cumple,comob+x no puede ser identioemente nuls,debe

cumplirse por le 2.33,pera un t dado:

r(1,t) - 1 a o
para todo x.

O bien,por les 2.29 y 30:

g(x,t)=0.
0,por la 2.32:

ÏA(¡pt) 'ÏB(¡9t) y

para todo 1 y un t dado. Ello era de esperar: es clero que si pere todo x le

propiedad después de le actuación del p.e. ee igual e le propiedad entes de le
mieme,el "p.a." no he actuado comotel,pues en ese ceso no se he alterado la

composición y fA-ÍB.Indioe de ello noe lo daría el hecho de que al volver e
medir la propiedad en cuestión obtendriamos los mismosvalores de P(x).

En resumen: P(z) se obtiene midiendo directamente la propiedad en cede eietemn

sx Y en 3n(1=0)o Lee D(x) ee determinen midiendo le propiedad despues de le ec

tueción del p.a. en eeoe sietemee.Ccno caso pertinuler,en el que el supuesto poa.

no modifique la composición,ee reobtiene P(z),que puede asi ooneiderarse perteng
ciente e le familia de lee D(¡). Si incluimos entonces a P(x) comoune de las

D(z) cuya diferencia nes da Q(x),en este caso particular Q(r) ee simplemente le
diferencia entre le propiedad entes y despues de le actuación del p.e.

Se comprende que para cede propiedad hay tantes D(z)-oono condiciones en que

puede actuar el p.e. y tantas ¿(z) comopere. de eeee condiciones. Cuandodecimos
p.a. hablemOeen ¿oneral,de modeque les "condiciones" incluyen el p.a. partienp

lar de que ee trateg aún cuando las condiciones operativas seen las miemes,dee p.a.
diferentes eltererán en diferente grado la composiciónde los eitemas y eei se de

lugar a dos D(x}. 0 sea que en el conjunto de parámetros simbolizado por t,está

incluído el que caracterizerd ceda p.a.,un simple uúmero,por ejemplo.
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El signifiunda ¿ido de ¿{3, stpliod lo que expresan las eos. 2.12y15. Para

z -b, ,loa civtna z Hsïíï cnnpnssto: solo nor A y por B,respectivamente,ï por

mi? .ue an lo; asusta a rrctesus alíerauorev En la coupcsición,los sistemas segui

rán compuestos solo por A y por B,y sue prepiedadea qerán P, y Pr.
Se comprende así también lo que expresan las eos. ¿.15 y 16. Si tenemos un

sistema compuesto solo por A (x: —b)y lo sometaaoe al p.a. tendremos ,evidentg

uente,otro sistema compuesto solo por A.

Unicamente podemoshacer uediciones en sistqnas de xan,por lo cual D(r) Y

Q(x) nos son solo directamente conocidas para tales valores. Pero si S es su

ficientemente pobre en B en general se podra,como se expuso en el parágrafo p

deeshseo'oión,extrapolar dos o más D(x) para x< 0 y determinar el punto en que

se igualan,es decir (-b¡PA). 0 bien extrapolar Q(x) hasta anular la función
para obtener —b(ver nuevamente Figs.2 y 3). En el primer caso resolvemos

el problema de la determinación de la propiedad de A y la composición sin se

paración de los Componentesy en el segundo el de 1a composición solamente.

Másadelante discutiremos acerca de las extrapolaciones.

En le Introducción se vió la imposibilidad de realizar la eztrapolación

de P(x) hasta z. —bpor desconocer PA. Comoen P(x) están representadas todas

las propiedades que ee sabe pueden ser adscriptas a los sitenas_y en PAlos
valores correspondientes de A,sur5ía una dificultad insalvable. Enesencia,
el método expuesto para sortear esa dificultad nace de 1a definición de una

nueva propiedad cuyo Valor para A.nos es conocido,aún sin conocerse A mismo.

Esta propiedad es Q(x),ouyo valor para A comopara todo sistema formado por

un componente único,es nulo. Es decir,podemos considerar Q(r) comouna P(x)

singular. De un ocuponente desconocido no conocemos el valor de ninguna prg

piedad,ercepto su Q,quees igual a cero. Esto constituiría una trivialidad
si Q para sistemas compuestos por dos o más componentes fuera también nula,

o sea si,en nuestro caso Q(x)-0 para todo z,pero no lo es. Nohemosdefinido

Q(z) como1a diferencia,por ejemplo,entre las densidades de los sistemas al tia:

tiempo t1 y-lee correspondientes e t2,nenten16ndose constantes las demás co&_
diciones. Evidentementeasí estaríamos frente a Q(x)=opara todo x.Pero dira

rente es la situación si,siguiendo con el mismoejemplo,t1 y to denotan dos
valores de un mismoparámetro o conjunto de paráietros cono tenperatura,prg
sión,etc. que impliquen dos alteraciones distintas de la composición. En tal

caso,repetimos,Q(x)-=Opara los valores —‘.:e w de ¡J además,mntualmente,
para un númerofinito de valores internedios,como se verá más adelante.

Se dijo antes que podemosconsiderar Q(1) cono una P(x) singular. Eh reg

11dad,pars cadapropiedad hay una familia de Q(I),como también so dijo, y

solo una de las integrantes de la familia puede considerarse una nueva

P(x),siendo las donde otras tantas D(x).
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do que donde i so refería a ti,ahora se refiere a ti(z),no a un determinap
do valor sino a una determinada función. El resto del ruzü.:niento ya ex

puesto no se altera en lo que es de nuestro interés. Los valores de g(x,t),

r(x,t),fá(x,t) y fB(x,t) duedenahora determinados solo por x,y lo mismo
puede decirse de h ( o Aafi,en una forma característica ¡gra cada D(¡) (var

ecs. 2.4 ,29,32 y 33).Pero ello no afecte le validez de las 2.12,13,15 y 16.
Esto implica que mediante la generalización es posible introducir nuevas
D(x) y Q(r) para cada P(x),que pertenecer‘n a las respectivas familias de
funcionen.

A1. Clases de 2.a.
Todos los p.a. tienen comocaracterística esencial el hecho de que de

bido a tu actuación frente a sistemas de dos o más conponentes,hey una cel

da en el espacio en la cual, pera dos componentesi,k de los mismos,se cqg
ple:

rien) í rk(z,t). (2-35)
desigualdad que represente el cambio de composición.

Ademásde la característica dada ,hay otras que no son comunesa todos

las p.a. y que permitenclasificarlcs en: no destructivos,destructivos,creg
dores y mixtos.

Llamaremosp.a. no destructivo a todo proceso que altere la composición
de sistemas mediante el desplazamiento de sus componentes de modotel que ae

presenten en diferentes celdas en distintas composicionesrespecto de la eri
ginal.

Comopor definición en los p.s. no destructivos no hay aparición ni dese
parición de los componentes sino solo desplazamiento de los mismos,además de

la 2.35,se cumple,para todos los componentes:

233ml,” . 1 (2.36)
donde i se refiere al componentey J a la Jélima celda.

Ejemplos de p.a. no destructivos:

1)Difusión e traves de una superficie 1ímite,siempre que los sistemas

están compuestos por componentes teles que por lo menos dos de ellcedifug

dan en diferente proporción,ocmc lo requiere 1a 2.35. A1cabo de cierto
tiempo,pcr lo menos en dos celdas estarán presentes los componentes en

composición distinta de le original: a uno y otro lado de la superficie

limite. Decimosdos celdae,pcr lo 5enos,pues por la inhcmogeneidadde la
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de 1a distri‘mcif'm do 11'; coxr.ponentos,ca:i.=001d). será,ez'z ¿{general,divisible

en otras Honores,cumpléndose en cada una Se ésta: los reguicitos impuestos

por la 2.35 y en el conjunto total resultante,1n 2.36.

2)Distribuoi6n en un par de liquidos no miscibles. Disolviendo en un

par semejante un sistema de varios oanponentes,al recuperarlo en onda lí

quido se obtendrá,en general,sistemas de composiciónalterada respecto de
la original.

3)Destileción. En general en cada instante,emoepto el oaso de los ap

ceótropos,lo que se destila tiene composicióndiferente del destilada y
ambascomposiciones difieren de la original.

4)Sedimentación. Se puede dividir el medio en que ee produce en cel

das de diferente composiciónentre si y respecto de la original.

5)Contacto del sistema oon un disolvente. Antes de que se llegue a 1a

hemogeneizacióntota1,la solución resultante podr‘ dividirse en celdas
comoen los ejemplos anteriores.

Llamaremos p.a. destructivo a todoggzgzrso capas de alterar la oas
posición de sistemas por desaparición de por lo menos uno de sus compenqg

tes. En este caso sigue oumplióndosela 2.35,pero no la 2.36,que es reen
plazada por:

?fij(z.t) < 1 . (2.37)

Ejemplosde p.a. destructivos.

1)Desintsgraeión radiactiva. Si el sistema está compuestopor radio

isótopos independientes de diferentes periodos,oon el transcurso del tiqg
po se modifica continuamente la composicióncon las caracteristicas pro

pias de los p.a. destructivos.Aqui el papel de la superficie limite men
cionada en el ejemplo referente a la difusión está desempeñadopor el fe

nómenode la desintegración radiactiva. Contrariamente a le que ocurre en

ese ejemplo,esta "superficie limite" no permite el pasaje o traslado de
los componentescomoellos son originariamente. Al cabo de cierto lapso,

de un lado de 1a"euperfioie" quedsrd cierta fracción f(x,t) de cada compg
nente,frecoión que en este caso es en realidad solo función del perímetro

t,que aqui representa el tiempo,adem6sdel correspondiente periodo.

2)Reaoción incompleta de los componentes frente a un reactivo.

Los procesos capaces de alterar la composición por incremento a!

1a cantidad de uno 0 más de sus componentes, los designaremos como p.
a. creadores .

De la definición precedente, resulta ¿ue para estos procesos, se

cumple, por lo menos para un componente,

HI; t) > 1
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72.30.11,.“0¿o 3'. a. c;'0'v,(lnr:
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1.:;de.‘i:°.tn;r'1(:i'):1 radicar: ti'ra puede con :iderarse 11.3.si se cor-viene, en

ol ejmnplo ya d do, en cnnsldcrur tiempos nogativos.Xatura1mente, todos los

g.a. destructivos que lo son‘en el curso del tiempo, pueden considerar
se creadores en virtud del mismoartliicin.

Por último, podemosdefinir los p.a. mixtos comotodo p.a. que actúa fren_
te a diferentes componentes del sistema según más de uno de los p.a. conside

rados hasta aqui e no destructivos, destructivos y creadorc..

Ejemplo de p.a. mixto:

'Imaginemosun sistema formado por Varias sustancias tales que un reacti
vo reaccione incompletemente con una de ellas produciendo otra de las sus

tancias componentes, de modoque hay una sustancia que disminuye su canti

dad y otra la aumenta.

Para otros ejemplos de p.s. en general véase Ref. 2, en Piïlíogrsfïa.
SFPáïáïgggagfiljiéggyñéígno se produce seperaoión,eino solo alteración.

Para ilustrar lo expuesto precedentemente detallaremos uno de los ejem

plos citados: el de la difusión. Nuestro propósito no es dar una tecnica,
sino una explicación acerca del modode operar para obtener los.valoree de

las D(x) en casos concretos.

Supongamosque los dos componentes A y B del sistema S son sustancias

no volátiles, solubles en cierto líquido que en adelante llamaremos La

Debemos,ante todo, preparar una serie de sistemas sucesivamente más

ricos en B. Para ello, comose explicó en la Introducción y en el parágra

fo a de la sección 2.1, agregamos a una serie de masas iguales s de S, senp
das masas x de B, cada vez mayores, de manera que-cada sistema asi preparado

de masa 3+1 contiene a de A y b+1 de B. Eedimoe en cada EM( homogeneizados)

la propiedad de nuestro interés y así obtenemosValores de Mx)- para OSI‘OO

Luego preparamos con cada uno una solución con L, de concentración determina

da, digamos 1%. A cada solución se la hace difundir reproduciblemente, con

la técnica adecuada, hacia L puro, e través de una membrana,orificio o supe;
ficie límite inerte cualquiera. Fijemos por ahora, ademásde la concentración

de la solución, todas las demáscondiciones ( temperatura, tiempo de difusión,

volumen de solución, de L, etc.) comoconstantes independientes de x. Al oa

bo de cierto tiempo, antes del equilibrio, tendremos dos soluciones e una a

cada lado de la superficie límite. Aúncuando A.y B son inseparables nes pg

nemosen el caso general en que, tratándose de dos sustancias diferentes, no

difunden en la misma proporción, aunque de todosmodoeno sea practicable la
aislación de una de ellas.

Cada una de las soluciones resultantes tendrá composición A-Bdiferente

de la.de S.Claro quegg mgl diferente, pues en tal caso, repitiendo unas po—
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ponoientes valores de [(x) no los tomamosen cuesta para 1a extrapolación.

Ésto señala la posibilidad de que aún cuando para un cierto valor de x se

produzca un salto brusco en la Composición de los sistemas recuperados

a un mismolado de la superficie límite o,en gonera1,recuperados en una

mismacelda,ello no ocasiona dificultadeál

Podemosdecir entonces que,generalmente, el cambio de celda de re

cuperación ocasiona una discontinuidad en la composición de los sistemas

recuperados y por lc tanto en D(1). Tambiénee puede producir 1a disconti

nuidad modificando bruecunente,por ejemplo,la temperatura a que se prada
oe la difusión para los sistemas de x superior a cierto valor. 0 modifi
cando bruscamente el tiempo de difusión —siempremenor que el necesario

para la homogeneizacióntotal,etc. Llevando el razonamiento a un extremo,

podemosdecir que a partir de dos D(x) es posible construir infinito num;
ro de D(x),tcmandopara cada nueva función perteneciente a la familia,loe

valores de una u otra de las D(1) dadas,alternadamente. Para cada conjug

to de valores de x en que se haga el cambio,surge una nueva D(x). Siendo

_las dos D(x) originales ccntinuas,la función resultante es evidentemente
discontinua,exceptc que las condicionesde una y otra de aquéllas,repre—
sentadas comosabemospor el parámetro t,difieran solo en infinitesimalee.

Conrelación a la última salvedad,podemos imaginar una D(x) constru¿
da mediante una serie de infinitas D(z) cuyos t difieren,a1 pasar de una
de óstas a la siguiente,preoieamente en infinitesimales. En tal caso,la

D(r) asi obtenida es oontinua,si las dadas también lo son. Llegamosde
esta manera a considerar la posibilidad de que algunos c todos los paré
metros eimbclizados con t,correepondientes a las condiciones en que actúa

el p.a. pueden transformarse en variables continuas de x para tener nu!
vas D(x) continuas,siempre que r(x,t) sea continua,pcr lo menosen el ig
tervalo de t en que eeqpere,respectc de t,ademas de serlo respecto de x
comolo requiere 1a continuidad fijada de las funciones originales (ver

008- 2.9,7 y 33). Por ejemplo,para tener unaDÍx) no es forzoso mantener

constant. la temperatura para todo x. Se puede introducir un gradiente

de te fieratura que si es continuo no ocasionará,en general,ninguna dig
continuidad en D(x) aunque si la modificará5respecto de la de tempera

tura conetante,acaso favorablementepara facilitar la extrapolaeión.
Ademóe,puedeconcebirse que la variación de los parímetroe ee sue

ceptible de verificarse,cuando está implicado el tiempo,durante la ac

tuación mismadel p.a. En el caso que ilustramos,podemos variar la tg!

peratura en tanto se produce la difusión. Puede darse que si 1a ley de
Variación de la temperatura con el tiempo no es además función de z,
los efectos de esa variación sobre la alteración de la composición

sean idénticos para todos los sistemas sometidos al p.a.]).gt¿qugmog
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que ello os p ¿i319 pero no necesari),puos ¿i bien la le; ue variación a:

la mich; para todos,lo: sintazas n: ¿in JJ: ¿issue ja ¿ue difieren en 1a
composiciói.

Las consideraciones que anteceden puedan tener gra; importancia praí
tina; por una parto,ellns implican que si al 50' tifimtn de los siste

mas a la difusión ac hace eucaaivemente,uno trae otro, a la temperatura

ambiente,puede que 1a.variación de 1a mismano ocacione imonvmiontes

para'teaar D(¡) y 52(1)extrapolablee. Por otra parto,laa mismas consid_e_
raciones nos dicen que ei el sometimiento al p.a. ee hace para todos las

sistemas einultánementeten condiciones idóntioaa,a menosde loa parámg
troa que se haya decidido tornar variables de x (por ej. concentración

de la solución,ccmpoeioión del liquido L,etc.) y operando en e]. mimo r3
cinta, en general ae podrá trabajar a tmperatura ambiente,ain neceeidad

de temoatatizar,aün cuando ee produzcan variaciones bruscae de temparg
‘tura de n'n solo o mboe signos.

El resumen:

1)Roouperandoa amboslados de 1a superficie limite (para el oaeo

más simple en que haya una eola),loe valores de 1a propiedad en cuec

tión correspondientes a loa siatenaa SX' así obtenidoe,pertenccen a dos

DCx),una por cada lado. ¡[idiendc la propiedad previamente al ecmetinieg
tc al p.a. ee tiene tanbien P(z). O aea,de una sola eerie de eiatunaa

SX,tenanca tree D(1),ino1uída P(1) n tree funcioneegugmxtrapdadaa,

cancun-irán en general al punto ( —b;PA)J tanbien tree Q(z),deee°ha_.!_1_
do laa que solo difieren de ellsen el oigan.

Si en vez de haber una eola superficie límite hay dos o “3,06d8

celda emprendida entre dee de ellas c entre una y 1a pared del noi
piente dondeee realiza 1a difusión,“ lugar a una D(x). Para n celdas,
n funciones D(1) propimente cubanas Ph). nn total, M1 13(1)y por
lo tanto (n51) Q(z). Se comprende que el aumento del número de 15(1)

aa! ¡obtenido trae consigo la dimimmión de la diferencia ,para cada
z,d.e 1a composiciónde lola-“aa recuperadas en celdas contigua: y

1a resultante proximidad,» general,“ los valores de las D(x) corre; .
pendientes.

2)Se pueden obtener mas D(z) eometiendo los SXa otros p.a.,o bienPor
-‘.3)_theraciónde laa condiciones referentes a cada p.a.,ya coa dentro

de mmm; D(x) o a1 pecar de una a ctra,aegin ee decida o eea posible,
por ej. 2

a)modifiCacifin de la ocupoeieión de L,omo ya ee mencionó,c sig
planente su rednplaao.

b)difueián hacia un liquido distinto de aquel con el cual ee
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_/\_,( x ,- _ > ,’ \ - \J,,\¿, no unnctona y r\;,t,> l. melo expuesto en 1) y ;;,resulta:

¡Ax) ,D(1)>P(x) y D(1)<I(I) sucesivamente. Gráfica de D(x) a la iz

quierda de la. rie 13(1). Ver Pig. 6 .

7Ï?(I) no monótonay r(r,t)(1. De acuerdo con lo visto en 2) y 4),

A:<O,D(x) es mafor y mencr que P(x) sucesivamente y la gráfica de D(z)

está a la derecha de le de P(1). Ver Fig.7.

,l' A\ ocn)

. "u (ff.
rt-b ie-b

Fig.6.Una P(z) no-mcnótona con F15. 7. Una P(x) no monótcne con
una de sus D(1) pare r(r,t)>1. una de sue D(x) para r(1,t)(1.

En la Fíg. 8 ee ven representados los ¿5x correspondientes e znxl,xz,
etc. próximos el máximode una P(1) o,en genere1,a uno de sus valores

OStBCiOD&ÍÍOS,EiflndOella continua. Tambien lo ee r(x,t),que además ee

mayor que 1. Veamosalgunos aspectos de este eituecións

Para 1-11,eiendo r>1 y P(¡) oreciente,D(x)>P(x),ccmo vimos. E1 siete
me ee enriquece en B pasando e tener le composición determinada por le
abscisa del vector AI. A1 llegar e 1 vemosque el valor de D(z) es igual

el de un máximode P(x). Luegc,el sx3ccneideredo (x=13) pase e tener le
composición e le cual corresponde eee máximo(dedepor le ebeciee del ex

tremo de] correspondiente A: ). Para 1-14,ee evidente que el SXpese e

la corpoaición dede por I=x5 y no e le dede por 1:15,. Se comprende tem
bién que aunque D(xv) a P(xv),ee he alterado le composición del respect;

S? pues en realidad adquirió le composición dede por 1-16,eiendo P(x6)n

F(:v).Como lo habiamos enunciado más arriba en 5),vemce así que no eiqg
pra la intersección entre lee gráficas de P(x) y D(1),o bien la igual

dx,

t)(;) F%i)

‘.L_¡L
g___.___._ H..._._Q--—

"'“ "s "xv «rien.
Fig.8.Interpretec16n de lee gráficas de P(z) y D(;) en 1a
pro dad de veloree estacionarios. P(1) y r(1,t¡continues
y r r,t >1.
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dad entre las funciones,indica Ano { o r(x,t)=1 Él. Ello se tendrá en ouen

ta cuando een de interés la determinación de Ax,como ee verá en le sección
2.3,! Be trate de una P(r) no monótona.

Si. dos máximos (o minimos) de P(z) estuvieran suficientemente próximos,
o bien si r(x,t} tuviera valores suficientemente altos,podrís darse el oa»

so de que uno de ellos no aparezca. en D(1). Por ej.,si el 3Kde ¡sil pese
e tener la composición dada por x7,y los de 1:42,: ,eto. a la dada por ver3
loz-ee de x superiores a x (ver Fic-53),

Otra situación especill se presentaría si pare,digsmoe,14,un¿dining

ción en r(_1,t) causal-a que el aumento en x,respeoto de x3,fuere menor que

la. disminución 011,61 (respecto del correspondiente a :3) de modoque ely

SXpasen ela composición de 15',peroj. En tal caso doscendería el valor
de NI) para, alcanzar nuevamente al valor del máximode P(z) para. algún

3:1? superior e 14.33 deeir,un máximode P(1) habria. dado origen e dos
máximos en 13(1).

En los dos últimos párrafos tratamos dos casos singulares. Fuera. de

ellos, a cede máximo ( o minimo) de 13(1) corresponde uno de D(1) y re

cíprocamente. En generel,e1 examende las gráficas nos dirá e qué parte

de P(z) corresponde osda parte de D(1),pere defeminsr A: sin ambigüe

dad cuando se trate con funciones no mondtonee. La.mencionada. oorreepog
dencia entre valores estaciomios,puede utilizarse para.ello comore
forex-wie.

Sabemosque si pere algún valor x-xv, r(:v,t)-l,resulte P(1v)-D(zv)
(Fige.4 y 5)-Aeí reeults tanbien Qfiv)=0.Leedos últimas igualdad“ se
cumplen también en el caso ilustrado por le Fig.8,pm‘a P(z) no monótomls,

ein quer(zv,t)-l.
¡bas igualdades no son las representadas por laa. eos. 2.11 (y 2.15)

y 2013 (y2.16),eiendo xv} —b. Estas últimas ecuaciones dan oMente de
dos puntos comunesfijos para cede familia de D(x),incluída P(z) 'y de
lee dee raices oomuneee todas las Q(z),inde endientonente de t. Pero

ello no enluyewamo lo anunciamosel final del peu-¿gran g. de“ neo

01611,13.posibilidad de oi-ros puntos comunes para les D(1) ,aunque no og
muneea todas elles,y las consiguientes raices en Q(z),tanpooo omnnee
e todas. La.diferencia esencial reside en que aquí no podanos fijar

independencia. respecto de t.

Ls igualdad entre I’(x) y D(x) o entre dos D(x) pere valores de r ea_n_

prendidos entre —'be oo podría. dar lugar a. conclusiones incorreetae me;
de lee extrapolaoionee si no fuere por la. diferencia señalada y porque

“más se puede ooni’irmer todo resultado extrepolendo lee D(x) y 13(1)oo



Il'Úíi')Oh';‘_ii'l'É'"-z: cum: Dru’if): ¡uarssrziohionrlo 3:«:trmdereo todab’ las extrapola
eciones gusta, sz- .L-¿rovfiu“ t

Para ilustracirïnmom;:L-‘haronm 11 ‘-ï.(;.4,-:upnniflnrio que 1a cantidad de B

en S no es b sino b+xw.Eï eje de abscisas sería en eso Caso la recta 1-1".
Si extrnpoláramos P(1) y D(x) determinaríamos CuMUb el valor a. . Puro
de acuerdo con lo dioho,aün sin recurrir a otras propiedadee,podremoe advq;

tir que no se trata de b tomandootras D(I) de la mismapropiedad,ee decir,
variando t. Unasitueoión similar puede presentarse en lo representado en lee

F1355 y 8.En todos los casos se apreciarie oómoxv depende de t.

De todas maneras,los inconvenientes emergentes de le extrepoleoión de
funciones no lineales y 1a forzosa limitación relative a que B forme eolo

una pequeña Parte de S,imponen la necesidad de mejoran en el metodo propnqg
to hasta ahora.oDe ello trataremos en las dos secciones siguientes.

2.2. Pfizz lineal v ¡gado de enriguecimiento
constante reegggte de 1.

e. Acercade las restricciones introducidas.

Haste ahora no hemos impuesto ninguna restricción a la forma de P(x),

o FXz),ni a le del grado de enriquecimiento g(1,t),eznepto lee que surgen

de su mismosignificado (por ej. las BOE-2.1y 2) y lee referentes e cent;
unidad (para poder extrapolar).

En esta sección coneideraremos el caso en que F(z) es lineal y en que

g(z,t) y por lo tanto (eo. 2.34) r(x,t) son constantes para onde D(x),eee e
no para cada una t oonetente. Debe oumpliree,entonceez

Dt dx óx

0 si:

2) s-é-r-EE.'
ax t dx (2.39)

En 1o primera ecuación del oáeo 1) ,en realidad debe anularee dt/Hx

ya que Br/bt ¡(o pues asi lo exige le. uietenoia. de le familia de lee D(:)
(ver eo.2.9}. Si no fuera por ello existiría una eole D(x) que sería nep

turalmonte P(x). Por una parte,1a mencionada ecuación indica que el p.e.

actúa sobre todos los SXen lee mismas condiciones y por otre,1e que le
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acanpnxa expresa ¿uo,pcrmancoinndc con cenúirioues oonstanten,r no depende
de 1,15 cutÏJPL 11 cantiúmñ ic las fx _u0 su Vm¿nteil “.ü. es ¿unstante,
imrli51 afonío independencia do r rc:yeofio 1? 3a ¿W‘hñwíción de 108 sistg

ïüïc Y”? 31+¿13°i¿mpsgticu'iar perteneciente n este caen 30 pPGSEFtncuando,

aparte de la constancia de t respecto de x,ee verificr ¿ve en toáos los
SXA y B reaccionan ante el 33.3. independientemente uno del otro. De esta

manera no solo ee constante r para cada. D(1),eino también fA(x,t) y fB(1,t)
(ver ecs. 2.20,21 y 32). Conrelación a los ejemplos 1) y 2) tratados en

el parágrafo f de la seco1633398125Mrfigïfiíuïïïáïfldo con detalle en el
parágrafo g) y distribución 'en un par de líquidos no misoibleemceptamoe

que lo precedente oe cumple si las soluciones en cuestión son suficiente

mente diluídas. En cuanto al ejemplo 1) para procesos destructivos,la de

sintegración radinctiva de rsdioisót0pcs independientee,no hace falta. nin
¿una "dilución".

En lo que respeeta a la, oo. 2.39,clls se refiere a1 caso en que la

Variación que para cada x experimenta r por x misma.se compensa por le

experimentada a. travis de t,que deberá entonces sor una. determinada fun
ción de .t para. cada. D(:r).

La.linealidad impuesta e. y la necesidad de que ï’.(0)=PAy FOL-PB.

implican que:

ïïz) -(PB- PA): + PA, (2.40)

que en forma.más explícita. se puede poner,llamendo P a la propiedad de

los elstanas compuestoa por A y B:

P ‘ PAZA + PBZB’

escribiendo aquí para. el título de 13,23:Ben lugar de z.

(2.41)

Para. el caso general de un sistema. de más de dos oanponentee,oe.de

uno ¿e propiedad PJ. y título 2.3.se puede transformar la anterior en:

H 2
P JPJZJ (2.42)

Veamosahora. algunos ejemplos de propiedades que satisfacen este.
ecuación.

Eh un sistans fonnado por ver-ias sustancias el núnero n de moleculas

que lo componenestá. dedo naturalmente por le eme. de 10 números de mo
leculas de cada una:

n a En, .
J J

Por otra perte,e1 númerocorrespondiente e cada sustancia es igud

al cociente entre la, masa.m de la misma y el mol MJ respectivo. Para.J



e "y. diga total rn y 191 mol medio }.I.E‘ntoncoas
I'Yn '___J_
Mi

al aistema tñ‘3a1,ec tratará i

3.4-
M

Z
7%2

De donde: 1 mi
'YYL

ll I
s.lLuego; ' _ ‘Z.T‘Z: . 7'

Y para. el peso molecular:
H

A_.._Z'
Pm 3

4

“Fr ¡Mu (2.43)

de la. foma de la, 00.2.42.

Supongamosque 01 sistema se ha formado sin variación de volumen do

manera. que a1 volumon V del mismo es igual al volumen suma,de loa de onda.

componente;

v,2”,
Siendo d la densidad de cada uno y 3'13 del sistema,la ecuación anfig

>04, N

rior puede escribirse: ¡m .
rm _ y ._1
d — d)

0 bien: 4 —Z A .Eadecir: -
4

a "Z 37' J’ (2.44)
Otro c350 que conduce a 1a ec. 2.42 es el referente a la radiactividal

inducida:,por ej. pdr bombardeocon neutronee,si no se producen fonúnouon

secundaria: comoel efecto Szilard-Chalmere. La actividad inducida o. on
onda instante,para la. masa. total m ¿r demás condiciones dadas:

A: Zaj
expresando aj la aotividad inducido. en la. unidad de masa de cada omponmto.

La.actividad específica. inducida total seránh
Á - Z 0.- ——.»¿a' m ’ J m

EB decir,

O. :. Z O'JZJ' (2.45)
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cul-u «un a: d:- lu ¿un antic-l'ach h r. 3.47. n30 “511M.-pudo doctr
1|. .1. n" 2.-“ y 4';

ï'm-¡“una tratar-on ur. ojmplc mu gon-nl.
Con-¡darnosemo ohhh lu mln/nl. de un olor“ mknrode funcion.

us (oenpanonbn),dc una o VII-¡u “rubio-n

U = z A, (2.46)
Supone:-unaval-aun unlu vulnbloa pudo utdarn ono 01¡anule

to del ¡hn-u n un ¡aduanas-to qu. en VAI-tación¡rock un Worm" ¡Il-opa;
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¡lt-ruth do¡a cupo-lolfia)“han. vu modula-m vulth qul,nnoqu:
a. dichopodam-¡duran-lu a h camión dc un ¡hannah-o- un nuvo valor
d. U l

UP.0,.= ZMJ'wa
aun no dun-ando de h oo. unn-lar 2.46.

marnan ¡unu ,nurnupondhnu¡1 ¡ht-u mt" d. h nmlón dal
Mmm.n.n.x

quou pudo pena. fl P... :A‘I’.
,uj U

al qumn nl'tflulo'
CE-CE:

AhoraMim n uJ/U pod-u (¡abonan-lo son ¡J
de u n 01 ¡inc-(anto. dal 17...). “un ¡cuantoconha con. 2.20 5 21y

.1

la 2.22,. U U pod-u rom-murio conf .1a u . mm...pm. 1p...

rmphundo. Z fí = ¡zi
Sedecir, f n un. pole quo¡sunt-no h en. 2.42. Calome porno!

. lu- nnntn lmodhtmontl ¡"WIs! (1' e) : r4 (1.1)],4. 1-f5 ÜIUZB

luj om fJ

(2.41)

Onl.- ¡Il-nan".

La): : :YAZA " c023

g“ = 63‘ FA)L + IA (2.43)

Lim-¿mua¡o ¡J valu- a. I omo-panama nl ¡ht-g ¿(z-o).

5:5 3 (SB"PA)20 1' ‘F‘ (2.49)

quo u pudo pone:
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(Téngase presento que EA(x,t),fB(x,t; 7 fsx(x,t: ,aún cuando los escribimos
abraviadamente sin las variables entre paróntesis,son,además de funciones

de t,funciones de x y por lo tanto de z,aalvo que se indique lo contrario)

Más adelante haremos uso de la 2.47 y sms casos particulares 2.48 Y 49

Por ahora nos limitamos a destacar que ellas no tienen ninguna limitación

en cuanto a1 modode actuar el p.a.

b. Formas gue 9dogtan P‘x¡¡DSx¡ I 9‘21.

Si hacemos un cambio de variable en la 2.40 teniendo en cuente que

z- (b+x)/(s+x),tenemoea

13(1)2083*) :1: + ñ (2-5”

que es la fensa de P(x) para toda propiedad que satisfaga le eo. 2.42,o bien
sus casos particulares 2.41 6 2.40.

La 2.50 se puede sameter a una transformación:

p(13;(PB-PA)SLS- mafiosí + a5*!
JC¿3, + A

341 5+1:

Lueqo.

PCác):[(PB'B‘)‘3‘í+&]sÏa. +%3}7’< (2.51)

De acuerdo con la 2.50.1a expresión que en la ec. precedente figura en
tre corchetes es igual a P(0). Luego:

796:): Noja; + E 5”" (2.52)

Esta ecuación nee dice que la 2.42 también es satisfecha considerando

el sistema S comonn1'bomponente" y el agregado de B comoel otro.

Si sometemoslos SXa un p.a.,los recuperamos a razón de la cantidad

(s+x)1’sXpor cada cantidad (9+z) original (00.2.22). Considerando el efes
to del p.a. sobre las cantidades s ,b y x separadamente,resnlta (eos. 2.21

B.
Para tener la expresión de D(I),teniendo en cuenta el significado que

y 23) que la cantidad s ee transforma en sfS,b en btg y x en x!

le hemosdado en el parágrafo d de la sección 2.1,podemos utilizar la 2.50,

donde deberemOsreemplazar s por efS,b por be y x por sz. Intencee,' ' (6+l)f
DCI)3(p8‘/€1)'EZ-+—IÏ.; +8},

que transformándcla comohicimos antes con la expresión de P(z) nos da:



,
2')

, r» big 5g; p 1.a.
DQ‘)“LU>B 4’“ 325+!B + B SkbïíïaT (2.53)
que también puede obtenerse directamente haciendo las sustituciones indicedne

en 1a eo. 2.51.

Andlogamentea lo dicho en relación con 1a 2.51,se advierte que lo que

figura entre corchetes en le 2.53 es 1a propiedad del sistema S,(z-O),dee

puis de haberes alterado 1a composición,o eee,es D(0). Luego:

Den) =b<o)—‘¿1— 4- ¡39 “PBX .5g+xf6 W (2.54)
Esta es la expresión general para las D(z) relativas e cualquier propig_

dsd lineal en z. Esválido un comentario similar sl hecho en relación con le

2.52.

La anterior también podanos ponerla nai:

Déu)- D‘°)‘¿'*"%"' » . (2055)sfy rre
En las condiciones einbolizadas por t-in,tendremos una D(x) particuleru

D (OÍS + P135m .5’777 3 8%
iïg7, (Ez:;) ;:' ‘—‘sgw ram

donde hemos agregado una m como subíndice a los símbolos correspondientes

(2.56)

a magnitudes que dependen de las condiciones relativas al p.a. Sabemosque
f

3B.y S dependen de ellas y por lo tento,tambidn D(0) que comodijimos es
igual a le expresión que figura entre corchetes en la 2.53.

Pare otros condiciones,que indicaremos con t-tnn

Doo[0)5115'71'* Bxfin
Dm (x) : S

¡gn + X793n

Teniendo en cuenta la 2.10?3unïamento oon las 2.56 y 57:

a. (o)ss eau/¿w a"(dsém arg,

31(5'1»+1143”. SA" + ¿(flan (2'58)

que es la expresión general de Q(x) pera cuelquier propiedad lineal
“¡Ze

(2. 57)

Qu”, (1)::
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c. Solución del groblmn.

La.2.58 se puedoponer¿si P D ) Í‘ pDm(0)5:.'.fl+ al ¡”(05 n
Gm (x) 3 fm " f8?“ (2.59)

S "’ x S 95"" + SC

: (4- ¿920+- En¡3

Admisgaor la 2.49:

WÏE“0 sea:

1C5'—- (4'- 11-) ZO + w,- (2.60)z; - ’Z. ¡2,
Comozo es el titulo de B en S y es por lo tanto una. constante,

_ fS/fB en la expresión anterior es función solo del factor de enriqueci
miento r. Una.de las restricciones que tenemos en consideración consie

te precisamente en la constancia. del grado de enriquecimiento y por lo
tonto también de r pero onda. D(x).Luego,ooda una de las D(x) cuya difa

ronoia do 62(1)en la. 2.58 oa función de x solo explícitamente.

Por otro parte,podcnos ob:ener para. Mx) una expresión diferenb de le.

2.54 6 55ohaoiendo intervenir el componente A u‘.irootomente,no a. traves de Su

Pare ello,tenanoa en ouonta.que la 2.40 se puede escribir así:

P(Z) :: (PA- Pg) (I «2) + PB

a Como1-z eo el título de A: a, PPCx)z (PA-PÜW + a
que ee otra expresión de P(x).

Evideñtanente: a P_ _______— +

Dedonde: DCI); P-P wir-«w + P.
(A B, a}; mx B

En el oeao que consideramos r y por lo tonto I'A/fB no dependen de x.
De este modovolvcnos a. encontrar que Mx) es función de x ozplíoitamente

y solo explícitamente. En estao oondioionea,un simple examendo la último

ecuación nos muestra que cada D(x) os una hipérbola. equilátero owao saint:

toa son las rectas ynPBy x- - [a( ita/fa ) + b (ver F130). Se comprende,
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' JO". ¡s( ;Ï,2(x} ;‘ 1h}, _\.III¿un vularnn nun sontldo

[Iular v '- -.«.. y L. ; 1),».1.

- 12.1113do Mx) u mtonnn unn frank. do “ph-boina equilibra uu

7 :u-kcuo anunci-noo ¡[Magda lo naval-to 0.. In 2.51, fA/fnfi Monr,
pon “3,13,.y b ommm n m. lu Lunar:th dola aim. A1m
de un. n ou:- no n dm; h ninia“ ¡'ul’la(do uuu-do uan .1 hochoh qu

una lo nin-on, la 2.115,19ertad. Mz). Mod-Pa). h cuba,” «una. h
¡aL-¡{om{gitafihÏ-n ol valer ¿o fA/fq. En“ traidodunmonh em el
d’un a. la mutua-¡16:2 ¿o no valor m proa;on dal uno par PA-PE,
¡molquaonlu condolenc-qln "tuu-o. h “far-nu dodos 3h.) enho
quhn," dau- á(x).tmw 6MGuianarue-0.1.3 1- 0mm“ ¡un tod. Q(1)¡
un. nui-maru 1.- b y 1. otra I _, oo (vor N459).

n ¡Mu-1. hachamandato-nu no. augura ¡lu h nl: flth nooo
lo ¡una una quouna; cnduen. Add- nh omolndb ¡o ouflnc d-_
¡Mundoz part. mas. n ocredll mio ¡lam-o dola 2.59.)".-no
cnoontrunonni con ¡un muuiOn a. ¡nz-anr¿jm-Maen x. la Intl mmm n,
ono aah-oa. dun-ul tando.

bm,(o) ‘ bn (o)
- _ (2.62)

g: [Dm(o)-ng- [MJ-Ig]
Terminadoun cuanta que ¡o-b/.,.obun_om

D177,(o) " D41(o j
(2.62")

[MJ-¿J-¿"M-i}
Pi, nah?) y 1):.(0)no mudar. dotualnn: ¿n nouardo een .1 simulando d.

ondadaban. Solonos faith reafirman a h dotommión a. 1’er y
i'm/tt pu. podaraula-alu-1- amoniailn dal niguna dada S con ha In.
2.5: S 62"

Koconosco: rumymo no. Lunaomnr In 2. 50.210woman f
M: ¡ab-aos '¡ul ¡o n amount. y ¡tablón lo oqon .1 aun qu- Oli-am: trate

Ivt; .h un;

do,r karla-¡nar 1.aatun oounnltn,I'Pít")/.'s\.1,l) o: con-hr.“ pm o.
dn D’x),o¡ doctrwu-l toño x y un No t. Youn- obopn ¡pnorúmucdo dub;
unn-ao uta cun-tun. nana-u para flan;vnlornn ¡in t.

no: '1037.¡Iv “untom por ln u‘uulón dll

8+1)?” = 5s-"Lía (MJ)

Conosab-on,ln aantiud
.I. an
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ï-‘.n¿next Au: ' (. I

S un- 55:32:32")15'18.)S \ .v - Ó ' (2,64)

Cao yrnnn ¡reunión pod-no.uophu' quoput. 7.10": de x ¡q gam

dn row-votono ¡,01 vuo'r do !B(x,t: 1m flauta on h 2.64 OIaround-g
{o ¡sud ¡1 autonomia“. u l No.0 ouJBCOO,t). San ¡andour domi
una yu- Muwn-o- d. S.

funca varia. al d. x Mhhnmnuh ¡grutay “train-on lo. Inla

{51(nt) omo-ponhonh. ¡lu {nocturno dl Sl qua¡o ranura. m un em),
pura Il park-¡nro t rdntivv a h ¡»(2)0:. cua-Móra.Apliundo 1. 2.64,.»an

lo. un vúnr “¡rodando u !s(x,t‘, ¡un una“1 concuerdo. Apronndo.dnhldo
Manninan l qll. Mo. eco f3(¡,e) n f3(cp,t),onrrupamumtol Bpuro,
eno “Jun-¡y noo).corro-pendientea 5 ¡un x una," again. l fun-n40
¡ht-a con Ely por lo hnto onn A. K!crrcu' ad cuando Hondo¡dd-¡l-Ino
n con on nato x una. a infinito. Camana-onde¡unvilan- Apm a.

rs(x, 0,61.;“0: 75h.”) fumldn do Hime-Irma. ou ¡cun-.1 “¡Quinu- por
"tr-palmas». pur- ¡fx-Oel vdar a. fish,“ - n «11mm “sunt.” (aun.
eadn de S un B)¡ fs(w,t).vor HgJo.

.7-‘5—f——__ _._

=-[Q,Éf*

¡TIM

I

I

|

!

F’f-7- P/¡ÏyalU/Wí ¡I'll lmrd(U-b).h h [u fm; 43, r“ = o,



."x-"n 2-! . Tun»
y.

una.) .'1 ’ quo
.v 4

r-noonStJ-co: ; . . «¡hau- ln 2.62

6 62',puu “unan un el eno on
quo «un: nu lopnndor. do ¡,ocno
vana al uanuldnmr .lu 2.60.

P13. l!‘ (ou<_umÁ-.¿oa',.’.:.‘.;';an
o ';¡ ‘ . ¿“Msn d. y) El ¡ax-551m un utnphflom Il. 1.

"03‘s: "" “m 1L 4° índuycrdhralz; .1: r :oznouw de l u
?g(!,t,,onleu1Mo Emir.
:¡ "Lg .1;an 4. :I.=pln“num-n l: luuopond-nch
V' a .- J I \
' l' 'J)‘ ' ‘npooto do z tanto por puto de

.'_ (¡una de f .Ékzt'v ¿millon quo
4 II

taablfln f. un ¿marnndlnu do z
í Iu- oc. 2.'cj. Lu..¡u,on h] onto

no ¡nudo Lin-nina: .

bro S ¡(x-0).
g lvltcnnáo ol pm. sehr. B pnl-n ¡(z-¡01,3 f5 .2

D1romemhnon fundo .lnn nondiciomu ou quo non «mmm..- ¡u

faz-nn: do 11(1)y ¿(1) y ¡un upltonhlou ha eou.2.62 ï 62' para ob‘o

n: la :cnpoch/cn. ‘3-elzprondo que no ha ¡ht-rn rnmno- wn han!»
nu- h run-19016:. ctm-unen“ m que t dub. no: poqurm In rdua‘n
con ¡“Jim-unan" non.w1\ on el cun ú. ¡XL-apelacióndc finalme- no
nin-alan.

Jounin“- h oapoutofin 40 s..- puedeconcanrY" .leordo ol to!
A

¡»ha da lo Mo por la 2.62’ en un. de ln don m :uson no num-cion".
qua Ion bla-Mazo do h 2.53.

Dm(o)=(g-g)z,Éfl + E
¿I'll

D13(o) : (¡2'80293’34 + a (2.66)SII.

(2.65)

Eouhca] ramplau nn cua-.huxnrndo ollufl'mltn:

PA_ Dm (°)Í34.¿m ' D1;(dí-Omán

¡In Ísm." fnmítr- (2.67)
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fama en%re Ïaa dn; . x“ fluya ¿iferaucia define Q(x) puede estar incluída

P(:c),tendrenos dos ecuacimme casos particulares de las 2.62 (6 2.62') y 2.67

que dan t ( 6 zo ) y PA. Vimos que (ver 00.2.18 y parágrafo g de le sección
2-1) que considerar P(x) comointegrante de la familia de las D(x),1mp1ica

referirnos al oaeo en que en realidad no hey cambio de oomposición,ya sea,

comodijimos,pcr incapacided eeenciel del p.e. para producirlo o por operar

en condiciones pertiouleree,c1rcunstanoie ¡ete que incluie el hecho de que

los SXno sean sometidos el p.e. Remitiéndonoe e este último,las nueve: eoqg

ciones que expresen b,zo y PAse'pueden obtener directamente de lee 2.62,

62‘ y 67,respeot1vamente,reempluzandc nh(o),r de acuerdo con leeBm y r5m

tree igualdedee siguientes:

cn(o) . r(o)

Se obtiene entonces:

me) - Dn <°>

[P(o)- Pa]- [Dm-Pe]
5" zo: P/o)v Dnt’o}

ffiafígfbfioffi]
a z P(o)f5r¿ “hdd/jm (2.69)

¿su - Em

b:5
(2.66)

(2063')

Si el ;.a. actúa pero sin alterar 1a composición,1os regultadoa son

los miemos a Dm(0)=P(0) y en cuanto a f y tan ,ei bien no ee cumpleEn

que son iguales a 1,09 suficiente que le relación sea igual a 1,y ello
:I se cumple,puea 31 no hay cambio de composiciünrh1(ver ee.2.60).

Veamosque ocu::e Mi fbdt8m = f l .En este caso ,por la 2.60,,’f
Bn’ SI

5%.rn. Iuego,como por las 9.8, T y 33 D(x) = P(z + h) y h _(b+x) (r-l),

resulta Q;+\}-Dn(x) y en particular Dw(0) 31(0) . Esto conduce obvrg
mente e una indeterminación: la correspondiente e tomar dos veces la

misma D(x).

Deetaquemoeque las 2.62,62'y 67 y sus casos particulares 2.68, 68' y 69

no requieren información de toda le serie de sistemas SX,sino solo del “KE
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tema dado 3 y el cosayurmnteconocido 3 y que,co:o fin.dijimosmo está: su;

tae e. la. reetricoión consistente en ¿me constitu;a uolo una.pequeña.parto
de Se

2.3. P z arbitraria nudo de eariruecimieuto
constante respecto do .r.

a. Caso referente a Ple x una D‘z).

Huaca visto (parágrafo o de la sección 2.1) que al someter a1 p.15. un

sistema. SX¡asa a ser un sistema f3)? de diferente composición. la de un

sistema. tomado por la cantidad a de S y un agregado de B igual a. z más

un cierto BI ,poeitivo o negativo según se prodnuca enriquecimiento (r)l)

o empobrecimiento (r(1) en B,comolo exprese la. ec. 2.33,q_uereasoribi
mos así:

AI-(b+1‘=(r-l) (2.70)l

En el parágrafo de la sección 2.1 referente a. 19.3fora-mede

D(x) y 52(1). Ampliarernoeahora lo all! erpuesto,con relación 3.5.! en

especial.

Sea por ejemplo la. gráfica. ue Mx) la que ee ilustra. en le 1313.11.

Consideremos un SX de 1:11 y propiedad P(_11),representa.da por el eegmeg
to m2. Si en ese sistema se produce un enriquecimiento en B de modo que

pesa. a tener le 9611330510161!de un SX con 1 - 11 + Ax ,(AI70 ), medi.

da nuevamente la propiedad encontraremos el valor P( x1 +Ax ),repreeen
todo por el segmento RT,quo como sabemos ee D(I1),eegnento E'N. Aquí ve

moeque introducir el valor D(xl) equivale a un; contracción del eje z,
comolo requiere la definición de D(x),dada. por le. oc. 2.9 Juntemente

con la 2.7. En 1a Fin. 12 se trata. el caso en que ee produce anpobreoi
M DOEDCz)

PC!)

¡.__.____...

l

I

I

l

I

XI x x. x.

V

“A ;T _ 'r u _

Fig.11.ó z para. P(x) creoieg Fig.12. A: para P(x) creciegteyr)1. teyr(1.
miento en B y por lo tanto dilatación del ojo x. 3.; ¿51111:fi¿,uras Ax
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está. representa lo (incluso: el signo) por a). vez-tr);-m,pouíti‘v0 o negativo
según tenga o no el ¿ismo sentido que el aomieje x positivo.

Para_cadn x = x1,en cualquiera de las dos situaciones se determina fiïí.

y así ¿51,trazando por K',e eee el punto ( 11 g D(zl) ) una paralela el
eje de abscisae hasta interceptar P(r). Naturalmente,1a intersección so pra

duce en el punto ( :1 +_¿5z g P(11 +-¿51), que coincide ccnR o
Si P(:) es decreciente (caso no ilustrado por las Fige. 11 y 12),e1

resultado anterior ne se altere. Tmpocc hay cambios esenciales en la prg
zimidad de un valor estecicnaric,excepto el tener en cuenta que,per eJ.,el

sistema de xnx4 (F13. 8) pasa,ccmo dijimos en el pardgrafc g de le eección

2.1,a la composición dada por r5 y nc a 1a dada por 15’,de modoque pera dote!
minar R hay que considerar 1a ¿cagada intersección de 1a paralela al eje z con
P(I).

Comoes evidente,la ec. ?.TO se cumple independientemente de la forma

de 512). Vinos cómose realiza 1a deteuninación de ¿51.sehre 1a base de las

gráficas de P(¡) y D(x). Ahorabien: considerando la restricción impuesta en
esta sección (constancia de r respecto de x),vemca que cualquiera eea 1a

propiedad en cuestión1 11:: es una función lineal de r que se anula pera 1- -b.
(Ver F15. 13). Censoguimosentonces una modificación sustancial con relación

a lo expuesto en la sección 2.1,dondc para determinar b debíamos extrapclar

funciones no lineales comolo son P(x),D(z) y Q(x),con las consiguientes li
mitacionee,entre ellas la referente a que B forme una pequeñaparte de 3,11

mitación que evidentemente ponemosahora desechar.

Otra posibilidad consiste (Fig. 14) en considerar dos valores de ¡,dig;

moe ¡l y xo y sus respectivos 151: ¿Sri y ¿112,que estarán dedos por:
Al

A11 - (b +11){r - 13
F313 1

4." A‘z' (b+‘2)(r2’ 1)
un! 1

Comoestamos considerando r constante respecto de x,r1-r2. De las dee
ecuaciones anteriores resulta,entonoesz

b I; ¿3151251)

b. ¡ie acerca de la ecuación 2.70.

En la ec. 2.70 z corresponde a1 sietema SXoriginal,antes de actuar el

p.a.. Saberes que en virtud de estemada SXpsaa tenerle. composición dada
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por,di¿amos,x'. Vearma cfimo podamos exprossar .v.en función de 1'.

como boa
I' :2 x + Ax, ‘ K]

reemplezmdoenla.2.70: I
i I

AX-(b+x'-AI)(r-1) :l ¡57.19
Luego f 1 f i

4 la I: x1 ¡2' Í
_ - . _ 4)AX- (bm) (T (m)

Vcnoa con 1a última ecuación que A: es también una. función lineal

de 1' (r constante ) que se anula para x'a -b. Comoantes, z está dedo

por el valor absoluto y signo del vector (Fige. 11 y 12),pero ahora
le abeoisa considered: no es le de su origen (M‘) sino la de su extremo
(a).

De]. mismo modo en que de la 2.70 obtuvimos la. 2. 71,de la 2. 72 pod-nos

obtener una ecuación similar dondexl y ¡2 se sustituyen,respeot1vmente,

Mefeoto; 0X1:-(b+xl)( 7:: -/)
1/

-Cb+’<á</¿¿ “¡y

Siendo r conste.nte,r1 - r2,obten16ndoee de las dos eos. anteriores:

por zi y z‘2 (ver Fig.14).

H¿112

I

t) ___ 21:: ¿3:3C2 " :x22 ¿5“:t:í- (2.73)

Tanto para. le. 2.71 comopara 1a 2.73,r;l a r .Por lo tantofla. que eeí2

A1, y A1,, son del mismosigno,en esa. ecuaciones podemosponer en lugar
A g

de ondeAx,el valor absoluto correspondiente,que llamarnos v1 y 72.0m0 se
ilustra en la. F13. 15.

OOO
N... 0 Bea:

I b - 11775. - 12777 (2.14)

‘ l l } 4/7 — 1/}
u ¡ ¡ n. y
1 l | l l /
1 ' ' :C ¡U’ —x ¡(f

f IL ! g b: _ '{Vf 2 ' (2.75)l ¡' 1 I, .
¡“13.15. Vazlores absolu‘tos de f (ri
A x pera. doe valores de x.
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kJ yn

Recordemos que x1 y X2 son las absciaas de los orígenes de los vecto_¡ a
ree ¿3x ( o M'R) correspondientes a x1 y 1°,y z; y 52 las de sue exp
tramos. Introduoidos los valores absolutos v y v podemosconvenir en1 2

que,por ejemplo,de las dos abecieae correspondientes a. v1, x1 08 le me

nor y ¡1‘ 1a. mayor y lo miemp para 12 y :5.

bo Cesc de dos Dgxl.

Consideremos P(x) Juntemente con doe D(x),oomo ee represente en lee

Figs. 16,17 y 18. Diatinguiendo a lee D(x) con Dm(x)y anXtrezendo para
lolas al eje de abscieaa quedan determinedos,de acuerdo con lo que se exp

plic6,loe correspondientes A: 2 Arm y ¿111,133.12 x - 1my x a zn ree

peotiVamente. A Dm(x)corresponde t - tm ,y por lo tanto r(z,tm), fA(x,fin),

.otc ,que abrevieremoe poniendo simplemente r(x,m), fA(x,m),etc. A130eini
F__9_z}__ Por)lar para Dn(1) Eh:tonoee,por la. 2. 70:

1‘ 0‘“ a) fi ' mu)
Da 0.6!)

I «——1 I I
l ' | , I l .

X rn i ¡n f
F15. 16 F13. 17

l , A zm

Fige. 16,17 y lB. Gráfica. de P(x)
con dos D(x),D (x) y D (x) ocn lee
correspondientes A): para P(::) cr;
ciente en el intervalo de JI:considg
redo,rlñ) 1 ¿.rrllk 1,P(x) creciente
y r y"): menores que l y P(xO

decreciente y rm y rn mayores que l.

1315018

AIM "-’-(5+Ï-W)[ÏLQÏm'Y“)' A] (2.753
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41,”, 3 < b +1'17)[:}l(rxnl-n)* [J] (2.76)

Comocualquiera ¡en ol signo de Axm y 01 de Axn ao cumple quo (vor
las figuras citadas) 1

E 1-! +AX-AI.nm m n

Romplazando In on la 2.76:

(2.77)

Ax n z (b +xmmm-AZQZ'ca/nm}! (2.78)

R031:me 2. T5'y 78:

¿zm-A1", : (b +xm)[/¿(xm,-m)- A]_

“(5+1n+óxm-¿‘ïh)[’t<xm)‘fi

3: (’k11'3C405)[;Q'(1:7n1 hï)" )Z<Glñn)77)"(b;t79'¿3192)'

De donde 1

Axm‘Axn___ ..62(Qxa7,7ï)

Llamando 2 ¿‘th : ázm
y toniondo en cuenta. la 2.77.1; 2.79 se puede poner:

-4- 7 1m)

l

. quo haciendo r(xm,rn)
B 

mn run”)

ao puede finalmente escribir:

A367707, 2 (¿í-I'm) (8777/11,‘l)

{Ica/bm) -4]

A] (2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)
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Esta ecuación ( o 1a 2.81) contiene comocases particulares,otrss

ya vistas,segfin verificaranos a continuación.

Las 2.70 y 72 ee refieren a1 caso de P(x) y una sola D(x) y ¿3:

corresponde así a1 segmento de paralela a1 eje de abscisas comprendido

entre ellas. En cambio 1a 2.83 u 81,ee refieren al caso más general

del segmento comprendido entre dos D(z) cualesquiera. Podemospasar de

este caso a1 primero,haoiendo una de las D(z) idéntica a P(z).

Consideremos primeramente Dn(z) : P(x).'Entonoes (ver eos. 2.18 y

33), r(x,n) Z 1 ,en particular r(xn,n) o 1,y [51hs 0,1d6ntidad esta dl
timo que resulta evidente imaginandola coincidencia de la gráfica

de P(x) oon la de Dn(x).

Luego. Axwm __AIM- AX”: A1011,

y 1a 2.81 se reduce a

A1,”: (6+ xm)[/L(1mi’"1“Ü
que podemosescribir simplemente asin

ADL = (' INDC) (A! " j)
idéntica a la 2.70. g

En segundo lugar veamos que ocurre considerando Dm(x)= P(x). Beau;

ta r(x,m) = 1,sn particular r(xm,m) - 1,y ¿51h 3 0.

Arm" : Arm-¿11'72=- ¿7%
reduciendose 1a 2.81 a:

Además:

‘ /

-41”; (57057»)m‘
(2.84)

Ahora bien; en este caso en que Dn(.x-)’coinoidecon P(x),s1 amiarss
15:5, Im es la abscisa del extremo de L>xn (ver F155. 16,17 y 18) y en
tonces,siguiendo el contexto de 1a 2.71,podemosponer en su lugar z'.

Eliminada asi 1a letra m,1a 2.84 puede escribirse

¿l:1:' z: ._ (/.¿)1Fllíí) (¡/qt ‘_ /4,))
que es 1a 2.72.

Veamosahora 1a forma de 1a eo. general que corresponde a la partio!

lar 2.72. Reemplazando zm en 1a 2081 según 1a 2080:
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, 12%,???)
_ - .__/ -41, )Ï_.L..s—«—.--4
AXN/m w\ bjbzm “WI/PMI») ¡7)

de donde:

Á
r __ _ _______ "' 4

A 1mm " -(b ki") Q(Ïm,n)/n(xn)n) (2.85)

o bien,por 1a 2.83: ‘

____ b -——-—- 4)A 101071 ‘- < ) P‘mn (2.86)

de forma similar s 1a 2.72,oomo queríamos. Comoesta de la 2.70,podenos

tambien obtener 1a 2.86 considerando un intercambio entre Dm(x)y DM!)

con el consiguiente intercambio de las letras my n,sa1vo para Azm( de
ahí el signo negativo).

Lo que se sostuvo antes acerca de la 2.70 se puede repetir ahora para

las ecuaciones 2.72,81.84 y 86.En efecto: si bien estas últimas,como 1a 2.

70 se han demostrado sin suponer 1a constancia de r respecto de x,ee de
interes fijar esa restricción pues entonces en todos los casos estudiados
.4 z es función lineal de z que se anula para x - - b. Para las 2.81 y 86

en realidad es suficiente para ello que se verifique la constancia de
r(z,m)/r(x,n),aún cuando no para cada r individualmente.

Es decir que independientemente de las formas de P(;) y D(:},dispo—

niendo en un mismopapel de las gráficas de P(z) y varias D(1),oada une

de ‘stas con r constante (aunque,es olaro,variable a1 pasar de una a otra),
los segmentosde paralelas el eje de absoisas con origen en una de ellas,

incluso la de P(z),y extremoen otra,gra!icados en función de la absoisa
del origen o del extremo,representan una recta con abscisa al origen igual
a - b.

Además,modiando1a constancia de r o simplemente la igualdad de r

para las dos abscisao implicadas,es posible aplicar la 2.71 adaptada a
la forma general que involucre no solo P(¡) y una D(x) sino también el

caso de dos D(x). Del mismomodo que llegamos a esa ecuación,sobre 1a
base de la 2.81 obtenemos:

k3 f :2:71)1¿¿&:z;1uy32 "Íllvraz.¿31ZZovnn4
- ¿AX/Hand“AM7. (2'87)

Y partiendo de 1a 2.86:



b_. IWMSIhmJ-IÜIAIWM4
¿317mm- A ¡nmz (2.68)

Aquí también debamosdecir que,enrealidad,las 2.87 y 88 solo requieren

1a condición R = R ( ver Fig. 19).
mn,1 mn,2

Las 2.87 y 88 so pueden poner en forma similar a las de 2.74 y 75,03

dooir,conaiderando los valoren absolutos de ¿>1hm,domodoquo estas 61;;
son un caso particular de aquéllas.

4‘ Dm (x)
Dn<x)

l

lll
| I:l

¡nu ¡m Im: ' tu
Fig. 19.1Á2xnnpara dos abscisas

l

l

!

l I

l

l 4
7

b. Generalizsción.

Consideramosuna serie de paros de absoisae zm,g y xn,s,oorroopondiqg
tea,camo sabemos,al origen y extremo,rospeotivamente,do sendos voctoroo

¿Eznm a. Fíjemoa la condición de que el extremo de uno tenga la misma
abscis; que el origen del que le sigue,os doairz

(2.89)x -x
n,s m,s+1’

comose ilustra on la Fig. 20,do manera que el sentido positivo de s

coincida con el sentido positivo de los vectores 23:: (siendo todos los

considerados del mismo¡igno,on virtud de la 2.89). A los vectores 2;;

que satisfacen estas condicion-9,109 llamaremos escalonudos y con ol

mismonombredesignaranoa a las magnitudes esoalares correspondientes,

o sea a [51,331 con: aparece en nuestras ecuacivnaa.

Comopor definición (eo. 2.80)

¿“(mms-4: 101,84‘ mewl )
1'n's-ugXanga "1'A111,de

Teniendo en cuenta la 2.89:

Ifiá-Á = jamas
Luego,
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7‘ _ + AOL-1011 S-4
117315 a ¿mts-4 T j (2.90)

cano se advierte on la P13. 20

1 -—-—>

F13. 20. has AIM osoalonados.

Admfis,por la. 2.82:

Arhrm's-l L:[b+Im‘S-l)(pmflir-l
(2.91)

Cambiandoel aubíndioe 5-1 por e,obtenamos:

Arms =<b + 17m)(Mm-4)
de la :¡ruo,por la 2.90,rosu1ta.s

Azn'm S“(b +INA" +¿‘I7‘maï-Q(Pmnj‘o
Y por la 2.91:

AIMW'S : [b+XW.S'4 + +In,s—u)(‘2mn¡w‘i)(Rumi-l):

: +X‘n).s—4) Pmn‘svl(QW‘Hfi-o

Aoontinuaciónpoiteranon 9] procedimiento anterior utilizando las
2-90 y 91 on las que se disminuye en 1 105 gubíndicos S_ Así tenemos.

A%‘S :(b+1ma¡S-Jpnn‘g-4 (Pmm's ‘4) .7
¿ ( b+1m.3'¿ " Axwmpü) Rmnls-I (Rmms- l) 5'

:1» 1'“. su: + (b+ Im.s-2)(Pmn¡S-2-gpmm¡-¡(Qm¡|5‘Q;
_-_(b1‘IM¡S-2) fins-Z R'Yhm'Su(Qles " _
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.‘málogamnnte,de la. anterior;

ÓIVMW' S: + 1711.5J +Azfmfl- >Q'mq’3-2Rmn'S-I(Rmnfi- 9:

:l B +qu.¡g_3+(b1- 1M,s-3)(Rhn.s-3‘¡ÜPmms-¿Rmn‘wmmu’o
0 som

417mm :(b +I1nJ-3)Rmn.s-3R'"m5‘2Emus-a(Efinp' ')
Comolo sugiere 1a torna de esta expresión,as puedo demostrar por

inducción quel

. . . g 4)A : ‘agmm.r_‘(Rmn‘g
¡include s n c + ¡1,19.anterior se transforma en =

A XM t (6+ Infi) Rumlc¿”talud”'fimn'cüum'mn'cy'9Q-9z).cj

0 bien: '
c+J-’

:(bí‘xmlcfimp’Cfl-Oii (2093)[:6 '
siendo:

w C (2.94)

7T Rm k - lspara W< C (2094,
¡Ec '

Comovmosfla 2.93 ( o 92) expresa. el Axm c+J-6eimo en función de lo.—->

qbaoisa del origen del A ¡nm ccoésimo. Así,por 03.,prn'a 0-3 y 3-5:

A IW,” ..(6+ rm a)(Pm -/)/2wemalc...€m3.

Si RInnes constant. ,13. 2.93 a. puede poner:
J.

¿‘ rmmícy.: (6+Im,()ebm(enn'd (2095)

Para. J-O,la 2.93 da:

A 17m”: 3 + 3:11am)(QWIMÏl)
que,oonoora de esp-ru,coincide con la 2.82,roforen:o a1 caso particular
considerado antes.

Ezprcaaremos ahora.AIM“! en función do la. ¿hacias dal extrano del
correspondiente vector. Aplicando la 2.86:
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,17

/ _ '\ J I \\Arm; “muy tu I,l
¡3mm / (2,95)

Comopor definición (ec. 2.80)
a _ 1 H

AI12n¡.y+¡ "' aro-“wn m"

rasulta __. __3' .- m S47
.L'md-H ‘ "h‘sw 1‘ I

Y por la. 2.89:

” I C l - A134 mw“ í¿".5 - “"' ' (2.96)

como se aáviorte en la. 1513.20.

Reemplazando en la 2.95:

Por la 2. 86:

_ __' í ' 4L. -t)A 114044,51“!“ +171,5fi)(km7|, 5+1 (2-97)

Hair”)
- y l

Entonces, AXW'S : -lb Í'I'n‘SH"‘( b-O-X-¡‘5H)(Rmn,S+

1 " í '
‘ -r - l

:“(b-f- ¿n f1”)W'fi ( )' ’ [CW-m4!“ "ha:
Bopitiondo los pasos seguidos,aplioando las 2.95 y 96 (con los ¡ub

Indices aumentados en 1): 4 r 1
" " ( b 1 ’ A1 S+2 —-- "4-," ’ 1 :

AXWVM S s- + m. 5+2 ‘hm, P' Pon-4541 M1, S
- -. . / 7 4 r' / _

4 ’°+1 '*(bdmmzxpmmfijmfl (45.7,:7
4 ,

7 -. ( MM) 7—.——-—p—---—-———r
' :.¡/:.);l,\rc ¿”auf-“I I‘n.»)S

Roiterauda o] proceso Lie
123.3%; Á A

J jr? fimfin n1

:-[b+1°',5+3+(b+x’715*3) l * 4
/

IS ‘

J ' r ' -»=
(b I ) / fino!“ 1-3 Pmlrfipmqisua:= - + 42,:3 7.. - )f ¿"b-off}/¿Tlhfiljr2¿Ir-Jn I mw»: l
Comolo sugiero la. última ecuación,“ puede demostrar por inducción

que:



4 j.
I .s
l - _.

Í AInM‘S L_( b+ IWIS*J")[Pmn,5f/¡Emmy-2"'aflÁt/U'Jfinms'o

¿aciendo s :- c -—j,
. -I

ÁX-Anmjcv .-.-(É»+ïn,c-J[I?m,3(qfiuic.¿...FM'C_9._}fi';(J-) (2.,98)

Y como par la 2.39

= I
¡1,r:-l ¡3,0'

-I s1

A 1(YM‘Dfi-J= ’(ó+1mlc)[é"fi-"'Rmfllc'z 9”"!“Vigfiaqcy-y (2.99)

O bien,

r_<l

AI - —- ( " —/ 7 "montt]- (609”) ¡enzo! I/ Ea, (l (2.100)
l ¡(rc-(J—4] 2'

siendo
j>0 (2.101)

_' oonvinicmc‘o que ¿,,

i 1 n’l = 1, para.tubo-1. (2.101')maga
WI

Comodijimos,1a 2.93 expresa el Ar.“ c*j—ósimoon función de la. abeoisa11!No
del origen de] 61m3 (2-631130.Análogamentefia 2.98 nos expresa el Arm

(o-fÏ-éaino en función ie la abscita dal extremo del A):un c-éaimo y las1

2.99 y 100,en función de la abscisa del origen de ente vector.

Se puede advertir que la. 2.86 es un caso particular de la 2098 (para.

J=0)

Si Rmnes constante,la 2.98 se puede poner:
' ¡”7 -—I

‘ AIMM’C_J.:-(¿+13'c-J/emï: (emo-l)

Y las 2.99 5 100:

(2.102)

-- * "(-I) ,

A1 ': ‘ +1m,<)¡en! (/¿mlq-‘lj (2.103)

Mi

mama-J

Hallaremos ahora 1a expresión de 2 A {vmfiq ,Paï'ï‘:“y”; 0
J:U



‘ - ‘-IPor .L'l 5.7.9)resulta: CfJ, “r , 7.
íáxfifl'ctjzflmeJJ; (Km/¡,¿Üfa/lmi“),K:( (2-104)

J:U—

sujeta a 'zon'ïicionOS dadas por las 2.94 y 94'.

“¡A-hora.E1911: (f'l‘. «r C‘J‘R (tj-IPÉ " _ a r __ “TT nu ¡c
memtj RMN]" ¿te M" k:c. l,

Jzu h '— J:u
¿W .C‘HH

: M,K K:(_
K:C
(¿un C *Ur 7,» —-77 mw *+
KIL. KJL
C-#u+2. c141?! 7

+ Rmm,k— Rm“,/<'+

C +;«¡r-l - C+ÍV-2.p+ KT];Pmfi «mw

C+IV‘ c +‘r' '7Q ___+ 778W —- 7T «w 
É ¿:g k:c
Í c+U-Í

i CJ.” l l Q
I : I pan/n K — MM'K
_ K:<_ ’ K: C.
’ .

lnego,racnp1a.zemdo en la. 2.104:

. ¡tr c+m'
21 Ólmmlcfl : (.rfïmlc) ¿lc {en} (:6 mi 2.105)
J (¿amm/o)

Dadoun conjunto doAxm escalonados (ordmdos omo simpre
i según el sentido positivo de los m1mnos),se emprende que la suma del

subconjunto de AIM consecutivos oanprendidoe desde 01 número c+u bag
ta el número ow,en total v-m-l mdos,oetá dndgpor1a 2.105,9n tng



farm?'-“

45

ción de la abscisa. del primero de éstos (LL-.0)o de uno anterior,no port;

naciente al subconjunto ( u)0)

Si u: 0, la. 2.105 adopta la foma perticuler,teniendo en cuente

Jeo
Si Rmnes constante respecto de 1,139 dos ecuaciones anteriores

la 2.94': our
Ar'

Z AXMíc+J=(b+x”7v‘-)(ZZE””" _I2_ ¿(2.106)

ee reducen a. z
rv' ¡Wi u,

J¿:ÜAïmm‘cüz(b +107“) - emm) (2.107)me
y

IV' . IV“ lDc ': +Im,c)(9 ")2;¿A Wmmg ( mm (Mm
J (¡no

R.

Ahora.‘nalleranos la expresión deJZdAzx-m’cpj , para d,e)O.
Por la. 2.100resulta; 2' C-‘

.0. q -l

z A Inma) (3:7(bí'xmyCzZ-78(PMII.CU-’)Ejímn’kl (2.109)J:
sujeta. a las condiciones dades por las ecs.2.101 y 101'.

Ahora. bien:
e ¿-1 e -c-v (-t

_, _ -I Z -..l g q

_ C" -4 (-1 -l_U@W.¿fi¿w+
€_.¿_d l k:C-d4¡

C-l ‘r Hc‘, ..

“Í” ¡Up/"MM' - 7/- pantallk' +
¡(:C-dw k':c-d

+ l‘ “’ C" "
"MH" " 77 Pm“, 7‘k'- -c-d 2 . ¿defi

-. . w " \— \



+ ï 2;,“ .—2'" un +
k ‘;C-Q+¡ kÉC.Q+2

C“
“F Í P" P"m1»;ka Z 'm'hut’k‘:c-€‘ (sc-9+;

(-1 (A_, C_, -i
""" l H'Ynm’JQIÑ prrnnbk’

k '_-C- e K'. c-du

Luego,reemplazando en la 2.109:

.’(—-/ C '

gg,Z Aïmm,c-J:¿{bum “TT
tac-e " CJ=d '

(03:00) (2.110)

Esta es la expresión que,oon relación a un conjunto de ¿313mescalona
dus,da. la. :zuzna.del subconjunto de un número de loa mismos igual a. e-d+1

(consecutivrej,onfunc15n ¿e la absoiaa del origen de uno Eosterior (según

el sentido positivo de los lïxnm) y por lo tanto no perteneciente al sub
conjunto.

Para 1.1,teniendo en cuenta la 20101',la anterior toma1a fonna parti

oular, e (-1

ZAÏX'MJWCÚÏ’(¡°+XW.L) TT Q4 -—¡ (2.111)
“j; ' k'; c-¡Q flhrn’t'

Le>03
O bien,por la 2.39: c-‘ _

Í AIMMHÜJZ‘(b4’1imC-t) 7T 34,”?! (2.112)Ju k'aC.‘

(¿>o
Además,si Rrr ea constante respecto de x:.lÁ
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(¿e- y ,1 1/ ‘ _e n - d)
ía ¿LM/WK j :“(- 0+ mw) (Kuna a ¡(ha (2.113)M00)

Y e
‘Q

Z. A xmfl‘c‘J:-<b+Im()(th " I (2.114)
J‘ (e>0

omo resulta. de las 20110y 111.

También,por le 2039:

É;AIMM.0):‘(“1'th ' (2.115)
y (d,Q>o

e

Z A IMM‘C‘J; —(bfx‘mC-l) (gain: (2.116)
J” (1>0

Ya ¡unos hallado la. expresión de la. suma.de cierto númerode Arm cone;

outivos perteneciente a un ocnjunto de Arm esoolonadoe,en función de le
ebeoiea del origen correspondiente al primero de aquellas o de una ent;

rior,eegún el sentido positivo de los Arm, (30.2.1053:y también le de
en función de la absoiee del origen correspondiente e uno posterior (eo.
2.110) o en función de la abeoiea. del extrano correspondiente el último

(eos.2.111 6 112 y 114 6 116). Ahora expresaron“ ese. sume en función de

le abeoisa. del origen correspondiente a. cualquiera. de 10:4 ¡nm eeonleng
dos que constituyen el oonjunto,pertenezoa o no el subconjunto cuyos eau

ponentea son los aumendos.
l .

Teniendo en cuenta las 2.106 y 111, Sllfldo 42:,¿0 a ¡>0'¡w nr'

Z AIMW2C“¿Z Z Axarm’c+¿+ZAXlic—¿:
Lr-Q' ¿:1

-: +1""!C)( ïd’émmk“/)‘(Á+117“) ’77ku I Ue.c-P’ I

BOB:

«rio un" 5‘,A - 1/ M _. " ,¿2. Xtflthfixn 4' MuC. ZÏERMMC kzzgïwb 02:20)
Si Rm es constante respeoto de n
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/

ZÏ :2(5+ INIC)/ “¡JH-Q; e) (2,118)01m; (+1; ’z 'L
( : - e’ '
Las dos ecuaciones anteriores son válidas,ccmo se indic6,para v'á o y e'>0.

S i fuera e‘SOïlretgresión de la sumala daría directamente la 2.105. Se
com’rende que lo mismopuede decirse de la 2.110 para el ceso en que siendo

e'>0, 7' <0.(Si v'< 0 y e'\(0 es aplicable de todos modosle 2.117 como

también la 2.118 pues se trsts de un cambiotrivial respecto de las condicig
nes que requierenzintercambio de v' y e‘,c sea,inversión en el orden en que
se suma)

Ls eo. 2.117 ( y la 2.118 para Bnmconstante) expresa la suma de v'+e'+1

[Syxnmconsecutivos escelcnadcs en función de la sbscisa del origen correspon_
diente al (e'+l)-esimo. Elle,unido a lo dicho en relación con las 20105 ( y
lo?) y 2.110 ( y ll3),nos permite decir,en rememque dado un conjunto de

Axm escalonsdos ,dispcnmos de los expresiones de le. suma de un subconqu
to de lïznm consecutivos en función de le sbscisa del extremo u origen co
rrespondiente a cualquiera de los componentesdel conjunto (tener en cuenta
la 2.89).

Resulta inmediato que si Rames constante respecto de x,ta1 sumaes una
función lineal de le ebscisa considerada que se anula para z - -b.

Comola sumade funciones lineales es otra función lineal,el enunciado

precedente pude hacerse extensivo a la sumade ¿íth no ccnsecutivos,aug

que siempre pertenecientes al conjunto de ¿315m escalonadcs,siendc ls absci
sa considerada la correspondiente el origen o extremo de uno de 6stos,de pc

eioión relativa constante respecto de los primeros.Por ej. para un conjunto

de cinco A ¡nm escelcnados ee puede tomar la suma del segundo más el cun-to

más el quinto y considerar comovariable la absciee del origen del primero,

c del ent-em: del tercero,etc. Designendcle sumecon Sinn general,

Si 3 ( b+1c )€ic,

donde e“ representa la expresión correspondiente a los Bum.Vemosque
en realidad no es necesario que Bm sea constante para que se simple la
lineelidad respecto de 10,08 decir,de la abscica consideradas“ suficiente
que lo see la mencionadaexpresiónflue por ej. en el caso de la 2.117 es:

(¿v' C-l ‘ '

l l * l l 91h» k'
K:‘ “nik “¡aC-CI l

Tunbién podanos considerar el producto de cierto número de sumas. La.

raiz q-ésima del producto de q sumasestá dsds,sogún la, ec. anterior,por:
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; (¡IMP/VC)
función de le mismaforma de las ya vistes.

Representando todas ellae,y lee que podrían agregarse combinándolas,

ocn ‘f’(x),si Ïa expresión de los ¡mn ee constante ( o bien,simplemente,

ai Ranes constante) y considerando dee valores de ellas para sendos va
loree de 1a abecisa considereda,ee puede obtener del mismomodoen que se

1,9(12)- Izwï')

La búsqueda de otras funciones ademásde la. consistente en Arm,

obtuvo 1a 2.71:

(QJlK')

que sean lineales en I y ee anulen para x- -b,ee llevó a cabo con el
prepósito,por una parte,de disponer de la posibilidad de hacer otras
tantas determinaciones de b con el mismopar de D(z) y disminuir el

error promediandolos valores obtenidos; y por otra,para mejorar 1a

exactitud de la determinación al usar funciones lineales de mayor pqg_
diente

o. Acerca de R ._nm
De las 2.80 y 83 obtenemos:

In- zm- (b + zm) (Rm- 1),

de donde,

zn- Rmzm + 15(an —1). (2.119)

Además,comclos vectores.¿>zhm son paralelos al eje de abscisas (ver
Figs. 16 ,17'y 18):

Dn(zn) . Dm(xm). (2.120)

Lea dos ecuaciones anteriores expresan que si Rmnes conetante,9n(z)
(3.4)

resulta de aplicar a Dm(x) una transformación afin y recíprocamente.
Conoee eebido,en toda transformación afín,definida(en el plano) por:

z' . cx + dy + s (2.121)
y.l.u + +t,

1a relación entre el área de un triángulo determinado par tree puntos img
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genes _¡ la del determinado por tres puntos originales respectivos,está

IÍÍ
Ennuestro caeo,d - e - Oy f - l .Por lo tanto aquella relacion está

dada por el siguiente determinante:

dada simplemente por o ó sea Run .Esto noe provee un medio para calcu

lar Run ,eiempre que el mismo eea constante.

Ahora,trataremos de encontrar un medio para calcular Run ein necesidad
de determinar las áreas antedichae.&1 efecto(-Lo.Z."“)I

JC — . )77..2mmxm+ b (¿M4
Análogamente:

I

I ‘ I ¡27 -11)xq 1'1€":an + m”
Si an es constante,reetando se obtiene:

. I
IXM-xq : IanM. (rm: 'I'W')

y poniendox'-x_. d , resulta finalmente:

R —3%¡»mL
7h,

Es decir , ee puede determinar Bhn , calculando la relacion entre la di

ferencia de dos ¡n oualeequieras y la diferencia entre las dos zm , co
rrespondientes , comoee ilustra en la {13.21.

Dmfï.)

me!)
y}

Fig.21.Determinacion de dn y
d ,cuya relacion da B

9________ Ci" __, m mn

han
i

‘In, lb ¡3” 2b—> 7g;

Consideremos la Fig. 20. Reeecribamos la ec. 2.108,siendo Run constantela

Z Aïmm,c+j = (6+LWJC)( Mir,“’l)f0
En particular,( v a O ) ,como lo expresa directamente la 2.83

¿3-Jr7um.c ¿Í (,6‘*;rbfl,C) (lágnW”"4)



DivídiemiceÍ Ar.Jco “LU
¿UC

’ll' {/mm“- wnfi m»,+...+ "+1 (2.124)
mama

que da la. expresión general de la relación indicada. en al primer miembro.

En particular , si v - 1 ( ver Figa. 22 y 23 )

_ . : mm. /A):
474134

41:.
[80744,3 ¿gía ( 2.125)

ecuacián que ciincido con la 2.123 si In - ¡EL (F13. 21 )

Luego a

D00.)

411

ía; ¿(oz ’Ïnz 1m:

F13. 22.Doa A: escalonadoa Fig. 23.Lo mismoque on la F13.
oonsooutivoa,pa.ra la dotormi- 22.Aqu:{los A ¡nm son negati

nacion de R vos y comosimpronstan mmo
mn radoa segun el sentido en que

son positivos.

Si on la. crm-asian do A 1m , dada por la 2.83 , reanplazamos Rm por su

igual ( eo. 9.125 ) moontramoszn_ A l _2'”,
_ Axmb’dzmq/

(válida si Emml - Bum,2) ,quo es un caso particular de la. 2.95 , para

¡111,2 ' ¡FMI-PA Im1,].

2.4. arbitrarialgado de enriguecimiontoconstan
te Z Eooeso alterador de la commsicio'n'no dos

truot ivo.

a. szz comglementarias.

n; el caso de un 1).... no dostruotivo,podanoa dividir el espacio ón que ao

tua en dos celdasgenuna.do ollas se recuperansistemas Isn'frwoio
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nos {cx , o Bien fA y f3 - ïn la otra,la "rancione¿ úon,evidentemente,

1 - FS1 ,o 1 a fA y 1 - fB .De una sola 'erio lo sistemas SK sometidos el
9.a. se tienen asi dos series de sistemas SX' de con nsicián diferente,

entre sí y respecto de la original ( 33170el caso para algún valor de x

para el cual r = 1 ) . Surgen asi dos D(1) ,a las que por 1a conexion que

hay entre ellas las llamaremos"complementarias";

Ye ueaaoa las letras m y n como aubindicea en Dm(z)y Dn(¡) para distin
guir dos D(x) cualesquiere,relatLVn. a una cierta P(¡); Para referirnos

a dos D(x) complementarias emplearemos los subíndicee p y q , a saber s

Dp(x) y Dq(x) . Véremoe ahora que nuGVa informacion podemos obtener de dos
D(x) complementarias.

b. Determinación de tA

Teniendo en cuenta las definiciones do {A , 1’qy fox , podemos decir que. .J

por cada cantidad de SXigual a 5+1 , ee obtiene , después que hubo ao

tuado el p.a. y la cantidad:

(54-1)];: 9/; + u”
De donde

JQ ¿“07:1 -Cc
3‘; h 6+2:

Como{3/ fl. - r , reemplazando en la. 2. 70,teniendo en cuente. que 1+}: u el
se tiene una nueva expresion de ¿31 t

AX :4(Stzjfigï -' )

Lueqo, J?JA,
(2.126 )

¿32:
( 2.127 )

5+2. + 1

Esta ecuacion nos permito la determinación de {A conociendo ¿11 y fsx .
Veremosque en el caso de tratar con D(x) complementarias es innecesaria,

para e110,1a previa determinacion de fax .

A Dp(z) corresponden r(x,p) , fA(1,p) y ¡B(x,p) . Algo sililer para Dq(x)
Como¿e trata de dos complementarias t

ICÉP) +f(z/ 3' 4 ( 2.128)
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5.5

donacióh ¿ue acorde con la 2.36. quo caracteriáa a los pua. no destruc

tivas,“ válida pero IA y IB aef comopara fs y fsx .
Dejando de lado el oaso en que para. algun valor de x sea. r - 1 , siendo

r'ázlfá) :_ 36%(¡910) i? ¡1/
{(zlf) ( 2.129)

siempre se cumple por le. 2.128 f
I’CZ,9) 1+ gray)" l- ¿(I’M (fl 2.130)

75%.?) ’ ¡»ML/9! ’
0 sea s a una complementaria corresponde enriquecimiento en 3 y a la. otra,

necesariamente ,enriqueoimiento en A ( o eee empobrecimiento en B ).

Comoconaeouenoia,loe siglos de A 1p y A xq son oonfluioaJL la misma
o

conclusion se llega. teniendo en cuenta las ece. 2.129 y 2.130 , expre

sando dichos A! conforme la 2.70 , para. una abia; ( camu/n) del origen

de cada vector ( F13. 24 ) s

¿XF : (¿310201171615’ P) ‘ [-7 (2.131)

wc? z (¿+xp)/2(z,¡}_-1] (2.132)
Siendo: comuna A: y A! I

P P q

DP(L)
4X

, ¡. ¿11,0_ ¡"(rm-I

l D900 ¿a czái I,‘/jïka iv _/
._..

AX .

-"4;.

L Fv€- 4

l gr j

mount. Axim:y Azq para): exp

' amo rva 1’ ’f , resulta a. lic do la 2.128:
’1 A p ¿(re/v g

AIL_ JE;(zw)

A76; ' /—6(I,o,p)
’ “790792)

-/

De londo.
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____¿-4.. ’

¿lx-7 o Á (rc/24°)

_ ¿17‘s m

¿(a/JJ- ¿“trar/Ü ( 33)

Luego :

y por la 2.125 a

JP . AÏXP (2.134 )

Ax HAZ/a
Ya hemosVisto que A IP y A xq son de signos contrarios,pa.rs ceda. valor
de x . mtonces,1es dos ecuaciones anteriores se pueden escribir cano sigue:

W] (2.135.)
_ LAI /

14m, 2.-. f’ ,
F? [Aly/Af/Arfl (2136)

Haciendo:

[LVL/p/ :: ¡3 ( 2.137 )

/A2’í/ z} (2.138)
Podemos poner ( ver Fig. 24 )

3€?(z/J'P) : ¡0+1 ( 2.139)

¿(Í/0.?) 3 p (2.140)/’ W
Les ecuaciones anteriores nos permiten, pues,determine.r 1a. fraccic'n fA del
componentedesconocido sin conocer sus pro;.>iedsdes,sin separarlo del co

nocido ( B ) , sin necesidad de determinar f comolo exige la 2.127,
SX

cualquiera see la forma.de I’(z)'y seen o no {A c r constantes respecto de x.

Veremosahora que,en cambio,disponer de ecuaciones similares para f3 in
pone una restriccicïn acerca de r .

c. Determimcion de {B-'
Prolonguemos Alp en la Fig. _24hasta. interceptar Dq(x) , como se ve en

le F13. 25 . Al nuevo A xq ssi determinado lo llamaremos A :r'l y a. le.
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aïfizisa de su origen x .

Recordemos que D“(x) y D (1) son formas particulares de dos D(7.) cuales
. I .

quiera referidas a. la. mlsma.P(x) . Entonces, a3). como autos :¡icimos

A: a x - x ( ec. 2.80 ) , ponemos ahora:
nm n m

:2? ’Xf’ (2.141)
y de acuerdoconla. 2.81z

A 13/0: (¡É/+12,74)-(—/-Jl-——-y( 2.143)

Dividiendo la 2.131 por la 2.1'52 I

¿Xp .. mr» xv-/M _,
¡"(WM

Aplicando las 2. 2 2.128 23y l _
( 2.143 )

/¿ZP - Páuvú/ _
MW ' .r-—@_g¿q¿ 'Á-fiHXfi «,U

¡"(ly ,3} C .

-_-[amm (IM/{731W [1-fsamfl4üam}
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a

'¡Iuïtiplicando .nqmerador y depnzún-aim por ¿“(1.,1) , teniendo en cuenta
.\ , I. 7‘

que r f,k = fB: 

A13 _ ¿(law-¿(194) -Í—g,(’l;,g)
ÏÏ’Ï Í" " .. -

7f /L(1p,9) * ._ _ (
Tr 5,,1/1¿(I/n22]www w

De donde g 7 

¿”ff -. . “Zrii/Ü- Nui/37

417/“ fm y)¿31-¿{ik/257+ Miianm)‘ 2'14“
í

La 2.144 nos da la expresio'n general de A ¡p / ¿3qu en te'rminoe adscrip
toa e D (x) . Ahora.bien y si introducimos la reetriooicïn

q

A (Jl/I; í) 3 r"? ("‘27,á?! ( 2.145 )

resulta.de inmediatoquep

.ffi(1/), “ A ( 2.146)
Como ( ver eo. 2.141 y Fig. 25 )

A75 .; ' -1‘
W f? ¡0

ÓÏ :; 7Cfl}? (2.147)

y comoï , abeciee del punto de P(1) al cual concurren A xp y ¿rá , ee

un valor intermedio entre xp y xq , es decir =

’ÍÏ>(“X? ( 2.148)

resulta que A gp y AIP tienen el mismosigno s ambos tienen su origen en

la. grafica de Dp(x) , uno eu extremo enla Dr(x) y el otro en 1a. de P(x).i
Luego la 2.146 se puede poner =

ÍAXpÍ

¿(mk mi;
Ya hemosconvenido en designar con el valor absoluto de AIP ( ecua

( 2,149 )

ción 2.137 ) . Convengamoaahora en simboliza: con q' el valor absoluto

de A 1‘ , Teniendo en cuenta que 1' - I ——x , juntamente con las
. 71

ece. 2.i41 , 2.147 y 2.148 , resulte ( comose advierte en la. Fig. 25 )

/

11311:?”:- P f? (2.60.;



Luego , de la ec. 2.148 

1,33625 '-___/i_
P’;/- ff?! (2.151)

J’ por le 2.128 a l

¿(ía/J) = <2-152)
Los ecl.2.151,_y 2.152 son ¿uno-.3 en su tomo s les 2.140 y 2.139 . Pe

ro aparte de que aqu‘lles ee refieren a IB y Éstas a. fl , hay una diferen

cia esencial. fA este dede en términos de dos valores de A z z uno deter

minado por Dp(x) y P(z) y el otro por Dq(x) y P(1) , pero , cano dijimos
con sbscisa del origen del vector Á: comuna. ambos.

m cambio , si .b‘ien tambio'n ls 2.151 y 2.152 expresen rn en t‘mino de dos

va‘ores de A 1 , uno correspondiente e. Dp(x) y otro a Dq(x) , los oríge

nes de los vectores no tienen sbscisa. común1 la de uno es xp role del 0

tro xq . Así pudo surgir le restricción indicada. Por ls 2.145 , a ls cual
están sujetas esse ecuacioneso Este clero que no se requiere le. constancia

de r(x,q) on el intervalo x < 2' < xLp x s j,
Sino simplemente lo "apuesto por ls 2.145 .

Si en le 2.143 aplicamos le 2.32 y 2.128 transfomando a r(xq,q) en vez de
hacerlo con r(z ,p) comoantes , obtenemosz.

Alf- ¿pan/z“ __[ran/’¡"ÍÜ‘ÉWJÚ
A ' urna) ‘ . :
z” ¡fifa/2 J “Flyfl’f/‘(zi/¡Ïy‘fi‘wififl

4,20949»

_ EXP/PJ‘ÍÍJ' ¿(may
Q {Ïf,/_//r[4‘]g(1fi/f)

Dividiendo numerador y denominador por r(zq,p) y teniendo en cuenta que
f 1' I f z

n/ a [M111 p) 1Adm) _ f2(2f,,u P‘QQÏÍ’J]me L. _ _ ___
lla, ' , A

¡1.617.[4* 1h)- + (2.153)L(1‘FIF;
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Ati comola 2.144 noe da la. expresion general de A 1' / en funcion
í í ¿U'hHr x“ (¿unix (v. ( Ï)¡ÍXJ

de terminos vinculados con 35(1) ,"tï fijamos ahora la resïriccion z

rf‘ru") = ¿(1740) (¿154)
la ecuación se reduce e s

¿v A J ¿,
¿796%-z/ ¿(xrf/

Y por la. 2.128 :
. ¿Sil ‘

5M”

O sea , utilizando valores absolutos comoya se hizo a

,0
711).(Ï7,/7/ ¿5 ( 2.155)

Y por la 2.128 A l

¿861; j 2: --Z' (2.156)
ly [JJ/y!

Las resultados expresados por las dos ecuaciones anteriores eran le_ee

perer.En efecto n dado que con Dp(1) y Dq(z) hemos distinguido ceda
una de las dos D(z) complementarias respecto de la otre, sin ninguna es

pecificación edicione1,es correcto intercambiar p y q y términos asocia

dos.Eh los primeros miembros de las 2.151 y 2.152 , xp intercambia con

¡á , q con p ¡en los segundos miembros p con q'.Así resulten inmediatemeg
te las 2.156 y 2.155 , que están sujetas e le restricción dada por le e

.cuecion 2.154 , que surge tambien por simple intercambio entre p y q , y

entre xp y xq en la 2.145 .
Una simple comparación de las 2.151 y 2.152 con las 2.155 y 2.156 , teniqg

do en cuenta las 2.145 y 2.154s que esos pares de ecuaciones esten respec ó

tivamente sujetos,nos dice que si se vuifioan estes dos últimas ecuaciones

¿(x/7, f) ¿fiiafif/ ( 2.157)

[a (ngjríéz(1?,y) (2.158)
Heoíprooamente , puede demostrarse que estes ecuaciones son condiciones

simultáneamente

pere que se setisfegan e le vez la 2.145 y 2.154 .
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2.5. Ï‘Lzl arbitraria. grado ,de enrizluecimiento suavemente
variable respecto de x .

Vimos una_serie de funciones lineales de J: que se anulan para ,1 - —b,si,
entre otros casos r es constante respecto de'LPcr‘lejemplc , la dada por

la 2.70 , 1a 2.83 , la 2.105 ete. ¡en resunen las que en general llamamos

‘F(z) .
Ahora bienzsi r varía. suavemente con: , La War-(¿m30h) se apartará de
la linealidad ,- en general menos que las D(x) o Q(x) . m este oaso,si

volvemos}. introducir la restriccion referente a que B forme una pequeña

parte de S,será preferible extrapolar ‘P,(x)para x menor que cero hasta a

nular la. funcion y determinar b,pues aún siendo r variable “P (x) se anu
1aparax=—b (verFis. 26).

Por otra parte recordemos que las e

qu)“ cuaciones 2.71 o 2.73 o en la forma
mas general , la ecuacio'n 2.118 re

quieren,pa.ra que sean rigurosamente

válidas la igualdad de r , o de an ,
o de la expresion formada por los

I. Run ,aegtín la 90(1) que se trate ,
,’ Para las dos absoisas en cuestion.

brlibá ïr Si los r no sonconstantes,puedense;
' I lo Rmny si estos no lo: son , queda

:5.eïír;p::::::n::ion 21:)" aun la posibilidad de que10 eee le
para r suavemente variable . expresion que contiene los Rmn, oo

mo por ejemplo 1a que aparecen en

ec. 2.118 . De todos modos supongamos en todos estos casos se produce va

riBCióh.Si la variación es suave y si las dos abecisas que se consideran

no estan muy alejadas entre si , podemos aceptar 5 que aproximadamente se

cumple la igualdad requerida entre los r , Run ,eto. , y aplicar las sous
ciones mencionadasal principio de este parrafo , lo cual nos permite nue
vamenteeliminar la restricción referente al bajo título de B en el sis
temas.
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las de las transformadas ( Dp(x) y Dq(x) ) es posible determinar kA y k

66

3. CONTROL DE Li VALIDEZ DE LA TEORIA CON EKPÉRIFFCIAS SIHULADAS

La teoría expuesta hasta aqui,en ¡ran parte se fundamentoen el desarro
llo realizado refirente a cierto tipo de transformaciones afines ( ver pe—

ragrafo g de la sección 2.3 ) . Por ejemplo en la seccion 2.4 ( D(z) com

plementarias ) estudiamos en realidad las transformaciones dadas por a

fo I: ¿a? >< ki; k%:# l
L1,, ( 3.1 )

(3.2)

donde

Xzb+l (3.3)
es la cantidad total de B en cada SX ,

kB = ÏB(XIP) y kA = ÏA(X)P) °
Vimos 06m0disponiendo de las gráficas de 1a función original ( P(x) ) y

B

( constantes ) .
Tambienestudiamos las transformadas por eos. 3.1 y 3.2 para llegar a la

conclusión de que 1a longitud del segmentohorizontal que une las gráfi

ca de una de ellas con 1a de 1a otra o con 1a de 1a funcion original , es

una funoign lineal de 1a abscisa de uno de sua extremos y a las demís coa

clusiones relativas a los ¿fl¡nmescalonados,e:c.
De esta manera , el presente trabajo tiene un fundamento puramente matemé

tico.De todos modos,conla doble finalidad de confirmar la teoria, contrg

lar su validez en sus aspectos principales y de verificar su aplicabilidad
con datos provenientes de la experiencia,afectados con el consiguiente e

ÍS‘rror,hemos realiáado una serie de experiencias sinuladas
GB)

:valiendonos

del método de Monte Carlo con varias_formas de S(z) y de r(x,t) .

Elegimos comoEkz) a cuatro funciones : las dos primeras,de primer y se

gundo grado en z , y las dos ultimas , en busca de mayor generalidad,lae

partes real e imaginaria de una función de Beseel de variable compleja.
Las funciones son z

Ï3-(Z): 22*”3 (3.43.)
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rP61);- - 3224-42. TZ ( 3.41))

p(2)= ¡Pe-11(¡0231,!) ( 3.4c 3

13(2) : Im .1, (¿021%?) ( 3.4.1)

todas sujetas naturalmente a :

OSZ’S’Í (3.5)
Esas funciones nos dan cuatro propiedades de los sistemas SXen función de

z antes de que haya actuado el p.a. ( incluyendo valores para —b 5 x'( O

o sea 0.S2.'<z.o , siendo , como sabemos, z. el valor de z para el sistema
S .

ASI comoen relacion a la propiedad antes de actuar el p.a. introdujimos

‘;(z) y P(1) ahora contando ya con D(x) simbolizamos con ¡(2) la propiedad

despues de actuar el p.a. expresada en funcion de z , título de B antes

de actuar el p.a. , del mismo modo que en D(x) , x expresa el agregado

de B antes de la alteracion de la composicion.

Siendo z’ el valor de z después de haber actuado el p.a. , es entonces

[>(ÏZ) :: F>62') ( ‘3.6 )

Veremosahora comocanstruíuos las B(z).

X3M (3.7)a.+X
que despues de la actuacion del p.a. pasa a valer :

2': Xagfzné/ _
ááh,{/+)(,g(z,¿} b

//
fm} a.
¿(LaT + 7

Las cantidades a y X , de A y B , en cada SX son naturalmente proporciona

Para cada SI , de acuerdo con la 33v:

(3.8)

les al respectivo título . Teniendo ello en cuenta la 3.7 queda

2': Á (3.9)
'-'-r- -f-I
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Como = (z') (ec. 3.6 ) , para fenor 1.2:; correspondientes a cada.

propiedadsolo nos falta especificar r(x,t) . Fijada esta funcion , para cg
da Valor de r (al correspondiente a cad; valor de z ) calculamos z' , cong
oemosasi ;(z') , que es igual e. 13(2)l. m maestro oa'so , o bien ;(z‘)

correspondientes a las ecuaciones 3.451y 3.4|) las «¡Johana directamente

5051,11)las mismas . ha cuanto a. las dos restantes , dadas'por 3.740 y 3.411,
tomamossus Valores de tablas( ).

Las Fige. 27,28,29y 30 muestranlas gráficas de las cuatro , respeg
tivamente , cada una con r s 1 , junto a las 35(2) . Para cada BU.) hay un

t característico ( ec. 2.9 )y así r(r,t) se torna funcio'n solo de x o en
todo caso una Constante.

Uncambio de variable nos haria pasar de 61(1)a Eh) , cuyas gráficas o

mitimos pues se pueden imaginar fácilmente considerando en las mismas fi

guras citadas la diferencia de dos cualquiera , incluida ï’kz).
En la. práctica no trabajaremos con z sino con x comovariable.Lee soueg

ciones 3.4 y 3.5 deteminan tambien cuatro formas para P(z) , mediante

el reemplazo indicado por z-(b+1)/(s+1) . Pero para facilitar la exposicio'n

haremos uso do 1a sustitucio'n dada por 3.7 obteniendo asi cuatro ¿(n ,
correspondientes a las propiedades en funcio'n de 1a cantidad tota] de B ,

X , en cada sistema de cantidad de A igual a : a . Se entiende por la 3.3

que pasar de P(x) a ¿(1) implica solo un dezplazamiento del eje de absol

sas hasta x n -b y considerar , en principio,nulo el contenido de Elis

adelante podremoscorrer nuevamente el eje para tratar con P(x) segu’ndi
ferentes valores de b

Para que las cuatro ¿(1) queden numeíicamente determinadas por las ecua

ciones 3.4 5' 3.5 solo nos falta convenir el valor de 1a cantidad fija. g
de A . ( La.cantidad s - a + b quedará luego fijada cuando a1 determinar

1a posicio'n del eje de abscises para P(x) quede especificada b , pues
el eje será la recta X - b ) .

Tomamosa z 100 unidades, y entonces,por la 3.7 z
Z

X : /OO-/:—z- (3,10)

Por calculo determinamosXcorrespondiente a los valores de z para los

cuales conocemoslos Rs) disponiendo así de fix) . Es oko que se pue

de partir invertidamente z de un X dado , calcular z ( ec. 3.7 ) y así

determinar ,naturalmente igual a ï(1) para el correspondientevalor L
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Considerando las D(¿) en vea de las P(z} deterrinamos las 2(X) , o sea ,
las D referidas al eje 1 = -b .

Ahora ïien : los valores de las P(z) obtenidas 3e¿un las ecuaciones 3.4
son todos Valores”ezactos”o teóricos . Nohabría inconveniente esencial

en suponer que las propiedades son tales que los valores medidos están

dados por esas ecuaciones si no fuera que,en general,vflores tales no res
ponden idealmente a una ecuación . Por ello para completar el modelo a

que ajustaremos la simulacion de experiencias para control de la teoría

expuesta,nlguno de cuyos aspectos se pueden ya apreciar en las Fígs.27,

28,1! y 30 ( prepiedades de las D(x) y Q(x) ,aun cuando allf estan en

funcion de a ) , distorsionamos las E(X) y g(x) , o bien , las P(I) y
D(x).Para ello multiplicamos cada valor de la f‘uncióu por un factor dee
tinado a introducir cierto error . Coneste fin utilizwuoa una table(al)

con números al azar dentro de usa distribucion normal , con/la: 0 y

Cr a l , a partir de la cual construimos otraCuu/Ia O y a'. 1/3 .
Identificamos a los números de estas tablas comolos errores porcentules

correspondientes a Efix) , de modo1ue casi el 100 fi de los errores está

comprendidoen.: 3 í yii 1 fi , respectivamente.Teniendo en cuenta que

21X) supone una medida directa ( en tanto see posible ) de la propiedad

y 2(X) la medida de la propiedad previa actuacion del p.e. , hicimos oo

rresponder le primera tabla ( error i 3%) a 2(X) y la otra a E(I).Con—
sideramos nulo el error en abscisas.

En cuanto a1 modoen que los diferentes errores correspondientes a los

valores de las funciones se asignaron a cada uno de ellos , se eligió el
criterio más natural s elegido para cada funcion un cierto númerode 1a

tabla que corresponda ( segun se trate de una 2(X) o XXX)) ese es el e

rror asignado al primer valor de la serie de valores que se disponga de

la funcion.Yp&rslos valores siguientes,los errores siguientes en la tap
bla.

En la practica fue conveniente transformar previamente las tablas mencio

nadas poniendo en el lugar de cada número ( es decir de cada error poroeg
tual ) el factor por el cual hay que multiplicar cualquier valor para inp

traducir los correspondientes errores.0 sea , las tanlas originales torna
da con los errores porcentuales e; las transformamosen las constituidas

por los factores fi dados pors e,Jer-4+¡oo
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Deacuerdoconlo :¿ueantecede , obtuvimoslos v-xloresde jr si
mulsdsmenteexperimentales , multiplicando ccrrelativsmente los valores

exactos determinados por las ecuecionee 3.4.1 3.5 por 10s factores de la
table de U a 1/3 y a 1 , respebtiv'e'nente ,' respetando el orden en que

se enouentrsn ,' s partir del'consideredc primero ( dflerente pero ceda
funcio'n ) . returns-Mente,“ pudo tambie'nelegir cuslquier otro, criterio
que seleccione le. posicio'n de los factores [que se tamn'nsmesivemente ,

pero sin seleccionar los valores de los mismos.

Las vhs. 31. , 32 , 34 y 37 ¡nuestrsn los snpuestos valores experiInentsles

de ¿(1) y y“) pero lo diversos ¿68o. que allí se indican .
Aoontinmcián tretarancs en perticulsrlns determinaciones de b resli-m

andes basándonosen la linealided de ph). En todos los cnsos,fijndo de

antemano el valor de b , se ignoran-onlos valores de ¿(1) y 2G) pere X‘b
lo cual significó volver e P(z) y Mi) y medir >W(:) para 1:30 . Se tomó

comoQ‘(X) le correspondiente s r - rm - 1,250 y como_D¿(I) le. de

r orn a 0,833( Rm- 1,500). ll lss Figs. 31y 381 tablas]. sVII
ee dan los detalles correspondientes. "

Por razones de mi!ormidsd,en les tables figure. X y no x comovariable,

y por lo tanto onde valor de ls variable independiente no se modifico,
al considerar diferentes valores de b".

D1todos los csscs se consideró b igual al menorvslor de X efectst en

cada determinacion.Por sJ.,en ls tsbln I , si hacernosuns determinacic'n

suponiendocontar con todos los de Xqueellftiglrrsn , b - 15 ,_
pues el menor vslor de X impliesdc es '15 . Puro no siempre esteénenor ve

lor coincide con el mencr_vnlor de X en le tsblndh ese caso A: > o y
se consideró variable le ebanisa del origen'del vector correspondiente .

Se comprende que si 4 x < O , s1 menor Valor de ls tabla hey que roster
le el Valor absoluto del A x correspondiente sl nismo,pues el entreno

del vector nc puedetener chpien ¡(1), lo cual significaría penetrar ls
zone donde z <0 .

Las determinsciones de b se reeliesron calculando la. ecuación de la recta.

por el mdtodo de lOs cuadrados mínimos y hallsndo su sbsciss nl origen

( - -b ).Los correspondientes errores porcentusles figuran nl pie de c_s_

ds tabïloflnnndo hay dos valores,el prilero se refiere n le tabla. mn'sabs,
Jo de le. lines divisoria. ( por ej, , 'en le table I , Xa 23,7 ) a el se

gundo , s ls table. complete.

De le table; I e ls. Yse toni comoWifi A zm o' Arm ,en funcion de



65

'T'abiéï Tab/¿II , TdeLÏ
qu Ax'm Xm E01 m XM'AX’YU’L

¡Lo 2,6 ¡Io Z2 _33_,3Ï ¿15,1
¡7,0 9,5 .104 7.? 35,5%“;

¡(1,3 ¿“T “¿Ei? qo "ggtlóÏ'JZï/fi
“¿1.23 ¿(LF ¿[2 5.-?“ Q3,¿”"'/3_o

¿3,7 {,0 23,7 //.o 141,} ¡Cho
É: í Elis u,J' “¿A/¿{5¿0,?
243’ LI 96,5¿ ¡2,4 Z’ï‘éïíï!“

"5% 5;? 2915 low num
34,0 6,2 994.0 /¿/,5 XnÁZw/n

33,3 GH. 33,3 ¡le ¡{L/7,2314
W317)” 1,1 3J7I ¡6€ “Bí3g2535‘

azo 7,6 331.0 IW ¿"5352374
“¿al 2.o 33.6, ¡g ¿7,928,0“

Waz-323w“?¡[f/¡7 ¡q "¿Caiga/y
e: ¿zo/"¡m ¿It/,5 20,5 26,5 33W

PQ).--qz’wz+2 ¡When/,er í!)
¿ámfljg e: ¿5%
725g V

¿XM 011,771’71

6h,
0.o

.5
5

537
o

‘loo
Y o

1,.
¡OO

¡SML/MJ, (1021 ‘73)
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la JbSCi-¿adel origen del correspondiente vmtor; x“ ( 901.72.70 y 2,83 )

Eh la tabla. VI se consideran dos funciones,correspondientes a dos A 7’.

escalonados sucesivos ¡el primero y su suma,o sea Axim", y X x , que

estan en elle sinbolizadoe por yl e yz . Para ceda. funcio'n ee consideró

comovarieble 1m xm3(ee decir la abscisa. correspondiente al Ox
1 , m2 ,

rigen del tercero,que no se suma),de modoque se determinan seis eouacig
nes de rectas,que acorde con 1a teoria. expuesta en la eeoeio'n 2.3 , prin

cipalmente en su parágrafo b , eaten teóricamente dadas por a

AZ, ,2 (6+XMI,)í('2,,,,hI-/j '/Mh,z,w
A9512 - (LI-14»,2) (4¿_2.f000’103)

A 96,: - (LM-X013) (¿Igea [j¿ 2.100070!)

z el] (QIZJOCD'IO‘)
. x q al 1‘

2'51- — (¿wzm) (fm-PM (¿o-4405 ’0 Í
A- ( o, ¡1/

¿AX- -“ elb+ïr7n,'3)(fmza_ Í) (¿o ¿"H ’ )

m la. tabla. VI ¿ue estemos tratando figuran lee- pendientes teórieae (de)

y las: calculadas (Of) y el errord’g‘ó'rreepondiente a ceda 11115.31indice do

ble 13 se refiere al per 1m g 11 ceneidergdofie puede advertir e1 gran _e_
.rror relativo en °( correspondiente'e e pendientes bejee- ¡que en este oeeo

ee‘te.asociado e gran error 'en el valor ¿e b ¡para :1 en funcion de 1m}
Vemostambieln que a1 poder aplicar le 2.106( o 2.108 )en vez de le. 2.83

1a pendiente OÁppaeade 0,500 a 1,25 ( 150 'S de aumento ).Eh cuanto e lo:

valores determinados , Oi pasó de 0,453 a 1,187 ( 162 í de aumento )

En la tabla VII ee tuna como 80(1) a 1a suma de doeszm eacalonedoe eg

ceeivo:,correepondientee a otra 1’.(z)y comovarieble,a 1m; .Pare. este caso
el valor de b teórico ee 200 y por lo tento(a-100) ,z.= 66,6 fi .

La tabla VIII ee refiere e le determinacion de fm y ano‘egún 16 apnea
to en la 3000115112.4 D.(1) y Dn(x),eon complementarias dedo lee veloree
de f f , f f y comotales , podemossimbolizerloe roepectivg

OAm ’ An Bm , nn

mente oonDp(z) y Dq(¡). Compireneelos resultadoe eon los valores teóri
OOS f a 0,40 , f II 0,50.

AP BP

Para eet'e‘ier el efecto de variacionee en r,” fijó rp - z + 1 que
comovemos no puede decirse que vería veuawanente: el pseu- de 2.0 e 3.1

mente eu velar en el 100%.Perofijado edunás pr- —0,32 + 0,8, :I:qteen;



“ra- b/d W

Xm. Xwn. Xm) 91 272 ¿vá 1140 0‘ Q ¿11'

25.0 37,0 nu ¡2,0 29,5 0,50031(5) 64'
23,0 ¿”,5 (AJ ¡3; 32,5 42 1,250 4117* WW

32,0 217.2 ¿[ly 11",) 36,9 2,4 0,222í0,3/7 ¿,9

3:0 n} m ¡en 40,4 2.2 of; W 414/
33.0 "Is; 22,2 ¡73‘ ¿zi/,2 31/ ' 0M 0,207 W

¿(0.o f7 T215 "¡,0 ¿77.5 3,2 0,555 015" 43
pá): -322+¿/Z+2 71=41mm '71" “¿Mi

Tab/a VI/ Tab/d UF

Xm. AMM; X 4 P 3‘ fiüo'r Mm Liu; fur.

.200 222 }J',o ¿SH 3,.5 ¿(lo (zu/¡0.61€ 0,970 0,91}?

220 2€? 77,5 29‘s Mi ¿to o.uqïo,¿;3¡o,m qm

No 280 Sao 3o.! 35,0 705 magma? M41 0,4¿3

960 3:9 31.032,7 39.5 no 040730,65; 0,950 0/959

7'90” 3'45 (¡0.0 33,; la; 1114 ¡0,659 0,4/7 qwé 0,990

'30“ 315 Chio 3€.5 ‘44,?331076??? (¿mimi? ¿2,938
320 390 ¡5m = Im ¿(10224)

34/0 tu; FP: 2+1 faP:-qaz+o.e

fio HBO Tab/a W/l

370 ¿la X 9 P 2' ¡amyj Im; IMJ, [rw/L

¿(00 ¿170 ¿í/ 3.5 ",9 “¡21; 0’10} 0,5/ Qt/o 0/43

P(Z)=.l-J,(Iozc*í} 63 /0,¿/ ¡gig ¡53' 110131, J 0,5] I (¡No o,“

ebzzo‘ïo 33 ¡tu 20,0}2/,9Ï>,501Íoiííq0 0,1,2
72 [2,0 ¡10 , olfo 3,0}! rio/J; al.“ ‘

7g 44.0 46,0 no; 0,10150”, 0,9070”!
15(2): Im J. (¡oze Si) 94.25
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JSP=(WIFI+(¿U/(zH)
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5075
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t. sunvmulno v-u-Lnblnnprouunduonin >an ¡><-,) (var Hgn. J2,3i,)‘. y 3),. 30
mua-do con lo qua no 0mm vn la ¿muda 2.; n nplioó ln oc. 2.113' unliun

do omowh) a Ax”. h Coda.lu dotenimlum: lo allgxorcmlaIÁx ¡gún
1

fuma victo- n la H5. Z‘JHÁ:qy Ax; ,o Mm ¡un "¡Jona mholuto- q y ‘
noln ¡union-du «unn-clon" u dmnun.- cnln tab!“ ¡,1! y nl,

dond.conq y q' Hgm-sun. ¡oh ¡baul-¡Junca- (h "¡han u “Manta-nu
lan] a la ¡nt-rior uh 1a mua (pvq') L lh ondacano u Ind b tguú l ll roo
mhvn Abuela. (honor) :mon 1.

x 9 e"6,.zx 9M e. X!.9I9’|e,,°¿
y

3".5JI2._5‘W 7,1 ¿0,5 22,5'511 3,9 ysylufium -10

¿low/¿013,474? '¿isÏZLsï mi? 77,5515¡“lo aízfi
¿ga/1.! i 3103,} 749.121,”,¿{0' 0,4; gay 30,,”95 U
53161? m Í}? so; ¡3pm m 7':2 ‘ Ho' 32,1914‘¿T
“HF/"¿filjnoíjvu ¿(“20,5 5612 7,0. “9053315 7g; 0,4
¡2.35 "LL luz! 0.3 “10 Í '32,2 "¿3,7 ¿,I‘muojïaáó 23:5 3,4

“HH-uva ¿(#3400269 P(Z/=[../,(/oz¿"5/
III fl, _,f,» 7“ I/B 1/

D1la “bla IX ¡o van Ion retthdou oorronpondlonhuu Il htmimión

dof! “aún lu fórqu ¿uan-¡u onln ¡unión 2.4.dn madonna ¡JH u
¡Kw-0.1" lia.“ son¡Aguas-cummi-vúhdu “¡o omplllndon ¡n mfiriaoth
tofu-antoo h igualdadda los r. h aluo .¡un¡Ar mi. num-nt. ,u pri-3
rn ¡punción pad-o-un)“: quoargument. Ionigual... h la “bh u

odm ¡Ind-¡loa fumando. nbtmde- cn ln «¡nominaciónII .A.

IV. APLICACIONA LA¿ÚNICA¡UCLMI MMM-1- d. cum. d. “¡una!
ción.

Unodo ¡un prohlm- :un run prosahrno on Maio. "mln:- y Maipu
nn talante-ud" II ol unlluhn‘a on o! “4'qu dc curva- do «infinita-ración.
Aquicomida-uno. d cano do dos rmiohótopon 1ndomnfllonhl. Sinndo lo.
rulohlopou Ay 3,1. ¡5‘1le 1M) on ’unnlónJo) “turn o.“ ¿muevan o.
“Mao, por
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1“): an'x‘t o bl; “e (4.1;

donde a y 5 han la. ¡enviamos ¡luciana Jo cada uno y >l :¡’Annu ocn-ug
ta. do dulr.:o.:rm1'n.

Hut-"r problem,un omo u vivio?" por ln {nn-¿Ide Iít) o. o] nino
quo ¡o ¡talent-n un "¡noldn ner. otro: .‘01‘.&=o:nl,lo¡modo pimnu a CGI-¡non

automático: ¿o nato nodot Se conocen ¡es valnron ¿o uu: función I(t) (quo un;

tuo la 4.l;,;u.n uta-mn: valoren do 2. Se omnes:adn-¡AnAB. 30 tqm-ro h

( o Mm A)yxk. ¡1 “nado norriontoniuro ¡un la. ¡»ortodo-du’toran “¡al!
tan-ntko- noe-nulo 01 "pon: valor" 4a t hch qu. nm'oncuno pud- dog
pronu- o! aparta a Iít) errnpmdionh al rrnyonontode Honorparíodofio cual
no advertrfi un ¡a gnL’h-a ¡la 1.1.9¡(fi al amount unn mn .Conntdon-n quo
root-¡pont- nunltre prom-¡n ron-zo 'Jl:1:4]er ln cul-VAun- d.)que ¡wo-n
la :octl. Se cum-0nd. .1 ¡untido de n-olvulo .1 no Monoon run-ningun ¡Jn
ol eno ¡n quen ¡month emm un: la oupontolónde 1anun-tn “thanks.

tuu-nos ¡to un problem- o]. enfoque nal-cundopnl poder resolvqu con 1a
tout: una". onla ¡”01h 2.2. h

81p... url ¡.uI ll ‘ ’ "4‘ -“- ‘ parlo: mcg
culo-,un on turno ¡ah!- nodu’tonla ampontotdn. 14 única continúan“ u-po.
Doun. nan-n n y h nunka lu cuando. dc Ay Buna. do ¡atun- cl p...
L1“nth I de ¡ht-an Mo u conoata-pro Lana!a (no!) 7 on un ouomng
rullmtofigunl n ¡(0).

¡-—'Adczh unnonflonhnde ¡(M-2° ,Xh') - 5‘l o Ihn‘
s: I, n (11.2)

fanzrw'" un)
gn :¿wtfi (14.11}

¿W m)
”,. .Ñ (ug
Tan .— IU )

Doha”: ¡hora oncoan una pruplodmi“nm! en "yu-A podar aplicar
ln ocn. 2.6? 5 62' y ln 2.61. Sn puede dnonru ¡uo una proplodnd ul ol

d log IU.) / dt. 0th papi-ud do) :¡hno “po u la vil-aún onzrc la. ut;
vida-h- upumdnl por un.intonúod: Mo,lndc.:nmuon'.n de ‘.. Volando.
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Ï(É+At) CLQJMMMU.x__
1(i)

ES decir ‘

4541:)!!(“40

I (t)
N_.

UEM.“ : IQAfiAtGLL-)At+Lp)GMblsxót
I“) 116} la} (4.7)

Los valores de la mencionada relación para Ay B puros scn,reepectivamente:

PA; i ‘
(4.8)

” -ïeót
PB 2 12 (4.9)

Luego,también la propiedad definida comola misma satisface la 2.42.(En rea
lidad,esre resultado,que es comúna toda función suma de funciones comoVimos

al obtener la 2047,podriamoe haberlo deducido de esta última ecuación. Observe

mos que no os suficiente que 1a propiedad que piensa utilizarse satisfaga 1a

2.42 formalmente: los factores que designamos con PAy PB no deben contener a
z ni explícita ni implícitamente para que realmente podamosconsiderarlcs pra
'iedad de Ay de B. Tambiendebe excluirse que sean funciones de otra Variable,

comopor ej. el tiempo,en el problema que estamos tratando.

Para aplicar las ecuaciones de la sección 2.2,ee puede entender qm(0) y

Dn(0) ,de acuerdo con lo preoedente,como d log I(t} / dt para t-tln y t-tn
y P3 como -0,4343>\.B.0 bien,ee pueden entender aquéllas cano las fracciones de

lm e In a que se reducen estos valores de la actividad al transcurrir,a partir

de t-tm y t=tn el lapso fijadoZSt,paaando a los valores I(tm + ¿lt).I¿ e

I(1;n + At)=Ix'1. _l
0 sea: í

DM(o) z :L“ (4.10)
Nh

_‘ I

¿m
:DM (0) ; ———— (4.11)

ïïws

En este caso PB esta dada por la 4.9 y teniendo en cuenta que es un valor

particular de fB,lo simbolizaremoe con FB,ee decir:
-XóAt

Fe = El: '51 (4.12)

Análogancnte:



'ï tu ,, %¡\¿3€
A _‘_ ¿A 'k (4013)

Considerandoentonces comopropiedad I(t +uAt) l I(t),la 90.2.62 se trans

forme,heoiendo los reemplazos indicados por las ecoïá¿F,10,11 y 12,entfi'n
De donde,teniendo on cuenta las 4.5 V 6:

. { v !

1,), lMlM‘lmI/k
. (1.14)

14mm. - LM“ +413,(¿Wim-L ¿ya

Procediendo del mismo modo oon la 2.57: f

PA: Éfi3ñám"áémÁ/k72"?fl’n 2%an
que,por las dos y 6do fin laente:

€3\ - Í «(4:1 ¡4gh_"1:4‘6;hïIi As,»-14 6m ' (W

A partir de PAse puede calcular la constante de desintegración según le
4.13,con la limitación ‘ue imponeel exponencial en cuanto a que para valores

de PAcercanas a 1 su error se multiplica al transferiree a )\ o al período.
En efecto,ee puede demostrar que para un dado error relativo en P,e1 error en

‘).tiende a infinito -ol del periodo tambien-,en tanto P tiende a uno.

Se obtiene una simplificación de las eos. 4.14 y 15 haciendo coincidir

el eje de t con tm,ee decir,haoiondo tW-O. En tel ceso {Bm-1 y esas ecua
ciones ee transforman en

É) __ .Jü*h —L—v:-'-[n¡: .Z;»

«Lu!"474-5,ij "i' ECLTHÍ/fiqfhzk}
.. .45”; /&Ihu " JLL:

- ja1p« fís‘p " JCGx

N
J>\J

En el Departamento de Física de_la Universidad de La Plate se eneayeron

satisfactoriamente los resultados anteriores con datos experimentales. En parti
cular se hará referencia al análisis de una curva de desintegración corresponn

-151 132
diente a una mezcla de - y I ¡que se roalizs suponiendo desconocido el



'FW 4... >\I'\
;. ¡A L ‘X (4o13)

Considerando entonces cano propiedad I(t +uAt) X I(t),1n 90.2.62 ee trene

forme,haoiendo los reemplazos indicadas por 1a?_ecaï2¿?,lo,ll y 12,ent
:¡ 35’21

‘OIGILÍLL F] Fw LL F3; * B' wm('ïm‘.“]
De donde,teniondo on cuenta las 4.5 y 6:

_ ( _ ,í I -1"
E: wm!.va crm Lu (4.14)

. l ‘ l _14.¿am.. mafia; Mimi. ás...
Procediendo de] mismo nodo con la 2.67: f .

’ ¿2:5 1433 ¿i —- ¿És?

42; __ _I4“ nn JL‘_ /;ñhm ¿LA71Mfi'n 2,93% Jn
que,por las 4q5 y 63o fin leente:

í) - —[/h1 Íqgh, "1:« ¿atar
A " (4.15)JL," 55,, 44‘ ¿a "

A partir de Pl se puede calcular la constante de desintegración eegún leh
4.13,con la limitación jue imponeel exponencial en cuanto a que para valores

de P cercanas a 1 su error ee multiplica al transferiree a )\ o el período.
En efecto,se puede demostrar que para un dado error relativo en P,e1 error en

7Ktiende n infinito -61 del periodo tambiónp,en tanto P tiende a uno.

Se obtiene una simplificación de las eee. 4.14 y 15 haciendo coincidir

el eje de t con tm,ee decir,haoiendo tF-O. En te! ceso me- 1 y osea ecua
ciones se transforman en

._ -- ' e l

é) __ .LA»¡.l'v\ -'-[4H,.J{‘*

-ln: 'Ïjïhñífzut -f ¡3;(367h¡kob'ïlng

: in; /13h.“l»:
-Z?h/\/á3‘u " JCGs

En el Departamento de Fiaica de,la Universidad de La Plate se eneayaron

satisfactoriamente los resultados anteriores con datos experimentales. En parti
colar ee hará referencia el análisis de una curva de desintegración correspon»

I -131 132
diente a una 305013 de - y I ¡que se roaliz5 suponiendo desconocido el



HP???)

n

¡»‘ICGL

’ m3

J l A A J 4 4‘ 4 A \ A

Wo
7131-132

5 ¿l'any/po (hara
F15. 38. Análisis de la curva de desintegración de

último. La.tabla. siguiente du el detalle de cuatro deteminaciones.

tmL}??? tu In NJ b__
5.3” . ¿“‘9. 9*.¿"N 5 ,23 “"37 ¡“WL

H».4/90 2030 .w, ¡[1'09 Mr ¿{sq mmzz
21‘3210 ¡6 t/OÉYL995-1¿ffïqn Tsz?

’ 1‘”399°. NW W 990 ¿rr ' ¿IF/Íqvu
¿13:34 F I V M(osl—¿/7'VTO,92Ï

A partir del promedio de los valores de b obhnidos se trazo la. recta de

decaimiento del 1131 y por diferencia la del supuesto desconocido,oomo se ve

lo

en la F13. 38. E1 valor del período de desintegración,oalcu1ado sobre 1a bg

se del promedio de P resultó: 2,4311. El último dato comunicado para el p_e_
rindo del I132 9:3: 2,311.
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“níÍTF . .u .ï'n;;r czr;cfinríutíC'u ;¿ ;;ch:1¿u ¿e funciones estudiadas

:i ‘¿A es creciente y r.) 1 ,o decreciente y r ( 1 , resulta D(3) ) ?(z)

( excegto rara z z O y z a 1 , en que son iguales) . Luego Q(z)=D(xÏ-P(x)

tiene un náximo . La situación se invierte si P(z) es decreciente y r ( 1

o ieorac-ente y'Iz>l . Este an31131s se puede axtender a gm (x)=D (x)—D(x)' n m n

Ilegandose a ¡wo qm (x) tiene un máximo o minimo , siendo D(z) crecienten

segun sea r ) r o r < r , y a que Q(x) tiene un máximo o minimo siendo
L“. n m n

P(z) decreciente segun sea r ( r o r '7 r .
m n m n

Calcularemn; ahora en general el valor de x = IE para el cual se producen
Y r constantes siendo0308 Valc;ss estaoionarios de Q (r) , para rn n¡un 1

;(z) lineal.
¿demas de Is dada por la ecuación 2.56 , podemosescribir otra expresion

para D (v) (ver ec. 2.61 ) 4a,
D...(134? ‘96) A" +69

z»—Q+ ¡7+1
Ann

y una alfresian similar para Dn(x).
Resaando mubas z

Gmm(K): -
2L
¡LAa, ¡4L a’L

¿w +b+l¿aún
Cerívandc e igualmndo a cer? encnntrauos

1.: CL -A
E. ‘ ¿65;l4LA

Lue¿c ,el valor corresponde a X ( cantidad totnl de B en el sistema )

CL
/X(E' :Ï V/Ln/h.

Reemp1a22nt en (1),on0ñntramos que e1 valor estacionario Q3 (x) de Q (x)un A

EST - I -1

(z).-(lá-Íá}¿“iz J“
¡Álfin 1P “4;; í

(3){han
NI
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vÉW‘ï1L3ha; 'a cue se puede deducir lo dichñ interiormente con relacion

1. Condiciones en ¿ue el valor estacionario es un máximoo un mínimo

yor a3. Si 512) es creciente ( PA-rB ) (.0 . Si ademas rm'> rn,la expre
sion que multiplica a esa diferencia en 1a eo. anterior es negativa.Lue—

go iv ) 0 se trata de un miximo .

Sl valar 4- á para el cual tiene lugar QEn(1) a QEnn(x) es 1

z, X5 - "E:g' —'——_
a. Mi: A+ w274

Este valor es también,independientemente de que ska) sea o no lineal ,

e Tnawr de z para el cual se produce el cambio mayor en la composición

rn'erido L 161 Um(x)y Dn(x) entre sf.La independencia respecto de 1a
‘Unxade ;(¿) ee comprende sise tiene en cuenta que la expresion que fi

:ura entre torchetee en la (1), es 1a diferencia ¡Am- zÁn que da cuente

de lu ijGTGHC1a de composición después de actuar el p.a. según t p tm

según t a tn . Bea diferencia es igual a. u- ( 21"n -—¿I'm ) a zmll .

3a evidente entonces ( ver (1) )3%;nn(x) se produce para el IE o sE p.

ru los cuales A ¿es estacionario . Si no ea linealfignulmente corregH
-:nier¿ i LTo zn UL ¿1 ¿un estacionario , pero en general nu correspondeIe“

a ¿n vilcr Q (1)

¿¿enuice_ll .- Un¡roblena de calculo de grababilidades.

Para ilustrar el alcance de la aplicabilidad de la teoria desarrollada en

la secciñn ?.2 , resolveremoe el siguiente problema:

Se tienen dos urnas , cada una con bolillaa blancas y amarillas ; la segqg

dn,adema5,tienobolillae de otro color.Se extrae cierta fracción fs de og
lillas de 1a primera urna ( que incluye 1a fracción f de blancas ) no aiqgB

¿9,92 el sciento de esta e1treocián,homog5nea1a distribución de bolillae.
:e conace 1h probabilidad de sacar una bolilla blanca en la segunda urna

lu de sacar un par blanco o amarillo sacando soniis bolillas de cada

una ante: Ao la nancionada extraccich . Se conocen tambióh esta. probabilï
dades dczpuá" de ella

Se pide e; ’nución de los datos, la composicion de cada urna y 1a probaoi
lidad do sacar una bolilla blanca en lá segunda urns.

Antes de la extraccion de 1a fraccion fs , 1a probabilidad de sacar un par
lance o amarillo es z

í>=: ig] AÉZ‘+ ¿il ¿aL
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Ju sequncm urna , respect’urm'mnte 3' 111;“."¡jade n

pecto de las amarillas.

ComoPh y PA son iguales a la fracción deltohl (la 11.313.11.180:; 1-1 jr". 1
LI .‘b1 1

ra urna que corresponde a las blancas y a las amerillae,antes de la extreg

cion de la fracción fs , respectivamente , podemosescribir la anterior así
‘3

P=zm '32 42/“¿941

Estamos asf frente 3 una propiedad que ?qtisface la :¿2 . Adem¿s¡laextrqi

cian de la Fraccion fs , como eupusimoe que durante 1m extraccion las bo
liïlae no eataban Homogeneamentedletribuidas.actuó cono p.a.;entoncee pg
demos poner

D ; 26', En 4 ZA’I+042

Luego’se puede enfocar el problema seguía 1a teoría expuesta en la. seccm’n

_ P ‘13

¿a [A-ngjjb-fiz]

VA?: Fé #1
' fe. - F5

I .
Z311, no: d: la composicion de 11 brige'a urna , gue Hola contiene blancas yv.L

amarillos

2.2 , aplicando 1a 2.68 í

78] ;

y por la 2.59‘

Con P A ¿odemos calcular la compasiciwn de la segunda pueq P = z
A..Ï A2 y

‘32 = 2A“ y 1a probabilidad de sacar unn del tercer color es Pn a zH(- L 

Evidentemente z zT a l - ( s r z J.
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“oï:tw expuesto está destinado a resolver probïorua analíticos que pre_
:antnn 13- sistemas binarios uno de cuyos componentes ( i ) es desconocido

de nur difícil o imposible separaciSh,con los medios de que se dispone

actualmente; otro componente es B (conocido) , siendo ambosrecíprocamen
te interferentes.

Eh el caso de mayorgeneralidad ( a menos de la restricción consistente

en que B forme una pequeña parte del sistema dado S), 1a extrapolacion de

la, D(x) y 1(x) ,estudiadae en la seccion 2.1,parágrafo B_, nos permite

determinar,con las obvias limitaciones que imponela extrapolacióh de tng
ciones no lineales,1a composicion de S y las propiedades del componenteÁ.

fiaca ello se requiere informacion,proveniente,no solo del sistema S , si

no tambien de sistemas mas ricos en B,ta1es sistemas se preparan agregan

do a cierta cantidad del sistema dado cantidades variables de B.La info:
macián se procura mediante la alteracián de 1a composición de los sistemas

así obtenidos , la cual se lleva a oabo con procesos que no hacen practie

cable 7a separación de A y B . ‘
En el caso de que la alteración de la composición sea constante respecto

del agregado de B ( o sea z )es posible , en general , determinar la

composici5n aun cuando B no forme una pequeña parte de S . Mas generalmeg

te , ello es posible si es constante respecto de 1 una expresion formada

con diversos grados de enriquecimiento correspondientes a diferentes con

diciones en que se altera la composicion,a diferente valores de x .

Se pueden considerar los dos casos siguientes x a) Si la función que reprg
senta 1a propiedad que se considera para obtener los valores de D(x) es

lineal en los titulos de los componentes,de acuerdo con lo expuesto en la

secci5n 2.2,para conocer le composicióny el valor de la propiedad oo
rrespondiente a A puro,solo se requiere informacion del sistema S y B .

b) Si la función mencionadaes arbitraria ( seccion 2.3 ) con datos pros

¡enientes de los sistemas preparados comose indicó se calculan valores

de xurias funciones lineales cuya abecisa al origen determin¡.la compo
sicion de] sistema dado .

En principio se pueden plantear tres cuestiones a

l) Consiste en‘gzber si el componente conocido forma una pequeña parte

de] sietema,en relacion con lo requerido por lo-expuesto en la sección
9.1



‘\¿71Zansiste en crïuo saber .¿ue,s:iondo ’. r10:conn::id«rae Lusepsra‘jlefis el

¿nico componente ademas del conocido,pue3toda la teoría se desarroló p3p

ra ser aplicada a sistemas binarios.

3)30nsiste en cómosaber que el grado de enriquecimiento es constante ,

puera de los casos en que ello pueda aceptarse a priori ( por ej.,e1 re
ferente al sistema formado por dos radiagtopos independientes o 1a dis

tribucion en un par de liluidoe no miscibles a baja concentracionletc.)
Para responder a los interrogantes precedentes , el caminoe seguir es

el «imuiente : ,

ti las D(x) y Q(1) referentes a una o mas propiedades para diferentes con
diciones en quese realiza 1a alteración de la oompozición,ee extrapolan

y concurren , las D(x) hasta igualarse y las Q(x) hasta anularse,todae,

en una abscisa común,en general podemos concluir que z

1° .— El sistema tiene dos componentes.

2° .- El sistema dado es efectivamente pobre en B ( Ja abscisa mencionada

nos da 1a cantidad de B en el misnm )

Unavez confirmadoel carácter binario,se puede estudiar,sise considera

necesario,la constancia del grado de enriquecimiento o de las fraccio

nen fA y f2 le las cantidades de Ay B que se recuperan despues de 1a al
teracion de la composición.

Si 1a abscisa no es oomfin,ello puede deberse a 1a presencia de otros co!
ponentes o a que B no forme una pequeña parte de S , o a ambas causas a

la vez.€sta cuestióh se aclarará con ayuda de las funciones 90(x) (ver

parágrafo 2_de la seccion 2.3 ) .
La linealidad de 8/7(x) nos da , en principio , un indicio de 1a constan.
cia del ¿rado de enriquecimiento.Solo un indicio porque por ej.tratandoee

¡eunn, y9(z) aislada podría trata“ e de un oaso singfllar en que en elzq5
tervalu de z considerado 1a funcidn pueda ser-o pueda considerarse—li

neal,sin serlo para todo x.Por tal razon,eerá conueniente hacer mas de
un ensayo para verificar janetancia del grado de enriluecimiento,o como

se dijo antes,para mayor generalidad,de una expresión formadapor dife

rentes grados de enriquecimientogtaxnbien es posible er algun! controlar 3
sa constancia según lo expuesto en 1a seccion 2.4.

Wi tenemos un grupo de ‘10(1) que se Dresentan como linealee,e110 será
weïai de que se puede determinar la composición por extrapolacion de

Ïl' mifluds Hasta 30 (x)a0.La concurrencia a un puntcúnico confirmará que

se está nn 113 condiciones requeridas para considerar correcto sl re
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:ultado.

ïuada aun en pie la cuestion referente al caso en ;uo oxtrapolando las

D(x) y Qfix) no se obtiene'nna absoisc comun,en cuaL.o a si ello se debe

a que B no forma una pe¿ueía parte de S o bien a la presencia de uno o

más component63,ad0m¿8 de A y B - Pues bientee puede demostrar,oomo se

detallarí en un trabajo pOSterior,que en las condiciones en Luc “'(I)

es lineal en presencia de dos componenten,no lo ee en presencia de un te!
cero,3i 13 función que representa la propiedad a que estan referidas las
D(x) no-es lineal en el título de los componentes.

Si 13 mencionadafuncion es lineal en los títulos puede darse que 30(x)

¿qalineal en x,aun en presencia do mas do dos componentes,si ee cumplen

ciertas condiciones.3n este caso ¡la abeciea al origen no da la composi
cion.L3 presencia de un tercer componentesería aquí advertida porque,en

todo caso,1a absciea al origen no sería comunpara todas las 99(x) .
ñ: GÏntesiazen las condiciones especificadas en cada caso,conociendo uno

solo de los componentes de un sieteme,ee en genral posible determinar si

la; ademásuno o más componentee.Si el sistema resulta binario,ee posible

¿eterminar la composición y las propiedades del componente desconocido

que sean funciones lineales de los títulos y afin las no lineales ( ei el

título del conocido es suficientemente bajo y

VÜindÓhxy yrnbia as de separicion de componentes de sistemas,e1 analisis

“a ,iade resolver a Veco. con el método de dilucián isotópioaeoweque so

lo requiere la aisluciíh del componenteque ee desea determinar en una

?0¿ueña fraccion de la cantidad presente ori¿inalmente,requiriendoae el

conocimiento de ese compon.nte.Si el sisteua es binario aunque se deecg

ronca cze componento,conociehdose el otro se puede aplicar el método a

_uÏ gvopuesto sin necesidad de eeaeielaoion.EB suficiente una recupere
-Lo: parcial de los sistemas compuestos por mcbos.
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