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Una parte considerable del tratado "Theory and Applicati-ns
of Distance Geometry" (Oxford, 1953) de L. M., Blumenthal, esté
dedicada a la consideracibn del siguiente problema genérico

Pr~blema I : "Dado un espacio métrico "modelo" M, fijar condicio-

nes en la métrica de un espacio B que permitan asecurar 1la existen

cia de una isometrfia P : E——3=M ",

Un caso particular, pero impostante, de este problema es :

Problema II : "Idem que en Problema I, pero pidiendms que la apli-
cacibn f sea suryectiva".

Los casos concretos mlds importantes de estos problemas se
presentan cuando el modelo M es el espacio euclideano n-dimensio-
nal E® o el esvacio de Hilbert H, y el espacio a estudiar es (mé-
tricamente) convexo. En estos casos, el libro de Blumenthal re-
suelve exhaustivamente el problema II. En cambio en el prnblema I,
que como el mismo Blumenthal 1o destaca en la pAgina 91 del citad»
libro es mds general y diffcil que el II, solo obtiene soluciones
parciales y poco satisfactorias.

El propbsito central de esta tesis es dar solucibdn completa
al problema I en los casos concretos antes mencionados. Un segun-—
propbsito, de tipo metodolbgico, es desarrollar una tem~rfa de sub-
conjuntos convexns de un espacio métrico, de eficacia andloga a
la de la convexidad lineal.

El primer capitulo consiste en una resefia de losantecedentes
histbricos del problema central y las soluciones paréiales aue
recibib.

En el sequndo capitulo discutimos las interrelaciones de di-
versas definiciones de convexidad de espacios métricos, e introdu-—
cimos una definicibn de subconjunto convexo de un espacio métrico,

que conserva la mis importante caracteristica de la convexidad 1li-

neal, su interseccionalidad.




Es to nos permite desarrollar en el siguiente cavitulo una
teoria de clopsula convexa andloga a la del caso lineal, Inciden-
talmente caracterizamos los espacio métricos cuyas bolas son cOne
vexas mediante la propiedad de que el dilmetro de un conjunto ar-
bitrario coincide con el de su cépsula convexas.

E1l cuarto capitulo es una discusibn detallada de 1la "propie-
dad euclideana débil de cuatro puntos" de Blumenthal, asi coma
de otras propiedades m&s deébiles que ésta, pero que, en los ca-
sos significativos coinciden con ella,

BEn los capftulos quinto y sexto se desarrollan las herramien
tas bé&sicas para atacar 1los problemas fundamentales. Se estudian
aqui los conceptos de "clpsula afin"(andlogo al de variedad linea
generada), "espacio de tipo n" (andlogo al de dimensibn hlgebraica
wimplex", etc.

El concepto de "punto internal" es introducido en el capitu-
lo séptimo. La importancia de esta nocibn reside en que una de 1>
diferencias metodolbgicas entre este trabajo y los de Blumenthal
consiste en que dicho autor exige al espacio en estudio la "con-
vexidad externa", dque en nuestra terminologfa equivale a pedir
que todo punto sea internal, restringiéndose a priori al proble-
ma II. Los resultados centramles de este capitulo son:(a) Equiva-
lencia entre "tipo n" y "dimensibn topolbdgica n" (seglin Menger-
Urysohn); (b) Versibn métrica del famoso teorema de Riesz sobre
caracterizacidn de espacios normados finito-dimensionales, por
la compacidad local.

En el capitulo octavo obtenemos nuestro primer terrema fun-—
damental que responde al problema I cuando el modelo M es iEn. El
procedimiento es el siguiente :

(i) Definimos la nocibn de "funcional afin", andlogo al de fun-
cional lineal en un espacio vectorial.

(ii)Bajr ciertas condiciones, una determinada familia de funcio-




nales afines, dotada de las ~peraciones puntuales, esuun espa
cio vectorial de dimensibn n. .
(iii)E1l dual algebraico del espacio considerado en (iii), prrvist
de una métrica conveniente, es congruente con E" .
(iv)Procediendo como en el Andlisis Funcional (inyeccién en el
doble dual) podemos construir una isometria del espacio Ari-—
ginal en el espacio métrico mencionado en (iii),
El resto de este capf{tulo consiste en varios corolaric- y refina-
mientos del teorema fundamental.

En el capitulo noveno investigamos e#i concepto de "subespa-
cio de deficiencia 1" andlogo al de hiperplano de un espaci~ vec-
torial, y sus conexiones con las funcionales afines y los "planos
de Leibniz",

En el capitulo décimo estudiamos (en tres diferntes instan-
cias) la posibilidad de extender a todo el esnacio una isometria
definida en un subconjunto., Utilizamos luego estos lemas para Ob=
tener una nueva demostracibdn del teorema del capitulo VIII, y un
segundo teorema fundamental en que fiiamos condiciones para que
el espacio dado sea isométrico a un subconjunto de H.

Finalmente, en el Gltimo capitulo introducimns la nocibun de
"espacio perfectametite estrelladol que generaliza ampliamente a
la de espacio convexo, y extendemos a tales espacios los resulta-
dos de los capftulos VIII y X.

El método es predominantemente geométrico, y las principales
herramientas son la propiedad de Blumenthal y la teorfa de con-

vexidad.

At
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I - INTRODUCCION.-

La Geometria de FEspacios Métricos (o Ceometria de la Distancia
en la terminologia de L.M.Blumenthal) estudia aquellas propiedades
vy caracteristicas de un espacio métrico que pueden expresarse en
funcidén de la métrica, o bien, en el lenguaje del Programa de Klein,
es el estudio de las caracteristicas que permanecen invariantes ba

jo el grupo de las isometrias.

Curiosamente, los primeros resultados en esta disciplina fue-
ron publicados por J. ‘le Tilly en 1892 :l?. es decir, més de dos dé
cadas antes de que M.Fréchet en su famosa tésis de 1905 definiera
rigurosamente las "clases (E)" posteriormente denominadas "espacios
métricos" por Hausdorff.

Otro antecedente histérico interesante lo constituyen dos tra-
bajos de la escuela italiana de Peano (G.Peano 2!, M.Pieri :3: )
donde se axiomatiza la geometria euclideana utilizando como concep
tos bdsicos ideas netamente métricas. En la memoria de Pieri,por
ejemplo, se axiomatiza una relacibédn de equivalencia acf b cuyo
significado intuitivo es "a y b equidistan de c",

Sin embargo, en estas axiomatizaciones se utilizan postulados

no métricos (por ejemplo, el axioma de continuidad de Dedekind).

En la misma linea de pensamiento, B.Kagan [41 yconsidera un
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conjunto M de elementos y una"distancia", es decir, una funcién 4
que a cada par de puntos de M asocia un numero real no negativo.
Considera también un grupo de transformaciones de M que dejan in-
variante la distancia. Los conceptos "entre" (x estid entre a y b
si d(a,x) + d(x,b) = d(a,b)), "triple lineal”, "recta" y"plano"
son definidos métricamente y se enuncian siete postulados que res-
tringen estos conceptos y sirven como base axiomatica a la geome-
tria euclideana tridimensional. Este antecedente es particularmen-
te importante en relacién con el presente trabajo, ya que el pri-
mer postulado de Kagan constituye una definicién buena (aunque muy
restrictiva) de convexidad de espacios métricos, y una versidn ge-
neralizada del postulado V es uno de los lemas basicos en nues
tro desarrollo de la teoria de convexidad en espacios métricos, co

mo veremos en el paragrafo 4.

La nocién de "estar un punto entre otros dos" ("betweenness"
en inglés), que ya estd implicitamente contenida en los axiomas de
orden del "Grundlagen" de Hilbert, es axiomatizada por Pasch en
1882 y estudiada in extenso por Huntington y Kline (1917;1924).
Zste concepto constituye un punto de contacto entre la Geometria

de la Distancia y la teoria de conjuntos ordenados.

Paralelamente a estas investigaciones, la nocidr de subcon-
jurnto convexo de un espacio vectorial es introducida en forma casi
simultanea por Minkowski (1910) v Carathecdory (1911). Este concep
to,basado en la definicién de segmento lineal, es aparentemente in
dererdiente de 1la métrica del espacio. Sin embargo existe una cla-
ra corexidén intuitiva entre la idea de "segmento lineal" y la de
"conjunto de puntos que estdn entre dos puntos fijos"; mas aun, es
posible demostrar que ambos conceptos coinciden en todos los espa-
cios vectoriales métricos que pertenecen a una extensa familia (es
pacios de Banach estrictamente convexos) que contiene como casos

sarticulares a los espacios euclideanos y de Hilbert,
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En el segundo cuarto de siglo aparece el importante trabajo
de Karl Menger, publicado en cuatro partes, las tres primeras en
1928 [5] y la cuarta en 1930 [6] . Esta extensa memoria puede con-
siderarse como el origen de la investigacién sistemidtica de 1la
Geometria de Espacios métricos. Es sugestivo que la "Erste
Untersuchung" se subtitula "Theorie der Konvexitat".

Es en este trabajo donde se define vor primera vez en for-
ma explicita, la convexidad en espacios métricos.

Menger plantea aqui dos problemas basicos de la Geometria de
Espacios Métricos donde la convexidad juega un rol central: (1) El
"Konvexifizierungsproblem"”; (2) el problema de inmersidén isométri-
ca en espacios euclideanos. El primer problema consiste en fijar
condiciones topolégicas necesarias y suficientes para que un espa-
cio sea homeomorfo a un espacio métrico convexo. En el segundo se
trata de determinar condiciones métricas que aseguren la existen-
cia de una isometria entre un espacio métrico convexo dado y un es
pacio euclideano.

Menger expuso estos problemas en un seminario que condujo en
el Rice Institute (Texas, U.S.A.) durante el afio lectivo 1930-31.

Una primera solucién al problema (2) fue dada por W.A.Wilson
en dos trabajos publicados en 1932 f?j y 1935 [8] , donde introdu-

ce como condiciébn bAsica la "propiedad euclideana de cuatro puntos?

L.M.Blumenthal, discipulo de Menger, publica en 1938 un vo-
lumen de la serie "University of Missouri Studies" [ﬂ . Este tra-
bajo es un extenso "survey" de la Geometria de la Distancia y con-
tiene, entre ntras cosas, una detallada exposicidén de la solucidn
de Wilson al problema (2) y soluciones parciales al problema (1)

de convexificacién.

Cabe acotar que el "Konvexifizierungsproblem" Ffué resuelto
en forma completa en 1949 por B.H.Bing ild] . Esto permitidé la crea

ciébn de una nueva fuente de elegantes problemas: descrivpcibn de
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propiedades topolbégicas de un espacio mediante las métricas convexas

que admite.

Blumenthal y sus discipulos de la Universidad de Missouri han
producido hasta la fecha mas de medio centenar de memorias sobre el
tema, culminando con el libro flﬂ que se ha constituido en la o-
bra clasica de consulta en el tema. En este tratado Blumenthal dis-
tingue dos casos diferentes del problema de inmersién en " :

a) el "problema del espacio"™ en que se requiere que la aplicacién
del espacio métrico E en E” sea una biyeccién, es decir, que E sea
congruente con todo En; y b) el "problema del subconjunto" donde no
se impone ese requerimiento. En la pagina 91 dice textualmente "It
is clear that the subset problem is more general than the space
problem-indeed, it contains the space problem as a special case. It
should also be remarked that a complete solution of the space pro-
blem may contribute little towards a solution of the subset problem,
since in characterizing a space one frequently imposes from the
outset certain obvious necessary conditions which are extraneous to
the imbedding problem. On the other hand,if one has obtained ne-
cessary and sufficient conditions for congruent imbedding in a given
space of an arbitrary member of a class of spaces, the characteriza-
tion of the given space with respect to that class is reduced to
characterizing the space among its subsets".

En este parrafo "problema de caracterizaciédn" es sindnimo de
"problema del espacio" ya que fijar condiciones para que un espacio
métrico sea congruente con E" equivale a caracterizar métricamente
(es decir, por propiedades de la distancia) a €" entre todos los
espacios métricos. Blumenthal dedica los capitulos IV y V de su 1i-
bro, a obtener una solucibén del problema del espacio con condicio-
nes considerablemente mas débiles que las de Wilson, y a extender
este resultado al espacio de Hilbert. Su principal progreso sobre
las condiciones de Wilson consiste basicamente en sustituir la "pro

piedad euclidesana de cuatro puntos" por una condicién mas débil que
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é1 denomina "propiedad euclideana débil de cuatro puntos" que res-
tringe la posicibén de 4-uplas "planas".

En el presente trabajo utilizamos esta misma condicién con el
nombre de "propiedad de Blumenthal",.

Posteriormente, Blumenthal [lﬂ y Day [li] consiguieron reempla
zar la propiedad de Blumenthal por propiedades del mismo tipo pero
cada vez mas débiles que denominaron "feéble euclidean four point
property" y "queasy euclidean four point property" respectivamente.

En el capitulo IV hacemos una discusién de esta propiedades.

Estos aportes constituyen una solucidén razonablemente satisfac-
toria del "problema del espacio" o "problema de caracterizacién”,
pero permiten obtener solamente resultados parciales e incompletos

en el'"problema del subconjunto" o "problema de inmersién isométrica™.

El propbsito principal del presente trabajo es resolver comple-
tamente el "problema del subconjunto" cuando el espacio métrico es

convexo.

El procedimiento se basa en una definicién de subconjunto con-
vexo de un espacio métrico, mas fuerte que la de Menger, pero que
permite desarrollar una teoria de convexidad anélbga a la de 1la
convexidad lineal, y que a su vez permite introducir en el espacio
métrico considerado una estructura seudolineal mediante la cual se
puede reproducir muchos de los procedimientos de la geometria vec-
torial. Este método difiere radicalmente del utilizado por Wilson

y Blumenthal.

El primer resultado fundamental (teorema de inmersibén isométri

. Lo n . . .

ca de un espacio métrico convexo en E ) se obtiene mediante la apli
cacién de un procedimiento andlogo a un recurso basico del Analisis

Funcional, la inmersién de un espacio vectorial en su doble dual.

Obtener asi mismo una versibé4n métrica del teorema de Riesz de
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caracterizacién de espacio, normados de dimensibén finita, mediante
el cual podemos sustituir en el Teorema Fundamental la condicifn de
dimensién finita por una condicién topolégica (compacidad local).
Como predijera Blumenthal en el parrafo transcripto mas arriba,
de nuestro Teorema Fundamental se deduce muy facilmente el Teorema

. . U n .
de caracterizacibén métrica de E del mismo Blumenthal.

Sustituyendo la condicidn de M-convexidad por otra ligeramente
mas restrictiva (convexidad densa) podemos prescindir de la condi-
cién de completitud del espacio, que era esencial en el tratamien-

to de Wilson y en el de Blumenthal.

E1 procedimiento utilizado para obtener el primer teorema fun-
damental, mediante la aplicacién del espacio de las Ffuncionales afi
nes, no se adapta bien al tratamiento del caso de dimensién infini-
ta. Para salvar esta dificultad definimos el concepto de "subespacio
de deficiencia " andlogo a la nocién de hiperplano de un espacio vec
torial. Este concepto estd estrechamente relacionado (aunque no es
equivalente) a las nociones de "planos de Leibniz" (cbnjunto de pun
tos equidistante de dos puntos dados) y de conjuntos de nivel de u-
na funcional afin. Estas relaciones son estudiadas detenidamente
en el Capitulo IX.

En el siguiente Caoitulo se prueba un lema que pggTite extender
una isometria de un subespacio de deficiencia I en E ,2 una isore-
tria de todo el espacio en En. Utilizando este lema obtenemos una

nueva demostracién del Teorema de inmersibdn en En, asi como un se-
gundo Teorema Funadamental que fija condiciones sobre un espacio
métrico convexo para que se pueda sumergir isométricamente en un

espacio de Hilbert separable.

En el capitulo XI extendemos el segundo teorema fundamental a
espacios "perfectamente estrellados". Este concepto es considera-

blemerte mas débil que la convexidad.




El\métoddnes:pred
. rramientas son la teoria de Convexidad y.lavrprbpiedad eucl

"

¢ débil de cuatro puntos® de Blumenthal

- s s . o 0 P
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II - CONVEXIDAD EN ESPACIOS METRICOS.
DIVERSAS DEFINICIONES.-

Como ya indicaramos, la nocién de convexidad en espacios métri
cos es de importancia bdsica en este trabajo. En el presente capitu
lo compararemos las distintas definiciones de espacio métrico con-
vexo y de subconjunto convexo de un espacio métrico que han sido for

muladas hasta el presente.

En adelante, (E;d) serid un espacio métrico; sus puntos se repre
sentaran con letras minusculas y sus subconjuntos con mayusculas ©
con la notacién habitual de llaves; la distancia entre a y b se no-
tara d(a,b).

Recordemos que un espacio métrico es un par (E,d)
constituido por un conjunto E y una funcién

d:EXE — R" con las siguientes propiedades:

(i) d(a,b) = 0 &= a=b

(ii) d(a,b) = d(b,a)

(iii) d(a,b) + d(b,c) = d(a,c)

Diremos que y estd entre x y z , O equivalentemente, que y es

un interpunto del par {x;z} , si d(x,y) + d(y,z) = 4(x,z)
(Notacién: x y z).
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Llamaremos banda entre a y b al conjunto de los interpuntos

del par fa;b! (Notacién: B(a,b) = {x€E : axb]} ).
L J

Llamaremos banda cerrada entre a y b al conjunto
B(a,b) = B(a,b) U {aj U (b} .

Diremos que la banda B(a,b) es densa si el conjunto
{d(a,x) / d(a,b) : xe€ B(a.b)} es denso en (0;1).

Diremos que B(a,b) es completa si tal conjunto coincide con
(0;1).-

(Kagan): Diremos que (E,d) es K-convexo si para todo par

{X:yJC: E , B(x,y) es completa.

(Menger): Diremos que (E,d) es M-convexo si para todo par
xivjJe B, Blx,y) £ 8 .

(Aronszajn): Diremos que (E,d) es A-convexo si para todo par
{x;y}c E ,¥A48>0, ¥4 50, 4 +_/3>d(x.y)
Jz €E tal que d(x,z)<x , d(z,y)<f

(Convexidad densa): Diremos que (E,d) es densamente convexo si para

todo par [x;yj<: E , B(x,y) es densa.

Hemos enunciado estas definiciones por orden cronolégico de
formulacién. La primera (aunque en forma implicita, como postula-
do) data de 1902 [4] . La segunda aparecid en 1928 en [SJ . La
tercera en 1930 en [14] . La cuarta definicién (convexidad densa)
aparentemente fué enunciada por primera vez en 1966 [lﬂ por el

autor de esta tesis.

Proposicibén II.1 :
(E,d) es K-convexo =—=> (E,d) es densamente
convexo ——> (E,d) es M-convexo.

Trivial.
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Proposiciébn II.2 :

(E,d) es densamente convexo ——> (E,d) es
A-convexo.
Sean a,be E ,d(a,b)= § 30,450,850, X+B>5
Luego, por la convexidad densa, 3 X € B(a,b) tal que
o >d(a,x)>& -3 . Luego d(x,b)=d(a,b)-d(a,x) < /> q.e.d.

Proposicién II.3 : (Menger)

Si (E,d) es M-convexo y completo, entonces

(E,d) es K—convexo.
Omitimos la demostracién de este resultado clasico por ser muy ex-—
tensa. La demostracién original aparece en fs] pag.85 y sgtes.
Una demostracibén mas simple, pero igualmente extensa, debida a

Aronszajn fué publicada en [iﬂ pag.4l1 y sgtes.

Proposicién I1.4 :

Si (E,d) es A-convexo y compacto, entonces es

K-convexo.
Sean a,be E , d(a,b) =& >o >0 . Por la A-convexidad,
¥neN J x, € E tal que d(a,xn)<a( + }_.}d(xn,b)< -+ 1

n n

Por la compacidad de E, la sucesién {xn} tieme un punto de acumu-
laciébn x que es claramente un interpunto del par {a;b} con
d(a,x)

o , d(x,b) =& -d . Como a, b y o eran arbitrarios,

(E,d) es K-convexo., - q.e.qd.

Corolario II.5

Si (E,d) es compacto, las cuatro nociones de
convexidad son equivalentes.
Recordando que la compacidad implica completitud, el resultado es

inmediato a partir de II.1 , II.2 , II.3 y II.4 .-
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Damos a continuacién tres contraejemplos que demuestran que
los resultados previos son inmejorables,

Ejemplo II1.6

(E,d) densamente convexo y no K-convexo.
Sea E = Q el conjunto de los numeros racionales con la métrica
habitual d . Es claro que (E,d) es densamente convexo, pero entre

los puntos O y 1 no existe ningin interpunto que diste 12 de O,

luego no es K-convexo. 2
Ejemplo 11,7
(E,d) M-convexo y no A-convemo.
Sea E = {r €ER : 0 r< 1}'U {2] con. la métrica habitual de 1la

recta real. (E,d) es claramente M-convexo. Pero si &4 = 5/3, 3= 2/3,
d(0,2)<a +/5 y sin embargo no existe x€ E tal que d(0,x)<% , y

d(x,2)< » , luego (E,d) no es A-convexo.

Ejemplo II.8

(E,d) A-convexo y completo y no M-convexo.
En R° sea a =(1,0), b = (-1,0) , c, = (0,1/n), ne N , y sea B
la unidén de 10s segmentos cerrados de extremos {a;cn} y {cn;bj
Finalmente sea E = B+ Definimos d(x,y) como el infimo de las
longitudes de caminos (en E) que unen x con y. Es facil verificar
que (E,d) es Avconvexé y completo pero no es M-convexo ya que el

par la;b} no tiene interpuntos.
El siguiente grafico resume los resultados previos

K

A/D\M
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Nos interesa ahora definir el concepto de subconjunto convexo
de un espacio métrico. Es claro que cada uno de los cuatro concep-
tos anteriores induce una definicién de subconjunto convexo, si se
pide que el subconjunto dado, con la métrica restringida, sea K-,
M-, A-, 0 densamente convexo.

Concretamente, sea M un subconjunto del espacio métrico (E,d).

Diremos que M es X-convexo (respectivamente: densamente Zonvexo;

M-convexo) si para todo par {a;ch: M, la banda relativa
B(a,b) 1 M es completa (respectivamente: densa, no vacia). Diremos
que M es A-convexo si ¥ {a:b]CM , d(a,b) =5 >0, ¥a >0, ¥3 >0,
at+ps s existe x& M tal que d(a,x)< o , d(x,b)</d .

Lamentablemente, ninguna de estas definiciones sirve a nues-
tro propbésito fundamental : construir en espacios métricos una
teoria andloga a la de la convexidad lineal. La causa de esta falla
reside en que, en general, la familia de subconjuntos convexos
obtenida por cualquiera de las definiciones precedentes no es in-

terseccional, como se ve en el siguiente contraejemplo.

Ejemplo II.8

(E,d) K-convexo y compacto, M y N subconjuntos K-con-
vexos de E, tales que M/IN no es K-convexo.
Sea E una circunferencia del plano 'R2 y d(x,y) la longitud del
menor arco que une X e y. Entonces (E,d) es un espacio métrico com-
pacto y claramente K-comvexo. Sean [a;a'} y &b:b'} dos pares
de puntos diemetralmente opuestos, y sea M la semicircur.ferencia
de extremos {a;a'] que contiene b, y N aquella due contiene b’'.
Entonces M y N son K-convexos y M N = 1a;a'1 no es K-convexo.

Es claro que tampoco es A-convexo O M-convexo.

Este inconveniente impide dar una definicién satisfactoria

de capsula convexa de un conjunto arbitrario. Blumenthal intenta
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hacerlo ( [11] - Teorema 19.1, pdgina 52) para la M-convexidad, pero
so0lo puede asegqurar la existencia de capsula convexa cuando el es-
pacio total es M-convexo y compacto (luego K-convexo). Nada puede
afirmar acerca de la unicidad de la-cdpsula. En efecto, en el e-
jemplo I1.8, si llamamos P = MfIN, tanto M como N pueden conside-
rarse capsulas K-convexas de P, es decir conjuntos K-convexos mi-

nimales que contienen a P,

Para obviar esta dificultad daremos una nueva definicibén de
convexidad de subconjuntos que, por ser la Unica que utilizaremos

en este trabajo, llamaremos convexidad a secas.

Diremos que el subconjunto M del espacio métrico (E,d) es

convexo si para todo par {x;yl < M es MD B(x,y) £ 4 .

Observemos que si (E,d) es M-convexo, un subconjunto P seré
convexo sii para todo par {x;y]c: M vale B{(x,y) C M, Nbtese el
paralelismo con la definicién de convexidad lineal. Este concepto

aplicado al espacio total coincide con la M-convexidad.

Proposicién II. 9

Sea }M‘__ una familia de subconjuntos con-
AMael

vexos. Entonces M = £:k MA es convexo.

Sea {x;y}C M,entonces ¥A¢L ‘lx;y]c_ M , y por la convexidad
de M, , M, 2 B(x,y) # # , luego B(X,y) esté contenida en la inter-

seccién de todos los M, ,q.e.d.

Esta proposicién basica es la que nos permite desarrollar en

el prdximg capitulo una satisfactoria teoria de capsula convexa.



-17 -

IIT - CAPSULA CONVEXA.-

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo. Sea
Mc E, y K (M) ={Lc E : L es convexo y Lo>M). Por I1.9 1la
familia ;K(M) es interseccional, es decir la interseccién de los
elementos de una subfamilia de X(M) pertenece a KX(M). Llamaremos

clpsula convexa de M a la interseccién de los elementos de la fa-

milia X (M). Por lo que hemos dicho, es claro que la cdpsula conve-
xa de M es un conjunto convexo, que contiene a M y que es minimal

regecto a la relacién de inclusibn.

Veamos una definicién constructiva de la cépsula convexa que
ayuda a comprender la estructura de este concepto basico, y que nos

serd muy util en el desarrollo posterior de la teoria.

me
AN

Definimos B(M,N) = \jhfﬂm,n) ; C(A) = B(A,A)

Definimos Cn(A) inductivamente mediante
(i) c%(a) = a
(i1) ¢*(a) = c(c(a)) o
Finalmente 1llamemos K(A) = U Cn(A)

m=0

Veremos a continuacién las propiedades basicas de este conjunto.
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Proposicién III.1 :

(i) AD> B=>k(A)> X(B).

(ii) K(A) D A.

(iii)K(A) es convexo.

(iv) A es convexo «—> K(A) = A,

(v) M es convexo y M D A —>M D K(A).

(vi) K(A) es la cépsula convexa de A,
(i) Observando que A D> B=>C(A) D C(B) resulta claramente.
(ii) Trivial.
(iii) sea {a;b}c: K(A), entonces ae dk(A) y be Cj(A). Sea
n = sup ik:j} , entonces B(a,b)C Cn+l(A)<: K(A) , q.e.d.

(iv) Si A es convexo, A = C(A) = C2(A) = vo. = CP(A) = ... = K(A).

La reciproca es inmediata por (iii).

(v) Por (i) X(A) c K(M) = M ya que M es convexo.

(vi) Sea A' la capsula convexa de A. Entonces, como hemos visto,
A' es convexo y A' D A, luego, por (v) vale A' » K(A). Por otra
parte, por (ii) y (iii) k(A)e X(A), luego K(A) > A' , es decir
que A' = K(A) q.e.d.

En adelante denotaremos con K(A) a la capsula convexa del

conjunto A.

Llamaremos bola de centro X, ¥ radic r al conjunto

= ! : <
Uxo.r = | X€E: d(x,xo) < r}

El didmetro del conjunto A serd el numero no negativo (e-
ventualmente infinito)

diam A = sup [d(x,y) : {x;y}x:A}

Teoremalll,.?2

Si (E,d) es completo los siguientes enunciados son
equivalentes;
(i) ¥ Ac E , diam A = diam K(A).

(ii) ¥ xe E, ¥ r> 90, es Ux , convexa.
’
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(i)=> (ii) : Supongamos que existe xogE, r>0 tales que la

bola U = Uxo.r no es convexa. Esto equivale a afirmar que existe
teC(U) y t ¢ U. Sean entonces a y b en U tales que te B(a,b).
_Por un corolario de II.3 (ver, por ejemplo, [11] , pagina 41, teo-
remA 14.1) existe S C B(a,b) tal que te S y S es isométrico a un
segmento lineal de longitud d(a,b)..Por lo dicho antes vale

d(xo,t) =r'>1ry d(xo.a) = r" & r. Ademids la funcidén f(x) =

d(x,xo) es continua, luego toma en S todos los valoras entre r!
y r", Entonces existen tres puntos x, ¥y, 2 en S tales que

I.- xyz

II.- d(x,xo) = d(z,xo) = p < d(y.xo)

I111.- d(x,z) < p

Consideremos entonces el conjunto A = ix;z;xox « Es claro que
diam A = p y como y€ K(A) sera

diam K(A) 2 d(xo,y) > p = diam A , ge.e.d.

(ii)== (i) : Sea A un conjunto arbitrario, x € A y diam A = r,

Para todo y € A , d(x,y) £ r, luego A< Ux r pero entcnces, por

I11.1 (v), XK(A)c U ya que U es convexo. Seam ahora, z y
X,r X,T

t puntos de K (A) . Entonces, por lo visto, ¥ x€ A, zeU lo

x,r’

que equivale a decir que ¥ x€A, xEUZ r’ 0 lo que es lo mismo,

que A C Uz o Razonando como antes, K(A)C UZ - 1o que im-

plica que d(z,t) <« r. Pero como z y t eran puntos arbitrarios

de X(A), diam X(A) =.r, q.e.d.
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IV - LA PROPIEDAD DE BLUMENTHAL.-

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo. Lla-
maremos triple (respectivamente : n-upla) a un conjunto formado
por exactamente tres (respectivamente : n) puntos distintos. Un
triple es lineal si uno de sus puntos estd entre los otros dos,
Una 4-upla (respectivamente : S-upla) es plana si por lo menos
uno (respectivamente : dos) de sus triples es lineal (respecti-

vamente : son lineales).

Sean (E,d) y (F,d') espacios métricos, M & E. Diremos que M

se puede sumergir isométricamente en F (Notacidbn : M ® F) si

existe una aplicacién f : M—>F tal que para todo par {a;b}c: M
d(a,b) = d'(£f(a),Ff(b)). Tal aplicacibn es una isometria. De 1la
definicién resulta que f es inyectiva. Si ademas es biyectiva,

es inmediato que E-l también es una isometria. Entonces diremos

que M y F son congruentes (Notacibén : M~ F). f es una congruencia.

. n . .
En adelante designaremos con R al espacio vectorial real
. . n . . s .
n-dimensional y con E al mismo espacio con la métrica euclide-

ana.

(E,d) goza de la propiedad de los dos triples (Notaciédn

(E,d) es "2-3") si para toda 4-upla que tiene dos de sus triples
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lineales, los otros dos triples también 1o son.
(E,d) es un espacio de Blumenthal si para cada 4-upla plana

OdeEvaleQ@]Ez.

La propiedad que acabamos de definir puede inter-
pretarse como una ligera generalizacibén de la de-
sigualdad triangular. En efecto, la desigualdad
triangular se puede expresar pidiendo que cada
triple T se pueda sumergir isométricamente en E~.
Si es posible extender esta isometria a toda
4-upla T' formada por T mAs un punto x situado
entre dos de 1los puntos de T, (E,d) es de Blu-
menthal. Sin embargo, como veremos mis adelante,
esta generalizacibébn es muche mas profunda de lo
que parece a primera vista.

Es inmediato verificar que si (E,d) es de Blumenthal, enton-
ces (E,d) es "2-3", La implicacién inversa no se cumple, como se
ve en el siguiente contraejemplo.

FEjemplo IV.1

(E,d) que es "2-3" pero no es de Blumenthal.
Sea E un hemisferio abierto de la superficie esférica unitaria
de E3, v d(a,b) la longitud del (Unico) arco de geocdésica que
une a con b, Es facil comprobar que (E,d) es "2-3" pero, por su-

puesto no es de Blumenthal.

Proposicién 1V.2

En un espacio de Blumenthal las bolas son con-
vexas.

Sea {x;yﬂ(: Uy o o z€ B(x,y). Entonces, aplicando la propie-
’

dad de Blumenthal a la 4-upla tx:z;y;tl resula que
d(t,z) < max(\d(t.X);d(t.y)] £r

luegc z Ut r Y por lo tanto este conjunto es convexo, q.e.d.
’

Si (E,d) es de Blumenthal y AC E , diam K(A) =

= diam A.
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Inmediato de III.2 y IV.2.

Proposicibn IV.4 @

si (E,d) es de Blumenthal y P es una 5-upla
plana de E, entonces P & E2 .
Sea P = fa;b;c:x;y} . 51 dos de estos cinco puntos, por ejemplo
X e y, son interpuntos de pares de P, llamemos Bx a la abnda que
contiene a x , Hy a la que contiene a y, Distinguiremos dos casos.
(i) B = B_ : Serad entonces, por ejemplo, axb y ayb. Por la pro-
piedad de Blumenthal [a;x;b;c;}r\J ta';x';b';c'} C E°. Sea y!
el punto del segmento lineal de extremos[a', b'] tal que d(a',y') =
= d(a,y) , luego d(y',b') = d(y,b). Por la propiedad de Blumenthal
seré [a;y:b;c] o {a';y':b';c'; . Solo faltaria verificar que
d(x,y) = d(x',y') . Supogamos que d(a,x) < d(a,y). Entonces, por
la propiedad "2-3", axy. Por 1o tanto vale
d{x,y) = d(a,y) - d(a,x) = d(a',y') - d(a',x') = d(x',y')

(ii) Bx # By ¢ Sea entonces axb y byc, por ejemplo. (La otra con-

figuracidén posible en este caso seria axb y byx que se trata de
la misma forma). Por la propiedad de Blumenthal, determinamos una
4-upla {a';x';b';c'} de E° tal que
laixsbici)eo {a';x':b';c'} 1
La congruencia 1 implica las siguientes seis igualdades
d(a,b) d(a*,b*) ; d(b,c) = d4(b',c*) ; d(c,a) = d(c',a')
d(a,x) = d(a',x') ; d(b,x) = d(b',x') ; d(c,x) = d(c’',x")

Sea como antes, y' el punto del segmento lineal determinado por

1]
1]

b' y c¢' tal que d(y',b') = d(y,b) , y por lo tanto d(y',c') =
= d(y,c) . Por una segunda aplicacién de la propiedad de Blumen-
thal resulta que

tb;y:c:a;lr\J 1b';y';c';a'} 2
de donde d{a,y) = d(a',y'). Finalmente una tercera aplicacién de
la mencionada propiedad nos permite obtener

ta;x;b;y} —~ {a':x':b';y'k 3
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que nos asegura la ultima igualdad d(x,y) = d(x',y') necesaria
para que se verifique
P = {a;x;y;b;c]N t.a';x':y';b':c'} c 132

(iii) Un solo interpunto: Resta considerar la alternativa en que
un solo punto yE€P es interpunto de dos pares distintos de P. Una
aplicacién inmediata de la propiedad "2-3" reduce el problema a
considerar el caso en que los cuatro elementos de esos dos pares
son distintos. Sean entonces ayb, cyx. Por la propiedad de
Blumenthal se verifica

ia:y:b:c; o~ ‘La';y':b';c'} c E 4
Sea x'¢ E  , situado en la recta que determinan c' e y' , y tal
que d(c¢',x') = d(c,x) ; d(y',x') = d(y,x) . Entonces, nuevamente
por la propiedad de Blumenthal vale

{c;y;x:a} ~ {c';y';x';a",

{c;y;x;b} ~ [c':y';x';b'} 6

10 que juntamente con 4 implican P ~v }a';b';&';x';y'} .

Lema IV.5:
Si (E,d) es completo y "2-3", para todo par la;b} C E
es B(a,b) [O;d(a,b)] .
Por el corolario de 11,3, citado em III.2, existe un conjunto S
contenido en B(a,b) tal que SF\J[O;d(a,b)] . Supongamos que egis-
te x& B(a,b), x¢5, y sea x'e S tal que d(a,x) = d(a,x'). Pero
como axb y ax'b, por la propiedad "2-3", el triple [a;x;x'} es
lineal. Entonces axx' , o bien ax'x. En el primer caso

d(a,x) < d(a,x')

y en el segundo caso
d(a,x') « d(a,x)

contradiccién eh ambas alternativas. Luego S = ﬁ(a,b).

Dados tres puntos de E a, b, y c. Llamaremos trildtero con
vértices en dichos puntos al conjunto
T(a,b,c) = B(a,b) U B(b,c) U B(c,a)
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Corolario IV.6 :

Si (E,d) es completo y de Blumenthal, §?;b;ci
y- {a':b':c'} son triples congruentes conteni-
dos en E y en E2 respectivamente, entonces es
T(a,b,c)™~ T(a,b',c').
Es claro que, por IV.5 existe una aplicacién biyectiva natural
£ : 7(a,b,c) —> T(a',b',c")
Sea tx;y] c T(a,b,c) . Se presentan cuatro casos posibles
(i) x e y son vértices de T(a,b,c): Por el enunciado vale
d(x,y) = a(£(x),£f(y)).
(ii) x e vy pertenecen a la misma banda : Por IV.5 resulta
d(x,y) = d(£(x),£(y)).
(iii) x es vértice e y pertenece a la banda opuesta : Una apli-
cacién inmediata de la propiedad de Blumenthal obtiene
d(x,y) = d(£(x),B(y)).
(iv) x e y pertenecen a distintas bandas: Aplicando la proposi-
cién IV.4 resulta la misma igualdad que en 10s casos anteriores.

Es decir que la aplicacién f es una congruencia.

Lema IV.7 :
Sea (E,d) de Blumenthal, {a;b;c;d’;c E, xe B(a,b),
y € B(¢,d), entonces d(x,y) € sup {d(a,c):d(b,c);d(a,d);
;a(b,a)} .
Aplicando la propiedad de Blumenthal a ta:x;b;yi resulta
d(x,y) ¢ sup id(y,a);d(y,b)} (:}
Razonando en la misma forma con {c;y;d;a} obtenemos
d(y,a) £ sup d(a,c);d(a,d) @

Repitiendo el razonamiento para Ic;y:d:b } resulta

d(y,b) &« sup {d(b.C):d(b.d)} (j)
Finalmente, reuniendo <€> ’ (E} y Y <:> resulta la tesis.

Proposicién IV.8

Sea (E,d) densamente convexo y de Blumenthal, su

completacién es K-convexo y de Blumenthal.
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Notaremos la completacién de (E,d) con (E,d) y sus puntos con le-
tras mindsculas con sobrerraya. Sea a;b € E, entonces existen

dos sucesiones de Cauchy fans ’ fbn} en E tales que an——>'a

y bn—-) b. Sea4 = d(a,b) . Notaremos

& sup {d(aj'a'k);d(bj'bk)}

Jkzm

m

é

Es claro que las sucesiones g& m]) y {5"‘m; son decrecientes

(m/m-1) & m

m

y tienden a 0. Notaremos con BE(y,z) = B(y,z) N E. Sea n, tal que

1

é_ -1
ny < & .10 y sea x,€E tal que an1 xlbn' y d(.':\l,11 ,x1)>o\/3

d(bn1_'x1)7 A/3 . Sean

IVv.7 vale que
| :
d(x,,B(a b )) < sup |d(a ,a )id(b, 'b“z)} = &

tal que '5n < % Sn . Entonces, por

2 2 1 2 1 {
Luego existe X, € BE(anz,bhz) tal que d(xl,x2)< 6 n,
< .
Andlogamente, sea n, tal que 8“& < 3 S n“ . Existe Xy en

i § -
BE(ank,bnk) tal que d(xk-l'xk)' La sucesibn 1 xkk estd con

tenida en E y por construcciédn es de Cauchy. Sea X su limite en
E. Nuevamente por construccién a £ x £ b . Es facil ver que axb.
Es decir que (E,d) es M-convexo, y por I1.3 K-convexo. Verificar
que (E,d) también es de Blumenthal es rutinario si observamos que
si {xn’) ——> X y ¥ n vale {xn:y;z:t}QEz resuta, por la com-
Pletitud de E2 , que ‘lx;y:z:t;)) I E2 .

Esta proposicién justifica la definicién de conve-
xidad densa, ya que los ejemplos II.7 y II.8 mues-—
tran que si suatituimos "densamente convexo" por
"M-convexo" o por "A-convexo", la proposicién no
se cumple. Luego serd de utilidad para obtener una
generalizacién de los teoremas fundamentales, qui-
tando la hipbtesis de completitud.
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Proposicién IV.9 :

Sea (E,d) completo y de Blumenthal, P un sub-

conjunto convexo y P' = PV {x]} . Entonces

K(P') = B(x,P).
como K(P') O B(x,P) D P' , por III.1 (v} bastarad con que demos-
tremos que B(x,P) es convexo. Sea {y;z} < B(x,P), teB(y,z).
Existe un par [y';zﬁ C P tal que y'yx , z'zx. Razonando como
en IV.4, existe una isometria f : {x;y;y':z;z';t} ———9:E2. Sea
u €'E2 el punto de interseccién de las rectas determinadas por
los pares tf(x);f(t)} y {f(y');f(z')} . Existe un unico pun-
to t'€ B(y'z') tal que d(f(y'),u) = d(y',t') y ademas valga
d(£(z'),u) = d(z',t') . Entonces aplicando IV.6 a T(x,y,z) y a
T(x,y',z') resulta que xtt'. Por la convexidad de P, t'e P y

t € B(x,P). Luego B(x,P) es convexo, q.e.d.

Diremos que el conjunto A es de Chebishev si para todo x€E

existe un Gnico punto x'e A tal que
- ~ 3 h
d(x,x') = alx,A) = inf { d(x,y)

Proposicibdn IV.10

En un espacio de Blumenthal, un conjunto con-

vexo y compacto es de Chebishev.
Sea K convexo y compacto y séa xf.K. Por compacidad existe por
lo menos un punto x'e K tal que d(x,x') = §2£ {d(x,y)} . Supon-
gamos que exista un segundo punto x" K con la misma propiedad.
Sea t el punto tal que d(x',t) = d(x",t) = 4 4(x',x"). Entonces
t¢ B(x',x") C K. Aplicando la propiedad de Blumenthal al conjun-
to {x:x':t;x"} resulta que d(x,t) <€ d(x,x') = d(x,x") 1o que
contradice claramente el criterio de seleadibédn de los puntos x'

y x" . Luego el punto x' es unico.
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Diremos que x es punto medio del par fa:b} si se cumple
d(a.x) = d(x,b) = ¥ d(a,b).

Diremos que (E,d) es fe4p (abreviatura de "feeble euclit
dear four points property", propiedad euclideana muy débil de
cuatro puntos) si para cada 4-upla Q £ E, tal que uno de los p

puntos de Q sea puntd medio de unpar en Q, vale Q QE‘Ez.

Proposiciébn.IV.11 :

Sea (E,d) completo, entonces es de Blumenthal
sii es fe4p.
Es claro que un espacio de Blumenthal es fe4p. Veamos la reci-
proca. Sea (E,d) un espacio fe4p y{a;x;b;t} una 4-upla plana con
axb, Por el corolario de II.3 citado en III.2 existe un conjunto
S =38 C B(a,b) tal que 8 ~v [O;d(a,b)] . Si {y:z} c S, llama-

a,b
- B ; [P _
remos Sy,z = B(y,z) N sa,b . Sea xl el punto medio de la,b} con
tenido en S. Por fe4p sera {a;xl;b;t} GE.ZEz « 81 x = xl , NO

queda nada por demostrar. En caso contrario, sea S. el "subseg-

1

L]
mento de S determinado por X, ¥ que contiene a x, y sea X, el

punto medio de los extremos de S Supongamos por ejemplo que

1.
_ : Jaew oy <) 2
S1 = Sa,x « Entonces, por la propiedad fe4p ka.xz.xl.g)ei E
y ‘la:xz;xl;b}@ E2 , ¥ razonando como en 1V.4 , resultara
Voew s3 chet L 2 ; vy by | 2
\a,x2.x1.b.t )@JE . En particular seré a.xz.b,tj & E°

Iterando este razonamiento k veces, de los dos subsegmentos de

Sk-l determinados por X » llamemos Sk aquel que contiene a x y

sea x, ., su punto medio. Luego ia;xk+1;b;t} 62‘32 . Este pro-

ceso solamente se detendria si para algin n€ N fuera x = X, o

Pero entonces no quedaria nada por demostrar ya que la conclu-

J@ E°. si tal

cosa no sucede en ninguna etapa, el proceso continua indefimida-

sibén de la etapa anterior hubiera sido {a:xn;b;t
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mente, y la sucesibn zxggtiende claramente a x. Aplicando el ar-

laixibit) & E°.

gumento usado al final de 1IV.8, resulta que 1

Luego E es de Blumenthal.

El concepto de espacio fe4p fué definido por Blu-
menthal en [12] . La proposicién anterior es una
versién modificada del teorema 3.2 de la citada me-
moria, aidn cuando en dicho teorema se agrega la
hipbétesis de convexidad externa del espacio, que
como hemos visto es inesencial.

Diremos que (E,d) es qe4p (abreviatura de "queasy eucli-
dean four points property", propiedad euclideana debilisima
de cuatro puntos) si para todo par ga;b} C E existe x ¢B(a,b)

tal que para todo t¢ E valga }a;x;b;t_}ci'Ez

En la proposicién que sigue no vale la hipbtesis
general de M-convexidad de (E,d) ya que esta pro-
piedad resultari de las demis condiciones que le
impondremos al espacio.

Proposicién IV,.,12 : (Day)

8i (E,d) es un espacio métrico completo, los
siguientes enunciados son equivalentes :
(i) (B,d) es k—convexo y de Blumenthal.
(ii) (E,d) es qe4p.
(i) ==» (ii): Inmediato.
(ii) ==»(1i): Es claro que la propiedad qe4p implica la M-conve-
xidad, luegé por I1.3 también la K-convexidad. Veamos que tam-
bién implica la propiedad de Blumenthal.
Sea {a;b}(: E y x¢ B(a,b) el punto asociado por la propiedad
ge4p a dicho par. Sea & = d(a,x). Entonces vale

1) si te B(a,b), t £ x, d(a,t) £ d. Supongamos que existe t en

. - .2
B(a,b) tal que d{a,t) =94 y t # x, Aplicando qe4p {a;x;b;t}cgE:

luego d(x,t) =0 , contradiccibén. Definamos la aplicacién
£ : B(a,b) —» [0;d(a,b)] por £(t) = d(a,t)
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Sea A = ’xeB(a,b): ¥ s€E, {a;x;b;s} & Ezs v {a;b} .

2) La restriccién de f a A es inyectiva. Sea y;z € A. Entonces

aplicando el razonamiento de 1 con y = x, z = t resultarid que
E(y) = d(a,y) # d(a,z) = £(a).

3) A es cerrado. Sea t un punto de acumulacién de A. Existe en-

tonces una sucesién ;tn] C A tal que;tna-—at. Pero entonces,

. 2 .
¥ne N y ¥ seE vale que }a;tn;b:s]@E , ¥ si razonamos

como al final de IV.8, sera {a;t;b:s] = E2 luego t€ A, q.e.d.
sea 4 = {Mt: A: f/M es isometriaj . Podemos considerar A ..
parcialmente ordenada por inclusibén, Es claro que toda subfamilia
ﬁ c A 1linealmente ordenada tiene supremo, la unibén de los con-
juntos en é’ , que claramente pertenece a A . Entonces, por el
pPricipio maximal de Zorn, existe un conjunto E;e.ﬂ maximal.

4) B es cerrado. Sea P un punto de acumulacién de B y {cn\ una

sucesién contenida en B y tal que ¢,—> P- Entonces sera
£(p) = lim £(c ) y ¥ teB d(t,p) = lim d(t,c ) = lim lf(t)-f(cn)’

= | £(t) - £(p)| . Supongamos que p€ B, entonces B' = B U lp}
estd en A y B' es estrictamente mas grande que B contradiciendo
la maximalidad, luego pe B y B es cerrado.

5) £(B) es cerrado. Sea ¥ un punto de acumulacién de f£(B) y sea

%5;} una sucesién en £(B) que converge a ¥. ¥ n sea’ p . = f-l(Kn)

pn € B, y {pn} es claramente una sucesidén de Cauchy. Como B es

completo, por 4 y la completitud de E, existe un punto p limite
de esa sucesiébn. Es inmediato que £(p) = & , luego Y e £(B).

6) £(B) = lo:;d(a,b)] . Supongamos que no sea asi. Entonces, por 5,

el complemento de. f£(B) en [O;d(a,b)]es abierto. Eligiendo una
componente conexa de tal conjunto, resulta que existen K’)rg
en f(B) tales que el intervalo abierto (¥, 8 ) estd contenido

en el complemento de f£(B). Sea p = f-l('v) yq-= f-l(S ) v sea
r € B(p,q) el punto ascciado a dicho par por la propiedad qe4p.
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Es facil ver que re€ B(a,b) ya que por 10 visto anteriormente es
d(a,p) + d(p,q) + d(q,b) = d(a,b) ()
d(p,q) = d(p,r) + d(r,q) (%)

y de la conjuncidén de (*) y (**) resulta
d(a,b) = d(a,r) + d(r,b) = d(a,p)+d(p,r)+d(r,q)+d(q,b) =
= d(a,p) + d(p,q) + d(q,b) = d(a,b)

y el signo de igualdad vale en toda la cadena. Por otra parte,

si s€ E es un punto arbitrario, resulta que {p;q:r;s} & E2.

Como B < A resulta que B V (s} & EQ. Como en IV.6 resulta que

B' = B U{r] es tal que B' U{s} éQ'Ea, luego B' < A. Mas atn,

¥ teB es d(t,r)= [F(t) - £(r)] 1luego f/B' es una isometria,

es decir que B'e.ﬂ lo que contradice la maximalidad de B. Por

lo tanto £(B) = [0;d(a,b)] .

7) B= A = B(a,b). En efecto, por 6 y la definicién de £ vale
[0:d(a,b)] = £(B)C £(A) € [0:;d(a,b)]

Entonces, por 2 resulta que B = A , Por definicién es B C B(a,b),

pero usando 6 y razonando como en 1 resulta la inclusibén inversa.
Ademds, por 6 sera Br\'[o;d(a,b)] ; ¥ por definicibén de A, ¥ seE
es BV }s] & E° . Luego (E,d) es de Blumenthal, q.e.d.

Tanto la definicién de espacio qe4p como el teo-
rema precedente se deben a M. M., Day [13] . En rea-
lidad, IV.12 es una adaptacién a nuestra terminolo-
gia del teorema 2 de la memoria citada.
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V - ESPACIOS DE TIPO n.

GEOMETRIA DEL SIMPLEX.

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo y com-
pleto. Observemos también que al notar con fx;y} un par de puntos,
presuponemos tAcitamente que x £ y, es decir que dicho conjunto

consta de exactamente dos puntos.

Si {x;y} C E, notaremos X y’= B(x,y) U {t Pyt } :

¥¥=xJ Uy k.

Si A ticne por lo menos dos puntos, llamaremos capsula afin

de A al conjunto

afF A = U
[xy) e k)

Si A consta de un solo punto , o0 es vacio, definiremos conven-

cionalmente af A = A}

Este importante concepto serd investigado con dete-
nimiento en el préximo capitulo, una vez que haya-
mos desarrollado las herramientas necesarias para
ello. Su introduccién a esta altura se debe a que
es imprescindible para definir la nocién de conjun-
to independiente, base del material contenido en el
presente capitulo,
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Diremos que MC E es un conjunto independiente si ¥ xeM
x ,faf (M - {x}) .

Aclaracién: La notacién "A - B", donde A y B son
conjuntos, simboliza la diferencia conjuntista en-
tre A y B, es decir el conjunto de puntos ‘que per-
tenecen a A y no pertenecen a B. Habitualmente se
utiliza la notacién "A A/ B" pero nosotros ya la
hemos utilizado para indicar congruencia entre A y B.

Si M es una (n+l)-upla independiénte, llamaremos n-simplex
al conjunto K(M). Una k-cara de k(M) serid un conjunto de la for-
ma K(L), donde L es una (k+l)-upla contenida en M. Un vértice de
k(M) es una O-cara, es decir un punto de M. Una faceta de K(M)
es una (n-1)-cara. Notaremos con F(M) a la unién de todas las

facetas de K(M). La n-célula generada por M es Z(M) = K(M) - F(M).

Sine N, xeE , notaremos P(n,x) al siguiente enunciado:
(P(n,x)) "Existe un n-simplex K(M) tal que xe K(M)"

Diremos que (E,d) es un espacio de tipo n si ¥ x¢ E P(n,x) es

verdadera y P(n+l,x) es falsa.

Diremos que (E,d) es un espacio de tipo infinito si ¥ n¢ N y

¥ x€E, P(n,x) es verdadera.

Diremos que x€ E es un punto terminal.si para todo par

Ea;b‘ECL E vale x % B(a,b).

Proposicién V.l

Si E tiene mds de un punto, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

(i)E & E.

(ii) (B,d) es "2-3" y de tipo 1.

Mas ain, en las condiciones anteriores, (F,d)con-
)un segmento 1 2
una semirrecta si tiene llj pun-

gruente con
Itoda la recta J 0

tos terminales.
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(ii) = (i): Veamos que todo triple de E es lineal. En efecto,
sea {a;b;c} un triple arbitrario de E. Por ser E de tipo 1,

existe }x:y} C B(a,b) tal que

{x;yic} es lineal (1)
Por otra parte, por construccién vale axb y ayb,luego por "2-3"

;a;x:yj es lineal (2)

;b;x;y} es lineal (3)

La conjuncién de (1) y (2) implica que

}a:x:c} es lineal (4)
La conjuncién de (1) y (3) implica que

Sb;x:c} es lineal (5)
Luego, una vez mas, (4) y (5) implican que {a:b;c }s lineal.

(x 1x) } . )
Sea entonces 1 %07 X C E tal que d(xo,xl) = r. Definimos f(xo) =0
f(xl) =r . S1 yeE =~ {xo:xl} vale una y solo una Je las si-

gulientes alternativas
(a) YX X, (b) X Y%, (c) X XY
En el caso (a) definimos Ff(y) = -d(xo,y) . En los casos (b) y

(¢) definimos f(y) = d(xo,y). Es inmediato comprobar que la a-

Plicacién f : E -———)El es una isometria. Pero F(E) serd un
conjunto K-convexo de ‘El » luego linealmente convexo. Puesto
que también 1los puntos terminales se conservan por isometria,

la segunda parte de la proposicién resulta del hecho de que los
anicos conjuntos convexos de la recta euclideana son 1Qs segmen-

tos, las semirrectas y la recta total.

Ejemplo V.2 :

(E,d) K~convexo y de tipo 1, pero tal que no vale
E & E
Sea E la unibén de tres semirrectas con el mismo origen 6. Si x

e y pertenecen a la misma semirrecta d(x,y)} serd la distancia
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euclideana. Si x e y pertenecen a distintas semirrectas defini-
mos d(x,y) = d(x,0) + 4(8,y) . Es facil comprobar que (E,d) es
K—convexo y de tipo 1, pero no es "2-3", y por ende no vale la
congruen¢ia E & 'El. Este ejemplo, denominado "tripode", es men-

cionado en [12] , pAgina 166.

En lo que resta de este capitulo supondremos que (E,d) es

un espacio de Blumenthal.

Proposicién V.3

Un n-simplex es compacto,
La demostracidén serd por induccibn sobre n. Por la segunda parte

de V.1, vale para n = 1, Supongamos que se verifica paran =p - 1.

oo
un conjunto indepediente vy {yi§ una
cxd

%]

= | . . . 1
Sea M lxo'xl""'xpj
sucesidén arbitraria contenida en K(M). Nos proponemos demostrar

que tiene puntos de acumulacién. Llamemos Fi = K(M - {xi}). Para

todo t€ K(M) - Fy (respectivamente: t € K(M) - Fa) sea t' & Fl

(respectivamente: t" € F2) tal que x,tt' (respectivamente: xett").

1

S1 teF, (respectivamente: te_FQ) sea t' = t (respectivamente:t"=t).

El lema IV.9 y la propiedad "2-3" aseguran que las aplicaciones
t——>t' de K(M) sobre Fl y t /" de K(M) sobre P2 estln bien

o0
definidas. Por la compacidad de Fl existe una subsucesidn i yi;
dd:=1

de y! Qque converge a yoe Fl. Por la misma razén existe una sub-

i
-
sucesién Yy?{ de }y?} que converge a yooéle. Es claro que
w04 1y
y! converge a y_. Llamemos z, = y. Si a;b € K(M), enton-
i, - o k i,
R R
ces de la propiedad de Blumenthal resulta que

d(B(x ,a'),b) < d(a',b') ; d(B(x,,a"),b) &d(a",b")

Por 1o tanto

d(B(x0y, ) B(x,0y, ) £ A(B(x)hy )ezy) + A(B(XyY )iy ) e
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< d(y .zk) + d(y zp

que converge a 0, y puesto que ﬁ(xl,yo) y ﬁ(xa,yoo) son conjun-
i € =
tos cerrados existe y B(xl,yo) f)B(xz.yoo). luego y_ =y' ,

Yoo = y" , y es facil comprobar que Zy—— Y luego y es punto

de acumulacién de }yi} , Y por lo tanto, K(M) es compacto.

Lema V.4 :
La interseccién de dos facetas de un n-simplex (n > 2)
es una (n-2)-cara.

Sea M = {x iX.;...;X_ ! independiente, F, = K(M -ix. 1),

n) il

1
J = Fo N F , H=X(M - {xo;xl}). J es convexo por 11.9, y es

claro que J D H. Supongamos que existe te J - H. Por IV.9 existe

A 1) ‘ . I)C : =
t'€ H tal que xott . Pero tit'y FO » luego xoe af Fl

= af (M - zxo;) » 1lo que contradice la independencia de M. Por

lo tanto serd J = H , q.e.d.

Si M= {xo:xl:...;xn} es un conjunto independiente, llama-

remos células Ffaciales del n-simplex K(M) a las (n-1l)-células de

la forma Z(M - sxi}).

Corolario V.5

Las células faciales de un n-simplex (n 2 2) son
disjuntas dos a dos.

Inmediato a partir de V.4.

Lema V.6 :
Las n-células (n 2 1) son convexos no vacios.
Demostraremos el lema por induccidén sobre n. Si n = 1, sea M =

., Z(M) = B(xo,xl) # #. Supongamos demostrado el lema

paran =k -1 . Sea M = {xo;xl;...;xk } un conjunto indepen-
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diente, F, = K(M - X4 ) (i=0,1, «.., k), k' = K(M) - (Fou(xo\,).

Claramente es Z(M)C X', Sea p: k' —» F, 1la aplicacién usada

en V.3, que "proyecta®™ KXK' en Fo. Esta funcién es claramente sur-

yectiva. Ademls, si YEF; (i =1, 2, +uos, k) p(y)€F‘i ﬂF‘o =

= K(M - {xo;xll) , Y reciprocamente. Luego x€ Z(M) sii

p(x)€ z(M - sxo}). Pero por la hipdétesis inductiva, la célula

facial z(M -~ ;xJ) » que es una (k-1)-célula, es no vacia. Luego
-1 .

Z(M) = p (2(M - {xOI)) # @. Finalmente, sea [a:b]c- z(M) ,

c€ B(a,b). Entonces {p(a);p(b)} < zZ(M - {xd ), Yy POr la convexi-

dad de las (k-1)-células, p(c)e B(p(a),p(b))e 2(M - {x_}).

o)}

Luego c € Z(M) , que seréd convexo, q.e.d.

Lema V.7 :
Sea M un conjunto independiente y finito, Fo una faceta
de K(M), ace Fo o bek(M) - F‘o , entonces B(a,b) ¢ z(M).

Nuevamente usamos induccién sobre el nimero de elementos de M,
Si M es un par, el lema es inmediato. Supongamos valido para n-uplas

y sea M = {xo;xl;...;xn} . Para aplicar la hipbtesis inductiva

usaremos la funcién p que "proyecta" el n-simplex sobre una de sus
facetas. Pero para asequrar que esta aplicacién respete la "fa-
cialidad" (es decir, la propiedad de pertenecer a una faceta) es
esencial que el par {a;b} sea disjunto con la célula facial co-
rrespondiente a la faceta imagen de p. Pero como n > 2, descar-

tando Fo siempre quedan n células faciales, que por V.5 son dis-
juntas dos a dos. Luego existe x;€M tal que b ¢ Z(M - ;xﬁ ). En-
tonces, si K' = K(M) - (Fi\J{xi}) la funcibén p : K' —> F, respe-

tard la"facialidad" de los puntos de B(a,b), y por la hipbétesis *
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inductiva p(B(a,b)) = B(p(a),p(b))c Z(M - lxig). Razonando como

en V.6, B(a,b) < Z(M), q.e.d.

Corclario v.8

Si M es como en V.7 , {a:b}c:K(M) y ademas
B(a,b)N z(M) £ @ , entonces B(a,b) € Z(M).
Si {a;b}c: Z(M) el corolario es inmediato por V.6. En cambio,
si al menos uno de estos puntos estd en F(M), sea t€ B(a,b)()z(M).
Entpnces, por la propiedad "2-3" es B(a,b) = B(a.t)k)(t}L)B(t,b).
Si aeF(M), B(a,t) € Z(M) por V.7. Si a€ z(M), B(a‘,t) C Z(M) por
V.6. Andlogamente B(t,b) C Z(M).

Lema V,9 :
Sea L un conjunto independiente y finito, xe€ af L,
tezZ(L) , x £ t. Entonces existe {tl;t2} c F(L)

)

’ ; ep oy ! | U
tales que t tt2 » ¥ los triples {t.tl.x; y lt.tz.xJ

1
son lineales,

La demostracidén serd por inducciédn sobre el numero de elementos

de L. Si card L = 2 es inmediato, ya que en este caso F(L) = L.

;...;xn} Im

Supongamos demostrado para n-uplas. Sea L = {xo;x1

conjunto independiente. Consideraremos dos casos.,

. = ix:
Caso 1: x_K(L). Sea § = k(L) af lx,t] . Por I1.9 S es convexo,
por V.3 es compacto, y ya que contiene al menos dos puntos, seré
de tipo 1. Entonces, por la segunda parte de V.1, tiene exactamen-

te dos puntos terminales tl y t. . Como K(L) tiene n+l Ffacetas,

2
por V.5 existe x; €L tal que la célula facial zZ(L - 1xi}) es dis-

Jjunta con {tl:tzl . Definiendo como en V.6 p: K'—y Fi donde
K' = K(L) - (F; Uix,}) y Fy = X(L - {xi}), resulta que S C K'
y\p(tl), p(ta)}son puntos terminales de p(S). Por la hipbtesis

x.1). Luego, recordando que en

4 i { . 1 -\
inductiva [P(tl)'p(tz)J(: F(L %4 §

estas condiciones p conserva la facialidad, §t1;t2}C:F(L), q.e.d.
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Caso 2: x¢K§L2. Podremos usar el mismo argumento del caso 1, si
demostramos que S contiene al menos dos puntos distintos. Como
xeaf L, existe {a:b]C: K(L) tal que el triple fa;b;x] es lineal.
Si {a;b;t] es lineal no queda nada por )
K (L)
a

demostrar. Supongamos que no lo sea, y

‘o~

sea por ejemplo bax. Sea ¢ € B(a,b)
Aplicando el caso 1 al par {c:t} exis-
te t'€ F(L) tal que ctt', Considere -~
mos ahora el triple T ={x;b:t'} que es
independiente por construccién.Por IV.9 t
X(T) = B(x,B(b,t*)) y como te Z(T) exis

te z € B(b,t')' tal que xtz. Por la convexidad de X(L) es z € k(L).
Luego es {t:z] C s, q.e.d.

Proposicién V.10

(E,d) es de tipo n sii contiene una (n+l)-upla
independiente.

Sea M = ixo;xl;...;xn} independiente y contenido en E, y sea

y€ E - K(M). Trataremos de probar que existe una (n+l)-upla in-

dependiente M'CE tal que y €X(M'). Sea M, = M - ‘in], F, = k(M)

i
para i =0, 1, ..., n. Supongamos que y€ (af Mi) N (af Mj)' i#£j.

Entonces existe {F.;z.} C F,, {t.;z.} C F. tales que los triples
i"%i i 373 J

{y;ti;zig y iy;tj;zj} son lineales. Mas aan, por V.9 podemos e-

legir {ti;zi}(: F(Mi) . ttj;zj}c: F(Mj). Afirmamos que en estas

A (v o4 0 oo ) = - (x. :x.)).
condiciones lti'tj'zi'zjj C;Fi N Fj K(M Ixi'xj}) En efecto,

si no Fuera asi, aplicando convenientemente la propiedad "2-3"
tendriamos un triple lineal constituido por puntos pertenecientes
a tres distintas (n-2)-caras de K(M), y entonces, razonando como

en V.4, resultaria que M no es independiente. Luego y€& af(M-{xi;xj})

Iterando este argumento n veces, si yé¢ af Mk para k = 0, 1, ¢ee,n-1
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resulta que y¢ af(M {xo.xl. 'xn-l}) af ({xn}) 1Xns + €S

decir y = xn€3K(M), contradiccibédn. Entonces existen al menos dos
facetas FJ. y Fk tales que’ y# af FJ , yﬁaf Fk . Eligiendo la pri-
mera de ellas, esto equivale a afirmar que M' = Mj L’{y} es un

conjunto independiente que consta de n+l puntos. Es claro que

y € K(M'), q.e.d.

Lema V.1l :
Sea M una n-upla independiente, x €E tal que
d(x,k(M)) < d(x,F(M)). Entonces se verifica una y
s0lo una de las siguientes alternativas @
(i) x € 2(M) (ii) x £ af M
Es claro que vale una y solo una de las siguientes alternativas:
(1) x€K(M): Entonces d(x,K(M)) = 0 , luego x € Z(M).
(iibchgMQ: Por IV.10 y V.3 existe un tGnico x'e k(M) tal que
realiza la minima distancia de x a X(M). Por hipltesis x'e Z(M).
Supongamos que x & af M. Entonces estamos en la situacién del le-

ma ¥.9, luego existe {tl:ta}(: F(M) tales que tlx't2 , Y los tri-

ples {x:x';tll y {x;x';t2} son lineales. Entonces xtlx'. o

bien xt2x'. Entonces d(x,tl) > d(x,x') , o bien d(x.t2)<:d(x,x'),

y en cualquiera de los dos casos se contradice la eleccibén de x'.

Por 10 tanto, sera x # af M, q.e.d.

La proposiciédn que veremos a continuacién, tal vez la mas
importante de este capitulo, sirve de conexién entre la estruc-
tura seudolineal de (E,d) y su estructura topolbégica, y a su vez
nos servira para esclarecer la relacién entre el tipo de un espa-
cio de Blumenthal y su dimensidn topolégica.

Proposicidn V.12

Las n-células son abiertas sii (E,d) es de

tipo n.
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Supongamos que (E,d) sea de tipo n. Sea Z(M) una n-célula y x un
punto arbitrario de Z(M). Usando la notacién del lema precedente

)
F(M) = }i Fi y como cada Fi es un (n-1)-simplex, luego compac-
to por V.3, F(M) es compacto. Como xf F(M), p = d(x,F(M)) >o0.

Supongamos que x§ int Z(M). Sea entonces l( yi}" una sucesién con-
(%X}

tenida en el complemento de Z(M), y que converge a X. Entonces
existird né N tal que d(yn,x) < %P2 . BEs claro que ynle‘ F(M).

d(y, .F(M)) 2 d(x,F(M)) - d(y,,x)> ¥ 2 >d(y ,x)z
x
2 a(y, k(M)
Estamos entonces en la situacién de V.11, luego como ynﬁK(M),
seré ynf af M. Entonces la (n+2)-upla M' = MV {yn} seria inde-

pendiente, y por V.10, resultaria que (E,d) es de tipo2 n + 1,
contradiccibén., Luego x¢ int Z(M), es decir que Z(M) es abierto,
Reciprocamente, supongamos que (E,d) fuera de tipo distinto a n.
si tipo (E,d) < n, no existen n-siplex, y por ende no hay n-cé-
lulas. En cambio, si tipo (E,d)> n y Z(M) es una n-célula, exis-

te tf af M. Sea x€ Z(M) (tal x existe por V.6) y sea xneB(x,t)
tal que d(xn,x) = 1/n . Obviamente, X # af M, y a fortiori,

xn?, K(M). Pero x —»x, luego x¢int Z(M). Z(M) no es abierto.

Corolario V.13 :

Si (E,d) es de tipo n y K(M) es un n-simplex,
Z(M) € int K(M) y F(M) D front K(M).
Inmediato de V.12 y V.3.
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VI - CAPSULA AFIN.

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo, com-—

pleto y de Blumenthal.

Diremos que M es un conjunto afin si para todo par {a;b}c:M

se verifica a BC M.

Lema VI.1l :
La interseccién de una familia de conjuntos afines
es afin,

] - : _
Sea IMAJ)‘({L tal que ¥A€ L M;\ sea afin, y sea M = QL M,
{

si Ja;bl ¢ M, entonces ¥A€ L l!a;blc M , luego ¥r€ L
@GP < (2P

abacM vy por lo tanto S B< M.

Lema VI.2 :
La unién de una sucesidén creciente de conjuntos afi-
nes es afin.
‘w
Sea &M. tal que

1,l:|

(1) ¥ne N es Mn un conjunto afin.

(Hi)¥y n€ N wvaleM C M
n n+l

sea M= U MV sea {a;blc M. Entonces aeM

M. .
) » DE J

k
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Llamemos n = sup {k:j} . Por (ii) sera fa;b} <M, luego

E_BC Mnc M, q.e.d.

Lema VI.3 :
Si M tiene mas de un punto y }x;y}c: af M, entonces
existe {v;x';y'jc: K(M) tal que vx'x y Vvy'y .

Por definicidédn de capsula afin existe P = ;xl;x2;ﬁjy2icK(M)

e s 1 v lyey v ) ; =
tal que 'XiX iX,; Y (YiYiy,, son lineales. Sea K = K(P).

Es claro que K K(M). Se presentan tres casos posibles :
Tipo X = 1: Aplicando convenientemente la propiedad "2-3" resulta

que todos los triples de la 6-upla fx;xl:x2;yl;y2:yj son linea-

les, y entonces el lema es inmediato.

Tipo X = 2: Sea T € K un triple independiente, y ve Z(T). Por
V.9 existe Ex':y'} C F(T) €K tal que vX'x y vVvy'y.

Tipo X = 3: Entorces P es independiente. Sea vegz(P) (tal punto
existe por V.6). Nuevamente aplicando el lema V.9 resulta que

existe { .y'7 C F(P)c K< K{(M) tal que vx'x y vy'y.

En la proposicibén siguiente veremos que la capsula afin tiene un
comportamiento similar al de la cApsula convexa estudiado en el
capitulo III, En particular es importante verificar que la capsu-
la afin de cualquier conjunto es afin. Observemos que,- a diferer-
cia de la proposicién IIT.1 sobre capsula convexa, los resultados
que siguen dependen esencialmente de la teoria del n-simplex que
construimos en el capitulo anterior, y por 1o tanto necesitan de
la propiedad de Blumenthal. Seria interesante, aunque aparentemer:.-
te dificil, desarrollar una teoria satisfactoria de cojuntos afi-
nes sin esta restriccidén, o con restricciones mas débiles, la pro-
piedad "2-3" por ejemplo. Sin embargo, las actuales hipbtesis son

satisfactorias para las necesidades del presente trabajo.
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Proposicién VI.4 :
(i) A D B==paf A D afB.
(ii) af A > X(A) o A.

(iii) af A es un conjunto afin.

(iv) af A = A4==>4A es afin.

(v) M afiny M> A=—=> M D af A.

(vi) af A es la interseccién de todos los

conjuntos afines que contienen a A.

Todos estos enunciados se verifican en forma trivial o vacia cuan-
do A es vacio o consta de un solo punto.Podemos suponer entonces
que A tiene al menos dos puntos.
(i) Resulta inmediatamente, ya que por III.1 (i) es K(A) D> K(B).
(ii) Trivial, ya que K(AJ D A (III.1 (ii)) y B b} {a;b} .
(iii)sea {x;y} c af A, z¢ £, Para fi
jar ideas, supongamos que vale xyz (las
otras dos alternativas, xzy 6 zxy , se
tratan en forma totalmente andloga).Por
VI.3 existe {v;x';y'} C K(A) tales que
vX'x y vy'y. Consideremos el triple
T = \v:x:z} . kK(T) = B(z,B(v,x)) por

IV.9. Entonces podemos definir una apli
cacién p: B(v,y)—> B(v,x) que a cada tg€ B(v,y) asocia el (unico)
punto p(t) € B{v,x) tal que ztp(t). Es inmediato que p es una apli-

cacién biyectiva. Entonces existe z2€ZB(v.y') tal que z, = p(z2)

esté en B(v,x'), y por construccién {zl;z2}<: K(A) vy ze 21 ?2 ,

luego z€ af A, q.e.d.
(iv) La implicacidén en un sentido resulta de (iii). Supongamos
entonces que A es afin. En particular A es convexo, luego por

I1I.1 (iv) sera K(A) = A. Entonces af A = U &9 =a.
i yica

(v) Por (iv) y (i) es M = af M > af A,

{vi) Sea B la interseccibén de todos los conjuntos afines que con-
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tienen a A, Por VI.1 B es afin y B D A, luego por (v) B D af A.
Por otra parte, por (iii) af A es afin y por (ii) af A D A, 1lue-

go af A D B.

Proposiciébn VI.S5 :

Sea A un subconjunto no vacio de E. Existe un
conjunto independiente MC A tal que af M = af A,

Consideremos la familia J A de todos los subconjuntos indeper.-

dientes de A, parcialmente ordenada por inclusién. Es claro que

toda subfamilia linealmente ordenada de ‘jA admite supremo (1la

unidén de los elementos de la subfamilia). Entonces, por el lema

de Zorn existe al menos un conjunto maximal Me;<7A. Es inmedia-

to (VI.4 (i)) que af M ¢ af A. Supongamos que exista x e af A - af M.
Por definicién de af A, existe [y:z}(: K(A) tales que {y:z;x}

es lineal. Al menos uno de estos dos puntos no pertenece a af M,

ya que si ambos pertenecieran implicaria (VI.4 (iii)) que x af M
Sea por ejemplo ye K(A) - af M , Por definicién de XK(A) existe

nE N tal que y € C'(A). Luego existe tyl321]C'Cn-1(A) tales

que yetB(yl.zl). Por la misma razén que antes, al menos uno de

estos puntos no pertenece a af M. Supongamos por ejemplo que

yle Cn—l(A) - af M, Iterando el mismo argumento n veces, ten-
. , o

dremos finalmente que existe Yn € C(A) —af M=A - af M, En-

tonces el conjunto M' = MlJi ynie J A’ en contradiccibén con

la maximalidad de M. Entonces af A = afF M .,

Diremos que la bola Ux r &S redonda si para todo y€E, y £ x
’

vale diam (% YN U, r) = 2 r . Diremos que el espacio (E,d) es
’

espeso si existe al menos una bola redonda contenida en E. Dire-
mos que el conjunto convexo M C E es espeso si existe x€ M, r> O,

tal que la bola relativa U' = Ux r N M sea (relativamente) re-
1]
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donda, es decir que ¥ y€ M, y £ x, sea diam (x ynNu') =2r,

Proposicién VI.6 :
Si M es convexo, compacto y espeso, af M es
cerrado.

Sea txn}- una sucesidén de Cauchy en af M. Por la completitud
mad

del espacio total, existe x€ E tal que X, — X. Trataremos de
mostrar que x€ af M, Sea I = [rle N xne M . Hay dos casos
so 1, I_es_infinito: Sea {xn} la subsucesibén contenida en M.
v
> compacidad existe un punto de acumulaciébén X, de {xn} con-
[

ido en M. Pero como esta subsucesién también converge a x,

o2, 1 es finito o vaciq: Sin restriccién de generalidad, omi-
ndo a lo mas un numero finito de términos, podemos suponer que

Cc af M - M, Sea yEM el centro de una bola relativamente re-
da contenida en M, cuyo radio sea r > C. ¥ n€ N Sn =y x;(\M

an conjunto convexo, compacto y de tipo 1. Por V.1, Sn tiene

>tamente dos puntos terminales, y es claro que y es uno de

>s. Designemos con Yn al otro punto terminal. Por 1o que he-
dicho, la aplicacién X, — Y, estid bien definida, y es una
raccidén, va que aplicando IV.4 a la 5S5-upla plana [xn:yn:y:ym;xmj

; 1
lta que d(yn,ym) < d(x ,x_ ). Entonces la sucesién lyn] es

0
naq

auchvy y esta contenida en el compacto M. Luego existe yOE M

!

que vn-——9 Yo Es claro que existe k e‘m* tal que ¥ n N

,¥) < k. Mediante una aplicacién standard de la propiedad de

:nthal tenemos que ¥ n € N vale
dly_,v_) dly_,y v7)

n'"o > n o] r

a6y v dlx vy Tk
n'Y Yo n' o
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es decir que
—
d(x .,y yo) < (k/r) dly .y,)
y este Ultimo término tiende claramente a cero con n. Finalmente
d(x,y S’o) g dlx,x ) + dlx, 7’0)

luego d(x,y 76) =0, y como y ;L es un conjunto cerrado seré

XEyY yo’ Caf M, q.e.d.

Corolario VI.7:

Un conjunto afin de tipo finito es cerrado.
Sea A afin y tipo A = n, y sea K(M) un n-simplex contenido en A.
K(M) es convexo y compacto por V.3. Veamos que es espeso. Sea
z€Z(M) y Fl = d(z,F(M)). Como vimos en V.12, es 2 >0. Es ru-

X
tinario verificar, usando V.9, que la bola relativa U' = Uz N a
?

/,

es relativamente redonda. Como es claro que A = af K(M) estamos

en las hipétesis de VI,6.
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VII - PUNTOS INTERNALES.
TEOREMA_DE RIFSZ.

En este capitulo supondremos que (E,d) es M-convexo.

Diremos que el punto x€ E es internal si ¥ yeE, y £ x,
" existe z tal que yxz. El conjunto A es internal si ¥ xX¢ A, X es

internal.

Proposicién VII.1:

Si (E,d) es completo, de Blumenthal y de tipo n,

las afirmaciones siguientes son equivalentes

(i) x es internal.

(ii) Existe una n-célula Z(M) que contiene a x.
(i) = (ii): Por ser (E,d) de tipo n, existe una {(n+l)-upla in-
dependiente M*' tal que x€ K(M'). Si x€ Z(M') no queda nada por
demostrar. Si x¢ F(M'), sea L el mas pequefio subconjunto de M'
tal que x€ K(L). Si L tiene mas de un punto, obviamente sera
x€2(L). Sea y¢€ L. Entonces es facil verificar que L' =(L-}y}) VU x
es indevendiente, y como es claro que af L' = af L, resulta que
M" = (M' - ly])tjlx] también es independiente. Luego x es vértice
del n-simplex K(M"). Por V.6 existe z ¢ Z(M" - {x}), y puesto que
X es internal existe t tal que zxt. Llamemos M = (M" - {x])L)[tﬁ.

Es rutinario verificar que M es independiente y que xe€ Z(M).
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(ii) ==> (i): Si xe€ 2(M) y t # x, como es claro que te af M, por

V.9 existira t'e F(M) tal que txt'. Luego x es internal.

En adelante notaremos con I(E) al conjunto de todos los pun-~

tos internales de (E,d).

Lema VII.2 :
Sea (E,d) completo y de Blumenthal, xe€ I(E), t £ x.
Entonces B(x,t)c;I(E).
Sea y€ B(x,t), z un punto arbitrario de E. Si z ¢ %t no hay nada
que demostrar. Supongamos entonces que z ¢ t_? . Como x es inter-
nal existe x' tal que zxx', es claro que x'f §_?. Entonces
y ¢ B(t,x') ya que en caso contrario, por la propiedad "2-3" el
triple 1x:t:xj seria lineal. Entonces, si llamamos P = B(t,x')
y P' = P VU }z}, aplicando 1IV.9 es K(P') = B(z,P) . Luegco, como
ye XK(P'), ),¢ P, existe y'e B(t,x') tal que zyy'. Como z era un

punto arbitrario, resulta que y es internal, q.e.d.

Corolario VII.3

Sea (E,d) completo y de Blumenthal. Si I(E) es
no vacio, es convexo y denso.
La convexidad de I(E) es inmediata de VII,2, Veamos la densidad.
Sea X€E, yeI(E). ¥ n€ N sea Y, € B(x,y) tal que d(x,yn) = 1/n.
Por VII.2 la sucesibn {yn}°° estd contenida en I(E), y es claro
nzq
que y,—» X. Como x era un punto arbitrario, I(E) es denso.

Corolario VII.4

Si (E,d) es de Blumenthal y completo, y A es un
conjunto internal, K(A) también 1o es.
Por VII.3 I(E) es convexo, vy AC I(E), luego por III.1l (v) vale
K(A) C I(E).

Corolario VII.5

Si (E,d) es completo, de Blumenthal y de tipo n,

I(E) es convexo, abierto v denso.
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Sea x€I(E). Por VII.1 existe una n-célula Z(M) tal que
x€ Z(M) € I1(E). Por V.12, Z(M) es abierta, luego x ¢int (I(E)).

Es decir que I(E) es abierto.

Nuestro objetivo inmediato es demostrar la equivalencia para
espacios M-convexos, completos y de Blumenthal, entrelas nociones
de "tipo n" y de "dimensién topoldgica n" segun Menger-Urysohn.
Esta definicién de tipo inductivo se enuncia asi:

(i) El espacio vacio tiene dimensién - 1.
(ii) (E,d) tiene dimensién n si para cada xe¢ E, existen entornos
arbitrariamente pequefios de x cuyas fronteras tengan dimen-

$i6n menor que n.

Usaremos como texto de referencia en este tema el clasico trata-
do [16] . En nuestro teorema emplearemos 10s siguientes resul-

tados bien conocidos :

Lema VII.6 :
La unién de una familia numerable de conjuntos cerra-
dos de dimensién n tiene dimensién n.

Ver la demostracién en Teorema III.2 de [16] , pagina 30.

Lema VII.7 :
:IEn tiene dimensién n.

Ver la demostracién en Teorema IV.1l de [16] , Pagina 4l.

Teorema VII.8

Si (E,d) es completo y de Blumenthal, los siguien-
tes enunciados son equivalentes
(i) (E,d) es de tipo n.
(ii) (E,d) tiene dimensién n.
(i)== (ii): Demostraremos la implicacidén por induccién. Recor-
dando que el concepto de dimensibén es topolégico, es decir que

se conserva por homeomorfismos, la demostraciédn para n = 1 es
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inmediata por V.1 y VII.7. Supongamos demostrada la implicacién
para n = k - 1. Sea (E,d) un espacio de tipo k. Por la hipbtesis
inductiva y VII.6 resulta que si M es una {(k+l)-upla independien-
te, F(M) tiene dimensién k - 1. Sea xe€ E, consideraremos dos casos

Caso 1, x es internal. Sea M = {xole:...:xk} independiente,

tal que x€ Z(M) (tal M existe por VII.l), y sea />0 arbitra-
riamente pequefio. Sea y; € X Qi (i=0,1, ..., k) tal que

d(x,yi)==P y Y Sea M' = {yo:yl:...:yk} . Es rutinario veri-

ficar que M' es independiente e internal. Entonces Z(M') es un

entorno de x contenido en Ux ., Y por V.13 as front Z(M') = F(M')

P
"
que tiene dimensién k-1 , segiun hemos dicho. Entonces (E,d) tiene
dimensién k en x.

Caso 2, x no és internal. Aplicando la definicién de espacio de

tipo n y un razonamiento usado en la primera parte de VII.1l, re-

sulta que existe una (k+l)-upla M = { x:xl:xz;...;xk} indepen-

diente. Sea /’> 0, arbitrariamente pequefio, en particular sea

/p<inf {d(x,xi): i=1, 2, ...,k] . Sea teZ(M - {x}). y sea

y € B(t,x) tal que d(x,y) = //4. Llamemos V ={z€F: d(y,z)-ﬁ/d/z}
F = izelzz d(y,z) = f/2} . Es claro que V es un entorno abierto

de x, VC Ux y ademas frontV = F. Si demostramos que F tiene

P
dimensién menor o igual a k - 1 la implicacién estd demostrada.

Para todo i de 1 a k, sea yie.B(x,xi) tal que d(y,yi) = /72.
Entonces es facil verificar que M' = {x:yl:yz:...;yk} es in-

dependiente, y € Z(M'). Por V.9, ¥ z€ F existe z'€ F(M') tal que
zz'y. Es claro que la aplicacién g : z—> 2z' de F en F(M') es
inyectiva y continua (ya que es una contraccién), luego es un
homeomorfismo. Ademas g(F) es un subconjunto cerrado de F(M')
que claramente contiene a la faceta K(M' - [x}). Luego, por la

hipétesis inductiva, g(F) tiene dimensién k - 1, y como la di-
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mensidén es invariante por homeomorfismos, también F tiene dimen-
sién k - 1, q.e.d.

(ii)==> (i): Como tanto la dimensién como el tipo de (E,d) es-

tédn univoca e inambiquamente definidos, la demostracién de esta

implicacién se reduce de inmediato a la anterior,

Lema VII.9:
Si (R,d) es de Blumenthal y localmente compacto, las
bolas son compactas.

Recordemos que un espacio topolégico es localmente compacto si

todo punto admite al menos un entorno comvacto, Para espacios

métricos esto equivale a afirmar que ¥ x€ E existe r>0 tal que

U r €S compacta. Sea U = Ux , queremos demostrar que también

’ r'
U es compacta. Si r'<€ r no hay nada que demostrar, ya que U se-
ria un subconjunto cerrado de un compacto, lueqgo compacto. Sea

entonces r' > r. Es claro que Ux r como subespacio de © es com-

r

pleto. Entonces, por V.1, ¥ y # x , el conjunto Sy =Xy f\Ux r
]

es congruente a un segmento. Si definimos f(x) = x, y para

yeU , vy £ x , £(y) como el tnicc punto de s, tal que

X, '

d(f(y),x) = (r/r') d(y,x), la aplicacién F : U—U _ es inyec-

tiva. Ademds, por la propiedad de Blumenthal, f es una contrac-
cidén, es decir d(f(y),f(z)) « d(y,z). Luego f es continua y tam-
bién f-lz £(U)— U 10 es. Es decir que U es homeomorfo a f(U).
Pero F(U)c Ux o s claramente compacto, luego U también 1lo es.

1

Corolario VII1.1O0:

Si (E,d) es de Blumenthal y localmente compacto,
las siguientes afirmaciones son equivalentes
(i) M es compacto.
(ii) M es acotado‘y cerrado.
(1) == (ii): Trivial.
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(ii)== (i): Sea r = diam M, x& M. Entonces M C Ux , due es

compacto por VII.9, luego M también lo es.

Proposicién VII.1l1l:

Si (B,d) es de Blumenthal y localmente com-
pacto, es completo y separable.

Sea S = [xnro una sucesién de Cauchy en E y > O. Existe k ¢ N
Nadq

tal que ¥ n> k vale d(xn,xk)<:r. Entonces la subsucesién S' =

; ; Peed - teni ., que es compacta por
{xk'xk+1’xk+2'°‘7 esta contenida en U ., q P P

VII.9. Luego existe un punto x, de acumulacién de S', y también

de S. Pero como S es de Cauchy, X —>Xo » @S decir (E,d) es com-

pleto. Sea X €E, n y m dos nameros naturales, Por VII.9 existe

un conjunto finito An n< U tal que ¥ y€U_.

1

existe y'e An

X,n B

tal que d(y,y') £ 1/m . Entonces el conjunto numerable

eo-]
A = U a e¢ denso en U » Y €l conjunto numerable
n ™ n X,n

? 1

-
A= ‘v A es denso en vu = E. Luego (E,d) es separable.
n n:=4

LFY] X,n

Es bien conocido, por su importancia en el Andlisis Funcio-
nal, el Teorema de Riesz que caracteriza a los espacios normados
de dimensién finita mediante la compacidad local. Todas las de-
mostraciones de este resultado hacen uso de la estructura vecto-
rial del espacio. Como culminacién de este capitulo daremos una
versién métrica del teorema de Riesz, adaptada a espacios de Blu-
menthal, y que sd6lo emplea la maquinaria seudolineal que hemos
desarrollado en los capitulos anteriores. Cabe anotar que esta

versidén del teorema de Riesz aparecid por primera vez en [17] .

Diremos que z es el antipodal de x respecto de y, sSi y es

el punto medio del par {z;x} .
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Teorema VII.l2:

Si (E,d) es de Blumenthal, los siguientes enun-
ciados son equivalentes
(i) (B,d) es completo y tiene dimensién finita.
(ii)(B,d) es espeso y localmente compacto.
(i) ===> (ii): Por VII.8 existe ne¢ N tal uqe (E,d) es de tipo n.
Entonces, por el razonamiento usado en VI.7, (E,d) es espeso. Vea-
mos la compacidad local. Sea xe I(E). Por VII.1l existe una célula
Z(M) tal que x€ Z(M). Como vimos en V.12, existe r> O tal que

Ux r C X(M). Pero por V.3 este conjunto es compacto, luego Ux r
1 ’

también lo es. Observemos que, aplicando el razonamiento de VvIiI1.o,
toda bola con centro en un punto internal es compacta. Supongamos
ahora que y no es internal. Por VII.3, ¥ r > O existe z internal

tal que d(y,z) < r; y por 1o que acabamos de decir, Uz p €S un
1]

entorno compacto de y. Luego (E,d) es localmente compacto.
(ii) == (i): pPor VII.1l1, (E,d) es completo y separable. Supon-

gamos que (E,d) sea de tipo infinito. Sea U = Ux p Una bola re-

donda. Por VII.9 U es compacta. Sea xIEIJ tal que d(x,xl) =Ty

sea x! el antipodal de x

1 respecto de x, Llamemos xl = {x ;x'}

1 171

V1 = af X1 N U, Es claro que V1 £U ya que en caso contrario se-

ria E = af x1 de tipo 1. Luego existe x, € U - V1 tal que

d(x2,vl) = sup {d(y.vl): yE U} . Es claro que d(x2,x) = r. Por

IV.10 existe un unico "pie"™ de x_, en v, (es decir, un punto de

2

V, que realiza la minima distancia de x_ a Vl)' Afirmamos que el

1 2
. X,
"pie" de X, en V1 es x. En efecto, 2z
sea ye U tal que d(y,x) =r, yel b

"pie" de y en V. sea Yo # x. Enton

1

ces siempre es posible determinar

2z ¢ B(x,y) tal que el pie de z er ¥, x’ X Z, 9 R4
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—_—
sea sz:B(x,yp). Llamando z' al punto de zp Zz tal que d(x,z') = r,
sumergiendo isométricamente en 'EQ las 4-uplas iy;x;yp:xl} Yy
tz';x;zp:xl} » ¥ aplicando el teorema de Pitdgoras a las image-

nes, resulta que

d2(z'.V1) = da(z'.zp) = d2(z'.x) - d2(x.zp) =r? - d2(x,zp) >
> 1% - ay) = iz = d¥(y,v)

Luego y # Xy 0 Y el "pie" de x_, en V

5 1 €5 X Pero ahora, aplicando-

l

le el teorema de PitAdgoras a la imagen congruente de {x2:x1:x:xi1

2 rd
en E~ sera

d(xyex ) = d(x,,%)) = V2 r

Sea x! el antipodal de x

5 respecto de x, X

= Iy o3et 1.
= X, L}lx2.x2 jiy

2 2

V2 = af x2 U, Nuevamente V2 # U, ya que en caso contrario E

coincidiria con af x2 que es de tipo 2. Repitiendo el razonamien-

to, existe X, € U -V, tal que d(x3.x) = r y se verifica

d(xa,xi) = d(x3,xi) =V2 r (i-= 1, 2). Como en cada caso

Vn # U, ya que la igualdad implicaria que E coincide con af xn ’

que es de tipo n, el proceso se puede iterar indefinidamente. Ten-

-
dremos entonces una sucesién txn} contenida en U y tal que si

na1
it g, d(xi,xj) = VY2 r . Es claro que tal sucesidn carece de

puntos de acumulacibén, lo que contradice la compacidad de U. Lue-

go existe ne N tal que U = Vn ,» es decir E = af Xn que es de ti-

po n. Finalmente, por VII.8, (E,d) tendrd dimensidn n.

Ejemplo VII.13:

Espacio de Blumenthal localmente compactc pero de
dimensién infinita.

Sea H el espacio de Hilbert de todas las sucesiones reales X =
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) s .2 2 A 2 (S (x v 12}
= 1% » tales que = x; <mwm , y sea d(X,y) (L?T- (xi yi) )<,

Es facil ver que (H,d) es completo, de Blumenthal y de tipo infi-

nito. Sea E = l XEH : ¥neNw Ixnlsl/n} . Por el bien conocido

teorema de Tijonov, E es compacto. Luego (E,d) es de Blumenthal
y localmente compacto. Pero como H = af E, resulta que (E,d) es

de tipo infinito, luego de dimensidn infinita. Observemos que

(E,d) no es espeso.
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VIITI - PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL .

Sea f : E—R , diremos que f es una funcional afin en E

si para cada triple {x;y;z} € E, tal que xyz, vale
d(x,z) £(y) = d(y,z) £(x) + d(x,y) £(z) (*)

Lema VIII.1 @
Sea (E,d) completo, M-convexo y de Blumenthal, f una
funcional afin en E, AC E. Entonces los valores de
f en A determinan los valores de f en af A, y sélo
esos valores.
(i) £(A) determina £(C(A)) : Sea x€C(A), existe {b;c} C A tal
que bxc. Entonces f(x) = (d(b,c))-1 [&(b,x) £(c) + d(x,c) f(b)] .
(ii) £(A) determina f£(K(A)) : Iterando el argumento de (i) resul-

taque ¥n N f(A) determinari f(Cn(A)), luego también determi-
o0

nars £(k(a)) = U £(&a)) .
nadq

(iii) £(X(A)) determina f(af A) : Sea tcaf A, existe {tl:t2 }CK(A)

tal que {t;tl;t2} sea lineal. Para fijar ideas supongamos que

t,t,t. Entonces £(t) = (d(t e, [a(t ,0)E(t,) - alt,,t)e(t )]

(iv) Ssi xg#,af A, f(x) no estd determinado for f(A) : Si T es un

triple lineal que contiene a x, T ) af A consta, a 10 mas,de un
punto. Entonces, si sbélo conocemos f(af A), la ecuacibédn (*) ten-

dré dos incdgnitas, y no podremos despejar el valor de f(x).
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En los dos siguientes corolarios suponemos que (E,d) es co-

mo en VIII.1l.

Corolario VIII.2

Si J es un conjunto independiente y {0%1 el
es un conjunto arbitrario de nimeros reales en
correspondencia biunivoca con J, existe una fun-

cional afin f tal que ¥ j€J, £(j) = o(j .

En efecto, por definicibédn de conjunto independiente, ¥ j€J es
j f af (J --}j}). Luego, por la segunda parte de VIII.1l, ¥ jeJ,
£(j) no estd determinado por f(af (J - [j}) y puede asumir cual-

quier valor real,

Corolario VIII.3 :
La familia de funcionales afines de E separa
puntos.

Fn efecto, si ix;y} CE x££y, [x;y} es independiente, y por

VITI.2 existe una funcional afin f tal que f(x) = 1 , f£(y) = O.

Si f y g son funciones definidas en un conijunto M y a va-
lores reales, podemos definir entre ellas, en forma natural, ope-
raciones correspondientes a las operaciones entre nameros reales.
Por ejemplo, llamaremos suma puntual de f y g, a la funcién
tual de f y g, a la funcién f.g : M—> R definida por
(F.g)(x) = £(x).g(x) . En particular, si & €R llamaremos producto
puntual de ® por £ a la funcidn &Kf tal que (A F)(x) = A .f(x).

Proposicién VIII.4 :
Sea (F,d) un espacio M-convexo, completo, de
Blumenthal y de tipo n, x,€ E y A(E) la fa-
milia de todas las funcionales afines en E
que se anulan en X, . Entonces A(E) con las

. . n
operaciones puntuales es isomorfo a R .
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si {f;g)]CA(E) y A€ R, queremos verificar que o f y f+g también

pertenecen a A(E). Veamos que son funcionales afines, sea {x;y;z}
tal que xyz, entonces
d(x,z)(a.£)(y) = & (a(x,2)E(y)) = [d(y,z)F(x)+d(x,y)E(2)] =
= d(y,z) (& £)(x) + d(x,y)( X £)(z)

a(x,2)(£+g)(y) = d(x,z)f(y) + a(x,z)g(y) =

= [d(y,z)£(x) + d(x,y)f(z)] + [d(y.z)g(x) + d(x,y)a(z)] =
dly,2) [£(x) + g(x)] + a(x,y) [E(2) + g(2)] =

d(y,z) (£+g)(x) + d(x,y) (£+g)(z)

Ademas ambas funcionales se anulan en X, , ya que
(A £)(xg,) = A .F(x,) == .0=0
(£+g)(x,) = £(x,) + g(x,) =0 +0 =0

Es rutinario verificar que A(E) dotado de esas operaciones es un
espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales.

Sea M = {xo:xlz...:xn] una (n+l)-upla independiente que contie-
ne a x, . Como (E,d) es de tipo n, af M = E. Por lo tanto un ele-

mento cualquiera f € A(E) queda perfectamente definido si conoce-
mos los valores de f(M), segin vimos en VIII.1l. MAs aun, por

VIII.2, si fijamos n numeros reales arbitrarios %Xi};‘i existe
FeA(E) tal que ¥ i , f(xi) = A i (Recordemos que por defini-
cién de A(E), £(x,) = 0 ¥ FEA(E)). Entonces, para todo i de 1
a n, definimos f.€ A(E) tal que fi(xi) =1 ; fi(xj) =0sii#j.
Es trivial verificar que la familia ifi}tg‘ es una base de A(E),

luego A(E) tiene dimensién (algebraica) n.

Teorema VIII.5:

si (e,d) es M-convexo, completo, de Blumenthal y

de tipo n, entonces E & E .

Sea x, € I1(E), A(E) = {f : £ func. afin en E, f(x,) = 0} . Desig-



naremos con E' al dual algebraico del espacio vectorial A(E). Es
claro que E' también es isomorfo, como espacio vectorial, a ‘mn.
Sea £ :E—>E' la aplicacién que a cada x¢ E asocia el elemento
£(x) = x' definido por x'{f) = £(x) ¥ f€ A(E), Es decir que x'

es la ‘transformacién lineal de A(E) en R definida como "evalua-
cibén en x" de los elementos de A(E). Observemos que VIII.3 nos
asegura que £ es inyectiva, ya que si x £ y, existe fe€ A(E) tal
que f(x) # f(y), y por 1o tanto x'(£f) £ y'(f), luego x' £ y'.

En 1o que sigue trataremos de dotar a E' de una métrica d' tal

que se verifiquen las siguientes condiciones :

a.~ (E',d') es isomorfo a E" como espacio vectorial métrico.

b.- £ es una isometria de (E,d) en (E',d').

Si P C E' notaremos con convP a la capsula convexa lineal de P.

Si {d:bﬁc: E', notaremos con (a',b') al segmento lineal abierto
de extremos a y b.

(i) si x'=£(x) y'=£(y), £(B(x,y)) = («,y') : Sea t€B(x,y), enton-
ces existe{o&;(&} C R, A> _:/3 >0 tales que d(x,y) =< ,d(x,t) =ﬂ
d(t,y) =% - .Luego ¥ FEA(E) vale & £(t) = B£(y) + ®l-3)F(x)
0 10 que és lo mismo, ¥ f €A(E) se verifica

£ (£) = —g—y'(m + %,i—“xwf)

es decir que t'€ (x',y'). Luego £(B(x,y)) < (x',y'). La inclu-

sibén inversa se obtiene de la misma forma.

A
(ii) A es convexo sii £(A) es (linealmente) convexo. Supongamos

que A sea convexo, entonces, si la';b'] c £(A), [a;b} C A, lue-
go B(a,b)e= Ay por (i) serd (a',b') = £(B(a,b)) € £(A), luego

£(A) es linealmente convexo. Reciprocamente, sea £(A) convexo,
{a:b}c: A, a' = £(a), b' = €(b). Es claro que (a',b') c £(A).
Entonces B(a,b) = E-l((a',b'))c: £-1(£(A)) = A. Luego A es convexo.
(iii) Si Mc E, conv(£(M)) = £(K{(M)). Sea x' & conv(£(M)) y supon-

gamos que M es finito. Por inducciédn sobre el numero de elementos
de M demostraremos que existe x € K(M) tal que £(x) = x'. Si

card M = 2, por (i) esto es inmediato. Supongamos demostrado para
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(k-1)-uplas, y sea card M = k, Si no existe ningan subconjunto
propio L de M tal que x'€ conv(£(L)), sea z'€ £(M). Entonces exis-
te s' € conv(£(M) - {z'}) tal que x'€ (2',s'). Pero (M - {z}) es
una (k-1)-upla, luego, por la hipétesis inductiva, existe s en
K(M. - {z}) tal que £(s) = s'. Entonces, por (i)
x eB(z,s) < B(z,x(M ~ [z}) = XK(M) .

Si M es infinito, por el teorema de Caratheodory (ver, por ejem-
plo, [21] , Teorema 18, pagina 35), existe una (n+l)-upla Nc M
tal que x' gconv(£(N)) = £(K(N)) < £(X(M)). Luego conv(£(M))

£(K(M)). Por III.1 (i) sabemos que Mc< K(M) , y por lo tanto
£(M) c £(K(M)). Pero este Ultimo conjunto es convexo por (ii),
luego £(K(M)) D conv(£(M)).
(iv) Si t'eE', 3 A >0, 3 X€E tales que t' = X£(x). Como vimos

en la demostracién de VI.7, existe una bola reddénda U = Ux r*
o!?

Sea M = {xl;x :...;xn} una n-upla tal que M' = M V {xJ sea

2
independiente. Razonando como en el caso 1 de VII.8, podemos

elegir 1os elementos de M de forma que ¥ i de 1l a n d(xo.xi) =Tr.

Observemos que si sustituimos uno de los elementos de M por su
antipodal respecto de x, , el conjunto resultante sigue siendo
independiente. Sabemos que £(x,) = © (elemento neutro de E'). Si
S y t son antipodales respecto de x, , £(s) = -~ £(t). Si ¥ i de

1 a n ponemos £(xi) = x{ , por (iii) y (i) resulta que el conjun-

to {xi;...;xﬁ} es una base de E'. Sea t'e E', entonces podemos

expresar t' o . x{ . Sin restriccién de generalidad, pode-

L=1 1
mos suponer que todos 1os coeficientes $on no negativos. En efec-

to, si dj £ 0 bastari con que sustituyamos xj por su antipodal
respecto de_x, y por lo que observamos antes, todo sigue valiendo.

-1
Sea A = £ o, >0, y sea x' =A " t'. Entonces x' estara en

conv(£(M)) = £(K(M)). Luego existe x€ K(M).tal que x' = £(x). En-
tonces t' = A £(x).
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(v) Definicién de la métrica en E'. Sea U' = £(U). Nor la redondez

y (iv) resulta que para tcdo par [s';t'}c E' existe of >0 tal que
{O(ls':txt'} C U' . Entonces definimos
-1 -1 -
d'(s',t') = . d(€ (K s'), £ (At')) (1)
Veamos- que el valor de d'(s',t') no depende de 12 eleccibdn de & ,
ya que si X, > *®, >0 verifican que {o(,s';ogt';n(zs';o(zt'} c U

~1 ,
llamemos s, = £ (o\is y ts

1

= E—l(“‘it') para i = 1, 2.

Entonces, por (1) se cumple que
d(xo,sl) ) d(xo.tl) o,
d(x,,s,) d(x,,t,) «,

Aplicando 1V.4, podemos sumergir isométricamente en 'E2 la 5-upla
plana Ltl;t2;xo;sl;52] ,» Y pPor 1o tanto
= (&

d(t,,s)) = (X, /o) d(t,,s,)
y por eso d'(s',t') valdria igual ya sea que usdramos X 6 X, en
la definicién (1). En particular, si {s'ptq c U', podemos ele-
gir & =1 y resulta que £ : (U,d)—> (U',d') es una isometria.
Es rutinario verificar que 4' es una métrica, y que £ es una iso-
metria de (E,d) en (E',d').

. . n . . Y
(vi) (E',d') es isomorfo a E como espacio vectorial métrico.

Observemos que por la definicidén de 4' vale
d'(Ax', y')=1xd(x,y") (2)
si {stt']) CEE) , s =€ (s) , t = £71(t"), entonces por (i)
resulta que u = £-1(%(5'+t')) es el punto medio del par s3;t .
Entonces, si { x';y':z'} < £(E), u' = 3(x'+2') , v' = s(y*t+2') ,
sumergiendo isométricamente en ‘E2 la 5-upla plana {x:u;z;v;y}
y usando el punto (v) resulta que
dar(u',v') = d'(F(x'+2"),3(y'+2')) = ¥ d(x',y")
Pero por definicién de 4', podemos quitar la restriccién de per-
tenecer a £(E), y combinando con (2) resulta que ¥ {x';y':z'}c;E'
d'(x'+z2',y'+z') = d'(x',y") (3)

Es bien conocido (ver la demostracién, por ejemplo, en [18] » 3.9,
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pPdgina 155) que todo espacio vectorial métrico cuya distancia sea
positivamente homogénea (es decir, verifique (2)) e invariante por
translaciones (es decir, verifique (3)) es un espacio normado cuya
norma Wx'y = d'(e,x') verifica que d'(x',y') = |x' - vy'| .
Finalmente, por la clésica memoria [19] » Sabemos que un espacio
normado es euclideano ("inner-product space") si su norma verifi-

ca para todo par {x';y'} c e

2 )
Ixt +yu2 s dx =y ? = 2 (gxh? + Jyi?)
0 10 que es equivalente
.2 . 2 - )
F3x' +y ) = 3 (2axi? +iiva” - jxr - ya™)? (4)
Supongamos que {x';y@ C €(E). Por ser E M-convexo, t' = 3(x'+y')

esti en £(E). Por (v) existe una 4-upla ix;y;t;o} C E tal que
ix';t':y':@}nu ix;t;y;o} y por 1a propiedad de Blumenthal existe
una 4-upla {i;y;f;b} c E? tal que {x;t;y;o} ~ {i;f;v;b !y
pPor la transitividad de la conagruencia, sera éx';t':y':ef GE‘E2.
Pero ‘E2 es euclideano, luego vale
a(t,8) = %[ a2(%,8) + 2 a%(y,8) - d2(x,9)) %

y por definicién de ccngruencia, se cumple (4). Si x' e y' son
arbitrarios (no necesariamente en £(E)) basta elegir (por (iv))
una constante de homotecia que los mande a £(E). Como (4) es ho-
mogénea, dicha constante se simplifica, y (4) vale para todo par
{x',y"J C E'. Entonces (E',d') es euclideano, y como por construc-
cibén era vectorialmente isomorfo a 'mn. (vi) es cierto, y hemos

concluido el teorema.

Veremos a continuacién varios refinamientos y corolarios del

resultado fundamental que acabamos de demostrar.

El espacio métrico (E,d) es externamente convexo si todo pun-
to de E es internal. La diferencia bdsica entre el presente traba-
jo y los resultados ya mencionados de Blumenthal reside en que a-

qui no requerimos que el espacio (E,d) sea externamente convexo.
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Lema VIII.6 :
Sea (E,d) como en VIII.5 y £ : E —> E" 1a isometria
de la tesis. Entonces £(E) es cerrado y £(I(E)) es

abierto en ]En.

o0
Sea {xa}“ una sucesién convergente contenida en £(E). ¥ ne€ N
" 24
-1,_, (1= . 2
sea x. = £ (x') . Entonces X es una sucesidn de Cauchy con-
n n t™"nJa..

tenida en E que es completo. Luedgo existe xg& E tal que X —> X
y por lo tanto x: —> £(x) € £(B). Luego £(E) es cerrado.

Sea y€ I(E). Por el razonamiento de VII .5 existe una bola re-

donda U = Uy r C I(E). Como vimos en la parte (iv) de VIII.S,

£(U) es un entorno de y' = £{y) contenido en £(I(E)). Por 1lo

tanto £(I(E)) es abierto.

Corolario VIII.7 : (Blumenthal)

Sea (E,d) completo, M-convexo, externamente con-

vexo, de Blumenthal y de tipo n. (E,d)r\J‘]En .
Por VIII.5 existe una isometria £ : E———)Iﬁh Por la convexidad
externa es I(E) = E, y por VIII.6 £(E) es un conjunto abierto y

n n
cerrado de E . Pero E es conexo, luego £(E) = ‘En, q.e.d.

El resultado gue acabamos de demostrar es el teorema
50.4 de [11] , aun cuando, en dicho libro el autor
expresa la nocidén de ecspacio de tipo n, o mas exac-
tamente la rocién de conjunto independiente, de una
forma diferente, pero que en este caso resulta facil-
mente equivalente a nuestro enunciado. E1 método alli
empleado difiere radicalmente del nuestro.

Corolario VIII.$8

Si (E,d) es M-~ convexo, de Blumenthal, espeso
y localmente compacto, existe un nUmero natural
n tal que E@& E".

Irmediate, de VII.8 y VII,12 y VIII.S.
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Corolario VIII.Q :

si (E,d) es M-convexo, completo, fe4p y de ti-
pon, E @ E".
Inmediato de IV.11 y VIII.S.

Corolario VIII.1lO:

Si (E,d) es completo, qe4p y de tipo n, E agiEn.
Inmediato de IV.12 y VIII.S.

En los capitulos V y VI hemos estudiado la teoria de capsula
afin y espacios de tipo n para espacios métricos completos. En e-
Fecto, quitando la completitud es relativamente facil construir
contraejemplos a varios de los resultados alli obtenidos. En par-
ticular la nocidén de tipo n (y su conexibén con la dimensidén topo-
légica) pierden significacién. Sin embargo, siempre podemos defi-
nir tipo de un espacio asi: Diremos que el espacio (E,d) no nece-
sariamente completo, es de tipo n si su completacidn lo es.

Es claro que esta definicién coincide con la previa si (E,d)
ya era completo, puesto que en este caso la completacibén es con-

gruente con el espacio,

Corolario VIII.1ll:

si (E,d) es de Blumenthal, densamente counvexo y
de tipo n, E& E".
Existe una inyeccién natural p : E —> E de cada espacio en su com-
pletacibén. Por definicibén, esta aplicacién es isométrica. Pero por
1V.8, la completacién (E,d) satisface las hipbtesis de VIII.S5, lue-
go existe una isometria £: E—E" . La composicibén de estas dos
aplicaciones £°p : E —>E" es la isometria que buscamos.

El teorema de VIII.5 y algunos de los coroiarios aqui
enunciados fueron expuestos por el autor en el 72nd.
Annual Meeting de la American Mathematical Society,
realizado en Chicago, USA, en enero de 1966. Un re-
sumen de estos resultados aparecié en QS] .
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IX - SUBESPACIOS DE DSFICIENCIA 1l.-

Investigamos aqui el concepto de "subespacio de deficiencia 1",
andlogo al de hiperplano en un espacio vectorial, y sus conexio-

nes con las funcionales afines y los "planos de Leibniz".

En este capitulo (E,d) serd M-convexo, completo y de Blumen-

thal.

Si S es un subconjunto afin propio de E, diremos que S es un
subespacio de deficiencia 1 si existe x€E - S tal que valga

af(svu ix}) = E.

Proposicidén IX.1l

Sea S un subconjunto afin propio de E, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes
(i) S es un subespacio de deficiencia 1.
(ii) S es un elemento maximal en la familia de
los subconjuntos afines propios de E.
(iii) ¥ y€E - S vale af(s VU ly}) = E.
(i)=> (ii): Sea x€E - S tal que af(SV {x]) = E y supongamos
que exista un conjunto afin S' tal que ED S'D S Yy E £ S' £ S,
Sea t£€ §' - S. Consideremos dos alternativas
a) 8(x,t) NS £ P. sea yeB(x,t) 1 S. Entonces {x;t:y} es li-
neal y x€af{sv {t})caf s' = s".
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b) B(x,t) N s = g. Como t€.af(SU{x£)

existe {u;v} C K(sU{x}) tal que vut
Pero por IV.9 K(SVU {x}) = B(x,S). En
tonces, -razonando como en VI,3, exis—
te z;z;} C Sy sé€B(x,z') tales que

tsz. Pero entonces, razonando como en

a, vale también x€ S°'.
En ambos casos x€S', luego S U [x} < Ss', y por 1o tanto

S' = af S'D af(s V [x}) = B, contradiccién. Entonces S es maximal.

(ii) ==> (iii): Sea ye€® - 5 y sea F = af(sV {y}). Entonces F = E
ya que en caso contrario F seria un subconjunto afin propio estric-
tamente mas grande que S, en contradiccidédn con la maximalidad de S.

(iii)=—=(i): Trivial.

Proposicién IX.2

Sea S un subespacio de deficiencia 1 y k € IR.
Entonces existe una funcional afin f en E tal
que S = {x : £(x) = k} . Reciprocamente, sea g
una funcional afin no constante en E, y sea k R
tal que sup {g(x): x€E]> k > inf {g(x): er}.
Entonces ix : glx) = k} es un subespacio de de-
ficiencia 1.

Sea X€E -~ S. Por IV.9 ¥ teX(sSV [x]) existe t'€ S tal que xtt',

Definamos g(y) = O ¥ y€S, g(x) =1, y si te€k(s v {x]) pongamos

g(t) =1 - (d(x,t)/d(x,t')). Es ciaro que g es una funcional afin
en K(s V \x)) que admite una dnica extensiédn afin (como en VIII.1)
a todo E. Es rutinario verificar que g¢g(s) = O sii s €S. Finalmente
llamando f£(x) = g(x) + kX obtenemos la funcional afin que buscamos.
Para la segunda parte de la proposicién, sea G = {x :g{x) =k }.
Es claro que G es afin, y puesto que g no es constante, €S un sub-
conjunto propio de E. Sea y€ E tal que g(y) <k. Trataremos de veri-
ficar que E = af(G vV {y}). Sea t€E - G. Se presentan dos casos

a) g(t) > k. Consideremos el segmento B(y,t). Por la afinidad de g
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existe z € B(y,t) tal que g{(z) = k,
Luego 26 G y te af(G U{ v}).

b) g(t) < k. Sea s tal que ¢g(s)>k
(tal s existe por la condicidén im-
puesta a k) y sean ly':t'}c G ta
les que tt's y yy's. Entonces,por

IV.4, la 5-upla plana{t:t':s:y';y}

& E2. Luego existe un punto u en
B(v',t) N B(y,t') y por 1o tanto te¢ af(G U [xf). Luego G es un

subespacio de deficiencia 1.

Si {x;y]CﬁE, llamaremos plano de Leibniz determinado por el par

{x;y} al conjunto
Px,y = {ze E : d(x,z) = d(y.Z)]

Proposicibén IX.3

Todo plano de Leibniz es un subespacio de defi-
ciencia 1.

P es afin: Sean(ls;t]c: Px y ZES f. entonces es fAcil ver que

’ ’
los tridngulos K({s;z;x]) y K([s;z;v}) son congruentes, lueqo vale

d(x,z) = d(y,z) , es decir ze Px'y.

P es un suconjunto propio de E : Trivial ya que x P .
=X, y———"= S e X,y

af (p Uf{x]) =F : Sea teE - P . Debemos considerar dos
Xy Y i - X,V

vosibles casos: (i) d(t,x) > d(t,y). Definimos la funcién h(z) =
= d(z,x) - d(z,y). Es claro que h es continua en el compacto
B(x,t) y que h(t)>0, h(x)< 0, Luego existe »& B(x,t) tal que
— 3 {xl

h(z) = 0, es decir que zeP, . . Por lo tanto teaf(Px‘vu\xJ).

(ii)d(t,x) < d(t,v). Entonces, razonando como en

el caso (i) existen t'e B(t,y) N Px y * x'€ B(x,y) ('\Px y y apli-

cando el razcnamiento usado al final de IX.2, te_af(Px y U{x}).
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Es claro que no todo subespacio de deficiencia 1 es
un plano de Leibniz. En la proposicién a continuaciébn
caracterizamos Jos planos de Leibniz entre 10s subes-
pacios de deficiencia 1., en el caso de dimensibén fi-
nita. Esta caracterizacibn no es valida para dimen-
sién infinita, donde opueden no existir puntos inter-
nales, pero donde aur exister plancs de Leibniz.

Proposicion IX.4
Sea (E,d) d= dimensibn finita. Entonces P c E
es un plano de Leibniz sii es un subespacio de
deficiencia . v contiene puntos internales.,

Sea P = Px v un plano de leibniz, y vor IX.3 un subespacio de de-

ficiencia 1. Por VIT.5 el conjunto de los puntos internales es
denso y convexo, Luego exister puntos internales x' e y' tales que
d(x,x') > d(x',y) , d(v,y') > d(y',x). Ertonces, razonando como en
la proposicién anterior, existe t€B(x',y') N P, y t es internal.
Reciprocamente sea P un subespacio de deficiencia 1 y x€ PNT(E).
Sea z€E - P, Como E es localmente compacto, por VIT.12 y VII.S,

¥ r>0 es Uz r es compacto. Como P es cerrado por VI.7, resulta
’

que para r suficientemente arande P ) Uz r © compacto, convexo
1]

y no vacio. Por 1V,10 existe un Unico punto z'e P tal que d(z,z') =
= d(z,P). Sea z_ € B(z,x) tal que (a) d(z,,z') = d(z,,P): (b) 2z, es
el punto de B(z,x) mas prdéximo a x que verifica (a). Entorces es
rutinario verificar que ¥ peP - iz'} la imagen del triple ip;z':zo}
en 'E2 forma un tridngulo recténgulo en z'. Sea z" E€P tal que z'zz".
Existe una aplicacién biyectiva f que a cada s é€ B(z,,2") asocia su

(\inico) punto mas cercano en B(z',z")}. Sea y, = f_l(x) y sea y
° 1

tal que YoXyy - Sin restriccién de generalidad, supongamos que

d(yq,x) > d(yl.x), sea y, B(y,.x) tal que d(yz,x) = d(yl,x). Fi-

nalmente es facil verificar que P es el plano de Leibniz determi-

nado por el par{yl;yax.
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X - SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL.-

En este capitulo estudiamos la posibilidad de extender a to-
do el espacio E una isometria definida en un subconjunto S y a va-
lores en otro espacio métrico F. Consideramos tres diferentes ins-
tancias: (i) S es denso en E y F es completo. (ii) S es tal que
af S = E y F es euclideano. (iii) S es un subespacio de deficien-
cialen€EyF= E" . Utilizamos luego este ultimo resultado pa-
ra obtener una nueva demostracién de VIII.5 y una generalizacién
de este teorema donde, sustituyendo las condiciones de dimensibn
finita (tipo finito o compacida local) por separabilidad, fijamos
condiciones para asegurar que (E,d) sea isométrico a un subconjunto
del espacio de Hilbert H de las sucesiones reales de cuadrado su-

mable.

Lema X.l @
Sea S un subconjunto densoen E, (F,d') un espacio mé-
trico completo y £ : §S—F una isometria. Entonces

existe una isometria f* : E—F tal que f*/s = f.
- =]
Sea xeE y {xn}n una sucesién contenida en S que converge a x.
N4
Entonces definimos f*(x) = 1lim f(xn) . Es claro que tal limite

existe por ser F completo, y que no depende de la elecciébén de 1la

sucesidén. Es fa&cil verificar que F* es una isometria v que f*/S = F.
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Lema X.2 : .
Sea (E,d) M-convexo, completo y de Blimenthal, S un sub-
conjunto de B tal que af S = Ey f : S——>H una isome-
tria. Entonces existe una isometria f* : E —>H tal 4ue
Sea x€C(S), entonces existe }y;z]CIS tal que yxz. Sea Fl(x) =
F(x) si x€8, y si x€C(S) -~ S definamos fl(x) como el punto d.el-

segmento lineal de extremos {f(y):f(z)} tal que d(fl(x).fl(y)) =

d(x,y). Si existe {y':z'}(: $ tal que también y'xz', bastard apli-
car IV.4 para sumergir en 1E2 la S-upla plana {y;x;z:y';z'} , de

donde resultara que fl(x) no depende de la eleccié4n del par {y;z} .
Es inmediato verificar que Fl : C(S) —>H es una isometria y que
fl/s = £ ., Reiterando el procedimiento, ¥ j€ N existe una isome-
tria Pj : Cj(s)-——)H tal que si j > k vale que fj/ck(s) = fk y
fj/s = f . Sea K = K(S) y f, : K—> H definida en forma obvia a
partir de las Pj . Es claro que f, es una isometria y que f°/s= £.

Sea u€ E, entonces existe &;t}c: K tales que {u:s:t} sea lineal.
Definamos como f*(u) el punto de la recta determinada por f_ (s) y
f,(t) y tal que verifique
d(f,(s),f*(u)) = d(s,u) : d(£,(t),f*(u)) = d(t,u)

Si existe {s':t']C: K tales que también {u:s':t'} sea lineal,
aplicando una vez mis IV.4, podemos sumergir isométricamente.en
E2 la 5=upla plara {s;t:u;s':t'} , COn 10 que se ve que la defi-
nicién de f*(u) no depende del par {s:t] . Es rutinario verificar

que f* : E—>H es una isometria que extiende a f.

Corolario X.3

. . n
El lema X.2 es valido sustituyendo H por E .
Supongamos que E y S sean como en el enunciado de X.2 y que exis.a

una isometria f : S-——-)]En . Sea Hn el conjunto de elementos de i
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con todas las coordenadas nulas salvo, tal vez, las primeras n.

. . . 2 n
©s claro que existe una aplicacidn natural p ! E — Hn que es

a 1la vez isomorfismo alcebraico e isometria. Pero entonces

Dof : S— Hn C H es una isometria. Luedo estamos en las hipd-

tesis de X.2 v existe una isometria a : E—> H que extiende a
pof ., Pero por la construccidn realizada en X.2 es evidente aue

la variedad lir~al aenerada por (pef)(S), que es H coincide

con 1la aenerada por q(E), es decir que g(R) C:dn . Pero entonces

. . n L
F¥ = p o a es una isometria de ® en T® , que restringida a S

coincide con p—lo po £=F, q.e.d.

Proposicibén X.4 :

Sea (B,d) un espacio M-convexo, completc y de Blu-
menthal y S un subespacio de deficiencia 1. Sea

£ : s—>E" ! una isometria. Entonces existe una
isometria f£* : E —>E" tal que f*/s = f .

En el enunciado de esta proposicidn hemos contenido el "abuso de

n . .
1C: E , ya que es claro que es 1some-

lenguaje" de considerar E'
trico vy vectorialmente isomorfo (por eiemplo) al subconjunto de
todos 10s elementos de ‘En que tienen la n-ésima coordenada nula.
En adelante usaremos esta convencidn sin mencibén expresa. Sea

P : E—> S la aplicacidédn que a cada punto x¢ E asocia el punto &S
mas préximo a X. S es de dimensién finita y cerradc (por VI.?),
luego la interseccién con una bola cerrada es un compacto, y por
IV.10 resulta que p estid bien definida. Sea x¢E - S tal que

af (SVU {x}) = E y sea x' = p(x). Existe una n-upla independiente
Men S tal que xX'€ M, Seay Z(M - {xq )y X, € B(x,y)N p—l(x') tal
que d(y,x,) sea minima (la existencia y unicidad de tal puntd es
Facilmente verificable). Observemos que p restringida a ﬁ(xo,y)

es inyectiva, y ademas, para todo s ¢ B(x,,y) el tridngulo de vér-

tices [s:p(s):y} es rectangulo en p(s) (abuso de lenguaje). Sea
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z el punto medio del par {xo;y} y z' = p(z). Por IV.4 resulta

due 7' serd punto medio del par {x':y} . Por V,7 es z'€ Z(M) y
por VII.1 z'€ I(S). Afirmamos que ¥ t€ S - {z'} el trianaulo de
vértices {z:z':t} es recténgulo en z' (abusn de lenquaie). En
efecto, suponaamos que existiera t€S - {z'} tal que el anaulo
formado por ET_§ v 57—% (abuso de lenauaje) fuera meror aue /2
(si este &nqulo fuera mayor due T¥/2 nos reduciriamos a este caso
considerando un punto t*' tal que tz't', tal punto existe por ser
z' internal). Entonces aplicando IV.6 al trildtero T(t;z':z), re-
sultaria que existe s €B(z',t) tal que d(z,s) « d(z,z'), 1o que
contradice la eleccidédn de z'. Fntonces ¥ tg S vale

a(t,z) = (a%(t,2') + a2(z,2))?
Definamos como f(z) a un punto de la recta normal a En-l por f(z')
tal que d4(f(z),f(z')) = d(z,z'). Entonces, por 1lo que acabamos de
ver f : S\Jiz}———y'En es una isometria. Por construccién ze€ E - S,

luego por IX.l es af(Ssv}z)) = E , y la proposicién resulta de X.3.

A continuacién utilizaremos el resultado orecedente para obtener
una nueva demostracién, considerablemente més corta que la direc-

ta, del teorema VIII.S de inmersidn en E" .

Teorema VIII.5 : (Nueva demostraciédn)

si (8,d) es M-convexo, completo, de Blumenthal vy
de tipo n, entonces F @ En .
La demostracién serd por induccién., %1 teorema vale para n = 1 por
V.1l. Supongamos que se verifica para n = k - 1, y sea (£,d4) un es-
pacio de Blumenthal, comvpleto, M-convexo v de tino k. Entonces e-

xiste un conjunto inderendiente M = ixo:xl;...:xk} CE. Sea M, =

M - {xol y S = af M, . Es claro que S es un svbespacio de deficien-
cia 1 en E, ya que af(s V {xo}) = E . Asi mismo, es claro que

(S,d) es un espacio de Blumenthal, M-convexo, completo (por VI.7)

y de tipo k - 1. Entonces, por la hipétesis irductiva S & X1 ,

y aplicando X.4 , E @ Ek , q.e.d.
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Teorema X.5 :
8i (E,d) es M-convexo, completo, separable y de Blu-
menthal, entonces E & H.

Sea E tal espacio y D = {do:dl;dz;.....} un conjunto numerable

y denso en E. Definamos x, = 4, , X, = d1 . Para i > 2 definamos

x. inductivamente de la siguiente forma. Sea M, = Sx PX,jeeer X,
i : i-1 (L | i-

Fi—l = af Mi-l y sea X4 el primer elemento de D { en el orden de

los indices) que no pertenece a F‘i « Finalmente, sea M el con-

1

junto de todos 1los X, asi obtenidos, y sea F = Q/Fi . Es trivial
4

que D C F. Distinguiremos d4os casos :
Caso 1, M es finito : Sea card M = n+l . Entonces F = Pl y {F,d)
es de Blumenthal. M-convexo, completo (por VI.7) y de tipo a. En-

tonces, por VIII.5 y por el artificio usado en X.3 es F& HnC: H.

Pero ademads F es cerrado en E (por VI.7) y denso {ya que D c F),
luego F = E,

Caso 2, M es infinito : Como vimos en el caso anterior ¥ n€ W

existe una isometria fn : Fn———? Hn . Mas alin, como es claro que

Fn-l es un subespacio de deficiencia 1 en Fn » por X.4 es posible

elegir estas isometrias de forma que fn restringida a Fn 1 coinci-

da con fn— (*). Definamos F : F—2H tal que si terF, , £f(t) =

1
fi(t) . Por la propiedad (*) que acabamos de mencionar, resulta
que la aplicacidén f estd bien definida, que restringida a Fi
coincide con fi y que es una isometria de F en H. Pero como DC F,
es claro que F es denso en E. Puesto que H es completo, por X.l

existe una isometria f£f* : E—> H que extiende a Ff.

Corolar.o X.6 :
Si (E,d) es M-convexo, completo, separable y Ffe4p,

entonces E& H.

1
1)
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Inmediato de IV.11 y X.S5.

Corolario X.7 @

Si (E,d) es completo, separable v qed4p, E & H.
Inmediato de IV.12 y X.5.

Corolario X.8 :

Si (E,d) es densamerte convexo, sebarable v de Blu-
menthal, entonces £ @& H,
Sea E la completacién de F. EBnronces, por IV.8 (E,d) es M-convexo
y de Blumenthal. Una aplicacién standard del proceso diaaonal de-
muestra que (E,d) es separable. Fntonces (E,d) satisface las hi-

pbtesis de X.5, y razonando como en VIII.1ll resulta la tesis.

Corolario X.9 : (Blumenthal)
Si (E,d) es un espacio métrico las siguientes afir-
maciones son equivalentes :
(i) EVH
(ii) (E,d) es M-convexo, completo, separable, de
Blumenthal, externamente convexo v de dimen-
sién infinita.
(i) ==> (ii) : Trivial.
(ii) == (i) : Con la notacién de X.5 existe una isometria f+* de
E en H. Trataremos de verificar que esta aplicacién es suryectiva.
Como la dimensidén de E es infinita, es claro que estamos en el ca-
so 2. Es facil ver que todo subconjunto afin de E considerado co-
mo espacio métrico es externamente convexo. Entonces, por VIII.7

f*(Fn) = f(Fn) = Pn(Fn) = Hn ¥neé N

Sea H, el conjunto de todos los elementos de H que tienen solo fi-
nitas coordenadas no nuias. Es claro que H, es denso en H. Ademas
por la definicién de f vale £(F) = H, , y como

fx(E) > £%(F) = £(F) = H,

serd f#(E) denso y cerrado en H, luego f*(E) = H, q.e.d.
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XI - ESPACIOS ESTRELLADOS.

Puesto que a 1o largo de todo este capitulo el conjunto E es-
tard dotado de la misma métrica d, para simplificar la notacién,en

lugar de "el espacio métrico (E,d)" pondremos simplemente "E".

Diremos que E es estrellado en x si ¥ yeE - {x}, la banda

B(x,y) es densa. El kernel de E es el conjunto

ker E = ‘Ler : E es estrellado en x} .

El concepto de conjunto estrellado en espacios vec-
toriales ha sido ampliamente estudiado por varios geb-
metras. En espacios métricos, un concepto andlogo pe-
ro mas débil que el nuestro (pidiendo que B(x,y) #¥ 4),
fué enunciado por K. Menger en el ya mencionado Semi-
nario del Rice Institute (1931) como debilitamiento

(o mas bien, localizacién) de su concepto de espacio
M-convexo. Las noticias que hemos obtenido incluyen
solamente el siguiente resultado trivial "E es M-con-
vexo sii ¥ x€E, E es (débilmente) estrellado en x".

Llamaremos componente convexa de E a todo conjunto convexo

de E maximal en el orden natural de inclusién. Una familia_}t =

lMﬁ)et_ de componentes convexas de E es una familia’fundamental

si vale E = (J M .
AeL A

Lema XI.l :
La familia de todas las componentes convexas de E es

una familia Ffundamental.
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En efecto, si xe¢ E, mediante una aplicacidén standard del lema ma-
ximal de Zorn resulta que existe una componente convexa M de £ tal

que x€ M.

Lema XI.2 :
Las componentes convexas de un espacio de Blumenthal
completo son conjuntos cerrados.
Sea P un subconjunto convexo de E. Entonces, razonando como en e
capitulo III, Pes densamente convexo. Pero es claro que la clausu-
ra de P es congruente con la comoletacién de P considerado como
espacio métrico. Pero por IV.8 esta completacidén es M-convexa. Lue-
go ClP es convexo, Entonces, si M es una comoonerte convexa de E,

es M = ¢l M por la maximalidad, luego M es cerrado.

Proposicién XI.3 :

Sea E completo y de Blumerithal, A = tNA}XGL

una familia fundamer.tal de componentes convexas.

Entonces ker E = () ¥ .
Agn A

Llamemos M = M M) . Sea xeV,vy F. Intonces, por definicidén de
rEL

familia fundamental, existe X ¢l (al que ye¢ ¥, . Pero por XI.2

M es K-convexo y como {x;y} M, 8(x,y) es completa, y por lo

tanto densa. Luego x € ker E. Reciprocamente, sea z cker E, y M,
una componente convexa de E. Entonces, razonando como en 1IV.9, re-
sulta que BA = B(z,MA) es un coniunto convexo y MAc: B)<: E. Luedao,

= B, luego ze VM MA G L, Es de-

por la maximalidad de ¥, es M N

A
cir que z¢ M, y por fin, M = ker E, q.e.d.

Una versidédn de XI.3, lideramente mis restrinaida, va
que so0lo se considerabar la familia de todas las com-
ponentes convexas y el espacio total era 'E". arare-
cié en [20) , donde sirvié para resolver ur. problema
sobre las funciones radiales de cuerpoos estrellados.

Corolario XI.4 :
Si E es como en XI.3, ker E es convexo y cerrado.
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Si M es un subconjunto convexo de E y P C M, notaremos con

aPM P a la capsula afin de P considerado como subconjunto del es-

pacio M-convexo M. Diremos que E es perfectamente estrellado si

para toda componente convexa M de E vale que aFM(ker E) = M,

Lema XI.5 :

Si E es completo, de Blumenthal y de dimensién n, las

siguientes afirmaciones son equivalentes :

(i) E es perfectamente estrellado.

(ii) Para toda componente convexa M de E vale

tipo M = tipo ker E = n.

(i) =>(ii): Por XI.2 y XI.4, tanto M como ker E son espacios mé-
tricos M-convexos, completos, de Blumenthal y de dimensién finita,
luego sus tipos estan bien definidos. Por otra parte, por XI.3 es
ker E € M, luego tipo M > tipo ker E. Supongamos que tipo M>tipo
ker E. Existiria t &€ M - an(ker E) lo que contradice (i). Luego
tipo M = tipo ker E.
(ii) =>(i): Por V.10 existe una (n+l)-upla independiente Lcker E.
Supongamos que existiera teM - an(L). Entonces L' = L U{t}CM

es independiente, luego §ipo M >n + 1, en contradiccién con (ii).

Entonces vale M = an(L) k:an(ker E) q.e.d.

Teorema XI.6 :

Si E es completo, separable, de Blumenthal y perfec-
tamente estrellado, entonces E & H.

Sea D = {dl;dz;d ;.....} un conjunto numerable y denso en E, Razo-

3
nando como en XI.1l, existe una componente convexa M1 de E tal que

dle.M1 . Definamos Fl = Ml‘ Sea n_ el primer numero natural tal que

2

d gér& . Sea M_, una componente convexa que contenga a d y F, =
n2 1 2 n2 2

Ml\J M2 . Iterando el proceso, sea n, el primer numero natural tal

que dn ﬁé Fk—l y Sea Mk una componente convexa de E que contenga a
k
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dnk s Y Sea Pk = F 4 L/Mk . Después de, a 1o mas, una sucesidén

numerable de pasos, habremos agotado todos.los elementos deD.
(i) Ker E€H : En efecto, es inmediato de XI.4 y X.S5.
(ii) ¥ neN F_&H : Por induccién. Para n = 1, si f, : ker E—>H

es la isometria cuya existencia afirma (i), por X.2 existe una iso-

metria flz F.—>H tal que f f, . Supogamos que existe una

1/ker E-

k—lz Fk_f——>'H. Definamos fk : Fk———aH de

1

aplicacién isométrica f

la siquiente forma. Si x eF, 1 Fk(x) = fk_l(x) . Si xeF - Fr_1

definimos como £, (x) a la extensién de f, a M, , que existe por

X.5. Veamos que £ es una isometria. Si ye€ Fk—l ’ zél:‘k—)“k_1 , @Nn—

k
tonces por construccién existe j<k tal que yeM.. Por definicién

de completamente estrellado, existe {_yl;y2;21;223<: ker E tal que
10s triples {yl;yg:y}' ’ {?1:z2;z} sean lineales. Pero entonces,

razonando como en VI.3, existe {y';v;z'} Cker E tal que vy'y,
vz'z. Entonces aplicando IV.4 a la 5 upla plana,-{yﬁy';v;z':z} R
resulta que d(fk(y).fk(z)) = d(y,z) . En los otros dos casos po-
sibles ( {y;z& C;Pk-l » O bien %y:z§<: Mk) esta igualdad se cum-

Ple por construccibdn. Luego fk : Fk——+> H es una isometria, q.e.d.

o0
(iii) E & H : Sea F = L/Fh . Definimos £ : F——==H en forma obvia
Sz

£, . Luego f

a partir de 1las fn . Por definicibn ¥ k<n fn/Fk = £,

esti bien definida y es una isometria. Pero por construccién F DD,

luego F es denso en E, Por X.I existe una isometria £* : E —>H,

Corolario XI1.7

Si E es completo, de Blumenthal, perfectamente es-
. . n
trellado y n-dimensional, entonces E & E .
La misma demostracidédn que el teorema anterior, sustituyendo donde

corresponda X.5 por VIII.5 y X.2 por X.3.
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