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Una parte considerable del tratado "Theory and Applicatións 

of Distance Geometry" (Oxford, 1953) de L. M, Blumenthal, está 3 

dedicada a la consideración del siguiente problema genérico ;    
Problema _I : "Dado un espacio métrico "modelo" M, fijar condicio= 

nes en la métrica de un espacio E que permitan asegurar la existen 

cia de una isometría FP : E--—-MAM ", % 

Un caso particular, pero impostante, de este problema es : 3 

Problema 11 : "Idem que en Problema 1, pero pidiendo que la apli- 

    

    

    

cación f sea suryectiva". 

Los casos concretos más importantes de estos problemas se 

presentan cuando el modelo M es el espacio euclideano n-dimensio= 

nal E” o el espacio de Hilbert H, y el espacio a estudiar es ( 

tricamente) convexo. En estos casos, el libro de Blumenthal re- 

suelve exhaustivamente el problema 11. En cambio en el problema I, 

que como el mismo Blumenthal lo destaca en la página 91 del citad> 

libro es más general y difícil que el 11, solo obtiene soluciones 

parciales y poco satisfactorias. | 

El propósito central de esta tesis es dar solución completa 

al problema I en los casos concretos antes mencionados. Un segun 

propósito, de tipo metodológico, es desarrollar una tesría de sub= 

conjuntos convexos de un espacio métrico, de eficacia análoga a 

la de la convexidad lineal. 3 

El primer capítulo consiste en una reseña de logantecedentes 

históricos del problema central y las soluciones parciales que 

recibió. 

En el segundo capítulo discutimos las interrelaciones de di= 

versas definiciones de convexidad de espacios métricos, e introdu- 

    
cimos una definición de subconjunto convexo de un espacio métrico 

neal, su interseccionalidad. + 
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Es to nos permite desarrollar en el siguiente capítulo una - 

teoría de cápsula convexa análoga a la del caso lineal, Inciden= 

talmente caracterizamos los espacio métricos cuyas bolas son CON» 

vexas mediante la propiedad de que el diámetro de un conjunto an- 

bitrario coincide con el de su cápsula convexa. 

El cuarto capítulo es una discusión detallada de la "propie- 

dad euclideana débil de cuatro puntos" de Blumenthal, así comas 

de otras propiedades más deébiles que ésta, pero que, en los ca- 

sos significativos coinciden con ella, 

En los capítulos guinto y sexto se desarrollan las herramier 

tas básicas para atacar los problemas fundamentales. Se estudian 

aquí los conceptos de "cápsula afín"(análogo al de variedad line: 

generada), "espacio de tipo n" (análogo al de dimensión álgebraici 

'simplex", etc. 

El concepto de "punto internal" es introducido en el capítu- 

lo séptimo. La importancia de esta noción reside en que una de Ll: 

diferencias metodológicas entre este trabajo y los de Blumenthal 

consiste en que dicho autor exige al espacio en estudio la "con- 

vexidad externa", que en nuestra terminología equivale a pedir 

que todo punto sea internal, restringiéndose a priori al proble- 

ma Il. Los resultados centrales de este capítulo son:(a) Equiva-= 

lencia entre "tipo n" y "dimensión topológica n" (según Menger-— 

Urysohn); (b) Versión métrica del famoso teorema de Riesz sobre 

caracterización de espacios normados finito-dimensionales, por 

la compacidad local. 

En el capítulo octavo obtenemos nuestro primer teorema fun— 

damental que responde al problema I cuando el modelo M es E”, El 

procedimiento es el siguiente : 

(i) Definimos la noción de "funcional afín", análogo al de fun= 

cional lineal en un espacio vectorial, A: 

(ii)Bajo ciertas condiciones, una determinada familia de funcio= 
  . ee



nales afines, dotada de las operaciones puntuales, esuun e: 

cio vectorial de dimensión no. " 

(iii)El dual algebraico del espacio considerado en (iii), prov: 

de una métrica conveniente, es congriente con p” > 

(iv)Procediendo como en el Análisis Funcional (inyección en el 

doble dual) podemos construir una isometría del espacio sr: 

ginal en el espacio métrico mencionado en (iii), 

El resto de este capítulo consiste en varios corolario y refi 

mientos del teorema fundamental, 

En el capítulo noveno investigamos ek concepto de "subesp 

cio de deficiencia 1" análogo al de hiperplano de un espacio y: 

torial, y sus conexiones con las funcionales afines y los "pla; 

de Leibniz", 

En el capítulo décimo estudiamos (en tres diferntes insta: 

cias) la posibilidad de extender a todo el espacio una isometr 

definida en un subconjunto. Utilizamos luego estos lemas para 

tener una nueva demostración del teorema del capítulo VIII, y: 

segundo teorema fundamental en que fijamos condiciones para qu 

el espacio dado sea isométrico a un subconjunto de Ha 

Finalmente, en el último capítulo introducimos la noción 

"espacio perfectamente estrellado! que generaliza ampliamente 

la de espacio convexo, y extendemos a tales espacios los resul 

dos de los capítulos VIII y Xo. 

El método es predominantemente geométrico, y las principa 

herramientas son la propiedad de Blumenthal y la teoría de con 

A 
vexidad. 
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PREFACIO 

El autor de esta tesis ha tenido el raro privilegio de con- 

tar, durante su realización, con el asesoramiento v consejo ver- 

sonal de tres de los más destacados deómetras contemporáneos, el 

Profesor Victor L. Klee, el profesor Leonard M. Blumernthal v el 

Dr. Luis Santaló, Encuentren ellos aquí la expresión de su since 

ro v respetuoso acradecimiento. 

Corresponde también destacar que una Darte considerable de 

este trabaio fué re2lizado durante el doce de una beca de inves- 

tiaación concedida por el Consejo Nacional de Investigaciones 

Científicas v Técnicas de la República Ardentina. 

F. A. T.



TI - INTRODUCCION. - 

La Geometría de Espacios Métricos (o Ceometría de la Distancia 

en la terminología de L.M.Blumenthal) estudia aquellas propiedades 

y características de un espacio métrico que pueden expresarse en 

función de la métrica, o bien, en el lenguaje del Programa de Klein, 

es el estudio de las características que permanecen invariantes ba 

jo el grupo de las isometrías. 

Curiosamente, los primeros resultados en esta disciplina fue- 

ron publicados por J. ¡e Tillv en 1892 e es decir, más de dos dé 

cadas antes de que M.Fréchet en su famosa tésis de 1906 definiera 

rigurosamente las "clases (E)" posteriormente denominadas "espacios 

métricos" por Hausdorff. 

Otro antecedente histórico interesante lo constituyen dos tra- 

13, ) bajos de la escuela italiana de Peano (G.Peano fal, M.Pieri 

donde se axiomatiza la geometría euclideana utilizando como concep 

tos básicos ideas netamente métricas. En la memoria de Pieri,por 

ejemplo, se axiomatiza una relación de equivalencia a b cuyo 

significado intuitivo es "a y b equidistan de c". 

Sin embargo, en estas axiomatizaciones se utilizan postulados 

no métricos (por ejemplo, el axioma de continuidad de Dedekina). 

En la misma línea de pensamiento, B.Kagan [4] Considera un
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conjunto M de elementos y una"distancia", es decir, una función d 

que a cada par de puntos de M asocia un número real no negativo. 

Considera también un grupo de transformaciones de M que dejan in- 

variante la distancia. Los conceptos "entre" (x está entre a y b 

si d(a,x) + d(x,b) = d(a,b)), "triple lineal", "recta" y"plano" 

son definidos métricamente y se enuncian siete postulados que res- 

tringen estos conceptos y sirven como base axiomática a la geome- 

tría euclideana tridimensional. Este antecedente es particularmen- 

te importante en relación con el presente trabajo, ya que el pri- 

mer postulado de Kagan constituye una definición buena (aunque muy 

restrictiva) de convexidad de espacios métricos, y una versión ge- 

neralizada del postulado Y es uno de los lemas básicos en nues 

tro desarrollo de la teoría de convexidad en espacios métricos, co 

mo veremos en el parágrafo 4. 

La noción de "estar un punto entre otros dos" ("betweenness" 

en inglés), que ya está implícitamente contenida en los axiomas de 

orden del "Grundlagen" de Hilbert, es axiomatizada por Pasch en 

1882 y estudiada in extenso por Huntington y Kline (1917;1924). 

Este concepto constituye un punto de contacto entre la Geometría 

de la Distancia y la teoría de conjuntos ordenados. 

Paralelamente a estas investigaciones, la noción de subcon- 

junto convexo de un espacio vectorial es introducida en forma casi 

simultánea por Minkowski (1910) y Caratheodory (1911). Este concep 

to,basado en la definición de segmento lineal, es aparentemente in 

deperdiente de la métrica del espacio. Sin embargo existe una cla- 

ra conexión intuitiva entre la idea de "segmento lineal" y la de 

"conjunto de puntos que están entre dos puntos fijos"; más aún, es 

posible demostrar que ambos conceptos coinciden en todos los espa- 

cios vectoriales métricos que pertenecen a una extensa familia (es 

pacios de Banach estrictamente convexos) que contiene como casos 

particulares a los espacios euclideanos y de Hilbert.
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En el segundo cuarto de siglo aparece el importante trabajo 

de Karl Menger, publicado en cuatro partes, las tres primeras en 

1928 [5] y la cuarta en 1930 [6] . Esta extensa memoria puede con- 

siderarse como el orígen de la investigación sistemática de la 

Geometría de Espacios métricos. Es sugestivo que la "Erste 

Untersuchung" se subtitula "Theorie der Konvexitát". 

Es en este trabajo donde se define por primera vez en for- 

ma explícita, la convexidad en espacios métricos. 

Menger plantea aquí dos problemas básicos de la Geometría de 

Espacios Métricos donde la convexidad juega un rol central: (1) El 

"Konvexifizierungsproblem"; (2) el problema de inmersión isométri- 

ca en espacios euclideanos. El primer problema consiste en fijar 

condiciones topológicas necesarias y suficientes para que un espa- 

cio sea homeomorfo a un espacio métrico convexo. En el segundo se 

trata de determinar condiciones métricas que aseguren la existen- 

cia de una isometría entre un espacio métrico convexo dado y un es 

pacio euclideano. 

Menger expuso estos problemas en un seminario que condujo en 

el Rice Institute (Texas, U.S.A.) durante el año lectivo 1930-31. 

Una primera solución al problema (2) fue dada por W.A.Wilson 

en dos trabajos publicados en 1932 (7) y 1935 [8] , donde introdu- 

ce como condición básica la "propiedad euclideana de cuatro puntos! 

L.M.Blumenthal, discípulo de Menger, publica en 1938 un vo- 

lumen de la serie "University of Missouri Studies" [9 . Este tra- 

bajo es un extenso "survey" de la Geometría de la Distancia y con- 

tiene, entre otras cosas, una detallada exposición de la solución 

de Wilson al problema (2) y soluciones parciales al problema (1) 

de convexificación. 

Cabe acotar que el "Konvexifizierungsproblem" fué resuelto 

en forma completa en 1949 por B.H.Bing 10] +. Esto permitió la crea 

ción de una nueva fuente de elegantes problemas: descripción de
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propiedades topológicas de un espacio mediante las métricas convexas 

que admite. 

Blumenthal y sus discípulos de la Universidad de Missouri han 

producido hasta la fecha más de medio centenar de memorias sobre el 

tema, culminando con el libro hi] que se ha constituido en la o- 

bra clásica de consulta en el tema. En este tratado Blumenthal dis- 

tingue dos casos diferentes del problema de inmersión en e”: 

a) el "problema del espacio" en que se requiere que la aplicación 

del espacio métrico E en E” sea una biyección, es decir, que E sea 

congruente con todo E”; y b) el "problema del subconjunto" donde no 

se impone ese requerimiento. En la página 91 dice textualmente "It 

is clear that the subset problem is more general than the space 

problem-indeed, it contains the space problem as a special case.. It 

should also be remarked that a complete solution of the space pro- 

blem may contribute little towards a solution of the subset problem, 

since in characterizing a space One frequently imposes from the 

outset certain obvious necessary conditions which are extraneous to 

the imbedding problem. On the other hand,if one has obtained ne- 

cessary and sufficient conditions for congruent imbedding in a given 

space of an arbitrary member of a class of spaces, the characteriza- 

tion of the given space with respect to that class is reduced to 

characterizing the space among its subsets". 

En este párrafo "problema de caracterización" es sinónimo de 

"problema del espacio" ya que fijar condiciones para que un espacio 

métrico sea congruente con E” equivale a caracterizar métricamente 

(es decir, por propiedades de la distancia) a E” entre todos los 

espacios métricos. Blumenthal dedica los capítulos IV y V de su li- 

bro, a Obtener una solución del problema del espacio con condicio- 

nes considerablemente más débiles que las de Wilson, y a extender 

este resultado al espacio de Hilbert. Su principal progreso sobre 

las condiciones de Wilson consiste básicamente en sustituir la "pro 

piedad euclideana de cuatro puntos" por una condición más débil que
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él denomina "propiedad euclideana débil de cuatro puntos" que res- 

tringe la posición de 4-uplas "planas". 

En el presente trabajo utilizamos esta misma condición con el 

nombre de "propiedad de Blumenthal". 

Posteriormente, Blumenthal [12] y Day [13] consiguieron reempla 

zar la propiedad de Blumenthal por propiedades del mismo tipo pero 

cada vez más débiles que denominaron "feéble euclidean four point 

property" y "queasy euclidean four point property" respectivamente. 

En el capítulo IV hacemos una discusión de esta propiedades. 

Estos aportes constituyen una solución razonablemente satisfac- 

toria del "problema del espacio" o "problema de caracterización", 

pero permiten obtener solamente resultados parciales e incompletos 

en el"problema del subconjunto" o "problema de inmersión isométrica". 

El propósito principal del presente trabajo es resolver comple- 

tamente el "problema del subconjunto" cuando el espacio métrico es 

convexo. 

El procedimiento se basa en una definición de subconjunto con- 

vexo de un espacio métrico, más fuerte que la de Menger, pero que 

permite desarrollar una teoría de convexidad análoga a la de la 

convexidad lineal, y que a su vez permite introducir en el espacio 

métrico considerado una estructura seudolineal mediante la cual se 

puede reproducir muchos de los procedimientos de la geometría vec- 

torial. Este método difiere radicalmente del utilizado por Wilson 

y Blumenthal. 

El primer resultado fundamental (teorema de inmersión isométri 
A si n , ¿ ; 

ca de un espacio métrico convexo en E” ) se obtiene mediante la apli 

cación de un procedimiento análogo a un recurso básico del Análisis 

Funcional, la inmersión de un espacio vectorial en su doble dual. 

Obtener así mismo una versión métrica del teorema de Riesz de
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caracterización de espacio, normados de dimensión finita, mediante 

el cual podemos sustituir en el Teorema Fundamental la condición de 

dimensión finita por una condición topológica (compacidad local). 

Como predijera Blumenthal en el párrafo transcripto más arriba, 

de nuestro Teorema Fundamental se deduce muy facilmente el Teorema 

de caracterización métrica de pr del mismo Blumenthal. 

Sustituyendo la condición de M-convexidad por otra ligeramente 

más restrictiva (convexidad densa) podemos prescindir de la condi- 

ción de completitud del espacio, que era esencial en el tratamien- 

to de Wilson y en el de Blumenthal. 

El procedimiento utilizado para obtener el primer teorema fun- 

damental, mediante la aplicación del espacio de las funcionales afi 

nes, no se adapta bien al tratamiento del caso de dimensión infini- 

ta. Para salvar esta dificultad definimos el concepto de "subespacio 

de deficiencia 1" análogo a la noción de hiperplano de un espacio vec 

torial. Este concepto está estrechamente relacionado (aunque no es 

equivalente) a las nociones de "planos de Leibniz" (cónjunto de pun 

tos equidistante de dos puntos dados) y de conjuntos de nivel de u- 

na funcional afín. Estas relaciones son estudiadas detenidamente 

en el Capítulo IX. 

En el siguiente Capítulo se prueba un lema que permite extender 

una isometría de un subespacio de deficiencia 1 en E ¿a una isore- 

tría de todo el espacio en E”. Utilizando este lema obtenemos una 

nueva demostración del Teorema de inmersión en E”, así como un se- 

gundo Teorema Funadamental que fija condiciones sobre un espacio 

métrico convexo para que se pueda sumergir isométricamente en un 

espacio de Hilbert separable. 

En el capítulo XI extendemos el segundo teorema fundamental a 

espacios "perfectamente estrellados". Este concepto es considera- 

blemente más débil que la convexidad.


