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Una parte considerable del tratado "Theory and Applicativns
of Distance Geometry" (Oxford, 1953) de L. M., Blumenthal, estd
dedicada a la consideracién del siguiente problema genérico i

Problema I : "Dado un espacio métrico "modelo"™ M, fijar condicio=

nes en la métrica de un espacio E que permitan asegurar la existen
cia de una isometria P : B———>mM ",

Un caso particular, pero impostante, de este problema es :

Problema II : "Idem que en Problema I, pero pidiendo que la apli-

cacibn f sea suryectiva".

Los casos concretos mis importantes de estos problemas se
presentan cuando el modelo M es el espacio euclideano n-dimensio-
nal E" o el espacio de Hilbert H, y el espacio a estudiar es (mé-
tricamente) convexo., En estos casos, el libro de Blumenthal re=-
suelve exhaustivamente el problema II. En cambio en el problema I,
que como el mismo Blumenthal lo destaca en la pAgina 91 del ecitad)
libro es mds general y diffcil que el II, solo obtiene soluciones
parciales y poco satisfactorias.

El propbsito central de esta tesis es dar solucibn completa
al problema I en los casos concretos antes mencionados. Un segun-—
propbsito, de tipo metodolbgico, es desarrollar una temria de sub-
conjuntos convexns de un espacio métrico, de eficacia andloga a
la de la convexidad lineal.

El primer capitulo consiste en una reseila de losantecedentes
histbébricos del problema central y las soluciones paréiales que
recibib.

En el segundo capitulo discutimos las interrelaciones de di-
versas definiciones de convexidad de espacios métricos, e introdu-
cimos una definicibén de subconjunto convexo de un espacio métrico,
que conserva la mids importante caracteristica de la convexidad 1li-

neal, su interseccionalidad, 1
l" 2
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Es to nos permite desarrollar en el siguiente capitulo una
teorfa de cépsula convexa andloga a la del caso lineal, Inciden-—
talmente caracterizamos los espacio métricos cuyas bolas son cones
vexas mediante la propiedad de que el dilmetro de un conjunto ar-
bitrario coincide con el de su cépsula convexa.

E1l cuarto capitulo es una discusibédn detallada de la "propie-
dad euclideana débil de cuatro puntos" de Blumenthal, asi coma
de otras propiedades mis deébiles que ésta, pero que, en los ca—
sos significativos coinciden con ella.,

BEn los capitulos quinto y sexto se desarrollan las herramier
tas bésicas para atacar los problemas fundamentales. Se estudian
aqui los conceptos de "cédpsula afin"(andlogo al de variedad line:
generada),"espacio de tipo n" (andlogo al de dimensibn algebraice
wimplex", etc.

El concepto de "punto internal" es introducido en el capitu-
lo séptimo. La importancia de esta nocibn reside en que una de 1l:
diferencias metodolbégicas entre este trabajo y los de Blumenthal
consiste en que dicho autor exige al espacio en estudio la "con-—
vexidad externa", que en nuestra terminologfa equivale a pedir
que todo punto sea internal, restringiéndose a priori al proble-
ma II. Los resultados centrales de este capitulo son:(a) Equiva-
lencia entre "tipo n" y "dimensién topoldégica n" (segfin Menger-
Urysohn); (b) Versibn métrica del famoso teorema de Riesz sobre
caracterizacibn de espacios normados finito-dimensionales, por
la compacidad local.

En el capitulo octavo obtenemos nuestro primer teorema Ffun—
damental que responde al problema I cuando el modelo M es ZEn. El
procedimiento es el siguiente :

(i) Definimos la nocibn de "funcional afin", andlogo al de fun-—
cional lineal en un espacio vectorial,

(ii)Bajo ciertas condiciones, una determinada familia de funcio=
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nales afines, dotada de las operaciones puntuales, esuun e
cio vectorial de dimensibdn n. i
(iii)El dual algebraico del espacio considerado en (iii), prov:
de una métrica conveniente, es congriente con E .
(iv)Procediendo como en el Andlisis Funcional (inyeeccién en el
doble dual) podemos construir una igometria del espacis Ar:
ginal en el espacio métrico mencionado en (iii).
El resto de este capitulo consiste en varios corolaric- y refii
mientos del teorema fundamental.

En el capitulo noveno investigamos eli concepto de "subesp
cio de deficiencia 1" andlogo al de hiperplano de un espaeio v
torial, y sus conexiones con las funcionales afines y los "pla
de Leibniz",

Bn el capitulo décimo estudiamos (en tres diferntes insta
cias) la posibilidad de extender a todo el espacio una isometr
definida en un subconjunto., Utilizamos luego estos lemas para
tener una nueva demostracibn del teorema del capitulo VIII, v -
segundo teorema fundamental en que fijamos condiciones para qu
el espacio dado sea isométrico a un subconjunto de H.

Finalmente, en el filtimo capitulo introducimos la nocibn
"espacio perfectamente estrelladoy que generaliza ampliamente
la de espacio convexo, v extendemos a tales espacios los resul
dos de los capitulos VIII y X.

El método es predominantemente geométrico, y las principa

herramientas son la propiedad de Blumenthal y la teorfia de con

|
A

vexidad.
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I - INTRODUCCION.-

La Geometria de Espacios Métricos (o Ceometria de la Distancia
en la terminologia de L.M.Blumenthal) estudia aquellas propiedades
y caracteristicas de un espacio métrico que pueden expresarse en
funcidn de la métrica, o bien, en el lenguaje del Programa de Klein,
es el estudio de las caracteristicas que permanecen invariantes ba

jo el grupo de las isometrias.

Curiosamente, 1los primeros resultados en esta disciplina fue-
ron publicados por J. ‘ie Tillv en 1892 :li. es decir, mas de dos dé
cadas antes de que M.Fréchet en su famosa tésis de 1906 definiera
rigurosamente las "clases (E)" posteriormente denominadas "espacios
métricos" por Hausdorff.

Otro antecedente histdérico interesante 1o constituyen dos tra-

bajos de la escuela italiana de Peano (G.Peano /2|, M.Pieri 3, )
donde se axiomatiza la geometria euclideana utilizando como concep
tos basicos ideas netamente métricas. En la memoria de Pieri,por
ejemplo, se axiomatiza una relacibédn de equivalencia acs b cuyo
significado intuitivo es "a y b equidistan de c".

Sin embargo, en estas axiomatizaciones se utilizan postulados

no métricos (por ejemplo, el axioma de continuidad de Dedekind).

En la misma linea de pensamiento, B.Kagan [4] ,considera un
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conjunto M de elementos y una"distancia", es decir, una funcién d
que a cada par de puntos de M asocia un numero real no negativo.
Considera también un grupo de transformaciones de M que dejan in-
variante la distancia. Los conceptos "entre" (x estd entre a y b
si d(a,x) + d(x,b) = d(a,b» , "triple lineal", "recta" y"plano"
son definidos métricamente y se enuncian siete postulados que res-
tringen estos conceptos y sirven como base axiomdtica a la geome-
tria euclideana tridimensional. Este antecedente es particularmen-
te importante en relacibén con el presente trabajo, ya que el pri-
mer postulado de Kagan constituye una definicidén buena (aunque muy
restrictiva) de convexidad de espacios métricos, y una versibén ge-
neralizada del postulado V es uno de los lemas basicos en nues
tro desarrollo de la teoria de convexidad en espacios métricos, co

mo veremos en el paragrafo 4.

La nocidén de "estar un punto entre otros dos" ("betweenness"
en inglés), que ya estid implicitamente contenida en los axiomas de
orden del "Grundlagen" de Hilbert, es axiomatizada por Pasch en
1882 y estudiada in extenso por Huntington y Kline (1917;1924).
Zste concepto constituye un punto de contacto entre la Geometria

de la Distancia y la teoria de conjuntos ordenados.

B

Paralelamente a estas investicaciones, 1la nocidn de subcon-
junto convexo de un espacio vectorial es introducida en forma casi
simulténea por Minkowski (1910) y Carathecdory (1911). Este concep
to,basado en la definicién de segmento lineal, es aparentemente in
deperdiente de la métrica del espacio. Sin embargo existe una cla-
ra conexidn intuitiva entre la idea de "segmento lineal” y la de
"conjunto de puntos que estan entre dos puntos fijos"; mds aun, es
posible demostrar que ambos conceptos coinciden en todos los espa-
cios vectoriales métricos que pertenecen a una extensa familia (es
pacios de Banach estrictamente convexos) que contiene como casos

narticulares a los espacios euclideanos y de Hilbert.
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En el segundo cuarto de siglo aparece el importante trabajo
de Karl Menger, publicado en cuatro partes, las tres primeras en
1928 {5] y la cuarta en 1930 [6] . Esta extensa memoria puede con-
siderarse como el origen de la investigacidn sistemitica de la
Geometria de Espacios métricos. Es sugestivo que la "Erste
Untersuchung" se subtitula "Theorie der Konvexitat".

Es en este trabajo donde se define vpor primera vez en for-
ma explicita, la convexidad en espacios métricos.

Menger plantea aqui dos problemas basicos de la Geometria de
Espacios Métricos donde la convexidad juega un rol central: (1) El
"Konvexifizierungsproblem"; (2) el problema de inmersidén isométri-
ca en espacios euclideanos. E1 primer problema consiste en fijar
condiciones topoldgicas necesarias y suficientes para que un espa-
cio sea homeomorfo a un espacio métrico convexo. En el segundo se
trata de determinar condiciones métricas que aseguren la existen-
cia de una isometria entre un espacio métrico convexo dado y un es
pacio euclideano.

Menger expuso estos problemas en un seminario que condujo en
el Rice Institute (Texas, U.S.A.) durante el afio lectivo 1930-31.

Una primera solucibén al problema (2) fue dada por W.A.Wilson
en dos trabajos publicados en 1932 [7) y 1935 [8] , donde introdu-

ce como condicibén basica la "propiedad euclideana de cuatro puntos?

L.M.Blumenthal, discipulo de Menger, publica en 1938 un vo-
lumen de la serie "University of Missouri Studies" {ﬂ . Este tra-
bajo es un extenso "survey" de la Geometria de la Distancia y con-
tiene, entre ntras cosas, una detallada exposicidn de la solucidn
de Wilson al problema (2) y soluciones parciales al problema (1)

de convexificacidn.

Cabe acotar que el "Konvexifizierungsproblem" fué resuelto
en forma completa en 1949 por B.H.Bing ild] . Esto permitidé la crea

cién de una nueva fuente de elegantes problemas: descripcibdn de
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propiedades topoldgicas de un espacio mediante las métricas convexas

que admite.

Blumenthal y sus discipulos de la Universidad de Missouri han
producido hasta la fecha mas de medio centenar de memorias sobre el
tema, culminando con el libro [iﬂ que se ha constituido en la o-
bra clasica de consulta en el tema. En este tratado Blumenthal dis-
tingue dos casos diferentes del problema de inmersidén en E"

a) el "problema del espacio" en que se requiere que la aplicacidn
del espacio métrico E en E" sea una biyeccién, es decir, que E sea
congruente con todo En; y b) el "problema del subconjunto" donde no
se impone ese requerimiento. En la pagina 91 dice textualmente "It
is clear that the subset problem is more general than the space
problem-indeed, it contains the space problem as a special case. It
should also be remarked that a complete solution of the space pro-
blem may contribute little towards a solution of the subset problem,
since in characterizing a space one frequently imposes from the
outset certain obvious necessary conditions which are extraneous to
the imbedding problem. On the other hand,if one has obtained ne-
cessary and sufficient conditions for congruent imbedding in a given
space of an arbitrary member of a class of spaces, the characteriza-
tion of the given space with respect to that class is reduced to
characterizing the space among its subsets".

En este parrafo "problema de caracterizacidédn" es sindénimo de
"problema del espacio" ya que fijar condiciones para que un espacio
métrico sea congruente con E" equivale a caracterizar métricamente
(es decir, por propiedades de la distancia) a €" entre todos los
espacios métricos. Blumenthal dedica los capitulos IV y V de su li-
bro, a obtener una solucidén del problema del espacio con condicio-
nes considerablemente mis débiles que las de Wilson, y a extender
este resultado al espacio de Hilbert. Su principal progreso sobre
las condiciones de Wilson consiste basicamente en sustituir la "pro

piedad euclidesana de cuatro puntos" por una condicidén mas débil que
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é1 denomina "propiedad euclideana débil de cuatro puntos" que res-—
tringe la posicién de 4-uplas "planas".

En el presente trabajo utilizamos esta misma condicién con el
nombre de "propiedad de Blumenthal".

Posteriormente, Blumenthal [1@ y Day [li} consiguieron reempla
zar la propiedad de Blumenthal por propiedades del mismo tipo pero
cada vez mas débiles que denominaron "feéble euclidean four point
property" y "queasy euclidean four point property" respectivamente.

En el capitulo IV hacemos una discusién de esta propiedades.

Estos aportes constituyen una solucién razonablemente satisfac-
toria del "problema del espacio" o "problema de caracterizacién",
pero permiten obtener solamente resultados parciales e incompletos

en el"problema del subconjunto" o "problema de inmersién isométrica".

El propbsito principal del presente trabajo es resolver comple-
tamente el "problema del subconjunto" cuando el espacio métrico es

convexo.

El procedimiento se basa en una definicién de subconjunto con-
vexo de un espacio métrico, mads fuerte que la de Menger, pero que
permite desarrollar una teoria de convexidad anélbga a la de 1la
convexidad lineal, y que a su vez permite introducir en el espacio
métrico considerado una estructura seudolineal mediante la cual se
puede reproducir muchos de 10s procedimientos de la geometria vec-
torial. Este método difiere radicalmente del utilizado por Wilson

y Blumenthal.

El primer resultado fundamental (teorema de inmersidén isométri

; P n . ; .

ca de un espacio métrico convexo en E ) se obtiene mediante la apli
cacién de un procedimiento andlogo a un recurso basico del Andlisis

Funcional, la inmersién de un espacio vectorial en su doble dual.

Obtener asi mismo una versidédn métrica del teorema de Riesz de






