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l - INTRODUCCION

La mecánica estadistica permite expresar propiedades macros
cópicas de la materia en términos de las fuerzas intermelecula
res. es entonces fundamental el conocimiento de las mismas. ms
te pueoe Ser alcanzado, en principio, por medio de la mecánica
cuántica.

bin embargo, las dificultades matemáticas son inmensas y se
ha obtenido solamente una imagen cualitativa aceptable de las
interacciones entre pares de moléculas.

be describe entonces dicha interacción en términos de funcig
nes semiempíricas simples, cuya forma es la obtenida por la me
cánica cuántica y que contienen constantes ajustables. Estas
constantes se determinan analizando medidas experimentales de
prepiedades macroscópicas que dependan de pares de moléculas,
comoel segundo coeficiente de virial o la viscosidad de un gas,
por medio de la fórmula mecánico-estadistica correspondiente.

El problema resulta muchomás complicado si la prepiedad a
considerar depende de las interacciones entre muchoscuerpos.
Ls necesario suponer que la energia total del sistema es suma de
las energias de los pares de moléculas que pueden formarse. Es
ta es la llamada "hipótesis de aditividad de potenciales".

En este trabajo un potencial de par de dos parámetros, debi
do a nihara y modificado por el uso del factor acéntrico de Pit
zer, fue determinado ajustando simultaneamente medidas experi —
mentales del segundo coeficiente de virial y viscosidad para los
gases nobles pesados argón, Kriptón y xenón.

al potencial asi hallado reproduce los datos experimentales
de las prepiedades mencionadas mejor que cualquier otro poten
cial de par, incluido el conocido Lennard-Jones (6-12). Dichos
datos experimentales, reducidos aprOpiadamente con los paráme
tros del potencial Kihara, satisfacen el principio de estados
correspondientes.

Ademássu rama atractiva está de acuerdo con la hallada por
Dalgarno usando consideraciones mecánico-cuánticas.

-4...



La posesión de un buen potencial de par para gases nobles
permite intentar resolver el problemade su estructura crista
lina. Los gases nobles cristalizan en el sistema cúbico centra
do en las caras. Todoslos cálculos realizados hasta ahora, usan
do la hipótesis de aditividad y distintos potenciales de par,aun
que predicen correctamente el calor de sublimación a OAK y la
constante de red, dan comomás estable el sistema hexagonal com
pacto. La diferencia de energías entre las dos estructuras es
del órden de lO"4 veces la energia de cohesión

Se encontró que usando el potencial Kihara, tanto paraxhe red
estática comopara un sistema que tenga en cuenta vibraciones mg.
leculares el problema estructural no queda resuelto. Es entonces
necesario abandonar la hipótesis de aditividad y considerar co
rrecciones no aditivas.

be demuestra en este trabajo que la inclusión de la energía
de tripletes de axilrod, reformulada por Kihara, eXplica la os
tabilidad de la estructura cúbica para kriptón y xenón y reduce
sensiblemente la diferencia en el caso del argón.

Se calculan finalmente, en base a los resultados obtenidos,
algunas prepieóades de los sólidos.

Los gases nobles helio y neón no se consideran ya que en
ellos los efectos cuánticos son importantes a bajas temperatu
ras, aún en fase gaseosa.



2 — POTENCIAL Dr.) PAR

La descripción de la energia potencial de un par de molécu
las en función de la distancia entre ellas (r)dcbe ser simple
pero precisa. La más usada es la de Lennard-Jones 1 (LJ), cu

r 12 6

U(r)= Uo - 2P) J (2-1)I‘ I'

donde Uo es el mínimo de U(r) en r=r0.
Los dos parámetros de este potencial, U0y ro, se calculan a

partir de las medidas experimentales de varias propiedades: se

ya expresión es

gundocoeficiente de virial y viscosidad de gases, dispersión
de haces moleculares o energía y constante reticular del sólido.
Un potencial de par adecuado cuyos parámetros han sido calcula
dos usando una de dichas prOpiedades debe reproducir, no sola
mente los valores experimentales de dicha propiedad en un rango
amplio de temperaturas, sino tambien valores de las otras propig
dades.

bl potencial LJ no satisface siquiera la primera condición:
no existe un único juego de parámetros capaz de ajustar los da
tos del segundocoeficiente de virial teóricos y experimentales
en todo el rango en que han sido medidos(2’3). La incorrección
del pctencial LJ ha sido confirmada por varias investigaciones
independientes (4-6)

Al introducir su modeloKihara(7) hizo una importante contri
bución al estudio de las interacciones moleculares. En su modelo
se supone un cuerpo rigido dentro de la molécula y se define la
distancia intermolecularG> comola menor entre la superficie de
dos cuerpos rígidos. ml potencial de par es entonces una función

tipoLJdee i 9-012 e96
U() = - 2%) ] (¿4)
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donde los parámetrosQoyUo tienen el mismosignificado que los
correspondientes en la ecuación (2-1). La forma del cuerpo rigi
do se elige en base a la geometria de la molécula y su tamaño en
base a las longitudes de la union.

El modelo Kihara ha sido apliCadO con éxito en el cálculo del
segundo coeficiente de virial y coeficiente de qule-Thompson de
moléculas más complejas que los gases raros(7"9 y tambien en el
estudio de cristales molecularesuo-ll . La aplicación del modelo
Kihara a los gases nobles ha sido limitada por el desconocimiento
del tamaño del cuerpo rigido, ya que la información estructural
que se usa para su determinación no existe.

ruede obtenerse sin embargouna estimación razonable de dichos
tamaños 12 . be define un parámetro x , vinculado con la curvatu
ra media MOdel cuerpo rigido por

3M

X: ïifiïfi_ (2-3)
y se encuentra que

X = 7,0 w + 0.24 (2-4)

donde U) es el factor acéntrico introducido por Pitzer(13), re
lacicnado con la presión de vapor reducida del fluido. Los gases
nobles tienen U): O y si se supone un cuerpo rigido esférico de

diámetro d, Mo = ’2 Tí d.
De las ecuaciones (2-3) y (2-4) se obtiene inmediatamente

d = 0.089o
Resulta asi que el diámetro del cuerpo rígido queda vinculado a
un parámetro de potencial y no es un tercer parámetro arbitrario.

¿ste resultado fué aplicado por primera vez en el cálculo del
segundocoeficiente de virial de argon(l4). Trabajos posteriores
(15-16)informan la aplicación del potencial Kihara a los gases
nobles, pero considerando el diámetro del cuerpo rígido comoun
tercer parámetro ajustable.

el potencial nihara, modificado por el uso del factor acéntri
co, es aplicado en este trabajo al cálculo del segundo coeficien
te de virial y al coeficiente de viscosidad de argón, kriptón y
xenón.
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odGUNDOCUfiFlClflHÏa gg VIRIAL
nl segundo coeficiente de virial B(T) está vinculado con el

potencial de par por
oo

B(T) = -2qïí exp[k—U(r)/kT) —l] r2 dra (2-5)
(7)Si se reemplaza la ec (2-2) y se intsgra, se obtiene

B(l)-: -3-€o 33(2) + MOQOF2(z) + (.30 + za- Qo F1(Z) +(Vo+ 4“)

donde z = UO/kT, Vo es el volumen dc cuerpo rigido, So su su
perficie y Mosu curvatura media. Fl(z), F2(z), F3(z) son fun
ciones definidas calculadas por Kihara y ampliadas por Conng
lly y Kandal 116173,.

Para un cuerpo rigido esférico
- l 5

Vo — 'Ïï—q1 d

so = qu

Mo = 2Tïd

Reemplazando y teniendo presente las ec.(2—3) y (294) queda
2 3211 x x

B(T) = — 3 [F (z) + x F (z) + -— F (z) + ——] (2-6)3 QC) 3 2 2 1 27

bi además el factor acéntrico es cero, comoen el caso de
los gases nobles

-247 3 .
B(T) - ’g- Q; [F5(z) + 0.24 F2(z) + 0.0192 Fl(z) + 0.000512]

que puede escribirse

n :__ 3 ..
Bm 3€) Hz) (2-7)

Usando el potencial LJ en la ec. (2-5) se obtiene
2€”

BCD) = -3—'f03 F3 (z) (2‘8)



_ 9 _

bl cero de las funciones F3(z) o'G(z) permite un cálculo a
proximado de los parámetros de potencial. Dicho cero correspon
de a B(T): O, y la temperatura en la cual esto ocurre se conoce

como temperatura de Boyle (TB). El volumen del gas en ese punto
es el volumen de Boyle(7) y está expresado por

"d 13mlI
v = T—-—-4' (2-9)
B .dT iT=TB

Para el potencial.Kihara se encuentra que

Uo/k = 0.3416 TB
= ‘93

VB 1.6063 (o

Para el potencial LJ:
UO/k = 0.2926 TB

VB = ro3
Los valores experimentales de la temperatura y volumea.de Boyle,
y los parámetros obtenidos en base a ellos se encuentran en la
tabla l.

sin embargo, estos parámetros determinados por medio de un so
lo punto experimental no son precisos. Es mejor ajustar las expe
siones teóricas con los experimentos en todo el rango de tempera
turas por cuadrados minimos. Se prepararon pregramas autocode pa
ra usar con la computadoraMercury del Instituto de Cálculo de la
Facultad de Ciencias Exactas para ambospotenciales, aprovechando
la analogía entre las ecuaciones (2-7) y (2-8). Los detalles del
método usado y la operacion de los programas se encuentran en el
apéndice l.

Si se usan todos los datos experimentales determinados hasta
ahora se obtienen los parámetros informados recientemente.(18).
Hayrazones para preferir, sin embargo, ciertos datos. Schnei
der(19) ha hecho un análisis cuidadosocde las mediciones y cal
culó los "mejores valores pesados" de B(T) para Ar, Kr y Xe. En
este trabajo se han usado los valores de Schneider y las medidas
posteriores fueron consideradas con peso unitario. Las referen
cias se encuentran en las tablas 3 - 5.
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TABLA 1

Valores aproximados de los parametros de potencial

TB (a) VB (a) Pot . Kih Pot. LJ

On AB/mol. oo Uo/K (b UO/K

“r 410 66,2 3,43 140 3,80 120

Kr 578 80,8 3,70 197 4,07 169

¿o 775 108,9 4.07 265 4.49 227

a. R. J. “unn, J. Chem. Phys. ¿9, 1439 (1964)
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VISCOSIDAL

el coeficiente de viscosidad, W(T), expresadc en g/cm seg.
está dado por

4
266.93 (mT)ï

7 _ _
1o (((T) - 3 22 * i (2 10)

- ¿o {x i (T )

donde m es la masa de la molécula, T la temperatura absoluta, T‘l

es la temperatura reducida Í*= Tk/Uo , Ro es el diámetro de co
lisión y

(2-11)

i

i 1 3 [4n(2’3) (TH 7]
: +——— -—-—

l 49 51(2'2)* (N) 2

es el factor de corrección dado por la segunda aproximación de
Kihara.

. .. \Q¡S)*y.Las integrales de c011s1ón .11 (T ) fueron calculadas pa
ra el modelo de Kihera por Barker et al.(l6) Los parámetros usa
dos por Barker estan vinculados con los de la ec. (2-2) por las
relaciones

_ —1/6 _ _7
RC — 2 PO + d X- d/ RO (2 lo)

usando la fórmula X=o.oB PO, resulta
RO = (0.890 + 0.08) OO

X = 0.082

Los resultados de Barker estan dados en forma tabular pana x en
tre O y 0.6, variando en.O.l. El valor x = O corresponde al caso
LJ.
Para cada valor de T; las integrales de colisión son casi linea
les conx . Para hallar los valores correspondientes a K = 0.082
se hizo una interpolación parabólica entre X==O y Kl= 0.2. El
método seguido y sus especificaciones se encuentran en el apéndi
ce 2.

La tabla asi obtenida para X = 0.082 tabula 30 valores dc T ,
con los rangos y pasos siguientes:
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entre 0.6 y 1.4 pasc 0.1; entre 1.5 y 5.5 paso 0.4 y entre 5.5
y 21.5 paso 1.6

Para facilitar los cálculos es conveniente que el paso en
sea 0.1. Se prepararon entonces programas de interpelación cú

T

bica, que se detallan en el apéndice 3.

DETERMINACION DB PARÁMETROS

Comoes importante encontrar el mejor potencial de par en
fase gaseosa, se realizó ajuste simultaneo de los datos expe
rimentales de viscosidad y segundo coeficiente de virial, usan
do computación automática.

El método seguido es el siguiente: para un valor de Uo/k se
calcula la suma de los cuadrados de los errores ( ¿3 ) para una
serie. de valores de Qo ( o ro ) y para cada propiedad. Este
se repite para distintos valores de Uo/k, obteniéndose en un
espacio A , Po , UO/k dos familias de curvas (Figura l) Los
minimos de estas curvas se proyectan sobre el plano E70, Uo/k
obteniéndose dos curvas, una para cada propiedad. Se elige co
mo mejor juego de parámetros el punto de intersección de esas
dos curvas, correspondiente a un mínimo simultanea.

Hay ctros pares de parámetros cuyos A; son muy cercanos a
los minimos. En argón, por ejemplo, se obtienen dos juegos pa
ra el potencial Kihara, llamados I y II.\nl I corresponde a los
minimossimultáneos. El II ajusta el segundo coeficiente de vi
rial tan bien comoel I, pero no ajusta viscosidad. Sin embargc
predice correctamente la constante de red del sólido, comose
verá en el é 5.

Los parámetros obtenidos, juntamente con sus correspondien
tes desviaciones standard, se presentan en la tabla 2. La ope
ración de los programas correspondientes se detalla en el apén
dice 4

RESULTADOS

Los valores experimentales y calculados del segundo coeficiente
de virial y de la viscosidad, asi comoel origen de los datos
experimentales se presentan en las tablas 3-8.



I

Figura! -Oeterm¡nac¡on de Paran'etros.
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TABLA“ 2

:¿uwmm'IRUQ ULL WTL'WCIAL DE PAR

modelo d P Uo/k Desviaciones standard
. o !

A A OK ¿.107 (mTÏE B(T) (¿P/mon
Kih I 0.279 5.482 138.0 0.39 1.60

Ar hih II 0.276 3.446 140.4 0.56 1.65
L-J O 3 .870 121 .1 O.41 3 .9

KT Kih 0.299 3.735 196.1 0.07 5.9
L-J O 4.144 174.3 0.05 7.6

Kih 0.326 4.078 263.6 0.03 1.1Xe
L-J O 4.562 225.3 0.02 1.6



B(T) B(T) exp. - B(T) cal.

¿3/ mol. Kih. I Kih. II L - J- a -2.38"' "
- 351.63 a 0.45 0,58 —3.17" a _
- 294-95 a - 1-33 - 1-33 - 1-60
- 275.71 a 0,55 0,76 0.88
- 266.10 a - 1.88 - 1.91 1.07
- 268.10 b —5.85 -—5.88 - 4.96

- 156.10 b ' 3.47 3.62 6.98
- 156.77 c 1.55 1.71 5.82

- 137-70 c 1.35 1-89 5.35
- 121.62 c 1.68 1.99 5-43

- 91.03 c 1.23 1.71 4.89
— 77 .24 e o .82 1 .59 4 .34
- 62.10 c 0.50 1.18 3.80
- 52.10 d 0.58 0.82 3.18

— 36.69 d - 1.13 - 0.26 1.61" .40 b — 0.a
- 12.24 d - 0.84 0.24 1.20
- 6.87 d - 1.07 0.06 0.84
— 1.59 d - 0.58 0.58 1.17

2.42 d - 0.72 0.48 0.90

8.28 d -l.67 -O.4O -O.28d - - -00€)
...cont...
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_._.. cont... Tabla 3

673.2 26.13 d O
773.2 29.48 d —O.
873.2 52.34 d - l

1.62 1.070‘54 -0.15 -

a . Referencia 24
b. G. Thomaes, R. Van Steenwinkel y W. Stone, Mol. Phys.

í, 301 (19 62)
c. A. Michele, J. M. Levelt y W. De Graaff, Physica, gi,

659 (1958)
d. Referenciá 19
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SEGUNDOICOEFIQIENTE DE VIRIAL DE KRIP'ION

T 3802) B(‘I‘) exp. B(T) cel.O - ,.

( K) n / m°l° ¿Libera L - J

lu8.894 - 621.53 a - 6.71 - 14 .08
109.938 - m6.06 a - 2.52 - 9.1].

115.351 - 549.23 a l .92 - l .24
118.498 - 522.7]. a 1.38 - O.17
120.00 - 526.50 b - 14.35 - 15.22" ¡73a "0.a ‘_ a- a
158.071. - 393.04 a 2.80 7.28
155 .80 - 311.00 b 7.20 13.96
198.80 - 203.90 b - 0.18 8.16- 030b 105
273.16 —104.10 o - 4.74 11.65
294.20 - 88.00 b 4.35 lO .88
298 .152 - 86-93 d 2.64 9 .09
323.10 - 71.03 c 2.80 8.81
348.153 - 58.46 d 2.30 7.91

.17 " 097d l034
423.16 - 30 .lO C 2.08 6.68
448.198 - 24.46 d 0.63 4.94
473 .16 — 17 .85 c l .03 5 .09
498.231 - 13 .95 d - 0.59 5924
523.248 - 9 .45 d - 1.00 2.63

573 .160 O.70 c O.83 4 .09
673.16 12.02 c - O.33 2.36
773 .16 21.08 c - O.ll 2.17
875 .16 28.54 c 0.82 2.80

... cont
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... cont ... Tabla 4

a. Referencia 24
b. G. Thomaes, R. van Steenwinkel y w. Stone, Mol. Phys.

2, 301 (1962)
c. Referencia 19
d. J. A. Beattie, J. b. Brierley y R. S. Barriault, J.

Chem. Phys. gg, 1615 (1952)



T b(T) B(T) GXP- - B(T) cal.
(OK) ¿3 / mol. Kihara L - J

273.16 - 256.11 b - 1.95 - 3.70
289.804 - 228.76 a - 0.72 - 1.57
298.16 - 216.10 b - 0.14 - 0.70
323.16 - 183.66 b 0.82 0.87

373.16 - 136.36 b 0.43 1.08
398.17 - 116.35 a 1.99 2.73
423.16 - 103.10 b - 0.58 0.17
448.198 - 87.38 a 1.35 2.10_ b- "
523.248 - 55.14 a 1.48 2.03
548.264 - 46.52 a 1.60 2.13
573.163 - 41.61 b - 0.99 - 0.60
673.16 - 17.88 b - 1.18 - 1.13
773.16 - 0.22 b - 0.44 - 0.68A16 .20b -
973.16 23.61 b 1.23 0.58

a. J. A. Beatfie, J. b. Brierley y R. J. Barriault
a. Chem. rhys. ¿3, 1219 (1951) y ¿2, 1222 (19515

b. heferencia 19
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TABLA 6

a
T flflï) 107) fljT)exp. - “jï) calc.

(On) (g/cm sec) Kih. I hih.II L - J

90 754 25 16 31
100 836 27 17 3o
llO 915 26 15 26
120 992 23 ll 21
130 1069 20 7 16

140 1148 19 5 14
150 1226 19 3 14
1m lE7 14 '3 7
170 1378 19 l lO
180 1450 16 _ 3 7
190 1526 18 - 2 lO
200 1600 19 - 3 12
210 1674 22 — 1 15
220 174o 18 — 6 11
230 1810 20 — 6 12

240 18'78 20 — 7 12
250 1946 20 — 8 14
260 2015 23 - 6 18
270 2081 25 - 6 19
280 2145 26 — 7 21

290 2208 26 - 8 23
Boo 2269 25 — 9 23
310 2324 19 -16 18
320 2385 21 -17 20
330 2448 25 -13 25
340 2508 28 -12 28
35v 2565 28 -13 28
360 2620 26 -16 28
370 2675 25 -18 28
360 2729 24 -21 27
39o 2785 24 -21 3o
400 2842 28 -19 35
410 2898 30 -17 38
420 2954 32 -15 43
430 3008 37 -15 45

...cont ...
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44o 3059 38 —13 45
45o 3109 35 —14 45
460 3160 36 —17 46
47o 3207 33 —20 44
480 3252 29 —26 41

49o 3295 27 —32 36
500 3332 15 —41 25
600 3794 19 —48 33
700 4219 21 —54 38
800 4600 7 —76 23

900 4965 —2 —93 12
luuu 533o 5 —93 18
1100 5632 —34 —138 —25
1200 5940 —61 —157 —50
1300 6242 —71 —188 —70

1400 6524 —368 —491 —370
1500 6798 —125 —253 —130
1600 7062 —153 —287 —164
1700 7310 —190 —329 —205
1800 7564 —214 —359 —236

1900 7800 —252 —401 —255
2000 8033 —286 —441 —312

a. Los valores experimentales fueron tomados de Cook,
Argon, Helium and the Rare Gases. Intorscience, Nue
va York(1961), Capitulo VII, donde se indican las
referencias originales.
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ÏABLA 7

COEFICIENTJ Du VISCObIDAD Dfl KRIPTQE

T “(T5 107 “(D exp. —VL('I')calc.

(OK (g/cm sec) Kihara L-J

273.2 2326 a 38 31
288.2 2436 a 53 27
293.2 2493 C 52 46
298.0 2513 b 57
500.0 2526 b 55 28
350.0 2861 b 8 l
373-2 3015 b O -5
400 3186 b ‘9 -l3
450 3492 b -27 -26
5OU 3784 b '40 ‘38

550 4069 b -50 -43
600 4351 b -52 “37
650 463o b -4o -25
690 4851 b -24 -ll

a. A. G. Nasini y C. Rossi, Gazz. Chim. Ital. EQ, 433,
898 (1928)

b. Roferencia 25
c. J. Kestin y Leidenfrost, l‘hysica gi, 1033 (1959)
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TABLA 8

COEFICIISNID D11;VIbCOSIÏUJ-m D45 XgNON

r-.l VUT) x lO7 a K(T)exp. - VL(T)calc.

(Oh) (g/cm sec) Kihara L-J

289 .7 2235 5 -2
293 2260 6 -l
400 3009 -3 -6
450 3351 9 8

500 3652 -9 -3
550 3954 -1l -4

a. N1.Trautz y R. Heborling,
(1934)

¿nn. Physik (5), _Z_3_,118



3 - ESTADOS CORRESPONDIENIES

Las caracteristicas de las interacciones en lcs gases no
bles pesados satisfacen las condicionesrestrictivas requeri
das por la deducción mecánico estadistica del principio de es
tados correspondientes.(

ss por eso que las propiedades termodinámicas de estos gases
nan sido muyusadas para verificar la validez de dicho princi
pio(l). Los factores de reducción usados son las constantes
criticas o luS parámetrosmoleculares(l’2l’22).

sn este trabajo consideraremos segundo coeficiente de vi
rial y viscosidad reducidos en términos de los parámetros del
potencial de Kihara. ( g 2), presentados en la tabla 2.

La expresión reducida para el segundo coeficiente de virial

B“ (TH = —-(—-——2BTai)
3-” 003 (3-1)

es

donde T‘ = kT/UO. Myers y Prausnitz(23) han hecho un estudio
similar, pero los datos experimentales de que se dispone ac
tualmente, principalmente a baja temperaturas , permiten
una verificación más precisa del principio de estados corres
pondientes.

En la figura 2 se muestra la curva teórica correspondiente
al potencial de Kihara y los datos experimentales para argón,
kriptón y xenon. Se ve claramente que el principio de estados
correspondientes se verifica para estos gases.

Los coeficientes de viscosidad reducidos están expresados
por

2

\{m Uo

donde la notación es la misma que en la ec. (2-8). La curva
teórica y los resultados experimentales se muestran en la fi
gura 3

_ 24 _
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se incluyen en este estudio lOs datos recientes de krip
tón(25). esto permite comparar en un rango de temperaturas.
más amplio. Nuevamentese observa concordancia entre teoria
y eXperimento, y se ve que el principio de estados correspon
dientes se cumple tambien en esta pr0piedad.

Levelt(22) hizo determinaciones cuidadosas de las compre
sibilidades de argón y xenón. nn este trabajo se observa que
es imposible representar ooineidentemente las curvas experi—
mentales B(T)-T de esos gases, reduciendo con un potencial LJ.
Esas curvas pueden ser superpuestas, dentro del error experi
mental, por medio de dos factores de reducción, para la tempe
ratura y para la densidad.

Las isotermas reducidas PV/RTdel argón también pueden ser
transformadas en las del xenón multiplicando por factores de
escala. Levelt encontró que los valores de escala ideales e
ran l.931 para la temperatura y 0.633 para la densidad. Los
factores de reducción obtenidos en base a los parámetros de
potencial se presentan en la tabla 9. Se observa que las re
laciones obtenidas están más cercanas a las ideales que las
de Levelt.

Para obtener coincidencia en las isotermas reducidas hay
que modificar un Juego de parámetros aproximadamentes 1 por
ciento en el pozo de potencial y 0.6 por ciento en el diáme
tro de choque. esas modificaciones son poco más grandes que
los errores en la determinación de los parámetros.

Puede esperarse, por lo tanto, que si se reducen las iso
termas de argón y xenón con los parámetros del potencial Ki
hara obtenidos en este trabajo, los valores experimentales es
tarán más próximos entre si que si se reducen con parámetros
LJ. Podran entonces correlacionarse los factores de compresi
bilidad de esos gases mediante el principio de estados corres
pendientes.
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TABLA 9

FACTORES DE REDUCCION

Levelt Aste "Ideal"
LJ (6-12) Trabajo

Temp. Lens. Temp. Dens. Temp. Dens.

rarám. ¿e

Earám. hr



4 - FUERZAS D5 DISPERSION

La teoria general de las fuerzas de dispersión ha sido
discutida por Margenau(26)y por Pitzer 27). La aplicación
de dicha teoria al caso de un par de moléculas neutras en
estados no degenerados, da comoresultado el valor numérico
de los coeficientes del desarrollo en serie de la energia
de interacción d disp(r)

dispm z - _AÉ+ _B_8+ {-0 (4-1)s r r r

Los valores asi obtenidos del coeficiente A son aproxima
demente la mitad de los considerados comoexperimentales,
esto es, la rama atractiva del potenciáLLJ, ec. (2-1).

Se intentó corregir esta discrepancia incluyendo en la
teoria términos de correlación electrónica(28’29) pero los
resultados no son satisfactorios.

Ademáscálculos semiempiricos de Dalgarno y Kingston(30)
dan resultados similares a cálculos anteriores que usan el
método variacional(31). nn el método de Dalgarno se estudian
los valores teóricos y experimentales de las fuerzas del os
cilador dipolar eléctrico, y estos valores se usan para cala
cular fuerzas de dispersión con un error menor que el diez
por ciento. Trabajos posteriores siguiendo el mismométodo
dan resultados análogos(32)

Comoya se discutió en este trabajo ( Ó'Z) el potencial
LJ no es una representación muyprecisa de las fuerzas in
termoleculares. ms entonces interesante comparar los cálcu
los teóricos con los resultados del potencial Kihara, ya que
se sabe que éste es superior.

La expresión matemática del potencial Kihara permite, en
ciertos casos desarrollar en serie y comparar, no solo los
coeficientes del término en r-6,sino tambien los términos
superiores. Efectivamente, para un cuerpo rígido esférico

-29...
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e = r —d y la ec. (2-2) puede escribirse

3:1") z (fi)12 _ (5:36 :(_PÏ)12[1 __FdJ»12¿(í-org _ ¿TJ-6
y desarrollando en serie les binomios:

U(r) (20 2 d d 2 po d "d 2r- : — 1 + —+ _ +¡oo" 2— _+ _ +000o r r r r r
Los resultados obtenidos para los coeficientes A y B de la ec.
(4-1) están dados en la tabla 10.

Merece destacarse que Loech y Reissland(33), estudiando ca
lores especificos de argón sólido usaron un potencial de tres
parámetros que incluye un término en r_8, y obtuvieron mejor a
juste con la experiencia que el logrado hasta entonces. L1 po
tencial de Buckingham-Corner (exp-6-8) fué también usado para
eXplicar resultados de estado sólido(34-35)

La relación adimensional de los coeficientes A/B en la ec.
(4-l), que resulta de esos trabajos y de teoria cuántica es
aproximadamente1/6, pero la vinculación entre luS parámetros
de esos potenciales con los datos experimentales se hace e tra
vés de ecuaciones complicadas(6). bl potencial hihara introdu
ce para la relación citada el valor 0.13 en forma simple y di
recta.
Se observa en 1a tabla 10 que se redujo apreciablemente la di
ferencia entre los valores teóricos y "expcri entales" de los
coeficientes del término atractivo, si se considera que los re

(30) son los mejores valores teósultados de Dalgarno y Kingston
ricos 3

Se han hechc recientemente(37) estudios de la sensibilidad
de los parámetros de potencial frente al ajuste con alguna pro
piedad fIsica. Dichos estudios indican que la interpretación de
experimentos de dispersión de haces moleculares es mejor que
la viscosidad para determinar la parte atractiva
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del potencial de interacción. Si bien hay medidas recientes
{38), los resultados son dudosos debido

a los grandes errores experimentales
sobre gases nobles

lABLA lO

COEFICIENTES Dfi FUERZAS Dfi DISPERSION

lO - I Coeficiente A, (ec. (4-1)) (10-60 org cmó)

Slater , Dalgarno . _
nirkwood Dalem Kingston th’ L J

nr-Ar(l) a a a 67-9
“haran 64.2 86.5 65.2 64_9 112.3
¿xr-¿xr 120.4a 204.88 1.25.7b 146.9 243.6
Ae-Xe 247° 258 334.6 560.6

a. Referencia 56
b. Referencia 50 c-Ref9renCia 27

lO —II Coeficiente B, (ec.(4-l)) (lO-76erg cm8)

Margenaud Kih.

- 110."
Ar Ar(I) 120 Z
nraAr(II) 103.5
Kr-Kr 275 275.7
Xe-Xe 710 996.4

d. Referencia l



fi -PROPIELADES D5 LOS GASES NOBLES SOLIDOS

Se puede obtener información acerca de las fuerzas in
termoleculares estudiando las propiedades de sólidos mole
culares cristalinos. Las más usadas son el calor de subli
mación y la constante de red.

Los potenciales L-J y exp-6 han sido aplicados a sóli
dos(4o) y sus parámetros calculados usando dichas prepie
dades(4l_43). Sin embargoel potencial de par debe ser de
terminado a partir de propiedades que dependan solamente
de interacciones binarias, comoson el segundo coeficiente
de virial y la viscosidad. este no es el caso de los sóli
dos, donde estan presentes y son importantes interacciones
de muchos cuerpos(44-45)

“demás los potenciales mencionados, aunque permiten pre
decir la energia de sublimación correctamente, fracasan en
la determinaCiónde la estructura cristalina.

Born demostró(46) que los empaquetamientos teoricamente
posibl s para los sólidos de los gases nobles son dos: el
cúbico centrado en las caras y el hexagonal compacto. am
bos se notaran en lo sucesivo con los sub-indices c y h ‘e
respectivamente.

Si se calcula la energia de cohesión para ambasestrue
turas se encuentra que EH( E esto es, la hexagonal re!

sulta más estable que la cúbÏca. La experiencia indica sin
embargolo contrario.

Dos son las posibles causas de esta discrepancia: el pg
tencial de par puede no ser apropiado o bien es incorrecta
la hipótesis de aditividad usada en los cálculos.

En este trabajo se estudian ambas causas. Se usan los
potenciales Kihara y LJ ajustados en base a propiedades de
gas. Primeramente se supone aditividad y se consideran la
energia de la red estática y el efecto de las vibraciones
del sólido.

Luegose estudian las correcciones a la hipótesis de a
ditividad.

_ 32 _
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Todos los cálculos fueron hechos automáticamente y los

detalles se encuentran en el apéndice 7.

.ENERGIA RETICULAR ESTATICA

La hipótesis de aditividad de potenciales permite ex
presar la energia de un sistema de N moléculas como suma

de las energias de pares: N

U(rl,r2,...rN) = Z_MU(ri¿)
1).]

Usandoesa aproximación, la energia reticular estática
del cristal está dada(l)

l
¿(8) í ni U(ei? (5-1)

con respecto a a, la distancia entre primeros vecinos. un
ésta fórmula ni es el númerode moléculaseala distancia ri

por el minimo de

de la molécula central. U (P i) es el potencial de par y
9 i = ri —d = -&(i) a —d ; dónde & (i) depende de la geg
metria del reticulo y d es el diámetro del cuerpo rigido.

mnla ref. 40 se encuentran tablas dc ni en ÍUnción de
la distancia para los dos tipos de cmpaquetamientos com
pactos.

En este trabajo se sumó sobre aproximadamente 3000 áto
mosy el resto se evalu( mediante la integral

J U(P)—a-5' 4qTI' dr (5-2)aa

donde aa es el radio de la esfera que contiene todos los
átomos ya considerados en la suma. Detalles del cálculo
del resto se dan cn el apéndice 5. ¿ste método fué usado
por Kihara y Koba(4o) para los potenciales LJ y exp-6.
Los resultados obtenidos en este trabajo , usando los po
tenciales LJ y hihara con los parámetros de la tabla 2, es
tan dados en la tabla ll.
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TABLA ll

PROPIdDADEo Du LOS GASES NOBLES SOLIDOS (RED ESTATICA)

Valores calculados Valores experimentales
nstabilidad

LC | . a Ec a
modelo _ 1“c _ nlh

cal/mol (lOZCal/mol) (A) cal/mol (a)

nih I 2218 24 3.681
Ar nih 11 2256 25 3.643 2030a 3.756b’C

LJ 2072 21 3.759

Kih 3151 34 3-948 a bKr 2730 3.991
LJ 2982 30 4.025

Kih 4236 46 4.310 a b a
Xe 3950 4-335 ’

LJ 3855 39 4.431

a. E. R. Dobbs y G. O. Jones, Rep. rrog. Physics, gg, 516
(1957)

b. L. H. Bolz y F. h. haver, citado en referencia 6
c. C. b. Barret y L. Meyer, J. Chem. Phys. Al, 1078 (1964)
d. D. R. Sears y n. r. nlug, J. Cgem.Phys. :1, 3002 (1962)
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INCLUleEÍDL LA ENJRGIA VIBRATORIA

Consideraremos ahora el efecto de las vibraciones molecula
res sobre la energía de cohesión del cristal, en el Cero abso
luto y limitándonos a la aproximación armónica. Jansen y Daw
son(47 hicieron cálculos similares para los gases nobles só
lidos usando los potenciales LJ y exp-6.

un este trabajo se usará para el cálculo de la energia vi
bratoria cl método de Corner(48), que se detalla en el apén
dice 6. La expresión final para la frecuencia cuadrática me
dia es

1 11:“ 1
6-2787)_ n[ QUQi) +ZLÍDZU(Qi)J

’—_’ ' — "__T
2m 3; 1 efd 991 2 'aPi

y la energia potencialde la red es entonces
9 5 “í — ‘

E(a) = E1(a) + g (g) Nh (32)} (5-4)

donde m es la masa de la molécula, El está dado por la ec.
(5-1) y los demás simbolos tienen el mismosignificado que
en dicha ecuación.

Los resultados obtenidos para los dos potenciales conside
rados se presentan en la tabla 12.

nn las tablas ll y 12 se observa que, peso al uso de un me
jor potencial de par, el problema de la estabilidad no queda
resuelto.

CORRfiCClONáb NO-ALITlVAb

un los cálculos de propiedades de sólidos realizados hasta
ahora se usó la hipotesis de aditividad de potenciales de par.
sin embar¿ose deduce de varios estudios independientes(49-5l)
que esta hipótesis es de validez dudosa.

ns necesario entonces una teoría que considere interaccio
nes entre muchos cuerpos. Hay dos aproximaciones:



M
fROPIuDADES os LOo GnQEb NOBLnb SOLIDOS APROX. ARMONICA

Valores calculados Valores experimentales

ostabilidad
mOdUlO “o bc _ Lh a Ec a

cal/mol (lozcal/mol (A) cal/mol (a)

Aih I 2008 23 3.726 a
1846 d

br Kih 11 2043 23 3.688 laoób, 3.756
LJ 1886 zo 3.806

Kih 2986 33 3.974 2666?‘ dKr b
IJ üfi4 a 4052 Zwl:

XC Kih 4094 46 4.328 3828c« 4.3353LJ 3732 38 4.450

a. R.H. Beaumont, H. Chihara y J. A. Morrison, Proc.Phys.
Soc. 1Q, 1462 (1961)

b.IL.S. baltor, Trans. Faraday poc. 22, 657 (1963)
c. Referencia 19
d. “oferencia d, tabla ll



-37
a) el método de JanSen y colaboradores (52-55)
b) el metodo de axilrod(56_57), Bade(58) y Kihara<59)
Jansen considera fuerzas de intercambio de corto alcance

entre tres átomos de gases raros, usando teoria de perturba
ciones de primer y segundo órden con una función gaussiana
simple como función de onda.

esta teoria ha sido usada para predecir la estabilidad re
lativa de estructuras de gases nobles sólidos<60)y de haluros
alcalinos(61), dandoresultados acordes con los experimenta
les. na sido tambien aplicada al cálculo de la energía de for
mación de una vacaneia en argón sólido(62)y aunque explica
discrepancias previas debido a1 uso de la hipótesis de aditi
vidad, el acuerdo puede ser fortuito

Las ventajas de la teoria de Jansen son:
(i) Considera la superposición de las nubes electrónicas en
tre átomos vecinoe en el sólido. este efecto es sin duda im
portant¿(52-53) y no fue considerado previamente.
(ii) Evita el desarrollo del potencial electrostático pertur
bador en serie de multipolos. yor lo tanto el problema de la
convergencia 64'65) no se plantea.

Pero tiene además algunos inconvenientes:
(i) La estructura cúbica de los gases nobles pesados se esta
biliza porque la contribución de segundo órden es tal que so
brepasa el efecto de la de primer órden, de diferente signo.
bebe confirmarse la convergencia del método perturbativo an
tes de obtener conclusiones definitivas.
(ii) esta teoria no permite minimizar 1a energía de cohesión
del sólido con reSpecto a la constante de red
Los métodos de axilrod, bade y Kihara consisten esencialmente
en una generalización del tratamiento de fuerzas de disper
sión debido a London(67). El potencial perturbativo está en
amboscasos limitado al término dipolo-dipolo de la expansión
multipolar. hXilTOd: con un modelo atómico simplificado, usó
teoria de perturbaciones hasta tercer órden.
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Bade usó un modelo de osciladores de Drude y obtuvo ex
presiones generales del término dipolo-dipolo de la energia
de interacción, para todos los órdenes de perturbación.

Los resultados de Kihara se obtienen tanto por el método
perturbativo comovariacional y no dependen de ningún mode
lo atómico particular. uStO hace que el tratamiento de Kihara
sea mcs riguroso que los de nxilrod y Bade.

La energía de interacción de triple dipolo está dada por

- _ -3
U ( 1‘12, T23! rBl) “D (T12 r23 131) "

(5-5)

#( 3 cose:Lcos92cosg3 + l)
donde ri. es la distancia entre los átomos i y j y 9 1, 92,
9 5 son los ángulos interiores del triángulo formado por e

sos tres átomos.
nn la teoria de axilrod el coeficiente 7 está dado por

_ 16

donde ok es la polarizabilidad y V la energia media de exci
tación. ¿n la teoria de Kihara Qestá vinculado con el coe

ficiente )k de interacción de pares por la ecuación

“49 = 3oL/A. (5-7)
(68)z

(i) No se considera superposición de nubes electrónicas entre
Estos tratamientos tienen varias limitaciones

átomos vecinos.
(ii) ¿l desarrollo en serie multipolar se corta en el término
dipolo-dipolo.

Las Ventajas son:
(i) La energia de interacción depende en forma sencilla de
las distancias interatómicas y ángulos. ¿sto permite la mini
mización de la energia potencial total del cristal respecto de
la constante de red.
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(ii) La simplicidad de las fórmulas permiten efectuar los
cálculos facilmente.

La expresión para la ener¿ia de cohesión está dada por el

9a

minimc de
ïí (5-8)n (a) 52(a) +

con respecto a a. en esta fórmula K es la parte geométrica
de (5-5) sumadasobre la estructura , J está dada por
las ecs. (5-6) ó (5-7), e2(a) está dada por la ec. (5-4)
los demássimbolos tienen el significado usual.

y

un la tabla 13 se presentan los resultados correspondien
tes al uso del valor de ‘Q dado por Axilrod, ec. (5-6)

ThBLb l

PROPIELADES Dm GASES ROBLES SOLIDOS

(Incluyendo correcciones no aditivas de axilrod))

(a)Valores calculados Valores experimentales

Estabilidad _
Mcdelo h'c LC _ Eh a LC a

cal/mol (102cal/mol (Á) cal/mol (A)

Kih I 1889 14 3-751
Ar Kih II 1909 14 3-716 1846 3'756

LJ 1787 13 3.832

Kr Kih 2781 19 4-005 2666 3 .991
LJ 2661 17 4-084

¿e Kih 3748 20 4-369 3828 4.335
LJ 3460 18 4.492

a. deferencias en la tabla 12
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En la tabla 14 se presentan los resultados correspondien
tes al uso de la ec. (5-7), esto es, del método de Kihara.

Para calcular É se usaron los valores de ¡L calculados por el
mismoKihara<59). Esto se justifica porque
(i) No hay un único valor teórico del coeficiente yt, como
se vió en é 4. l
(ii) Los valores experimentales de ¡x estan influidos por la
parte repulsiva del potencial de par, poco conocida hasta el
presente.

TABLA 15

fROrImbaDES Up GASES NOBLfis SOLIDOS

(Incluyendo correcciones no aditivas de Kihara)

Valores calculados Valores experimentalega)

Estabilidad '
Modelo Jbc n'c _ bh a ¿e a

cal/mOl (102cal/mol (a) cal/mol (A)

Kih I 1726 2 3.792
Ar Kih II 1734 1 3.758 1846 3.756

LJ 1652 3 3.873

LJ 240Ckr —l 4.140

xq Kih 3152 -20 4.456 3828 4.335
“ LJ 2997 —12 4.578

a. Referencias cn la tabla 12
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Es conocido el hecho de que el efecto de tres cuerpos favo

rece la estructura cúbica sobre la hexagonal. Ademásse sabe
que la energia de tripletes de Axilrod no alcanza a sobrepasar
el efecto desfavorable de las energias aditivas.

sn este trabajo se confirman resultados ya presentados(l8’
. La energía de tripletes de nihara es de dos a tres veces

más grande que la de axilrod, y comola diferencia relativa
entre las energías estructurales es la misma,el efecto abso
luto alcanza para estabilizar la estructura cúbica.

ul hecho de que la energia de tripletes sea de magnitud a
preciable fué confirmadopor investigaciones independientes.
Sparnaay(69),

de átomos, encontró desviaciones a la aditiviggd del órden

estudiando errzas de dispersión entre grupos

del lO al 30 por ciento. Ksstner y Sinanoglu usando teo
ria de perturbaciones de tercer órden estimaron que el poten
cial de par decrece en los gases nobles aproximadamente 20
por ciento, debido al efecto de muchos cuerpos.

OTROS RESULEADOS

El mótodousado en este trabajo no considera interacciones
de órden superior al tercero. Bade(71) demostró que la energía
de cuarto órden es negativa y es una importante contribución
a la energía total. Esto probablementeexplica las diferen
cias entre las energias de cohesión calculadas y experimenta
les (tabla 14). Su inclusión significaría ademásun acorta
miento en la constante de red teórica.

¿ste acortamiento puede tener iuportancia en los valores
de la energia de tripletes y en la vibratoria, que dependen
más sensiblemente de la constante de red que la energia de
pares. Comoel programa de cálculo informa por separado cada
una de dichas energías, y permite además hacer el cálculo por
cualquier valor de a, se repitieron los cálculos de estabili
dad usando la constante de red experimental. Los resultados
se presentan en la tabla 15
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En la tabla 16 se informan los valores correspondientes a
la energia de tripletes y en la tabla 17 las temperaturas de
Bebye, vinculadas con la energia vibratoria en 00Kpor la re
lación

no = ÉNRQD

un ambos casos se tabulan los valores correspondientes a
las constantes de red teórica.

TABLA 15

estabilidad de estructuras cristalinas
calculadas con la constante de red

experimental

Estructura Estabilidad ¿c ’- Ec (a)
Sust Modelo más Ec-Eh calc exp

estable lOZLcal/gpl) (cal/mol) gca1¿mol)
Kih I Hex + 1.8 1715

Ar 1846
LJ Hex + 0.6 1586

Kih Cub - 6.5 2432
Kr 2666

LJ Cub - 8.2 2257

nih Cub - 30.3 3035
Ke 3828

LJ Cub - 35.5 2565

a. nefcrencias en la tabla 12
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hBUsló

Lnergia do tripletes (aprox.argonica)

Sust. H a
‘1’1 "lOdplO (a)

unergía de tripletes cal¿mol
Rod cúbiqg Red hnïaoogg;

Kih I 3.792 260.909 261.096
ar nih Il 3.758 282.971 283.174

LJ 3.873 215.695 215.850

> nih 4.060 468.817 469.152
m" LJ 4.140 393.221 393.502

xe nih 4.456 822.576 823.164
LJ 4.578 645.069 645.531

TABLA lZ

Temperaturas de Debye

a Temperatura de Lobye (OK)
Sust. Modelo a

(A) Calculada uxperimental

Kih I 3.792 73.1 71 1 8 b

hr Kih II 3.758 73.3 80 c
LJ 3.873 66.5

Fr iiih 4.060 57.1 55 iilo b“ LJ 4.140 52.3

Xe LJ 4.578 41.3

a. ns la mismapara las dos estructuras.
b. n. n. Beaumont, d. Chihara y J. A. Morrison, Proc. Phys.

uoc. 15, 1462 (1961)
c. u. R. bobbs y G. 0. Jones, Rep. Prog. Phys. 20, 516 (1957)



6 - CONCLUSIONES

El propósito de este trabajo ha sido presentar un potencial
intermolecular de dos parámetros para argón, kriptón y xenón.
Las medidas recientes de segundo coeficiente de virial a bajas
temperaturas permiten un estudio más completo que el posible
hasta ahora(72)
Los resultados obtenidos indican mejor ajuste con los datos
eXperimentales que el dado por el potencial Lennard-Jones.

Los resultados de viscosidad no son tan concluyentes. Los
valores calculados para nr5ón están más cercanos a los expe
rimentales que los de LJ, pero no ocurre le mismoen kriptón
y xenon. Las discrepancias pueden deberse a que no se han
considerado efectos cuánticos. Se ha demostrado recientemen
te que esos efectos no son deSpreciables, eSpecialmente en el
argón(73,74) . bebe tenerse presente, además, que el rango de
temperaturas en que fueron determinados los datos de kriptón,
y expecialmente de xenon, es mucho muumu=queel de argón.

Los valores de los parámetros obtenidos para el potencial
de cuerpo rigido son muydistintos a los del LJ. Por el contra
rio, son muysimilares a los correspondientes del potencial de
seis parámetros de Gu genheim-McGlasham para argón(75 ,luego
aplicado a Kriptón(7 y xenón 77

Los potenciales de par, con parámetros determinados a par
tir de datos de fase gaseosa, fueron usados para calcular prg
piedades de sólidos cristalinos. nl potencial LJ da resulta-.J
dos aceptables para la energia de cohesión y constante de red
sólo si no se consideran energías vibratorias y de tripletcs.
Esto es incorrecto, lo que indica que el acuerdo puede ser
fortuito.

La estabilidad relativa de las estructuras cristalinas no
depende del potencial de par, sino del efecto de tres cuerpos.
ambospotenciales dan resultados correctos para hr y Ac. Las
diferencias de energia entre las estructuras en argón son a
hora menores que en cálculos previos, que no consideran efec

_44_
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tos de muchos cuerpos(4o’47) . Si-embargo, la estructura hexa
gonal sigue siendo la favorecida.

Esto puede deberse a la aproximación armónica usada en el
método de Corner. se demostró recientemente(78) que las con
tribuciones anarmónicas son importantes en neón y argón, y fa
vorecen la estructura cúbica sobre la hexagonal.

“studios anteriores(4_6) indican que el efecto de cuerpo
rígido debe incorporarse al potencial de par de los gases ra
ros en forma tal que varie con el número atómico. ¿demás deben
agregarse los términos atractivos de órden superior, comolo
requiere la teoría de fuerzas intermoleculareg.

¿stas criticas, válidas para el potencial LJ, no se apli
can al potencial Kihara. Aunqueel diámetro de la esfera ri
gida se calcula aqui solo en forma aproximada, si el valor
teórico del coeficiente B de la ec. (4-1), dado por la mecá
nica cuántica, se iguala al término correspondiente de la ec.
(4-2) y se calcula d, los valores obtenidos son comparables a
los usados en este trabajo.
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bEuNDICfi l

Determinación de parámetros de potencial usando datos
de segundocoeficiente dc virial

1.- Método usado
La expresión analítica general del segundo coeficiente de

virial está dada por la ec. (2-6), que puede escribirse
n _ ZQT 3 T ‘_

B(i) ———3—-PO E13 H.) + ?F2 (z) + ¿Fl (7.) +
usando la notación del texto.

rara ajustar los datos experimentales se adoptará el mó
todo de los cuadrados minimos. Comola fórmula no es lineal

se sigue el método expuesto en hhittaker y Robinson (The Ca;
culus of Observations, pg. 214). rSug lineamientos son los
siguientes:

bl mejor valor de x, y que satisface el sistema sobrede
terminado

. x + . = .al bly nl

a2x + bzy z Jn2 (1)

x + =as bsy ns

es la solución del sistema de dos ecuaciones con dos incog

Pix+tfly=ti (a
Eflx+tüy=td

E38]= ía;

Eltflhá- 1 [<a+b> <a+b>] - [aa] - [mi }
si cl sistema no es lineal

fl (x,y) = ul
f2 (x,y) = u2

fs (x,y)= us

nitas

donde
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donde las fi son funciones conocidas y las ui son medidas su
jetas a error experimental

Se encuentra un par de Valores x, y
x = i-+g
y = í +11

y cada ecuación del sistema queda ,Bfi afi

fi(xay)= fi (JE-¡"gi = f(i15’)+(bi +
usando la ec. (AB)

'Df ’31" _ _

5-59 + 'Dísn z us ’ fs(x’y)
y este sistema lineal se resuelve como(nl). Puede reiterarse
el métodohasta obtener la precisión buscada.

un este trabajo se usaron las facilidades para matrices
del método de programación AUTOCODE.Si el sistema (Al) se
escribe

al bl n1

a2 b2 x = n2

...... y .
as bs nS

multiplicando miembroa miembropor la transpuesta de la ma
triz de los coeficientes se obtiene el sistema (A2). Este se
resuelve por sustitución.

Los valores necesarios del U(T) teórico y sus derivadas se
calculan por interpolación cúbica en una tabla que contiene
E(z), con paso en z igual a 0.01.

2.- rrograma

nl prOgramaestá preparado para trabajar con z entre 0.01
y 2, con paso 0.01, esto es, 200 valores de z. La función de
z que es necesario usar es una combinación lineal de las fun
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de las funciones de hihara Fl(z), F2(z) y F3(z) con coeficien
tes dx, P , X y o dados en la ec. (2-6) y que dependen del
factor acentrico y del tamañoy forma del cuerpo rigido.

be preparó un programa (rrograma l) que hace automática
mente dicha combinación lineal. La cinta de datos es la si
guiente:

AI lOO valores de F3, entre 0.01 y l
BI id. de F2

CI id. de Fl

¿I los cuatro valores de u( , (3) , X y B, en eeeórden

La salida son los 100 valores de la combinación lineal bag
cada. Luego se reentra el prOgramacon los datos correspon
dientes a z entre 1.01 y 2.00.

estos 200 valores de la combinación lineal se usan en el
programa 2. un este programa se calculan por el método ya de;

crían) Po y Uo/Kcon error 0.001 A y 0.010k respectivamente.
La cinta de datos es

ZI 200 valores de la combinación lineal
N número de datos de B(T) experimentales N < 42
XI,YI pares de datos T, B(T) experimentales
F valor aproximado de QO
G id. de UO/K

El programa termina en un ALTO.Si se lo supera lee un
nuevo juego de datos, desde N.

La salida indica los valores finales de Po y UO/K,y una
tabla con la temperatura, los coeficientes de virial teórico
y experimental y la diferencia entre ambos, en Aa/molócula.
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APENDICE 2

ïablas dc .51 ( 2’S)"'(T“) para X==0.082

Barker ( ver ref. 16 ) calcula; las integrales .0- (fl’s)
para 30 valores de T’r, y para K entre O y 0.6, con variación
en O.1.

¿ss fácil verificar que, para Eada T* , las .0. ( z’s) son
casi lineales con . Se preparó un programa (Programa 3) que
calcula las DJ 9'’S para cualquier {entre O y 0.1, mediante
una interpelación parabólica entre los valores de y! O, 0.1 y
0.2 para cada Ti .

La cinta de datos es

AI 30 valores de Q} z’s)para Y: O
ii id. para K = 0.1
¿I id.para x =‘0.2
U valor del nueVo X multipliCado por lO.

La salida son los 30 valores de D. ’s
tes al nuevo x .

correspondien
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APENDICE3 —Tablas dejl}.g”3)*(T*) con Ti variandc en 0.01

Comose indica en el texto, las tablas de.fL(Q ’S)están
preparadas con valores deïF* (nuevarian en - 0.1, 0.4 o
1.6. Para comodidad en los cálculos, tanto manuales comoau
tomáticos, se prepararon programas que interpolan en dichas
tablas valores de T con intervalos 0.1.

Programa 4.: interpelación cúbica en la zona de T"de pa
so 0.4.
Cinta de datos

XI 11 valores de T.» (desde 1.5)
YI ll valores correspondientes de las.Cl( 2

calida: una tabla con los 40 pares de valores ”* ,.Íl(g’s)*(T*).
Programa 5: interpolación análoga en la zona de paso 1.6

Uinta de datos
¿1 ll valores de T* (desde T* = 5.50)
XI ll valores deíl( Q’S)*

Salida: una tabla con los 160 pares de valores T *
rara la determinación de parámetros (apéndice 4) es necesa

25)

, Q (Q,s)*.

rio ordenar en una sola tabla los 210 valores de 11 (2’2) y de
Sl (2’3) que se obtienen en definitiva de las tablas de Barker.
“demás es necesario calcular la corrección de Kihara (ec.2—ll)
que es función de las integrales de choque mencionadas. be pre
paró un programa (Programa 6) cuya cinta de datos es:

N 8

XI,YI 8 pares de valores T
la tabla de Barker donde el paso es 0.1

XI,ZI 8 pares de valores TÏSÏ(2’3)
N 39

XI,YI cinta de salida del programa 4 paran. (2’2)
XI,ZI idem paran (2,3)
N 159

XI,YI cinta de salida del programa 5 paraD.(2’2)
XI,ZI idem para._n.(2’3
N O

en la zona de«F ,D_(2,2)

en la misma zona



XI

YI
XI

ZI
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21'5 ug) *
valor de Q para 1" = 21.5
21.5

ma)
valor den para Tl. = 21.5

y cuya salida es una tabla en que aparecen la temperatura re
ducida y los valores correspondientes defl(2’2), Q (2’3 ,
y D. (2!”

Ln el programa 7, que usa dicha salida como cinta de datos,
se obtienen los 210 valores de sn/ 11(2’2) que se utilizaran
en la determinación de parámetros.
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APENDICE 4

Determinación de parámetros por ajuste simultaneo

El método usado fué descripto en el 5 2. Tanto para la vis
cosidad comopara el segundo coeficiente de virial, la inter
polación en las tablas correspondientes se hace por el método
de Newton-Gregoryhasta tercer órden.

AQUÍse indicará solamente la forma de operar el programa.
Va Segundo coeficiente de virial (Programa 8)

Cinta de datos:
ZI' 200 valores de la función de Kihara (Pro

grama l)
N número de datos experimentales N < a)
xo',ïJ' pares de datos experimentales T, D(T)
F ’ ’ primer valor de 90
G id. de Uo/K
D intervalo en que se quiere variar UO/k
R número de casos que se desean de UO/k
n intervalo en que se quiere variarqo
S número de casos que se desean de Q0

El programa termina con un ALTO.Al ser superado recomienza
desde N.

Salida: tablas encabezadas por el valor UO/ky que contie
nen lasA2 correspondientes a cada Qo.
b) Viscosidad (Programa 9)

Cinta de datos
ZI 210 valores de \¡/Ith) (¿rograma 7)
N número de datos experimentales N«(8O
XI,YI pares de valores T,Y[CI) experimentales.
h primer valor de 90
n' valor de d/Q0
B primer valor de Uo/k
C peso atómico
JL paso en gb



F

R

R

.57.
paso en Uo/k
número de casos de Po
idem de UO/k

El programa termina en un hLTO. nl ser superado recomienza
desde N.

Salida: análoga a la del prOgrama8.

Los mejores valores UO/k y QC se eligen usando el método
ya indicado. Para hallar los valores teóricos de B(Ï) y‘Z(T)
se han desarrollado dos programas.
a) segundo coeficiente de virial (Prog. lO)

Cinta de datos
¿I 200 valores de la función de Kihara (Prog.l)

entero que vale l ó 2
número de datos experimentales
pares de datos experimentales T, B(T)

valor de Qo
valor de UQ/k

bl prOgrama termina en un-ALTO. Si se lo supera y M= l ,
recomienza desde N. Si M 2, sigue desde F.

Salida: tabla en que aparecen T, B(T) experimental y teó
rico y la diferencia entre ambos.al final se indica A? .
b) Viscosidad (Prog. ll)

Cinta de datos.
I

’ïfun‘l

'Z

XI,YI
A

AI

B

C

(2,2)
210 valores de Fn/Q
entero que vale l ó 2
número de datos experimentales ( N(.100)

pares de datos experimentales T,\((T).
valor de 90
valor de a

valor de Uo/k
peso atómico.

nl programa termina en un “LTU. si se lo supera y M= l sigue
desde N; si m =

calida: similar a
2 sigue desde a.

la del prOgrama lO
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APENDICL 5

evaluación de la integral del resto
La integral del resto, ec. (5-2), puede escribirse, para

cualquiera de los potenciales usados en este trabajo, como

donde
CDI- Q°S filirrzas- '-" I‘ I‘ha r a

“a es el radio que correSponde a una esfera que contiene a los
átomos ya considerados en la suma:

aJïTT(ha) -- = l + n.
83 l

bn nuestro casoE:IH_ 2882. Reemplazando se obtiene finalmen
te A = 7.8658. Conocido el limite inferior, puede ahora cal
cularáe la integral. Pasando a Q comovariable

4qTÏï °g o S

———— (md)de

1||
9

I :'.
S 33 ha

S

«TJ? eo 1 2d d2 ]
I = + +
S a3 <s—3>(ms-5 (8-2) me)“ (a-l) (ha)

Solamente tiene importancia el cálculo 16, ya que 112 es
despreciable frente a ella.

“Tx/5906“ 1 d d2 ]_ [3 A3
I + +

6 ñ 6 2 A4a 5A5a2d

Reemplazando el valor de as y despreciando el término de ór
den superior queda

6

I6 = —- 0.01217 + O¿00232 (-—)]- a a
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ABENDICE 6

método de Corner

asta método permite calcular la frecuencia de Debye, y
por lo tanto la energia vibratoria en Ooá.

be fijan N —l moléculas del sistema y se aparta de su
posición de equilibrio la restante. Sean

mo punto red de la molécula M
M posición de la molécula m
i posición de la molécula tomada comoorigen

Con la notación de la figura (5-1)

2_ -2 2
Ri.— ri + r

r2 r
Ri ri [l+( -2—- c039]r ri

recordando que (l t tf" = l + ¿gt + (1/8) t2 + . . .
queda, usando las relaciones trigonométricas usuales y rete
niendo términos hasta r (aprox. armónica)

l _I' 2 2 r

Ri=ri +ri sen9 - — cos9] (¿64)ri ri
es decir

- 2 rir cose
ll

Ri=ri+h
La energia de la molécula Mreferida a la molécula central es
"(7) 'e
u dl i P I‘O U DU 2 y U

U(Ri) = U(I‘.i+ h) = U(I‘i) + h 3-1' h a 2- A . r.
1

r l
heemplazando h, y reteniendo términos hasta r2

EU l r2 2 r
U(Ri)= U(ri) + ri í- [— sen 0 —-- c059 +- ri 2 ri ri

l aZU+.__ 2

-—— '(‘1'cos 9]
2 3112
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rromediando sobre los ángulos, recordando que
W

'— Lf(9)sen9 d9
f(9) ‘ fl

I sen 9 dequeda o
— 1 1 EU 1 'DU

. _ e 2

u<Hikwihï r [T ar +Ear2] (A62)i i i
La energia tot l está dada por

ZíniU (R1)
, 2 2 z .

que puede 1gualarse a V(O) +-2ïT 9 f , de donde, para 1guales
potencias de r, queda

" l l U l U

2n202m= —Z'n( a (A6-3)l3 i fg- ¿Br + g ¡br 2i i i
Esta expresión permite calcular la frecuencia cuadrática media
del espectro , ya que resulta de promediar sobre todas las di
recciones. Considerando una distribución de Debye

15%)) =okJ2 2
\) = (3/9))m

y en este caso %
9 9 5 ' —r 4‘5“(7)NW“

Esta es la fórmula (5-4).



F¡qura A-1 - Notación'en él Método de Comer.
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cálculos en sólidos

se han desarrollado dos prOgramassimilares para el cálculo
de la energía de cohesión en función de la constante de red,
para las estructuras cúbica y hexagonal. La minimización se
hace en la forma siguiente: se calcula E(R) para R que difie
ren entre si cn un valor u. acotado el valor de R correspon
diente a m(R) minimo, se repiten los cálculos dentro de ese ig
tcrvalo, con R variando en 0.1n. bl método se repite hasta ob
tener la precisión buscada en Ri

Las especificaciones de los programas son las siguientes:
a) bstructura cúbica (Prog. 12)

Cinta de datos
N entero que indica el número de capas de átomos

que se consideran. mn este trabajo N = 61
XI N enteros, correspondientes al número de áto

mos en cada capa.
G primer valor de R
X‘ último valor de R

w paso en R
A diámetro del cuerpo rigido

H valor de PO
U valer de UO/k

B coeficiente gl: (ec.5—8)p coeficiente (ec.5-4)
al programa termina en un ALTOy al ser superado, sigue desde G
b) nstructura hexagonal (frog. 13)

Cinta de datos y operación: análoga a la del programa ante
rior, pero con N = 130 e intercalando luego de los XI, 130 nú
meros que indican'la distancia ( nn unidades de constante de
red) de cada capa de átomos al átomo central.
balida en ambosprogramas: una tabla que indica R, y las ener
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¿ au dc paros, vibratorlc, de tres cuerpos y la total, redu
Clúds con u /k
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