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RESUMEN DE LA TESIS PRESENI'ÉÁDÁ'TÏORbószr'rÏI‘óíw' BALLESTER DE PE ‘

PARA OPTAR AL TITULO DE DR. EN CIENCIAS FISICOMATEMATICAS;//;;ÏY (37(:7/

Comose sabe Calderon y Zygmundprobaron que las transformadas

nrdimensionales de Hilbert H: Hf poseen las propiedades siguientes

l) H es continua Lp -) Lp para todo l ¿p.400

2) Para el extremo p = l no hay continuidad pero vale el llamado

tipo debil (1,1).

Este resultado fundamental recibio los complementossiguientes:

a) E. Stein mostro que 1) vale todavia con medida ponderada x adx;

mas aun, el probo que esto vale para las integrales singulares

generalesc estudiadas por Calderon-Zygmund.

b) Benedek-Calderon-Panzone, en su trabajo de 1962, probaron que l)

vale con normasmixtas “f|\pl’.'.,pn = Hf||P
c) Para integrales dobles o iteradas de Hilbert vale la propiedad 1)

pero segun mostro E. Stein(en su trabajo del Annals of Math. ,1961)

la propiedad 2) no vale para transformadas iteradas.

En a) E. Stein dejo de lado la cuestion de tipo debil en la punta p=1,

y sus razonamientos no se aplican a este caso. Por otra parte en b) no

se consideran medidas ponderadas, es decir falta la combinacion de a)

con b). _

Nos parecio pues que para la armonia de la teoria convendria completar

las tres cuestiones siguientes: extender a) para p=1 y tipo debil;

extender este teoremade Stein para normas mixtas; y finalmentedar algun

sustituto de 2) en el caso de integrales iteradas.
Con una modificacion esencial en los razonamientos de Stein extendemos

el teorema a) al extremo p=l. Ademasdamos una nueva demostracion sim

plificada del teorema a) que permite extenderlo a normas mixtas, quedad

do asi completadas las dos primeras cuestiones.
2/, 7211/;
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En cuanto a la tercera, nos:paráciof¿áíuiüaÏÏntroducir una nocion

mas general de tipo debil, que llamamos tipoñ magro, de modoque las

transformadas dobles presenten tipo magro en la punta p=1. Para que

esta nocion sea de alguna utilidad hay que exigir que para la misma

valga algun teorema del tipo de Marcinkiewicz. Para la definicion de

tipo magro que damos vale un teorema de interpolacion pero que no es n

una generalizacion completa del de Marcinkiewicz pues la hipotesis

debe verificarse en 4 puntas en vez de las 2 clasicas.

Estas cuestiones y otras similares para operadores potenciales nos

llevaron a la necesidad de considerar la nocion de tipo debil con

normas mixtas y 1a interpolacion correspondiente. Comose sabe el estud

dio sistematico de los espacios Lp con normas mixtas fue hecho en un

trabajo de Benedek-Panzone en l960(seguido por un trabajo con Calderon

y la tesis de Benedek), donde ellos estudian las cuestiones relativas

al tipo fuerte con normas mixtas.

Pero comoestos autores no han considerado el caso de tipo debil, nos

vimos en la necesidad de abordar el problema de interpolacion con tipos

debiles y normasmixtas. Este problema parece cpresentar dificultades

serias y solo hemos considerado algunos aspectos mas simples del mismo.

en caso de normas mixtas se presentan por lo menos 5 definiciones natur

rales de tipo debil que llamamos semidebil, debil, debil , debil vec

torial y magro. El tipo debil es el unico que se reduce al tipo debil

ordinario si P=(p1,p2) con p =p2. Contrariamente a lo que ocurre enl
el caso del tipo fuerte, la definicion vectorial es la masalejada de

la definicion ordinaria. El tipo magro es el mas general de todos.

Logramosextender el teorema de Marcinkiewicz para el tipgegábil; damos

tambien una extension para el tipo debil o debil pero con condiciones

adicionales restrictivas. Ademasreducimos el problema de la interpola

cion con tipos debiles (sin las condiciones adicionales) al problema

correspondiente con tipos vectoriales. Finalmente, comoya dijimos,
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damostambien un teorema de iïiéïpáláéioï"¿áéa tipos magros, pero

no generaliza el teorema clasico porque exige la hipotesis en 4 puntas.

Aplicando estos teoremas de interpolacion completamoslas cuestiones

arriba mencionadasy otras similares para operadores potenciales, de

las cuales citaremos la siguiente. Comose sabe, el teorema de Sobolev

Ilin afirma que 1a restriccion H x: n/m del operador potenciallíqín
a EmCZEnes de tipo (p,s) con l/p- m/n.l/s = Ïyn. El tovema de

interpolacion con normaámixtas permite dar 1a siguiente generalizacion

es de tipo (q,p) 93, si —---=d-/H

{yn/m p n s n
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INTRODUCCION

Comose sabe, los operadores_clásicos del análisis armónico pg

seen pr0piedades CJ continuidad, o de tipo, en los espacios Lp" ,

para todo un intervalo de valores de p , y este hecho está intima

mente vinculado al teorema de convexidad o interpolación de M .

Riesz. Para ciertos valores limites de p estos operadores dejan

de ser continuos pero mantienen una prOpiedad de "continuidad dé

bil" o tipo débil. La noción de continuidad débil adquirió mucha

importancia en los trabajos de los ultimos años especialmente de

bido al teorema de convexidad de Marcinkiewicz-Zygmund que permi

te establecer la continuidad fuerte a partir de la debil. Estos
teoremas de convexidad han originado una teoria general de inter

polación que constituye un nuevo y potente método del Análisis .

(Para definiciones mas precisas ver 5 1.)

En este trabajo consideramoslas siguientes cuestiones referep
tes al tipo debil de los operadores clásicos y al teorema de Mar

cinkiewicz, tratando de dar una respuesta a los problemas mas fa

ciles que ellas presentan:

a) como se sabe, tanto los operadores simples comodobles de

Hilbert, y sus respectivos Operadores "maximales", son de tipo
(p,p) para 1 < p < a) . Para p = 1 los operadores simples pre 

Resúmenesde esta tesis fueron presentados en las reuniones
de 1a UMAde i962 y 1963. Los resultados de los párrafos 2 a3
están tomados de un-trabajo en colaboración con M. Cotlar, de
próxima publicación.
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sentan todawía tipo débil. En cambio, según resultados de E. Stein

[‘14 ] esta última propiedad no vale para lOs Operadores dobles de
Hilbert. Resulta oues natural plantear la cuestión de definir un

concepto generalïtado de tipo débil, que llamaremos "tipo magro",

de modoque se verifiquen las dos condiciones siguientes:

(i) que los operadores dobles de Hilbert sean de tipo magro pg

ra p = l ;

(ii) que para el tipo magro_va1ga algún teorema de convexidad

del tipo Marcinkiewicz.

El tipo magroque aqui definimos verifica (i) y (ii), solo que

en el teorema de conwexidad que damos para el tipo magro la hipó

tesis se supone valida en 4 puntos, en vez de los 2 clasicos.

La noción de tipo magro se refiere a espacios Lp (Lq), es de 

Cir espacios de Lebesgue con normas mixtas, y está íntimamente
vinculada a la cuestion b) que sigue.

b) El estudio sistemático de los espacios Lp (Lq) fué iniciado

en el trabajo [ Á ] de Agnes B. de Panzone y R. Panzone (conti —

nuado en [‘L 3 , 9:3 J ), donde ellos extienden a estos espacios

el teorema de convexidad de Riesz-Thorin y el tipo fuerte de los
operadores de Fourier, Hilbert y potenciales. Sin embargoen es

te trabajo quedó sin tratar el teorema de Marcinkiewiczy las
cuestiones referentes al tipo debil. Al tratar de definir la

"norma" o tipo debil erle (Lq) nos encontramos con cl siguiente

hecho que no se presenta en Caso del tipo fuerte. En la defini 

ción de tipo fuerte los elementos de Lp (Lq) pueden considerarse
indistintamente comofunciones de dos variables f(x,y) con nor
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mas mixtas II II f [Ip II o comovectores f(X) = f(x,y) =q ’ .

= fx(y) 6' Lp' con norma vectorial |f?(x)llq . Si p = q se op
tiene la norma ordinaria de Lp (dx dy) . En cambio la definición

vectorial de norma o tipo débil no se reduce a la definición or
dinaria para p = q . Resulta asi que para nuestro objeto la

definición vectorial no es la apropiada, y que para funciones de

dos variables f(x,y) pueden darse, adenás de la definición or

dinaria de Lp (dx,dy), tres definiciones más de tipo débil, que
llamaremos tipo débil mixto, tipo débil# mixto y tipo vectorial

mixto. El tipo débil mixto es el único que se reduce al ordina 

rio si p = q , el débil# implica al débil, y el vectorial pare
ce no implicar ni ser implicado por los otros. En los párrafos 2

a j damosdiversas variantes del teorema de Marcinliewicz para eg

tos distintos tipos débiles; todas estas variantes “contienen”
comocaso particular al teorema ordinario de Marcinkiewicz, pero

solo una de ellas se "reduce" a este teorema para p = q . E1134?)
particular damosuna extensión del teorema de convexidad de Riesz

Bageikaanzone para operadores sublineales y funciones reales (con

hipótesis adicionales del tipo pi {;qi , ya que se sabe que ni
el teorema ordinario_ de Riesz puede valer sin estas hipótesis pg

ra funciones reales). Comoya se indicó en a), ademas de las 4
definiciones mencionadasde tipo débil para ÍUnciones f(x,y) es

tá ademáeola definición de tipo magro, que es más debil que todas

ellas, incluso 1a ordinaria, pero para este caso, comoya dijimos,

solo hemos logrado un teorema de convexidad con 4 puntos y con_

las restricciones respectivas sobre los p- Dificultamos que17°
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en este último teorema se pueda reducir las 4 puntas a dos, en

vista de la generalidad de la noción de tipo magro, si bién es

muy_probablede Que la teoria general de interpelación de Calde 
ron, aún no publicada, contenga resultados que pernútan perfeccig

nar considerablemente este teorema.

c) ComoLilfïdïy Panzone no consideran en su trabajo el tipo
débil, dejan sin demostrar propiedades de continuidad débil en Lp

(Lq) de los Operadores clásicos, tales como el teorema de Hardy —

Paley, el tipo debil de operadores potenciales, o el'teorema de
Sobolev para dimensiones diferentes. Las extensiones del teorema

de Marcinkiewicz mencionadas en b) permiten completar, en ese sep

tido, los resultados del trabajo L ¡l i de estos autores. En pag
ticular extendanos de este modoa los espacios Lp (Lq) las prepig
dades de los llamados potenciales generalizados de Cotlar-Panzone[1

5d) La prepiedad del operador ordinario de Hilbert, de ser de

tipo fuerte en 1 4.p ¿.oo , fue extendida por Babenko a medidas

ponderadas x°k.6t . Conun artificio ingenioso, E. Stein [15-]
obtuvo una extensión similar para las integrales singulares de
Calderón-Zygmund. Sin embargo estos autores tampoco consideran

el caso del tipo<iébil en p = l ._ En el 5 4 extendemosel tag
rema de Stein-Babenko al tipo debil. Combinandocon los resulta_

dos anteriores, se obtienen diferentes generalizaciones y simpli_

ficaciones del teorema de Stein, asi comoaplicaciones a operado
res potenciales que complementanalgunos resultados de E. Ortiz

<[s],[¿]>o
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Cuandoesta tesis ya estaba practicamente terminada, llegó a
BuenosAires el profesor J. Peetre quien dió unas conferencias s9

bre la teoria de interpolación y nos informó de algunos resulta 

dos aún no publicados de la toeria de "espacios de promedios" de

Lions-Pectre. Estas informaciones nos permitieron simplificar

considerablemente nuestras demostraciones primitivas que eran ing
tilmente complicadas. Por esta razón, y también porque la teoria

general de interpelación es todavia poco difundida, nos pareció

razonable dedicar el primer párrafo de esta tesis a una exposi 

ción sucinta y elemental de ideas y resultados basicos de la teo

ria general de interpolación, con énfasis en la teoria de Lions 

Peetre por ser esta las más elemental y mas cercana al teorema
de Marcinkiewicz y sus variantes que aQuI consideramos. En cam 

bio nos limitamos a muypocas indicaciones sobre la teoria más ig
portante y dificil de Calderón, de la cual tan solo tenemosuna

idea somerapor las clases introductorias que Calderón dictó en
Buenos Aires en 1961.

Para evitar notaciones excesivamente cansadoras y para no obs

curecer los conceptos, nos hemoslimitado al caso de dos variables

Una buena parte de las definiciones y proposiciones que damos se

extienden fácilmente a n variables, pero es necesario advertir
que algunas de las cuestiones aqui consideradas pueden presentar

dificultades inesperadas al pasar a n variables que no hemos
examinado aún en detalle.

Tampocohemos intentado extender estas cuestiones en términos

de la teoria general de interpolación, lo que dejanos para otra





-7

g 1. NOTACIOI-EESg EXPOSICÏQH DE HECHOS BASICOS

m I“, TEORIA y; LVTEZPOLACIOI‘J(#)

LA; Las letras X, t, í, ’72 serán reservadas paralnúmeros
reales no-negativos.

Si X = 51x25 es un espacio y [.A.‘ una medida no-nega'tiva en

x (supuesto siempre G -finito), Lp = LP(X) = Lp(X, ¡4_) indica
rá la clase de Lebesgue de las funciones f0: medibles con nor
ma

llfllp = lIfIILp = (sx If(x)|p dfl )1 , (lép (CD) (l)

En el caso en que X = En , d’AL= dx indicará la medida or-—

dinaria de Lebesgue. En este caso tienen también especial inte 

rés las. llamadas medidas ponderadas df; = lxlokdx. . En particg
larxsi X = E1 = {x} = recta real , la sustitución t = ex traga

forma El en la semirecta E1: (O,co) y la medida dx pasa en

dt/‘t . Indicarer. con LE -al espacio Lp(E}_, dt/t) de made

que

l/PCD P _

¡mi p = (S lf(t)l 913) (la)
L+ O 1:

(#) Esta sección está tomada de un trabajo de seminario. La de
mostración de los teoremas que_citamos pueden verse en el libro

de ZygmundI: ¡}], capitulos I, IV, XII, ó en [5 J y [16 :1. La
redacción está hecha en base a clases de M. Cotlar.
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Comode costumbre, el sup.es.lhl se indicará con th Im .

Para todo /\ >O es EA = EA Lh] = ; lh(x)l>>«} y escr_1_
bimos

D( X) = D(h;>\) = (la; A) = ¡-4-(E>‘) (2)

D(Á) es la función de distribución de IhI , y es una funcion

no-oreciente, continua a derecha de la variable real Á >0‘ .

Evidentemente si para todo x ds lh(.'x)II5 Ihl(\x)l + lh2(x)l en
tonces

13(2)) 5 D1()\) + D2( k) (si Di( x) = D(hvi;>\)) (2a)

Para todo p , O<p¿ oo , se tiene la formula básica:

p co p-—1 CD P d

5X¡h¿x);.¿M = p, 50 X mx) a) = p 50 me 7K ,(3)

que puede escribirse

., . P» 1/. .
(¡IzhlID> =p<H D( ) pIIV ); (5a)

LÏ'

Eos funciones (que pueden estar definidas en diferentes espa e

cios con diferentes medidas) se llalïïan _<_3_o¿1_:ï¿g_e_d_i2]___e_s¿si tienen la

misma función de distribución. D( Nu . _En_este caso tienen igual

.mrma “th para todo p , lápida .
Qegigg‘aïgrgnlqg__0_n_<f:_a 1a familia de las funciones simple , es

decir funciones de la forma f(x) = /\1 k¡l’7l(x)-!-ï...+>\n471.51€),
í) . . . .

donde Wi = (¿Ai es la func10n caracteristica del conJunto Ai ,
y las Ai son disjuntos y de medidafinita. Para lép<oo , de

signaremos con 8D el conjunto "con 1a norma :{fllp , de
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modo que ¿D es subespecio denso de Lp para todo p . Eh

cierto modobastará en lo sucesivo trabajar con en vez de
Lp pues toda f de Lp es limite de fn_ de Ep.

IIfIIp -——lLim ¡[fnlgp y D(f, X) = li'm D(fn,,\) (con excepción

de modo que

de p = oo ). En caso en que X es el espacio .euclideo tomare 

mos como ..1a familia de las'funciones escaleras (a veces con

viene tomar por_ las funciones infintamente derivables a so 
porto compacto)-.

La expresión de D(/\) es especialmente Clará si h = h#( El.)

es una función definida en {0,00) y no-creciente. En este ca
so se tiene evidentemente que:

.u.

Dm = D(h+=<ï>,7\) sup:B; hn?) > A i; =

= inf É!4?; h#('¡¡¡) >\ (4)

(el sup se supone nulo si no hay puntos É con h#;(Ï)> A ),

Enla figura está ilustrado x
el caso de una h#( É) es

calera y no-cr'ecic.-te, y los

trazos punteados corresponv- X]____N
den a la gráfica de D( 7\)= ---.r

= D(l'Í'F,,\.) , y les gruesos

a 1a de haikïí) a Si h# .
es ademáscontinua a iz 

quierda entonces olla se
#I

exprese 'Werïzinnte D( /\) = D(h , \.\) por la fórmula
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E
n?<ï) = inr.{ x ¡1x2A)<: É 3 (4a)

Esto permite (e lo que a la norma y D(A) ise refiere) sust;
tuir la función h(x) , definida en el espacio X general, con

una función hfiï); definida: en [ 0,03) y no-decreciente. Eh
efecto, en base a (4a ), para toda tal h(:{ definimos

hifi?) = inf SRA;D(h;)\)<¿ï (4:13)

Está claro que h#( es no-decreciente y continua a izquie;

da, y de (4) resulta que h#( es gguimediblgggn h(x) .

h('x) = A14;'1(x)+-...+¡\n¡Ji-inn) e? , ¿[i = "f-‘I’Ai, tomando en
El: ¡[0,03) n intervalos J1,...,J+ disjuntos tales quen

IJiI = ¡(.(Ai) , y definiendo ¿H t) = >\i en Ji , obtendre 
mosuna función escalera LR equimedible con h(x) . Si

los Ji los elegimos ademásconsecutivos a partir del origen y

de modoque lbs vayan decreciendo, obtendremos la función

h#(“;') de (4h) . Por eso h#( Tí) definida por (4h) se llama el
arreglo ¿19creciente de la función h(x) ,Ipues si h = , 114;
se obtiene "permutando" los valores de W .

Si D( >\) es continua y no tiene intervalos de constancia ,
entonces h#(É) es la inversa de D('>\) , o sea. D( )\) =

implica h#(ï) = X y viceversa. Esto no es cierto si por eje1_z_1

p.10 D(,\) ó h#('í) son_ÍUnciones escaleras. Pero siempre pa

ra todo )\ existe un ¡\1, tal que

Dm = D()\1) = ï' , y lh#<‘%'>- >11: < e (2.70 Meri
Jad6> (4o)
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. w' . . 4]: T _ Xes decu' D(/\1) ==É prácticamente equivale a 'h ( g) —, 1 ,

salvo un , y D(/\.1) = D(_>\) .
. . . # #

Se sabe que para sumas finitas vale Z anbn 5; anbn‘ , si
í# .. 1' J \_ . .íaná es la suceSion ordenada en forma no creeien'be. Lue
go para funciones escaleras de ¿f , y por paso al limite para to
do par de funciones f('x) , g(x) vale la desigualdad

. m ¿- # 1-1 ,

SXIf(x) gcxn a“ é 50 th?) g < ,> a); . ua)

#r‘ . . ’ . .En otros términos, si LPNf indica que es equimedible con

Í'# , se tiene que

Smhfi‘fi) h#( 'ï) dï“ = .sup ‘5 f(x) g(x) d . 'Í (4o)ol 2‘) S fNokfw ÍX
1 ’ 2 Se

(fi Z O) o

La correspondencia h(x) —-7 hfiï) , que a funciones defin_i_

das en X le hace corresponder funciones equimedibles no crecien —

tes en Ei , no es aditiva ni subaditiva: _de h = hfh2 no se

puede deducir que h#'( E) í hÏ( 2¿ri-HERE) . Tan solo podemos

afirmar que si h =' hJ_-i_+h2entonces h#( E) = f1( + f2_(,

con fi( ) Nhi(.x) , pero fi puede no ser no-creciente. Ang

logamentesi Ihl á Ihl'I + lhzii es hfiï) ff?) + ff?)
con 137;) Nlhi(x).l .

Sin anbargo la fórmula (4e)‘ permite dar el siguiente sustituto

para esta propiedad de subaditividad:

si [h]? fi- l'h1(x)l + |112(x).l entonces para toda función no-cge

ciente LP(ÏI) (de modoque Y'fi ) vale:
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(n ,3 ,1 m . . u o” m,,, a. fl5 h#(ï><{1(‘g)aï- s5 hffiflupdg- + fmhgmwuï) ag,
O ' O O '(4f)

puesto que hfiïwïx‘ï') s. flvïg‘wfiiï) +r2(?>%‘({°> con

fng’) N Ihil Nh; , y basta aplicar (4e) .

En particular si ‘€(9) = 9%É (77) es la función caracteris1

ta de ['o;?1] , se obtiene que
xr

É" #,_.. , 3‘ #1 -# f ¡H
50 h ('Í) d°'/ 5 50 h1(’7) ¿7+ 5 hzhfi dv ,

'r'

O

Z. .É ¡m1 # ,, n l 5 # n. — l # A _ ,— hU) dl" í -: (-r)dr""+-: h(="') (1+ (4)
‘É SO / I S Sohl Á/ / É_SO 2 f/ // g

Esto nos dice que si sustituimos la función n#(E') por su promg
W m- t ü ..\ .

dio (en (0,?) ) hi't"(5;) = liso h”(7) d. , entonces la corres

pondcncia h(x) -—€>h##(ÉÏ) ya posee la propiedad subaditiva :

IhI 55 |hll + Ihzl implica_ |H**| <¿ ¡hÏ#| + ¡hÉ#| .

Este hecho, comoveremos, permite reducir el estudio del tipo

de operadores sublineales generales h = Tf al de operadores Sup

lineales que asignan a funciones f generales funciones particu

lares h É Tf de inidas en la semirrecta real y no-crecientes.
De (5), como D(>x) es no creciente, resulta que para todo .>\

vale

p )\ X D’l p \(Ilhll) > pS s D(s)ds), mms ps- ds: xau) .
p / o . o .

Luego se tiene la 'desigualdad de Chebichev

. , 1/ (5)
supNm). í, ('Ilhllp)p, mm pls. IIth.
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Si h#(}:) es el arre lo no-—crecientede h(x) ., se tiene
1 p l/P ;

de (4C) que sup I)D()\) | = sup IE hu?) , luego usarg
mos la notación

,_ l/p l/p L
Www p = Sup ¿mm g. = sup ¡1; h'”(‘g)I; , (6)

- ¡m >>o 2'90

y llamaremos "normadébil o de Marcinkiewicz"de h ,pues
1 l

(5) dice que {hsp g Ilh] Ip (.) {h pa no es norma, pero veg
Í 'J .

mos, siguiendo a Calderón, que para ¡>71 es íh‘íp eguszalente
g ¿1333norma. En efecto, pongamos, como más arriba

h'Ffl' (3:) = É h"'(=v‘;) ¿“[11 (63)

Por ser h# nof-creciente es evidente hfi'K-Ï) h#(-"y'-) , Si

{hip es finita, tendremos h#;(:>'})"/J'/pí Éhïp , h#( ) í 1+1
S.{ h-(p’V-T’Vp, luego de (Ga) sigue que ¿Hi-É”)í Tí: 5 ,
c = Imp-1) - Luego‘21“th s 2‘1/Phfi"'<“ï>í5.%{hïu

Í '1/p = _1 no es integrablepre que p ¡É1 (para p = l

y no vale e]. razonamiento). Por tanto, si definimos

1/13 ##- ‘7

Ilhllrfp = sup ¡É h (g)l (6h)
.4 F70

tendremos que

S7 4 4...9. Shr?
,h‘p - Ilhll p -D_l \ ¡p (6o)

De modo que IIhlI D es una " norma débil" equivalente a .lza
' 12?-' 2 ¡l

ihfip , si p 7 l . Pero, por lo dicho más arriba (ver (43)) ,
Z') Sip=oo , se define noo = Ilhlloo =II.‘-:1I¡ oo

LÏ
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h = hl+h2 implica hfi" s hï‘ü E3 + hÏÏ(É) , de modoque
t 1 a" F '

Ilhl l: D = SUDt; /p hh( LC) es realmente ung nomq:
Ils.‘

Ilhl+hznvps II'h1IIÉ.___.p+¡rhgilwp , Haz-11131,;=lcl IIhHNp.

p

.L

Ilhl! p .= O implica D(h, AI. = O ¿ra todo ,\ luego h = O
in";

p.p .

Observemostodavia que, para lép<co , la norma Ilhll p
M

es eguivglente g ¿a norma

_ 1 I"llhll' = SUP¿w S Ih(x)ldit (6d),- . 1- 1 /

es decir a la minimaconstante o para la cual se verifica
1.. l

Lineal d/Vcse (¡mm p , para todo conjunto E (Ge)¿J

En efecto, si /1.((E)= a , y si "Í'l(x) es la función caracterig

tica de E , entonces WWF?) = tag?) y por (4o:) y (6) tene
BIOS

.v j 03# _' A. 1: ..

SEIhqup :5 lh(x)l\‘(x)d¡¿ a: 50h<5’) wo,8( mí =

a# j, a( ¿ -¿Ï-l/p 1,.
= 50* (K m7; soáhíp 8 (1% 

' 1'; "/)
= h‘¿ ¿La p e h «9- 1. 23)-1"»lp“pm II “Lippi/«í ,

demoñoque Iihll-¿Epíïï-ÏÏ .
E = 2x ; Ih(x)7,\u; , será = D(h, )\) y ’>\Í¿(E).S- -'

Recíprocament e, poniendo
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¡w

9

Ilhll'”p , o sea M(X¿)1/p s |_lh|i?'__p para todo ÏN , lo
1-."I. ¿.1

. l_ l

Í Ih(x.)ld/’L th ¡tp (/¿(EH p do donde )/,,_(E)1/p á

que prueba que ahí í IIhI l' .
"p' M p

Asi pues, al ""abajar con norma'débil-p podemosusar cualquig

ra, de las tres definiciones (b) , (6h) o (6d).

Lg. Sean pA-,'I',qtres números fijos tales que

láp<r<iqíoo (#)
y veamos ahora comolas consideraciones precedentes permiten ex;

presar lo norma ilfl Ir en términos de las normas IlfI Ip _y

lli‘l lq , y análogamente para las normas débiles Ilfl I ._r _
Para simplificar la escritúra'supongamos que f) O Si

Ex =áx ; f(x)>,\; y WA= í("Exentonces la función

f(x) “PKÜÓ es igual a fix) si ¿(613)x y e. cero en caso con 
trario;

Usarernos las notaci ones.

fx = ÍÏE = f(x) si If(x)l;)>\ y a cero si If(x)|é)\
/

f) = r —f)“ = f(:{) si lf(}c3E'I/;;\ y a cero si lÍ‘(x’I>h

r = f‘“ +r . (7)
)«

Observsmosque si fé Lr(X,M_) entonces
¿X -' . . x
i. ¿LP<X,¡..L)- y f)\<€.Lq(A,__f'í) , (7a)
,\ . \. .

pues >\.íf , ¡f \I¿_ I , y p <r<q , luego"
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P p-I' r q q-r r
If>(x)I45X If(x)| , If (34).] If(x)| .

Más generalmente, dada una f6 Lr fija consideraremos pares de

familias de funciones, dependientes del parmnetro X )O ,

fl(x, /\) y f1(x,>) tales que
Í'(x) = 11(x,,xy +-f1(x, x) para todo ,x p o (7b)

fí(x,>\)é Lr (comoiunción de X ) ,

f1(X, /\)‘ C-Lq(X, >Q , para todo 3x>0

Por lo recién dicho, poniendo Íl(x,A) = fxbc) , f1(x,>)‘e:

=-fx(x) obtendremos un par que verifica (7h). A-veces escribi

remos dx en vez de dr-xx = d/I-f. .

A1 tratar eon funciones de dos variables f(x, >\) , >6- Eï ,
x6- X , usaremos la notación

Ilf( .MII m s m mu" >1/ull_ x = x,, o L =
’ Lim“) X /X LÏ

u s/u '*l/s
= II(IIf(x.,/\>Ilu>llLs = L<5X|f<x,;\) dx) d} (7o)+ a/.

Es decir primero se toma la norma-u respecto de x , luego la
norma-srespecto de .

Analogamente se define la norma mixta I If(x,¡\) I ILS(Hu) rg
l _ + 3:1

emplazando 1a norma II' Hu por la H “U 5' *’\ :ïu , es de 
. . u ¿"1 s

c1r tomando primero la norma m respecto de x luego la L+

respecto de >\ .
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Sea un par de familias f1(x,>\ ) f1(x, )\l- que verifican,

(7h) ; considerdas para cada > comofunciones de x , indica
remos con <fá‘(°,>\) = ¡Mapa; Íl(x, X) DE} ), <f1(=,>\);7i>

= ({x ; f1(x,>\l ) sus respectivas funcionesde distribu»
ción. Usando (2a) , (3) y (7b) tendremos:

I‘ _ m . _-1 I. GD\I' . .
lef(x)l.dx —r5,\,0ArNLM-Yui 2 So /\<f,2>\\‘TS

N/

n21“50 .\.“{11(«,x>;>-.}%+ rarí‘o>¿° f1<w\>;"\>ir" =j.f

= rar 5:: >\I‘-I>¡3P «flv, ,\);\ y + r2? 5: ¿>ï'ql>3<ïr1(o,xxx/HQ?

«r2? fi >%E|2rHL'\>I} +rar (al ¿ESI-if(«mi
x. l " HP >\ -'o I' ‘I 1 y mq /\ ,

de donde resulta

r r 21:59 p 3‘ q ‘
(HfIlr) 51.2 (HX Í‘1(x,.\)HLÏ(Mp)) +2 r(H_3\ f1(X,/\)HLÍ(Mq)) .

Si en el primer paso de esta deducción hubieramos hecho un cam r

bio de variables >21 = A,\ , obtendriamos de igual modo:
1_ ___I'-D _._D_r- ...9-"9- ¿1:51

##2 rxA p‘ p fl É)
“er i. r 4‘ (H) (XAHLlï

>r+A q (NEW r ) .
P) 'ULÏHJQ)

+310

w

11:.

Eligiendo A-para que ambos amandos del miembro derecho sean

iguales, se obtiene
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. mil “a
f 4.o ' p' ' ' f 1T '

l‘uidentemente (.'Zd¡ valecon ITs r zón si_

lf(x)| elfl(x,>\>l + If1<x',/\>.I .

Hemosprobado pues la siguiente prOpiedadz

1.8.1. Dada f G Lr , considerando los posibles Dares de fami 

lias f1(x.>\) . fl.(x.>\) que verificin (’Zb). se tiene

( fis x253 1llfll ¿o inf rII' P .lI. +lí Il
r r f1(x, >)+Í'1(x, 7‘)=f(x) LÏÜVÏP) f1 LÏWÏOÜ)

(Te)

con C]; = 2rr .

Como II' IIÉMp ¿CII Hp = C|.I “Lp , se tiene en particular
que

2:2- r_-q
f é;c ' f í f‘ q 12.,f

II IL. r 1 n \I "¿msm ¿1|ngqu <7)f1(_x,)\)+fl(x,)\)=f

Tomemosahora íl(x,>\)=f>‘ , fl(x,\)=f>\ (ver (11)), enton
ces tendremos que

2:2 .h 2:9; D l/D
¡mprn _ =H:> P’( -|.r/\<x>¡'ax> ’II =

LEM). SK P.

. 1 (D A PI 1/p

(. 5A ¡Jn-p Sle (x)|. dx 51%) =

_ — -1 1/ Iflx) __ 1/

= í Sxdejfx(x)-ID)\11 p d>\) p = (SXIfiprSO ¡FT laA) p:
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= erp ( ¿Irun dx) , cr,p —(.r-p)

m A
Si IIÍIÍÏr=I , obe‘henemosHf|[r=cr|.|l>‘ P‘f H

p IP(Lp)

yenálogamente I 'f‘l II. = CI. I|X(‘r"q)/qf>\(x,y)ll +P3 L3(Lq) '
O sea hemos-"probadola desigualdad opuesta a la (71") (si

II'fI lr = 1- , y por la homogeneidad de la norma para todo valor
de l Ifl )'.

Asi pues hemos probado que:

1.B.2. Para toda f €Lr considerando los posibles pares
flíxfi.7M). f1(x./\), que Vgificen (7h) . .V11M

2:9 A211. HfH!= mr {erprhl +H qffil } wa
r r1+rl;f LÏKLP) ’IEÁLP)

se tiene que las norma_s ILÍ‘ILILJV Hfl LIL son equivalentes:

. . 1/r .unuszr “susdmflunn
I 1 1< ....._.. ........

Crd),q i max{111) , o rï

(71°)

Esta preposición nos dice que conociendo las normas de Lp y

Lq , se puede hallar la noma deLr , si p<r<q , es decir la

norma de todo Lr "intermedio" , pero "salvo equivalencia? .. De

(7f) sigue Cr,p;q —-—*>c3 cuando p c c1 se acerca a r , es

decir e11‘."factor O'Constante de equivalencia" empeora. Sin em.

bargo usando un artificio indicado por Cotlar en [5' , pag .
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198, y que también usaremos más adelante en el , se puede ver

que (7f) vale todavia con una constante Crd),q SIC = constante
fija ( Í 3) . Podemospues decir que el procedimiento de 1.8.2

permite determinar el espacio Lr a partir de los espacios Lp y

Lq , salvo un factor fijo para 1a norma .
La proposición 1.B..2 tiene el siguiente complemento:

1.8.5. Dadasdos ternas p<r<q . s<u<v tales que

3'- : lZQ+Q , .3: = 1:3 +9 (8)
I' P q u s v

0'49 <1 , s=>,p , qu , (8a)

entonces se tiene la desiggaldad (donde C(u,v,r) > 0)):

u-s u-‘v .

Ilfllr? C('u,v,r) inf áux a ¿JR-Lx)" s h+|¡ xv f1" V q} (8h)
'+fl=f ¡Ji-(LPI) L+(L )

Demos-traci ón .
o<

Pongamos fl(x, X) = fx (x) , fl(x,)\) = fi (x) , L ¡s

Por la homogeneidad podemos suponer que IIÍ‘I lr = 1 . Tenemos

entonces que

11:23. r" ’- cx .5. l/s

3 15’-‘: = 0° u'S—l( ¡33‘ (') pd Pak]" > “¿1,13) Üb X 5' x ' x

El m u;q_1 q 1/V
II vfl! =[' (.f ();dx)qd)\]>\ 1 LX-ÁLQ') 5o X 5' X3" xl
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Comopor (8a) es €- 71 , 1 2:1 , podemos aplicar a las inte.r q

grales precedentes la desigualdad integral de Minkowski,y ten 
dremos por ejemplo que

II'x711“ \o< P=r( Í" . d
Limp) ¡ISI (x)| an

¿X s _ ,- A

_¿“€5ij (x)! /\u S 1d/\.)p/de_}1/p

rw_ o< a _

L SXIf(x)Ip(;(l)fl)Ó[]/MPS-1d Np/"dle/p =

Il
1/ #5392 1

<—1——>S Smpr °‘ Sax] /pu-s

Analbgamente
‘l

u-V -.. u-v x; -;-— V q+-—- — l/q
¡[valll <<-l—>_fSmxn «ch\

L-q) v-u L.

De la condición (8) se deduce que

V-SQQ = u-sgg = V-ugg ___*¡(_
q-p s t r-p- s u' q-r v u '

y poniendo 4K = ¿(r/u). se tiene que

r = p+-u'—ms-R: q+u3
9'49 "XV

Luego de (8C) y (8d) resulta que

s/p( xu-s-ld x ) é

(8C)

(8d)
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2:2 1 .I urv lg. s ‘ U ' v qf. \<C(IÍfl )* Il A f Il. <C(|Ifl
H >‘ “LÏ(Lp) I I' ' 1 LX(LQ).‘ Ir)

las que, si Ilfl'r v 1 = (I|;fllr)I‘/P dan
2:fi u-v

> c S é v 3 o OIlfllr¿0u,v,r{ll)\ illlLÍ(Lp)+ll)\ f1|¡LX(Lq) , c a a.

NOTA:

Las prOposiciones 1.B.1 , 1.I3.2 y 1.13.5 se encuentran demos

tradas implícitamente, y con los mismosrazonamientos, en la de

mostración de Zygmund de1_ teorema de I'-.ïarcin1-:Lewicz(ver el Cap.

XII del Iibrod e Zygmund). Es decir, no hemos hecho más que di

secar la demostración de Zygmundconnotaciones diferentes? usag

do normas LÏ(Lp) . Veremos en seguida que de 1.8.1 , 1.8.2 y

1,5,3 se obtendrá imnediatenente la demostración del teorema de
Marninki ewicz.

Vamosa caracteriza ahora en forma análoga la norma débil

I'Nr mediana las normasde Lp y Lq , supuesto p.<r<q:1

Para simplificar 1a escritura vamosa hacerlo para el caso Lp =
= L1 , Lq = La) 1‘.er . Vamosa probar en efecto que:i

1,824, Sea f(x) fija, consideremoslos Dosibles Dares flgx,Á),

illa X2 gue verifican Sbe} v pongamos
I‘_-l . ,__'—.L .

. # I" al . r l

Ili‘ll = inf {H 1 (mn +II,\ <- m (9)= >\ ’ L2?"(L1) a x’ L3? (L‘ID1;
dr
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E31}.onces la; normgg [If1[# J: y IIÍ‘I l, .ggn eguivalentgs ,
. sIi _

o ea exores la norm' áébil f r mediante las normag
l m _Ï-.IÏ l m

gg L ¡LL .' Resultado análogo vale s_1reemplazamos L. y L

por L.p , Lq cualquiera, con p- r q .

Demostración:
. . . /1) Sl N=|IfH I, y31 E={x; If(x)l>o<,\lrz ,entog

\

ces por definición de IIÍ‘I l; _‘1r’\"{f}r se tiene qlle á
(¿xxl/rF/q'm) é u l“rrr)? = (xr 2 y P0? te"¡JW/“¿(13)é X1 ‘o.

Pongamosahora fl(x, X) u=fui/r = Í' a flfx, x) = f Ál/I"cx

Entonces, como /«UE) 3X4“ , de (6e) tendremos que

. . la; ¿1.

Ilr1(x,/\>HLl= íIIJúmax = SEM}:de sur“ 171m)r’guru I. x I‘ ,
Ia;r_1 M

de modoque || >I' f1(x,>\)IIL1 íllfll. r para todo 3x, o sea
I;r-l 

1. = .

II. xr f IILQOCLl).Sllfll r. (9a)+
M

Como IfllsgrxAl/r , tendremos pana todo x y todo >\ ,

>\—1/rlf1(x,)\)‘|éo( = IIfII I, , o sea
M

-—1/‘I‘

H X f H: é l.f||" (9h)
1 LÏ<L°Ü I M r

De (9a) y (9b)' obtenemos

#
nmkrzgnfikr wo

1 LI
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2) Probaremoe ahora 1a desigualdad contraria. Sean dadas

Í'.1(X,X) , f1(X,>«) con f =-f1+fl . Para todo conjunto E y

para todo Á >O. tendremos

S Hundred ¡f1(x,A)|dx +5 ¡f1<x,,\>‘l'dx =
E E E

l-r I'-1  .l -l
= M JEV Ir1<x,>nldx+,\“ S-E\ rlr1<xmldx s

r-l ._1;I_' _— .1. -l

¿>10 II.>\1‘:1<X,MHLOO( + Hum ll >\ rrln+ LI) Lío (L )- 0

Como X es arbitrario, eligiendolo para hacer iguales los dos
últimos sumandos obtiene que

>Ï':_l 1 x3». 1...1.¡fuma “¿u rue-1! +|| rr II 5 (E) r .SE fl L9,?(ÉL) 1 ¿WLCD/fi

Comoesto vale para todo 11,361 , pasando al inf , tendremos

por la definición (9) , que

# 1'"; o
SEIfideP s c ¡Ifllilvrrum ,

.L'

-. .. #
para todo E . Por ('6d) o (6e) esto da ‘ SC Ilfll r ,

J‘.’ "'Ï '

que junto con (9o) prueba la equivalencia de Ilfll r y IIÍ‘I I? I,,
' - M M

q0d0do

1.0. Gonsider‘emos un espacio X con medida f4. y otro Y con med_i_

da N) . Consideraremos Operadores T que hacen corresponder e
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toda función f (x) w, deccierta.c1ase de ÍUnciones definidas en

x , una función h(y)' = Tf = Tf-l(y) definida en Y (todas las
funciones se suponenmedibles). T se dice sublineai si

¡wlezyl s ITflÏ+le2I y mom = lol Im p.p.
Si r,u 3'1 , se dice que T es de tipo (r,u) si T está defi

nido en Lr(X) y para toda ft; Lp(X) se verifica

IITfII < K IIfIl (10)
L“(Y,\)) “” Lr(x,¡u)

donde K es independiente de f . El minimovalor de K es la nor

ma de T que se indicara con IITIIr,u . Como Er es denso en

Lr(X) basta considerar que T está definido 81 E¿_y verifica

(10) para toda :E'G'ET ; entonces se le podra extender a todo
LI‘(X) de modo que (10) valga en Lr(X). Asi pues en adelante

trabajaremos con operadores T en ¿í . Se dice que T es de tipo

débil (r,u) si para toda féí EL se verifica

Ilell = ¡mom
M 3;":

u í K {Irl IgLr (10a)u

La minima constaní: K que verifica (10a) se llamará norma debil

de T y se designará con 2T.gr.u . Evidentemente tipo (r,u)
‘ p a

implica tipo débil (r,u) y
f r .

RT?r,u í' 'T' ¡m (10“

l 1):Si T es de tipo “(r,u) se dice también que es de tipo (r,ü
= tipo P , donde P =-(1/r , 1/u) es un punto del cuadrado uni
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tario, llamadocuadradode los tipos, si li: r ,u 15cv .

Sean p,r,q y s,u,v dos ternas que verifican, para cierto

o<9<1 ,

i __..1"9+ 9. ’ .3; = ¿:9 + 9. (‘8 bis)
r p q u S V

es decir que el punto. (Sl/r , l/u) es interior al segmento que

une los puntos (l/p , l/s) y (l/q , l/v) , dividiendo este
segmento en partes proporcionales a e y 1-9 . Se tiene en

tonces el siguiente teoremaz.

1,021l Teorema de convexidad de M. Risa;

Si T. gconsiderado en Ei es de tipo (13.8) y de tipo (OJD.

entonces 'I’ es de tiDo Sr,u¡- y vale lg desigualdad de convexi 

gd:

r H - 1-9 . g
lITl-lr’u 5 (llxlfpfi) (IITIICM) (lOc)

Este teorema fue probado por Riesz para operadores lineales que

actúan sobre funciones reales bajo la condicion adicional

pá s , qfiv (cfr. 8a)

Thorin probó que si T actúa sobre funciones complejas enton 
ces el teoremavale sin las últimas restricciones, pero la demos

tración usa entonces la teoria de variables complejas. Másaún,
Thorin mostró que (lOc) no puede ser cierto en el "triángulo su

perior" (p > s ó q 7 v) si T‘actúa sobre funciones reales única

mente. Calderón y Zygmundextendieron el teorema a operadores
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sublineales.

Una forma un poco más débil del teorema de Riesz, pero que'

traduce lo esencial de su contenido, es la que en vez de (lOc)

afirma tan solo que

¡TI 4 . 1-9 ellr,Ul C.(I|Tllp’s) (“THQ”) (10d)

donde C es una constante fija independiente de T y de los núme 

ros p,r,q,s,t .
Vamos a llamar teorema de interoolacion de Riez a1 que afir

ma tan solo (10d), y teorema de convexidad de Riesz al que afir

ma (lOc) es decir que C = 1 .

En el É 3 se dará la demostración de un teorema de interpola—

ción general que contiene al de Riesz comocaso particular, para

el triángulo inferior p.S s , q‘S v . En lo que se sigue se

sigue se dará una rápida idea también de la demostración del teo

rema de Riesz-Thorin para el cuadrado entero (que se basa en mé
todo de variable compleja).

El teorema de Riesz fué complementado y esencialmente genera

lizado por Marcinkiewicz comosigue:

1.6.2. Teorema de convexidad de Marcinkiewicz—ZYhmund.

Si el ooerador sublineal T (definido en ¿É ) es de tioo débil

(o.s) Ayde tioo depil (q.v) . entonces T es de tioo fuerte (rLu)

y vale la desigualdad
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S/P v/q
, (2) (9) . 1-9 e

IITI¡his cgi... +¿1...1? ({Tpfi} ), (213%”) , (l‘Oe)u-s v-u

siempre que u-x >O . v-u >O .v si se verifica

p 5 s , q í v (8a)

Observemosque 1.C.2. generaliza la parte esencial del teore_
ma de Riesz pues la hipótesis solo pide tipo débil. La general;

zación no es completa en cuanto en la desigualdad (lOe) hay un

factor que tiende al cn si r se acerca a p- ó a q , mientras que

en el teorema de Riesz este factor es fijo y‘mismoigual a 1 .

El teorema no es cierto si u = s o u = v .

Cotlar probó que 1.0.2. vale en todo el cuadrado de los tipos,

sin las limitaciones pés , qsv , pero su demostración no fue

publicada (salvo indicaciones en 1a biografia de Marcinkiewicz

por Zygmundy en E ). En (-fl.5 usaremos la ideabásica de
esta demostración para una situación más general. El. mismohe

cho fué probado en forma mucho más general por Calderón, como cg

rolario de su potente teoria de interpelación; en base a las
ideas de Calderón, O'Neil dió otra demostración directa para el

triángulo superior y operadores lineales. Así pues, aunquelas
demostraciones no están aún publicadas, supondremos que 1.C.2.

ya fué probado para todo el cuadrado, es decir sin las innitacig

nes pfs , QSV (pero siempre con u-v ¡ÉO ).

A-continuación vamma-a dar una demostración de 1.0.2. (bajo
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las hipótesis pfïs , qf¿v ) mostrando que es una consecuencia

inmediata de la expresión para las normas Ilhllu y Ilhllvu
que se dieron en 1.8.1. , 1.B.2. y 1.8.3. De esta demostración

surgirá en seguida la idea básica de la teoria general de inter
polación de Lions-Peetree, de sus llamados "espaces de moyennes?

Demostración de 1.C.2.:

Sea h =Tf , 1‘68. ._ Por (8h) , para cada >«>o , exi;2

ten las funciones f1(x;)\) , f1(x,Á) 'tales que f = f1+f1 y

tales que para ellas vale la desigualdad (8h) (sin el inf). Por

la sublinealidad de T, de f = f1+fl sigue ITfl S:ITT;|+ITf1I.

Pongamos hl = h;(x,>x) = Tf1 , bl = h1(x,>\) = Tfl . Enton

ces Ih(x)i15 Ih;(x,)\)l+1h1(x,>x)l para todo '>\ o Aplicando

(7d) con h en vez de f, u en vez de r, s eh Vez de p y v en vez

de q , tendremos (ver la observacion que sigue a (7d) que

u-s 9.:!

|th ác,)IIXSh1II +II>\VhII .u u Lim E’) l LÏ(MV)

Comopor hipótesis, para todo hj> O , h; = Tfl verifica

uh ll Msi {cn,ps||r Hp ,y como mln Mvi-chíqvurlnq ,
de la desigualdad precedente sigue que

u-vu-s r __.

IIhI ¡us eu T pau As I1IIL3(L)+CU_{TÍQVH>NVf1“+
.v q

P L+(L)

De 1a última desigualdad y de (8b), que por la eleccion de f' ,
f , vale para estas funciones, resulta
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lIhllui?C'IJ.,v,rP\T}p,s +{TÏ'QVJ“fllr' '
' W

Es decir IITfIlusc.llfl lr con c 5 enviara; {fiqv .
Esto ya es 1a parte esencial de la tesis, salvo que en vez de

1;9z 9' ' ‘ . .
{T}p,s ‘qu,v tenemos {T}p98+={T}qy . Pero con el artificio
ya usado, de sustituir )\ por A). , obtendremos análogamente

. I"-'S ' r-vñ a +
1a misma dealgualdad con la constante A {T}p’sí A {r}q,v
y para una conveniente elección de A esta constante se reduce a

1;9 9' - . Q 
{qu,s {T)q,v , teniendo en cuenta el valor de 9 en (8bis) ,
c.d.d°

La demostración que acabamos de dar en 1.C.2. solo se basa

en la caracterización de 1a norma Lr en base de las normas Lp y

ÏquLq , y en 1a relación (8b) entre'las normas Lr y las MP, .

Esta última relación puede (8h) ser deducida_faci1mente de la cg
racterización l.B.4 de las normas dïflr , comoveremos más ade —

lante. Las consideraciones que preceden pueden pues resumirse

asi: Partimos de los dos espacios fijos A0 = L1(X,/{) y A1 =

= L03(X,}L) ,y suponemos por supuesto conocidos los espacios DE

de 1a variable real <ih/’X . A partir de estos dos espaCios

A0_y A1 , y mediante las normas La , la proposición_l.Bw2. nos_

permitirá definir todos los restantes esoucios Lr(X,fL) = Ar ,
por decir asi, los Lr intermediarios entre A0 y A1 . La propo
sición lqu4- nos permite definir análogamentelos espacios inter

mediarios débiles r(x,¡uu . Doestas definiciones 1.8.2. y
1.13.4 se mide deducir 1a relación 1.B,.1¿nt1«e la norma L1”y las
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bién el de Riesz, para el triángulo inferior, son consecuencias

inmediatas de estas caracteriz'aciones de Lr y Mr mediante Ll =

A.

L1 y A1 el LED , v más generalmente tomar dos espacios de Banach

0‘ y Lm = A1 . Podemos olvidarnos ahora que AO es el espaCiO

cualbsgmiera.A.o y A1 , para cada >> O , dos elementos fl()_c,/\)

G A0 , f1(X,¡\ ) 6 Al tales que fl+fl sea constante = f , pa

ra todo Á . Luego aplicando las normas Lp+(Ao.)hyLÏÍAl) a

fl(x,,\) >53?“pr y f1(x, A) Á(q—r)/q podemospor la fórmula

(7e) definir una nueva norma I IfI IA que dará origen a un nuevo

espacio . Se obtendrá asi una eficala de espacios Ar entre
AOy A1 . Para poner en evidencia que A1,se obtuvo mediante

A(r—p)/P(7e), o sea usando LI: con el factor y L2 con el

factor XÏ'qVqJ se usa siguiendo a Lions-Peetre la notación
r_ -D r- . rAI.—S(p,—13-,AO.;q,'-q-q,Al).Llamando-fÉoáo ,

2459:041 escribjremos AI,= S(p ,uo , Ao ; q ,Io¿1 , A1) .

De est'emodo para toda cuaterna p,\';>lo : q,\->l.1 , tenemos un es

pacio entre Ao y A1 . Asi l.B.4. nos dice queisi A0 = Ll ,

A1: LCD entonces Mr =' S(CD ,15; , A0 ; co , -—;IL:, A1) . La

prOposición LB”. nos da una relación entre dos espacios

S_(p,0(o,Ao.; q,°<1,n1) y S(s, fion ; v, 61,181) cuando los
p,q y s,v están ligados por relaciones del tipo (8) y (8a) .

Está pues claroique todo lo dicho precedentemente puede formg

larse en forma general y se obtiene asi la teoria de interpola
ción de Lions-Peetre que detallaremos más abajo. Pm‘o antes de
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pasar a la teoria general, recordemosrápidamente algunas aplicg

ciones clásicas de los teoremas 1.C.1. y l.C.2.

;=;h_ Muchosoperadores del análisis Clásico suelen presentar

tipo en todo un segmento del cuadrado de los tipos, salvo even —

tualmente en los extremos donde suelen tener tipo débil. Los

teoremas de Riesz y Marcinkiewicz resultan por tanto métodos

unificadores de la demostración de estas propiedades, pues ellos

reducen la demostración tan solo a dos puntos del segmento.

Recordemosrápidamente algunos de estos ejemplos clásicos .

a) Opergdor de convo]¿1_q_i_ó_n_.Sea k(x) E LríEn) , ljrso ,

una funcicín fija y definamos el operador [Tf1(x) = rm; = (')

= SEn f(x-t) k(t) dt = íÉnk(x—t) f(t) dt . El teorema de Young
dice que este operador de tipo .l/s
(p,s) para todo par p,s que 1 C ‘x
verifique E}ñ
l—l=x=1_l ,
P 3 p É E} a+b

1\ F t
(1'”' í" 5:1) , y T11 El

D P g

' c
lITIIp,S..lIkIIr .

O sea es de tipo en todos los *’/
O D D1 A_1 P

puntos del segrento DEparale

lo a la diagonal‘OC, a distan

por razones tipográficas, el operador de convolución lo escri
biremos # , y no con una estrella, como se acostumbra.
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cia CE:1; , inclusive los extrenos. La verificación del tipo

de este Operador en los extremos D y E (es decir que T es de ti

po (r#,a>) y de tipo (1,r)) no presenta dificultades y es Conse

cuencia facil de 1a desigualdad de Holder. El teorema de Riesz

da entonces el re to de la demostración del teorema de Young._

b) Operador;de Fourier. Sea [ Tf ](x) = Ï(x) 1a transfor

mación de Fourier. Es inmediato que I;(X)ÍÍE Ílflll para to
do x , o sea T es de tipo (1,a3), o también presenta tipo en el

punto A. El teorema de Plancherel dice que IITfI|2 fglIfII2,
o sea T es de tipo (2,2) o en el punto F. El teorema de Riesz

permite deducir entonces que Tf = E es de tipo en todos los

puntos del segmento FA, es decir que es de tipo (p,s) para todo

par p,s queverifica l/p + 1/s = 1 , lépAS2 ,y IITI[p,síl.
Hardy-Littlewood y Paley probaron que para f presenta también el

siguiente tipo) con medidas ponderadas:

A p n(p'2)
(SEn lf(x)| le dx) s Ap HfIlp

(11)
CD A#¡3n p p“2 n .

(SOuf) (;)I í aï) g Ap¡Imp (Sl 1912)

y nuevamente el teorema de Marcinkiewicz permite establecer facil
mente estos teoremas.

c) Transformadas de Hilbert. La transformada ordinaria (ó 1
... _ CD

dimensional) de Hilbert, se define como L HÍ'J (x) = 5 ¿SÉ-Hat:

= 11m í 21%:ïl dt = f#'% . Aqui Hf es una convolución¿»o ltl>E

con el nucleo singular k(t) =n% , y k(t) tiene la propiedad
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homogénea k(at) = a'1k(t) si a>O , además k(1) t k(-1)=O.

Enacaso de En , se toma un núcleo k(x) , ern , tal que

k(ax) = a"nk(x) si a>O y tal que Sl<lzk2k(ic)dx :0 . El
operador _Hf = f#k se llama entonces operador de Hilbert n-di 

mensional. Estos operadores de Hilbert. resultan ser de tipo

(p,p) para todo 1< p<oo y de tipo debil (1,1) para p = 1 A;

es decir son de tipo en todo el segmento abierto OC , y en la

punta C presentan tipo débi1.. La demostración de este dificil

teorema se hace en dos etapas, probando antes que T es de tipo

(2,2), 0_cn el punto F (esto es más fácil por ser_L2 espacio de

Hilbert), luego que T es de tipo débil (1,1) en C. La aplica —

ción del teorema de Marcinkiewicz permite entonces deducir que

‘I‘es de tipo en todo el intervalo abierto FC, y el resto ya _es
consecuencia facil de la "simetría" del operador convolución. Eh.

este caso la aplicación del teorema de Riesz no seria_posible
pues en G.no hay tipo filerte sino tan solo tipo débil.

d)i_Q_peradorespotenciales. Si f(x) está definnda en ern

y si O(j <n se define el operador potencial, o integral frac-_

cionaria por 1a fprmula [HKÍ'](X) = “El?!le = s "flj'áïgdt'. En Ix-tI
Este operador rnsulta ser de tipo (p,s) para todo par p,s tal

que 1/p - 1/s = F/n , B/n ¿1_/p< l , o sea en todo el seg

mento abierto DE con CB = U/n . En la punta E el operador no

es de tipo sino de tipo débil es decir de tipo débil (ia-gfi).

Si en esta definición de [HBÍ' ](x) se hace variar x no en todo
n . . .

B San en un subeSpaCio , y se con81derala normade be
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respecto de la medida m-dimensional, entonces H f resulte ser

de tipo (p,s) si l/p —(m/n)l/s ='5/n , ïS/n < l/p«< 1 , o

sea en el segmento abierto DE' que resulta girando DE en una pen

diente m/n ; nuevamente en la punta E' el operador presenta

tipo débil pero no tipo. Tambiénla demostración dé estos teorg

mas(debidos a Hardy-Littlewood y Sobolev) se hace probando prime

ro el tipo en el punto Fl (ó F') , luego el tipo débil en la pun
ta E (ó E'). La aplicación del teorema de fiarcinkiewicz permite

completar entonces la demostración para el resto del segmento.
Observemos todaviá que HardyéLittlewood (para n= 1) y Stein

Weiss (para n2>l) probaron que H f presenta también tipo con6
medidas ponderadas; más exactamente vale que

, 1 .

<5 IT fix)|slx|"nosdx} /S g Más If(t)lp|tlnapdt]1/pE“ En

si

-]—'--J==E—(a+b-), 1<p58 , a<l--= , b<l ,
p . (lla)

OSa+b<Ïé
n

O see, respecto medidas ponderadas H6: presenta tipo en el seg

mento abierto DlEl paralelo a DEa distancia a+b . Según se

probó en L6 J en la punta El hay todavia tipo débil, pero no
fuerte, y resultados análogos valen si x Verie en EP con
m <[n .

Se entiende que estos resultados vale] con másrazón para el
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#
Operador. Hsf definido, por ejemplo en caso n = l , por

L X ,

H1”f(x) = SOfic-1% dt (llb)

c) Operador ma"imal de Har -Littlewood. Este ‘se define,_ por

ejemplo en El , como

(I.If](x) = sup l. S lf(x+t)l dt (llc)
¿>O Í H<E

flete operador resulta ser de tipo (p,p). para todo l<p5co , es

decir en toda la diagonal'OC salvo el punto C. En el punto C el

operador es_de tipo debil, es decir tipo débil (1,1) , pero no

tipo fuerte, Nuevamente, la aplicación del teorema de Marcin 

ldewicz permite establecer en seguida este teorema, umavez que

se haya probado el tipo débil (1,1), pues el tipo ((0,0)) es in
mediato aqui.

Un teorema análogovalepara las llamados operadores maximales
de los teoremas ergódicos.

Una consecuencia simple de este teorema de tipo del operador
(llo), es que el merador

x
Mlflx) = l 2 lf(t)l dt ( í Mfcx» (11d)

x O

es de tipo (13,?) para l<pSCD .

Hardy.probó que le presenta además tipo respecto de la medi
da ponderada trdt , en el sentido que:

1/p oo 1/13

{soonüfixnp 1:1"th g .10... |f<t>lptrdfl (lle)O p-r-l 0
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si p - r - 1 J> O

Por supuesto resultados análOgos valen para
CD

5 If(t)| dt .x

Estos ejemplos más simples ilustran la importancia de los

teoremas de convexidad de Riesz y Marcindiewicz que permiten ,

o facilitan grandemente, 1a demostración de teoremas dificiles
concernientes a la continuidad de operadores en los espacios LE

cuando esta continuidad tiene lugar en todo un segmento del cua

drado de los tipos.
f) Espacios de Lorentz: La fórmula (lle) permite precisar lo

que hemos mencionado a continuación de (4g) con respecto a la

función h## . Para cada h(x) , definida en un espacio genea

ral, tenemosla h#(E:) correspondiente, definida en [ 0,00),

no-creciente y equimedible con h(x) , de modoque thlp =
IIhÏIlD . La correspondencia h(x) ——%>hÏK‘E) no es en gene

ral, sublineal, y se ha definido otra función (no-creciente y
de la variabl‘ real) h##( F) tal que la correspondencia

h(X) -«e> h #(ï) ya es sublineal° Pero para Queesta otra

función h## pueda reemplazar a la h# (en lo que al tipo se
. . ## . .

refiere) tendriamos Que saber que ILh es igual, o equivg
4 Hp

lente, a lIhII;D = ILhJ||p . Esto es efectivamente asi, pues
###: - , #t #### _ #k ##

como h es un promedio de h , h = Mi_h , y h es

no creciente, tenemos que Hifi?) HK?) , ILh 'Ilp: >,
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llh#H . Por otra parte (lle) nos da que ||Zh##l¡plácllhifil lp,
con meIdida ordinaria asi como ponderada (si p] 1 ). o .Luego

las normas IlhI l'p .= I I;h#lIp y Ilh#;"hlIp son equivalentes. Si

h(x) = [Tf](x) es un Operadorsublineal, definiendo Tlf =
= hfikÏ) obtendremos otro operador cuyos valores son funcio-r

#f-‘liínes h no crecientes, en [0,cn) , y TÍ? será de tipo (p,

s) si y solo si lo es Tlf (si s 7 1 ) . Este hecho permite

simplificar en algunos casos las demostraciones, pues la fun 

ción him es de tipo más particular que la h(x) .
Las propiedades (lle) y (11a) , referentes a tipos pondera 

dos, están vinculadas a la teoria de los llamados esogciog de
Lorentz que generalizan a los espacios Lp y los Mp. Eh efecto

la norma IP de Mx} puede escribirse en la forma

¡.Ihfiïn ID= Iln#<ï>E1/P ' “PI ¡p (o como

Ilh#(";.) É'l/p _ l/pl Ip ), y le norma Mr puede escribirse en

la forma llh#( ). 1/13]Im _= “ha; )Ï1/p " 1/(1) | [CO (.0 como

[|'h##(ï)}'1/p w l/mIICD ). Esto sugiere llamar L(p;p) al

espacio Lp , y L(p,oo) al espacio Mp, y definir más general

mente el espacio L(D q) mediante la norma
— 2

(111‘)

.# - _ _# T tal/P " 1/q _ # - >..1/p - 1/0.
“hll(p,q)'“11(j,)) “Cl-“11(5);

o mediante I o ## q. .l/p _ l/q
Ilhll'(p,q) = “h (y)? Ilq . (11g)

# ..
Asi por ejempï'o, si 1<.ps2 , es p = p/p-l' 32 , y el te_c_>
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rema (11) de Hardy-Paley se escribe:

IIÏ‘IIS ' <A llfll si 1<p<2 (11 bis)

Lorentz introdujo estos espacios con la definición (llf) de

norma. (llf) es realmente una norma si 1‘5qu , pues enton

¿gl/p " l/qces es no-creeiente y la fórmula (4d) muestra en

seguida que en. este caso vale la prOpiedad triangUlar (subadi'thzis

va) para ¿(1113). cambio. como .h .____>hifi es siempre subadil

tiva, (11g) es siempre una norma, y es equivalente a la norma
(llf) por lo dicho más arriba. La introducción de la norma más

ventajosa (llg) so debo a Galderón quién perfeccionó considera

blemente la teoria de los espacios Lorentz, extendiendo a ellos
los teoremas de interpolación de Riesz y L'ïarcinkiewicz. En pa;

ticular, vemosque el teorema de Marcinkiewicz 1.0.2. puede fo;

mularse diciendo que si T es de tipo Ii(p,p) --> L.(S,m) y de
’ . ——.— at ns T s ' —-—tipo L(q,q) 7L(v,00) en once e de tipo L(I_,I_) ‘2

L'(u, u) Si
9

I‘ q u S v

Calderon probó que estas hipótesis implican todavía que T es de

ti o L ---‘>L ' - od -- dió .n li —p (r’t) (¡1,13) para t o t , y otras go era za
ciones análogas para los otros espacios de Lorentz.

A los espacios de Lorcntz se puede llegar también supe-rponign
ft

'PY
. # .do la correspondenna h —> h con el operador potonc1al I
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de (11h) . En efecto, como h#('g') es no creciente resulta
claramente que

c h#(€)'í"6 5. [#9115 ](E‘) > c h#(2?Ï)(2.-F)K
1 1

Poniendo X: 1/p - l/q ,se ve que la_norma-q de hqlïkf‘ÏHEÏD-ma

es equivalente a la norma-q de H;(h#) . O sea la norma de Lo

rentz puede definirse como IIH3;(h""L)I[q con l/p —1/q = ‘6 .
Los teoremas (lla) permiten entonces deducir varias propiedades

de losespacios de Lorentz. Por ejemplo naciendo, en (lla),
a = O , b = 1/s -E_ , E: (r-1)/(r+1) , se obtiene que

# = #-#-5 C #' Si 1<P52(.llh)
p (p ,p ) (p D),

y más generalmente se obtiene la desigualdad de Calderón:

< l ' .Ilh“(p¡,r) s C llh“.(p,q1 Sl lSq<rscn (111)

En particular se ve que la desigualdad IIhII íl Iïh“ p.

es caso particular de la desigualdad I Inl IMPS‘ICÉII-hl I (gq).
(que se reduce a la anterior si q = P Ï'.

Recïprocamente, la teoria de los espacios de Lorentz permite

deducir y generalizar propiedades de tipo de los operadores

HGÍ'. En efecto, HEÍ‘= f # leñ'n , 0:4 u<n , donde la
función IxIÏbI-n no pertenece a ningún Lr (sino el teorema de

Hardy-Littlewood-Sobolevseria cmsecueneia trivial del teorema
de Youngde a) de los operadores de convolueión ordinarios).
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Pero es fácil comprobar que la función
«nlxlb/ pertenece al

espacio de Lorentz Lola-EE, oa) , o sea que el operador H6 es

un operador convolución en espacios de Lorentz. Lorentz. [44:]

y O'Neil [IQ J extendieron el teorema de Young de a), a espa__
cios Lorentz y con ello obtuvieron una nueva demostración (y e;

tensión) del. teorema de Hardy-Littlewood y Sobolev sobre el ti

po de IL6 . Sin embargo, parece que estos teoremas de Lorentz
y OFNeil no abarcan la desigualdad más precisa (lla) y sus ex 

tensiones en [6‘ , y posiblemente esto se conseguiría exten
diendo a espacios de Lorentz el teorema ponderado de Youngy

sus generalizaciones (cfr. ¡:5 ju;).

Comoya dijimos, los teoremas de Riesz y Marcinkiewicay

las cuestiones relativas a continuidad en espacios Lp , Mp”y de

Lorentz, han orignado una teoria general de interpolacióndesg
rrollada Por Calderón, Gagliardo, S. Krein, Lions y Peetre.

A1 final de 1.C. ya hordasindicado la idea básica de la teo

ria general de Lions-l-P'eetre; vamos a detallar un poco más las

bases de esta teoria.

Ante todo, si A y B son dos espacios de Benach diremos que A

está continuamente contenido e}; B , y escribiremos AÁB ,

si A está contenido en B como conjunto, y si para todo a6 A

se verifica “¡a! ¡Z135c [la] IA donde c no depende de a (es
decir, la correspondencia a -v>a es continua, considerada de

A en B).
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Sean A0 y A1 dos espacios de Banach fijos continuamente. con

tenidos en cierto espacio de Banach B: A04 B , A14 B . En

tre todos los subespecies de B que contienen continuamente a A0

y a AI hay uno minimo que se designa A0+A1 , y que es el sub

espacio de B formado por todos 10s elementos a6 B de la for

ma a=a0_+aI , 80€ Ao , ¿316111 ,ycon norma

Hall: - = inf (IIaH +Ila|l ) (12)
AoFAI _‘ ° Ao 1 A1

a"¿‘o'Ha‘J.

Analogamente entre todos los subespacios contenidos continuamen

te en A0 y A1 hay uno máximo que se designa Ao A1 , formado

por los a 6 AG.n A‘1 con norma

la :1. = max ¿[Hall IIaH 1, . (12a)

Si non A14 A4%}¿1 se dice queA es Qtwgiggig entre

¡»on A1 y ¡LojH‘al o

Consideraremos funciones vectorial es a( /\) , que a todo

X >O le hacen 'Jrrcspondenun elemento a()\) € .¿LoerLJLque su_

pondremos medibles en_ A . La norma IIa(>\).-I [Aa es una fun
ción numérica de /\ , no—negativa, y podemos considerar su in

tegral".en >\ , y escribiremos

1/p
o _ 0° - P'd,\ .

¡Mmmm — (. so (llaQÁHIAQ) T > (12h)+ on.
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Si [|a( ))| [L . < a) escribiranos a( /\) G Lama) .
LEM. ).o

Análogamente se define llall p. . De acuerdo a lo visto en
. L+( ' )

1.0., dado a€AO+A1 , consideraremos los posibles pares de

funciones al(>«) y a1(,\) ,tales que:

a1( Á): + a1()\) = a para todo )\ , o casi todo X , (120)
p CX. pe

35° a1(É>\) C L. °’(Ao), , Ál a1(>\) e L-1(A1)- (12d)

donde (XO ,_°(1 , po , pl son cuatro números fijos tales que

°<0Ï><I<O , lspisoo (129)

Si un tal par al.()\) , al(>\) existe, y. a á al( >\)-_+al(>\) ,

diremos que a pertenece al esoacio S(po,b(o_,Ao '5 pl,<x1,A1)

(de Lions-Peetre), y definimos 1a norma en este espacio por

"o °<1

i n r HA a1( mp +nx almtkl iL )a=a1w+a1o> 0010 ml)
(.12Í')

(R)P(01Ao3 RLiulvAl)

P P
Eg'emflo: s_i Ao = L ° , A1 = L l , po ip<P1_ , entonces

S(p0.,:>(o,Au;p1,°(1,A1) = LP si No = (p-pJ/pb ,_°(1 = (p-p1)/í)l

o si ¿Kay 911 verifican 1/p = (1--(9)/po + O/pl , v '-—

Q = Dio/(Nowoíl) , de acuerdo a lo visto en 1..C. ¿“málogama-é
. 1 _ . . . .

te, Si A0.: L v Al = LCD v Será S'GCJ!1'%'A0 i CDI-'É'JAI) = Mp:

= L(p9m) °
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Pe este modo a todo par de espacios A0,A1 se les hace co 

rresponder una escala de espacios dependientes de cuatro parámg

tros p0,c(oflp1,c<1 . Pero en realidad estos espacios depen —

den sólo de 3 parámetros pues es fácil ver que vale la nroQie 

dad homogeneidad: ei >¡fi o entonces S(p0,e<o,A0;p1,c<i¡A1)=

= s(p0,>cx@,A0,; pl,XCK1,A1) . Poniendo

g = del/(No.05) , o<e <1 , (13)

resulta de esta pr0piedad que dichos espacios solo dependen de

los 3 parámetros Q , pb‘, p1 y Que
\

O

s(po,c<o,Ao ; p1,cK1,A1), = S(po,Q,A° ; p1,9-1,A1) (14)

La propiedad 1.5,3. se formula ahora en terminos generales

9.5i:
si

p 5-8 , qév y si l/r = (l-G)/p +Q/q , (8' bls)
1/11 = (1-9)/s- + G/v

entonces . _ _ _ ' .

“Pr 5%“?:Aa 3 q, gig, A1> 45 s(’s, 3-? .Ao. ; v, 9%}! ,Alx- (15)

Gen los mismosrazonamientos de l.C., y de las definiciones

(12f) se deduce facilmente que vale el siguiente teorema.de in

terpoleción (que contiene esencialmente_el de M. Riosz para el
caso particular p = s , r = u , q ='v , 11<I'<o ) :
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V J.

T lleVa A: en B y A1 en en forma continua. es decir si
1,B.,1. Si T' es un Operador lineal de Aq+Ai1 en Bc++Bl tal gue

Ta 4 !l—. o . S ¡"a
ll HBO?“II HAWBOHallAa, II aIIBl IIIIALBlIIIIIA1

(16)

entoncesT llevaen forma continua S(DC,°<ó_,_A_:3 g¡,e(1+¿1) gn

¿magoraou 12414.91)v vale

“Tau sum“ ¡m Ig llall
(po,do,Bo;.p1,0(1,B_L) AGB0 A1131 (%,«O,Ao;pï,o<1,A1)

(163)

donde G es dado Dor (12).

Asi pues los espacios S definidos por (122€)son espacios in

termediarios entre AODAl y ¿10ml tales que para ellos vale
el teorema de interpolación de Riesz. Surge 1g prefi'unltg gué

otros esoacios A9 hay, entre AoñAl y_ ¡40+A1 Egg los cuales
valgael teoremadeinterpolgpion.AquIMWWM
E923: que el teorema de interpolación valga para operadores T

de AQ+A1 en otro Boi-'81 , o que valga para Operadores que van

de otro 304+B1 al dadoIAO-HAl .

En el segundo caso, tomando Bo = Bl = recta real ., de modo

que B9 = Bo = E1 , y definiendo para todo >\ real,

X e Bb+rBl¿BO , Tz\ ==/\a , donde a es un elemento fijo:

de Aaflfil _, tendremos que IITI I’BOAO= “¿2|le , “TÍ |2131A1=

= lla! IAl , y si queremos que el teorema de interpolacion se
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verifique para AQ, debe verificarse la condición necesaria

1-9 9

“al ¡AQ S c9 Hal I'A I la] |A1 para toda a 6 AOÑAl (17)o

Pasando al"íprimer caso, tomando nuevamente Bo = 13Q= Bl =

= recta , fijando un funcional (¿0€Aymí y definiendo el

operador Ta = (Día) (=. nmnero realG BO+Bl , de modo Que '1‘ :

AO+Al -.> BO+B1 ) , se tendrá [|11|A0130 = Hip" ¡Aa , “THA _-.

= “WII , ( Ai = dual del A1) . Luego si queremos que el teg

rema de interpolación valga para operadores T que van de AotAl

a otro BO+Bl, debe verificarse el teorema para este T particu
lar, lo que da la condicion necesaria:

N, . ,.l g
“WI |A| S cg “WI ¡Ac IW.“H n para todo funcional (17a.)

e o- A:L ¡A . .VG-Ao ¿í

Usando el teorema de Hahn-Banach, y las desigualdades aritmg;

ticas (aquí. a,b son números)

1-9 O 9 9-1‘
a b í- (1-e)a+:eb = inf (1-O)>\a+9>x b ,(17b)

X> o

se llega a transformr la condición (178) en.1a siguiente: pa

ra todo X>O existen ai ¿Ai con a ==:ao+a1 tales que

Q 9-1
<. — ¿I C .

IlaollAgi ego e) x HallAG , IIÏIIA1_ ego >x HanAQ
(18)

Se prueba entonces fácilmente la siguiente proposición (deb;



-47
da esencialmente a S. Krein):

1.E.2¿ Un esnacio Ag verifica (1:22 si y 801933;

s(1,e,A° ; 1,9-1,A1)_>- A Un esnacio A9 verifica (18) si x

¿glui A 4 S(CD,9,A0; oo,9-—1,A1). O sea, altre losespacios
que verifican (17) hay uno minimo o de norma más fuerte, y hay

uno máximoo de norma más debil entre los espacios intermedia —

rios que verifican (18).

Se tiene además que:

l E. . _S_i.X1 verifican 18 resnect. (l entonces

S(p0,C>(o,Ao ; p1,o(.l,A1) S(qoz (‘30,)(0 ; ql, f=’l,X1) frespecti-s

vgmentg “x; )' _sj._ 90 <0 <- , l/qi = (l-Gino +- Qi/pl ,

Pi = (1-ei)o<o+ei.xl (1:0,1) (19)

m; particular, si A0= Ll , A1 = L00 , sabemos que

S(cn QLl " oo 9-1 LCD)-"p-L I con Q=1—-(l/)v y t ’ 2 ‘l'l ‘ (,p,m) * - p 9

luego L(D oo) = Mp _e_s;el eSD‘dCiOde nor-"Ja más debil entre LJ'
. _ , . .

1 Lcn, que cumple (18) para 9 = 1-(llp). AnálOgamente puede

mostrarse que L(D,1) _es el espacio más fuerte que verifica
(17) con 9 = l - l/p . La desigïnldad (7d) resulta asi ser un

caso particular de 1.3.5.

De este modo las nroniedgdes l__._l_ï.l., 1.15.5, x S152 prgpor —

cionan (repitiendo los razonamientos del final de 1.0.) ¿gg for.

Mgcúón abstracta del teorema de ívïgrcinkiewicz(para espacios

A9 que cumplen (18).
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No vamosa insistir en los detalles que creemosya son ola 
ros de la analogía con 1.0.

Si se toma Ao = C.= funciones continuas , Al = 01- enton

ces resulta que el máximoespacio S(a),Q,C. ; m,9-1,C1) es

el espacio de las funciones lipschizianas que verifican

sup_ |f(x+h)-i'(x)l :E' C h9 , h > O , y el minimo eSpaciox
S(l,co,C ° 1,9—1,Cl) resulta ser el de las funciones f(x) que’

verifican

Sml|f(x+h)-Í(X)HCD Él} < c
o 9 h Nh

Si se toma Ao = Lp(O,cn) , A1 = LE (con norma Ilfll =

= Ilfl I_p + Ildf/ÓXHLP < co ) entonces el máximo espacio es
1-, .

el de las f(x) queverifican llf(x+h)-f(x)|| p 5C hgL
(h > O) , y el minimoel de las f(x) que Verifican
°° -9 dh

S Ilf(x+h)-f(x)ll p h 73' 5° o
O L

Análogamente se puede ver, según mostro Peetre, que los de —

más eSpacios d( TJorerttz se expresan (como Lp y Mp) como espa 

cios intermediosde Lions—Peetre entre L1 y La) .
Claro que 1.3.2. determina todos los espacios intermediarios

que verifican (17) Ó (18), pero de ningún mododetermina a los

espacios para los cuales vale el teorema de interpolación formg
lado más arriba, problema Queparece presentar serias dificultg

des. (si se pide que el teorema de interpelación valga tan solo
para espacios lineales), ya que (17) 3-“(18) son tan solo cond_j_._
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ciones necesarias para la solución pero no suficientes.

En lo que sigue haremos uso del siguiente tebrema de Lions 

Peetre, cuya demostracion es elemental y puede deducirse fácil
P

mente de la analogía con el caso particular L i = Ai :

. p p
1,E¡4¡ Se tiene gue S(pb,><o,L °(A°) ; p1,cxl,L 1(A1)) =
=IJp[S(p0!(x0)Ao; Si

l==¿¿3+9 , e=wgwgwfi). (mm
p po pl

Si Ao :L-O , A1 = L , este teorema dice que LP(LP) es

un espacio intermediario de Lions-Poetre de los espacios
Lp°(LPb) y Lp1(Lp1) ¡ Sin embargo este teorema no permite og

tener a LP<Lq) a partir de Lp°(Lq°) y_ Lp1(th)' . Por tag
to la.combinación de este teorema con 1.L.1¿, 1,E.5. y (15) tan

solo conduce a una extension íncompleta del teorema de Riesz

para LP(Lq) , debida a Benedethanzone, aún para e1"triangulo

inferior" de 1L tipos (en cambio el teorema análogo de la Teo
ria de Calderón abarca completamente a1 de Benedethanzone).

Mencionggemos_todavia que (si AOCIAl es denso en Ao 1 Al )

el dual de S(po,;io,A0 ; p1,:K1,A1) resulta aer el

S(pq-Ï,-0(0,AÉ; pï,"9"\1,AÏ) {EL 1 g; pi < oo , 1/pi + l/pÏ = 1
(20h)

Newlimitaremos a estas nociones de los "espaces de moyennes"
de LionsrPeetre, que solo quieren ser una introducción a1 estu
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dio de los trabajos de estos autores. Tan solo agregaremos, a
titulo de información, que los esquios definidos por (12f) re

sultan ser idénticos a los llamados "espaces de trace" de Lions

(cuya_definicion es más dificil y menosintuitiva que la de
(12f). Además,uno de los resultados más importantes de la teg

ria de LionséPBetre es que ellos determinan todos los eSpacios

intermediarios (l2f) en el caso en que A1 = D(Jk) = dominio

de definición del generador infinitesimal ak. de un semigrupo

CKÁ)_, Á'>O , de Operadores en A0 = E . En este caso

S(p,9,Ao ; p,9-1,A1) resulta ser el eSpacio de las a<?'E tar
les que;

Z 1/p
03 IlG(,\)a-al|1p
s «um-.2) ¿Ao /\l

y esta integral da la normadel espacio.

Un_corolario de este teorema es que el espacio intermediario

S(p5G,L3 ; p,G-1,Lp) es el llamado espacio de Besov B(1"9)n’p
que contiene 00;) caso particular a los espacios de Sobolev, de

Nileski y de los potenciales de_Bessel (de Arenzajanalderón).
Este hecho, junto con 1.E.1., 1.3r5. y (15) permite sistematizar

los trabagos de la escuela de Sobolev y Nikolaki sobre la inme;

sión de espacios de funciones diferenciables.

l.F. Vamosa esbozar ahora rapidamente la idea básica de 1a teg

ria de Gagliardo. Mientras la determinación de todos los espa



cios intermedios, entre Aoï\A1 y AO+A1, que verifiquen el teo

rema de interpolación para todo operado: lineal parece no estar

aún resuelto; er cambio Gagliardo determinó, al menos teórica —

mente, todos los espacios intermedios a cuales se les exija ves

rificar el teorema de interpolación respecto de tgggg_los ope
radores tanto lineales comosublineales (claro que estos últi 

mos espacios son en número menor y mas facilmente determinados).

Sin embargo la excesiva generalidad de esta teoria la hizo me —

nos aplicable que las teorias más contructivas de Calderón y
Lions.

Ante todo es necesario aclarar qué significa "operador sub 
lineal" en el caso de operadores Ta , donde a es un elemenh

to de un espacio abstracto de Benach. En caso de operadores .

h = Tf , donde f,h son funciones por ejemplo de espacios Lp,_

la sublinealidad significa lT(f1+f2)(y)l f 9,5 ITrJ_(y)l+Tf2(y)É.
Es fácil Ver que entonces, para cada par f1,fé , existen funf

ciones , tales que Tíf1+f2) = (PTfi + q¡Tfe , y .‘PTfl ,

VJTÍQI son nueVL; operadores que pueden llamarse qu , Tf1 reg

pectivamente._ E n esta forma la definición ya se aplica al ca
so en que f1,f2 no sean funciones sino elementos abstractos.

Gagliardo llama esnacio de iïqurpolacion gugsi lineal entre

Aoy A1 a un espacio intermediario S que verifica la siguiente

condición: Si T es un operador sublineal de AofAl en A0+A1

tal que ¡ITaOHAOECO IlaollAo para todo 30(¿A0 , y
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IITallÏI .fi-cl IlíalHAl si ¿le A1 , entonces IITaII'S s
cS IIaIIS para todo gas .

Fijado u e AJAI , 'sea M(u) el conjunto die todos los pa- ‘

res de números O , "72:0; tales que exista una descompos'

sición = v+w con Ilvl [AGS ‘5 , |le [Als 0/ . Sea LM
la frontera de Mde la cual sehen removido los puntos que per
tenecen a los ejes coordenados. M(u) tiene estas propiedades:

(i) es convexo y (‘Ï-fiïj) 6 M implica 3Ï+h , 4/"+kjíf M para

todo h,k BO ;_ (ii) M(Zcu) = Icl M(u) , M(u1_+u2) 31.1(u1) -H
_ Ñ T .- «¡7 7‘ .- “r. , .. . _

M(u2) —-61+ s2 , '7/l+ ¡2_, (51/7/96 Iiij , (iii) Sl An B
es denso en B (respectiv. en A) entonces inf O (res 

' n. ‘ (ff/kim
pect. inf É=O). '

Sea FE M un fimcional (fuerte o no) que asocia a todo

M(u) un número M de'modo que:

(a) F I‘.=I(‘cu)12€ K F [‘I‘Mu) , ( 3-2= constante fija)
.- 7 '- '

(b) F [M(¿i ui) ‘1 s K¿i F LM(ui) J

(o) KllullA +A 5 F [M(u)] \< K(II>uIIA+l|ullA)
o 1 o 1

(d) si F M( "1) -» O entonces F M(u) (K su Fr 1‘.I(L)’[unan] Lo]\np[1n_l
donde no es el limite de en A0+Al , que existe por
(c)

si M(Ïu1):) M(u0) entonces 1-“Mol) "15 F Ifi(u0)j .V
'(e

El teorema básico de Gna’línrdo es que si F(A0,A1) =

= {'u ; F [Ia/Ku)I 4m} entonces S es un CSDaCiOde interpola 
l “ .

c ión sublin e31 con
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llul IF<A°,A1)= inf :i F1:M((ui)] , zi ui = u (21)

Reciorocamente, de esta manera se obtienen todqg los esoacios

de interoolación sublineal entre Ao 1 A1 .

se grueba además gue Sl _A0,A1 1 85,81 son dos pares de

esoacios entonces el teorema de internolación vule entre

F(AO,A1) .y F(B0,Bl) , si se usa el mismo funcional F para am

bos pares.

Gagliardo destaca en particular, para cada O 9 1 , un

funcional F9 especial definido por
1-9

FQ LM] = i 's u p É 79 (21a)
(ï,7)cLM

que satisface las condiciones precedentes impuestas a F . Este
9 . . . . . .F determina un espacio de lnterpolac1ón sublineal que se d8815

9 . . .
na con (A0,A1) , y para el mismo vale el Siguiente teorema

I

('si O<G<1 ) que acerca la teoria de Gagliardo a la de Lions
Peetre:

. _ n . , ‘ 1 . >\1.F.1.- Con31deremoslos D031b1es oares u (Ah,u1( ) , con

la condiciónadicional de que u1()),u1( ,\) sean funciones

continuas nara XSASX' , con ul()") - ul( >\") -—o , 1

u1(>\)+u1(>s) = u Dara X¿\1," ; entonces
1-9 9

llull A Ap: i n f sup HulOth “ulomlA (21h)
( °’ 1 u=u1(,\)+u1(‘,\) b 1



Gagliardo estudia másgeneralmente funcionales particulares

F que dependen de 4 parámetros no-negativos. Si estos 4 parámg

tros se expresan mediante tres, entonCes ae obtiene un espacio

de interpolación A , que según probó Peetre verifica
N7! Go) .91

S(p'o;9,Ao 3 Flag-lyAl) AN;¿30"pl (21o)

Si A = Lpb A ‘ Lpl G 1' rd u b v u A 
0. , 1 _ ’ la... (-3 q ‘3,((30,

= Lp , con I/p = (1-"3)/p0.+” Ï/Pl , p = Ï' a

Las demostraciones con estos espacios resultan muylaborio 

sas y es dificil de dar ejemplos concretos y de determinar las
relaciones con 10s espacios de Lions-Peetre. Los métodos de Qg

gliardo influenciaron el desarrollo de la teoria de los ya men—
cionados espacios de Besov.

;¿g¿ Diremostodavia unas palabras sobre la teoria de interpq;

lación de Calderon-Lions que usa.métodos de la teoria de funcig
nes de variable compleja, y que fué extensamente desarrollada

por Calderón.

Consideremos nuevamente los espacios Lp , Lq , Lr ,fl)<c1<r,

y daremos otra forma de definir 1a norma de Lr mediante las no;

mas de LP y Lq , como antes 1/r = 111-9)/p + e/q .

Sea f(x) 6 LT y consideremos en_el plano complejo z =

= -f+-i37 la faja OSsz = Ïïsíl . Para cada z de la faja
definimos la función (para simplificar sea f 2:0 ) :
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a(z)
Fz(x) = f('x) , a(z) = (¿1_ mz + 2 = ¡(a +.1.:_Z)

P q q P q

Si z varia en el borde izquierdo de la faja, es decir si

z = ir , entonces la parte real de a(z) es igual a r/p dep. p .
modo que IFZ(}:)I a: If(x)l , luego IIFZ(X)IIp1=(IIÍ‘(x)Hrf/?

Análogamente si z varia en el otro borde, z = 14.147 enton r _ r
ces IFZ(x).Iq l.f(x) I. _ y II_F1+i,7(¿)Il.q - (llfllr) /q . ' Po
niendo ©1(z) n FZ_(x) , obtenemos asi una función de z , que

H

a cada z le asigna una función Fz(x) en x de modo que se

verifican las prepiedades siguientes (como siempre ÉL:= 1-5-9+ g):

a) Ijara z = 11/ es 91(i47) EL;D, para z = 1+iw/ es
Q1(l+i47)€Lq‘ ;, para z = Q , es ©1(_9) = :f‘

b) Q2) varia en forma analítica con z , si O<Rz<l , y en

forma continua en Oé-Rz51‘

Si. Ilfllr =1 , entonces Ilfllr =Il|ï51ll| dondeHlbllll=
= , - . - ' .I 'H K \

mamás? Ilpl(17)Hp . su; ¡”51(1 i 7)].Iqí <_03 (22)

MC

Del teorema de las tres rectas de Hademerd(ver cap. 12 del

libro de Zygmund).se deduce facilmente que, si z) = @Z('x) es
una función que a todo z. le hace corresponder una función

Ezhc) de x , tal que se verifican a) , b) y (22) , entonces

se tiene que Ilfllrfi: IlIfIII . Por tanto se tiene que (si
Ilfl lr = 1) z

Iler = f IIIÏIII , Rara las posibles Mz.) gue ( )23
verifican a) .v b) (y con IlzlsDIII ¿.00 )



-56—

Esto da una expresión de Ilfl Ir mediante Lp y L9 , pues

IIIVQII está definida en términos de las normas de Lp y Lq .

Reemplazando Lp por un espacio de Benach A Lq por otro
o 7

A1 , la'definición (.25) se aplica a todo‘par de. espacios de Ba

nach A0,A.1(como los considerados en 1.15. y LF. ; claro que

ahora se definirá I II = max{Sllp Ilui/H IA ;
_ ., . o/

sup II5®(1+1_47)HA1(‘. Quedaasi definido el esogcio interme
diario A9 , de Calderón-Lions, para todo O< 941 , tal que

I IaI IA = inf IIIÓI II , para las posibles Ó que verifican a)

y b) cgn Il c co (y ahora debe verificar 4X9)= as).
Con los mismos razonamientos que en caso de los Lp , se ve Que

el teorema de Riesz-Thorin vale para tales Ag (y esta vez en t_o_
do el cuadrado de los tipos). Calderón determinó los duales de

estos espacios y probó el siguiente teorema (más completo que
el 1.E.4.)- que abarca el de Riesz-Benedek-Panzone:

. . p p
1,G.1, g; Bb = L °(A0) , El = L 1(A1)‘ entonces m = Lp(A9),

1/P = (1-9)/P0 + Q/pl . En este teorema Lp(Lq) aparece como

intermediarig de Lp0(L9°)_ y _Lpl(Lq1) si 1/q = (1-9)/Q0 +

+ G/ql , para todo per p,q . Entre otras cosas, Calderon

con este método obtienenla i1'1terpolacion entre espacios L(B'q)
de Lorentz, ya mencionada.

Se piueba fácilmente Que S(1,9,¿t\.o; 1.,9-1,A1) A9

«{s(oo,e,Ao ; oo,9-l,A1) . (24)
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g 2. Í‘EFINICIONES Y PRII‘JERAS PROPIEDADES

DE TIPOS DEBILES l\-’ÜI)CFOS

¿“ha Comoya dijimos en la introducción, para evitar notacio 

nes incómodasy para destacar lo esencial del trabajo haremos

las simplificaciones siguientes: (_i) consideraremos tan solo

el.caso de funciones medibles f(x,y) de dos variables.

(x,y)é’ XXY , donde X,Y son espacios con medidas ¡«,V res

pectivamente; (ii) consideraremos operadores = 'I‘f que ha —

cen corresponder a f una función medi‘ole h(x,3,r) definida en

el mismoespacio XXY , y será evidente que todos los resulta

dos valdrán automáticamente si _h está definida en otro espa 

cio X1XY1 ;, (iii) los resultados esenciales seránenuncia -_
p2(Lp1)dos tan solo para las espacios L con lípl , p'2<oo ,

de modo que la norma .l
pl) "¡Pg/p l/p

I|f(x,y)l [Lp ) = ( Sytsxlf(x,y)l dx 1 ay) 2
D

2(L' l

podrá considerarse indistintamente comouna normamixta

llfl Lpl/x ’ pz/y ; (iv) supondremos que h = Tf actúa sobre
funciones elementales, f€ E :5 (xxY) ;_ (v) escribimos

S f(x,y)l dx en lugar de Slf(x,y)l , y análogamenteusa

remos dy en lugar de dG = d\7y ; .(vi) para fijar ideas
en los teoremas de interpolación, alpondrenns 134r< q , ,s4u<t



y por la homogeneidad de las normas podemos también suponer

llfll.5=1 c ‘

Lasletras f, , 9 , _serán_reservadasparareales
20 ; pi,'riyqi,si,ui, , i=l,2 ,paranúme

ros positivos para denotar los espacios Lp"de Lebesgue.

Con indicaremose'Lpar 5: (pl,p.2). ; signifi-T
ca p1<r1 , p2< r2 ¡, s); significa que s>p1 y s)p2 h,

y Si Pl = p-2 = p entonces B se indicará a veces con p a

Análbgamente (1-9)/_5 + 9/3 = 1/5 significa que vale

(l--9)/p¡:,L+-G/qi = para i = 1,2 .

Sean = , Y.=—‘\ dos espacios fijos ccn sendas me

didas ¡“i-,9 ;, por lo dicho escribiremos dl“ =_dx’\4= dx ,

de = ¿yx? = (ly _. indicará el espacio Lp(0,co) con la
medida dX/Á , y análogamente usaremos otras notaciones del

parágrafo l. _Ehparticular usaremosla notación f) , fx ,_
alli definida, Queno se confundirá con la potencia lf(x,y)l'\ .

Con c , K indicaremos constantes fijas.
Una función f(x,y) definida en XxY puede considerarse

también comouna función vectorial EW) (respectiv. 21x) )4

de la sola variable y (resp. x ), que hacecorresponder a ca

da y la función en x , Ï"(y) = fy(_x) = f(x,y) . Por tanto,
además de la norma ordinaria ' , _ . .

(ll'f(\x,y)l.|p)p = 5X5IIf<x,y>lpd;-4xdr‘á I;
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respecto de la medida producto dxdy , podemosconsiderar las

normas vectoriales o mixtas
p.

- - . -- 1/p
_ = . = __ Áq

llflle(Lq) —Her "fuí (,5Y[_3X¡r<x,y>¡.away) <1)
X

°<I*U

y el espacio correspondiente

LP LP = LP. 'Lq , = IP" Lq'( ) .V(h) IN.QLfi) um

Si p 2 q entonces la normamixta [Ifllq,p = Ilfllp,q se

reduce a la normaordinaria llfl!p respecto de la medida pro

ducto dxdy . En otros términos, ILfIIq,p es la norma-p de
la función vectorial f(y) = f(x,y) considerando que f(y) es

un elemento de .LQde) , Ï(y) = fy(x) 6 Lq(dx) ; si p = q

entonces la normavectorial se reduce a la ordinaria de dos va_

riables: Lgychx) = Lp’(.dxdy) .
Consideraremos operadores (lineales o sublineales) h = Tf ,

que hacen corresponder a toda función elemental f(x,y)€15. una

función medible h(x,y) . Diremos que T es de tipo mixto(pgs),

o de tipo mixto ((p1,p2);(sl,52)) , si existe una constante fi;
Ja c independiente de f tal que

IleII = II:Tfll .4 c IlfH. (mb)
s s s . p- p '

L 2(L1) 31’ 2 1’ 2

y la minima tal constante se indicará con LITIl_'_ . También
P93 \consideraremos Operadores h(y) = Tf que hacen correSponder a
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cada f6x,y) elemental una fUnción hLy). medible de la sola
variable y'G'Y' . En este caso, si IITfII sic Ilflr I ‘ ,

- - S - plrp.
hablaremos del tipo (5,5),0 del tipo semimixto ((p1,p?);s) 9
Análogamente se define el tipo (p,s) . Comoya mencionamos ,

Benedek y Panzone extendieron el teorena de RieSZPThorin (y en

la forma generalizada que le dió Stein) a los tipos mixtos:

Si T es de tino mixto (5,3) x de tiDg mixto (a,ti entonces T e;

de tigo (Éfifi) para todo ;,G gue verifican.

Uï=(b®/5+&G , LG=(L®VE+QÑ un
con

1-9 9
llTI|_'_f(IITII__) (¡ITIL _) , (05931) (1d).

ryu pys Q)t

Pasamos ahora a considerar la definición de norma mmxtadé 

bil y tipo débil mixto.

Considerada htx,y) respecto de la medida producto ds»¿X\?)=

= dxdy = dfaévo , tenemos la definición ordinaria.de "norma de
Marcinkiewicz" o "norma débil" que se define como

' u u ‘ . ‘

(¡hg> = ÏÏOA 9¿#V)(E%th) , (a
donde

:Ex h] = i (x,y)‘CXXÏ , l.h(x,;y)|7 ,

(¡tx V) (EAÍ h] ) = 5 dx dy (2a)
EÁLh 1
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Esta nonna débil es "débil" con respecto a 1a norma ordina 

ria lIhlI.u = lthu u , pero no es adecuada comonorma débil
3

respecto de las normasmixtas Ilhilu1,u2
Se trata pues ¿nora de definir lo que se entiende por tipo

débil mixto (55E)-, y queremos que para esta definición valga

un teorema de interpolación del tipo de Marcinkiewicz. También

es deseable que la definición de 1a norma debil mixta sea tal

que para ul = uz = u ella se reduzca a 1a definición clásica

(2), o sea que el tipo débil (5,5) se reduzca a; tipo debil_

(p,s) _cIásico (con respecto a la medida dxdy ), si B = (p,p),
E = (s,s) .

Para dar una definición de norma debí} mixta que para ul =l

= u2 se reduce a (2) , observemos antes, que si para todo y ,

fijado, definfinosz

Exy[h] ={x€X;IMAyH7Á‘ , (W

D(>\;y)=D<h<-,y);.>\)=<I1(-;y);>\)=/A(E>“y[h])=

z 5 ac , J (sa)

EMD“ EÁCh]

Entonces se tiene que y ___.___

(¡uv)(13\[ 11])=Syn(,\,y)dy , (3h) ENJhJ

De modoque poquos escribir x
' ‘1/u

{hi/(u = ¿3% >‘(¿u>\,y>vay) (5o)
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Comopara todo XEEA;th] = E)” es lh(X,3’)|>>‘ o' te“
nemos que para todo /\> O se verifica '

. ul 'Iu'IQ/Áu‘l ul uZ/ul

(I lhIIul’uz) = |h(x,y)| d ¡AJ ¿SÁX (Exy) ay,

0 sea

ul (x. ) uZ/ul l/u2 < h 1
(511 A D ,y ] ay). e ll Hul'uz (3d)

Resulta pues natural dar 1a siguiente definición: llamare 

mos "norma"..débi1 G gg u(x,y) a1 número

:Jh = ' u_ _u2/u1 7 1/u2 =
{Ma ‘ }u1’u2 ¿538 (53([/\1D()\’y)1 db) (4)

I ' 1/u1 _ l/u _ M11

mm)”; ¡{IQ/yp-¿glg-umm) J1L2-IIDow) “¡362)

Si ul = u2 = u entonces la definición (4) se reduce a la

definición clásica 3o) .
De acuerdo a k4), diremos que el operador h(x,y) = Tf es de

tiDo débilmixtg (5,5) si

Tf fc Hfll = c IIfH (4a)
é }ü' '11 r1,192 '

o sea si para todo /\> 0* ¿ y toda _f se verifica

' _ I L12 M12 i q '.
IIXD(I\,yIm'-'1Iu2 45370130”) ) ay} g c “¡111.391,r2 (41a.)
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Nuevamente para r1 = r2 = r y ul = U2 = u esto se reduce

a la definición clásica de tipo (r,u) débil.

Estamos inteiesados en definir una norma mixta débil (menor

que la fue te) que tenga la propiedad de reducirse a la norma

(2), en el caso u1 = u2 , por las dos razones siguientes':
19- las normas mixtas fuertes poseen tal propiedad de reducción;

20- esta prOpiedad asegura que la norma debil mixta contendrá

comocaso particular el concepto de normadébil ordinaria, y si

eventualmente Valiera un teorema de interpolación para tal nor
ma débil mixta, tendriamos una generalización del teorema olas;
co de Marcinkiewicz.

La primera razón es de poco peso, y'lo que realmente intere_

sa es una definición que contenga la clásica, y sobre todo que
además valga un teorema de interpolación. Por eso, adenás de

norma débil (4) Que se reduce a la (2), Vamosa buscar normas

débiles mixtas que contengan a la definición clasica.

Con este fin observamos que si-Y tiene medida total = 1 , y.

si h(x,y) es una función tal que h(x,y) = (íkxfl para todo x,

es decir constante en, y , entonces las normas füertes mix f
tas de h(x,y) son lo mismo que las normas ordinarias de “y ,

y desde este punto de vista la teoria del tipo fuerte mixto con
tiene comocaso particular a 1a de tipo ordinario. Por tanto ,

otra forma de encarar el problema, es definir normas mixtas de
biles, que sean menores que las errtes, y que tengan la pro 
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piedad de reducirse a la norma debil clásica de 39 en el caso

particular mencionado en que h(x,y) = ??(x) sea constante en _

y , \7(Y7-= 1 . Tales definiciones fcontienen; a la clásica,
pero no se "reducen" formalmente a ella. Desde este otro punto

de vista taten otras definiciones, distintas de la (4), pero
igualmente naturales. Vamosa indicar algunas de estas otras

posibles definiciones de normadébil mixta.
Llamaremos norma gemidébil mixta ü al número ( ÉÏ indica

equivalencia de normas):

, . , ' l/u u l/u

“hu u‘ ul ’s’gs I sup>\D(>«,y) 1| Zdy} 2 <5)L 2m )‘ Y No

Másprecisamente, si para cada y , h#(}f,y) es el arre _

glo no-creciente de ny(x) = h(x,yfi (ver 5 1.A ) entonces

= {gymIh#< Toñi/ul! Irm)u2c1y}m12 (Sa)
lIhIL

LF2(MPI)

Diremos que h = TÍ es de tipo gemidébil (5,5) mixto, si

' 1/u1 . . 
HéhII: = llíh#( , y)‘ ll c c ¡mi (e)

LuZCMul); Y Y 0° ’u2 ‘ rï'rZ

Como _ 1/

thll' u ul G’lenmm “1H-u , (5h)
L 2am )‘ L zaga

está claro que 1a definición (5) es más fuerte que la (4), o

sea eÏ'l-tipo semidébil imgnca a1 débilz
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Llamaremos norma débi vectorial un al númerom

thl gl SUP) N7 y ; ( Ih(x,.")l 1dx) >>« } (6a)Mu2(Lu1) No ) [ 5X y 1

y correspondientemente se define el tipo débil ve_cj_orial(Ï',ü).

Mientras que (5) implica a (4), y a (2) si ul = u2 , la defini'
ción (63) parece no implicar ni ser implicada por (4) o por (2).

Asi pues, para los vtipps d_ébi1esmixtos se presenta un hecho'v
contrario a lo que ocurre en caso de tino fuerte mixto: la de

. Lul)finición vectorial (pensando a h(x,y) comovector BW)

es la que menostiene que ver con la definicion ordinaria (2)
de medidas productos. Nos parece que es este hecho el que pone

en evidencia la falta de una teoria armónica de tipos débiles

mixtos, y en este trabajo hacemosunas primeras tentativas para
abordar este problema.

Si {>(Y) = l y h(x,y) ='- (WK) entonces (5) se reduce a

la .definictón'clásica de II‘PH ul . Si lux) = 1 y _
h(x,y) = ¿”(31) entonces ('6a) se hrïeducea la normaclásica Muz.

Luego ambas:;definiciones- "conti enen'fla la clásica .

Pongamosahora para cada >O ,6 >0 :

mw) (MM) ;€) = WE [m m] ) =
(7)

Il x7({y;D'(>\;y)7P)*)=5 . dy
' Eglïmw]
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Entonces, para'cada A) 0 fijo tendremos, para todo F>O,

. y ' .

(SI[ >Ï1D<A,y)]u2m1ay>m2>, ,\.<E’U'ZÁ11D<X,€)>u2=>€MïD<M>m2

Luego

. l/u ' 1/u2 .
mfi‘gáfi 130,?) uma
(ver (4)). Vamos a llamar pues, normg mggrg u de h al númg

I‘O

{{h}}_= su o{,\?1/“1D<x;r>1/“2551\h3_ , (7a)>>o, >

y correspondientemente se define la noción de tivo mgggou(5,ü)“

si ¿{HHH 5o IMHE) .
La noción de "norma" magra, o tipo magro, es más débil gue

Igdgg lgs precedentes,aúngque la definicion ordinaria (2) Eh

efecto, si ul = u2 = u , la norma débil ordinaria {h}u es
en virtud de (5C; igual a

- 1/

{1% = e? y (l ¡Du ,in ¡1) u (5o)

en cambio

. . l/uMu«th = Mmm =
' 1

9' Sup ¡VII-MAMI! ) /u , (7h)
>00 Ml
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Es decir {{hS} u se obtiene de -{h}h cambiando en (Se) la no;

ma L por 1a más débil Ml .

Asi'pues, aúr para normas no mixtas, la noción de tipo magro

es más general que la de tipo debil (para operadores h =°Tf fi

tales q ue n = h(x,y) es función de dos variables).

Vamosa indicar todavia otra definicion natural de norma dé

bil y magra, Que llamaremos debil# y magra#, y que tiene la ven

taja de ser realmente normas (') .

Si, comomás arriba, H#(Ïayü es el arreglo no—creciente

de hy(x) = h(x,y) entonces

(líhlLl,u2)u2= ¿i S: h#<?íyïïd‘ïïJ
¡SINl A! ##

dv=ÉxIáoh (Ey) ay] dy.

## .
Como h es no-crec1ente tendre-7103que, para todo É > O ,

- ' “2 1; # ' “1 juz/ul 1,(llhllu1,u2)asïhomny) df} /

0

u /u u . /u -_

>/Si? 2 1 hfiïom gay mí?“ líhfifigmfizo.

Por tanto definimos, en base a esta desigualdad, la norma debil#

G mixta, que designarenos con {h%Ï , mediante la fórmula:u

(') Seria interesante determinar si la "norma"débil (4) y lema
gra (7a) son equivalentes a normas, es decir si son realmente
normas.
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# 1/ ' ¿- 1/ ' (Tc?'l ' ‘ u .LLu.

{h} :sup 3P “1<5Yh#<ï,yïïwïï%’uï “1777th ,
L+

_. u
u Ï’O (L2)

##
cuya analbgia con (4) es clara. Por lo dicho sobre h ,(7c)
es una norma.

Análogamente definimos la norma magra# Einixta como

“hifi = su? Ïl/ul ’71/u2h#(í;47) (7a)
u" .57 o 7V70

donde h#('F,nZ) es la ordenación no-creciehte de 1a función
4: #h = h .1€(y) (FJ)

Escribiendo (7a) en la forma

_ 1/u1 __1 

{Íhwu " 5130 e ïD (xx fi 191112 , (7a)

donde, para cada P >O_ , DÏ1(\; e) es la inversa de 1a ing

ción no creciente D(>\, e) ,
y (7d) en 1a fo_.na:

# _ .1/u:L fi: '

WK}; ¿po? Ilh <?,y>IIMu2 (7d)

queda ahora clara la analogía de las definiciones de tipo magro
#

y tipo magro , y que (7d) es norma.

Si 4m :1 y h(x,y.'Ï’ no depende de y , (7C) se red};

ce a 1a -norma débil M , clásica. Luego todas las definicig
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nes-dadas de tipo débil mixto "contienen" comocaso particular

1a definición clásica, y todo teorema de_interoolacion nara ong

de estos tipos Febiles constituirá una generalización del teo —

rema gg Marcinkiewicz. Vamosa indicar a continuación algunos

tales teoremas de interpolación.

2.8, Comencemoscon el caso más simple en Que las diferentes

definiciones dadas más arriba coinciden. Másprecisamente, con

sideremos antes el caso particular de un operador

h(y) = Tf , f=f(x,y) (#)

que hace corresponder a toda funoión elemental f(x,y) ,

(x,y) X I’ , de dos variables, una función h(y) de una so

la variable. f será considerada con normamixta, pero h con

norma o norma o norma débil no mixta, pues depende de una sola

variable. En otros términos, comencemoscon la interpolación
de tipos semi-mixtos (r,u) .

g.B.l¿ LLEA. É; h(y)_= Tf , f = f(x,y) , es un_ooerador

iinegrggutgga débil (p,s) _a_s_1___q_o¿n_ode tggp débil (Ens) , es de
cir si

h ÉL f h <N .f 8ll HMS 11H “1,102 y Il “Mt -12“ ¡quqzu

entonces T es de tino dani; (r,u) , nara todo Dar r,u gue veri
fica
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1/r = (1-9)/5 + 9/3 , 1/11 = (1-9)./s= + 9/4; , (8a)°

¡7.22.2222

II H < '1'9 Gllfll (8h)h Í x c TJ . _ ' '
Mu 1' M2 r

_ngogtración. _Indiquemos, para todo par de espacios de Banach

A0,A1 ? son r AO,A1lo el espacio intermediario de-Calderón

(ver 1.G¡). Por 1.G,1. tenenos que, tomando en cuenta (8a) ,
I‘2 r1 P2 pl- °-2. q1 ‘ .

L (L );= LL (L. );- ; L (LL )_fg —. Por lllpótesis Tlleva
p- p q q '

en forma continua L 2(L 1) en MS y L 2(L 1) en Mt , lue

go por el teorema de interpolacion de la teoria de Calderón 
Lions (ver 1.G.), tenemos que:

1-9 9 1-99

[Ih“[Ms,M-t]9 S Mi MgIlfl 1Lr2(Lr3->= c¿"11.Maní“; .

De (24) del S 1.a. y de 1.13.3. , 1.E..1. ¿(de (8a.) , recordando

’00) Mu
, que junto con la desigualdad precedente

que MSes el espacio de Lorentz LCS , resulta que Ilhlf
<. h I '

da la tesis (8h) , c.d.d.

2.B.2¡ TEDREMA.¿aga h = Tf un operado: minegl tg; gue h(y) =

=4[ TÍ ]Gy) gs;función de la sola variable y. . Si T es de
tiDo débil (5,8) así cqgo de tino débil (a,t)_, es degir si T
VerifiCo 8 entonces T es de tino fuerte (;,u) x yerificg
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1-9 g _. 1

llelILuí- chl M2Hfll; , (c9=cg(u,p,s,r)) , (8o)

para todo par r,u gue verifica SBaZ'xla condición

u >> 3 . (8d)

51 T es tan solo sublineal. la tesis persiste si en vez de S8d2

se cumole

s _¿ Ïï , 't ¿z q (8e)

Por 10 ya dicho, siempre supondremos

s<u<t , B<B<E (84€)

Demostración: Aplicando el lema anterior CGI 9:: 91 , 9 = 92,

donde Si y_92 son arbitrariamente próximos al 9 dado de (8a),

ol<o<92 , resulta que T, si es .lineal, será aún de tipo debil

(Bíysl) y (al,t1) donde 51 y al son arbitrariamente próximos

a E , y 31,t1 proximos a u ._ De (8d) resultará entonces

que 1'51¿al , al. 51:1 ; luego, si T es lineal, podemos supo

ner que (llamando El = p , al = q ) se verificará la condición

(8e). Asi pues, b.sta probar que si T es sublineal y si se veri

fiCan (8e) entonces (8) y (aa) implican (80); es decir basta de
mostrar el teorema para T sublineal y con las condiciones (8e) .

Además podemos fimponer I i

IIfIL a 1 18g)
I‘

Usando las primeras fórmulas ( ) , ( ) del 5 1.A. tendremos
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(|Í(Tf)|l(y)llu> =u50 Au D<A>a,\ = Zuu"5:>\u D<2/\)a,\,<eh>

donde D()\) = D(Tf,>\) = (Tf,,\) .
Observemos que de (83) se obtiene para 9 el valor:

l
1 1 _L_-_-_fi l... ... ._.- ... - r D. I‘ -D q

._. u Ï —-¿1g .t :2 S = i _ l = i - i _..i.. :

't S S t qi Pi (81)

de donde se deducen en seguida la siguient identidad ya usada

por Zygmunden la demostración del teorema de Marcinkiewicz para

normas no-mixtas:

como
1 ll 1 __ _._.

1...9 = TE-ü _—_t‘u _S__. ._. qi ri
t 9 C11 Pi

(Bi)

I' “p C1
me _ mimi ._i. _ 41.18..1 — _‘ tnuS ’

podemos poner

T “P Q-'Ti i 8 = l i tV= 11-53; TTS; ,
y tendremos

r —p r.—qi i s 1 i t
u s V pi t v qi (9a)

Ademásde la identidad (9a), ya usada por Zygnund, vamos a neceei
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tar para el caso de normasmixtas estas otras identidades:

S( ¿’2‘‘ gg) ( ¿”2'' Éa ) (definición)
.....;L.___‘.1._: ml 1 ————--- 0K (9h)

P2<u-S) qa (u-t)

L _ .5- .ÉZB+ _-_9..qZ S"'t r2

La igualdad (9C) es inmediata si se la escribe en la forma

.1.- (s _ SÉS’ÑJ.)) + ¿tÉs-uz = Lpz s-t s-t r2

y se toma en cuenta los valores de 9;y 1-9 , pues en esta forma.
1 = 1-9 + ELella se reduce a una de las condiciones (8a): —
r2 P2 q2

Para probar la identidad (9b), se observa que dividiendo por

r2p2'y r2q2 ella se escribe

LL-_L%. LL-LL
P2 1 p1 2 _ q2’91 q11‘2

" 9

s ü t u

lo que, en virtud de l/s —l/u = 1/3 - (1-9)/s - G/t = G(%—í),
l/t —1/u = (1-9)(1/t - l/s) , equivale a

(1-9) (1/p2 1/r1 —-1/p11/r2) = -9 (1/q2 l/rl n 1/q1 1/r2),

y la última relación eQuivale a

%_(_1.:.9+.9.)=%_(_1:_9+_9.)1 p2 q'2 2 p1 ql
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o sea a._1/r1 1/r2 = 1/r2 1/r1_ , en virtud de (82), lo q1e prue
ba (9C) .

Con 0< definido por (9h) , y con v definido por (9), ponemos
ahora:

I' :'_‘

mw =CSXHHJHldÚ&, <%>

1/
(y) = 23-) V (9e)

b(y)

y de la definición de D< tendremos

r P p q q2 2 2 _ 2 2...=_+;x\- ___._+'- .. .
rl pl (u s) S ql. —><(ut) t (9:?)

De (9f) y (9) tendremos también

______._°<(1‘1'pl>Ba = 12122 , _._<><‘I‘1__._-QI>
V pl I'1. P1 V q1 I‘1 ql

(9g).

Con XCy)‘ definido por (9e) y (9d) , tendremos para cada ,\>O,

y para cada y e Y ,

fum)= ÍNWHJ)+waWJ) ,
luego

,\(y) m'
ITfI í. |T(f )| + |1(f ¡(w)! .

Poniendo

D()\) = D(Tf,>\) = (133%) ,
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IRMA) = D(THMW), A) = (T [f()\(y))_!;>\>

DAwgk) = Mfifxwp;%) , wm
tendremos

D(2 )\< D>‘(y)(,\) +D>‘(y)()\) ,

de modo que de (8h) obtenemos

a) u-l
(“[TÍJW)“ Fu5 2%“ /\ D>‘(y)(>s)d,\ +u O

CD u-l

+50) DMy)(>\)a)} .

Aplicando las hipótesis del teorema obtenemos

. m a} ,
(IITfHu)u5 2%gmïg X“ S(Ilf!>‘(y)ll_)sd>\+

.‘0 ‘.__\ p /
(I)

t oo u-l-t
+4425 )\ -(I|f>‘(y)V

(II)

t .
||_) d,\\ =

q ..,\—

u s‘ t
= ZugmlJ-¡’MZJI‘ -. (.91)

Tenemos
P2p . — / /__2_ un‘u-s_1__ l , S S

IS ={S_o,\ “Vd IfNnyJ)! ldx)pldyJ o}_. X .
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Como s/p2 ¿1 , aplicando la desigualdad integral de Minkowski,

con la medida ths-qld)‘ , tendremos
P /s co u-s-l 'p / - /

I 2 < 51150 /\ (549W) x,y>l 1dx>s plaxJPZ de_ .
\

Como s/p1 2 l , aplicando nuevamente la desigualdad integral de
MinkOWSkj.en el corchete, tendremos

p /' CD11"8-1 _ /S
1-2 855 ( S A Ifx(y)(x,y)lsd>«)pl de dy .Y X O

ComoMW) = o si lf(x,y)l <.><y) =<>/b<y))1/" , es
decir si

v

la última desigualdad se escribe

P2 __

I S ¿Sii ( ku‘s"1|f(x,y) I.Sd/\)s dx17'
JL hiy) |f(x,y) |V pl ïpz/pl

s Jp2/p1

v
p b(y)|f| p /

:5 [S 1mm] 1<5 X““3“1d/\) 1 dx ay .y X 0

E1 paréntesis en 1a última integral es integrable pues u>s ,
por tanto

/ v(u >n/ UH)“ 51'p s p -s _ s W —
I 2 Sestsyl: 5X|r(x,y)| 1|f(x,‘/)I 1 b(y) S dx ¿y =

D

(u- ) /s p +v(u—s)¿.1- p2/131

= 0.5 b(3’) S pz [SXIHXJH 1 S dx] .Y
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Por (9a) es p1+v(u-s)(pl/s) = r1 , de modo que el último corr
chete es igual a L SXIf(x,y)I 1dx pz/pl , y por la definición
(9d) de b(y) y por (9f) es

(maso-Ég r1 1D2/131
b(y) -[5le(x,y)| dx] =

22-49% ( u-s).I_)..2.r p rz/I‘imi S 1I'

= [5x|f(x,y):| 16x ,

de modoque 1a última desigualdad viene

/ I'
Ip2 S < C sy [ SXIÍ(X,y)Irldx] Z/rldy = ¿(l lfl |_)r2 .I'

\

Luego, si Ilflf_ = 1 , podemosescribirr
c s/p2

Irí(u_s) llfll; (9k)

Análogamentepara la integral II tenemos
q. Í; q

2 oo u-t-l q q t/q2 x 2
IIT={S Á [S < S If'( (X,y>lldx)1'dy dx'T ,o - Y x ¡W ' í

y como t )_ql,q2 , aplicando sucesivamente, dos Veces, la des 

igualdad de Minkowaki, primero en la llave con la medida )E—t—ld),

luego en el corchete, obtendremos que _

q2/t l‘ cn u-t-—1 t TII 5 ( f (x y)! d)\) dx,qu/ql ay
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y teniendo en cuenta que ahora f (y) = 0 Si .X<:b(Y)If(X,y)l ,
tendremos que

qg/Ï l: ql oo _ u—t-1 ql/t 'qg/qlII si If(x, y) I. ( dA) dx dy .
Y SX b(¿>lr<x,y>lv A ]

Como u -t>() , teniendo en cuenta Que por (9) es

q_ .3: =
+v(u t r1 .1

la última desigualdad se escfibe
ql

q.lt (,u-t)“ r q lq
II 2’ á—°-—5 bm t (.5 If(x,y)| ldx) 2 1 dy .

t-u X X

Teniendo nuevamente en cuenta la definición de b(y) y la se

gunda igualdad de (9f), resulta:

I'
IIT 2 s —¿- ¡Im _. It -u. r

que para Ilflf__= 1 da
r

n ¿(J-4 nmt-u r

donde c es una constante fija. De la última desigualdad y de
(9k), (9i) resulta que

< S/I'
IITfIIu \ cu,t,s,5 gral +M2 ’ uf“; , (9?)

si IIfIÍ_ = l . Por la homogeneidad de las normas (9—Q)es cie; _
r _

ta para toda f e Lr , lo que prueba la parte esencial del teorema.
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Si en vez de .Á(y) tomamos A/\(y) , donde A es una cone.

tante arbitraria, por un_artificio ya varias.veces mencionado<ver
también final de 2.3.3.), obtendriamos en la última desigualdad ,

el factor Au'SHÏ + Auhtmg , y eligiendo A para Que ambos suman

dos sean.iguales, (9e) se reducirá a

_1-Q Q
IITfIIu s c '_ M2I:IfH_ ,u,t,s,r I‘ c.d.d.

A1 comienzo de la demostración de 2.3.2. (tan solo en su prime

ra parte) hemos usado el lema que precede el cual se probó usando

la teoria general'de interpolación. Sin embargo,también este lg

Illa puede demostrarse directamente, con el mismoprocedimiento de

2.-B.2., sin recurrir a 1a teoria general y en forma más precisa ,

comosigue (esta demostración será usada mas adelante):

2.B.jfi._._I¿_e¿n_ostracióndirecta de LEMA: Si el wega-jor sublineal

h(y) = Tf eg de tino debil. sg‘mj-mixto(5,5) conlcogstggte y_

de tiDo débil semi-nigga (a,t), ¿on constante MQ, entonces T _e_s¿

de tino débil semi-mixto(au), a; se Verifica

.íL..-=__:..9.+-_9_ , l =.._..."9+.9. , (8a)
r q u s

y con constante M5 c.l\'ï11'9 M29 .

Depggitrgcigq. Supondremos por ejemplo p1<r1 (0.1 . SeaÁ>O

fijo, cuyo valor determinaremos luego, y b-(y) , ,\(y) defini 
dos por (9d), y (9e) . t nces con las notaciones (9h) tendre
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mos que, teniendo en cuenta (9d), (9C), (9f),

X ).

MllIf (y “¿fl (_Mgllngmnafi ___N ) a . aD( )< D. 3’ (— - <
a \ 2) *D)(y)(2) \( 3/2 a/2

32. s
2‘ s - , '

=(-'-M-1-)2(Si5X|f>(y)(x,y)l'pld%pldy)p2+- > Ea

q/q t/q
2 1 2<\M25: "' a ql

+ ( íyL5X|¿A(y)(x,y)ldx]

2L S _- /_ / ,

5 (mi) < 53158430131 r1|f(x,y)|sr1dx]p2 Dldyïs p? +a

2Mt r q-‘n q/ t/
+ (-2) < Si S‘Xm) 1 1|‘f<x,y)l=rlde 2 qldy) qa =

pz a.
2M ' .16 .' ' , _. . .

_ l 1 pk gy ,\(p1 -.1)P2/VP1b_(y)(11'Ip1)p¿/vp1[ sxlflrldïl 13164132+

q2
7 1:. (q wr )q /‘vq (r )q ívq I‘ ï' t/

“al; “YA 1 1 2 1b(y) l'ql 2 IESX'fi 1635]lay} q2=a

2M (i --r-) / .' r, 'ï V "' s/p
=c-—1>23Xpl ls‘pláí-[S Ifl 1de “í play} 24+a y x

(qI-I‘w) 3g (ri-ql) q22M t ——-'-«"-t- " r q. v — t/q

+(_.2) X V’ II1 {girl sxlfl lax]. l cudy} 2 .a



Por (¿9) es

p -r s Q'-r. t11_us_u’ll_=t_u,
'V D1 v ql

y pon (9) y (9h); es

p- (r--P ) p p p r
....2.+o(_______11 ._.2 =—2-+<)(-—2-(.u-B) =-g- a
pl V P1 P1 S r1

q (I' --q a) q r.2 .
--4rQ< —_3L—;;._g. = _g' ,

v ql r:L

Luego, 1a desigualdad precedente se escribe:
r r22

s_u M.; q
mas? Ïï; )\ (“flup2 +5“ >\ (Ilf||.) 2 .

a. r a 1‘

Eligiendo ahora A para que los dos últimas sumandossean igua
les, es decir

3

S't _ M2 tas . . a qa P2
A - “'53 (uru- >, ,

M:L - r

y usando la identidas ('9c), se obtiene

1'9 9 “fu;
2 MJ g u;Dúa)‘ s (. )

a 9

o sea T es de tipa débil semi-mixto (au), con constan-te
1-9 .9

M;5 2 M1 M2 ,

Cododo
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2.3.4. NOTA. De 2.3.2. y 2.8.5. obtenenos pues una demostración

directa (sin usar la teoria general de interpolación) del teo
rema de Marcinkiewicz para tipos débiles semi-mixtos en "el triág

gulo inferior" de los tipos s 3p , t 23q . En el caso parti

cular 32 = r2 = q2 , el teorema 2.3.2. ya fué probado por Bene

dek-Oalderón-Panzmne E 1,] . Desde el punto de vista de la teo
ria general de LionséPeetre, 2.5.2. tiene cl sentidp siguiente:

Vimos que el teorema de "mayoración" (15) de 1.E. es una genera

lización de la última parte de la demostración de Zygmund,es de_

cir una generalización de la siguiente propiedad de los espacios

Lp : para toda f Lr existe un V tal que

u- u-t
—.-_ xy a , _tE- t u(HAS f Il )+<H)\ r II )<c(llfll) (¿o

LÏ(Lp) M LÏ.(L9) "’ r '

n' "1.19 e 1-1- .9

Comoel teorema 1.E.4. de Lions-Peetre no permite expresar

Lr2(Lr1) = L; como espacio intermedio de L5 y La , si r1 # r2,

el teorema de mayoración (15) tampoco proporciona una generaliza_

ción de (#) para normas mixtas (bajo la hipótesis (8e)). La de —

mostración directa dáda de 2.B¡Z. constituye esencialmente una gg

neralización de (#), es decir una mayoración do la forma (15), pg

ra normas mixtas? púesto que en 2.B.2. segnrobó 1a desigualdad

(9k) para I y II, que puede escribirse asi:



-83;

2:2 l/v s ki t
. S(/b(y)) -J tf ,H —V[Hxr ¡[Limp+ u x (mmm ¿mi S

1.1

< c(IIÍ‘II_) (#1:)ï‘ r

que es (#) con normas mixtas. (##) puede escribirse también asi:

S(s’ ELS-Éin í t 2 lab-EJE, Lq) ÏLP ,

si s n t " (')yp i o
De (###), y usando 1.Eo1.¡ 1.E.2., 1.E.5., se obtiene en parti

cular el siguiente corolario:

2.BL2¿ QgfiOLARIO. Sean_flAo,A1 dos esoacios de BenachL como en

é 1.13. Si, pero i =-0,1 ,3; 131.¿S(oo,Gi,Ao ; oo,Gi-l,A1) ,

y si T es un Operador lineal que lleve-continuagogtg LP 3g_30_ x__

Lq211131, T emm ' 12.1.19."Lr "'“S(W0,PO,AO;Wl,51,A1),
si adgmás de f8a K Se se ver;"ican:

F!) El teorema 2.3¡2. puede probarse sin las condiciones s 5-,
t a , usando 1a idea de la demostración del teorema de Marcinkig
wicz (para el triángulo superior) dada por fi.Cotlar. Comoesta de
mostración no fue publicada aún, no vamos a entrar aqui en los per
feccionamientos del teorema 2.B,2. de este tipo, que pueden encqg

trar aplicación en la teoría de los espacios HDcon normas mixtas.
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(1-90) ñ) + 9061 = 9 , (1-9'1) €O+91€1 = 9-1 ,

9 1 - 9 9 o
1 - o

0+ o z _. , _ ____1.¡._..__1= l , 90.1 l <91
wo wi S wo wl t o"' l

En efecto, por el teorema de_interpolacion de Lions-Peetre T

es continuo de S(s, Ei? gL3; t, EÏ1-,Lq)cn S(s¡EÉÉ,BO;t,EÏÏ,B1).
Por 1.3.1., 1.E.2. y 1.E,5., y por las condiciones que preceden

sobre los Gi y _@ij el último espacio es ‘4 El y por tanto T es

continuo de S(s,BÉÉ,Lp;t,BÍÉ,LQ) en B. De (###) sigue entonces
que T es continuo de LE en B ,

C.d.d.

El último corolario puede extenderse, con hipótesis adiciona 

les, sustituyendo L5 por un LECCO)y La por un La(Cl) , pero no

vamos a detenernos aqui en estas generalizaciones (comoya se

mencionó en la introduccion, no hemos considerado le formulación

del presente trabajo en términos de le teoria general de interpo_
lación).

En el parágrafo Que sigue vamos a abordar el teorema de Marcia

kiewicz;para tipos débiles (o semidébiles; o negros) mixtos, o sea

el caso de un operador que es de tipo debil mixto (5,5) y (3,?) y

trataremos de probarïque es de tipo fuerte (5,5) si .l/ E =
= 1—9/3—O/Ï . Antes de pasar a estos teoremas haremos las s;

guientes observaciones preliminares:
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2.B..6. Para probar el teorema deinterpolaciOn de Ï\-ÏaI_'_c_:_inkiev-ÉCZ_

(parg algung de las nociones de tipo débil gu_e__s_e__q_o__rl‘idere_)es

suficiente Drobgr los dos hgchos siguientes: a) que Vale un 1emgo...
del tipo 243.1. L es decir cue si T (¿sde tipo débil en los "323g;

trpmos" (5,91 (21,713)enignces es de tino débil en todo punto "in

terior" (1.1.1): b) para todo f Lï' es ’lÏfGLü .

En efecto, por el teorema ge Benach (“el gráfico cerrado, para

probgr que T es continuo de Lr en LT1, hasta probar que fn o- f

en Lr y Tfn - h en Lu implican h = Tf . Comoconvergencia

fuerte implica la débil (para la noción de tipo débil que se con

sidere), tenemos que la._ "norma débil“ ge h - Tfn tiende a ce

ro. E n virtud de a _) , gl - f en LI' implica que: Tfn_ tie-g

de débilmente a Tf . Como Tfn tiende débilmente a n ,re 

sulta h-=' Tf , c.d.d.

¿ji-1.. 531 lgs funciones h =_C[_ï____e_st_ág_._dgfl1_igas en e_l____e__s_p__a_9_:_¡._0__

X' Y! con medidg rr? 91 , entonces g; demostrslgqel tm_
de I‘fiarcinhewicz sc- puede suponer que ,4100) < CD , 91(Y'ÏQOD

son de masatotal finita. En efecto, sean XlC. ... C XnC NJ“)?
Xn de medida finita y análogamente _YnÍY! . Sea _Tnf = hn la

restricción de h = Tf a XnXÏ‘rL , los puntos (x,y) de

XnX Ïn en los cuales glf = Tf(x,y)<)\ forman un conjunto me

nor que los correspondientes puntos de X' Y! , Luego Cllnf es

con más razón de tipo débil (5,75) y (ÉL-1.:)y con constantes (.nor 
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mes débiles) y Mz , respectivamente. Si el teorema es

cierto para medidas finitas tendremos entonces QÏe HTÏÏI la S1-9 9 U1 ug u], /u2
c íví Ilfll- o sea á [5 ITfI mi ay <Ml 2 r ’ íYn Xn 2' x

c Mï'%ï29Ilfl l- . Pasando al limite resulte la desigualdad co —
I!

rrespondiente para X? Y' .

se Duede suponer que X‘,Y' tienen medidas totales igua2,B.8.

le; a u o.

En efecto? sea [to = .JÉlag, Vd =LCLIV . y fijo,

h‘xï h(X,y))X‘ =%ng1h)x} y Dc()\7y)S-%D(>\yy)7' 1/ s ' s/ 1/
Il Damm slusz i M2134. m) 2 Sïdvd S2 s l

s ' s -' 1/ s ' _

(lycïl' A2130 ,y) 2/Sldx7d 825 (1/51. (1/d12)HÏQJÏSJ‘Igzí
e ' 1/91

é M1 Ilfl IP . Luego IIXDC( XJ)
:5

45 (531%) 2mlIInEHP ,l I

82 n '

o sea en 139 nuevas medidas es T de tipo débil (p,s) con constan1 S' '

te (1/3) 51(Ï/(1is) 2Ml , análogamente eon constante
(1/c) 1(1/c1_) 2M2 para" el tipo (3,?) . Si ¡zh-¡{(210:1 ,

%\7(Y!) = 1 , y el teorema es cierto para este caso, tendremosf 1/ e 1/ 1/
Que{ SY[sxleluld HC:lu2 uld vay 112 = (-39 u2.|¡Tfl L'íu.l/s. 1/8 1-9 l/t l/t 9
Sost.((1/c) l(1/d) 2Ml) ((1/c) 1(1/c1) 21:42)Ilfll =

1/u u 1-9 _ ' .

= (1/c). 1(1/d) 21:11 M29IIi-‘l I- , puesto que ¿JS-‘79+ É; = ¿EI-i .r 1 V
1-9 9 . - 

Luego resulta también IITfI |u S cst. Ml M2Ilfl |- , c.d.c1.
_ I'
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Hemoshecho la demostración para el caso del tipo débil mixto, pe

ro la mismase repite igual para tipo semidebii o alegro.
Conrazonamientos del todo análogos a ¿8.7.- y 2.13.8. se prue

ba que:

_2¿.Q_._ Eggqgos sunongr que tggxlbién el espacio X Y (donde es —

jgpigfiiuqas las f Qe h = TÍ ) tiene medidgtotal de) =

=/LL(Y) á 1 . _O_'_s_e_acse podrá suponer que los esogcios tienen
Midg 1, ¿LyokiLQl teorema de 1=.-Lgrcinkigïiczpara normas mi): —

‘_t_g_s_débiles, semidébiles o negras, Con el mismo razonamiento se

ve que se puede suponer ¡517; 1 , Is12>,l (o bien I\-ï1€1. ,
. 4 )O
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5 5. INTERPOLACIOH COJ TIPOS SEMIDEBILES,

QEBILES Y HAGZCS

_}¿A¿ Comenzaremoscon la consideración del tipo sem'debil para

el cual la extensión del teorema de Marcinkiewicz-Zygmundno pre_

sente dificultades. Comoya señalamos en el pará¿rafo 2, si bien

el tioo_semidébil no se reduce al tipo déïil ordinario para pl =

= p2 , el teorema de Marci.kiewicz que daremos cara tipos semi
débilcs contendrá al teorema clásico de Ïarcinkiewicz comocaso

particular. Extenderenos también a tipos senidebiles el teorema
de Cotlar-Bruschi que unifica a los dos teoremas de interpolación
de Riesz y Marcinkiewicz.

E.A.1.¿ TEOREÏA. Sea h(x,y) = Tf , f = f(x,y) , ngfl é?

X Y , un ooerador sublineal gue es de tioo semidebil mixto

(p,s) y de tino segidébil (E,t) en el "triángulo iLferior"

132581 , 0.?5. '51 , Se} E = (u. n ) (1)

es decir gue verifiqg

lITí‘II 82 Sl S Ml IIfiI- , lliï-fH tz tl s ..ï2|IÍ'II— <2)
L (LI ) p L (3-? ) q

Entonces.T es de tino fuerte mixto (5,5) , en dtqj“_ïq ¿fice

l Tfll- s c(z>,q,r,s,t)1_9Me ¡|qu. , (za)
u 1 2
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para togo (5,13) tales gue

1/; = (149/ 5 + 9/3 , 1/ G= (1-9)/ S + 9/12 , ulfuz (la)

Demostragióná a) Vamosa probar antes el teorema bajo la con

dición adicional:

sz: 812102 , t2 31:13122 (lb)

Con el artificio mencionado repetidamente, basado en la homogenei

dad de las normas y en el cambio de Á por AX donde A es una

constante aprOpiada, podemoslimitarnos al caso Ilfl I_ = 1 y a.s r
PTObarï'la tesis (2a) con c (Í=LL1+P.í21)ÍIfÍI- en Vez de

1-9 e n ' r:
c Ml M2 lll‘ll- .r

Definimos v y 04 como en (9) y (9h). del parágrafo 2, y para

cada;- er definimos b(y) .por la firmula (9d) del g 2, y como

alli ponemos, para cada X , y para y z
1/v\ = L

/ (y) (. My) ) ,

f(x,y) .—.Mmm) + fMy)(x,y> , ITfISIT(f’\(y))|+lT(fxy))I,

D(_/\,y) =I(L((X€X ; lTÍ'(X,5/)l>>k}) ,

DNy)(a,y) =-,uqxex a. (MW) Jem)! 7a > ,

D.(2a,y> s DNy)(a,y) + DNy)(a,y) . <5)

e):Indicando las constantes fijas con c , tendremos

(!) por falta de espacio, ver pie de 1a pagina siguiente.
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u oo u u/u
(Tfl_)2=Í. 11xnie ZldyII Iu SYLSO>\ >\b’ x1

cn u ‘u /u_ 1 g}; 2 1 <
_ Sigo (AyM DKAyxy) x] dy \

0° ul Ny) . a uz/ul
cngLSOmyA). (D (Ayx,y)+DMy)<Ayx,y))—z\— ¿y =“J

u N. u .. S j

c SID; 51 5: A 1 Sl(Ay>«)' 13*(3’)<Ay,\,y) ' ] dv +

+
u -—t oo u -t t u /u1 1 1 1 1 x ¿A 2 l 

c Sig), SO /\ (Ay/\) D/\(y)(hyÁ,Y) 1 (ly í
'2

(u wal)——— al u 03 u -5 l u /u
Ay 1 >\1 1(||Tf\(y)(.,y)¡¡ SJ)51.<a1A-l21dy+

Y o M 1
>’

u2 "a) .1;
+ c gïiv 1 LSO l(lITfX(y)(’,y)l|Mt1)tl-9%

Y ty t Lïlmsl)
.-- 11:"

+ A Lil-Ei; P Il >\ H1 Tf II TlmZ/ul) l dy o
y L ,\(y) LÏHMtl) Í

u2/uIl1

('-)

"y" de la integra dy . Es decir la función f está deseo-¿apuesta

para cada Á en un? suma f = f) 1+Í'l\ donde f = f ,
fi . _ y . _ nl ; I a . > >!¿xa —Í'My) . D (hy) indica Kïfhjf ,y) /\ y por tanto
>‘(y) es un simbolo que no tiene que ver con la er de D(¡\,y)
ó cly . Seria mejor escribir DM')(')\,;‘/) .

La letra "y" en My) ó en ny) , nada tiene que ver con la
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Eligiendo para cada yel’ la constante Ay de modo que ambos
sumandosde la última expresión sean iguales, se obtiene, comoya

se mencionórepetid'amente, la desigualdad:
U. “S

1 1 (1-9)u2U. S

(“Minas SLI! >\ 1 TÍMYNLS S J .
u Ï L+(I-;íl)

ul'tl

.[IIÁ tl T
Qu2

dy . (5a)r I I.G. ) t t

como
Qu

———-1‘9u2+.——-2 = <———1"9+--9-) u2 = 1 ,

podemosaplicar a la última integral la desigualdad de Hblder con

exponentes -láïtg3 , (9U2)/t2 , y obtendremos:
111-81 a 90/‘ -Ïï—h. s ' _ S2

IITfII_¿LS(II>1 HM)“ s )2dyj .
u Y L+ (M 1)

u1‘1’1“m 9/13

' foy)Htt1)t2dy]2z
Y L+_.1(M )

O

/s
co u—- s S2 1

={SÏ[S x151<IITrNY)Ilsl>19-—] ayx} (1- 9) /52o M .1

)\
)\

t /‘b 9/13

a) Ill-1:1 ‘ 5.92312 1 2 7
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Como 82/51 3.1 , t2/t1 31 , podemos aplicar, en cada una

la desigualdad integral de Ix-‘Iinkowzld.con

d) y dy , de modo que de (3h) obtenemos

1-9/s :
. si 2 9.): °1 e

A

de las llaves de (5h)
las medidas

la desigualdad:

0) 11"8
. < 1 1

IITfIIE \ {SO x

tz

áïu ITfMy)! IMtl) ay

S

[g (IITÍWII yz
Y M 4

t /t e/t1 2 1

:1! (Be)O

En virtud de las hipótesis (2), obtenemos de (30) que (no con

fundir la y de >\(y) con la de (br , ver la nota al pié de

t
Il >1

(y) a A

(DL2.
la página 90, después de (3)):

u .. . oo u .1;

HHH-¿gas A1 SHIIÍWHÉ Qflsl {s 1 lueru p A

La última desigualdad se escribe también asi:
--s

¿(Ilkulsll ' xy)“ I )1—9('l>\ufú]'ll n n 9!¿f | . ‘f _ ) _

Lp2(IÏ)l)LÏ]. q Lt}

G

(Áïd)

u1“t1
e 'tT

(I|>\ “ fxyfllLtl a)
+ .

IFTfH
U.

uJ-sl 1S_)
L+1(Lp)

De (3d) y de (W) de 2.5.4. resulta la tesis (2a)._
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b) Trataremos ahora de eiimnlar las condiciones adicionales 5.33.

puestas. 82281 , tZZtl _, dejando tan solo las hipótesis
‘11fu2 s Pzísi a qzíti ."

See h(x,_y)= [Tf3(x,y) , y para cada yqï fijo sea

h#(E:,y) la ordenación noncreciente de ht‘x,y) = hyüc) _(consid_e_

rada función de x ), de modoque. ÉGCOÑO) y h#(ï,y) es

no creciente y equimedible con hy(x) = 11({x,y) , para cada yeï,

y sea hfi/ÏÏJ) la función correspondiente (ver 5 1). Pongamos

— . — C fi .

¡4 Sf _ 1110€”) — g h (fm , (4)

de modoque Sf es todavía sublineal en virtud de lo visto en el

5 l sobre la correspondencia h a hfik . A1 operador SÍ‘ lo

consideramos no con respecto de la medida dTX ds donde x2 es

'19 medida de Y sino respecto de la medida V donde es
dadá por

__ 1 = _ o

d/q > — g d É , óy dfiy (.4a)

Se tendrá entonces que

r- a) ' u /u1 /u

¡ISfIlï1 = (..5X L Solhl(ï,y)u1d/u3] 2 ¿ml 2 =

U‘z/ul 1/u_2

= (. SY[ Sïícullhd'fi(ï;y)lul ïüuldï] dy) ,
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de modo que

lISfll a = H-Tfll a. ‘ (4h)
L (rex V) L. (lu XV)

Por ser ha“t equimedible con h(x,y) , tenemos que (ver 5 1) :

c - —<1/ ) / v c—<1/ > 

1; ¿”Raw = ï° Sl Si 81#Üïw e. É sl ¡im-mnsl
' M

c-(l/ )
Luego,si c;1/sl , h1('ï,¿s)> x implica Sl
7M Ihl I , de modo que’ ü

M

>

' CD

¡u ( h1(í,y)>>\í ) 53 C_ d
g (MINISL)1/<. (1/51)) l“?

M
s

Ilh<°,y>ll S ———3—(cu .1)oo 1 c -1 l
z ¿CEL?=es“ )‘Sl =

_l/(C-(l/sl)) í l )\oqqü>
[|h(-,y)ll

Sl

= cst( x M 7‘31 <4c>

donde g
u1 "%

= 1 (4d)
SÉ]- - E

. ' 1/o(sl
De (4C) Slgue que )D(ki(.°,y),>\) S Hhkfi’)“ Sl 1‘M

o sea que
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thmym. ¿“hu ,Msl
y por tanto

llh II sun“ < cshllfll- ,
1' L.S2(M al) L82(M3l)“ P

y definitivament e

Ilsfil 5 ost. Ml llfll- (.4e)
LSZQM‘XSÜ') ' P

N91 . 82
donde la norma M se toma respecto de la medlda dl“; y L
respectode er .

En forma completamente análoga obtenemos que

¡Isrll Í ost. M2¡|13|1'
Ltzcm Qtï), q

COI].
1u -

o: 1 Ï (41*)tl'ï
ysetieneque

_ e
¿L- = 1 9 + "" (4g)
u1 D¿33; 61-1

pues
-1/c _ -1/cH +_9_ = 31 ¿2+t1.._9—=

0131 E5131 url/C" 51 u1"'1/°J°1 L
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= 1 <1.g_l_1.-_e+g_iï :__1__(1_,_3Ll_)-=.1._
ul- l/c c sl c 1:1 u1--1/c c ul lí:

Eligiendo. 1/c / el < ul , seve que 9 puede.tomarse‘arbitrg

riamente con tal que sea e <1 , y análoga-mente o( 71 . Pode

mos pues hacer gitl f t2 , de modo qie por (4f) , Sf será de
tipo semidébil (a;t') donde

- I! = (tí,t5) , y té = tg :3 tí = end_ . (4h)

Análogaïhente ‘83? es de tipo seihidébil (5,?) donde S! = C O

= (N 31,32) . 'Como u2>/u:L , de (Ag) y (4h) tendremos tam —‘bién .
En virtud de (4b) la tesis lITfI I_ eQUiVaÏJ-ea “SÍ'Í L, í

MIIfl IE- , pero Sf cumple las mismas hipótesis de semitigo dé -—

bil qu: Tf y verifica las hipótesis .-adicionales de a), y el G

es el mismo por (4g). Luego la demostración se reduce al caso a)

ya probado, c.d.d.

NOTA. El significado "gráfico" de lo que se hizo en la parte

b) de la demostracion es el siguiente. Si ll es el segmento
1

_ z 31‘”

) , y si 1? se define análoga-¡mentecon p2,r2,

(en el cuadrado de los tipos ) que pase. por los puntos (í?
(1... _1_) (1. i. 1
qlwl y I'l’ul

C12, entonces en b)" se mostró que 11 puede girarse de modo quem

sasiempre por (¿q-1h) (condición (4g)) y que en vez de (¿ni-0 paser u . ql tl
n ' "‘I ' l‘u- 1'.- ' . ' _.

por cuquuier otio punto (ql-“G! con t . Luego 1. pue
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de llevarse a una posición paralela a lo de modoque se Verifi
quen las condiciones adicionales de

la parte a ) de la demostración.

Observemos todavia que si

ul = u2 entonces este procedimien
to de b) pennite reducir el caso de

tipo semidebil mixto a semidébil se

mi-mixto, pues_entonces 1? coinqi

dira con l2 . Esto permite obtener extensiones del teorema
5.A.1. al "triángulo superior" de los tipos (ver la nota al pie,
al final de 2.8.4.)

Z,A,2. Vamosa extender ahora para tipossnmidébiles el teorema

mencionado de Cotlar-Bruschi. n
Comola idea esencial de este teorema se basa en la demostra —

ción que se dió en E 5 , pág. 197 J del teorema de Riesz para
operadores sublineales, bastará mostrar que esta<iemostración se
extiende a normas mixtas. Veamospues, que combinando la idea de

L 5 I con el procedimiento usado en los teoremas precedentes se
puede probar también el teorema de interpolación de Riesz, para

operadores sublineales reales:

E.ARZ. .TEDRENA(DE RIESZ para operadores sublinegles reales .

fi; h(x,y) k Tf , f = f(x,y) , es un operador sublinegl de tipo

fuerte (5,3) y de tipo fuerte (a,t) , es decir si
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lleIL f Ml|If||_ , ||Tf||;_5 M2|1r||_ (.5)
S p t q

entonces Tf _es de tino fuerte (ï‘fi) parg todo gueverifi
ca (1) y (lalt :1 e; tiene que

__ 9

II'TfII < e Mi gmg ¡mL , (5a)-\
u r

dondeesta vez c es una constïme absoluta (5 9e2) ¿adm
I

diente de 9 ( ) .

Dagostración. Pongamos,para cada er ,

_ _ cn ul 9.2

Jy - 50 x num) A (5h)

Usando las notaciones de la demostración del teorema precedente ,

tendremos:

03 u u x u u co u ul )\_ 1 1 , ,d z 1 1 1 9...
Jy —So Ay /\ D()\Ay,y), > a b SO Ay X D(XAyab,y) A

Multiplicando ambas miembros de la última igualdad por

a b , integrando respecto de-- a y b de 1 a 2 , e

indicando con cí constantes fijas, tendremos:

' .

( )En cambio, en el teorema de Marcinkiewicz, y en particular en
5.A.1., la constante c = c(G) tiende al infinito si 9 tiende
a CQI‘O O 81.1110.



c-. 2 —1 2 t -l 2 u: u I
“vt-w"- J = 5 asl da 5 b 1 db A: X13()\Ayab,y).d..\_í

(ul-sl)(t1-u1) y 1 1 1 3/ ,\

Sthl-fldb 52 81-1d 50°ul>\u1 D (y)+D ( b ur) ÉL)- <
c2 1 la a AQ!)XAyah) ‘

213-3-1 u-—e Cpu-S 'cn
c sb 1 1 db Ayl 15 A1 1 ¿1% SO aleX(y)(a,y)_g1_g +1 O a

4.4-1 u-t cou-tld 02t_ . dt
°1 1 ¿a Ayl 1; A1 Soolpxy)(o,y)-BJ- SS2+ _

C5 1a o

c u c6 1.-» ' Sl

¿AF-6150*°115<l.le>‘(y)Il > +

ul“t1
CVA cn u -t t . \. J l .ln 1 SLL.

+ "#174111 50 X (HT- MyHifi) A

,‘J.Elevando ambos miembros de echa desig alfiad a 1.2:potencia

u2/u1 e integrando cn y , obtendremos

11-2 1.1

a“ a

E2.
u u u

= __Lmfi_) l ¡J 2/1 ¿y í(M...
(ul-sl) (¿ul-ul) Y y



' vc v 0' _.',.. .' uo .Ic
—Ïoo— '

112 111-sl Ill-'81 Ll2

» Ei ul Si x ) Sl üï
040,4...) ¿{Ay III) ¡[Tfyllsllsl +

-t _ \
lll-“lu ¿Lil t _...

u1 2 [ tl l ll Yl ul ( )+ Ay ¡I )\ ¡ITf)(y)|l tl tl d; 5C
L L+

Eligiendo ahora, para cada y , la constante Ay de modo que
amhbs_sumandosdel integrando sean iguales, podremos 3 terminar

la demostración exactamente del m ismo modo como en 5.A.lm a par—

tir de la (Ba), con la diferencia que en zez de aplicar la hipo —
tesis (2) a los normas L82(Hsl) 2(H l)

la hipótesis (5) a ¡IM/“fill s s
L 2(L l)

y ademáscon la diferencia esencial que en le desigualdad final

L , ahora se aplicará

Jya t .t
My) L2(Ll)

tendremos una constante de la forma
' u /ulJ 1 2

+ )(____ - .

(191-91)(ti-ul) (tfsl) (ul-sl)

y que para tl -’.>.ul o para s1 €> ul , esta constante es del
mismoorden que;1a que acompañe a la integral del miembro izquie;

do de (50) . Luego obtendremos la misma conclusión que en 5.A.l.

pero con una constante c fija que no tiende al infinito si E
o t tienden a u , lo que prueba que vale (5a) ,

c.d.d.
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Para cada er fijo, por sm' D( ,y) no creciente en )\ ,
se deduce de

co s-l s
- . 1

S150 ,\1 no“ y) GA = (¡Im ,y)llsl)

que para todo n vale la desigualdad (ver [ J , pag. 200):

n . s l
{h(o,y)}o n : sul)X( Z&iSJ'-(i-1) 1‘ D(il\ ,30) í“1' ,\ “1:1

í||h(- y)“
’ s1

Diremos pues que h = TÍ‘ es de ivo n "cazan-Qui; (p,s) si

s l/s

L " É: ' )

Para n_= l obtenemos la definición de tipo semiilebil dado

más arriba, para n = 03 obtenemos esencialmente la definición
de tipo fuerte mixto. De le demostración de 5.A.5. y '9’.A.1. ya

está claro que este. demostración puede aplicarse a tipos n-semidg

les. Para evitar repeticiones con notaciones cansadoras enviamos

para detalles a la notade Cotlar-Bruschi, y nos limit-amos a emi:á
ciar el resultado final, que es:

5.A.__A,_,_VEGA, S_i__,e_looergdor sub; inegl h(::,y) = TÍ .,

f á f(x,y) , es simultánegzgentedeiioo n¿8¿en¿i¿c1_é‘.ij._w(5,_s)y

(q,t) , con constantes , M2 , entonces- T es de tigo fuerte-’-.
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(;,G). pgrg todg 5,5 que verifica (l) X (la) . 1,5e ti‘ge gdg n

más

-S Lml _ 1-9 o
(l-(n+1) ) ||‘Tf[|_5 c(u) ml MZ||r||__ (se)

u I'

donde S: ini"{ui-»si ; tir-ui} (i=l,2) ,1 003) solo depende;
92 5'41 É .

Si n = l , tendremos en (5e) una constante que tiende a in

finito si 3 ó t tienden a ü , es decir para n = l el teorana
3.A.4. se reduce a 3.A.l.; para n = a) , el primer factor d e

(5e) se hace uno y obtenemos una desigualdad con constante fi_

Ja, o sea para n = o) , 5.A.4. se reduce a 3.A.5. Asi pues pa

ra tipos mixtos semidébiles se puede aún unificar los teoremas

de interpolación de Riesz y Marcinkiewicz (en el triangulo infe —
rior).

_z¿g¿ La interpelación con tipos débiles mixtos o con débiles veg

toriales parece presentar dificultades muchomás serias. Usando
el procedimiento de‘3.A. vamos a dar un teorema de interpolación

para el caso de tipos débiles pero con condiciones adicionales
bastante restrictivas, aún en el triángulo inferior de los tipos.

No hemospodido establecer un teorema de interpolación para tipos
débiles vectoriales, cuestión que no vamosa considerar aqui, y

que más bien se relaciona con el problema de interpolación de pro

ductos tensoriales, tema que estudian Cotlar y Oklander. Comoya
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indicamos, por lo menos la definición Bernal de tipo débil vecto

rial parece estar desvinculada de la definición clásica (para el

caso rl = r2 ) . Usando una idea de E . Stein estableceremos una
relación entre tipo débil y tipo vectorial bajo leves condiciones

adicionales y que reduce la interpolacion con tipos débiles a la
con tipos Vectoriales. Mantendremostodas las notaciones prece 
dentes.

2.B.l. TEOREIJÍAJLSi el Operadgg_sublinecl h(x,y) = Tf , f á

= f(x y) es de tino debil mixto (5 E) con s /s >>u /u g“1 ) y _.._.... 2 1 / 2 1 9

decir si para todo A >O es

l 1 1

Si (AMA ,y) /81)82dy} “26ml IIfIL , 13:3 {-2- <6)Y p l l

x gi T es de tico débil (5,?) con t2/t1d>,u?/u1 .

1ch ‘

H)D(>\,Y) lllt2 ¿Mg 7 létQ/tláuïï/ul ’ (6a)

ggjonces T es d-'__i1.oo¿fuerte (r,ü) , suooniendqgomo siempre

gue

-1—':"’:-9+-g , %‘=-'}Q+g y O<9<1 J (la)
r p q u s t

plisl , qiStl (l)
Demostracion. Comosiempre supondremos Ilfll_ = l a Por

' T

lo dicho en 2.8.9 podemossuponer que los espacios X e Y tienen
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medida total igual a uno, de modoque las funciones acotadas se 

rán integrables y solo interesaran los puntos donde el integrando

es > 1 . Para eyitaremfusiones escribiremos DN.)(X,y) en

lugar de D>(y)(>‘,;-/)r , es decir D'\(.)()\,y) = (Tf'\(')(x,y)>>\>.
Tenemos:

¡;¡Tf¡¡_5 CSS [sw >\U1D\()(.A,y)dbj ay} u2u Y 0 X

. u /u 1/un
,1 2 1 C

*C<SY[S:X11DX(.)(I\,y)-¿%] dy} = cI+cII .

Comosuponemos medida de Y = l , 1a integral extendida a los

puntos y para_1os cuales el integrando es menor que 1, es

l = I'_ , de modoque sin perder generalidad podemossupo—r
ner que'los corchetes, en la igualdad anterior, son 3.1. para to

do y . Comoliz/ul), sz/slal podemosentonces escribir que
Siu... . S/ S/S

2324 [to ul \(,)\ dx 231_}12<I s“! SOX D (mw-í] dy \
E‘1.

--—n . 1/ S2 "'

é S: Xul °1 [Syd-9’“ 30ml) Sl) ay] 32 El}

Aplicando la hipótesis (6) ,

1122'12: °° ufsl (o) 81a)
I és Á [Mlllf ¡LJ —-——-_O p A
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u1'51
00 X') 31

=NÏ15(>\ 51 ¡Ir II_> 9-3- ,
0 p 7‘

Ïl’Ïl
u s s

Izzsnank 1 “01131 .D.
L_+r (L‘)

En virtud de (##) de 2.Bp4. , y como hemos supuesto IIfIÍ :1,

obtenemos I'S clMl IIÍII_ ,_y analogamente en forma simétriga se

prueba que IIS cZM2Hfïh , lo cue prueba la tesis .' r

jfizB.__2¿Cvorolario. Si 1‘fs2/s1 = u2/u1 , Mi se verifican
las condiciones del trigpgplo inferior (1) y (la) . entonces si

un onergdor subiinggi '11es de ti‘oo débil (5,3) y de tipo débil

(6,5) , T resulta se? de tino fuerte (5,5) .
En efecto, basta obserVar que en virtud de

1-9:———+

2 s’2

_1—e+181s:¡I-J <+¡o cll-J
lo

d2 1

la hipótesis s2/s1 = u2/u1 implica 92/s1 = u2/ul = tZ/t1 , de
modoque se verifican las hipótesis de 3.B.l.,

c.d.d.

Veamosahora que el método que usó E. Stein paraIDrobar el teorg

ma principal de su trabajo [iq J , permite también reducir el
problema de interpelación con tipos mixtos débiles Econ condicio

nes menosrestrictivas que las de 3.5.1.) al problema correspon —
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diente para tipos débiles vectoriales. Vamosa probar pues el

teorema siguiente:

lfi¿fi¿fi¿ TBOREEA.Supongamos sgtisfechgp las condiciones

827/31},By, tzztlaïi , 1g '12S2 , BSEQÏ (6h)

% =.;59 + g , % = ¿39 +-Ïl , 0 (.9 <.1 . (1)
1" p q u s T;

_Entonces todo operador sublineel _h(x,y) = If , gue eg de tino

(13,3) , dg tino débil (5,13) v de tiooié‘oil (EE), gradg tipo

débil vectorial (5,5) Dara todo (5,5) gue verifica (1); es deCir

Tf verifica:

. M IIfII-" u
vheï; IITf(-,y)llul>a}¿k(wi) 2 (6C)a

Demostración. Sea :fEIE‘ figa. Por hiwótesis tenemos que

1/81 s l/sTÍ = (‘ (MX ,) 2 25:: f , (6d){Efggíy Ay > dy) ¿HHH

{T34 “ (S (Mx >l/tl>t2 >1/t241" Ilfll (se)ïaiusDox ’\"y 6° ‘2' a

y análogamente

{Tf}_ s M3 Hfl I- (61‘)
U. I‘

Para cada m natural sea (si h ==Tf U ,



i107

—1 1/

hm(y) = (SÏ/nxul D<)\,y) cm ul , (7)

1» hty>=sup (y) = 1mm) (7a)
m éiíp nl m hm J IIul

Tenemos, por (6f), y aplicando la desigualdad de Minkovski,que

1/ “1/“2 1/111

llhmll(y)llu2Sáíï/mÍS'Y(>\D(),y) uldy] s

i1/ul cm{Hifi {SÉ/m. 9%

1¡a f fija existe una constante cf

M Ilfll' (7h)
3 5

Vamos a probar que para toc

tal que

/ . C h

Víb’; IITf(?,y)IIu1781(=Viy ; sgp l.hm(y)l>a}sai-í!) (7o)

Para ello, en primer ténnino (ver 2.B.9.) suponemos que Y =

=-áy} tiene medida uno. Más aún mediante la correspondencia

h €> h## podemos reducir el teorema al caso en que Y =.[ 0,1 J

y v es la medida de Leoesgue de [(%].] . Supongamosahora

que (7C) no es cierta, para la f dada.

Entonces para todo n natural existe un an tal que

' h uz
lzlyísupl%(Y)l>%l>(Pj—}ñ) (7d)

m an

(IEÏ = medida de Lebesgue de E).
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De (7d) sigue que íhiü /cn Sl/n , y que por tanto se puede
elegir una colección numera‘olede los en (que seguimos llamando

an ) y una sucesión Rn tal que, poniendo

En = {y ;. agp Ihm(y)l > an); ,

se verifica
u

¿h _ 2
ZIEnI=oo ,í(—Bï—-'—ÏB)(CD,Rh-'>cn (7e)
n n an

Sean riff) las funciones de Rademacher (_rn(ï) = r0(2n ï),

r0(ï> = 1 _si Oéïíá‘ , -1 si ¿45211 , ro(ï+.1)l =
= ron?) ) , Zn é [0,1] y pongamos(suponemosque [0,1]
está “cunado mod1 , o sea que es la circunferencia unitaria):

‘ a)
bugs/+7 )

Hm(y,ï) = Z: 11an ) Rn (7:?)
n=1 _

A

De (7b) y (7e) tenemos, para todo Ï es

0° R ( ) h ' ) u u 7 ‘12 u

Z ll- n rn É “WT” ¡quécthÏÏZGÏ (in) «¿MÍ (73)
n=1 an 2 u n=1 an u

Veamosque para casi todo y , y todo , vale

sup1‘1m(y,7) < c1) (7h)
m

De lo contrario, para un ï y un conjunto de medida positiva
de y-es seria



.109...

sul3Í 131Igrs?) Énty+?n)
m n an

y con más razón seria

l/u
( , CD —1 1

2: M<S >31 “kw/rn) = CD ’
n en o

para un conjunto de puntos y de medida positiva. Luego seria

1/r
R - —1 .

2'. ¿l ( /\u1 DM )(1>\,y+7;¡)dX) = cn ,
n an

o bien .
l/u

R. m 11 —1 1

¿‘2’ (50 A 1 DN,)(I\,y+7n)d/\) = (D
an 7

Eh el primer caso tendriamos

R CD -1 Ab) ' 11/
z 4-1st fl D (x,y+?n>dX>¿uns = cn ,
n O _ ’1 2

- 31

luego /
, a) u -—1 (°) S2 51 R

(S; {S A1 D Hank} dy).ï—9 = a) ,
Ya- O r1 an

que en virtud de (7e) daría

_. . - 8/31

sy X111l DX()(X,y) dk] 2 (ly = a) ..
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Pero esto es imposible puesto que, comose vió en 5.8.1., 1a

hipótesis (6d) implica que la última integral es 15<agml||r||_ .r

Asi pues, para todo 'ï- y.todo y vale (7h); ademas se tiene
(7g).

Esta es exactamente la situación que trata E. Stein en el teo

rema 1 de su trabajo citado (lo Que aqui indicamos con Hlncorres- _

ponde a TmF de dicho trabajo. Según prueba Stein, si vale (7h I,

(7g), entonces (7e) implica la existencia de una sucesión ‘25 y
de un conjunto de y-es de medida positiva para los cuales se vg

rifica lo contrario de (7h). De modoque (7e) lleva a una contra

dicción, y por tanto queda probada 1a desigualdad (7C).

Asi pues, para cada f , es finita la normadébil vectorial de

TÍ . Comoel tipo debil implica el magro, y la "norma" magra es

más débil que la normadébil vectorial, de 2,3,6. resulta que 1a

norma vectorial Tí de es í Ix-ÍII.f||_ , o sea TÍ‘ es de t;
po débil vectorial (5,3) , r

c.d.d.

Nota. Se puede probar, usando resultados.de la teoria genera].

de interpolación, que si T es de tipo débil (5,3) y (a,t) enton —

ces (bajo las condiciones (Gb?) es T de tipo débil (5,5) , de mo
do que las hipótesis de 3.E.5. pueden simplificarse. Pero no va

mos a entrar aqui en la denostración de estos hechos.
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1¿g¿ Consideremos ahora la interpolación con tipos Rasgos. Como

ya mencionamosrepetidas veces, mientras en los casos anteriores

se tenia una generalización del teorema clásico de Marcinkiewicz,

en el caso presente hace falta suponer que la hipótesis se cumple

en cuatro extremos, ademásde algunas restricciones adicionales
sobre los 5,5,s,ü , que supondremos aqui para no entrar en de —

mostraciones demasiado cansadoras.

2¿Q¿LL gg;&gy¿¿ 53g h(x,y) = Tf , f = f(x,y) un Opergd0r_

ggplipeal gue es simultanegmente de tipo magro (pl,p2) 4P (31,82),

(131,01)¿(81%) , (ql,p.2) ¿(11,82) y (qlmg) —?<t1,t2>
Es decir, T gg_de tipo negro (5,3) , dg tipo magro (E,B)_ggi_gg—

mo de tipo magro ((p1,q2);(sl,t2)) x ((q1,p2);(t1,82)) . Lgtgg—
ces T es de tipo fuerte (5,5) , donde cqgo sianpre——-—

1L=L19+ 9 %=;’:_9+'g a
r B u s t

aal“)y ademásde las hipótesis e " tri_<gulo inferior" de log teoremgs

precedentes, suponemos gue

Í2<ÏZ<Ï2
53;. u1 t:L

IU!’ u2¿u1’52 W333 '

Demostración. Comoen los teoremas precedentes-se verá que p

a pueden .elegírsesuficientemente próximos a ry I, de modo
.. #

que se verificarán tambiénlas condiciones al; r2 , tlzr2 ,
i .. # .

donde r2 , r2 son los números que se definen más adelante . Con
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las notaciones de_antes, tendremoé pues. que (con D>‘(y)(A,y-) =l/v
= D(Nb(y)) (AJ) ) :

u —1 u2/‘11 1/u2

Ilh(x,y)ll_.=IlelI scfiispl WyhxmmA] ay} +u u

u /111

+ °{5Y_[ S: X114 D)‘(y)()\;y')d,\] dygl/u2 = c il + 31.} w

Aplicando la desigualdad de ï‘ïinkowslci (1.122111) tenemos

03 u -—1 “2/111 ul/u2

ILleSe 50 1 D)(y)(>s,y)] dy] dx .

Pero >¿(DMy)()\,y))1/Sl es por hipótesis y por definición de

tipo magro, de tipo débil semimixtol (pl,p2) -?_82 asi coma de _

tipo débil (p1,q2) e» 1:2 _. lLuego, por 2.B.2., sd: .412 = EÏ s1,
52€ {52< ‘t2 ,_ /\D>‘(y)(),y). Sl es de tipo intermedio

(pl,;2) -> G2 , donde 252 es el punto cprrespondiente a {iz

(es decir si vale 1/122 = fii/p2 + 1—{3/q2 , 1/132 = (3/82 + 143m2).
Es decir:

—1 x uZSl/ul ““29’1/‘11 u1/“2
Iuléc 5m >31 [S (XDNJNAJM ->\ ¿JJ d =o - Y

uh

cn 11-5 _1 . x . 1/ «if-sl ul/u2

usoxl 1 {sYEw<y><x,y>31-M} ¿A ,

ir por lo dicho ,
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1/ "‘32 1/32

{SY[>\(D)(y)()\,y)) Sl} ay} "s ost. Ilfll ,

donde {iz = (ug/u1)sl , luego

)\ 1/v .... ..u oo u- -1 __._ pl

11450 181 [Sy(S¡Éb(y) (x,y)| dx)pld¿]r2 dxX

'13 _
2 .31

Aplicando la desigualdad de Iiinkowski (313;52) :

ui? 1 (x )1/v. 31. Ïg1 u - — —...—— _ n

I Sl SS? 500Ál Sl (S If bm (x,y)ID1dx)pl d )°1 dy ,o x

volviendo a aplicar le desigualdad de Iíiinkowski

l ( x )1/V a]; v3.Q) “'S -—- M Ip

Sy[sx( So 1 If b(y) (X,y)lsld>\)sl dx' 1 ay

D1 Ï‘z
If(.3:,y)lvb(y) -——l Ïï"

SY[ Svlf(x,y)l'p1 < SO X11 Si a ) lag 1 dy

siendo la integral finita por ser u1>sl .
'13 p p 'I"

“lg-EZL- p1+v(ul-—sl)-¿ll (ulws1)—S-—Ï
I Sete. Si Sylf(x,y)'l b(y) dij ay
si r

. = (-r1“P1)81 (l)
pl

pl+V('s'1 - r1 o o (u-s)D' l



414,
y í

r1
b(y) = < Ham) cu)

D/ r r_l .2 .2. = .2
«(ul-sl) S 91 + pl r1

r '52
( —- —-- )sr p 1

(ul-Sl) 2.62

Resulta

Ll]. O.

3‘1‘ JL‘2 r2I k IlfH,r

Análozsamente, aplicando 1a desigualdad de ï-¿inkowslda II , teg

dremos

_.

IIul = maig“: X114 D A 1/? (/\,y) (1);] dv} 2
(3’67)

u1
¿La

¡.12 ul
1"]- üfi E

Sk. SEDXï (D >‘ 1/V()x,y)) ldy]"2d>\ .
o (.————b(y))

1/i: C1P -> s

Ahora X(D x 1/v) l es de tipos débiles Í l 2 2ql (12 "7 1.72
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.L
+.‘-L

luego es de tipo intermediario qlr'g -> u2 = u2 ü- :

u cn u -t 1
II 1 S SO /\ 1 1 [Sy(>\ (D( )\ )1/V(/\ay)

U b(y5
#

P2 ro

ulïï' o) u -—t'—l q . . t

II 1 É A l l _(5 If X 1/V(.x,y)i.ldx) lay] 2d) lO ï X (Bïy7)

Aplicando la desigualdad de l'iinkowski,

t #
11.132 1 __; I“2.t 0° u —t “' q c1

II 1 4 Si SO /\1 1 ( S If 1/V(X,y)l ldx) laAJEIay 5x (Amy)

El. 5.2.
u _.t .1 t q

s [s < sw A1 1 Ir ,\ 1/V<xmlt1awax] layY x o (-—-—--)(b(y)
_#

¿ig
qq

dx] “" (ly

(41.0IH=S
q o) u —t —-l

Y[5le(x,y>l 1< 5.. x1 1 dx)
;f<x,‘y) IV<b.<y))

y e]. paréntesis es integreble pues sl ul 131 , Luego
1,9 L

u JF32 q ri"¿IF - - x..1 2
t 2 (“1459? 91+V('u1‘t1'? El"

II. 1 .51: . 5 b(y) I-( SÁIf(:c,y)| -- Ïdx) 1 ¿y .Y Ñ

. . ql
Sl ql+v(u1-—tl)-t-l- — r1 ,



s (r - q)
v :1 1 .1- (1!)

y si l
I‘ 0Kbm =<Sm1m

con 3
(r r1 _ _°) ql q l

cx =5...1 1-75" (2!)
(U1 ' tl) r.2

entonces obtenemos
u¿l #

_ tl I.2 r2II 5 k . HfII;r
Deberá pues ser:

(1) = (1!) , condición que ya vimos es consecuencia de la hir

pótesis

.1: = 8+ ll-ot , .1...= S- + ,
u s t r1 p1 q1

Además debe ser:

(2) .= (2') , es decir:

r #r
2 .(i——>t <—_m)

.—..- ._—_—...._

' 4:5 ..
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donde fl

n corr 0nd ü = El u
r2 esp - e a 2 ul 2t

# . a # = 1
r2 cor_-sponde a u2 üï u2 .

(2) equivale a

1 ... 1 1 _ 1
'-“1E = n

__1"1Ï2. qf2 _-_31¿2_.__ELÉ2_
_1_.__1__ _1__3_L_

tI ul sl u1

que equivale, por (1) a:

1 1 1 1
# "" u '

I‘11‘2 qf2 = r11'2 p11'2L-L L_L ’
QI r1 P1 I"1

¿(43- 1)(1 —1) =< 4. ——l-)<-1—-l-- ,
Flrz O‘er p1 Iv1 r11‘2 Plrz q1 I'1

1 1 1 1/ j 1 ____ 1 1 J! 1, —— —- — + — - +
# _ # 2? -- n ÉF1392 P1 r11‘2571 P'x 2101 (119251 7119311 I‘lrzfi P1 2Q]. mie

l; ( l. _ l_ ) +-%_(le._ l. ) + l. ( l;._.l_ ) 3 o ,
I-"2 P1 I'1 r2 1‘]: q1 J92 q1 p1

Sea:
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1 x ,mx 1 1-5 1 _ï 1-3
.._ : —-v+ ’ T :: _.... + .1!- , 7; ... —.—-—+- m
I'2 p2 q2 r2 P2 Q2 r2 pg Q2

ResuÏÏJa

_.. A. 1 r- W:

er<.q2—p2>+p2J'<L- H4 €<q2—p2>+p¿]<;_-1.) b“ p1 r1 ‘ r1 q1

. 1

+[o<(q2—p2)+poí (¿1*- o—-1-—-) = o
‘ZJ ql

(35105) ’Lxc-ï'a-“14+? (L —L)+o<<l-—JM] = o , si qzjfpz/ p1 I11 ' r1 ql ql pl

nero ‘
1; s

‘I 1 1 on ¡1-1- '

32( 2 . 1,.2 üï) 82(132 11.2u ) 32(t2 uz)

s2
——-—-————-—figura en los tres

(¿qu-ut) (.táu-us)
"- 1 2 l 1 ‘- 1 2 1

a.” ..... (a _ 2..) -+____..._...._.. A" L>+<t2_u2)(¿__LH)
“1 p1 r1 s1 r1 P1 q1 P1

'1 1 \__ + ..L;+ n =O
Él P. r1 s“1 rJ. q1 u1 q1 p1



L(L_.Q(_.—1'°“)+L(25+LZ_ÏÉ—L)+(É+-liÏ)(J-__L)=o
tl p1 p1 ql S1 p1 q1 q1 Sl t1 q1 -P1

.1. (¿.191 ¿Lain .143. _ 534+¿445 —534+¿(l-13+ ¿11) = 0
tl p1 Cl1 El1 p1 ql SCLcl1 pl t1 ql P1

y .

que es una identidad, lo que prueba el teorema.

HQEA. Está claro que los teoremas precedentes establecidos

para tipos débiles mixtos y magros valen también para tipos débi_
1es# y magros# , ya que las demostraciones se aplican a estos ca*

sos sin modificaciones esenciales, tomando en cuenta queïla'COL!"

rrospondenciaa h => h## es sublineal y que dichos teoremas valen

para Operadores sublineales.
El hecho que todos los teoranas precedentes valen para todo

operador sublineal, indica que los espacios correspondientes a
las normas mixtas, fuertes, débiles o semidébiles, deben ser es

pacios de Gagliardo, ya que estos espacios estén caracterizados

por la propiedad de que para ellos vale el teorema de interpola —
ción con operadores quasi-lineales. Se presenta pues el problema

de determinar los funcionales F de la teoria de Gagliardo que

corresponden a las normas que hemos considerado aQui.
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CÏTÜALÜRES CLASICOS

En este parágrafo daremos algunos ejemplos sencillos de lo no

ción de tipo semidébil c negro y aplicaremos los teorewos de in —

tarpolación presa-entes para extender e normasmixtas el teorema

de Hardy-Littlewcod-Paley y algunas.br0piedsdes de operadores p0
tenci les. 51 resultroo “fisico ae este parágrafo es el gue d nos

d.en-4.g., probanóo que el eoreua ya mencioncdo ñe Stein-sabenko

se extiende a tipos lébiles y normas mixt:s. ¿n efecto, la lemos_
tración original de Stein no se ¿pliss al ceso de tinc débil y bg

nce falta una Hodixiclcion esencial en sus razonamientos; damos
l
o'.además ctre deucstración muysimple que geruit: generali ar =(.

teorema a normas mixtas. Aqui nos limitcremos g esbozar las iceas

y a los casos más difiplGS, espersnóo ¿sr más detalles en el trato

jo que publicareJos en col horación con H. “otlar.

4.A, ;¿;g¿¿g¿¿¿_ggagg¿¿¿¿g¿¿gggggi ¿E ejemplo m‘3 sencillo de

le noción de tipo Sdhidébil; déiil c xa¿ro, se uresen+3 al terar

lo que podrinwos llamar Oper flores a “cerco t
como en es g = x Y = v f K H V m w Go" n

... - \. 4 , v , \1 a , ¿1' . Us.) _/

res de espacios, T1 un operaïor ¿we nace corresponfier e ciertas
’ ' ' ' ' ” ." 'I < - ' k" ," . .'. . ..- r'. fl ,_ .' '.l __.fun21oues fxx, de lo va11aoue ::€.L una ¿UHJLÓD l I m gíz, uq

ul

==CTIÍ'JM) ds la moria‘cle 2611 , TE un og)cr..;‘ícr que hace



“1:22...

\ 1 n. . r.
T23?'- ¿un ' 1';sz JU?) deLlnlda e“; El . oi 15.,3 es fun

dafiue un: funcidn f(::,‘¿

1?.chque jo'fiun-s aplicar a fl, al opar‘udor T2 . ar:—
tosr'zce: 1:1 notaci'm:

1 r L r " , .m — -F‘ ¡ ' ‘. —- ¡ . -_—".’. . ‘ ... r o ' ( ., ‘.. / \¿nf '_ J .' " L \-C’. l 3 "‘ L [‘01J \_“_,VII K]I.¿x .x
P
' n n \ n . ._

'oues L Tgxíxr) ](w) = g(x,w) = ¡[1‘01 ](;:,W¡ es Iusacmn cet. l...

'- - '- - ,. . .." ’ .r.-.'. ... . .. .t n(3:,w) G ¿{X111 ceda \.- ¿"2.30 gkx,w, deL-¿e uqe {meu 1
\l , —- ’-, ‘ . w. -'..'—'. . -« xgwxz.)*-15K-.,w;Ge 1.. .: , a la Cual fi) L ':J ¡4. ( H CI)H

0;")er'a-1‘sor T1 , resultan'ïo mv. función Tlgw -—-L 131w
\ -. . - . . . U. __ N ‘ . .. .h(z,v.',í de ¿ns var:.ab.’.es 2,17 . ;..BCl".1-.3.._‘:3-‘-1.-b

1'1 (z,w) = Tl'I'gf = [T.Tr¿f](z,vú = {21(

—""Ï" "az-n 4 7‘ 1.'_ 'J._..""! __ ñ
y T — ¿ _,¿ sa Lugar“ e]. o__,c1..c.or le-..". C0 de ¿l y -2 ,

-\_-. . ,.. .1 , . 2| .., _. .: . .. .
“¿con o que 12 es y. _r¿:._.e__g_¿t¿_1__q_¿guy, su ornato. un; co. _s_

tun.ch ¿un c , t 1 qu: (3.-.3:10.40 w se verifmaz

! .

, á c¡ ,. ¡(u-3', (113:.
X - ¿Él/X .

Un ejez-xplo dqun tal‘bpelxgé‘uir T2 :7 c.:':r;ïctenr"g-
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porciomm los operadores de 003.1volución

T2? = W145: = Sfin (PQ!) 12(w-y) (13.7 ,
15

espaciocualquiera), (lc)
iwaldafi de l'iin n
._ ¿_-)\..

si Y=En 31311230 , (X
pues ez}este caso se tiene, en virtud de le des

kowski, que .

1/_

{SKI[Tgf](x,w)lpdh} D= ( Sn Í‘(::,;y)k(w—y)dyl é

55 law-:1) lifíx,y>ll 6C!=[T»,(l|1°(x,')ll /v]<w> .41 DH“): ‘- p “h, /

zmparticular, el Operador de convolución (1,0) es a caracter

positivo si K = En y si al“): ='
te se ve que son a caracter positivo los operadores

1 1- qIll dx es una meolda ponuerada.
"1 .. . ..Aná_-.o¿,m-3n

pot enoia]. es

,, W (y) dv

[nbmw](w)= , 0(U<n (1d)

o , Si 6:1‘71‘5'32n = t. ,t se tiene que (siPor ej angulo para

f = Í'(X,y)7,0) :

Ti; ' - e TI
| t- ,2 1‘ | l ¡(1,11321 f | (le)

f(}:,y) dx dy
11-: ' re w)! = ss-—-—---ï,.-««--«---— '-_——--

5:2 ’ (Iz—xl“+lw-ylz)(2 V2



S dx ,_____ [ f( x,;z:)_d.L ]1 1- 1 1- "0,2Izexl Iw-yl

en virtud de Je desigualdad evidente

Y 2-(51":62)1-27 1- -’*"-’*‘*“
a 1 b 2 ¿É (32 + b2) 2

Por tanto se tiene la siguiente propiedad (observada por Du

Plesis): el operador HK 2 está domingdopor el ooerador itera
_ 1

do H 1 H a caracter :oositivo. y a los efectos de deter""" El, 6291 . ’

minar "propiedades de tipo de EEESZ , podemos remplazar }{.6,2
por el operador iterado, es decir podemosconsiderar que los

HK 2 (y más generakqente con n>1 ) son iteracionesi
H 3',n

de operadores a carácter positivo.

El lema siguiente permite dar ejemplos sencillos de tipos deb;

les o mag-ros.

M4; se; T = T__’l‘2= Tl'l‘zf , f = f(x,y) , lágc} T2
“¿agota positivo. g) Si T1 es de tino débil (ordinario)
(131,81) x T2 de tipo debí}: (132,52) , eniqlgi 'I' = T1T2

ggjglqrjgggïg (5,3) , es decir de tipo (131,132)-v(s»l,82).

p) Si ‘I'1 es de tipo debí; (¿91,31) y_ T2 de tipo fuerte (p )2'82

entonces T = T1702 es de ti'!)0__S_¿3¿TA_ZÍ._Éi_Qp_Q¡(¿3,73) . c) Si... T1 gs

de tigo fuerte (131,81) X T2 de tino__d.ébil (p2,s?_) wonces T =

= T1T2 ïde tino débil vectorial (5,3) .
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Demostrgció . a) Si h('Z,W) =LT1T2f]-(Z;W) .o f 5 fixiï) ,

y si T1 es de tipo debil (p1,S-_L), entonces, r-l Virtud del ca 
rácter positivo de T2 ,

>\D()\,w)1/815 M1;'|T2f(x,w>|¡pl 5 c M]lLT2(I lfl lpl) ](w)l (1Í‘)

Si T2 es de tipo débil (p2,s,' entonces

- 1/51 ‘xi‘fediC-¿HQV’ T ( 1° )(w) 7_Q_ï<
medida de {w;>\DO\,w). >-’1\ 1 ’l 2 ll “pl I cml x

Hmfllplmpz ¡92
(cM a

L1 d >31 = b , esta desigualdad se escribeaman r

M2IlflI- s2
mkmws<c%—¿mï2) ,

o sea n“

' 1/31 1/82 '
Ab D (Mb) s cía-‘Ílï‘rïzlIfl IV_

p

que es la ‘definiciór- de tipo negro de h_= T1T2f .

b) Si T2 es de tipo fuerte (p2,s2) , entonces de (lf) se tie
ne

' 1/31
Ilhll. Q’Hsup D(/\w) H «¿CEFHTHIÍIL H

Lszüflsl)‘ ,\ ’ s2 11 2 p1

Q82‘
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fcM M || (Ilfll )v l =cM m If,12 pllp2 12! H5

que es la definimón de tipo semidébil de h = TlTZÍ' .

c) Si T1 es de tipo fuerte, y T2 de tipo débil, entonces

IMHü=HggHüíafl%fibláme%HHH%ÜWH ,

. , . . \
—.-d dk - h >Á < d'dc r..- T o -- ’._. ¿
mo 1 a{w,,ll “Sl }\ me 1 "¡{V,I2(|lf|Ip1)( )I>a¿l} w...

M ll(Ïl'|fll )ll. s2 p p 2
5*(0M1 l 2) ,

IlhllS2 sl €ci‘cílfflzllfll_. ,
M (L ) 

que es la definición de tipo débil vectorial,
Cod-cdo

_A,.=./-\.2,lCorolzzrio. Ü: 751+ 272 entonces el 0'n'eracï,‘=.or ?I '
r745,2.

_ Huanf , considerado gue Í‘ = Í‘(::,y) _,

XGB l , yeEn2 , Enlx = En ) es ÓQItlDOmagno (1,1) ->
(1/(1—z>'1) , 1/(1-- 2) , gg tipo ,o.am;cï.éb-z.1(1,p2)+(1/(1->61)',s2).

g; 1/p2 - 1/s? = ‘52 < l/p,2 < 1 , y ¿e tino débil vectorial

(131,1) —>(51,1/(1— 2 g; 1/p1 - 1/‘s1 = 251< 1/p1< 1 . gp,
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' . ' "i na un ej 2,10 e c‘eparticular el Operador Ilzí,2 nrop01c o eno en qut u
yerifican las hipótesis de 3.C.l.. pues e; de tipo negro en las 4
puntas

(1,1) -.> (vel-¿1) , 1/11-1‘72) , (p1,p12)o (51,32) ,

(1,132) —>(1/(1—‘5‘1) , s2) , (131,1) -=> (s1,1/(1-?ï2)

En efecto, esto es consecuencia inmediata dellema anterior,del

hecho de que IH.¿;2fI ¿SIILCE-ILíéfl y de las prOpiedades de
tipo débil de los operadores potencisles.

Másgeneralmente, usando el teorema de Cotlar-Ortiz [fi] so
bre la continuidad debil ponderada (es decir con medidasm

Ix|a dx Y de los operadores potenciales, se extiende el corola —

rio precedente a tipos débiles o magros respecto de medidas pende

radas, así comoa los operadores

7€.Hzr, n/m = restricc1ón de H _,nf a un subespac1o EmCZEn ,

Novamosa entrar a detallar estas variantes y tan solo enun
ciaremos explícitamente el siguiente caso particular (cuandolas
medidas sm xadx , dx ) que nos será especialmente 'útil más
adelante.

312A.'5. conopmlo. Si el operador ’13,1-5.f es á definido por laA ,f

fórmula

[Tn Mm): 1 H f(w)=—¿;;_ , <2)
A Ef ’n o En

le ¡WI
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entonces}:

a)‘. TLK es de. ti'oc'u (p,p) ggra todo l<p<CD , Lie tipo (léb__i_J_._

(1,1) , ( < 1/p <1) .

b) Tn;8. es de tigo (13,5) gore. todo 1.<-_5 (cp bajo 1g con_g1_i_c_j;c_3_1_'1

l/pi > zïi , 23136 , 13= (p3_,...,p-n) .

c) Pg]: ejemplq T235 (o más gggeralmente 'I'nrknzfly es de tino

magro (1,1) -p- (1,1) ,Ide 1:32:00sergidébil (1,p) -> (1,p) y de

tivo débil vectorial ('p,1) -—>(p,1) si 1<p<CD a

Comovamos a usar este corolario, y comoen este ceso particu

lar se puede dar una demostración muysencilla daremos una demos
-. . . . w

tra01ón dlrecta sm I'eCUI'I'lI'a [6 J :

Dggostrgcíón direct; de 4.A¿5. Las partes b y c son consecueg

cias inmediatas de la parte a), del hecho que Hbin es un opera

dor iterado a carácter positivo (luego también Tnhs ) y del le
ma precedente. Por}tanto nos limitaremos a indicar brevemente la

demostraoión de a), usando el hecho clásico de queLH es de
tipo (p,s) con 1/p - l/s = €41/p <1 3 Como sabe [5] ,

para probar que 21,2; es de tipo débil (p,p) basta probar que
para un Q<p y para todo conjunto A.de medida finita se verif_i_

ca
1/q

{SAl'T1;b,f('w)-quw)zl/q:{5 [Hí'lfiwnq .4... cm} S
. A ’ ¡wlftïq .

1/q —-I/p
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Esta desigualdad es inmediata si el conjunto A es una esfera ,

es decir si A es un segmento (-a,a) , [A] =1nedidade Le -—

besgue de A- = 23 , porque aplicando Holder con s/q , s/(S-Q)
tendremos

1/q
. q

{5 IH 1f(w)[.-—-¿L—7— dw}A 6’ lelíq

_=°>_ sug
< T‘ r S 1/8 1 S-q sq

‘ {SAllíñ’1f(\J)l dw} SA(——--—II_6q) dw} Sw

- __gs + 1 a 2:97 s_q
5 c [II1_6,1fl[Sálíx li}

De q<p y de 1/p -—1/3 = K< 1/p< 1 se deduce que

ÉQ<s yque wm+l>0 ..
P S " Ci

Por tanto 1a_desie:-.o_ldadpreceden-te pruebe (23) para el caso

en que A = (-a,a) .

El caso general se reduce fácilmente este observando que

1/lx) q es no-creciente y que por tanto su. Lutegral extendida a

un conjunto A de medida ¿a es menor o igual que la integral ex_

tendida al intervalo (-a,a> ,
Cid-Cd.
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¿El QEMDORÉS Himnos DE HTTB'íQT-d. Consideremos ahora el operg

dor iterado Hf = Hlï'ízf , f = f(x,;y) , donde H1 = H2.= Opera,

dor de Hilbert, ordinario o n- dL-¿ensioneL Para no tener que eg;

trar en detalles ("gorrosos consideremos c-. ceso en que f está

definida en un dominio acotado, es decir cuando 3312€es esencigl

mente la función conjugade de Í' . Asi pues, si (pm) está de

finida en En pondremos

chp = Hggo = 5 k(z.-x) Wu) dx , (5)
lxlC-A

-n
donde k(x) es un núcleo de Calderon-zafgmmd ( k(¡:x) =. c k(x),

k(x)dx = O.) , y la integral (3) se entiende (comovaloráxl=1
principal. Si n = l , tendremos. que \

= ds: (3a)zwx

Eilpondremospues que Í'(X,y) está definido en <1 ,

Iyl <1 , de modoque la norma Ilf] [_ se entiende extendidaa

este conjunto acotado. Ahora el operador iterndo = Iílï-ïzf
(es decir la integral doble de Hilbert) no es'más a carácter posj,

tivo, pues el núcleo k en (3) es esencieLnente no positivo, de
modo que aQui no es aplicable el lema 4.A.l. Pero usando un teo

rene. de Benedek-Calderón-lï'anzonees fácil establecer la siguiente

propiedad del operador doble H1" = Iílfizf .



-151

4.13.1. PROBOSICION. si H1 , H2 son definid_o_g por (5) o (3a)'y

Hf(z,w) = [Hll-IZÍ‘ :J'(z,w)‘- , entonces: a) Hf =_H1H2f es de tipo

fuerte (p,p) —>(s,p)_' s_i 1<s5p<co ; pl Hf es de tigo gua

gro (p,1) “s- (1,1) , es decir H es continuo de Ll(L-D) e.

Í‘Iïlfix'll), , 1<p<o> ; gl Hf es de tino débil VQOtOI‘ial

(p,l) -=> (9,1) , es decir continuo de Ll(Lp') -‘> P.'Il(_Lp) ; d}

Hf es de tito semidebil (p,p) a> (1,13.) , es decir LP(L.P)a,
1

LPGA“) , 1<p <oo .

Demostracgfig. Para simplificar supondremos .n = l ; como es

suficiente considerar el caso de funciones f(:c,y) elementales.
f.

( f -_-=z ciJ- SáiCx) {1333/} , donde Ai,BJ- son intervalos acota
dos), podemos considerar a f(\x,y) = fy(x) comouna función ele,_
mental" vectorial .Í-'(y) que a cada y le hace corresponder el
3 . - = - Pelemento I‘y fy(x) CL .

Sea TÏ' el operador que le hace corresponder, a cada tal
I‘Px,y)‘ = Ï‘(y) , 1a función vectorial EW) con valores en Ll

definida por

TÏ‘ = ¿(m- = gw(x) = [Iïzf(X,-) ]í(w) (ab)

( = Z cij PAJX) H2 WB¿(xv)I) . Para cada y , sea k(y) el op};
rador que actúa de Lp (0,1) en L1 (.O,1)_ y tal que si (fix) =

= GLp(O,l) entonces k(y) 1? = 3%;Wbc) _. Evidentemente la

norma de este operador es II_k(y)II s I/y . Entonces (313) se
escribe (en caso n = l )
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_ _. 1 

TÍ' = ¿(v0 = SO k(w-y) fly) dy 5 (5C)

y por lo dicho soL.-e la norma del Operador k , se verifica evi_
dentement e la Condición

. _. __ ‘ < _’

Iá|>4lylll1dw y) km)“. dw se? (3d)

Si 1<p <0) , tenemos que

HTÏ‘H = IIÉII = High: wm = II 'IP f(x dexIl "x

A A
_ ' T / - ' f

SO¡“acumula/1., ax ¿o 50 ¡Huang/3, dk í

<0 ,f = c f = c ‘ '7
._, ll Ilp,p ll ¡[LPM II (ymp oe)

De (30) , (3d) y (Be) , sigue que se verifican las hipótesis

del Teorema 2 de Benedek-Calderón-¿Panzone 2'] , y de dicho teo__

rema resulta que 4' es de tipo débil (1,1) , o sea que

_ x e “ml . (51‘)I‘wmgwm >aw í——————=clffll =cllfll
l L1 J a psl L1(LP)

Por ser _de tipo débil, tenemos que, si h(.z,w) =

= [1-11('H2f)](z,w) , (“e

>\D('>\)w) é Ml I I‘H2f(yaw)lIl/x = Mll lLl (38)
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De (5g) y (3f) sigue que

_ Ilfll

¡{W ; XD()\,W) >ag S c1 2'11 _..._P..a.1. ,a

o sea, llamando a/ ,\ = b ,

llfll
>43

D4}:D(,\,b) í c1 M1

que es la definición de tipo magro (p,1) -'> (1,1) ..

Hemospues probado la parte b) de latesis.

Del hecho que H1 es de tipo (p,p) , y de (Be) sigue análo
gamen'tela parte c) de la tesis.

_De (3g) y (Bb) sigue, teniendo en cuenta que 2-12 es de tipo

(13,13) , que

I [Slip A D( X,w)l lp í Mll IHQfI[LPCL1) ÉHHQÍ'WHV) I Íp/w , l/x í

JÏ' «r < fi los M1c ¡Mm/“Im , yx x La° “¿HM '

lo que prpeba 1a parte <3). .

Comoel operador doble es de tipo (p1,pl) -—>(p1,p1) (es de

cir de tipo (pl,pl) común para todo 1<p1(co , y comopor

d) es de tipo semidé‘oii (p2,p2) a; (1¿_p2) , usando el teorema(')
c.d.d.

de interpolación 3.A..1. resulto la parte a) de la tesis

t" I 'o o(')‘ por falta de espac1o, ver pié de la prúx1mapágina.
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Usando los teorenas de Benedek—CalderónuPanzonese puede dar

diversas.variantes de 4.3.1., conbinándolas con los teorcnas,de
Hnterpolación del e 3 . Pero comoestos últimos han de ser per —

feccionedos aún, no insistirenos más en estas cuestiones, limitan

donos a indicar la posibilidad de obtener tipos negros para los

Operadores dobles de Hilbert, para los cuales, comoya se mencio

no, no vale el tipo débil ordinario.

4.0: OPERADORDE FOUR-“l. (egtgrsión del teorema de Hardy-Little—
- 'D CIwooo-Palez a L-(L‘)),

A A

Sean TJ}? = ‘P y T24}: W las trans-¿br- 136.513de Fourier en

las variables x,y respectiVumente, es decir que actúan en los

espacios euclideos El = y E2 ={yÏl respectivamente. Si
f(x,y) está definida en Eh>(E2= {(z,y)} , el operador de Fou

A

' es igual al operador iterndo T1 = TlTEf . Tampo"J H (D"J eF)
l

¡_.

C0 aqui es T2 a carácter positivo, y no podewos aplicar el lema
4.A.1. Pero usando el teore m de interoolución 2.3.1. se puede

der extensiones de los teoremss del tipo de Hsrdy-Littlewood-Puley

7 Pitt a normas mixtas. Indicaremos aqui el teorema más sünple

(')Eh el ceso particular colsiderado, le'parte a) puede probarse
directamente sin recurrir a interpoleción. Comomencionamosen
el S 3 , ls demostración de Cotlur para el triángulo suporior,del
teorema de Hercinkiewicz, permite xtender el_teorems 3.A.l. su 
prinúento la hipótesis s 2,5 , y de este modoextender la parte
a) de 4.B.1. al caso general.
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de este tipo:

4,0,1. PRQPOSICION.i Seg f(x,y) definida en El E2 =. (x,:/) ,n .
(Ei 3 E 1 , E2 = E ), x sea TF = f = Tngf la transformada de
Fourier de f . Entonces se tienen las dos desiflualdades siguien

tes gue gara p = q se reducen g lgs desigualdades clásicas de Har

dy- Littlewood.

\.. P nl(p--2) Q/p n2(q—2) 1/q
a) [S n<Sn1|T1T2f<x,y)I ¡xl ax) Iyl ay}E2 B

4 1:\ * a
si 1<qíp52 . '
b

) n < S JJ p nl(p_.2)1 ]Q/_D ln2(q_2) 1/C1IIi: ¿xq_ k{ nz [531Mqu x 0x ly dll}I.
B

si 2ép5q<m 
nl

Demostración. Para fijar ideas ponganos El = E = E2 —s =
= rn-‘ a

a) Aplicando el teorema clásico de Earfiy-Littlewood en la variable
x tendremos

1

p n(‘p-2) q/p n(q—2) JJq ¿
le dx] IyI ay} lSE [su lT1T2f(X;y)I2 al

q . l/q
[SE (I ITg-r x,y)l ¡zo/X) lyln(C-“2)dy1

2

TConsideremos ahora el operador n.:
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n .Í'(ÏC,LY)"> ’
y la medida

Zn

GM = dfly = dy/lyl 

Vamos a probar que H es de tipo débil seni-mixto (p,1) —)>l

con medida d/4t= dy/Iylzn y que H es de tipo ordinario

(p,p) —E>p con medida d/p(= dy/Iyl2n .
. n fi ‘

Enlrefecto, Sl yE’EA ={y; IyI IIT21|lp/x(ü)>)} ,

entonces, comoT2 es de tipo (1,0)) , y aplicando la<3esigualóad
de Minkowski, se tendrá

n I’l
< T f ' r .‘

A Iyl Il Il 2 ¡Ip/Ku) ¡Im/yan II“1‘21”!roo/¿,IID/x

n n < n n n n
su! Il llxlll/yHD/Xxlyl ll lellp/xlll/y —¡y! “mp,1

Por tanto

oo c135 n-—1 ¡IfllQ 1lyl =
bli-T

(E) k5 _
¡LL ’\ (A/Hfllplï-Vr ¡“211

10 quesmuestra que H. es de tipo débil (p,1) ¿7-1 (respecto

de €¡4E)l.
Además como

1/pn p -2n

( SD(IIT2f(xyy)IID/lel ) Iyl dy) =
¡2 _
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.\ (r . I. i l ' y. a

n(p-2) 1/p
W] e.

p;

[_SEISE2IT2fI ¡y!

p _1/p

SGHgJfimwrsmy = “sum .

es H de tipo í(p,p) -> p *. Aplicando el teorema 2.13.35.elche

rador H , que es de tipo (p,p) o p y de :tipodébil‘ (p,1) url,
(')

resulta que H es de tipo (p,q) a» q para 1<qíp , es‘dg

, q n(.q-2) - 1/q
. . ._ h.[gángfiswnwglw si ¿ausgfl <3)

De la primera desigualdad escrita resulta entonces la tesis a).

b) Usando el hecho probado por Benedek-Panzone de qUe el dual
# ;- '

de LP(Lq) es el Lp (Lq) , la parte b) se deduce de la u)

porun conocidoprocedimiento de dualidad (ver por ejemplo [5]).

(“Como lap ., no se realizan aqui estrictamente todas las hipg
tesis de 2.8.1., pero examinando la dcr.;ostración se ve que en 91-. t
caso presente donde los tipos son (p,p) ->.>p y (p,1) -v>1 .'
También aqui bastaría con el lema l de Renedek-Caldcrón-1?auzone ,
que comoya hemos visto es un caso particular de 2.E3.1. Estas
precauciones son innecesarias en ceso de series de Fourier, cuan
do el intervalo (0,2TT;)tiene medida finita.



.138

4.D . orrmmomss POTENCIALBS. Sea 1;“ = En_mX-Em , fgx,y) y

k(x,y) funciones definidas m En , xeu’n'm , ycfÉn , y comas;
deremos el operador de convolución

h(x,y) = h#k = S S k(x-s , yrt)‘ f(.s,t) dsdt (4)
É“ Ibn-H1

h(x,y) está definida. en En y podemos considerar las normas mix ¡

tas I'Ih(x,Y)ïllp/X , q/x s Para x'= O 5 hlïy) =. 1'15(x',y"')__es

ft'ü‘oión de ¿re-Bm , y usaremos la notacibn Ilhl(y)l ICl para ig
d'icar la norma de h1(y) respecto .de la medida m-dimensional de

Em ._ Sea Tlg = :1; hla transformacion de Fourier en En-m , T2

la transfomaCiÓn de Fourier en _, modoque T = T1T2 es

1a transformacion de Fourier en _En. .

Supongamosque el núcleo k(x,y) (¡erifica la condición si 
ente

r . ‘. I I”. " .l I' . c
Tk ] (u,v) = IicCu,v)| 4.. ‘ , (4a)

l ' N uu12+nvfim 6/2

l

L.

r

= [T2k(Ïx,-)J(v) . ¿ _ ,
Probaremos ahora el lema siguiente, que para'...'p. = q fué probg

donde , VéEm ,l Tlc_.=."T1?ék'í,"_L.T2k](.x,v)3

do por Cotlar y Parzone Í: '._.

4.D.1. LENA. oíó<n_ ,- ‘p'= 2n/(b'1+n) ,_ q= l ‘
= 2n/(‘62+n),', 751+3'2= 75 , 1 si lsp, qí2. , entonces
(si 1/5" + l/p = 1 )
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1I-Ith,y>ll 4,; 4,; ¡mt-kilo.- # ¿e 11mm .p' ,8 yq 

b Si oK'zs<n_, m<n<m+2 , u+2m=m+zï ,ysi
1Íq<p52 , entonces

||.h1(y)llq_# = llat‘-+'r-1c(0,y)lLqi;scïllfllp,q .

De‘nostración. Siendo la demostración de la parte a) del todo

análoga, y más simple, la de b)Ï', nos limitar'emos a la demostra

ción de b) y omitiremos otros detalles que se tratan del mismo

modo que en el ceso p = q y que pueden verse en [.5 .

Tenemos (Ver f J) que

|l:T:2hl(V)l = l-SEn Tzfcxavmzm'xfi'mxlf 5"»-a;.¡"'"'11

\< “TQÍ(X1V)“b/x.llT2k(Hx,v)|[ #/ (4h)‘ P. rx.

Por el teorema ie Haussdorflf-Young;_yusando la hipótesis, tell.
dre'nos

r __ rr:_ - I. l
IIT2Lx,o)| [If/XS II'Ll'IÏZkf1pm...

\ 41/?
> . _ . _ 4

¡ari-m (I;u-|2+|'VÍÍ2)Y/¿
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-- 1/13 n-mn-m-b/p ' '
= d“! - P

= c ¡VL _———————.———\í. , (4C)

ya que de las hipótesis se deduce

.- ,21: 2m(¿mi? ,
nHrÚ g + —- x . . -q «.2 ,

P’ q q

luego

LEE = m+'c.' --% m <‘tí' , n-m-‘gf'pv ‘>O ,
p' Q

y la integral es finita. Luegode (4h) resulta

n-m- "KD

IT2h1CV)I EEc1 IIT2(X,v)le/x lvl P

Como ((n-m)uñíp)q = np(qr2) , tendremos
l

q

I Ih1(íyH l-q# Ízl |T2tnll [q í clíímu ¡T2(x,v)¡ INK) ¡V' p ¿VJHz

q. ¡nm-2). 1m
= c1 [ig-nm“ ¡T2(}:,v)l Ip/x) I.VI: dv] (4e)

Cono q<\2 (por lo ya visto), de la desigualdad Qñh) de 4.C.l.

(que equivale allteorema generalizado de Hardnyittlewoad) resul

ta que, la última integral es giásllfllp,q ,
'c.d.d.
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“La: W. ¿Sig Him/fin f , fa 'J_E‘(x,;,r), el ogerador
' - v - ‘ .o ' Jn "'- ¡‘n - . .

hñ’no? - hF..,J) rootringldo a L g L , gs decir Hkan/mí“

-_-.h(‘0,y) . mtonogg HTFRVm e de ti o i-mi o (131,112)9
-> e SMAÍEQQ

_l_. 411.; .—.“gun

pl. n-Ine n-m ( ).\ .4fLua; “Si;
D2 n S n

con . '
L>I, ,;_..>__.._n¿, “Malawi;
pa nc pl n- m

Dgnosjragión. Como Heó,n tiene 1a forma h(\x,,y)'== fitk con’

un núcleo k que verifica (.4a), resulta de b)_de1 lema I'.D.l. ,

que h1('y) = h(Cï-,y)= IIK’n/mf es del tipo (p,q) wq# donde
qí py y

9- 4623 = _m+1‘6. .'.. Ein = "(f-m 64g)
P q P .q

1-"

Por un teoremá de Gotlar-—Pz_anzone' 5 este operador es de tipo

débil (1,1) -+m/(n-‘6)x . _ (4h)

Comolos puntoex (É {L5} y '(% , estúl'l amboe en el seg 
meoto de los tipos. dado por Ila segunda'ecuaoion (4f), y comopor

(4g) los pu'ntos (l/p ,l 1/q#) y (1/1 ':_,:(1i-B')./m).están situados

en el segmento .dado por lá. primera Ï'eouaoionI(¿f),' aplicando el

teorema de interpolaci‘ón 2.3.1., rosultá que ¿Í-Ióan/m es de tipo
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(pl,p2) ar s dondelos puntos (l/p2 , 1/5) y (I/pl , l/s} es
tán situados respectivamente sobre los mismos segmentos,

Cododo

NOA. Nooshemos limitado con dar el teorema más simple sobre

tipos mixtos de operadores potenciales que se deducen de los re 

sultados anteriores. Presentando EP a_su Vez comoun producto
m

Em1 E 2 = Em y usando el Corolario 4.A.2. y los teoremas de in

terpolación mas fuertes del parágrafo 3, se obtienen una serie de

teoremas referentes a tipos fuertes y débiles mixtos de los Opera
dores potenciales H , H y sus iteraciones, que nozï,n
entraremos a detallar aqui.

"can/m

Solo observaremos que para p1_= p2 el teorema precedente se
reduce al teorema de Sobolev-Ilin, y que usando a) de 4.D.1. en

vez de b) , se obtiene 1a generalización que Benedek y Panzone dig

ron al teorema de Hardthittlewood—Sobolev (caso n = m ). Del

mismo modose puede extender a tipos-mixtos ponderados Ia genera

lizaciónidel_teorema de Sobolev—Ilin-dadapor Cotlar y Ortiz. Ei

nalmente 4.D.2, puede aplicarse a los llamados potenciales genera
lizados de Cotlar-Panzone. ¡'.

4.13. mag ¿"SON DEL TEORHVIA_D13_¿¿3'rBII-¡—BAJÏ:KHJKO"

Los operadores n-dimensionales de Hilbert son caso particular
de las integrales singulares de la forma
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I Tf I(x) = v.p. H(Xx'v f(') (5)
SEn lx—.‘¡|n y dy

donde H(x,y) es homogéneade grado cero en la variable y .

Calderón y Zygmundhan probado q ue (bajo ciertas condiciones m1

nímas sobre H(x,y) q ue no vamos a especificar) el operador sig

gular (5) es de tipo (p,p) para todo 1_<;)<kn , es decir

IITÍ‘I ID SA IIÍ'I Ip , conde las normas se toman respecto de 1a

medida dx de Lebesgue. Babenko mostró que en ei caso de la

transformadñi de Hilbert ordinaria, 1-diminsiona1, esta desigual

dad valia aún con medidas ponderadas lefiox . Conun artificio

ingenioso, E. Stein muestra (en su articulo "Note on Singular

Integrals", Proc. A.M. Socc 1957) que el teorema de Babenko vale

para el caso general (5). Másprecisamente, se tiene el siguien
te teorema z

TEOREHAA (de Stein). Si el ooeraoor TÍ definido por Li) ve 

_I¿i_fica1a desigualdad IITfIIDí Ap]lfllp , l<p (u) , x si
lH(x,y)|fEl3 , entonces Tegtgfibien de tino Donderado (p,p) , es
decir

mmm leï’u 5A ||f(x) m?“ (Ba)
p pifi p

para

1<D<co yoara ——<@<%r; (%-¿+;=1) (5h)
p P

Más aún, Stein muestra que el teorema A es una consecuencia
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fácil de este otro teorema B:

(deStein). gg K(x,:-,r)gl núcleo

’ 1 —( Pl
K(x,y) = n—_—_llL-.. (se)

n
l'xeyl

y sea U f el operador

Uf (x) I 5 _K(x,y) Í'Cy) óy (56)
En

9mm, bajo lgs condiciones Sáb}, Uf es de 1:in (.p,p) f,

II¿UfIïIp:3 ¿I Ifll'p .

LOS razonamierltos de Stein no se apldcan al caso p =-JL (con

el tipo débil (1,1)) ni a normas mix-bas. Vamosa dar a continua

cion una extension de los teoremas A y B para el tipo débil (1,1);

luego daremos una demostracion simplificada de los teoremas A y B

basada en una nueva idea y que permite extenderlos al oaso de no;
mas ponderadas y obtener otras variantes de los mismos.

4.13.1, TEOREMA.B1 teorema B vgle og "g p = 1 y tino débil; es

decir, si

-—n< (5 <0 , (59)

Entonces existe un s<1 tal oue para todo conjunto X CZEn dg ¡

1 desigualdad "de Ko‘ norrorov" :medidafinita sgverií‘io
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1/s 1/ wlï
(s‘iUflxHïsdx); SMIXI S ¡[ml , (e)

¡

'íïf es el ooergdor 05(1sz IXIÏ1a medida de Lebesmle de X .

Qemoetrggigrl. Vamosagprobar que 1a desigualdad (6) se Verif;

ca-pera todo Queverifica (5e) y para todo s que verifica

4 s < 1 , (6a)¿1 - 1
n

do modo que

_1 4E_.::_l_:_.I‘-.É< o (63')
s

{r :_ , - ' l _ 'r. °“ac-¿onde ¡yl/¡xr — se ve que el núcleo .>. presenta smgg

laridados para los tres valores ,\= O , >\= l , /\= OD . Se
lo divide pues en tres núcleos

K(L}:,y;) ='-Kl(x,y)‘ 4+K2(x,y) + K5(x,y) ,

I<É(x,y..‘; para O'SA Í 'É'

O si )\ 3“?

K(::,y) para A >/ 2

O _ para >\ < 2

(K 393/) para á- (A <2“

para 0</\\<%r ypara X32 . (6h)

Pongamos

Lïif(x) SEnKi<x,y)rcy) ay (i=1,2,3> (¿a
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Pasando a coordenadas polares, x = rÏÏ , y _ 3.?) ,

_ 0° , ï¿ P.. h_ 1-1 .
Uif(x) _ S: SO K__-L(r), n 7) Í‘(R ./) R‘ dR awy

't" . .

donde¡¿Ú7 es la esfera unltarla. Como K es homogéneode grado
(-nï , poniendo

R = /\I' (6o)

-mmkwwsmw

U f(x) = S (me (3T.ka) for» \n"1 ¿han (¿mi Evl’oci>”/ ’ Y)" " ‘f/ '
7

Para i = l es O ÉJKí % ,

' Il-A”I -F
chïA/z): . ¿ SAI1—, g ,

11-2,) cos (3‘ ,17» AHF/2
Du s “y
- e \ _2 11/2

I 1 - 2/x cos (5,4%) + )\ l ¿L este >'O ,

luego v
._. ' i- n'l "'

¡U1f(r 3)! ¿A L , |1—)\ l, ,\ -f(,\r-37)c1,\c1v.v7 (.6g)‘. O4/3,
x/

Vamosa acotar la integral

__s 1/5 f F s n-l ¿¿ 1/8
( S I(U1f)(x)l dx) = L S s IU1f(r¿ )l r drdg ,

[XI X; —"
3 ï



.147

donde, para cada É de la esfera unitaria 2. , X" es el conjug
to de los r con rïé X .

Usando (6g) y la desigualdad de Hblder tendremos (puesto que

sál ) :

(S
s l/s

l'IXilUl-fl dX) 5:

r 'Ï' á;- n-1 S T '- "r1/ S-,\ v, ,>\ ¿1' d’-‘
císïïljxïngoll l \ f(>«r/)dde) r “35I,

[1... X l f( ,.\ ra; ‘) S d}\dw _) drfc'mgfi ÉÏ
¿o >x / 7 _‘ . .i

.u 5- -1 _ __ 1 .a á -; n-l 9- --s l-s _.
CSS l S 5 S |1—>\ IX f(/\r/7)r s dïdwrdr, l S drl dw”; S,‘z-Xz o /' -'-X¿_. E:

(a T ly: Z J

con

[SX dr = IX__| . Como í /\_í ¿v ,3-(0 , es |1—-,\ [31,.,_ _ ff

y haciendo 1 = _>\r , tendremos que 1a amresión precedente es
n-l

¡ ‘ 0:) .__ T "rs ,- lige_ ¿l/‘s

SÍS' I S S 5 1‘11r<1n>ïn—_-_¡ glclwmtr ¡x _| dwr} .zx; XCz-':-,O r r / —- F, a;
3 /

En el corchete result-9.11 variables separadas, luego 1:: ex 
presion precedente es
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. 2:; 8' 0° - " S l-s ’yl/s

r Sdr] 1n‘1f(1)d1dw_J|x__] dwg;2.: 7 y g «e,
É X "j7 ‘ 

donde
a)

IS*_S. 1n_1f(1'n)d1dw_ = Ilflll ,
¿_.,0 /

quedando pues

¡S l fiar-11:!S 21/8Ilflll l X Í _ r dr dww ' .
2 í « x >

ComoIXI tiene medida finita IXTI solo puede ser infinito en

un conáunto de medida nula de EÏ-Qá a Por (65!) , 1a integral
del último corchete es convergente, y la potencia de r es nega_

tiva, luego dicho corcheto es menor igaal que

¡Xxj 2:1:25
ï- s '

50’ I‘ dr .

Por tanto

S 1/8 a l_s + 1 s .ï _Ï_L_
-. _ . .1 2 __r S S

(fxluli‘ldx) Solllllll la?! [luz] ] dwf.._.. -' l

3‘

n(1-s) . 1/s
= c IlfII 2 IXI .dw‘Ï, <

1 1 . w A
= 7_ A . \\

L X_,. * 5 l
s“

J" " nd "¿Sai d- Mmm l"! _ (¿mi5’ ‘Wi‘k L.11 l ¿tn . ..¿ 5 -.
V‘Jl

7'
Z"
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vaule a acotar ahora a U2Í‘, en que 2 (a) . Tenemos

49 n-l
, ,. (oo I1-,\ -| x
[12er g) :5 )

///
y en este caso.

,
7

2 '_l-—2/\cos (“57,07) + Ázln/z

8
—F5 ,‘ /2 |1—>\"‘ ;

¡1- X {ï/'I1-—2/\cos , +,\2 l;n 5 B ln

Pdmi ando

- n-lE= (n-EI.)(1-s).'. _
s

tendremos, aplicando la desigualdad de Hblder y el cambio de va 

riable r) ={p , que
_ 1/5

i ¡UZÍ‘CI'Ï-H'sI‘nlarszgí É‘
z? Y

\ ' oo“Il-xy] ' s,n-1 ] l/a _
>\"""Í‘(>\r7)d/\dw7)1 drdwïj __3' ï’ '

B
' "' n-l-fi _

= f S (-S ¡(:lele f(/\r,7)r s ¿MW)Sr¿.drldwï%1/É
Z X7: 2,72 7F.

. -P n—1—¿' . s 1-s\1

l coll”) l r, I, S v is rI-s] VVS"
gïsïhxgzvganm /) d>xdl7dríl[SXÏ dr Gifs
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n-1-.
03 oo "3 si S "¿É'S J;

LEÏ-l-fi6/7)EggfdAdNVÉÉ][ S2.1dr] dwïí
//\

En e]- corchete Las variables están separadus y la última ex 

presión es

____ 12-8 ¿tf 1'_ s __1_.

= [S rlhsdr‘l fic???Sdv'v ¿míth
Z? KÉ - 9' :0; 7 2 y/

_ 43

S (5‘ wifi-8:1 >1 TM IS S'mrÁ'li‘Lg’i“ dv\Sd 353-" r - 1 2 2+1.21.21"Il-Ullzfil w í
. E: X ' x SF ï

n-l 1... -p l '
ost. Il g ( í r dr) s( (DL-ELA dx >de ) /S .

X 2 \n+l Yï r /
Como p>—n , la última integral en >\ converge, 3/"la expre —

l:l

sión precedente es

1-48 1/8

Ícst. IIÍ‘IIl Í) (5 I‘ll-lar) dw 1 fX

3' Ï

dw]3}1/sS

l-s

fest ¡[fllljü S S rn—1drdw]5 X E 2
7 3’ É

, n . (l%s)/S«¿r-121mmle
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0 868
f

s 1/3 gl - .
C 5X IUZfL dx) s Mz llle l-XI (61)

La acotación para U%f es la misma que 1a de Stein y se besa

en la acotacdón por la convolucidn con el núcleo de Poisson, que

es de tipo (p,p) para 1 p oo , y a fertiori de tipo debil

(1,1) , lo que prueba la desigualdad (b) , _
c.d.d.

¿1.13.2. TEOREL’A, El teorema A es vglido Qgrg- p. = l x tivo dé -—

bil: si el ODGI‘f-‘¡ÓOI'_T'f definido oor Si) es de tino débil (1,1)

(resgecto de le. ¿ggdida de agregue dx ) , esto es si

S 1,,
(‘ S‘XlTfixH dx) mi M ¡xl a “fl l.1 i (7)

Dar; s<1 , y Egra todo XCEn de medidafinitapv si

|:H(x,y)-| 5B , entonces Tf es de tino débil Donderadorespecto
55

de la medida lx!l dx , es decir se vgrii‘iggL

_s F9 l/s
(SXITf<x)'I. le dx) 5 M IIXI llf<x)lxl‘l|.1 (7a)

para 'todo P tal gue -n<€<0' v, todo s tal gue 9%(8411
(7h)
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Demostración. Por la hipótesis se tiene

. s I/ i-l ,
(-le Tffiwlylñl dx) 85M Lx!s ¡Ircynyipul ,

luego hasta mostrar que

l. 1- (70)e __fi

(SXI-T[f(y)ly|P ]-IXI€T[ ny) ]lï cross MILXES Ilfw)lylrl.l.1

Pero como

|T[f('y)lylP] - IxI-FTEfly) ]l =

=¡25meí’w -s Mama:leer =
Em lx-yl En lic-tilE

P P I=1-151:!
'="| S H(x,x»y>(Iyl "M ) mmm: ¿BS ———l'ï-1—Iylpf<y)dzy

En \:x-yLn En lx-yli

= a? K(x,y)ï-lylñlfw)!‘ dy ,n
E

la desigualdad (7C) es consecuencia del teorema anterior,
c.d.d.

El teorema siguiente extiende el teorema de Stein a tipos mix

tos.y 1a demostración se basa en una idea diferente y más simple,

a saber, en la acotución de K por los núcleos Th TS de 4.A.3.
9



_ _ i 453

?ÏEDREMA,El oggrgdor Uf definido por Sid) es de tipg.

mm (5,5) 9510 ¿a ggngición -(.n/1-)')¿é < n/(Eñ) (7d)

Demostzacm. Fh virtud de 4-A.3. basta mostrar que el opera

dor U f está dominado por una suma de operadores de la forma

Tn; (ver (2) de 4.23.3.), o sea que el núcleo K de Uf es (lg
minado por“núcleos de estos operadores.

Consideremos antes el caso en que

-F ¡{>O.
Tenemos que

75'l Ixï- m. I
k(x,_v) == ---—--—---—-—-- 5o bis)Y n

IXI Ix-yl.

a) Sea IyI Í 2. l'x-y[ ',

Haciendo z = x-y , x = y+z , tenemos I5t+ZIÏS IQyF+IQZÏ6=

.= 2-6|yll25a-22rle , Iy+z¡6- lyÏíS CZK-¿Marlin?ZUIx-ylï S
(25-1) ¿Iker/lr"!¡Keylï 

Luego
“o’ 3' , "ó"

IL! -—Iyl s cñlx-yl. o

Análogamente, heéiendo z = y-x , y = x+z ,
B, _ .

[xml-g» Zilxl g 2.0/xÏ'5
- “0' X a; o

2°,lyÍ6-r zílxl s (26-1)!“ + 2' law-«l. 7;.
ZïílyÍD-le I. S (27'21) 2 lx-z/L+2 Jyfixllï a



encontraremos que
WS 15' I '

lal - |22| ; c6 lv—y| ,
luego

27_ < _l le lyl l x oglxyl
y por tanto

V( ) < ÍX-b’lví 1 1x . c --—-*—-—- = —————-*---*
1 3.337 \ í n 95 Z, n_‘c_

le Iza-srl lxl lx-yl

Por tanto en.este caso Uf está dominadopor .
' 1

b) Sea I'yl > 2 lx-yl .

Entonces

|y|>2lxl -2lyl} 3“ 2] I 7“'y >' X .y
lyl > 2lyl -- 2|x| |

í > 7l
2 Iyl 2

Ir ' _
Pero [xl —IyIÉ=(lx|-lyl)25|‘7lïl , donde f7es un vg

1or intermedio; luego de la desigualdad precedente resulta

. ‘o’ . Y . 3-1
¡1x! - Iyl scïl'x-vyl le

' IT 
Anélogamente -lxI Scle-yl 1 , y tenemosaho_

ra que
25-1

m >< Ix-yl lx! * 1 1
“,37 i... CK .6 n — 1 n"1

le Ix-‘ylv lxl lic-srl
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O sea en este caso Uf está dominado por Tn 1 . Observemos
a .

que si X<1 el Operador Uf se acota por Tn}, , pues como
' 9

IX-vl :5_Fxl+2lxl = Elxl ,

. ,54 1,5
K. _ <¿ IXñYLIXI lx-yl <ï(ny)\ 06m7; n ‘017'Y n-K1-6 \

¡XL IxnyL lxl Ix-yl lxl

1-‘6'
IXI 

°b’ “o”. gn-‘ï' 1%” '
IX ÍX-YI! ¡xl

Por hipótesis se verifica X/n Í 1/5 que es 1a condición

exigida en 4.14.3. Si 54:11 será Gsn/pi< 1 para amm i ,

y en este caso U es dominado por Tn o Si BCn , UÍ‘. es

dominado por Tn,1 + Tn; , y se verifican las condiciones de
4.A.3.

Consideremos ahora el caso

.6,

P >o (Tlf)
Tenemos

IISK(.x,y) fly) dyl I- = s u p 5x [SÏKcmw-fiyMngcx) dx =p .
Ilg||¿#=1

P

- '5

mp- ¡xlFf“ “d=Sup m y gx x =
XY . ng lyl"Ix-yl
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lylp- le 1. ,
= sup3r<y> <5 ————-»-—-——abc) ox) ay ,

g Y X l F) n.yl lx—yl

y el último baréntesis está en la condición del‘caso precedente

(porl(7d)' tenemos que también Ok'fiCn/Bitib y ¿€Lp;f) .

Asi pues el easo ‘570 se reduce al <0 , y en todo caso
aplicando 4.A.5. resulta la tesis,

c.d.d.

Hemos usado tan solo una parte de ¿mA-3- Usando las demás pr_o_

piedadés de 4.A.'fi. podemosdar angogamente otros variantes del

teorema de Stein con tipos magic“3° SemidébÏ-ÏGS

“.0...
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