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En este trabajo se 4...1;¿ií¡g¿1.. primeras etapas del tormslismode
Bergmann-Iignerpara los masonesvectoriales.

nn el primer capitulo hacemosuna rdpddn.revisión de otros formalismos

utilisadoe, oonparandoal de ¡I con otros que -eomo‘l- necesitan introducir

un eanpc con ¡is componentesque las físicamente necesarias (- redundantec),
a fin de mantenerel carácter manifiesto de la ccvariancia relativista.

¡m el segundocapitulo desarrollamos aquella parte de la estructura

matemática que se aparta sustancialmente de la usualmente empleada en mecáni<
cuántica.

ln el tercer ceapítulo nos ocupamosde la aproximación de una "partí

cula". luestro objetivo es obtener observables consecuentes con los poetu

lados interpretativos, y poder calcular sus valores medibles. Demostranoe
que Justamente por no haber utilisndo una estructura matanátioa consecuente

con lo que se pretende describir, se han obtenido anteriormente conclusiones
erróneas acerca de los obserVables en formalismoa de este tipo. Demostramoe

que -oontra lo que ocurre habitualmenta- los autOValorea de observnblec

propuestos antes pueden no tener ninguna relación con los valores medibles;

resolvemos de esta manera la conocida padadoda del autovalor nulo del hamil

toniano de Kenner. Bs más: demostrnnos tambi¡n que los nutovectores pueden

no representar autoestados, y hallamos entonces que el operador que habitual

mente se tiene comorepresentante del spin en formalismcs similares,'no lo

representa en absoluto, a menosque se tuereen nrtificiosanente.las reglas
interpretativas. lstudianos este tipo de—dificultades tanto en general, como

en particular para ciertos obserVables inportantes, y pretendemoshaberlas

resuelto. Sustituinos, pues, al conjunto de operadores que representan obser

vables (en la aproximación de una "particula') por otro conjunto que esperano¡

sea máscorrecto y completo. ln la parte final del capitulo consideramosen

general la incidencia de la estructura matanítica no usual, sobre loe cambios
de representación; cono partioularisación. encontremosuna transformación

tipo Foldy-Iouthuysen-Eanique satisface todos los requisitos exigidos pa ra
recibir tal nombre.

En los capitulos cuarto y quinto buscamosrepresentaciones de los entes

utilizados en spin 1 (tornalismo de II) en términos de los entes correspon

dientes utilisados en spin i (ecuación de nirac). El objeto es simplificar

cálculos en spin l rodueiindolos a cfilculos ya efectuados en spin i. Además

desarrollamos el ¡Jgebra de los "spinores" de spin l (matrices 4:4, pero de



.610 6 componentesindependientes) ¡e -,¿;&¿ de disponer, gig. efectuar

aplieaeiones@_deun conjunto de propieialee eiailsr al constante-ente
utiliselo vers cálculos en spin i.- l

J ln 1a primera parte del capítulo sexto nas ocupenoedo diversas opera¿_
ciones de simetría (conjugación de carga, inversión temporal, 0to.). In la

segunda, buscamosun conjunto de tornan bilineales (en y IP ) indepen

dientee quo se puedan agrupar en representaciones tensoriales del grupo de
Lorentz, y que subtiendan a1 espacio de todas 1ss tor-as bilinealec. Por

qu‘? 1) Porque los entes con significado físico deben ser representaciones
tensorielos del grupo de Lorentz, y adenás, caSi siempre son bilineales

(en el eenpc y en el cenpo.ad3untc)g 2) Porque la experiencia nuestra quo

para spin i el conjunto en cuestión (alli reducido a 16 tornan, un escalar,

un 4-veetor, sto.) es un instrunents utilísino pare ies nplicanionea. los
trenos las dificultades que encontramosen nuestro caso, originadas an la e

existencia de conponentee redundantee, y ofrecenoe la torna de eludirlnu.
'ïbc-c 1a ¡agor parte del estudio de neeonea-veetoriales se ha efectuado

en el tor-alisno de Procn, es inportente poder conectarlo con el de BW.qua

los camposel problema estaba resuelto con anterioridad, de manera que nos
besos ocupadode hallar el diccionario de traduccion de los obaervnhlss

conatruiics con los.cenpos, o, lo que es lo nie-c, de las formas bilinealea
reci‘n nencionsdas. L ne ello nos ocupamosen el capitulo séptimo.

En el octnvo hemosdesarrollado la teoria clínica de camposen el torna
lieno de BI n partir de un principio vnriscional. de mancra que esperamos

autoconsecuente respecto del grano le libertad del sistema (lo anal no
siempre se tiene en cuenta en apin 1). Mostramoslan dificultades y 1a for-a

de resolverias sin perjudicar 1a covnrisncia. finalmente, obtenemoslos

"observnblee" del canpo. ¡n realidad, obtenemosno una sino dos formulaciones

lagrangesnas que-ei bien coinciden en cuanto a 1a mayoría de los"obeervab1es",

no son fisicanehte equivalentes según esperamos haber denostrado. Finalmente,

bnseenos alguna consecuencia física de este último hecho.

En al noveno capitulo nos ocupenoe de les reglas de conmutación de 1a
versión cuantificada de la teoria.

Dcdicanosel dóciáo y últinc capitulo a nostrar que en un articulo ie

lelinfante (anterior al de Bargnanny Nigner) está la respuesta a_unacritica

injusta-ente efectuada a1 tornalisno de BI aceros de ln posibilidad'de\" ‘-\
introducir interacciones ein caer en contradicción. 1 /a,,/'

x, _r l

nah-3 X136Kuna:
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El uhjetrr'o wenüa]. de este trabaje na desarrolláz el formalismr

de Bavgvnann.—ï'lr.g;n—-r.Í «Fm para Tos masones 1"e"=*orialeeq tratando de '

s-agui'r. «mando es pasible--- una via. paralela. a. la seguida por Dirao

para. epi‘n á y Se: tratara que resaltan las drtíí'erelnf-ias,z(mando existan.1.9—
Para masones"'entoriales (spin 1) la función de andan (x) tiene

en e) Pacmalism de BWdos indi'aes epinoriales .1]? 12 = {uz 1,4.
Lasnparador-esmatarlrdalethMes que tienenAindices

VMW: ‘p 918-?!”‘-"aM‘iipu‘líp Sean P y Qmatrix-ee4 .x4 de
¿vw india-.5; en. el ash fre'=uente gn que“ es e] graduate teneoria].

de una. main?27P“) que "pera sobre los indmes spinorfiaJes de la izquier-a

5.a d: bw. wtra matriz Q“) que opera sobre los de la, fiera-tha”,

M: EQ“) significa "¡Epi-xt: 8.:]th g an parfifiular Pa)Iw opera

as-a eo’hre Im‘r):.c¡_:8,» 2.333,3; =É¡4' 34"}. 5 I“)Q‘u opera
4 o y. u 1 ' ‘ . '

. a ¿3a. “un. un emibiendo pmY . yF'vmuenfements abrev‘iaremos En m

ImQu) Y Berribiendñ Qu V ‘ Del mismomOdola abre‘riaOión M:
:Rm+Se. signiHñ-a M = RmIm “¿o Sar

32%: Un estarian 4‘ PUSE“ a "münu60i6n ie] númerode arden

de una formula. indi‘a que no es original nuestra 5.1.bien ofrecemos una

demostraaió'c. nue"'e. Un doble asistí-50° "JV "ndi‘a que D1 la fórmula nl

le iemwntramon son originales nuestras.

2.:: .L'éSjCHé"-_T—QHES.91mm nm}.

PaI-a. spnn T sm

13..¡{o 3 m4; ÍÏ' .l-ïgï 96.);

Í. 372)'r= MW 41.1.M*,¡
q = y (1.1-!an

y au Signifi'ada en suïindlñes es «larc <onla notanión preïedente; las

3,. nvn 1A9"*‘11üaias para sp'n á\

F #ïñn =btenadas pñï Bargmann y W1gne* ¿n 1943] basadvfi en nonslde—

¡acmnnee sobre teptesentaa'ones de grupñs. En realidad Bargmanny Wigner

obtuviarñn ecuacivnes para spin arbitraric. Se puede consultar una

expñeiáión ¿atallada en un anti=ulo de Lente Lopesl7q Bargmanny Wigne:

llegaron hasta las eñugcïones de los namposllbres, dejando casi sin
Oesatroïlar el formalismo correspondientes

Es facil ver que (J,1—á) y (o) impbiwan (b)q por lo que hasta

impone?



U.0

fl _ (1.24)!“

t‘ï (1.2-b)*fi
los - MAS SOBRE NOTACION—_,

+ significa el conjugadohermitiano habitual: para funciones de onda,+ a '
- _ 5 para matrices (putas . - ' - 2M" -' con lo ue si .

1.4. 1' + +

‘F"flQm es M: F3,Q“, y T indica trampuesto. indica abreviada
menteTrY,'T

Si M? se interpreta comoel productohabitual de las matrices My Y,
ambas de dos índi es ambas4x4, a veces esultan útiles las fórmulas
M“) : 5V] “Ji: ‘- 'Á 'Bldfvñ _} i“ ’Ñ' (1.3)
que se denmestran aplicando en los los. miembroslas definiciones prece
dentes y en los 20s. las reglas habituales del álgebra matricial elemental.
Por lo tanto, si es simétrica en los dices spinoriales, 1 si además
(N‘,¡')¿¡=(M‘.)*) 5; entonces Mu) = M1' = ¡"hay (1.4)
(Es esencial la hipótesis subrayada); aplicación: (1.1) implica (1.2).

¡51

Sistemátioamenteusaremos letras gruesas (e.g. V ) para indicar

entes análogos a los desoriptos habitualmente con letras delgadas (e.g.‘I’)

en spin} seco, predominandospin á (únicamenteparalelizaremoe spin 0
en algunas secciones del capítulo 8). Las pocas excepciones (p’ , r“ ) se

hacen evidentes pos si mismas.

ñ: la representación p, f'g +Vïa+h6 , salvo que indiquemosexpli
citamente lo contrario. Usamoso - f a l. La métrica es

1 ,3
(a )= " -,

¡u O -1
31, ... - 0,1,2,3 y a,b,... - 1,2,3 indicanindices tensorialss; i,j,...
indices spinoriales.

Ï identidad es -'¡“La o sea Isiah"): Sid.5‘25; ; ademásdefini
mos ¡i : 5‘.. 5h)“ . Comoen spin i, r)- Ï. (no confundir con las

F s 1., ¡L Iba i _’ .’ q_.
e de Duffin-Kemmer que son 10110); {5 es 4x4, como42'97 ,Hgfl‘ff Ph .
En los pocos casos en que usamos una representación de las matrices de Dirso,

seré. la (2.6).

Usamosla convención de suma para indices spinoriales o tensoriales mu
dos, pero una raya bajo un indice indica no mg si sólo está repetido.
dos veces; 2 rayas, no sumarsi sólo está repetido 3 veces, etc. P. eJ., si
iván-1,2, a¿b¿- a¡b¡ + a¡b¡¡ a¿b¿ - a.bl 6 s¡b¡ ¡ a..b¿c¿ - a,b,cl +
+ ass-bici s a¿b¿.c¿ - a'b'q o a‘bzez . .. - 

La mayor parte de las demostraciones están en apéndices; ¿3-2 significa

apéndice 2 de la sección 3. La fórmula número l de tal apéndice se indios

(A3-2.l), mientras que (3.1) es la la. fórmula dellteroer capítulo del tex
to. En los apéndices no usamos la convención del asterisco (enunciada en

Seco. 1.a).
Hemosescrito en entrelineado simple temas de aplicación poco frecuente



o detalles dedicadosal risd.

¿La- amosmas
1

Los formalismosde M1: 5 y Belinfant92’3’4 tratan de describir a los

mesones vectoriales paralelizando a la ecuación;de Dirac para. el electrón ,

y ambospueden servir para describir simltáneamen te partículas de spin l y

0. Corresponde mencionar también los trabajos de gg Broglig9
Las ecuaciones de Kemer para la partícula libre son

1; P'Y: am'l' (Ls-a)“

donde, si el spin es igunga uno (puro) es
v: (Ls-bha

W

ll álgebra de las matrices f’es máscanplicada ge la de las 7/ de Dirac
debido principalmente a que las f” son singulares, lo cual dificulta el
cálculo, y , a Veces, la interpretación fisica. En particular el hamiltoniano

no sólo tiene autovaloresIW sino también0.
las ecuaciones de Belini’ante puedenpensarse cano obtenidas eligiendo

una representación de las matrices r ,
pr:á 4' (1.6)¡ 5

y son (para spin l M)

¿(ig +w¿>;_‘l'=m‘r (1.7-a)n
¿1.: 3‘. (1.743).»

¿que tu. 19* =Y“ ¡ tmbie'n aparecenoperadoressingulares;
en ¡1 caso de Belinrante, aparecen esencialmente porque su objetivo básico

es describir oomplezivamntespin Oy 1 (no utilizando) salvo mepoiones

la (1.14)); las ecuaciones (1.7) de [BelinSantey las (1.1) a. BI son equi
valentesszfy este trabgo tanto podría titularse "Desarrollo del formalie_mg

ie BI" gomol'flmión moditim del formalianode glinfantg".
Hayque aclarar que no puede esperarse eliminar todos los operadores sin

gulares para spin l, [a que e. g. la componentea del spin admite el auto

valor 0; pero si se trabaja con spin l puro, y si entre las ecuaciones

equivalente (1.1) y (1.7) se toman las (1.1) comopunto de partida, se

' puede obtener de maneranatural la eihineción de operadores singulares
innecesarios.

El me'todode la fusión de de Broglie ha sido discutido en el pasado,

pero las ecuaciones a que llega para m} 0 (¿e Broglie, op. cit.9, Cap. VII

eo. 21) la: ide'nticas a las de IBIsi se añade ¿5: ü. ll metodole la

ñ I'
Jelinrante parte en pal. ie (1.7-a) con “¡o 'Í'¡5) singular; pero mencio
na comoforma equivalente unas acusacionesiie'nticas a las (1.1); el inte
re's delltrabaJo ie BWesta mie en la forma de establecerlas, que en las
ecuaciones mismas.
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fusión lo lleva de maneranatural a utilizar operadores singulares.

En todos los fcrmalismos anteriores la función de onda tien calpe

nentes redundantes ¡ (hay 10 canponsntes entotal, si se especifica spin 1

puro, pero el númerode componentesspinoriales que físicamente sella de

esperar si la carga es te, es 213-6 (el 3 corresponde a la componentedel

spin); 1a existencia de componentesredundantes obliga a terna:- ciertas pre

cauciones al calcular, y facilita la introducción de operadores singulares,
pero permite (si de desea) dar formamanifiesta s la ccvariancia relativis
ta.

12,14725926nt1po¡pin i" en lcs cuales se eliminanExisten formalismcs

las cuatro componentes redundantes', y que carecen de Operadores singulares

innecesarios, pero a costa de abandonarel carácter manifiesto de la cova

riancia relativista (por ejemplo las ecuaciones resultan de 1er. orden en

3/31: y de 2° orden en las derivadas espaciales).
De amos constancia ue no hemos o 1a lista d fo ismos l a

dos para spin 1; agregaremos unicamente el original, de Proca23'24en que

las ecuaciones no imitan la forma de la ecuación de urea para spin i sino

a las ecuaciones del electromagnetismc:

3, Uv=0 (LP-a)».

m 6/": 3.1),-?. (¿g (lor-b)“
o,¿”en u" (lor-o)“

Ennotación tridimensional MCO?
ol nt" -E‘ 4’:

, —o E a oh" H
U’=V;<vlu,u’)=us 0”": 5‘ M a .y' (1.70."

5’ Jr" h" o

entonces las ecuaciones de Prooa se agrupan, comoes bien sabido, en un

sistema de ecuacion?! fundamentales,
-19 = sn É + ¡ru V

N (La-Ls) MI
N¡ :Müí'Mtí

0 L d
m H :retU

mv :4": (1.7"1-b) nn

y otro de oonsecuenoigs, _.
¡y : - ¿iv U
3k

Li 2-10}; (1.7"J-c) QI
N

.0Jul/:0

-e " " ,
e” - -.finitas]. mesónvectorial; 8 , If para el electromagnetioo,

7 E para la ends-gía.

.g
O
-F‘tao
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¿,3 - LAme? DE ONDAADJUNTA;Se define en forma tal que * eee inmiante ante transformaciones

prepiaa de Lotentz. Consecuentemente con Be1:l.n..‘.‘an1‘.e2ponemos_ *ï°ï'‘I’ a? m (¡o (1.8) "*
De (1.2) se obtiene

+ ., +-’ +
(DY 3" ?'* dm-m*{"° (1:9)

+ +

o sea z Si
. "‘ r "
.3,*Ïm+fl‘r=° } (1.10)

formalmenteanálogas a la; del electrón.

Hemoshablado de invarinnoia Lorentz; ella está discutida. en gral. en

u “5.6, pero aseveraciones comola citada se comprendenrápidamente si se

tiene en cuenta.que ante una transformación propia de Lorenz", ¡e transforma

oomo ’12,Y“) ( “y”, , V“) , termionee de ¡pin i).
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La mayorparte de este capítulo de matemáticas.Illihliliüaió a crear un

instrumento que nos permita trabajar con precisión en un espacio de componen

tes redundantes, ¡úneen la delicada teoría de una "partícula". Interoalar aqui

este capítulo, puede dar lugar a 1a impresión de que el formalismo de BWes

más complicado que los similares; sin embargono es así, pues si prolongamos

y profundizamos los demás formalismos de componentes redundantes hasta una

etapa similar a la que esperamos conseguir con este trabado, necesitaríamos

crear también allí instrumentos matemáticos semejantes.

g¿¿ - EL PRODUCTOESCALIR

En el formalismo de BWpuede definirse un producto esoalr invariante1

ÍÉWJ'ÉÜÁ,y Id'r = li IÏ'H’P (2.1)“
que es definido positivo. Sin embargo, tratándose de spin entero nos

convendrá introducir en la la. ciantificaoión una "aproximación de una

partícula" (cf. Cap. 3) donde la densidad f no es la densidad de probabili
dad sino una densidad de carga, y (para esa finalidad) no podemosusar (2.1).

En cambio nos resultará adecuado el producto escalar

(V, W)=/ 0M)" ¿a ; (71),, =7* a; v (2.2)
(métrica indefinida en el espacio de las V ) en el que hemosaislado

la parte puramentespinorial (',').p . El productoescalar (2.2) es tal
que conduce de manera natural a la densidad f correcta (of. Cap. 3).

En una formulación sin componentes redundantes, todos los productos esca

lares - '

(q;w):¡wq w,
con igual distribución de signos en el espectro de n son física-ente egui

valenteszzg por lo tanto, nuestro (2.2) es físicamente indisttijniblesde
todo otro producto escalar tal que llevado a una representación * sin com

ponentes redundantes, el nuevo ‘l tenga la mismadistribución de signos que

q: LÜ'ÉÏ y ¡nostra distribución de signos es simétrica.
Por otro lado, la simetría de y Vrespecto de los índices spinoriales

implicaque (*, v), 3 y*¡¿)" STD”; “Ml ¡In1V
P

dondeg es un númeroarbitrario; siendo equivalente trabajar con cualquier

5, hemoselegido a=l por simplicidad. Si fuese 5-5301 papel de q estaría

desempeñado por ¿(Iza11;) , que es singular.
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2. - ¿A CONDICIONINICIAL

Es sabido que'3 las eouaoiones de BWimplican la condición inicial
- o e o O :0 we Ñ

(I ¡(“wa,)(ka‘u+ImHu,a); H: en“ pr- . :ï.) (2.3.3)lo sea

° o | I' ‘ ." ' ° r ’ s[a - Xmxm)+¡Tn(“0*¡(23)P +¡1" o" ‘3"*Í¿)(2'3-b)“,6
que s51; ïontiene derivadas espaciales y no es, por lo tanto, parte de la

031331511de evoluzión propiamente dicha de las ondas; comola cumplentfi)

para tado t, o sea, en parti:ular,,*(0,1), se la llama "condición inicial".
Tiene equivalente en las formulaciones de Kemmery Proca.

Hemospodido dar una forma más simple a la dondioión inicial, esto

GS, . s ‘ ,)ch H te
.. .. (2-6-0)

donde H = K'P 4' (h' . Es trivial demostrar que las ecuacionesde BW

implican (2.3%): para. el o basta multiplicar (1.1-a) por 3‘: , (LI-b)
P°r Ï“, v y “00111333103 ¡“f/“,3 (/¡Ü , usar (1.4). Pero, por supuesto,

a)

ello no basta ¡en demostrar la equivalencia entre (2.3-6) y p. ej. (2.3-b),
pues una de las dos ecuaciones podria ser más restrictiva que la. otra; la
demostración de la equivalencia entre nuestra forma (2.3-0) de la condición

inicial y la. (2.3-b) de Belinfante se da en .1 apéndice A2-l.

Corolmeio: Como(demostración trivial) la (2.3-0) es condición nece

saria 1 suficiente para que ¿I? Ñ.sea el valor inicial de una posible
función de onda, lo propio ocurre con (2.3-a) y (b).

m el formalismo de Kemmerno es fácil encontrar una simplificación tipo
(2.3-0) de la condición inicial.

2.-;-__.LosEsmcms52*l5“miI m.
Objetivos de esta seoción: 1°: Introducir el espacio 8 , que en la teoria.

de una carga será el espacio de los vectores de estado, y en la teoria de

campos será el espacio de los operadores de campo (tomados a tiempo fijo).

2°: Introducir espacios auxiliares que serán útiles en lo que sigue.

2.0-1) Los espacios E a e sin I w . ü
Definición: LL’remos E al espacio vectorial de las (x) (con 1,3.

.. 1. 3

-l,2,3,4) tales que[lt]. (14)]Jl existe.
El grado de libertad espimial es 4.14- 16.

Definigión: Llamaremos8 51msl espacio vectorial de los elementos de 8 que

cumplen (y) =*.l ¿2)
LJ 3

El grado de libertad spinorial es igual al numerode elementos
¡un .

independientes de una. matriz simétrica 41:4, o sea lO. 6 es un subespaoiodef.



-8

Refini LlamaremosW al espacio vectorial de los elementosdeEgim
que aumplenla sondioión inicial (2.3).

I'emostrm másadelante que el grado de libertad spinorial es 6.W
es un subespacio de 651m. Esto cae fuera de lo común, pues p. ej. en spin
á cualquier (J;

LG)

2%s

tal que ALI J: exista. puedeser el valor ini-sial W(0,?) de una posi
ble función de onda Y<tyï ); o sea, alli los análogos de 8 aim y W win

'viden, ¿oa que aq‘in’.no ocurre pues (2.3) y es una identidad en 6 aim

El que el verdadero grado de libertad baje a 6 se visualizará en (2.63)

o"'-.se:_-*vandola forma explícita de los elementos de “f en una representación;

se observará lo mismode manera más seno-illa en la representación de Foldy

Wouthuysen-Tani, en la. que la condición inicial toma una forma muy simple

(of. (9992) y (1,100)),

Tambiénse visualizará diaho gradode libertad observando la base que

introduairemos en el Cap. 4 para. subtender la parte Spinorial de W ; o

bien «alculanïo las autofunñiones del spin (Seco. Boi-.2). Por otra parte,

6 es el númeroque fisicamente es de esperar (cf. SO'J"9led).

En todos 'loe otros fo-malismos que trabajan con componentes redun

dantes (Seco. 1.11)se pueden introducir espacios análogos a ¿Em y “f ;

los mismosestán implí-=itos en la aondicio'n inicial que todos los autores

mencionan, aunque no explioitan dichos esPaoios. Sin embargo, el trabaja-r.

explíwitamente won¿Sim y W (o sus equivalentes) nos permitirá diez-.utírr

en forma clara. Wiartos aspe=tos oscuros de la teoría (p. ej. el autovalorz

0 del hamiltoniano de Kemmez-ÏSere. 3.o).

Es conveniente recalcar que en la teoría gg una "partialg" (Cap. 2)

W {x no ¿gunz será el espacio de los motores de estado, y que en la.
, w ¿sim , . _teoria de campos (Pap. 8) ___ (x no 2 se transformara en el esp-aviar

los operadores de _:-ampo(tomadosen taconst).

Mas-Lin
Si queremos expliúitar que trabajamos en 1a representación :Ir.>o un. la n

z y _
pondremos W , o W i etco Si queremos explicitar que trabagamos en una

representación diferente de la original (p. ej. en la de Foldy-Wouthuysen
Í

Tani) pondremos W , etc.

2.,2-1) EsRaeios spinoriales.
Introduciremos nociones cómodaspara trabajar p. ej. en el Cap. 4. Si

. 7 sim r P
en los elementos de los espacios de dimension infinita e y8 ’ o W
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{iianlgs p_, obtenemos espatios vectoriales de dimensión 16, 10 o 6 a1
me que llamamos respe'-+.“.va.m=ante¿n , ' y M, . El índice sp está.

paT-arecordar que p. ejg los «lamentos de E" sólo tienen variables
spinoriales (1,35.).

sin

8‘, es e? r-spwio de las matrizesnmq (in-1,2,3”); es, es
-1 era.‘1_') de "as l:1&t12L_-e:‘-'m‘] simétricas, y es el espacio de
las mati "‘¿s s‘.me+'tïz.'-asque para un valor fijo prefijado de un
p%.'íïl;+179 "

—-o... ‘ “ a<%r+mw”=dm?*Qwfl”’ GW“
(var (23-0)). Simboli‘amente, si

Hen: “'r + ("" (2.44)"

ú H 4 - ‘
“al?”. :qu} HI (2'4“".'

El productoescalar ‘r ) puededefinirse eng , en E '- o
«z- W e prada to ee sia-:- ( ) puede definirse en E , en.
89’- ‘ W! ‘P ‘l’

sr ' ’r "

..*’ t
2',.‘.-—¿1.\-T e . s 8m” a n .____r.479.sanas-¿L1 ¿spa

Para. obtener el Operador proyección mie proyecta. 8 en W- (Seco.

2.f-6) nos será 'Ztil definir:
W , ->

8 es el espai; -+o7-ia.lde las k!"_ (1 )5 8 antisimítrira-z

‘I’ qK?)=A};L _

cd
"amo an.‘--t-.sse pueia ¿Jimi? el espacio 5,, de las matrices

antisimátrims, que tiene dimensión 6.

_ TT¿45‘ ¿521.1le 1.1.x;.Iíaligssfio
Sea V un element '3 de _:-)1_s1quiera de los spacios anteriores, por

ejemplo de e . Se usde ïner

‘Í’zAxÏ’; V'I‘IV; (2.540"
I T O 0 e I 1 _ r I.n - .

A g i(. +3“,mw , A -i(- e»a.) (2.54)"
“amo ae sgh-Lic: ‘ y A. tienen todas las propiedades de un opera

dor proyekción, es deu-2.17
1 1 1 1:‘ I I r lr rmw ‘)— - --

It ‘1- " . — ¡= (2.5-:1:t I’
v pÉ‘oyectana E reapectiVamente en los subespecies 5 y 8 58‘

3 8 y ¿“Q sin! sha]:Y 6€ e ); analogamenteproyectan en 8 y e ,
r II

W en W y W , etc. Si eindica suma.directa, es
I n sin. sin: y ¡- I Jl'6=eee ; E :8 GE' ;W=WOW (as-e), 1 .. I . I z lt n

(es decia" para. toda w 6€ es +3 Y + Y , y 6€ , Y 6 ¿ ,etc.).
ales res oto a. 2.2 y es decir,

1 I ¡{es I 60K
para todaq’ C E (o E , etc.) y para. toda 6‘](o C , etc.) e»

(Y‘,Y'h0, Qsfi
Estas desean] asia-iones son orto on
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comose demostrará en Secc. 2.f.

Como‘ÍIG 8:? I tiene 6 componentesindependientes (ver (2.9-b) más

abajo), y también 6 es la. dimensión de WEP , [HI es uno de los medios que
fueron utilizados para. eliminar las 4 componentesreduendantes de “25:3: (ver
pe ej- Heifler 4 que usa. la versión formalismo de Kemmerde AI). Quedarse

con W}IG ¿Sim I tiene'por equivalente en el formalismo original de Proca (1.”

a deseaba? (usando una representación adecuada) a Uoy le (k,l-l,2,3) es de
rzir desechar los análogos mesónico vectoriales del potencial escalar A°y del

tempo magnético Fk1 del electromagnetismo (que es lo que hacen Tiomno y Gianl

122151372.“)oEsto está ya. hecho, y lo mencionamos sillplemente por completitud.

Es 'zonveniente aclarar que si bien AI y - ‘l‘ I (y; 851m ) puede con-

¡lu-:5“ e, un formalismo correcto sin componentes redundantes, ¿Sim I no es e]:

emitía W de los vectores de estado, ni en el formalismo de BWni en los

restantes similares (comparar (2.9) con (2.63), más adelante); .Es2decir, no
. I ,

tod'a‘yc Wes tal que ‘ ' - ; pasando a la representacion de. Foldy—\‘.’ou’zlmr.I

Tan: (Seco. 3m) deberá por supuesto mantenerse que no toda N ‘ w es te“.
I: O . . ‘xx a 0 . I ¡

A Y '- ‘Í y pero allí occurrirá que toda } gw será tal que - « ' 
a , ’ I k I'

(comparar (2,9) con (3.100), mas adelante). Notesen , 32 l. .

2 p_-F) Una representación.

A vor-es utilizaremos la regrgfsgpjación usual de las ¡f ,
. a o a a 0 “to 0 55-19. s e":(g.))J = - ’ - r6 0 (2.6-a) H

7-.- : 5 S°
en la nuaf ‘3 g 35 (2.6-b) que

con ‘¡n f¡ I: l, É, I B -l- (zu-7)

En esta repres'entació'n, 3114581111“ team y es ‘ I

(13‘60":Y. Y.+ +2“;Ïz'zygg v3;“Inqxjïïlïth-CW
De (2.5-?) y (2u6-b),

- 1 . . o. to g í - . o . . u "Avui); 2°»). Mm" M. lun.) fl“ ‘2 ‘12.“2).‘23; (28 a)
análogamente

Aaa,“ = ¿("É-E) ‘¿A‘55. (2.8-b)
Por lo tanto, asi sea o *6 851m o WfiW , es

I I ‘
win; =H" ¿Ï'EL"v5.3 9 “És. = í (4' ‘5SÏKQ i (2-9-3)

o sea o o w”1 ‘I/ Y o o
y: *: o o n; ° o To“Yi!

o ó Wa wa 19. SL. ° ° (za-b”
‘Nz o o° o ‘Vo

. B 4
, 4’ tiene 6 comonentes spinoriales independien-Se ve que sisi"

tes, comoanticipamos más arriba.

+
No sumar! (cf. Secc. 1.o).



3-1 ,- IGUMES {EQUIVALENCIAS

__:'._)4{maldades

Es Hen end-ida la definición de igualdad M = N de dosoperadores

y N que “'ansforman un espacio A en elementos de un espacio DM
M = A! .23.para. "Mi": es lr Z 'I“41'.a Ba (2'10-a)*‘

sim . . . .
MmmJ-s espa 1-.:1 E f y W no son iguales, escribir p. e¡._

N 3.“ sera 'gí-¿íagímente L3 mismogue'escribir 3 : ‘U' + ur
l ¿IM-"memos’r'sba'iar con varios espacios_, evitaremos errores x

u-nf‘uei 3.13%>s__‘expl;__:_:i:¿amgs_¿¿efle5pacios 74‘ y; en nuestras igualdadeg.
1Acrnviaremos.

Z.v‘f

h‘l = ._ signiffifia
A (2.104:

M a signif‘ñm I, ‘ ’
(la 2a. a.‘.:u.“avia'íonse de‘ie a que e es el espacio en el que habitualmen- 

oug"

¡1 O o J

par-aria?! las DH‘Ï‘ï‘S de 4 indir-es rima» por lo que la nocmn dea
igualdad en. E "‘n*=ide wn la. usual).

Nr'"*eseque nuestr's operadores que transforman k en B no siempre

.=-.:1 de” "'"po que Los matemátiws llaÏm "sobre" . (EB decir, no siempr+-'-do punto d'r es imagen de :mo ).

Será de apli-‘acion reiterada este evidente teorema: "Sea Íq’. un sub

especir de A ; sea B, un suFeSpaciode B tal que para todo ¡tes
. . P ++

M‘PE B4 (ae (lond-S-s -- E B, ); entonces

z ïy => 1-" = J 2.11-5OA ‘ WA," (
_C_o:r.‘_n‘1a.'r:;o(recordar (210-3)): ' ' t

M z r" => i 'Ei' 1'" z} ‘3 " (2.11.»u.
En a'. ¿pend'ï e A2u-2se dan las demostraciones de las fórmulas quev.

siguen:

S; 7113,“: 13,5; \ es ¿3... L) (2.12;
e; H s Q-P'Ü' (5"! es H“ tu; golf“) (2,13)

. ..¡ _

Pomeupuesto. p en". La.(2-1?Ádebe entenderse asía‘si 7' y lÏ: tramforman E en 171.1!)lede E y si run: _ ¿L9, , entonces A y 4‘ son
iguales en el espaïio de los operadores que transforman €"en puntos
de e ".

Es de señalar que dos operadores pueden tener "elementos de matr:

diferentes" (en e”, sentido usual) y ser iguales en el espacio de los opev'

d‘res que transforman der-to espacio en otro espacio; por ejemplo, en la

'r-epresrantación (2 5) es

+Nopodemos restringir-nos a W: Con ayuda de (2.33) podrá demostrarse que
el» Si GWes “¿oi/chen que puedeser 7‘.) .

++El simbolo ’7á " significa "implica" . y. r
1' Esta fórmula vale también si. E" Es, , E". ‘DE? y W-b m, ,



¡al-4 ;R.n'&”a0; (su :-l.

0.0 (HNIcülsnaz “us” = (“6+ q'r)“¡1:m
H H

¡Ja Mi H (2°14)“ -0 g-n’ | I í
(Im "¿911,3? suH”- 4‘Ü" 9*" nu " (9)¡3,I3

Si: embugo es H“)1‘" a Im Ha) an. el sentido de que ambos operadores aplicados
si; mst matt de W den igual resultndoo k1 cambio,
como jamas, es

1“)nm á H“)¡me (245)

¿314 3 ¿ágivnencia __91319,:

Rimanoo-iónes impyrtanse porque en la teoría de una "partícula" (Cap. 3)

var-emos.que ice i‘pnrauP-‘ñes“equivalentes escalar" dan los mismos valores medios.

Por?definición, CMI I fl son oggadores suivalentes+ escalar en un

95125610west-cria; si para todo Y GR es

(Y, M W" (Y, MW) (20164)

+ o + o 3

[VLMY‘É‘j VLN‘Í’J" (2.16-b)

M 33‘ (2016-0)

o sea («ste (23))

indicamoao

¡H5
E‘t

M ¡Z N «:9 ny, "what-mr). (2011)
para {todo1' y? i 6 9% e La demostración es besa a: una conocida identidad

algebra.an (ver Memo

Obaewnmosademás que en la. definición no se exige que M y N transforman
fr _ en ¿1' g basta, que transfomsn "90€ en elementos de un espacio tal que
(W y" ‘V ) tenga ssngido para Y 6* 9"V03; para esto último es
suficiente que el products escalar (202) está definido en el espacio 6 (Y:

e E ) y 3'16 A' y estén contenidos en .
Análogamentedefiniremosa son s ui entes escalar s inorisl

en un espacio ves-toma fi si para todo Gfi: es ' _

(Y MÏ),,=(V." ¿t 1 (2018-6)
o Pg»; *.

YÏH‘Í’ = YLN‘V (2.18-b)
indicaron-e N

W (24., N- (2019)

C-Jmnpau-a anterior se demuesïrs«a; N )es”. P4 , u = , (2020)
paratoas“?f1 e):. .{" Y "
Ademáses evidente que y

Mm," =* H g. u (2021)aunquela. recipron puede ser hueso

8-9impone una preguntes La noción dg eguivslencin seoalsr. no es siemnre

¿y misma,gue ¿.3de fi 1dad? La resnuesta esa m nuestro osso, no, oomodemos
ñraremos e, mmtflnuacióna

wïíïáaeíïfiïgïfiia es tambiénuna.equivalencia en el sentido de los matemá
-'*,-39.-: además,» M y N son'Woongruentes móduloaldonde (9 es el espacio
de los cnerad;ras o tales que (Vu O" ) s Oo
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Antes (y pava a.“ ¡tn-"HYOe la. duda) recordemos el conocido t roma s

“sea, (Y, Ce} 22.:.pred'mcto escala: de elementos'í’doc' , tal que*{%fi)0
selvg 3V —-sO; sean M y N dos operadores que transforman-j} "sobre" A o
Ent- \ .

°n es {yáur} ¿{95.15% paratodo'm‘eéfl :9" n" (2.22)“
(El teorema ee muestra. ¿efg Si. Mi H 9 evidentemente Y,H?} - “Hifi o
Si oyen” E"{y9N?} HE 9-(2 EN} a O; comoW es arbitraria, pongo

y =’ (H ¿NW-(Soe" {ill -' H) ‘f y (M al) 1€} o O de donde, por la hipótesis88 SGC
Para egiefiggmggggeiifigegrema no s J. cable pues (problemas aparte

con el "ii-ima“) puede ser (Y, Y) e 0 oon 0o ' Claro que afin se puede
pensar que n atrae hipétesie (válidas para, nuestro caso) puede tenemos

trates (BJÉïg parc- ello es ¿Imposiblepues en ¡2-5 damosun gontrgJemglode operedorq equivalentes pero diferenteso

uta n‘equmaúenoiaes importante al estudiar las representaciones tenso?

neles del grupode Lorentz (Capo6) del tipo 1,013 allí viene el
31022me Q

DeanimossM g N son e uivelentee teneorial en fl si pare todoL

YGAes(records):(198)) Y: Ml}

Lndioemoe M N N
A‘

Como en A2=3 se demuestre. que

Mch: ¡PMV’VN‘Í (¿24)
para toda try hp ¿R O +

E 085m“MKMG’YM‘V:

(2.23-e)

Ademásg51A a

para.10:10 y?” paratodo (26.25)
Porejemfflnparademostrarque á Y: Phbieae
Y-Jóïá P ez:(2,24)J o
Lademostraciónde (¿25) exigequesi ¿eeexarnnwé lo que

ocurre paraf} 6 em 9 pero no ocurre en o El caso 
Quedamlufíd; en le (2925):

8134-18 ¿EFE c- W es + ,

xa)a.44;;xau;ng<=>‘PMW={Nfi’mpara, “L
¡y ——--V=.—,L —___.—

Es decir; que todo elémez‘ïto defl puedei'penearse como¡mugen de otro
elemento Y de ¡y (pc ej Y 5: MY» l.
“Observando (202) y usandola representación (2.6) para" 'es intuitivo que
W} 0 son. (Yi?) rs 05 le pruebe riguroso le damos en A2-4n

Cabenoia similar e le Bota * heche'el intmducifile equivaleueie escalar.
Sepuede¿mostrar verificandoquesi Temple (2.3), no 1a omple Y;

3 Men mpfl.ea.ndo=1e(3:33) e demostrarse más adelante.



.1=L=_.___-1H3 F; 243.15. .5: ¿e'uézalmenguzmasv

San 7?,1manemia de 7% a es evidente que

M 3' N =P M 3: N (2.214)

Mm} =" "(22," =v Mi N (2.274,)

Mi?" =’ Mi}? N' (20214)
También es ‘51"“3'14! que

M z N «pee-a)

M 3:»N =° í M N z” í N (2028-13)¡y tr
Evan; ,MIIE’ÏQQLÉLLÉEF‘LMMQQB

Dig ‘ gi“:

¿j .s‘ M P En,“ transforman sobre Arentonces
N O - Oe .

M É N :9 7mm)” ,0, narco" ’
3:7 “el Ü.)M .3” a, N transforman A 'sobre A" entonces

Mg N =t> I“, M ñ L1,“, (¿gg-b)
+

No siempre es 319291913las hip‘ït-esis en las que (2029) es vílidso
. Ó +

39311391331116“?oggv la (He Defim el producto escalar ÍW, V}: (‘K‘Wh
quese. tal gueÍY,YJ>0ssh") Y 2:03" í. N MP1“. {rnGHYHY,
com:-¡MMy 1;," aan 03'90er" Menos aplica: (2322) y escribir
’u) É,“

En.mu" se demuestran las fórmulas (2030) - (2.33):

’¿JM 3’ EL" 4:” "(i-1) N :9 M í; N (2.30)
¡7 +

A0) Bu.) Sr" B“) A"? (2°31) +

M3J1=N3hu=Pis,“ :0 M ¿Ï‘ N (2°31')t

Analiza)"wm (2.32“)
Ar En)" ° (age-b)
Pase s ser A": ¿215mO (2o32wc)

AmBm¿En (¡.510 (I'ma) (ads-a)

A“? r Is: 2:,x; (263m)
E " ll ¿un

pese e Fa

A“ a. o (2.334){sin

I'ÉEÉÜLEL" I) ‘paro "ïm? M Il; «a»Ï; 'j es singular, no tiene inversa; antenas
1a,]; 1;,¡fu ¿a I H no tiene ¿nverssv Por lo tanto no puede hallarse
tu que 1’ = U”“(15,th,+ IU Y con lo que fallen las hipótesis necesarias
pus "¿(_¿'9779).

M‘A¡-a y 294..é a zx- mwrflïes 4,35: de dos. Fmdfifieso



E5 sorprendente le
0-0

cxqu o ; “a. r a: ° 3 (2.3341)
w- w

sin emblema.

zm.?v* o qui-í 7‘ (2033*)
w . “f

0-. :ON o l . -. c,” 2033-:
1):“)?‘2‘ 0 ’ ¡(029,670 )¡ON"o

a)“: '
W'

«agggLuqmlpnpsgmogganmmg

2145:.) pn-¿ígimgi-ggto oonooido ar un es eoio con ngátrioa.indefinida“m;—r

395% un espacio vectorial de elementos ) sin gommnenteeredun

dazg‘lf-gg;see, Il m operador hemitiano (en el sentido habitual) de autovalores
É 1, es desir: tal que ,.'

+
1:1 o (2.344)"

3
't ' I ' (2.344)"

1 10
Salvo a, rev-gela nomenclatura, obtenemos de lee referenoieezz’ 9' 1e

siguientee nosionees

s‘-iefzsnsunEgg-taggng

(1'. Y) w/Y‘Wdá , Y,“ 7€ ; Ross)"
eaten-aaafe 257;;¿5 en el espana H es indefinida!

(wwe. (2036)"
22i:¿;2;2n3%.

A) El 102523111:peeudchemitiano I de un operador A-es' tel quem

(HK/Y) n {Ya-¿WL (para tOdOquífl )! (20374)!!!
1o7?. wA.

-— «e

A H IL A 'l ' (20374)»:

Ïï: metan es p?e'udoharmitima si 22919,10

.4.a z . (263),»;

¿1,922:221919t_2-'z';2..'-,fllen31¿n...=t°¿Hum a nuestro cmo

E pr»«‘1.:=x'v-meau-sia," es del tipo (2.35) con

¡l " Im c; (2039)
¡z omnia ."Q'AÏ:

¿91m
Sea, 7% 1m: suaï'LquLera de los ea‘pacioe W , ° 6 i den-nino“

343"i ‘E_:.1_'ngggggcupggggzoherthieno —M de un operede , es todo

cam: 3a.“que

:ÏÍÏQZWeFÏ-‘ÏQLÁnla manía de pseudohermitioidad para poder definir obeemblee
en 10..teoria de una carga. (Capo 3):,
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Ar(MW; =(ql)
(2.40-3)

para tod/r W ., Y ek" Á
Queremoshallar la incógnita M 3 si indicamos

ñ = {(3.44}; (2.404))
anyone: me. actuación F4 de (2°40mo) ¡e ñ z ñ puesto que

+ . o _

¿MY,V)=/fxfflw¡mg z "www; a army), á
pm” o: seluuon Selma,.'._d_2)todo otro operador M tal que

.———ñ MJ
A

'13 mare. que .q.solución puede no ser única (recordar los ejemplos de

mztradaz-asdiferentes pero qua-rsm equivalentes escalar» Vemosque tenemos

,2é57._=4.:_l¿:i'má que enáïv-ST)

¿gig? A}.una; que en la datinioiác (291.6), en la (2040) no se edge que
M trusí’omem fi' en ¡6' basta que transformen {lv en un
sep“; rs +41que (ut?) y una!” tengansentidopara todo Y,
v 6A», para .1: :usl {si JL-W'; 6”" o 6 )blfltid0f1nir(*ov)
ar 5 :a{anornaz-gue e; 968 sea "fcïg.ñvcto

LLemw-amwa ñ ¿2:

¿21:39) 11:4:

J’ (2.41-a)

"A! __ (2.41%)
(Y. MV)? (Y, MY) 4*, HW. (2042)

Tam‘r-‘énae fiel demostro: que si fl; ee un eubeepacio de 7? 5A 5
M í: M (2.43)

La (2'43) noe permite pasar'pq 93° de la conjugación peeuhermitiane en
5

E

3 + 2
lll 2‘3]

lme la ocnáugazián paeudohemtiena en W- .

La.¿ongugaoión an la sual estamos físicamente interesados" ee la conju
e

¿según en 9 pero e veces necesitaremos ha efectuadas en 75 1my en

8 . (pa eje al estudiar operadores que proyeotan ortoaonalmentesobre

¿”votare: =p1r á» e '79 a? pum-le Pe"- ütil poder definir la conjugación pseudo»
hQM‘íÏ-Jflla sz; al espa-3,45.:apinrrial única ente; sea. ¡f uno cualquiera de los
“Pain 6 es... c Mg: {recordar ecoo 2.o); definimos el conjgedoif ; ¡p
M222. " ¿o un 0 erador - en el ee ecio fl' mediante

(My; v)” :(Y ¡"u )t' (2.44-6)
19*“ """ï , 64Sr sr . +z I r'

En M a)- (20444;)
’tqu" 4- —Conjugadc hemiíarien: en el espacio epinorial ünioamente), entonces

“ " (2.44-0)
M (5:) M9‘ ¡r

g”) Neptuno? E‘. {SML ?.9-='..) a KL‘:SSÍI‘Gsesos

¿gos Un apoyado: M es gseudohemitiano en un espacio ‘R’ si
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fi

¡4 "' bl

o sea si

n

M N "
Entonces,

(2.45-3)

53M. (2.45-b)

(MW,\P)=(‘Y,M W)

para todo 4j,tP e fk'
(2.45-0)

Por qué en (2.43) no ponemos el signo ¡_? Porque el símbolo

que sea

te para que se cumpla la (2.4540) que es todo lo que necesitarems
?x
cv es suficienv

Para que (2.45-b) se cumpla- es condición suficiente

s para la física.
(pero no necesaria)

EPM

g¿;¿ PBOYECCIONES.

(2454)

í Ó . fi + .Los operadores proyeccion que mas necesitaremos seran los que proyectan

ortogonalmente (respecto de (2.2)) o E Sim sobre \; , por ejemplo, los

necesitaremos para tener operadores prácticos que representen obsetvables en

la teoría de una "partícula" (Cap. 3).

2.f-l) Repasode nociones conocidas.

a. ‘ Y

¿4

¿A
En general A indicará el operador

’ -Jue ro ecta un es acio ;; sobre sub
eqspaoíioyx 4 en la ¿leccion de un ¿{1%.
espacio complementarioii, (fig. 2-l¡.

Si la proyección es nrtOgonal (respec

to de (2.2)), lo indicaremos con un subíndice
Q II ' .i-e Ademas, cuando no hay riesgo de error,

podremossuprimir algunas de las especifica
ciones indicadas.

Fig. 2-2
directa

Seanfll y ‘H dos subespecies de
(fig. 2-1 o 2-2) tales que se tiene la suma

es decir tales que toda.We.“ es del tipo

(2.46-3) * *

w Y"?W (24&¿)**

n .Éfl (2L_ ".4 ' o 6 *
Y‘ =A31 Wei, , Y —)\ “Fe/Dc1 (24-o) +6

Em AA" A} AA‘ A;
A414 7h}? h ' 4 ¿s 1 _ g ; 1. | (2.4641) ¡»cx

Afl"+Am “47‘1-I, AÁ1H A A11 ,
A.A si A ¿1/1 4.a __

AA-I.AA} a A1“ ¡'11 1:21o
Si queremos que la desoomposi

es decir que sea

ción sea ortogonal respecto de (2.2) (fig. 2-2)

(0 ¡U

Ác-' )'QI tí ln*ÉI‘E¡HÜFen la apronim iofi de una par ou e.
(2.46-e) ï 4



._¿0

n) (z)

para todo V e 41,, Y aja, 9 entonces es suficiente (cf. A2-8) que
Au (o Au" ) sean pseadohermitianas en _______s

AAIÁ’ (dedonde ) (2.46.!)f *
.L l.

B los Las descomposiciones E- EI 95H E un ' ¿“fl 98.11“ n!
etc. de Secou 2.o-5 ¿gn ortogonales porque (of. A2-8)

I I II II
A ¡A ( o sea A - A )¡ (2047)

la (2.47), con quda de (2.2849) implica que se cumple (2.46-f).
I

f 8
(Para ser consecuentes con la notación deberíamos haber puesto AL , 0to.,
pero ello no es práctico en este caso);

2.1212) Un o orador ro ecoión sim le ro no ort onal de 81m sobre

‘D'e‘finimoelos operadores
WE l __ ,4

A; —1 (1+ dflg‘m) (2.48-a)
Fídm __ ‘¿'E"¡"'_ i _ Ho) Hu!) 2.48.43

AW _ I-A; —¿(I 4):- )“ ( )
Se trata de operadores proyección puesto que (comoes trivial demostrar)

“¡t-fm 1- \\ {tím' Fesu‘m 1 Fg‘ím' wfi‘m ¡:¿‘í' Ftfim "(351.
(A; )‘ AF ’(AN ):A\v )AF =Aw =O'(2°49)

Sea YC ¿sin s es evidente que AWG.“ cumplela coalición inicial

(2.3=-c)de dondeA24}st \\f ¡Again proyecta un sobr y tambiénde

(2.34.3) seFdEe'dgceque AÏde/E/hf y llamarnos F al subespeció'dt
las W . Tenemospues la suma directa

5”“ - We) í: (2.50)
que podemossimboliza: comosigue: representamos Cam con el plano del
papel y los subespecios \\/ y S; de E un con las dos rectas de la figura 2-3.

F Evidentemente, _i nm

/ . F w ’ w W wen‘m

A523"? / _ YSE‘“ Pese a que el operador AF es muy
simple, tiene inconvenientes para las

- —¡ -—v- \\f aplicaciones que siguen pues la descompo
L. w!"AF Y sición(2.50)“ Monal respectodel

i F13 2-3 producto els‘salar (2.2) .gïr prueba en A2-9);

es decir, existen ciertos pares de ve)ctores 5 N , V €- tales que(w F(Y HP“ Ho; (2.52)
¡sto lo hemossimbolizado en Fic 2-3 dibujando ejes oblicuos.

w551” un sobre aa ador ue ro esta ort
gg! 3) El o er "mwc sim .

Buscamos un operador A L que prsoyeote C s‘o‘a'rew y otro
3 ¿ "‘ we
L ¿MI - I\L (2.53)

que proyecto; É “m en , tales que la descomposición i

En" - \\’ e) L3 (2.54)
sea ortogonalrespecto a (2.2). ls-deoir, que si YGW , v6 (á/sea



(1€?) - o (2.55)

lo quo simbolizan“ dibujando ojos porpndioularon wcgím

(j Vamosa construir A¿ an baso a quo
1} cumplo (2.55) y que aca "

“We V (2.56)
Pl-I‘atoda Ye ¿sin

AOÍ Y ¿r h ' ' YGEM -b nos dio u a a a

rg; ¡2,55)a; todo to
_ ng! g ¿“'- n g ol próximopaso debo lar

Á‘Ïm‘i’ W ovidontanantoucran- (2.56) usandoAI y

An s para ollo usamos1a Seco. 2.1: y 1a!
na 2-4 (2.5) e “' o

tambih o o ¿n neon a; a o onto u a o

An ‘l' = ' üzrñsF").'AIY. (2-574)
Comolo? . __Ï.Ïe y como “I’ll (AI + A11)? , al lo mino ponor

Y: AI‘Y-/\11Wim ’ (2.57-b)
mtonoaa oa rasonablo ono ._. __

1615"“:a EÏÏMK AL ¿ma-ü
dond. g o. mnünoro a determinar, diferente do l punto quo ¡1 af 1 toda

‘PG 8 un ao proyecta an una Y: Awf‘m vano cumplo(2.51) y que por lo
tanto pertenecea .

Banano: g _1apon10ndo(omo ya dijimos) qua o.“ incluído en

E:un na AÏE‘W’fz "Aïv‘v v5 EN": para1oquohasta
AL ( I - AÏW) 4’: o.

(recordar: AI A n - 0); do aquí obtonanoa
a - 0

o na.
Wim“ I. n “ -' .a . .

AL Z A - (Ïu)+Ïta))'P (2 58 ‘)
Aúnfalta probar que (A‘Iï‘m); 4‘.¡5am o loa que lo trata. do unL wz‘m

operador proyoooión prOpimonto dicho, poro anto! indiquen“ quo ol A4.

definido por (2.584) (lugo t?bión (of. ¡2-10)
[Í"z‘-.‘(ï.,+"m>'f’J/\ (2.534,)

Z WKHH)KÏO+“(afin (2.58-0)

: ’14“(H(|)Ï(Ï\+ HQ!if; +Hu)yu“!+ Hu)la“)
(2.53-0)

I1

LJ“(“n + RU)“; + IJl.) _. .- _. -- f
z [Im +2m 3;) ¡”u-(1.01.y H) ‘43,},a.“ 4.3.:) mary] (2.58- )(¡|

= I ‘ ‘iifn(3:) “¡7(:,)(H... ‘ HM) (2.53.3)
El cuantoa A} "'- pon“.

ACÏEsm z I h “I‘slsn (2.59).

r “¡logos pc ago (of. 2.581),
' :HÁR(3:) _ Zju) HH)5 Hen) (2.60)

lo trata ¿o un oporador proyección ¡remanente dicho pues (or. ¡2-11)



.20.

En \\,’f “m¡M- A¿
de donde 7-3; ¡ (2.614))

¿3.5 3.59“ JoL_ Gil. J

(no ee lícito reemplazar " 31m" por ",. " n1 por " Tim"ni por " . n),
Con (2.61) hemosverificado (2.55) (cf. (2.464)); ademásevidentemente

Aïmzl 3 AÏW‘EO (2.62)¡Y
Unare reeentacióm

s‘m
1 WE

Eh la representación (206) de lee Ï/ toda.A¡_ WH“ obtenida por

proyección ortogonal a partir de una Yi 8"“ ee de la forma.(of. 12-12),

1; ‘41 Man-#79431 r+"firm-m2m T “

y.¡sin Y1| x1 nf?“ü’ñ’eïfigïfmA; H m

Ï7_41+m\P’Y2.mi giftïífl “+3?” ‘13 Y"!
2, m 1 m

7 3 ‘

1’_1__“(‘W',1‘__Pgig?! 1’, " . ‘ * tu ww
1 m zm

‘ _ (2.63)

donde tfiyu ¡ ‘25 KH ¡‘P¿:1>'Ï¿p‘
Corolarion

Comparanáocon(2.9)sevoquomnmmmmam
elemento AWÜMYEHÍa artir d un VG¿un ¡61° e n ei i I

t . A le ¡ni-maconclusión ee llega observado (2.584)). lb decir, ei

Ye E 'm, ‘Jm . .

Avis V =A”._“ Y’=A‘ï“ (AW).
affi) Pr tos de o radoree ro eooión ti 1’

En ¿2-13 se demuestran las f6rmulee que einen; ¡1 ee recuerden lee tia.
2-3 y 2-4 los resultados obtenidoe ee hacen intuitivo- oon lee figure- eeooiedee .

(2.64)
g.

a las ecuaciones que aiguem (s 4,:
, “M "m i¡\\ fl.

fi “F'Ï‘ (2°65_a) l WEG 2-5“.
IV.-m- \\'

‘A‘M‘V '
F

fi H
e _ . . ' ,3... P13 2-5-1:

we“m 55"“ 58"” 35'" qt". - “ya .: - .: _ ?o6. -b i '
AJ. A“! Auf AL( 5 ) A-LY ¡ AFth ¿10 -RsïíW \v

NANU" AFI“. ¡y Y “¿fl'mfl'jflnyW
l es nuevo (Ver Belnrente3), .-.

:-—‘—“-“- .
Salvo lo de "proyección ortogonal" este oorolario no



-21...

É5;" uff.“
A3; A; = o

(2.-65—c)

' ¿La
¿4m F L Ann. sf. ' a

A34 AW = .L/\ AL
(2,654)

5M gn“, ¿.L‘II.
UÍÉ WE» “7€ .

(2.65-e) F13 2-5-0 ¡'

uréáru. ¿int ur¿mAT : F 

(2.65-f)

.F ¿ WM unía“
AW A; .0

(2-65-13) Pie 2-51 W ¿5M

.' _ gr
Al.th“w w

F e Ainsa. ¿«U-7'“- ;¿JM CW

Auf A? g Aur ¿5m AF¿‘_ A3 ¡r
A31, q’ __[L/'We ¿MM

(2.6541) F13 2-5 4. W



Lu neoeeitaremoapara 22-6. Dean-ee" lee operadore

AE S‘%_&(I+Ï) . /AES”“E) -¿(% 5 + Ñ 5 66-. .
8°“ g t ) K ¿“"1 L,¡,,J,‘,'l ' ¿J- ‘sz C(.12 by) (2° )ey. á , 5m.

A¿5\mzI'Aíantf ='/¡
¿“e ;

.—- , .. . . 2666:]:

(Aéátm )L|¿2’j.j1.i(áL,J, 39])? 59k SLÚ.) ( )
Sea Y un elenmto de (E g es trivial all-¡(otdzvlfl

(5th) “má ¡i'm Ea'lf (¡nt

Y =A:o..t Yeïí ; “I’m”:Aem - e é (2.67)

y que ee traza de operad'oreqproyección wei.

[Sung _ ¿un? . gn,¡¿)¡_: ¿ar á(Aáaut) " Áéant I (469m 449m
¿""‘é ¿me 24’“t 2"“: (1568)“

Aé‘mt Aéi‘lm = Assim Agi‘u‘t : 0

con lo que

A¿5tM¿ _ . Aéu'dt _ O 1’
¿ont E51". Í ¿SUM¿i‘ma F i '
E ¡"e - . 6°" t _ l

Agar) ¿Ji O ' A¿5"" ¿JS?I
¡ne proyeccionesno en artesanales y (chia-14)

¿"’"6 ,x ¿""‘e ¡ (2.10)’ ‘
Mi esc A o t ÉÉ 1€ é '

ein embargoen el punto eiáuiente eetoe operqqloree¡el ¡emitirán proyectar ertg

adelante á sobre\/e
Ï
“mat” si ‘13ee 'm meti-is4 1 4, 0' (“'2'15)
¿“e 2 ¿""2 _ ¿""6

Agent “¿sin Agnd fl )2/A60“ (44* AQ))(ví;
¿Me ¿“"5 ¿“JE (20m

Aé’m A1055"!-A 4455-7”lá A5 y" (Ar A“),
o eooi rt o d B bre

M c un;
Mi comoperaAl 2’ n , aquí tanbien le puedeomtruir el operador/\“L

e partir de propiedades profundas, pero en obtención ee moho más engorroee. El

resultado final es (01.42.16)

31m ¿MME
ani

JE “f o _.' " " a fi- 6 é
A1 ZA; á A50“ +1” W.)’ ¿ul/P A AK.“ ada“)

I‘LILZJ‘}¿e Xiz-y‘ (ore 800°. 1-0)
n ¿“hn/X1” la ¡08001611«mm.



df}

ná. tán; 1 -o -v -' ¿mié
¡Al . * i'm” (ím- vc))' P "¿15:16 (2.72vb)W ' f. e . .‘fil M - Homo)"Hz)Ir(2) (2°12-o)

V c' e * o o ente
:ALÍM ‘ü +.’3_-"m {(0H0)' ‘42) A ¿M (2.7241)

Ag”: í, ("03*“(7.3)(¡to Ï + ) (wz-o)
AÏE'aI" A2”; (zm-r)

Mru un “¡BCE tal que sue elementosson * - A‘ïé v, eeQ \[ ‘- É a (2.73)

(A‘Ï‘ ¡reATE vew' A L“ ‘I’ es V' (2-74)y A1, son operadores proyeccién propiamente dichos puee (cf.A2-16)

VE .re Z

(Ayer: .L¡(AJJ = it AitaA‘TÁÏEOQJS)hidentemente,
á

AÏE c). I a Aviar (2.76-3)
un. ¡{u-c

Ai“ '- AL (2.76-b)
Le desocgpgqioión (2.73) es ortogonal pues (of.A2-16)

"’A‘“ _ u’a _ gra, o
‘ 2L, AJ- ’ AL A). ¿“te (2 71)

Debeobservarse en (2.724) que aunqueaparece A¿ M

v 'ÉM <fi¡ ‘ {m) AKA ¿if es tal que - 'ji . Lacontribución
de Atta'fi n ln formaciónde “ree debe a que lol especioe 6 en y É mt no
son ortogonalea (cruz-ui). El que la. no iortogonalidad de Vryá mt obliga e.

¿intla contribución de cuandose proyecta ortogonalnente E. sobrevree vi. .

analiza en la fis.(2.’l) cuyo plano einboliu el oubespanioaubtendido por - y
t ent.

F13. 2-7



CAPITULO rnngsgo
¿¿ APROXII¿CIOI ¿g un; ¿AanCULg

¡u - mmm nnROCIONESamm conocgg.
B sabido que 18'10 para spin entero no se puede construir la aproximación de

una partícula con f u-densidad.de probabilidad, [f (13:- el, sino 1a aprorifa‘

ción de una'particula“ o carga, cen e}: - densidadde carga, Ejf ds: - IO 
carga del sistema (e) 0).

Elle está conectado con el hecho de que puede definirse un producto escalar

M adecuadoen el espaciode losvectoresde estado.
Varios autores han trabajado sobre spin entero y sobre metricas indefinida"

no todos trabajan con la mismageneralidad, ni empleanla lisas nomenclatura, ni

proceden de la misas manera. Hemostomado ideas de varios de ellos tomando asi el

esqum que sigue; dicho esquemaes adecuadopara nuestro trabajo (salvo probl-ss

conectadoscu v f 6 su f 6 ) y le menoslibre de contradicciones internas... ¡e

estudiaremoe partícnlas neutras pues Peshbach y Villars mostraron que al menos
para spin 0 es preferible atacarlas aparte, vía teoria doo-pos

I) Conuna métrica (H) , V) indefinida en el espacio de los vectores de estado

( Y , W) l 0 se pueden describir estados en que 1a carga total es te

(e>0). 8i(Y, Y)f0nomalisarenos\ljnfornaquesea(‘f'. V)'3.
La carga total es e( V , ‘f’ )18.

II)La métrica en el espacio de los vectores de estado se define ¡sin ( H), (f )

v+ y V7d}: donde q (que es único para una represntaoión dada) es un

operador tal que q" a r¡ (+ - conjugación bsrnitiana habitual ¡ es decir reg
pecto al producto escalar ‘Ir' L?)¡ (1‘ - q implica que 1a carga total es
real. lo ha: restricción física si unose limita a ft tm Y]2 n I, cosa que

hmenoso22 18 4o c
III) - ‘P" Q W 5 g la. densidad de carga es e - e J °3 ei cuadrivector corrieg

mm
te es e J F 1 3 a menudo abreviarencs llamando densidad de carga a f y t_e_

travector corriente a Jn (es decir, e-l).
22.19.10

22,19,1o
IV) la conjugación pseudohermitiana se define cue en A, Seco. 2.e-1

V) Los operadores pseudohermitianos se definen omo en B, Seco. 2.e-1

VI) Los observab1_ease representan por operadores pseudohernitianos para que sus
valer- nsdibles .sean reales. 22'19’10

VII) ¡siniïaes mediosse definan por (i) - ( Y, i Y) , ‘11- funoión de onda.

VIII) Sea AY. - a Y“ 1a ecuación de autovalores de un operador pseudoflermitiano

A, con Leaperteneciente a1 espa'oio de los vectores de estado! como en mecánica

cuántica ordinaria ¡{u es un autoeetado de A. Pero el valor nedible [Line in

-31 “quam!que a ue es el másfrecuentementeusado( salva:detafl‘á“= i el
ünicog'de Broglie- usa uno escencialmente dilema“. . .



dicaromos con (a)m] no necesariamente coincide cm el antevalor a o En efecto

Se defan los valores modiblea (a)ll del obeervable A comolos valores medi-oe

SAZ de desgacián ng. Por lo tanto ei e - ( Yg, P.) ee la carga del e;
tado representado por Y“ , el valor medible es

(a) - ( q) 9 A 1? ) a a á que (ofoI) no necesariamente es igual a; .
om a a 22

IX) Si 1 o KY con H - l la normalización ( Y , se conserva en el tiempo o
22

X Si: :3 + i H A es - d A7
) g 5% - [ 9 1 < 5%) a <

n) Llamaremospsoudounitarias a las transformaciones H) 9 V'n 0'!) de lee ves

tores de estado, y ¡l 41' “ del operadorc-que da al producto escalar, tales

que( Y", Y') - ( H), (P ). El producto escalar transformado os ( Ell'g HP)
‘P‘fi Q“q" d}: y debe ser ¡(n U‘ Q'U. 22- 22

XII) operadores se transforman según A'u U AU1 con lo cual (A) - (AW.

Roig

Admitamcs(cosa que ocurrirá en nuestro caso) que existen soluciones W' (fl con

( Y“), Y“) )- + l y V P) ocn (VG), YF) ) a «-1 que sean ortosonaless
( Y“), Y“) ) - 0. Entonceses inmediato que

wo) ¿11M , Yu) 0.1..)

( W‘o) o “¡(0) )"' o (3-1‘5)
Es evidente que estas soluciones caen fuera de la normalisacih indicada en I.

os tal que

Gabon oe s l dad BI incluir o excluir estos V (o) comofunciones de onda

de una particulao Bi Heitler JA, ni Fecnbaohy Villare lo discuten los estados

“INOX Tampocolo haremos nosotros, pues no afectan nuestros resultados] solo

señalan-emos que todos los valores medibloe con precisión su: nulos para nn-e_s_

tadoY“) (afan-1M

(a)lll a (b)m o N... - (q)ln u-0 (3.1-c)

L - ¿ADENSIDADDEcgis“ p; mmmcgm _
De III con IN'an usar (2.2) ee l

+ o wl I ’ 302°a)*e «Y» Yu VX“) _ <
En la sección 6.3 se demostrará que el m’ico 4- vector no nulo ‘quc se puede

formar combinandobilinealmente’ q): Y ee l

J)“ ¡Ï’ Ïa) Y ¡x 'f ' YÏÏNL ¡(3)V‘ 1 (3°2=b)a(
j ' (V' ¿(1)y) J

Por otro lado, y comoera de esperar, la teoria de campos ( cap.8) confirma

(3.2-b)a

Utilizando (2.31) 8' (2.33-a) se pueden poner las (3.2-a) y (b) en dinersac fo;

consecuente con (3.2-a)

+ Sin usar f" o



mas que dan igual rusultado numérico; en particular se ebti e que

f ' V (¿L " ¡53233v’ j' ‘t” (01:) fi) ’ ¡(Ef-¿br
2 ' 2 .\

que es el F de Romana; y el de de Broglie,qde manera836238)?” nwetlad
es. etnia]. sn nuestro) (302sb)

o .

Usandola representación (106) se ve que g Í" se traslada en el v! f deoKemez. Ademástrasladando a la formulaci original (Prosa) se

J k Mb: tual en Ésta. (cfc capoó) lo cual tambien es cucoidoo

iene el

Es sabido3 que "

D}. ¡‘ .. o (393) x "
lo cual se demuestra de la mismamanera que para spin i e

¡A EL¡mmmmo
hoc; Suobtencgónx gomgaraciggonlg “¡sagas ¿e¡mi

—' “7 v
83335 °< of o (5m es el hamiltomiane de Dirac para spin i. las ecuaciones

de N se pueden poner en forma hamiltoniana,

1%?" HW ° H"(1)‘(2) 1

v1; ’ V41

para lo cual basta multiplicar (l.;2=a)por Mi) o Compare“ esta trivial demo;
traciSn con la necesaria para escribir las ecuaciones de (eslser15 en toma hamil

¿304)

tonianao

En el caso dc Kcmmerla forma hamiltoniana (i II B Y ) gg es equivaleg

te con sus ecuaciones (105) ( (3* ¡by Hd o 1! V) porque a: la demostración
se debió multiplicar ambosmiembrosde una ecuación por un operador singular‘,

tal comolo explicita el propioX en su trabaje. Tal dificultad no apa

rece en nuestro caso porquehemosmultiplicado (1.2-a) por que no es sin
gular ( por lo tanto ( K: ) -1 existe y la demostracifiu(1.2) ¿(3.4) es
invertibles (304)¿(rango

Tanto enel formalismo de BWcomoen el de temer la correspondiente con
dición inicial es consecuencia de la ecuación escrita en forma manifiestamente

oovariante[ (102) 5 (105)] y no es necesario postularla aparteo Lo prepie seg
rre en el formalismo BI cuando las ecuaciones se escriben en foma hamiltonianao

En cambiog en el de Kemmeres necesario postular por separado su condición is;

cial si se escribe la ecuaciónen la torna hamiltmimfl. La pssudohermitisg
O + I O ° _

dad.de H se verifica facilmente! "f Ku, H”; )(n =‘2,H,%:)—HM:H
o if 0 O o

H ’ K(2)H(1)1((2)“(MM-ía) 34"(1) 'H (M)

+ Recordar que Osa-Ohdice menos que a-b
«H»m los dos formalismosse necesita la c inicial para plantear un
problemaie "'alores iniciales (du: una Y (0,! ¡VL



( W, H 5p es igual a la densidadde energía que obtendremosen teoría de
campos ( cap. 8 ) la cual a su voz es consecuente con las densidades de energia
obtenidas en otros fomlismos

Meme: i&oonel l ed. l

Por (¿913), en la ecuaciónif. ¡(1) “¡puede reemplasarse¡(1) por gtros operadoresque den igual res ado (¿mi en particular puede ponerse

i 9:?- ñ (Hu) o B(2)) LI), y se tieneiel bamiltoniano de de Broglie9o

a Preferimos H- Hu) I(2) en lugar de En] + ¡{2] porque, además de ser más
breve,

l) las ‘i i)?- Ha) Vimplioan la condicióninicial (2.3). ki cambio,de las
. a }
[V1.1 ' V41

\i bug- m + nm QI» podemosdeducir la condición inicial,
2 .

L V15 V31 J

y es necesario postular ésta por separado comouna a. “mi o

2) i (Kar En) ) es singular, lo cual hace mis delicado y engorroso su maneje.

Pero la elección se hace por motivos de conveniencia; no hay argumentos fi

sicos ues B I - H + HP <1)(2)r _m_cn
2

Usandola representación (1.6) es fácil ver que el hamiltoniano de de Bro

glie es análogo al de Kemer.

Mi) El operador¡16012)
nz lo que hace a encontrar un operador tal que mediante VIII (Seoc. 3.a)

obtengamos los valores medibles (E)mde la energía, tenemos una libertad aún

mayorque la de elegir entre varios operadores iguales en Mrs H(1)I(2). En

efeito, si H a H(1)I(2)l da los valores correctos de (3)“, todo operadorMtal
que ¿yc H da los mismosvalores correctos de (2)", aún cuando sea M} H

En p‘L-uculgr, por (203341), “r

H ¿CPH-v m o son (V. H y) - (Y. m {3o)V )9 (3o6)

o seall"valo;:medible de H" - "valor modible de Tn(3°)Iá)”.

Por ser DQ1)I(2) aúnímis sidple que B(.1)I(2), .unoestaría tentdo de

trabajar con m fi(1)1(2) comooperador energía; no lo hacemos para mantener
(dentro de lo posible) la similitud con la mecánicacuintioa ordinaria:

1) Los autovalores Ï m de m((51)1(2) no tienen nada que ver (aunque los multi
annpfl’ xea; l) sonlosvaloresmediblesÏ ‘1’1"“°r5í“ n"

.1

4'Iiecordar (2 , 16 )_..
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más adelante (Secog 349).,

2) .1PD) no da la evolucióntemporal l 
3) La obtención de los autoestados de mfltl)1(2) es artificiosa si este operador
representa a la energía (se demostrará en Secco 3.o-9). x

Solar;el antovalorcero del hamiltonianode ¡einero
71:,Kms! base notar que su bamiltonianotiene los autovalores t p° 

l? o
- i " o m2 ¿ 0 9 pero que para una onda pdena monocromaticagg se obtiene

0 somo valor medio& sino ¡35 o f I

Creemosque la introducción de los especias V), y é .u y la foma (203-43)
de nuestra condicion inicial en el formalismode BI permiten clarificar la cues

tiónv . l

En.primer lugarg Queremosdemostrar gue los autovectores de con autovae

lor 0 no pertenecen a w a es decir¡l no s32 posibles funciones de ondao Para ello
trasladamos el hamiltoniano de Kemmeral formalismo de BW;obtenemos el hamilto

niano de de Broglieíusu (106))3
H as a" ‘

Kemmera l{de Broglie s mi“ * 10% (3°?)
T

(o) ,

Ahora, lu. V es una eutofunción del hamiltoniano de Kemmercon autovalor nulo,

debe 39:: (o)

HKemmeI“v - o (308“)
. ‘ (°) °

, o su) V a e ¡mw (308-b)
Gon (2484:) .

Ffipun ¡0) (o) . (o)
A V) = W . . W e F (¿8.0)

tiendo T: un subespaoio de É “m que te sSlo tiene en comúncon Ú- el origen
(ver tigo Zea)e

V w é W (308-4)
Puede darse una segunda demostración utilizando la descomposición en ondas

planas de Capi, 4 (en Age-2).,
(0)

Habiendo demostrado que ¡P no es una posible función de onda, basta

releer VIII (Sec-z. (La) para comprenderque" ¿:(autovalor 0)" del hamiltoniano
de Xemmerk,no tiene sanción con ningún valor medible de la energia. Por supues

to ello ¿o significa que el hamiltoniano de Kemmersea incorrecto , sino que

muestra que hay que tomar precauciones antes de conectar con valores medibles

los autovalores de un operador (aunque los multipliquemoa por E. ).

203.-5)¿Lagos de alergia" Eositiva f h) 1 nee tivaw(-)¡ operadores prog'ecu
016m Valores medibles de la energíao

Por deflnio 1.6119

* _. 3La existenma del autovalor cero la deducede'AK mor2.' P
“'Deeimos formalmente que las soluciones son de eneinÏa pagiti a o negativa; por

(3.1?) ambasson de energía positiva; hablando con propiedad, hay que decir que
son soluciones de carga positiva y negativa (of. 3.14-a)
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- superposiciónde autovactores de H con autovalor + po
(“i _ g, .. .. n n n n .. po, \

El desarrollo en ondas planas monocromj‘ggas se da en detalle en el Cap.)4v

Sean by“) y wf (a) los subespacios de W‘Vcorrespondientss a W h) y

¡VHSwc) euïu), Youth) ¡ YQYM + Y“ ¡ h); mcg Uma
(399)

Es “¿dante quo los operadoresproyecgií de k; sobre y Urb)
AL w :Jí (I+ y?) j AL‘W’:_¡1_(I- (3010)

y qu;se(+)t\:’atazdeoperïoieírproyoocióïrpïoPiÉmenÉe dichos;
(A ) = AJ. 3 (AL ) = ¿“With (.Lll)‘

SOD

.L

Finalmente, la descomposición es ortogonal respecto a (202),, comose demuestra

así: Por 3.10 y (2040-13) es
W M w w MN _ w EN: ur H W’
l 2 A_L ) _L = J. (JJ-2)

de donde, por (2.46-f) resulta la ortogonalidad en cuestión:

(V‘*).\P('))- (V(').‘P.‘*’) - o . (aula)
Adelantamos un resultado del Capo 4|

Hal una relación entre el sim de la gorgía 1 el de la normalización (este
último es igual al de' la carga)0 Es,

(Yï{.),v(*))>0 5 (VHg w (-))<0 (LM-Ia)
Por I, Secco 30a debemos normalizar a +1 (carga +e) las soluciones de energía

positiva y a -l (carga -e) las de energía negativa:

VU)»Yu)» +1 l (-)9 ' -1 (334%)
83,fi.- t l, las (3014) implican

(WQ‘V‘Ü) a é ¿es (3.1.5)
Corolarioa Valores medibles de H o

De VIIIi .Secc03.a y de (3.14) resulta que s1

H ph. = 1 7° 9:1» ' (¿16)
(con v: fo e UT), los valoresamadibles correspondientes son4’

(mm“ (vivos HWIfO) ' I Po( Tips Wu») ' * Po, (3¿17)*
Contra lo que ocurre en spin i en la teoría de una partícula propiamente dirhag

Por la'completidud en VI de las vivo 6 Vj- (ver Capo4) no ha! otros
.Valores medibles de la energíao

.396;- OBSERVABLBD GHERALIDADB.

Comoen VII, Secco 3ea los valores medios de un observableIA corresponc

dientes a un estado (¡,Ye hr!) se definen "por 'v'"

¿A> ; (MAN!) (aula)
Comoen VIII, los valores medibles (a)m de un observable se definen como los

v=—=-==-u a
figaoraguégfiggae; paraspin l; ver Heitler14quele demuestrafoma
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Í

valores medios correspondientes a autoestados

(a)En- (A 7. (3v19)
Comoen VIS los observables se representan por operadores pseudohermitia

pos en W (ver B' 9 Seoco 2.o-2),,

A a A (3.20)
ya que ello garantiza‘ía realidad de los valores medios, y comoconsecuencia, de
‘-.os va". crea medibf‘es o

Lpa e “T (3o2l—a)

un au+nvevvïordel observable A a

A VL = a ‘fl (3,214))
oomoen VIII» el estado representado por Wa. es un autoestado,

Wa- autoestado (3021-0)
y ol valor modible asociado a ¿ es

(a) - (tel, A ‘flk ) - t a (3.21-d)

6' "'ih
es el signo de la carga del estadoo

¿gg - OBSERVABLESOEL PROBLEMADE LOS OPERADORESQUE TRANSFOW M2 H 6 a

La importancia práctica de la cuestión que discutiremos aquí se verí mis

Sea

donde

(30214)Il ¡.1

adelante? al estudiar el spino

Leg) ¿qe operadores de sgunda clase puedenrepresentar observableso

.Agruparemoslos operadores pseudohernitianos (en h), ) en dos clases:

nggadorgs de lao clases Son los ¡peradoree A pseudohermitianos en V5.
tales queparatodoWÉUe! A V t
.0peradores de 2a; clases Son los operadores B pseudohemitianos en urtales

Queoxisteal monosumWé ¡J tal queBV: ¿pero
Comoen mecánica cuántica ordinaria se trabaja únicamente connoperadores

de 1a° clase, y comootros autores han utilizando en formalisnos de este tipo

Operadores de 2a- clase (sin disoutirlo, dentro de lo que sabemos), es razonable

plantearseesta.ptfltas
Cuál de los dos puntos de vista que siguen es el correcto?!

Los observables se pueden representar únicamente por operalor. punt-o de vistas
dones de lao clasee

2° punto de Vigiaa
Solución:

Se a B un cps‘r-adorde 2ao clase; llamaremos operador tipo “Y asociado a B al

operada" N! , e We.

13 ) - u .B A; j (3022)

Operadores de las dos clases pueden representar obserVables.

- .L



B
e'videntemrmte (cfu(2;”’4)), es de lao claseo

Una desconposicián tipo Peirce

.B=me B A5; +A3”BAl“Ju" Mi: Í‘ 13Me
conectaB oonB

Todo W de (3.18) pertenece a Mi; entonces por (3022);, (2977) y (2076=a)
++e!

<B > ; (w, 13W) =(‘41,13‘“ ‘11)z (B‘“"> www
‘Ï :B a} Bb”) (3023-6)

Si ¡Ïwnoperador de“an clase} representa aun observablel lo propio

nace B (operador de 2a. clase] puesB 1 E‘uótienen los mismosvalores

,mediblesoPEQRlotanto. el pertggecer a la 2a. clase no impide gue un operador

represente a. un observableo

ue no corres onden a autoestsmdosoFalsos valores medibles.i c_9w2)Autovectores

Falsas dggeneraciones.
Sea

B f - bf (M4)b b

'1a.ecuaoián de autovalores de un operador (de la. o 230 clase); si es {hi br 7g

no existe nigm’ estado físico c210 vector de estado sea ft ¡ x por lo tantoal
no es un autoestado el número b a Íb -¿b no es realiza

blemexperimentalmenteo
)

Excepci5nt para (b)ml que ¡demís de Eb ¿vhr exista otra Íb‘h’(#+t;son igual
b), o sea degeneración; pero entonces el número (la)lllcorresponde al estado b y
no al Eb 9 de manera que en este caso le que origina la b es una degene
racián aparente, no realizable experimentalmenteo

Toda fb 9/ W es un autovector que no corresponde a un auteestadoo

notación: Si B representa a un ebservable, indicaremos con {(Eb) el autoes

tado de carga É correspondiente al valor medible (la)m- ¿ bo
¡open gotencián de los valores medibles I de los autoestados de un operador
ti o_ a

(ul
Sea B Jun operador de lao clase (30.22%

(“1) éTeoremaa Sea; un operador tigo MJ- o Todos sus autovectores {en - corresu
ondientes a autovalores no nulos ert u.- e- son < to es

'F'ÉÏÍ_
_Usando(2072-e) la igualdad es trivialo

_ "ta discusión sería másdifícil si nuestros operadores proyeccián no fuesen
"artesanales respecto a (2:.2).
“Por lo tantos tienen los mismosvalores medibles; pero, comoveremos más abajo,

el mítodo de cálculo de éstos es diferentenB tiene autoestados que no son auto
vectores; fosa que no ocurre con w) o| (w

‘l’WllÉs adelante se comprenderá que esta fb debe ser además autovector deB (of.
Seco, Joe-4L
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Demostració’m Sea

Bum ‘fi, " b vb i vb e a (3.25-8)
su ecuación de autovalores. Premultiplicando por Ate deducimos(usar (2.76))

o - b YE 3.25-b
demaneraquesi b ¡í0 es , oses ' )
P vrnl’Ïs“7 3 ) q (3.2543)or ecco .a I

ken“e te!) donde t - (3625-11)
Qe o e

Corolarioa “dos los números

(b)ln u e b con b ¡Í O (3.25-e)
son valores medibleso

Para un operador cualquiera, es necesario verificar cuales de los números

¿b son valores medibles (es condicián necesaria?»e “Y ). Pa ra los operadores

de tipohy 9 s810 es necesaria dicha verificacrün para los autovalores b- 0..

El conjunto (EN!) de los autoestados de un opfler de tipohr
es el con unto de sus autovectoree oon b 0 más el de a uellos ‘fo tales

“(EM ' i blo] v mi“[tro ’Aït Yoda] (3.254)
misten realmente autovedtores Pueden existir oomolo prueba¡t uï ?

el ejemplo: SeaB - I 5 OIBN) :Ol w) ; Aura
- _ “¡9.26)

7 evidentemente todos los vectores de U son autovectores de AL con auto
Valor nulo.

la) Obtenciónde los valores medibles de los au oestados de un o orador de
2a. classe

l) DIFIGUMADÜ. DEMOSTRARHIOSINT'IITIVAHENTE QUE PUEDE WUBRIR QUE NINGUNO DE LOS

AUTOVECTORESa DE B (MULTIPLICADO POR 5- ) SEA AUTOESTADO.
Es intuitivo que si :B es un operador arbitrario de 2a. clase, el espacio

W no es privilegiado para el mismode manera que existen operadores de 2a. ola

Ie probablemente son la mayoría) cuyos autoveotores fb tienen cualquier orienta
ción Respecto de hr e

Es entonces intuitivo que existen operadores de 2a.
n h,
° clase (y probablemente son los más) tales que no tienen

nim" autovector n auteestadof y por lo tanto para
¿W ni o de los números b - E.b ue

sea verdadero valor medible.Fig 3-1

¡1 plano ¿.1 dibujo Comola demostfiación de la existencia de tales ope
‘1llboliza a ¿ o Sim- radores patológicos no es rigurosa, conviene rigorizar,
¡6 t ed 

nom“ o e. r u lo que haremos en B. Pero antes, reforzaremos la demosIeron a 1 las dimen
¡1onu d. los espacio, tración aportando un ejemplo: Sea el candidato a energía
MTy á (las dimen-I ‘ 1
¡iones spinoriales re
¡les son 6 y 16-6-10).nu-firm#. n- -n Agenda. nar 1h nn. mnnns nu-dn ser autoestado.
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mñnIQ) de Secm 3.0-}; en ¿3-3 domostraremes que este operador pseudohormitiano
es de 2a. clase, y que si p1 - p2 - O, p3 ¡Í O, ninguno de sus autovectores perte

o
neoon a [J _o

Cabe ademas la cuestión! Admitamosque para muchos operadores de 2a. clase

ocurra la situación antedicha. Pero, no existirán ciertos operadores de 2a.

clase tales que tengan un afinero suficiente de autoveotores em hr ? La respuesta

es negativa, y se da en Bo

B) DIFICULTADES. DEMOSTRAREIOS RIGUROSAMHTE QUE NINGUN OPERADOR B DE SEIIIDA

CLASE ES TAL QUE SE PUEDAN OBTIENE TODOS SUS AUTOESTADOS MEDIANTE LA amm HABI

TUALDE IGUALAR"AUTOESTADO"- "AUTOVETORPm'rmmlms AL ESPACIO DE LOS m 

TGIES DE BTADO”.
(a)

Adsitirosos comohip8tosis que los ¿autoestados (a), de un operador for
man sistema completo en by . Demostración por el absurdo: Supongamos que (B) es

falsa; entoncespara cada estado existo un autoveoterfb que le es pro
porcionalf’. Sea,C el conjunto de esos .

(e) hySi.be C osfbehï'wues (?(¿b)euJ-)ypara toda VE es
Y ' Z‘bÍb (3°28")

(por 1a completitud de las G) ). Entonces,
f.

BY;%%Bh.Z%thW' owm
le cual es imposible porque es de 2a. clase.“ )

Por le tanto, existe al ¡29s un estado tal gue nEgúnautovoctor
gb tiene su dirección (que es lo que queriamos demostrar).

e) SOLUCION.
(W)

Sabemosque: l) El operador B de (3022) da los mismos valores modibles

eB (ur)que (sólo que para. conocemospor ¡Le-3 los autoestados (-autovectores)

mientras que para B conocemossus autovectores pero existen autoestados que

no son autovectores, y cuya determinación es, por lo tanto, engorrosa). 2) Los
¡o

Valores medibles (b)lll de B‘ )se obtienen a partir de su ecuación de autovalores
'oeün (3.25)»

Por lo tanto ara hallar los autoestados los valores medibles de un

B Bus) ¿nl B cure0 orador de 2a. clase lo ue corres onde es calcular 

- 13“"selver la ecuacion de autovaloros de no la de usar o2 o

Para completar demostraremosque aguelloa eventuales {e insuficientes!

lu.tovectores fb w
+++- r con i uales autovalores.

B f “:5; “" “ur A“; ‘5‘ bhefeoto, si Eb-b b, esA 1fiM‘bysiesb ves(l Afb-h
"La dificultad no se debe a que la autofunción no sea de cuadradohintegrable (por
lor autoestado de 3 ) puesto que esto es subsanablo vía autodiferonciales.
'H-Encuintica usual la constante de proporcionalidad es de módulo l; no la espo
nficamos para que la demastración continúe válida si se admiten autoestados de
pseudonormanula (Seco. 3.a) los que no son normalizablos.
H>+Si ol conjunto de los autovectores de Do” s completo en “Y, es falso el
teorema inverso (pues las fb e C no forman sistema completo en US-y son por lo
tanto menos numerosas). ‘
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de dondeEb es también autoveotor de
( ) ‘

13'2be . bffiB‘Ïb .b h (.1 {be uf). (3.29)
¡ce-5) Los operadores de 2a. clase son correctos pero inconvenientes. Su sustitu

ción por. operadores eguivalentes tipo h}- .

E1 que sean correctos está demostrado en (3.o-l); por lo tanto les autores

que representaron observables con operadores B de 2a. clase no cometieron

ningún eznor; pero por 3.,e-4 B, en nim’ caso el conjunto de número E b donde

Ligq_;gïj.to‘ra_lor de B premrciona (por ese sólo hechorel total de valores

mediblss¡ 1 discutimos de guiones los utilizaron comotales. El procedimiento

con-esto es (a nuestro juicio) el indicado en C, Seco. 3.0-4, o sea usar el
operador B (ur)asociado aB .

ur
por B( ) desde el comienzo. haciendo todos los cálculos con este.Ï

Es lo que haremos cada vez que aparezca un operador de 2a. clase.

(Teoremasobre la pseudohermiticidad{ver¿11).
"Sea B un operador (de la; o,25° clase); siendo B pseudohermitiano en

“Y Bon)” pse_udohermitiano)en É y en “Y ". ) ___
B a; B —-4B”; B “5=' B“): B") (sao-a)

_—

¿ u.
Ademas, demos‘gvyemos que “J s

. (¡’_ (M
B Í, B =‘ ¡3 g B (3.30-b)

¿93:3 Qué ocurre cuando caLculggos e; operado; de nm W “¡guide ¡I ¡m ¡pg¡¡flg¡

A de la. clase?
Por hipótesis,

AVG. h;- para toda w e‘J (3-31)

Usando (2.76) y (3.31),
NW .. Ni" A A‘Ï‘v e A1“ (Alu), AW

AM ¿A (3.32-a)

Puede reemplazarse " - " por " = " o sea por " - "? Salvo r asos articul es,
no. Enefectos Sea - (ÉL.oump1e¿(3.31);usando(3.26), INS Arg.
(recordar (2.76))pero IMÏ-r0 {HIM} "1 .

La demostración de (3.29) es aplicable al caso de un operador de la. clase:

A ‘93," a 7-. Awfi ' ¡R (3.32—b)

para todo Ta eur. Si las qa formansistema completo en hr , es
let

A Wa: ¡(Pa‘=} Aira- “e [DWG-3243)
Lo que las (3.32-a) y (3.32-c) demuestran es que cambiar A por A no introduce

+Lo que es seguro es que los autovectores no dan todos los autoestados; en cuento
a los valores medibles podria ocurrir que casualmente todos coincidan con los
tb, b - autovalor, pero la demostración de é b - valor medible no puede basarse

en b s autovalor. Ver también(A3-4-d)++Aúnpuedesustituirse thr un operadorA tal queA‘fv (of. Secc. e-7).
l
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¿regulados físicos diferentes, o sea representan al mismoobsegvable, y que- \

no erdemosni autoestados ni valores edibles si ponemos 8;) a ï’

(e) - ¿a obtenidos deA‘P - a , E Lu- 3-3241)' m 5 w) a.
Pero comoen general es Á ¡í A ', no será necesariamente cierto puts

un operador de la. clge (que nelson de .tipo w ).que si se resuelve en Ó

su ecuación de autovalores los autovggtcgg de sutovalor distintg de cero mr
‘tenezcan a sí _o I Í

Comono perdemos autoestades ni v(¡leres medibles usando la ecuaeián
Á' “” g m ede autcvalores de en lugar de la de A , n es crt te sustituir

ur?
—' 3 es mis, ha: cases (eo go H ) en los que puede ser más simpïe

y cómodousar A en lugar de

Dos con cion s neces suficientes ara. ue un o erador

“sea.de la. clase (ver LJ-S)

é) "La.ecuación (3.32-a) es condición necesaria y suficiente para que un opera
rador A sea. de la. clase".

[3“)!A 11h“)? (3o”)
g) "La, ecuación

'w
es condición necesaria y suficiente para que A sea de lao olass'k

Daría lc mismousar

n l. a zf (3034)er. lugar de (3.33) (cf. (MSMY pS: ls (3.33) es más cómodade us a h

muchos casos se ve a. simple vista que se cumple A, H6, - 0 , K H(¿)J- 0
de donde se cumple (3.33).

¡ee-Q) Ïemples.
¿y A - - H1)I(2).

h ÍH, Bcn] - O , [H, B(2)] - 0 , por lo tanto Hen de lao clase

por (3.33) (comoera de prever). Verifiquemcsl Si Vell); ¡(“Va a“)? Ue“2 2 . tp v“
Huang?) - p. - ¡(2) - Rufina?) . . - cumple(2.3-0) y por ende
pertenece a. l: e

Comoconsecufun‘ciirïl laháórmula. gral. (3.32-a) esH - Al A19 H (usas)
VerifiquemoslSi V602: H ‘P (puesÁÏeslh ademássigmple
(2.3-?)ltambiónla. cumplewn H q), de donde Y; entonces,

W- oseala (3.354).
2) B'“ (1)¡(ar

Puó discutido en Seco, 300-3 y en Seco. 3.o-4A comoposible (e iman

veniente) represnntante de la. energía; en particular se demostró?que es de 2a.
clase;

BJ) Redemostremos que es de 2a. clase con ayuda de (3.33)! Las



- 6.:. -‘ +
“(a)”“¿19(2) ' ’Z'Ïáfur’é ° “45"”
“(ar " F(1)I<2) ' °

mueetr que

{Eur ' me) 1 ¿[Her “¡’41ch 0'35”)
por lo que IQ1)I(2) ee de a. clase.

32) Por otra partefnpor 1a fïnula General (3.23-c) eeO O

(.X(1)1(2)) a} qm. (3.354)

Verifiqueno: (3..35(=d)).En A3-6.oalculan:e explícitamente aW’ á 0 Ó
"'Énfiafi u?"Hb/<1) " z((2))'* P “mi; ‘ÑnÏuWÜf’M

entonceeg con (2033-1?)y (2.331) quedademostradammto la (30354).

¿eggs En 3ao-9 completarenoela diocucion de nana” cone energia.
¡codo! Representanel mieno9323751:}.1.-: e-er-¿erorceuoevugdañggláelé

ei een escalar__ _o_1.1_“EL

Pareeeria plausible que la respuesta fue“ afirmativa, pues

B C (3.35%)
-—o 4 B > . < C > (30364:)

por lo quo-B y C timon -=al nenes aparentemente - los mismosvalores nodiblee.

Pero la cuestion merece un análisis más cuidadoso. Veamosprinero que

el ¡Routers augue tragjme en una ¡opreeentaciónfijas
Si hacenoecaso omioodo su inpractidided, lee operadoreode 2a. cluob,

C. , ... ropreeontan legítimamenteoboorvabloo,nro ¡Ea salvar" g leo opera

dores de 2o.. clase gone .ten de n c '

autoveetogde jste". n- ue regla razonable,m'mn deja de tener cierto
grado do arbitral-idolo?“ h efecto, suponían“ por un nonento que podemos
construir un operador3 do lao clase tal (¡no

:D ag A3” (3.364)W

1'»? .f )

b ¿L :B fi m (3.364)
Conel nino doroohocon que bolos ordenadoa"...ha11ar B ..." podrían“

pero que emla

haber impuesto "Para tenor los autoeetados de , hallar 3 y calcular

lee autovectorol de onto". Posiblemente la r0818_"ooohallar ..." eea la

nie natural de todas, pero no por ollo deja do oor arbitraria. Ahora, ei: 'ee.q
+81fuera o rn 0 oeríawm 373.0 contra (2.33-0)
++Inporta aalvarloe pues hay operadores bien conocidos, cono el epin de
Kemner(cf. Seco. 34a.?) que een do 2a. clase.
+++Enla cuántica nena}, el obaerVable determina univocamente al operador
para una representacion dada, porque la regal el únicas "Para B,‘ hallar
los autovectero de "3 pero en nueitro caso esta regla ee inadecufla ei

eo de .‘2aaclase, y la arbitrariedad resido en que pueden haber varias
nueva reglas. ’



-37

cumplo(3.364), ontoncol los autoveotorn y, o, los autovaloroo do serán

difomtoo do hi doD y lu dos rocio: tondrin oouoououiu físicas diforogx
tasa

oro usand lar la" 1 oo o

cs... construir 311ooofácil si «¿non :B y C do2;. cluo talos quo
emplea; (1.364.) y noo.

B (ur) tr C (ur)

bastaelegir H = C

(3.3óuo)

(3.364)
ya. que entoneos eo cumplen (c) y {1)9

Erin-ice¡l monosun p.113 y C quo oulph (3.36%) y (3.36%)? Si, porque
on A3=6 danos un ojenplo.

W ¡»salvonoloolimadoo no tol 1 lsoerado

Gabondos procedimiento“

1.01?oprooodigento. 351onao: la r la 3002409“to o“ rá. ol operador b

561ousar la. regla '... MIIRB Y“? (llanos B ¡1 oboornblo así douoripto)
Por; ol operador C. gjl_o_ninja rogla "o" m1.: C 6'31."(llano.- c ¡.1
obeorvabloasi descripto).

(3 ¿on diferentes. gano a {a}, J

¿'39, procotinionto, Doaoribir al obsorvablo .Br tanto con 1o- operadoro! B colo
C 9 do a siguionto moran l’ara. la descripoiin oon 9 nos: la r l .600

hallar ..."e para lo. descripcion con usar la regla "no halla ‘ - no"
donio C a . Por otro ladoy describir al obsorvablo e tambi‘n con (.6

B 8'M..h doloripoi‘n con Cunar lo. regla.W... 11a: C “cgi pasé;descripcionc'on3 , usar la regla "... hallar u." dond.b e lo

¿nino oboormlTanoFguo‘guj! __o1nai-¿gorg' _onglo¡do¡Ruulta claro quo los

dos prooodinionto- son fisicamente oquivuiontoa, pero quo ol 2do. o! maycompli
cado» y ¡no lo emplearon”.

110501611331 operador ¡QI-fc?)

n Soon.3.o.-3, 3.0-41y 3...9)2 bonosdiscutido un - ¡{(blufono posible
GOEPO'HÁOS‘de H - fimkaono operador de onorgía. En,

H(1)1(2) ic “((5102)

(Id . H
(30%)) ¿í ('Íufiz)’

(3.36%)



.30.

(para la 2a., ver A3-6. Por lo tanto, si nos atonemosal 1er. criterio
+

H- ¡(“102) y n (UIQ) representan a observgblesdiferentes J cono H
representa a la energía, resulta quecon la regla de Seoc, ¡.eic ","hnllg
QI'I (0,." ¡.1 noreresontaalaenera

—*- (1)-(2)-)-==‘-—)-‘-á° 1)-=(2, °

Para gueilgü) re resentaso a la enor a habría ue r
¿“Aggaru de rmlas del complicadogrooedinientominero2, ¡lle es factible

pero art1;101_q¿_g_.

Conoverifieoeiin, denostrarenos en ¿3-6 que si se usa el primer procediniento

los valores nedibles de (I‘;)I(2))Mdifior0n del valor nedible + p. do H n
’ Bafle) ‘

¿4; - onsznvum. Los OPERADORESgm: mnsronm_;bf_m Q'1‘.

¿gg A) Ségplificaoien del pase-general ¿23:

¿921919 iones a

¿geradgg‘sinítricos de 2a. clases Son los operadores Bde 2a.>clase tales
queparatodaTelf es B v é can.

Bun operador sinétrico de 2a. clase; llamaremosoperador tipo ¡0'Sea

Ú'Ï' 4 “i | o

51.9.1248. al operamr WEA-n ve ¡ n
3‘“ - A- B J, (3-37)

Es fácil demostrar que (cf. 43;?)3% .. Br (3.384)un

ent onees, por (2511!)
DE! :_ 3-38-13)

De(3938-11)deducimosconoen(30.4,!)que¿EM
duoe resultados ¡físicos iferente no erdenos valores nedibl .

Gino se modifica la (3.25)?

de (3025) y (3.38-a) doducinos que s1 en

¡P a 13K (3.39)b
es

“¿a?” 9 bfio (3.404)
entonces

vb ‘¿ ¿J' (3.40-b)

{Kw} a“¡betu. ab9‘0} Ii! (tión. ¡Afung '
Laúnicadesventajado flrespeeto deBH“ quepuede

‘Pb ¿ hr oon b y‘O ( s1 K í ¿.n), de nanora que aparente-onto ouoeta
¡Él tñfl‘u
Tía-¡Tíláá‘üuan procedentebonossupuestoBy Cde 2a. close; la diseuslej
es similar si uno de los dos es de la. clase.
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seleccionar las Y}; correspondientes a auteestados; pero en la práctica ese exceso

de trabajo es muypequeño ya que por simple inspección saltan a la vista las (Ph

talesque ( bl“.ou "re (:LÏ)
ComoA; t es másbreve que A 1., resulta mássimple usarB “Men lugar de

B‘MZumdo el operador de 2a. clase B es snñtr)iool CuandoB ¡ operador deí [5} ur
2a.oolas; sea sinótrioe. le reenplazaremes por B M"; no por B( ).

Además,comoen (3.o-7), ei A ee de la. clase ne se introducen resultados

físicos diferentes si se u(sa Ab" .. Es,
a url A¿im = 1,41

lL" (" ' )

}.f-—2)Teorema sobre la seudohermiticidalo'

"Comoen ¿13-4se verifioa(que si B es simétrico de 2a., clase, siendo B

pseudohermitiano en w/ esBWbseudohermitirno en [AT "z_ _ ur)
m MM N t
m B =' B «a; B M" (3.42)_ H7 _—

(vr) - "r
m1cambiosi B-_ B puedeser B“; le cual no afecta la pseudohermi

W LV’

t:l.c:l.d.adu

a - DERIVACIONRESPECTODEL TIEMPO.

Comoes usual definimos 1A. por
al t al

á t ‘ = g "It
Il resultado es+ (cf. A -8)

M e

tu: L Í H 3.4ur ¡A ( 4)v
y sólo puede reemplazarse la equivalencia escalar en h por una igualdad en mi

< A > (3.43)

li se usan argumentos practicos y de conveniencia; no con argumentos físicos (ob

lórvese que todas las MJlefinidas por (3.44) dan los mismosvalores medios).
a r

Pero (comohemoshecho con el hamiltoniano) privilegiaremos arbitrariamente
¡na de las soluciones de (3.44) para trabajar con mayor comodidad: Llamaremosderi

Lfla principal respecto del tiemío al operador.Mdt'
h. derivada principal está relacionada con las demáspor

¿te JLA (346%)
¿L w ¿t

letivo de la elección: Hemosvisto la ventaJa práctica de los operadores de la.

ilase sobre los de 29.0; en (B-B) demostramosque si A -es de la. clase,¿A/ ¿t

¡ambienlo es (y no puede asegurarse lo mismopara las restantes (1 / ¿th

Porotraparte,aunqueB seade2a.clase,es (cf. Ir

siaZ/at-o
N81la derivada es principal ponemos ¿t y no d /dt.

(3356-19)



3. - m. nom'ro ¿{nun
Es el conocido operadm

_ ' fi

9’. l 1íaj (representaciónï’ ) (3474)”?_ x
37'- pe" ( " ï’ ) (son-b)“

que coincide con el usado por todos los autores.

Es tri vial demostrar ques

_A_)'p‘ es un operador de lao clase.

2) "¿EpP (pseudchermitiano) (3048ma)

g) ¡7' es una constante del movimiento; .
t *

iv :o (30484»)ÉCasi todo lo anterio es bien sabidoo

Finalmente, (3.47) es consecuente conlbs resultados de teoría de campos (Cap.8).

¡e - EL HWTO ANGULAR.

¡oi-1) El momento 215218.1”total.o

Comoes sabidol' 17 el estudio de las rotaciones infinitesimales 4-dimensiona1es

de Lorente provee el momentoangular total
wo
“J - TJ; + (¡Mt-fito (3049)HE

2

Para aprovecharcalculesig spinÁ es¿onvegignte poner

Ó - + ¿G73- Ï)(Z)+¡0'14 (3.50)

donde _’ —o a —o
É - I x p +t r (3.514)”

Os el momentoangular para spin io

I bien sabido que

[n , 5’ o (3.514))“

¡demís es evidente que l

Tam ¿sw5,32)].o (3.514)
ha consecuencia de “051)... N

¡(no , {Em93'}- o (3.524)
¡Q lo cual x5'“ de (la: clase (cf.(3o33)); este resultado no es nuevos está con
hnido en el bien conocidohechode que ïgenera las rotaciones infinitesimales.

V e tí -——a j KY e k5 (3.5243)

Por(3.32). “A _, )
3 = j (“r (3.524)

{0'—
h ll formalismo de BI presenta en la teoria de D'particula" las complicaciones

[ue son notorias ppr las pfiginas anteriores (y que no son peculiares de él sino
therentes a cualquier fermalismo de componentesroduendantes), pero frente a

Formalismoscapilares tiene la ventaja de poder utilizar resultados de spin fi.



2a. consecuencia.

Es también trivialtq‘ue jfie una constante del movimientos

A_ - o (3.52-4f“
. aL ¡t —v

Por otra parte É; conmutacon ? y entonces como j os hermitiano, es

también pseudohermiti_anc_(cf. Seco, 2.o):

fl ‘3’ ._ j (3.53)
3 coincide con el nomentoangularde do Broglie9 y si se usa 1a represen

tacion (1.6) od momentoangular de ¡enumer15se traduce en (3.49). Finalmente

(3.49) os consecuence con los resultados de la teoría. de campos (Cap. 8).

32g) Summa
A) IL OPERADORMICIouL.

Laconsecuencianaturalde(3:49)eellamarspina
ee ol operador de spin de Bolinfante4 y ol de do Broglie f; con 1a ropro

sentación (1.6) el operador de spin de Kemer se traduce también en dicho

operador;finalmente,el usode¿(arg-tz” comospinse veW re
(1mado por el hecho bien conocido de que

(ÉL?_..63Í: (3.54-a.)H
5 3

implica. que HQ) tran) tiene autovalores +1, O, -I.
—o —o

Desgraciadamente,másabajo veremosgue o oe un operador do 2a.

clase¡ por le tantol 1) Il gue sus autovalores sean +1¡ 0.-1 nphgarantiza

gue los valores medibles sean _+ lj ' Oj 4-1) (cf. Seccc- ¡.c-g). 2) LI
ne e d -o in no está dadom4;qu de los a.

por n1_ngúnautevector de «¡7 )
n) a ¡3) nsm:2.. cusno

IBI) la. demostracion:
Verificar que viola (3.33).

32) 23. demostración (por el absurdo):

Supongamosque para toda VELI:sea V- i +c5) “e g. U (3.5449)
Usando 1a representacion (206) es fácil ver (13-10) que ‘P c.(1,“:9

V=HVÉ>‘58)V;

H) o FM‘v5)"P'fl'u’n ..

g o "’21 o

¡1' _._-.___ .. V33
PTC’:;-.’Hh'ï(‘fsc'u o

Z‘n

+Pero debe recordarse que los principios de 1a. teoría de de Broglie difie
ren del esquema de Seco. 30a por lo quo 1a discusión que sigue no os ¿Pli
cabla. al pin de ge Ibagueo
++ pt - p 1 1 p .



Por ls hipótesis (3.54-b),w satisface v v- bssts entoncescompa.
rar el elemento 14 de (2063) con el de (3.54-0) para. demostrar que

9+ WH» pa lpqq- 0 g (3o54'd)
son (2.9c-b) se ve que (3.54-d) es una restricción sobre,I con lo cual hemos

contradicho (305.443): en efectos por le, Seco0 201’sabemos que si? es arbi

traria. (con tal de pertenecer auf), su parte?I es arbitraria, contra (3.54-d)
Por lo tanto, existe al menos uns Ve U0-tal que

l¡.1 + 6-“; + 0'32.) Y 4 (41' (3055“)

Siendo +025 ) de 2amclïse sabemosque (oi’a Secou3ueu43) hay autoesta
dos que no están representados por sutevectores. Sin embargo, para mayor se

guridad dsmestrsmos independientemente lo que sigue:

29 Al menos para ciertos valores dejp., m de las autcftmcionesde

¿1 6734471,)correspondientes al autovslor +1 (6 -l) pertenece a. (J.
En efecto: Sea,

ML -fs-+10-1 3.554s¿ f6 -s ‘( , , ) ( )
la ecuació’n de autovaloreso Supongamos

pz - 0, p1 y! 0, P3 f 0 (3.55-0)

lo cual es compatible con una medición de 6-34-03 .. En ABvIOdemostramos(I) Q

que para toda. En (en 6 ) es
¡r

11 o '_13 o

F o o o o (1 5 i)“5 
+1 ‘31 ° ‘33 °

' o o o o

Supongamos

f“ “0' ' (ÏH h) (30554)
urg

I É r"
entonces‘44 Alf“; igualando los elementos 14 y v? de (2o.” (AMP-of“)
y (3055-d) es (teniendo en cuenta (3.554))

1 1

p +1,11 "' ° ’ p 9+1,” " °°
Pero comopl/ 0 es '

+1,11“ +1,.33”°"
Volviendo a (2063) resulta entonces

¡u .. , r ,
(¿+1,31 ¡una o , (3.551€)

- 0 contra (3055-e); por lo tanto, si vale (3.55-0) (lo cua1

(30554)

Entonces F+1

es lícito; la no convergencia de las autofunciones de p es solucionable vía.

autodiferenciales) es

FH. (para toda.9+1 0 )o (3.56)
Análogamente para; 01; en dambio, pueden existir {o e (q)- .

Comono ¡erteneoen ¿Mil esas gd no son estados. l menos. ¿utoestadosy‘n g

wi

1:

Í
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Po lo tanto rob ue exist auto 1 - + 1 no 1 ‘f a. robar

gugexiste un valor ydibleíá: t 1.

Por supuesto, case aún 1a. esperanza (que se confirmará en D) que al usar

FL 3'39 obtenganancoíaloresbz'jüos cuales si correspondane.vecto
res que¿pertenecen a LJ )¡ entonces sí que ¿XI - t 1 será valor medible.

La.coincidencia casual del oonjunto de los antovalores +1,0,-1 de

(yquesonlosfísicamnteesperados)esbqueWWww)
es tados posibles del sistema. Si uno dice que el estado correspondiente a

5133139 fu y efectúa.algún cálculo con ese falso estado, está errado

(61.4%;'v ) con el conjunto de Jos autovalcres +1,0,-l do + z )) o (n ()

(a nuestro parecer).

Cabe lu ¿rogunte: dor; realmente casual la goingidmia? No habrá un teore
ma.por el cual siem_.re el CJpeu'bro ¿e un o¿-cradcr de 2a. clase B coincide
con el de ? Larospuosthoe. no hay tal teorema, pues existe el‘contra
eJemplo del operador 14 = A discutido en 8-40.

D) UN OPERADOR DE la. CLASS QUE REPRESEN'I‘A AL SPIN.
' —+

Es evidente que ¿(om +Cf2)) es un Operador sime'trico de 2 .. clase (cf.

Seoc.3of-l). i’orla discusiónanterior el o,-erador ) repre

senta. al Spin tun correctamente como¿»(63 , pero con la. ventaja de
que:

1) (ventaja principal) por ser de la. clase, no se ¡temen autoestados si
se buscan sus autoveotorea,

2) (secundaria) por ser de tipolfiï'slm‘ï, todos sus autovectwectores pertene
. ¡551mclentes a con autovalor ,1 0 pertenecen a ur y son, por lo tanto, auto

estados. Ponemos,pue? _ ¿im
__’ ¿y ——-{>a}: é -——9 UTC

Jspin = ¿(Gm41%))41u . Al *%))/>1 (3057)
Para le 3a. componentesus autovectores_. 6 son tales que

‘ 3 " (6)

¿(mi + 69W - 5 Y (3.584)2. ' 5 5

Comoen Seco. 3.e-2 indioa(mïs conE

a los autoestados oorrespondífágges al valor medible ¿5 . (e)€

Por Seco. 3.o y 3.! lo‘s autoestadcs VCÉÓ) están formados por aquellas Vs
que pertenecen a ' . .

En (A3-ll) demostramos que Si 6 e É y es
5. + 1, o, -1; (3.58-b)

e correspondientes p. ej. a 5. +1, p2 - 0, pl ,l 0’
++ indica. el signo de la. carga: E. ( , Ya“ ).
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Los autovectores son (en U/p )*

1 o p3/2m p,/;n o o -p3/2m o

(4) o o o o (o o. o -p+/2m o

VII p3/2m o o o .ï vi = -p3/2m -p*/2m 1 o

p#/2m o o o Í o o o o

/O .1 p_/ 2m -p3/2m 0 0 —p_/2m -p3/2m

VE: .1. o 93/21:: ¡»Jam ¡VM o o p3/2m up/Qm
°' ¿[2m p3/2m o o- ’ ° = '-p_/2m p3/2m o 1-

ups/2m ¡Jem o o =p3/2m -p#/2m 1 o

o o o o o o o -pá/2m

( o 1 p_/2m ap3/2m (4) o o o p3/2m

Vi o p_/2m o o 5 Yi = o o o o

o _p3/2m o a o -p_/2m p3/2n o 1

(3o58-o)

En el mismo apéndice se demuestá‘s que paz?) 6 tigo, no hay otros auto

vectores independientes del par 9 y( \ 5 donde #1 y =1 correspondenEz,

a los dos estados de la carga. Las 9 forman sistema comgloto en W’ÏP
y son linealmente inde ndionteg; ademfiscon ortoaormales reapecte de (2.2): .

pá) ql 'J .( 59 36')'5 ¿Sa' 6,9. (305841)
Recordandoque si el autcvalor es 6 y la carga C el valor medible

e) res t 5 , es evidente que los autoestados de Valor medi'blo n ¿5
¡carga é son

83"”? * ‘1’2‘13Mi?.Y? ‘ "1k? (3.584)
‘KÏB- -1) s 343;“? J

Quedapor discutir una im ortante cuestionIEl spin esti conectado con las

rotaciones para 'ïh O, y es sabido que el estudio de las mismasconduce al
—o

operador fi(6_6)+6é)) 5 parecería 9 pues, que nuestro operador do spin
—>' -—¡

i(6;) +o-Q))(w)fuosoinapropiado; pero no es así pues de (AB-11.1) y (Ei-11.2)
vemos que si fin a 0,

«vn o o o
(_ 0 - 0 0

¡(66+ 693)H) - ¿(6:3WW. o ya? q)” o (3-59-c)
O O 0 -‘K4

me“; de W2penSeccozac-3.;
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-—> ——o —o —e
de maneraque tanto fl (n4,65)) col-.9fl ¿(7,445 genere lae retaoigg

gara 5:2. Otra mega de expresar le Bill. ee decir que eeae rotaciones
definen al operador j que ee tal quea ¡nos de“A

_,l epinAJ -o.
-Be"o—e 1. —e —e fi.Finalmente, a) tanto ¡(Gin +qï, ) cono ¡(Cm oq, m een consecuente.

son la teoría-d; camp“. "fórmulaoiónfi" (Seco. 8.t-4)¡ b) en trivial que_p o
¿(FJ-(vam) es peeudohermigano (ee hernitiano y conmuta con (¡zu ); por le

(ur)
¿ggkïagyín ee peeudohermitiano¡(FJ-oaflm (of. (3.42)):

«¿MEN? ¿a Mirá?) (sosa-o)
Mi) ¿Lamentomln: orbita.

De (3049) ee deduce!
—o —v

a) Si se adopta comoapin al operador de 2a. olaee Hg +629) ntenoee el
-—‘

momentoangular orbital ea ?x 5’; como ee de 1a. clase, p ee de

apin

2a. ola-eo
—t —5 ur)

b) Si ee adopta al operador de 1a. olaee ¡(663 +Q‘)€-—im entonces el mente
angular orbital es

)

o b ' (17*3’)“: (3°60")
Si llamamos al operador de 2a. ola-e

—— \ - y —>

Ajeuqfiïw «(einem (soso-b)
ee_d:duce een ayuda de (3052) queur
¿De = (í; 33m + (ï’xïó ., (3.60-0)

ur

Betr‘ivialqueï’x ‘p‘eeW; porle tante, también1oee
(27x p W (ofo (3.42)).

u l )

(rx-1,3%.: m m5“ (3.604)
u)’

¿2.1)¿MM

Pí‘ —o -—o «A (El.—e —s a (“fi
MJ! a m «(cansan ..p- me, +53 .p A"; (3.614)

‘ pero es bien eabide de la teoría de epin i que
--> —e ¿e x

[H y ¿(.Loz) J - o (3.62)
_ _.|D u

por lo tante fi(fi:+á‘el Hp oonnuta con. Hu) y HQ), por le que ee de‘pl ¡tw 4 “.6¿un—> a
¡Laoclase (cfo (3o33))! Ontfllo°ao f'A'L ¿(63>*GÏ))'.L. AL Í_.¡ fl _5
¿(GEI+623.) L son iguales an W (of. (3.32)); per 1o tanto, puede'roe-pla
zaree (3,061!“ por la expreeiin nie simple

—e —e —o

r l; i (Cm44a) 'LI. (3.614)Ip

En trivial deducir que f es peeudeherIIiSigy.



(3063*)

finalmen‘eg de (306?) oe deduce que el 2° II. de (3.614)) ee una gmtntg gel

[ae-¿Menton por lo tanto también le ee e]. 1°:¿No
ur.¿tur

ágk) H QFEBADCRPOSICIG EMULE.

h meoa’nioacuíntioano relativdeta ee Y - 1 / 3 ï’ (representada: p);
en 3pm fi relativieta (aproxinaoiïn de una‘partíoula) ee una a mee ferial

mente el ¡demo operador, aunque puede eer eueetieaado, eeno ee eabider

33 precedenee“filamento y ponerosÉ. o 1 3 / D ï’ reneontralee (ee-e
ora de esperar) el operador peedofln ueadopara ¡pin 1 q tonalieaoe ¡1-11.

roe a éste; ¿go _o__aE__o__p__g.*a¿lg¿_eg_6t_rdood; gg! algo, per 10 que Mi!”

reemplazorle por el operador de la. .olaee
("g") wa“ ¿d'enï‘ suL)‘“=/\r ¿a A‘I‘ (3.64-.)

3'? ar ü "¡3.Comotanto i 3 / b ïooao (a /'a p ) tienen el nino espectro
(omtinuoh la importancia de reemplazar el prdnere por el eogundono es“ en

obtener el espectro oerreote de valores loablee eine en obtener el autoestade

germen asentado a ondavalor nedible. Melia, para nbee, tramdoee de
eopomro contínuo las autefunoienel debieran re-plasaree por lee antonio
3.39131030

Es trivial probar queï’ es peeudeherldtialen

ï’ z í’. (3.64-b)
ur

Finalmente? como era de eeperar, _ .
¡un M- A- ‘

[3,3PJ] a [ATE í. e? A“? , P5]:AÏ PJJAJ.En

I A33 jr ISij
¿1; ELOPERADORPM

Sea.P“ el operador tal que

WY (a, ï‘ )“ e Yn’, :i’ ). (3.654)“
13 1.1 ..

hnla Sooco¿obeeconeideraríla transformadorante¿.1 “Y!
amparado la oó'miin (6.9) een (3065), dedueinee que el operador paridad
para 5pm l 1 t ería " ío " een

(‘) e o M 3065-5)

donde Q o e .1 está detenido por (6910).)
Come [PM ‘ o I f?” , P ¿o puede orpreearee en 1a torna

H (fi

u) Pu P“donde P oea el oeneoide operador parddad para ¡pu ¡e

pl“ . 11a” p M (3965-0)JW
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Beto es una noemi“ a un comportaniento bastante sonora]. de los mesonesde

spin J descriptos on el tormalisno do BI: La de permitir expresar un ente aso

ciado a spin 1 mediante una combinacion sim‘trica quo s6_1oincluya los corres
pondientes entes de spin i.

¿g a rmsromcmnrs pssunounnmns,
¿amen Definición

Sea U una transformacion de los voctoros de estallar

“P-+ q); U Wibal) (39664)
g de la forma del producto escalar,

(YA?)sjï’üïo Yle ¿(‘I’L‘fs= j‘l’uïum)‘ ‘PTx ,- (3.664))
diremos que U os geudounitarig si

( v9 ql) ° ( wa W.) para todo ‘PG hr . (3.664)
(Ver XL Sameo,3oa)o Comoen ¿2-3, se demuestra quo U os pseudounitaria si

y solo 81
a l

((‘H lp) - (qu) para todo w, LPGV. (306641)
Ho detallar-emos la más general de las transformaciones psoudounitarias

posibles; ¿pondremos¿Bug restricciones; ¡stas seran lo suficientemente
fuertes comopara que la cojplicaciin matemática. ¡s soa domasiado grande, pero

lo suficientemente suaves comopara que,

1) degomtraslucir la inusual libertad quo las equivalencias permiten en osto

formallsmo :9

2) incluyan una transformacion tipo roldy-Iouthuyson-fiani.

Por otra parte, comose verá en 3.m-4, gran parte de las transforma

ciones de los vectores de estado puede ser psoudounitariaa La rostricci‘n no
so encuentra sobre la transtomaciín de los vectores de estado sino sobre 1a

forma del producto escalar en 1a nueva representaciin (ver mis adelante); ello
permitirá crear transformaciones que simultaneamente seran unitarias y pseudo

unitaria, comola do Foldy-Wouthuysen-d'ani.

los restrigiremos a lag. transformaciones tggs gue
l t

Wu- : 11,1 0061-.)

. OYe
Llamaremosrepresentación de Dll (-Bargmannaii'gner) a toda. represontacián que
cumple (3067); por supuesto, con (¿.67) omitirenos otras transformaciones

do interés: Por ojenplo, la que nos permitiría pasar de la representacion

original de BWal formalismo de Sakata y Taketani (Socc. 1.d).
La condición inicial (2.3) se transforma on

. l o o

. ' Hoja) :r‘ 3 (¡0 "0) Y '°" (3 68). \ fl. ‘ 9 ‘ . .¿ .(%W=U"ro“ïcu 3 (¡a “¡0805*!” a
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qne define el especie “r en la nueVarepresentación (e, por breveted, en w, )

(Considernee cone una transformacion que "rota" la base dejando fijos los

vectoresn (¡7’ es el nisno espacio que “r 3 solo varía la representacion).

¡.n-Z) Condioi‘nnecesarie 1 suficiente me gue una transformacion sea ¡gente
miiariao

Por (3 o66)

(‘szwl‘í’b (WN ,cm ym. Vumuïu{a}.
n m-u*(r..{z.)‘u)v15 j

y pertïnecen s se cumple (3.66) si y sole si
I gc ¡5 U (1203) U )(3.69)

que es la condicion pedi“.

.1.¡-;) ‘l'lzénsfernacionosEgueunijgias patricia.

.Mdentem'enje (reoefler (2.28)) ln (3.69) se eunple si
1‘ a m U (12..rar u (3.70)

V - - V WPerola (3:70)¿nsnpgzsz‘wfiágágpóm enefecto.si ¿"L ÉI
ne necesario-ente pertenece a hr por 1o que no e cumplenlas hipotesis baje

las que (2.294)) es válida. Tubión son suficientes las igualdades másrestricti
tivas .

I U‘ (IWm). U ,0 (3.71)
I . É) U‘ (¡o ‘50“) (3.72)

Lluarenos transformaciones pseudeunitsriss restrretas a las que cunplen

(3o67) Y (3e72)o

M) TransformacionesBogadounitsriasrestrictas unitaria.
Por (3072) las transformaciones pseudounitarias son restrictas si

(M3); U“ 2€)U'1 (3.13)
(consecuente con (XI, Seco. 3.a).

Obsárvese que mis que uns inpesiciín sobre U , le. (3.73) es una defge'

sien de (Ig) nz) )'; elle perlite considerar el esse en que u es además

unitaria: _‘'ü

- V 1 (3.744)
entonces,

‘ +

(12,“; )'- U ¡(2 U 3 (3.74-b)
Boonplazandoen (3.66-b) se tiene ls tem de]. ¡reducto escalar en la

¿me regregzentacion + |
WI' (1mm) ‘hï =

UY".‘fn-Í *- Y (una 0*) Q’aa (3.75)
Cole es de esperar-,- es

[(Ïm-¡ïuïlï I (3,76)



-49

Laspropiedadesalgebraioasde las mi eguivalgciae (Seco.2.4.)
se trasladan a la nueva representacion reemplazandodonde el buen sentido lo
indique,

¡(D ___. (Ig) {(Ïm (3.77-a)

-«—+ 1 (sm-b)
‘F‘Ïc ’ fl 7;, ' ‘

emo LV —_-—’ tu" J

La invariancia de los valores nedioe (y por onde de bs nedibles) ante U\
implica que ol transformado de debe ser tal que

HLA? )- (YuA' qm

U Ad a}. A'.
o

Pero además queremos que si Y es un autoestado do A , li) sea

autoestado de AH entonces la discusion de Seco. 3.o-10 nuestra que es pre

O 83%

temible reemplazar la equivalencia escalar por
4.

UÁU - A' s (3.784)
la (3078-a) se satisface si ponemos

N-UAU* www
pero sería lícito sustituir A’ por cualquier operador C tal que

C - A' . (3.78-0)
wn

¿.1transformadoA'dadopor(3.78-b)le lla-arenaW
de A ¡ salvo nenci‘n en contrario, “lo usaremostransfonadoe principales.

iii coto en (3033), 1a condicion inicial (3.68) ilplica que la condicion

necesaria y suficiente para que un operador A' lea de 1a. clase es

( Ha)LOJA] g; [(sz) Im); A'] -, (3.79)
Además,-(cf. A3-12) el transformado de un operador de la. clase es de 1a.,

classe _
De manera similar a (2°4o), .1 conjuga... paeudohernitiano A' de A v,

cal caladoen la Ma representacion eo

A' - (Im 2m A'+ (ra, 5;,» s (Leo-a)
resulta entoncoe (g. A3-12)

A. - (Á Y (3.804))
domo es de desear.

¡g - un rmsromcmn nro romI-womnursn-Irnr.
¡gn-1) Intreguggín"

La trazan-ma; de Foldy-Iouthuyoon-d'ani(m) para spin i fue proppueeta
27,28independientemente por Foldy y Iouthweonll y por Tani y para la partícula



Libre es
—-e—á

v a 'rn+ x -P + W (3.814)“l
:P°(To+m) Y:

U eo unitarias
si.

U‘ÏUe auf - 1., (3.814)

Tiene per propiedad relevante 1a de dosacoplar lanifiostanento la ecuacion

ie evoluoiáu de las soluciones de energia positiva y nogativall, y 1a de Iantoaor

invariante una torna definida positiva, diferenciándose en esto de las transfor

maciones de Lorentzóg puede ser generalizada a1 caso do 1a partícula intorastnsldo

con un campooleotronagnítioo pernitiendo obtener el lísite no rolativista do

manera más correcta que con el viejo método de las celpenentes grandes y peque
1: 11

ñae“o Ademisgla nueva representacion oe tal que sugiero nuevos observnbles ds

interesantes propiedades.
—+

Po: ejemploy se puede definir un operador posición media1 X, tal que en 1a

“¿LH-a representacion sea
—+ —e ¡‘*‘X.II

.__‘ _. '
donde1 a A a/'a p (representacion ía; entonces, en la representacion

original ce obtiene (comparar con referencia 11),
.-+ _ -1 -o —+

. - ¿f’o “¿raw 2P.(pam)
J

31 correspondiente operador posicion media es
—A —> 1""V-¿L=í'(g)s (3.83)

dt po po
Pes massatisfactorio que el operador velocidad 7- dí. /dt n71 de ¡Direct

I
Ilentras quolbs autovalores de vk son i 1, los de Vk son t pk/p. (Sign!
el signo do la energia) comoes de desear.

Tiomnoy Giambiagil2 y Case8 obtuvieron independientemente transformaciones

tipo FWTpara spin 1 usando formalienoa sin conponentes reduendantes; hare-os

l.o prñpio en el formalieno de BW.

Lg; )(grogenemoauna transformacion peeudounitaria restricta unitaria,
hacayamoe

U " Um U<2) (3-34)

lente Uesti dada por (3.81-a); evidenssnente ‘J cunple (3.67), y por (3-81-b)s
U en unitaria

U: ug) UE) - ugf, U; _- U.1 . (3.85)
Para que esta transtagnasiín unitaria sea peeudounitaria restricta doboser

e r

let. (.3 74-M) kdefinioiín de (I fm y] ,
.D + I

¡Im ¿gm a UM U b Um Ummm; vá, - 1mm, (3-864)

.ondt c —D_—O - ¡”r
L,U 0° Ut. .ï;_«+_fl ¿(3.36.10

D511el trauafornade de Kb en 1a transfornaciin de II! para spin ¡a
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D! 1o nuevo representacion el producto escalar es (of. (3.75))

< Y'. q") - / W ((3; V ¿3x 5 (3.87»)
ea (cie Boaco .301!) W

(Wuffl- ( HI9?) ,2 (3.874»)
¡on-fi) La transformacion re esta ee de o 4"» h a 41' .

Debemosdemostrar que U deaoepla .lnifieetamente las soluciones de

energía positiva y negativa}; prooedemoscono en el trabajo de Feldy y ¡out

huysen para sp1n . Sea

QI)... U Y (3.88)

Y - y + x' (3.89)

Í" "HI ‘Ïa‘hV' l ¡ (3.90)xml-1;”)?
entonces oe puede demostrar que (of. 13-13»

Decenpenemoa

donde

P.av”.
es una solucion de energía positiva en 1a nueva representacion , y que

' - t-v (3-91-10

¿e es de energía negativa,°

vaaz Aparentemente(3.90) es tal que Ph f ‘51; sin embargo,¿g
° o Y, ya que en la nueva representacion 1a condicion cial en

(5:0 “44):

(J, -, Xïz) (3.92)

Entonces(3,90) implica uí'u ¿-V' + fl (¿en v' que ee alarmante\

simétrica en los índices epinorialoa, o oea
’ ' \

y“) e ¿ 4'" (3.936)
amihgamente, ‘ _ ’(4 Ann

e é (3.93-b).
. ll

En apln fi es
e

H'- UH U+- Í po (3.94)“

Entonces el transformado (principal) de nuestro hamiltoniano oo (of. (3.84)
¿Y (353-:- 13)).

+ 1- 0

H0 - Um um nm U“) UF) - (a) IQ.) po . (3.954)
Gon ayuda de (3.10) obtenemoo los operadores que proyectan [0' sobre leo

U
W’ I o ¡0'qu ‘ 9

l W = HI* culo); Á; ]= —24_—(140,9(335'1’)ootadea de :me ía+ pooitiva y negativas

+o, ma'eprepI amente, las de carga positiva y negativa.
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k trivial que la ecuación de ovelncio’nse transforma en
. ‘ i v t

n LV; H ‘I' = x3, p. V (3-96)

Combinando 03% (3.9523) obtenemos ¿Wo (3.96) se deodobla en

s ==+po (3.974)
H‘ (-)’

i %g—' ' "' Po y (3097’b)
ko: ¿e zanfw, ias soluciones de ene¿gíalboeitiva y negativa están manifiesta

mente doaacopladas, y 1a transformaciín propuesta ol del tipo FIT si adop

sames ,umecaracterizaciín de la transformación PUTel quo efodtüe dicho des

acoplamiento.

Pere tamBián pedomcacaracterizar a una transformaciín de FWTpor ol

hecho de‘que (al menea en spin É) anula para todo p'aquollas componentes

de ¿a Vque en la vieja representacion son las "pequeñas componentes”
del lïlnte no reiativiata. (3o93)

Nuestra transfermaciín para spin l cumpletambién esta 2a. caracteri

aaciín, cemese demostrará en Socc. 3.n-4.

Finalmente, en 3°n-9 demcstraremoe que también cumplo la caracterizaciin

propuesta por Bellini y Giambiagi.
(39’

hai) Reggeaentaciónexplicita de E "
Usando la representacion (206-a) de las 5P y procediendo cono en Seco.

2.-3-6 Í n ¿t áf‘ )ae obtiene fácilmente que (3.9543) implicat j _ J

| v Y '

y)“: VÍZ__ té: i°
' — _ - ' I' _ _ - (3o '
o o l o 99 a)

o o : o

o o ; o o

gw) z Q- - _ 3 _ . o _ _o

o T .Hv “v (3.99»)
‘ ' 33 34

o I H’ H’
° 34

Sada una tiene explícitamente solo 3 componentesindependientes, (explicitando,
pues, que 5o trata de partículas de spin 1). Las componentes que eo anulan
para todo í’ en la representacion do l'I'l' oon aquellas que en la antigua
roprosontacián eran pequeñas end. límite no relativiata, comoocurre en spin

Observalos agonía que para spin l esta transformacion do ¡IT no 361o anula
p. o'o para Y ias componentes33, 34, 43 y 44 asociadas do-inantemente
a, de.) , a'Lne que or añadidura anula las o onont r to! 13, 14,
239 249 319 41;. y 42o

Definamoa

v'l _ AI Y' I. V'II _ AH v' (3.100)
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. I' I ° 11' u "
(nesenftag'uroenkv. a , H) .- ( A ' g entenoe’.

es del tipe W, (oenparar oen Seco. 2.0-5).

}.nuj) La re resentaoiín de FWTer inn trivialmente una ferlulacien s
sem'ensntes redundantes o

Tu; vsdi ¿ón 1111013}, (3492) implicngI

"we'll; —& Y =0 (3.1oo-a)

e se /‘a represen'tauén anterior,

V11 “¡’12 ° °

‘Y’Ï _“Ï¿«°-__.‘t'%-fÏ_-__Ï .lOO-b

o ° E vga V34 (3 )

c o g y}; v’

Se ebtieneg pues, una fermulaciín sin cenpenentes redundantes si se define
1

a);
l

l

w’ : (3.101-a)
= l

l

Ys‘

I l I I g ' ' l ‘ Í Y. '3'11 wi = VII ¡ Y; = “a , Y}: Vu) Yq‘Hgb) Y: ¡‘68, S’YN).
La fomulacie’n pre puesta. viene dada desde e]. oemisnze en una representacien

FW'I‘E. cen

(9' ‘ (‘)’Y : ' H): o
* o

Y 3 ' (3.101-b)

t! (al
¿2215 )- t po ‘1’ 5 (3.101-c)

"¿Í
En la fermulaoie’n prekuesta la situación es pues idéntica. a. la. de

spin fi Q :epresentaciín de M, salve el númerede oempenentes.+

usté) Cos_.;_adoresre sociín en la n eva. re resentacien.

De (¿DE - L (¿3.86) y (3-95),

+5 esïe irehge ne emelearemes la fernulacií ui re uesta. ueda ues
sebreentendide que cuanïe diques representaoignafie FETSes refegiremespenln quesigue a.la. representan!¡n de m en ln fermulnniínml-smn-1-n-1_
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- 5"" - —¡ —5

(AW;S >«agua, m2,) [w (KSHXZEJ'U-go+419)'?]m Po

o cm", ’ —" —o —* '
(Ani )'“/\I ll‘ïil1(m+ cv)' 1o

Es fácil demostrar queN

( e I 2‘ (3.103?
entonces, de (2.65) Se_slgue que.

(3.102)

I un"
¿““e ' ¿“me ¿“É ¿".6

(ACM‘DUA6“ 5 ' v(3'104)
Reomplazandoen (25;?) iemuestra que (cf. ¿3-15)

(AW w . r“ ww": —H aAewr‘i
. =/\ uï‘ -m ¿ad-17%er* m5 (ag-v law}.<s»1°s>

Los operadores que proyectan uz sobre W' so trmfomrm a. 1a
nueva representación en (3095ob). \.

1‘.
¡.nejz) Transformacfin de o unos obaervables a conocidos,

En¡mine! las“, ea trivial que
(ï’ )° a? (3.106)

ur) L,
hr otro lado9 os evidente que si B es el operador de tipo [y ueoiúe

a B " (w) un euf.

3 a AL B "/" .L

ou transformado (maipu) e: , ' ’ 01.—- L

3‘74 “f _¿ (3.107)
|

por lo que hasta calcular BJ.

“rindoM que en spin.fi, A _'—o —# —> -v -0a‘nüa' u*« 6-4riÓ/x" -1>KLJpr -(3.1oe)*"
o Po (amm) ’

ademas,

“63+ 03V - 53+ 3717 (3.109)

Ratin’oos el spin (3.57) se trafïí’oma en ¿m
¡" WE'LLN I —“l t y ' u,"€ o

Mi,“ - (A l METE.) (A L ) , (3-110)
que debe combinarse Gun (30105) y (3.109).

Análoganente la helicidad (306161))se transforma en

't" ¿fl 033+03.3).D / 'pl (3.111)

Algo más complicada,es la transformacion del opozador Ï’de (3.64-e)¡

esquemátmamente, sabemos que para Spin i- es
—o.

u a u ,-.b__ ui. 1_a_ + u (I?) 5 (3.112)“
' 09’ aï’ I

dondeH es una mat-sm4 1 4 que dependede ¡7, pero no de 'D .w _
+ 1' se define en Seco. ¿10.
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Entonces,
+ 4

Um 1 ¿»Um ' 13:.“ 10(9)! ,'
_, 3 BP

pero como [U, p‘Js 0 es

I MhJ(5‘ 9 Uh) J“ o 3
de donde

' + 4, 1- —¡

(1 s UmUmi ¡11)I Um1:fl ua) + ) I
. 19%: mm(5') + ¡Up-3) " (3.113-3)

Si indicamos con (Ji-"24.) al Operador (3.112) perteneciente al espacio
de los operadores que cperan sol re kláflspin fi), es

. } —O ,—.

(1374. . (1 a)“ + \z qa) .. 1%.; (3.113-b)
con (3.107)“;m, u‘t
Xü' = (Ai )' [(Ï'M) + (170m -1
Finalmente, de (3.60) obtenemos 

—> 4;”... ¿un. un _, vc.
JMb=(Al r [a o“, +(FHM- 137;ij mï'íums)

de (3L5'0)y
v _t —p —> ‘ —e

3= [a v)“, + (z 0a, - 1 + ¡(vam-á) (3.116)
y de (3165), el Operador paridad,

(s) ¿.2 a (a) 0 {mL-{7’ (o)
[P L q (1fi_g¿___.)wxm 1> = un, (vn-¿L ¿a? (3.111)

¡.n-B) Los o eradcres osición velocid dia.

JMÏ‘ )I . (3.114)D3?
a

Recordaz.do_’(3.82), lo más razonable parecería ser definir al operador

posición mediaX comoaquel tal quex 's ?= i g ;' peroentcnces Se tiene—e
la desagradable sorpresa de que tal )( no.5ería pceudohernitilno¡ en efecto,

usando (3.80-a) Se ¡obtiene que su conjugado pseudohermitimo es (of. A346)

se obtiene que su conjugado pseudohermitiano es

1L- i p_’-i (m5° -l’.ï') 0L!) (3.118)ar _" zp (Je o (2')iniendoEntonces uno piensa corrágir la difiaüitud re

Ï’L(1)_+a? ar’
que es evidentemente pseudohemitiano; pero entonces nuestro operador

posición sería (en la representación de FIT),
—>

1L- ¿ i: - i (m5°- aL.ïïe) (¿qm (3.119)Z)? Z o ¿Po Po

que siendo animéurico en los índices spinoriales transforma W‘ehf'
n . | . ____

(.'.e ¿81m) en ‘e' a Xi ql! ¡Í 6'“ (. . ju”; es decir. g, trataría
de un operador de 2a. clase, con todos sue inconvenientes (Seco. 3m).

Por lo tanto, la última modificación que debemoshacereel reemplazar

(3.119) por su operador asociado tipo V z
_, w-E' -) o H -+ UC '
x' «A; >'[13¿F.-%¿l-uuï-ïgjmimu (3420.8)

que es, en definitiva, mestre operador posición media.(en la nueva represen
tacióno)

Para pasar a la representación original, es mejorescribir previamente

¡'- á (AÏEP [1:73 133? (Aurffl o (3.120—b)
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_E¿ntonces, (¿son(3.80-b) es “ráur -—o —9

xq r AL [ a; + 1 J L
donde 71‘ es tal que4;,
1..- _, i 3 (3.121-b)DT.
Se obtiene (cf. A3-16),

—o —' —¡
q ., ¿(a e m o ï‘ - (3.122-a)

5 3+ ¿( Z: + í; ) _i ((mJM?) P + IP x (GANÓ-(9)] (3.1224)
¿Fo “o (Pam) ¿ro (row)

Pwa (30121-b), fl debe calcularse en la vieja representación;

ïm T+ 6:0" ‘23 q. a ’

“1”{m ¿mar +WWE“? “'12”ZPo 2rd“ Putin) ¿fo (f. +17.)

(3.l2l-a)

(De paso, queda redemostrado -ahora en la vieja representación- que

3%;El.+ï') es asimétrico en los índices spinoriales, y que por lo tanto,
=m.sf'oma (¡r en un espacio f L: )o

Puede observarse que (3.120-b) es una generalización posible del operador

posioián mediapara spin i (3.82aa) pues en spin i ‘ 1 ) / 3 _p‘esflitieno

respecto al productoescalar allí usado,_¿lemaneraque + i —3:¡)—oa Pure
_)__’ y no habiendo componentesredundantes,A¿ —o I, de manera que
b(3o —' e —’

Nuestro operador posición media origina una velocidad media V razonable

("ver (3083) para_:pin á): en 13-16 se denmestra que para spin l,
. Y —>

V - 'v 2 (u) (3.1244)elc

t ur Po 9° vde manera que los valores medios de son

< >.. 1 4 3' ) (3.124-b‘,
Po

según el signo de la energía (o mejor, de la carga).

Gases obtuvo anteriormente un Operador posición media y otro velocidad

media para spin 13 pero trabajando en el formaliemo de Sakata y Taketani.

¡az-2) Conexion con los traba os de Bcllini Oiambi .
13,6Bellini y Giambiagi demostraron que hay una conexión entre las trans

formaciones de Lorentz L; que reducen Í a cerc’, y las transformaciones 0;
de NT; la correSpcndencia es, para spin f,

4- s - spIn; r a momento
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a

Irrentz FWT
_.p _;, +¡(A-down o—p mantel)

p»-(v.—‘) .( ") i"!
e? = P H gr m ' V (3.125-a)

métrica indefinida«+———> métrica definida positive

25" 6., Ya m ‘1’ «——o pps/“Y . E "V

Se demuestra entonces la correspondencia,
1.

IÏ: +—+ U; ¡ (3.125-b)"‘ "‘
para spinsmayor que un medio, en lugar de demostrar

L: H a; (3.126)asar
se ¿sa (3.;26) comodefinición de UZ; al efecto, se procede así: Partiendo
del L: sometido, se lo represente con ayuda de los elementos de la columna
"I "e;;;" i: (3.125); a continuación, se reemplaza cada uno de esos elementos

por su correspondiente en la columna FWT,y al opesador así construído se lo

Llamas Transformación de FWTpara spin e. En el trabajo se Bollini y Giambiagi

se aplizé dicho procedimiento en el formalismo de Rarita-Schiinger.

Es fácil ver que en el formalrlsmo de BWel procedimiento citado conduce

precisamente a nuestra transformación de FWT(3.84). Para ello basta. tener

presenüe que (Cap. 6) en el formallamo de B Wla transformación de Lorents L.1

para spin l se puede poner,
i fi- h

L. - La; Im a (3.127)

entonses el procedimientoide Bellini y Giambiagiconduciría e definir
U - U0) Ue) (3.128)

311610.9con nuestra, (3984).,.1 .A. \.

En el trabajo de Bollini y Giambiagi se demuestre que para spin l su

transformación de FWTmantiene 1nVariante al producto escalar positivo defi

mijo

U, ' f U' 12 H
P lv. U/«l' U}; ll- (30

donde U es el 4uvector de Prosa (ecuación (1.7'). Comoverificación de (3584)

podemos demostrar que nuestra transformación de FWTtambién cumple (3.129).

En efectova conexjfuuu17 ‘í.-1 o u -i
.. ¿a ¡“'15 B +_1_Gym (5B (3.130)

¿‘M ¡m

entre la "P de BWy lee UF , 0%»de Prooa es inverisnte en forma. ente un
cambiodo 'epresentaoión. Por lo tanto las ecuaciones (7.9-s) y (7.10-a) que

'a'emos más adelante usando (30130) valen tanto en la representacióna _-.L.9Lïlu*

origina; :amo en la de PUT; pero de esas ecuaciones se deduce {inlinente que,

ta. WWW?) * (fas)60‘;(á, ¿{(5) ‘I’ =

VW I+ ¿5, ¿(BW (3.131)

>-- :—-.x-núl————-__ ’L
+Por supuesrcy estes fi‘xuzson las de ecuación (1.5).
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De la invarianCia en forma de las (30130) se deduce que en la representación

de FWT seré ‘rl | l
,* . -5 5UA' SV ]Y

Pero nuestra transformación (3.84) no sólo es pseudounitaria, sino también

unitaria; por lo tanto, los segundos miembrosde (3.131) y (3.132) son iguales;

por lc tanto, nuestra transformación aumple(3.129).

9m. .
Podemostrasladar directamente al formalismo de BWla definición6 de transfor

—¡ —o

macxñn de FWTque tranïforma pl en pzs *
U (9,/í>;,)- Um) Uni) (3.133)”

(que, en el trabajo de Bellini y Giambiagi es sugerida directamente por la

correspondencia con la transformación de Lorentz).

E5 Trivial que,

Vía/pj) - Um(3.151) UAE/171)» (3.134)
De la mismamanera, se puede traslada! la definición de transformación de

de CiniJToushek dada por Bollini y Giambiagi,

C ) ' U ‘1(en) U t?) (3.135n)“
y el resultado IB,

CGI) - 9.,(5') w?) . (3.1354)

|

ï

+Aquï es la U de FWTescrita en la representación 3, con la variable ‘13.
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gAPITULO CUARTO
¿¿ DESARROLLO ¿g onnAs PLANAs,

CUESEIONES CONEIAS.
gg=mmwggmo

N19!!th Objetivo es efectua: el desarrollo en ondas planas para spin 1

y m. al 0 pl‘Oíï'JÏm‘iOl

J) 9313191125:el desarrollo usual an spin fi;

2) representar 3.03epinoree (r, F.) de epin 1 mediante una. oombinacióndo'láe v.
de spin ig. ya que entonces cálculos pere spin 1 podtán ser hechos mediante

simple utilización de cálculos ya.heehoe en spin i.
A efectos de notaci6n y de posterior utilización, demosel sigui ente,

RESUMEN DEL DESARROLLO EN ONDAS PLANAs PARA SPIN fis

Es bien. emocido que

wz) - Y“ (x) + WM'(x)

V61) le 4- Z 0:2. Mrs-É.) “¿(33?

* (u >’/=r=¡ V;. 5 *

Yïz)e 4_ ¿{AL bm-ï) u_(r»+ï)e
(LnF/Lm y;

donde r - Í L describe la polarizaciónn po - + Vï"-+ m" y lee cuatro

11+(13,?) posibles para. un dado ï)‘ , eon linealmente independientes.

‘00 ‘-O-"
3') 0 't' í 'H'P.‘ Mi

MJ)
¿f’fq-l‘:

Si

nm -ï>'.:z+ pm; i-vfl’“ (4.2)“
7

¿ . i (4.3)"

es

11(3) ¡lAs-í) - ED.nc(rs ’15) (4-4-8)"

O lo que ee lc mismo,

fi ue(r,¿í)') - ¿m u¿(r,¿ï)o (4.445).“
Además; (401) equivale e

Y‘Ïx)- _i_ 27412 aár. 3) “¿(29 5‘)¡“"m ¿F? (Mu-a)“(HP/¿rd VJ:
si

5+(¡”a " ¿(to 5 ¡11's 37 a b‘(r9‘)° (4-1"b)“
EB

“¿(39 í) “¿(17095) ' 29. Ir!” Ju) í (405)“

EJ?» 5') “¿(37.953 “ ¿2‘ :rr' (4.64)."
(4.6-b)"El?!» “-(roa’ï) ' ¡-(Ï'OÏÜ “¿(ro'Ï) " o

Puede ponerse
Éï'

+Por ejemplh lee u¿(r=s3) pueden ser autofunoionee de le helioidad i TFT

con ante-79.197:13/2 (definición "B" dede en A.4-1).
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%(m Ïr’)* 4 - (n + p, 32"?) ¡{(130) (4-7?“
ZM(m¿fl '

dondelas u¿(r90) cumplenlas (4.2),...,(4.6) conï- 0; [1). ej.

MO) 1162590)a mfáu¿(r,0) aéuérgo) . “(8);”;
mAo4a1explicitamoalasMW queusaremos

enla que sigueo I

En usual definir,

u '15)" “¿(33 3 V (rs 5‘)" “-(rv'ñ (4°9
que también san linealmente independientes entre si. Entonces (F! -p'1‘=ï‘í),

“Pm Y?!) + Wu) ' ,

a a 4 ¿(I-,f’)u(rfic c" (4.10)*‘
H (“BJ/L(rï V5.1- b" WHr 76€"

YC!)' W (“Jl/wo (WP ’P
339

¡M (raa“)su (mn s iv (r. v) --nv(r. ¡a unn-a)”
mr. 3) ¡6- mar. 5') 3 7m 135í - 41703?) ¡(«n-b)”

3) (ru?) - 235"; 33vw. 'p’)- 2me; (4.124)”

f"

Q.

y”?! 5’) u (r's'ï) " “+(1'9í”) V‘(1°°9"_I?)' o ¡ (4'12'b)** k

(39 ï) u (1°.! ñ " 21305;” 7(1’! TP)v (r'! i) " 'zm‘rrr'Ü“Was-3)“,

Ter. 3‘) v (ru a - v‘m 3’)u (r', 'p') - o , (4.134)"

Z[u¿(1‘s3‘) Ï5(rs 53 - V¿(ry 3) th‘, .13)J ' 2‘56 s (4-14)"

¿[u-(xy 33 u (r, 5’) J (r, 35 v (r, 53 j - e m. (4.15)"

Los operadores proyección Attalee que

A” ' u g A" ' o (4.16)”
A-v u-v 3 e 0

cumplen

A+=é+m-1_ Zu(rsï)71‘(r:?) fl
zm un r (4.16-b)

A-e- ma fi a_¿__ Zv (23-19.)?(1-935
l" Lrn r

‘13 a us msmUt, U1:, gunmmm LOSnanczos3mm
vr "" P 51m Cat

_LY! u "¡Lap f. 6 l L a . n. connnsronm:
p p

ap "- '— ap ’— ep p
ggmaouo m (mmsruns m:mu y Emma! nngg mmcmns nz n.iii)Mim-mamas.

Pexa la definición de dichos espacios, consultar Seco. 2.0-}, 2.0-4,

ZZOÏ=2 y 2029,30



Sea f un parámetro

r. .2, o, 2 (4.17)
que posteriormente estará conectado con la polarización de los mesones

vectoriales... 1a cual se discute en Ama-2°Recordar r, s» - Í l, ¿- 1' .
Define los 6 spinores

UN" ’ 'Ï 5’a 'zr‘r¡:'|.—m'[“t8”35 “en?”57" 205"3)

{(2 9 p - L uma ,í') w 1. 35 1

5;}o, í?)alfil“; 1935nada-1.p +“(-1. 3) uma . ïñ]

1-2.?) - z mom» amm, 3') k
u e,3)-_L_ w 1.3)w 1.a í
u o, 3’) - Ï'" _,.,(1, 3?) raw-1. 3‘) fumo-1. 3') u_,.,(13)}

Maa, p -Í__i'"_u_w<=1,ï>') num-1.3?) J
Z.m (4.18-b)

Define ademáslos otros 4 spinores“

"#(r,e,5') - _L_ [11”)(r,3) más, 3.) + u*'(s,35 Mr, 35).
¿Vm ! m' (4.19)

Utilizando el hecho de que las u¿(r, de spin 4}son linealmente
independientes entre sí, es fácil demostrar que los lO spinores (4.18) y

(4.919) son linealmente independientes; comola dimensión de ¿3m es 10,

se deduce que el conjunto de los 10 spinores &¡ E. .5) ¡ "¡1p. e. H2}

subtienden m {formanbase).
Usando (2.48) y (4.4) es inmediato que_

¡lg-¿m ÏEM _.
«¿Burga-"1mm 5Aw(57\l.¿(f.p)-Os

“a... . “¿m (4.20-a)
AUT (3%(ríatp ' u-Árvsyï) i A; ( ñ “40925,35" o 3

(4.20-b)

porïb tanto, los 6 sginores tdi". subtiendww-sï ¡ mientras gue

+PVeju las U; (I', p) pueden ser autofunciones de la helicidad (Seco. 3.3)
con autovalores r/2 (definición B de Aut-2).

++Adiferencia de ¿ , el subíndice CFno toma valores numéricos) meramente
expresa que (comose verá más adelant ) las ILTsu‘btienden el subespaoio 9:”. .

+++Ezpresar la parte spinorial IL de mediante productos de spinores u de
spin fi o es nuevos una vez desarrollada esta seoció hemoshallado que de
Broglie (cap VII, RS) ez resa la, onda monocromátioa de spin máximo-l así:

ondeWy V son ondas monocromaticas de spin i. Esta
Y"(1.): relaciónde de Brogliees esencialmenteigual e.nues

CJ e‘ ¿77 tra (4918) salvo la simetrización (con lo que elimi
(sigie al pié de la pág. sig.)
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Xlos 4 spinores “gr. s. subtienden el subespacio complementario{en
¿ziimfii (recordarng. 2-3).

Comoel espacio spinorial de interés físico es 5'; , resulta que los

6 spinores de inteer fisico son los {5318). Usandolos operadores proyec
ur ur -O

ción L definidos en (3.10), es trivial demostrar que las u... (r, p)
> H —' (‘

aubiiendan w}, y las “¡-(1'9 p) subtiegien U1, . Observese una vezH
más que la dimensión spinorial de ur, w- y hr es la que fisicamente

habría. que esperar (respectivamente 6, 3 y 3).

Por completitud mencionamosque t es subtendido por los 6 spinores
que se obtienen reeemplazandoen las definiciones (4.18) y (4.19) de “¿rm
y unir, s9 p las sumas por rastas. Con esto queda completa una base para

O

5p

Desarrollode x de Bar -Ii er en ondas lanas.
Usandola base r, para los espaciosspinoriales, es trivial

obtener quewtoda v "que cumple las ecuaciones de BWes tal que (cr. A4==3)

V50 - Ver) + Yo); a ¿rm ¡n«¿a- me:“-M “me,
“I’m= ‘- Z/L’É Ü(r.'e’) u.-(ríp')e°'°'°”“(ur/z 1. m n I
( 1' so'lo toma los valores (4.17)). Eb lo mismoponer

vm. ¿,71 ¿[qc-.53 «.51»,Ï’Ï¿"'".'.*¿¡ÏÏ.21'-a)
donde

¿51's 3') - ¡.(1‘. 53 s d._(l‘, 5') - Hua-3‘) . (4.21%)
4.1%“ Las propiedadesalgebraicas de las kflfl a).

Salvo la normalización (que es arbitraria), las propiedades algebraioas

de las ¡k de spin l pueden deducirse de la mismamanera que se obtienen

las propiedades algebraicas de las uc de spin i- . Un segundo camino (que

seguiremos aquí) es deducir las propiedades de las (La usando la represen

tación (4.18). El resultado es que la única diferencia entre las propiedade

(Viene de la nota +++de la pág. anterior):
namasspin 0) y el'factor en la normalización(conlo cual canse-n
guimcs que las propiedades algebraicas de las ll. paralelicen las de las u
de spin i). ¡hacambio, dentro de lo que conocemoscasi todas las ecuaciones
posteriores a las (4.18) no se han escrito para spin l en un formalismo tipo
BW=Belinrante-deBroglie (excepción: Belinfante, op. cit. , ecuación 36). m

cuanto al formalism? de Kemmer,hemos encontrado posteriormente un estudiode Booth and Wilson sobre 'spinores'; Booth and Iilscn no usan una represenu
tación tipp (4. 18).

a-¡D
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de las “¡e y de las u¿ está en a].an signo; se puede afirmar que eee dife
rencia Kdesigno está conectada con la diferencia de estadística.

Usando(4.4) y nuestro H - mI“ es innediato que (4.18) implica

Hm "oa('33 = ar. ¡»e(n?) (4-22‘3)
o, 17; que es lo mismo, u

í", uím ¿3) = 16a,¡Lenz e?) - é m “¿(7, e 3') , (4.2242)
análoga a (4.4).

En lo que sigue será útil el siguihnte ¿EL
Si T=-r+s, T'-r'+s'
es

6-11“c759 + SrLJ-s'r = grr, (4,23)
V¡rn! IT'I!

Agregandc (495), (4.6) y (4618) se deduce que:

(um, "5). «¿em 3),, w62:55". ¡es (4.24)
que sólo difiere de (4.4) en É s Ïg le (4.24) ee le (correcc

pondiente de (4.4) porque en spin i el producto escalar en el espacio

epinorial ee (us. ,ue. ¿(a u; u¿p
De la mismamanera, con (4.5), (496), (1,8) en (4.18) ee demuestre

que

¡.¿(n "¡5)u.¿(r'. ’15)e + Zafra
¡“(ro 3') “.(TH’ñ -|_L_(T93.) “41".55) ' o J

que corresponde a (4.6); nuevamente5610 hay una diferencia de signo.

(4.25)

También,

“¿(1% 3) uy". 3) -2_¡É «Íee'Jun (4.26)'m

De (4.7)y (4.18) se deduce

“¿(1-9 " m [m"Po*¿3‘ 7:1” [m+Po*€e‘°-P1C!¡°X4027)

¿.2 - SUSTITUCICUDE LAS (baron u. I V .

Comoen spin fi, resulta, conveniente definir u- (Y’, - “1', ÏJ') 5

i'm 3) - www?) (4.28)
con lo cua] el desarrollo (4021) en ondas planas de toda V de BWpasa

e le forma“ ]Vu) - Www + Vaz) ¿ ,
WI) .. _1_ Z ir. a. un?) u. (1',ï°')c''("Mi v VTZAlfa-fi ¡rarme"¿Í rr...

(4.29)

WH'TíPy;
' n

+ zm - pp!“ , etc.
++ Ver en (9.2) la definición del producto escalar en el espacio spinorial.

—+ —++++pI'*p°I°wP.I.
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Db (4.39), (4.,.L8) y (4.271 se deduce que Jug r. r + s, 3) a ¡“a 4- 11;“(r, 3km (s, 3’) + uu, (s, —p.)¡39)(1',
LVlrl ! 'm' (4.30)

uf Ti. v + a.m 4 [1°, (r, 75v” (s, 35 + v")(s, 35 vmÜ',
L Ir” Im.

para las {LH ‘as propiedades algebraicas de las “¡y 'r pueden3m;

:sdu.;.1.::ssn l) de 1.a misma manera. que las propiedades de las u y v de spin

'3-han, a partir de su representación (4.30). E1resultado es:

¿(uu ¿(üu' m l (4.31-a)
¿”www wmtr J

málaga s (4.11); entonces,

“¿7 “¿Ïmul
Vio)" J

(wm um 53),;2¿crm (u-(r3), mad-¡»5;- 2pgnu]
(«un F), ¡rm 33)),¡’411‘033'). u.(r'. 19))”:o

(4.314»)

(4.32)

que corresponde a (4.12) (varía un signo). fl

(EST,SS _P')" 3.5:VU“.ñ: ' 2mJn" (4-33)
“(Tañ “'(Tl;E5 -ï(T, P). P).' o J

¿s-ïlcdifieren de (4.13) en un signo.

(CHE?) srïr! 'QáC'J-w‘k4.33v)
(HHH-PS¡.(T‘v'qñ " "¿itv-Ps u. " o

La (4.14) no se traslada directamente; en cambio, vale

_ _ _ n Y it
¿I “a a (Tv?) Mm (Tn-5+wii; (177W;5 mHJ‘Q’gw-s-a)r ' - l z ' '- ' l. ¡z
“a "¡OdaVe [Ji 16 (4-34) implicaría una relación tipo (4.14) 51 no fuer.D

componentes redundantes. La (4.34) se demuestra. usando (4.29) ypo: las;

(4,:ru

Z [Tim 35 “.(T, 35 no-TU‘, 35 WT: 33’]-12 m. (4.35)
el“. mnponde a Ja (4,15).

:3operadores proyecoiónA: (3) tales que

fina?) =un ía’) 3_ Ag ï) \r(r. 3’) - o 1 (4.36)
MN?) =wm 3‘) ¡ A4330”. 3')- 0 j

Cïlkmb 

láímmbre, sumamossobre los índices spinoriales repetidos Jl y .12.
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A¿(B')¿_¿%u;_ ¡r__ívv;_m_:r%¡ ¿(LH-3) E(r3))
AJÉ-LLL -¿_-_i«9_-+L Z W129) V(f.p)Js

“r 2m "r 2m “han r (4.37 - a)

que corresponden a (4.16). S se desea pasar de "É" a "-" se puede poner} +

2:: u.¿.¿¿(mamut (1'55 - 3L;[atom (una ¿(ig-¿fi (¿7:12.31

Z (r .3)?th (r ,1!)-_:_[(M)¿,¡.(16m)
TI m

entonces la (4.341) puede completarse con
_ | _.

é “iii (1'.É‘LÜ'(T¡BT r ¿DVI-¿h '

' 15M}.ha; fm fas. tuna-m ¿”3‘ kit.»

¿11'114'(¿fmkfi
(4.37-b)

P p
- e - '

4, .rnvonrs ENLOSESPaCIosq: sp 1 g
sp

¿gd - 1) Introducción .

Los espaciosq” pr yqp se definen a partir de los espaciosïrya de la misma(¿lmanera que se nginesgl espaciotspinorial s partir de ea como830.253:
Es inmediato que una matriz simétrica n pertenece a , ' '

Ahh I spP ta
Meg-1? , si /\..r (3') m - m (4.38)

P

fli- simétrica pertenece a. g , ¿3MJ v br 6 _,

n e?.s?) 51Agl ' n BP
Por (Iecc. 4.b- ) los 4 sp.‘l.norosfilllWT(r, s,p) (4.19) forman base en";p ;
no disponemos aún de base para p

4.d - 2) --A1 unas ro iedades al ebr icas de los l inores “A e

Respecto del producto escalar ¡2.2) son ortogonales entre si y de pseudonorma
nula, _’ i

(«.9 han)»; (142.65 - o p (4.40)
ero no son ort onales al es acio U 3 estas propiedades eolL‘consecuencia

de (4319),;(4JB) y de las propiedades de los spinores de spin%¡ la no orto
gonelided con hr ep es consecuente con 500°. 2of -?

Además, + _' 2
u»; (rosyñllg-(r'w'ap) '22: Jrr' (5-59 (441")

m

un; (mïíme (r7?) - o (4-41-b)
o - _ W ¿1. (l p

A d 1) Los sginores P2. b se e gsrám
35' T5?

Fig 4-1
P

9P
e

La.figura 4-1 (simbólica, como las 2 - 2 y 2 - 3) sugiere que podemos obte
ner un sistema de vectores (no necesariamente normalizados) que sea ortogonal
«au-arademostrarlo, usar (4.18) y (4.16-b)¡ partir en dos ciertos sumandoo,paraagruparlos con otros (esto se comprenderaal efectuar los cálculos .
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ahÏp resmto a {2,2) s1 proyectamoslos “¡y artesanalmente sobre 9 pSp .P'
definimos pues, ¿aim

“¡(138.35'A'al l? (naa. _ (4.42)
La mismafigura sugiere que pueden obtenerse los comocubinadión 11
nea]. de los Il,e y de los uy; Usando(4.42), (4.13), (4.19), (2.60) y la
fórmula de spin á

K’udrañ-¿qu-11813;) ;_ “¿(r,ï)]u_¿(ro'ñ
p" r‘ _" k (4.43)

¿e obtiene _'_" - _ ' _, _, .+

“,3 (rm-15)- un]:(r,spp)-t Z :' [tur .p)lu+(s.p)luthfrfp)

' Ia ' ru") u a?) u. _ (mn?)
*Ïí . l! [1.“ p ’( p J - (4.44-a)
Usandola definición A de r (abad-1 ) se obtiene

“.3 (lil! ' a; (1:19í!) “¡52o53 *.1FP‘uqlov'17)"
- -p’u.‘(2.5')-1_ p M0.

—v - v-z- + . i

ua (3.61.?) - E; (1.-1.p) +¿{Eapm(2.5’) - fue. 3') 
“P‘L_(09 " @1_(’2935}¡

u} (-1.13) - lt; (-1.13) f%n{93m(0.—9')f RKM-2.?) 

’ “El“.(2935 ‘F Palio o}?!

un (4.43811; (-1.43) +¿{finge ‘55- ¡fu-2.35 _-'

34140. p) + pam-2.35},z (4.44-b)
en cambio, usando en (4.44-a.) la definición B se obtiene un resultado
más campactos .

—y —b q —O

“30.33, F) - “Th, s, 35 +ïp_lu.¿(r+s,p)- M[Sr+s,p) .zm l.
La,fórmula (4.44-b) (def. A) fué reobtenida ortogonalizando respecto

de (2.2) al sistema de 10 Spinores u.¿ , “CF; para la. (4.44-0) no se
usó este 2° procedimiento.

4.dj) Algunas progiedaded algebraicas de lbs syinores “ot.

Para (4.534)) (def. A) se_'VÏrificó(“a3 (1'95)P) a“? (r'ne'a P) " o (4-45'3)
Además, por construcción,

(“su :5) ' uva (“WH-133),;0- (4.454)

9!

4, - APLICACION: NORMAHZACIQN Y ORTOGONALIDAQ.

Usando (4.21) y (4.24) es fácil demostrar que

(W. V”) - ¿fila lu? .ïgl‘ (4.46-a)
(NW. V“) --ÍZ_[d’p lbfl‘ .35]z (4-46-b)(o)

(UM. ‘l’ >- o (4.464)
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Las (a) y (b) demuestran las (3.14-3); la (c) redemuestra (3.13). Agregando

las (4.45) podemosformar la

Tabla de correlación entre subespecios ortogonales+ I normal {pseudonormgl

para IUegsm.

Vehïïw,v).+1
m4

Vew*á(v.Y)";
HIGLQ ==’ ( N) y ‘P ) ' o

Nótese sin embargoque estas implicaciones no necesariamente pueden ser inver

Ta'bla 4-1

tidas. En consecuencia, sea e“), ,q‘yG E. 81m pero f “J- , ee
z

(Y. HH- ¿ja’p [au- roll - Ibn- .B|}(4.46-a)
1

La (4.46-b) no ee repite el. spin ¿3 pero sí en spin 0 .

_4_._ - APLICACION: UNA INTERPRETACION BTADISTQL RESPRICTA {TEORIA DE UNA

"PARTICULA".

No ee nuestro objeto en este trabajo discutir y o ampliar las bases de la

teoría general de una "partícula" para ¡spin entero. Por lo tanto, en lo refe
rente a. interpretación estadística nos limitaremos a seguir las lineas expuestas

en el artículo de Feshbachy Villars.lo

De I, Seco. 3.a. y de (4.46-d) , es:

"cargatotal"s egídjp" , ' ¡"-15Il}
Esta ecuaciónse puedeinterpretar diciendo quela.(r, _p')

(447)?
Z

d3p da la

proporción relativa de carga positiva, aportada por un estado componente, de

momentocomprendido entre 3' y_p'+ dÏ)’, energía emprendida entre po -+ 3‘ + z
—v

, y helicidad+++ a in . _p’ igual a. 1'72 5 análogamentey 1% +'dpb

z I

'l" viv-P”| para la carga negativa.
De (3.4), (4.21), (4.138) y (4.4-a) ee deduce

«H» Éjdüa 1L>°{Ia.(r-._p')|l + |b('r.-'p')ll} s (4.48)
de (3.47). (4.21) y (4-18). L

«p’>- é [dsp HÜGÁT ¡35' + Ibfl' .ÏIÜr} i (4.49)

2. 'Z

+“(7,3)”, q- 1.o,-1)
(4.50)

¿a_(¿.€1), (4.21), (4.18) y (¡m-1.4),

Jara? ¡é ¿pgwdvr 75)]
o e (2.2% , -- FL ¿H l I y I _— \ Ñ ;

++Mediante camio de variable de integraci n da.13)me pone ¡gi ,15
_-o b( 15- ¡ sin embargo,ahïra me; oe" {-9 fiera 220,49 o ,21 {19:31 r rcion de car a. -o he ici y o + ver . mas e en e

a OPO 8 'ión B de 1903;. 114;. - l:«¡á-¡Aquíadaptamos la definic
#.. .
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-o 3 I -v 3Utilizandola interpretaciónmencionadade p)'d p y ,-p)Llp,
se obtiene que la. energía media.< "795 el promedio de las energías? p. de los

estados especificados por su momento,el signo de la carga y la helicidad,

ponderando el promedio con la cantidad de carga de cada estado. Análogamente

para loa valores medios del momentoy de 1a helicidad.

(of. (3.17)).+Recordar que el valor medible de la energía es +po
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CAPITULO QUINTO.
REPRESENTACION DE LASW(I) DE BARGMANN
-TJIGNER LIEDLIANTE DOS CAMPOS SPINORIALES

Mx) Y W"(x) DE SPIN (TEORIA NUMERO c1.
¿23 - gu¿_gggRE¿ENTACIaN.

1.35.1) Teorema.

2932! Sean W'mh) y Y"w(x) dos soluciones arbitrarias+ de la, ecuación de
Dirac para spin correspondientes a un mismosigno e de la energía, sin mezccla

con componentes designe - E. 5 sea 1a funciónf

(f) . _ 3 (9 i (G) l
(2,1?) ú _A_ d x ÍV' (z - x) J. (I) + (l)4—4(2)J (5-1)

donde (Ue-.(Xf-mindica unl asignandoidéntic‘g a(1 primero salvo el intercambio de

subíndices spinoriales ide-oil. Entonces,
a) Comofunción de z, satisface las ecuaciones de BW(1.2):

i ¿nïj'ï'zs 1°) - m «izw) (5.2-a)
w . (z; x°) = f. (z 31') (5.2-b)

b) pese e 1a apariecniája del 2° ¡niJecmbI‘Ode (5.1), í es independiente de I o:

.2. f (zum o (5.3)' 3x°Demostracion:

Para demostrar (5.2-a) basta observar que por hipótesis

(o Y) a? #1&iLI Y' (z) -m '(2) (5.4)z
La (5.243) esa consecuencia del sumando (1)4—r(2) de (5.1). Para demostrar la

G

(5.3) usaremos (4.1'): ComoW' está formada. por componentes de energía 6p., es

(t) ' 3 1er“? +t'. IE}
k1]!(z) .41 Z/d._p sur, _p’)u¿(r, É e (5.5-3)

ansílogarnenche»),z M “¿V9

'¿i PJ” +i P“ (5.5-b)¡HE31""¿0- 1 'z ¿2"a"(e.ï“)u(s.ï7')e
W/ hil/Y‘jïí) ¿se demueztra

Z‘h z
Sustituyendo en

\(0

í (251°) a _ZE__:;_¿DI ídsp a; (r, itv-ía,Éíugw (r, _p')uu” (s, +

+ (1)wm] x e"¿F"°*”'= (5.6)
¡iPOxO -¿irlole .

Las exponenciales e y e que contenían la dependencm. aparente de í
en x ° ue han cancelado debido a una cf (FJ-1),"). De (5.6) se obtiene inmediata

mente (5. 3) _

QoEeDe

5.-1-2) Teorema inverso. (o
Tesis: Toda solución de las ecuaciones (1.2) de BWformada sólo por com

+ 1 -s (1°,?) 5 z -—-(2°,Ï).
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ponentes de un signo definido é de la carga puede ponerse en la fbma (5.1),
es decir,

vwh) - ¿ Íd’x{v'(q(z - z) i 3 11"“)(1)+ (ne-¡(2); . (5.7)+VEM- (I) 8-)", - 

'Jna regla para determinar explícitamente las (¡J'w y ‘11"(9quedeben
usarse GS:

(c)

a) desarróllese 9 (z) según (4.21'), o sea

Y“) ds _.' _., ‘¿irozgi
#2) - .17 Z /_p_ ap“. p) u. (r. p). ¡(5.8)- LI)¿ m 5

b) y (f' se date inan hallando las a'a y a'L de (5.5), las que deben
cumplir

p u

¿é T-r + s, 3) - 6 A (2 mi 2 P° 8'¿ (1'.ñ a; (5’7:)- (5-9)
Pese a que (5.9) noI Éetermina univocamente W W y LW“) , es condición

suficiente para que se cumpla la (5.7).

Demostración: (q
Por Seco. (4.b-2) sabemosque para demostrar que m solución 91(2) de

las ecuaciones drum (con carga pura ¿ e) admite la representación (5.7) basta
demostrar que (nf) admite un desarrollo idéntico a1 (5.8).

(instituyme (5.9) en4(5.6) se demuestra que

{(2 u“)=_ 5 mi ¿en .
_ e a. c-'_’

,1 l C r2 +CF2-- g
(¿TW/zz ES:-1 zr, (5-10)

-—'
PJ aya?) o

- r + s. Por otra parte, siendo T- r + s - -2, 0, 2 se cumple quedon T’

Zlfllf(T)-2;r(r). (5.11)
btonggsï comparandocon (5.8) es

(o (e)

¿(a 51°) s Y (z). (e, (5.12)
(La aparente contradicción originada en que (z) es independiente de 1° no

es tal debido a (5.3).

(Q.E.D.)

Observaciones |

A) Pudiendo representarse mediante (5.7) las soluciones de carga pura 8 , toda

otra solución de carga impusa admiteHrepresentación, combinando (5.7) con
wz) - Vu) + Vu). . Y (5.13)

B) El parámetro adinensional /\ se introduce en (5.?)/para una ¡ventual norma

lización; para sïlucionesno normalizadas, l\ es arbitrario y puede hacerse /\ -1.t . (E)
G) Fijada la k? (z) que.se va a representar, pued; elegirse ya; W' ¡gi

modificando adecuadamentela (5.9) puede conseguirse una fórmula análoga ag
el "13 Ar", o sea. comoel 2° miembrode la ecuación (a) del apéndice ¿5-1. Sin
embargo, preferimos mantener el "i 0/3 1°" pues puede demostrarse queentonces
1a representación es invariante ante una transformación de Lorentz.



-71

. (

gbitrana, determinandoV" e¿“diante (5.9); el úniao requisito sobre (1%“)es
que contenga todos los momentos3’ que contiene (el peso de ceda onda monocro

_ . (e

mática no 1mporta en KIJ' ) y, para un 3’ dado, qee cogtenga todas las polari
zaciones r que contribwen a las r contenidas en . 0 sea, si

6.6(1‘ - r + s. 1’) f 0 (5-144):
debe ser

a.’E(r, f 0. (5.144))

'fi¿g - OTRAS FOBEÉS DE LA REPRESENTAEION. FORMAgéEEEIESTÉEEEEE COVARIANTE.

De (5.7) se deducen las representaciones
(e) , o (e)

(z) . - á fa 1 í Y. (z) 1 i Y)»(z - x) + (1)c—1(2)W w (l) (5.15)VII
y ‘9 , (0 (a

(z) - ._¿_ smc) nf uy' (z) «¡1"(z -z) + (1)H(2)} (5.16)donde vz—"" (n (L,

n (z) . oÏ.(-1{.a__‘) + mfl g (5.17)”
(ver las demostraciaoáes en A5-1).

Si designamos

do-M- (dx‘u‘u’, d x°d1"d13,dx°dx‘dx‘, u‘u‘u‘) (5.18)

entonces la forms manifiestamente covsrientg de 1a representación (5.7) es
m (a "(o

V (z) - _A_ dos {y (a - ¡ha-3:: Yun (1)Mm} (5.19)- vr; e) *

m - CMÁRACION CCH LA REPREBEH'I' ION D3 IE.

De Broglie+ utiliza la "fusión" de dos particulas Váyk129despin i comoins
trumento para obtener las particulas de spin 1 y sus ecuaciones (idénticas a

(1.1) salvo que no se pone ¿j- J'c'conlo que el spin 1 no es puro).

Su ecuación de la "fusión",

[4153)?"fitfizflmm ' WMP it%t(x) J" ¡[diáwkd (5-20-n)*)‘

[ii-abe- WIWÏJM ' Sl)\v')(‘)[“3% W!) I ' *[ “Lab;VM] (5.204))“
le conducea escribir

Vu) - me) 83m . (5.21)“
A partir de las ecuaciones (de Direc) que satisfacen km y (5 , y de lo.

restricción (5.20) obtiene las ecuaciones (1.14.) y b) para v . Pero, ¿nd-e

mggtenente de la idea de le fusión la {5,21) es una.representación d! 2 ¡
oo la com sraremos con nuestra t

Es sabido que una. objeción que se ha hecho e (5.21) es que sólo proporciona
y 1. c‘ f .1 07 .¡s‘n ngnnr‘i 1 qE. 0P.cif. vn, a20

' .. . ¿.,a. ..;-, ser
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le. Y que cumplen(5.20), o see, esencialmente se trabaja con dos partículas

no ligadas cuyos momentos‘son‘pÏ o Es claro que el sistema resultante debe

sor de spin 1 (o cero) y momento5*; pero tambi‘n qugocualquier Q)de spin 1

puederepresentar“ así (en ceso contrario Ync representa". a una partícule
elemental, por ser 9810superposición de partículas no ligadas).

Nuestra representación (5.7) no adolece de la 01110013Lnítrico

+81 se trata dasmatoestados de ï’o
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CAPI!ULO SIXTO
LAS OPERACIONES DE SIHETRIA. LAS FORMAS

BILINEALESÏIHÏ.
Una porte del materia ofrecido en esta sección es conocido; sin embargo,

lo incluimos por completitud; indicamos explícitamente cuando los resultados

son conocidos, usando por ejemplo la. convención de los asteriscos (Seco. 1.a).

gg - TRANSFORMACIONESINDUCIDAS POR EL GRUPO DE LAS TRANSFORMACIWES

CONTINUAS DE LORENTZ.

6.a-l) Transformaciones hcmgáneas.
Es bien sabidoz' 1'17que la. transformación infinitásima propia y ortocrona

de Lorentz, W
‘" [A ¿l É>o, (6.14)“j.»

I‘ - v z , det ¡[y- + ,
. ' . A

fi}? .3)“; enga], I gurl¿¿1 (601-0)
induce en q) la transformación

Y} z') -D Vu) ¿D ‘P <2"x') .ZDJJ); (6.24)“
donde “e

¡hr-¡HH 6"”, ¡”1%(JAW- (“y”) (6.3-a)
es la matriz de la transformación

Y'k') - D Y“) - D Y“? z) (603-1))”
inducida. sobre' los spinores Y de spin i.

La (6.2-9.) puede ponerse en las formas equivalentes,

You) . n Y (z) DT (6.24,)
y ' Mt

Vw) ¿w (5355:?) (z). . (6.2-c)
De_(6.2) se dogma _ 4 - 41, d

Y’ (1‘) - Y <1) D‘i- W (x) no, ¡aL-"¡‘- n Yu)» 46-4) H“
Sea ¿”y una rotación 3-dimensional de ¡néulo é alrededor del eje z:

en - - e 3 EiÏ- 0 si (1,3) f (1,2) o (2,1). De (6.2) se deduce, comoes
sabido, .

Y'm - (I ue Ja) Yu), (605)”
donde ‘32 está dado en (3.49).

¿Lg/:1- raslmones.
Es bien sabido 1’2 "que‘xante

¡“a - 8'“ + 1:" (606wa)’“‘

GB

9' (z) - ( I o 1 a” p” ) Yon) (ses-b)“
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g; u TRANSFORMACICHESINDUCIES POR RELEXIGES ESPACIALES.

6.b-l) La trgsi’ormación. Casovectorial I caso gseudoveotorial.
Sea la reflezián espacial

(tu?) ——»x°- (1’93);
es sabido que mientras los spinores relativistas de spin fi se transforman

(6.7)“ll

o 15
segun

1)Mi") "-160 (“1) (óoaga)*¡

Y" :1 (fermiones reales) (6.8.b)*‘

(6.843)“Q- Ï i (femiones imaginarios),
los spinores relativistas de spin l se transforman seguir";

WW - n K3m v w 2 v 6° Y“, a” wn)”
donde

.- Ïle (¿J-b)”
Es fácil verificar que las ecuaciones (1.2) de BI quedan invariantes

en forma ante (607) y (6.9).
Tambi‘n es sabido que

n-= l ==) campovectorial,

q a + l =+ campopseudcvectorialo
Es frecuente demostrar (6.10) con ayuda.de una.determinada. represen

tació’n de las 5h g puede demostrarse (6.10) independientemente de toda

representación de las {asi se usa la. ecuación (7.2) (ver más adelante)

que conecta la. kl)d.eBWcon las U}; y GM) de Proos (recordar (l.7'))o
6.b-=2) Sobre la regresentaoión dada en el Cap. fi.

De (5.7), (6.8) y (6.9) se deduce fácilmente que los camposspinoriales

(6.103-ra)“

(6.104)“

Lt)' y Y" con los cuales obtenemos nuestra. representación (5V?) de Youn
plen lo que sigue:

A) H.)' y ii)" pertenecen a 1a misma familia; es decir, son ambas reales
o ambas imaginariaso Matemáticamente no hay razones para excluir este

último casou

B)Si (t, representa a. un campovectorial deben elegirse H“ y Y" de pario
dades opuestas,

C)Si (P representa a un campopseudovectorial deben elegirse Lt)° y. V"
de igual paridad;

650-3)Maia. cuantificación wTranstomión de lgs ogeradorescreación

z destru soic‘mw
1:

Cuandose efectúa ls segunda.cuantificación los coeficientes ¿y b del



.75

desarrollo en ondas planes (4.29) se transforman en los operadores destruc
. J e 0 *

mon y CIBECLOL‘Aany b e Y (x) pasa a. eer un operador que actúa sobre
el espacio de Hilbert de los veo tores de estado: ,

Ye)54;?Z [a_(r.13me ¡"W
(¿ny/L r W + ¿rx

f b (1*9-5)1'(T.‘B)o (6-11)
La reflexifin espacial induce una transformación unitaria. P,

WI.) —> Vaz) r Yu) 5" - q 5:,57,,Wav) (uz-a)
donde P actúe. sobre a- y pero no sobre “¡y 1T n

¿"(73?)‘1’ ¿(temp-l 3
+ ‘v -lU(Top)=?b+(r.ï>ïr (mz-n)
De (6Vll) y (6012) se deduce (el. El)!

é ¿(T-,57 U. (T:p) :7; ‘(rrïñ nl)&°‘(t3) (6.13-a)
|+ _’ + o I 4

íágfgomg‘tgfinïí (fu? f"mitmqv) (6013-4!),-p pertenece al subespecio
subtendide por lb (1‘ , (p fijo, T"--2',0,2), o sean

¿G.7Kémr ,Ip'S- é. Mr .v-‘Jm (r2?) (su-a)
con Ar- m'ímero; análogamwte,

¿{:K‘Nu,33 ¿fl (T. ru?) ¡n ru?) (6.144»)
De (6,13) y (6014), . .

a’w 9*)un Mflr :3) NTFS) (6.154.)
Bum?) =¡TZ/¡"(rw .75 UHF!) (ms-b)

A y» sálo puede; determinarse si se especifica. la. definición def er
las definiciones A y B en Mal (spin y M=2 (spin 1) .

En.MJ; se demuestra que!

é) Con la definicion A es
¿(rn-n 95- +5", a ¡su-,r‘ñ') uf“... (6.16-a)
por lo que

I ' . il _..
Mrs-í)“ q (han s bunp -+ q (7,72164)

[para spin fi es
a'(ro 35 “Q a Irvmp 3 Up, 35 . _ v¡b(r9:53]0 (¿dani-t
a) Con la definieiSn B es _.p

Anna?) - +JT”, y (r ,r', p)- +¡r‘r,(6917ua)
por lo que ’ ’\

¿(r yB”)- +9 ¿(ws-35; L (vr.7) - +93 eng“)
16

[para spin ¿,-es
afin-ps - r( 6 b.‘(r,35 - -q"b(;r,-ïï5] (6.17'ipfi
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6.o - CONJUGACION PARTICULAmANTIPARTICULA. -__—

En las definiciones y desarrollos seguimos el ordenamiento dado en el

libro de Leite Lopesló, Cap. 4. Abreviaoio’ni "Conjugaciónpartícula-antipar

tíoula” Z "Conjugación-C". La conjugación-c para particulas de spin 1 en

formalismos de este tipo fuí estudiada por primera vez por Belinfantez. Belin

fante usa 1a ecuación (6021) comodefinición; no conecta la misma con 1a 2a.

cuantifiñaCiSno Nosotros procederemos así:

Sea‘fiel vector de estado del vacío; en base a los operadores creación
y destrucoicïn se define eloperador conjugación-C mediante

° 1*,(1’ a7) (H - É UH 9-15‘K (sola-4;)“r
c 5*(1' , H - ¡(T ,Ïaï (6..18-b)**

c o - ¿o ' (6618-c)"”‘

donde ¿es unfactor de fase:
Q gt '1 (601.84)“

Definimosuna matriz eii” jaj; que opera en-el espacio spinorial
mediante+ ‘l

M1237 - Vu- .ï) (6012.)
¡rw . ‘p'S- un- .B’) (6019-13)

Usandoel desarrom en ondas planas (4.29) es fácid demostrar que
4

CYC- ¿fi Y. (6.20).I ' ‘

C VC - 5».Y C
Entonces, usando la representación (4.30) de las“. y u- en términos

de spinores de spin á (Cap. 4) se deduce

. 64) Gr.) (6021)”

donde e es la matriz usada en la conjugación partícula-antipartícula para
spin
no. 35 -€ :ïr. 35 ; .v (r. 3') a e sm. 5') (6.22-a)“
(¿"K“ Q . u K’” (6.22.;ny“

61 = «-e (6.22-0)“

M u- TRANSFORMACIONISINDUCIDAS POR LA INVERSICN TMORAL.

Sólo nos ocuparemosde la teoría númeroo. Sea la inversián temporal

x - (1°, —r 1' - (91°, Y). M (6°23Í'W‘
fl'odatransformacionantilineï inducidausobre será de la forma
i’m-WWW a 515 Ye) . 35'- 1 (6.24-a)

donde hemosssparado el factor de fase 5 por conveniencia posterior 3
+ En spin se define (1)tal que u -e 9T pero aquí FT- 1? .
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Ïsi {Li jes una matriz que opera sobre el espacio spinorialo En spin É se' ' ¿ , "t‘ r
suele poner tf“ (x') s .33 KH(x) pero aquí V m q) e

Exigimos invariancia de forma de las ecuaciones de B-Wante la inversión

(6.23); hemosencontrado (la verificación es directa) que se mantiene la in
variancia si ponemos

B ' BmBm

donde B es la matriz usada para. la inversión temporal del electr6n¡ es decir

(6.24%)

tal que

13'l6° B .x‘” , B" ¿7 B- JW} (6 25%)“3+ - B" 2 BT-- B . (6:64),”

Usualmente se pone B - Ü. (s 6 , (6.25°=b)baï

con 62 definida por (6.22).

La invariancia de forma de las ecuaciones de 32Wse mantiene cualquiera

sea al factor de fase 5 .

se_transforma según ‘

QeL+Vhw-ïïu)3“ mas)
Pero por que exigimos una transformación antilineal? Es fácil demostrarlo

imitando un argumento usado para otros spinesa Por una». lO la ecuacic'Snde

B-Wen presencia de un campo electromagnético A}. , El...” es (eo. 10.3)

_ h- p, h. ,h. b v(ia/w e A/..)Km v mï- fiyy (Km -K(q)(¿'“ + (rw) (6025)Y'Y* ‘
imponemosinvariancia de forma de (6.25) ante la inversión (6.23)s usamos la

transformación conocida del campoelectromagnéticos
—r —> -'A’o (1') -A.(I) o A'(I') --A(I)

Pte (1') ' r“(1) 'o FLJÍI') ' ’ Fit(¡ )¡
si ensayamossatisfacer la invariancia de (6.25) mediante una transformación

(6-26)* "

lineal '

Ym-+Vhw-55Vm
obtenemosfácilmente contradicción. Este problema no se presenta usando la

transformación antilineal (6.24). Finalmente, admitiendo continuidad res

pecto de A”, no podemosusar una transformación lineal ni siquiera para
los campos libres que consideramos en la. Cap. l a 9.

¡__

6.o - LAS FORMASBILINEALES I l Y LAS OPERACIGIES DE SIMETRIáo

REPRESMACIONES TINSORIALES DEL GRUPODE LMTZ.

6.e-l) Introducción. '
Comoen spin ¿Lestamos interesados _enformas bilineales en la función de
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onda; la. forma bilineal algebraica más general es

WMV
una matriz arbitraria. ha spin i se plantearon dosdondeM ¿lá Í‘Íl es

cuestiones:

l) Hallar una. base en el espacio de las tomas W m ‘P 5

2) Seleccionar la base de manera que sus elementos sean representaciones

tensoriales del grupo de Lorentz.

Es bien conocida, la. s-zlucic‘ínL *

‘71 kP s WMAQGP’ W HVÓ'SJMFs 1V“)? (6.27)"
La.solución (6.27) de las cuestiones l y 2 para spin i ee uno de los

instrumentos más importantes con que cuenta la. teoría.

lntentaremos plantdar y resolver (dentro de lo posible) las cuestiones
l y 2 para spin l. Eh esta seccián condideraremos la cuestión 2a Proponemos

162 formas, _ I

— ‘" 'í" ‘ ‘ Vv3y v,eee9- e
y despreooupándonos de si forman base o no, demostraremos que son represen

taciones tensoriales del grupo de Lorentz; también estudiaremoe su comporta

miento ante la o.»n3ugaoión-C. En la sección 6.2 analizaremos el problema más

difícil: Comorestringir o modificar (6.28) de manera que forme base (ones
tión 1) sin perder la covariancia relativista.

60.’2) Lema.

"Si Y, tf su): las cantidades

¡M x‘.un,“ — a: A; se. x‘. a " n
en") '¿f vb) lrI»¡or-- ¡m Kg,¿(:r‘w TU)

(5o“?
se comportan ante el grupo ortoorono de Lorentz comotensores de orden m'm."

Notas Tomamos Y y ‘P de la misma paridad: en (6.9),

¡px . (6.30)
Demostraoiáns Basta hallar por separado las leyes de transformación ante:

á) Subgrupode las transformacions infinitesimas (propias):
A\.----Á‘n' ¡“n-"'A n

Por Seca.a 6:3“1 ante la rotación (6.1.) Q ’ (¡9Y)
se transforma en

1-..- Ám' ;)"I--- x'm“ — '. X.... A'In' ¡1.-- >‘“m'
[Q'(I'9ï°)]: - v (¡LD 55'. dm ha (la DVÜ') "

- ‘4 -l 'n' —| A? - “vn”

a y (1)[D16AD 3.. [D J" DLÍD Í J)¿)...[J)'¿rx Dlflm .
Por la teoría de spin 4}es bien sabido que

-1 A A v

D K D - 2 2, K .

+"df" significa "por dofinicir‘ín".

(6.31)”

¡”9
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X} XL.
de donde, ‘ ' “ "' .

A¿---}m"/\1---/\n-* ¡L M
[Q'(1 V’yo ’ u _n..1 ¿I'M2*: ..°L Tun“X

121---»; ¡ v2---v‘.'.u
X [Q ( x. y)] (6.32)

g) Reflexion. espacialess

Usar anílogamenteSecco601);las fases y desaparecen
debido a (6.30).

600-1) Tabla de 162 formas bilineales gue se ggrupan en representaciones

tensoriales del grupo de Lorentz.

En la tabla 6m].se dan las propieades de transformación de todas las
2

16 fomas deltipo (6.28) (la demostración se esbozará más abajo) , y una :

abreviatura que usaremos para las mismas.

Los signos menosy los factores i provienen de Ïabefi conservado los
factores 1 al efectuar los productos tensoriales Fm IL, donde al

F - I. 25".5“. 5‘15”. 1 K5, A a 1.2,”..“16; (643)“
a_su v z los factores i en (6.33) son los frecuentemdte el idxs pfira obtener

Y f" Wu real en spin A};el resultado, es por supuesto, l}, [(2, areal.
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TABIA 6-1

FORMAS BILINEALES QUE SE AGBDPAN EN REPRESENTACICNES TENSORIALES ¡IL

GRUPO DE LOBEITZ.

Formabilineal Abreviatura Carácter tensorial

si ‘Wf, ‘i’ .e “r,

Ï’m Im Ver)
Ïkl)Ii)(ü
War)Imwww)

33(1) 1.055, EQYÜ)

{(1) Iowa. my)
Y“) “Í; Im TW)

WI) x6 5:1,vu)

i’m m 5;,» v (y)
WI) «la, aa, ag: ‘f (y)

1 iron) (¿Í «¿7m
Ïü) WENO)
WII) 07595;: VU)

im 07:»ageï’u)
ya) Gr.3 aa. mi, Wu)

N9) me,” ¿(33W)

Yu) ¿mi5d?¡(Nm
WI.) az, 54:, m‘ War)

tía) ari, m at,” tm)
Wx) ag, M; «¡L ¿rá my)

1 Qu) x5, ¿2.: ¿2. Yu)

i Y“) INV Y)
1 yu) az, ¡a Wu)
i WK) 5€; 5%“, Yu)

i Ïcx) Ii?»a?» n: Vu)
“ YU?) 515.) ¿(sochfi

p.

F".

F3?
ri‘“
F‘ sr
F’S

#i

P39
M)»I:

rpg)?
Fp;5 .
Fh)’;

h ¡mi

Fr- ¡HS
5/»:F
5}..¡9

escalar
vector

tgasor antisimótricñ'do 2°o en \
psoudovector

pseudooeoalar
vector

tensor de 2° orden

32322512335: ,93“. m1
pseudotensor de 2° orden

¡"va
¡19:5)

EJ”!!!

5,551)

pseudovector

;te&sor antisimétrico de 2°or en

¿zzassgi‘észar; 3€de “‘1
Egïï-ïá‘o‘ïfin“;3r5°2a Wi?“
Bñtïgïáfiï sodgn31r;.°rd°n'

0
aszïszazmgodsnusïd°m
pseudoveotor

“pseudotenaor de 2° orden.

¡231222232¿sedan-"35; 9rd",
tensor de 2° orden

vector

pseudooscalar

\pseudovoctor
0

5222233225333, gral”:
-ector
escalar
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La regla. usada para, la abreviatura es autoevidente, y permite por
un lado reconstruir sin esfuerzo la formabilineal, y por el otro, tener
presente el carácter tensorial de la misma. '

Para demostgar el carácter tenscrialdebe usarse el lema 6.e-2 y
recordar

5

5.1_‘¿k“€ “(Y x‘órf’ (6.34-a)“"
¿HIJA es el pseudotensor de Levi-Civita, taotalmente antisim‘trico

y tal que

¿9115-+le
(Nosotros usamos el {s hemitianoa

z.

(5’)- + I ). (6.344)"
Usando 6.e-=2 y (6.34-9.) y (b) los cálculos son directos.

Para utilización posterior recordamosque
5 V i

x fi ' ’71;65.6va F ¿P (6.3441)‘
¿6 '7 4 -. > '_= ' - - _- . . 

antipsrtícula.
Usando las ecuaciones (6.20), (6,21) y (6.22) se calcula fácilmente 1m..

transformación ante conjugación-C de los elementos de la tabla 6-1. El

reïaltado es: U _ Ar a
Á D + " '

pagan, pp, 9-, 5,3” n. n, V
F3 ¿FP/b ¡F35 ¡Mi ,Fh/‘V ’FÁWN‘9FPVI'JÍ’FS7":’F9‘;tu’
F5!) ¡FSÏ ¡Fasj‘ï F55: . (ass-a)
_ h 3 + _ A o

Y EnPa) ——'- En“av SAV“)
¡Fila’Ffiy ’Ffi: ’Frp'v’ ¡.¿íFluï ’Fjwfiá’ JDÚIS’FS,¡II'F ,
F“: F" . (6.3“)

m a- BL PROBLm DE HALLLRUNABASE “FEMME COVARIANTEPm EL

BPACIO DE LAS FORMASBILINEALES.

6¡t—l) Introducción.
El objeto de esta sección 6.f es seleccionar c modificar los elementos

\.Á¡

’¡'iia'ïfiü'

de la tabla Gol de manera que den_t_rode lo posible}

Á) fc-en base en el espacio de Y M W ocn “¡Are h)?» 7- problema‘2,
Secc. 6.1, y que)

g) no se pierda la covariancia relativista conseguida en Seco. 60e¡ en otras

palabras, los elementoa de la base deben continuar siendo agrupables en
representaciones tensoriales del grupo de Lorentz.W .
+ I" esta definida en (6.332.
++Losespacios spinoriales ¡0'67 ',... se definieron en Seco. 2.c=—3.
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Primero debemos resolver varios problemas previos, que consisten en
4:...

resolver la mismacuestión en espacios más amplios (e.g. ¿51,, ¿5, ,....) que
'P l

(LJ-SP . Para unifiiar la notación, indicaremos con K vb al espacio de las

formasbilineales V con Ye KJ) LP¿ K
. p, 1,

Los 162 elementos de la tabla 6-1 no forman base mms; LJ; porque
o 7 . fi' " 2

siendo 6 la dimension de LJ»? la dimension de “.59 we; es 62 16 )¡ para
__ ‘ ’

tener elementos linealmente independientes en LJ; wwdeberíamos, pues, elimi

nar 162 u- 62 elementos de la tabla 6-1. Lo primero que uno ensaya es ver que

relaciones de dependencia originan las condiciones

Vw W (1.24,)
y Hp) " Hu) ¡ (2'34)

usando estas relaciones, uno puede suprimir elementos linsalmente indepen

dientes en la tabla 6-1; pero entonces los elementos remanentes la no se

pueden agrupar en representaciones tensoriales del grupo de Lorentthor que?

Porque 1a utilización de 2.3) rompael carácter manifiesto de 1a covarian
cia relativista.

En cambio odremos acercarnos ero n tota m n o b'
I

A B si ermitimos ue los coef s s

de ser puramente matricial). P rn
Sea p el momentodel cual depende ?(p)e (4);; p‘ el de V(p')ew-sfi

entonces en Secc. 6.f—6 hallaremos para toda matriz_ _f v
Yun) M ‘f(p)¿ [JSP D29.)un desarr3110 del tiÁpo

- Yo') M 1h p) - Z C (psp')V(p') M WP )« (6-36)
os C (p ,p‘) serán funciones no matriciales de

(es decir para toda

En este desarrollo

¡“by P'P (con p° =Ï V í? + m” )¡ los C serán tensores si ¿lan miambro
es untensor (perononecesariamentedel lt. orden),y las ¡'(p') M
serán egrupables en representaciones tensoriales del grupo de Lorentz, de mane

ra que el 2° miembrode (6.36) sea manifiestamente covariante.
o En spin ¡1;los coeficientes del'desarrollo de VM "Pen combinación lineal

' -f -v
de las (6.27) ¿g son funciones deïa'yï)" si Mno depende de p y p'. Por g!

agui deberemostrabajar con coeficientes CA ¡p ¡p'l'í Porgue mientras en-' .
spin i no he! condici6n inicial. aguí el momentop aparece en la definicion

P o

del es acio s inorial hrs? (cf. (2.4)). Esto nos traera inconvenientes (cf.

Secc. 6.f-6).

Pero, comohemos anticipado, antes de poder obtener la. solución (6.36)* a .'
+Conmas precision! rms-otros no hemos conseguido_a3rupar1c¿s.
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debemos resolver problemas previos, que son:
“Basepara EL ¿6' s

AJ." M1
Il n E5? {r

.V
-obtención de un operador A puramentematricial e "invariante"

relativista que proyecta ¿xflimensión z lO) en un subespacio

6:; tal que si bien ¿5? Í UE? , sea

dimensión ¿go dimensión hrs; - 6 (6.37);

[AI cumple (6.37) (of. Seco. 2.0-5) pero no nos sirve porque no
es "invarigíe" relativista 5

abase para É; ¿51; o
Mi Base288.82:Ü}:

En primer lugar, es trivial demostrar quee-5?¿res un espacio vectorial.

J Emsegundo luis, la dimensión de 65? es 42 - 16; por lo tanto,
dimensión de ¿sp ésa?- 1623 (6.38)

una demostración de (6.38) (con métodofinal) se da en ¿6-2w

:Éntercer lugar, los elementos de ¿9P amados en tabla 6-1 (con Y ,

kee ¿fl ) son linealmente independientes según demostramos en A6-2.
Pero hay 162 elementos F Aja en la tabla 6-1. Por lo tmto, (ver

(6.38)) 1 162 formas bilinea F ; d as en tabla 6-1 con 656?

rom bas en 631 ¿91°

_¿ll sim sim
— ' ' reiterada: “Y,y“? ,. conviene

usar la notación de equivalencia tensoria1‘(Seoc. 2.d-3), paliar formas
bilineles linealmente independientes en 52?,

’— A . unw r \o '.‘31)zi"""'2 Wj‘fafvb‘r
es hallar matrices rA tales que

Z c l“ "1.0 =1> G.=°. (6.39)
A A ,, r

Aun

-— , A. 192,000g w)ve
9M ¿un ' rlan ¿5? .C es hallar un numerosuficiente de matrices tales que

1) cumplan (6.39)

2) para toda M exista el desarrollo

M '13“ Z ¿APR (6.40)
“‘- " ¿- ePor ser las F ña tabla 6-1 base para 6L W, podemosafirmar que

Hallar una. base

para toda M existe el Ésarrollo p, nN' P F 6. 1
¿Í? Asa M M "9 ( 4 )

(las JA.) son números; las P se definieron en (6.33)).Por (2.31) deducimos

que para toda existe el desarrollo
A B

¿En oewro] Fu.) (6.42)
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Conla notación de tabla 6-1 podemosescribir, pues, la tabla siguientes

, TABLA 6-2 _
¿ün un

135 pumas BILDTEALESSUFICIENTES PARAsummnm (:5? CP.
¡!__—_.V_-.

Forma RestricciSn Número máximo de componentes

ÏObïe los independientesindices
=

F’ _ 1

F“‘
-— 4w

F ¡»<9 6

Fi‘l‘ - 4
-6

F’ _ 1

F“
é v 10

M)“
F: ¡A < 9 24

F4135!) _ 15

M5

A - 4y;
FP P AtvM‘PUI-s Musp 21

¡”fl-5)
F ’ j‘ (V 24

. Avis ¿y
F 4‘ 6

¿“i”
F "’ “ 10
. 5/‘35
F _ 4

5;5F - 1
-* O

Lu amonentel'qnenomeu'nmmoun cobro-1o:»nue.- Je cutánea
recordando que

¡0 3:1) (2.31) —> P‘ . P ‘ (6.43-a)
2) 6+”. - 6‘ 0‘ (ms-b)

s d l
y u an o a ¡,5

F ,a- O (6.43-0)
que se demuestra en (B).

El número máximode componentes independientes de cada, representación

teneorial del grupo de Lorentz se obtiene con las relaciones de simetría

(6.43); pu: qu‘ lo de "máximo"?porque pueden (y deben) haber más relaciones
9A] ' .

entre lasF e ¿w ¿mg esas relaciones debenexistir ya que siendo
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a ¿3m
dimension (En a 10, es _

' o Lim ¿IL-I'M 2dimension ¿e? s? - 10 (6.44)

mientras que en la. tabla 6=2 hay 135 elementos! sobran 35o
l”; 51' .

B) DEMOSTRABEMOS QUE F ES UN PSEUDOTENSOR DE TRAZA NULA!

En A6=3demostramos que en la representación (206) de las 5'“ es

11%: V21°\’34 ° “41’23

Vzlmm V2214 W314 ° ‘

50;: = i o Yesa!“ V3511 9431,12 ,ve ¿w
¡(141,23 ° ¡'43’532 944% .

En dicha representación la 55 de (6.34 ) es (6945)

551°zz) , 1- 1 : (6.46)“0

Por lo tanto, si V e ¿5:5

° WMÏÏB “1533 1'213'34

V23". ° “2 “’34 WEKW

“33’84 YM‘YR o 9234,14

st’fiz V44°ÏÉ2 “(És °

g Klfiáua): "’

(6.47)

pero entonces
4am ,3

M6” -9 Ji, arg; ¿w ‘4' e ¿a? (6.48)
por lo que

JI 5 N6 o
6? 6103.1).

C) POR QUEMWAMOS EN TABLA6m2 M835 FORMASQUE SOBRANPARA

¿43m dunSUBTENDER a? ¿5, 'e 

_ Nuestro obgetivo es en realidad intentar hallar una base para “me
Ku"? W - ¿M ¿Mb? 6P s nos hemos deteniig en 5? 9 sólo para sistematizar algo los

T’

pasos que permiten pasar de ¿a? és¡>(dimensi<‘3n|- 162 - 256) a 0;? (dimensié’m-e

- 62 s- 36). Más breve que eliminar ahora. las 35 formas que sobran en:

¿,7 2;: será eliminarlas con el nino procedimiento (uso d_e[\ o ) que nos
. a . Á M1 ¿MÍpermitira. ->=:--'oneruna base (sin elementos sobrantes) para 65? ¿,7 , y

p
de allí pau-ar a U-ZP o.» (Seco. 6.f«-4 9 —5y -6).
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Sin embargo, por completitud indicaremos ‘un procedimiento que pe ite
oitener una base no superabundantepara ¿2: ¿3'13 identidad de Pauli puede
escribirse,

45m: 5mr {1qu 4272135.555? * (11‘62, (13‘W nf, ¡,316-59)"
Por Otra parte’ por vw J tltzJuL.45m. J'r‘ oa,- ‘45. . . . (6.51)
De (6-50) .‘f (6.51))4'deducimos‘Jr ¿’75 P c'ít Si};
mesa,¿es IME; 5..)5h)“away-(1x x “(u mm (6.52)

por lo (fue F516puede eliminar. de la tabla. 6=2o
A continuaci6n, pueden obtenerse un cierto númerode relaciones"tipo

identidadx de Paauli" que permiten expresaríxïi‘ "iveco oomocombinación lineal
de las (1;! Fil-t. Iterando el procedimiento empleado para pasar de (6.50) a
(6.52), se encuentran más relaciones"tipo (6.52)", oon lo cual los elemen
tos no independientes de tabla 6-2 pueden ser puestos explícitamente como
combinaciónlineal de los 100 restantes.

' VI
óxi) Definición de los operadores prolecoión Av 1 A . Los espacios_¿2';"v¿éïuïm

Definimos

AV.“ 4,35;) s Aí- LIC-¡(14mm (6053)
son operadores proyección: v W v. 'V' W ‘¿AW- I\s (AW-R ¡AA- AA-o. (6.54)

Efectuamos la descomposición!
Lin M ww

¿5PI ¿SPe á

mediante _

Vw Yï +3.!) É ¿e? (6.55)
VT-IW e ¿“3'

Wva ‘¿MVT7- w
Se demuestra trivialmentea

Av K3«if- Kátïis A”; (6.56)

[(3, AT- ¿(SAv; Avd'Íp-Av al: ' (6.57)

XÉyAV- Ñ ¿Si 5:3-Ñ-Ñ Los 19 1,2; (6.58)
con esta última se obtiene

¿(63'¡(g-"¡(52,Av' X “ÉL; (6.59-a)

a; J¿¿:¿Av-Avg; 32.. ¡5:11, (6.594,)
donde (if) ==(l) c; (2) indistintamente; la (6.59) permanece válida con

IT W

A 4—> A F
De (6.46) deducimos que en la representación usual (2.6) de las Ï es
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n JI?” V12 #44 ¡2° 13 "fu ‘33

1,121.4 ï'zz +l¡'44 VB fi)“ 2.1%4 (6.60)

'I'zrw’u¡ar1h un:
‘st “1'24 VW» vwzz

Comosólo intervienen 6 combinaciones de las Ü es:¿.,v
dimensión ¿5? - 6 3 (6.61-a)

por lo tanto, .

dimensión ¿a? bï - 6 - 36 . , (6.6l-b)WT WT
6.r-5) Base (grogiamente dicha gara ¿a? {2.7 .

mvcsmv “mr ¿mv una MTComo¿a? by es un subespaoio d e? sf , ¿o? sv puede

ser subtendido por los 135 elementos de tabla 6-2; busoaremosrelaciones
"v hhwv

entre los mismos(pensados comoelementos deáïr ¿sy )para satisfacer

A) RELACIONES QUE VINCULAN MBR SI A DIFERENTES REPREENTACICNES TENSO

RIALES DEL GRUPO DE LORENTZ.

Por (6.56),
5 s

mi) KÍ'szwl +
C6? F y (6.62)s 5 v

(X K)“¿(x 5 )m¿;,,,v5m ¿(a
Por (6.58), 5*

¿(4) ¿ÏnT 0
5 u

29m1 O

(KA a 39a?
2‘.9

¿a ((54 ¿3;"70

cap“; 6*‘)¿,¿:ï';""0
5 p. 5 M

usando (6.57) y (6934=d) se obtiene
JW 5 y 5

67:) ¿(aka-sv (0+ 5 h)"
‘P ¡uy' el- -_1_¿ am 671) _ (6,64)

2. 5m» ¿{mv
Por lo tanto, para subtenderfiep ¿»ree pueden suprimir en tabla 6-2 las

W , .
B) RELACIONES QUE VINCULAI ENTRE SI A ELEMENTOS DE UNA IESIA REPRESENTACION

+Lanotación para igualdadss se dió en Seco. 2.d-l.
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TENSORIAL.
,u-Val)E_’_

Reemplazando (6.60) en (6.45) se obtiene

W X - o(a) “¡bmw i (6.64'-a)e? á‘ . .
v ,u V

por lo tanto en ¿75" ¿2:2 ’ es de traza nulas
al

FI . o 606 '=b

fl" PNV ( 4 )Por lo tanto las componentes independientes de bajan del número máximo

10 al número máximo 10 = .l u 9.

Ba) EMS?
De (6.64'-a) se deduce inmediatamente que

p

6mm 6P)“, ¿1, o g NV (6.65'-a>
por lo tanto 95%???”¿xvtambién F es dg trga nula!M5

lo cual es consecuente con (6.49).
A's

Demostraremosahora que es un tensor simétrico: Por (6.57)

{Ms a”k, - - ¿{43Wf)“, ¿v - ur" fué - (x’ ¿más
e?

usando ahora (2.31),
y

más!” )(z) ¿“y Zf¿,((52%)“, . (6.66-b)
Llamando 5;?
a“ gn, FM (6.66-c)
resulta
al” - a” . (6.66-d)

Las (6.65'-b) y (6.66-d) bajan el número máximode componentes indepen
F/G35ydientesde de16a16-l-6-9.

¡“4.1|n) F r
3 ¡(«JH/¡rLas propiedades Q simetría de F son

N"?- FAP”) (6 67-9.)
. .1 . ‘ A 'FLVIAP-‘FV/“lr ¡ Ffilef- _Flb,,f

FMAÍ’.-¿eh’w ¿“(JJ FM”M (6.67-0)
Las dos primeras son consecuencias triviales de (6.43); 1a 3a. se puede

demostrar usando (6.57) y (6.3441):
I‘V l ¡»V 5 o\ 3' _ _ ¿1. A

6;, 05%“?- 5 ¿“(ff K)(¿, ( ¿Ue f¿prgpr’¿¿á(6.67¿°.)
i (o97 y. ) l)

Escribiendo todos los elementos de F/k ' Py usando 26.67) puede verse
FAVMf ¿BMV MVque é ¿o? 5p tiene a lo sumo 12 componentes independientes;



puedenp. ej. elegirse
_ k ¿- . 01'42’ 01.143

01;01 01-,01 ouoa 01;". -F|l n 02,05 I

503;” 209147-F F i F F F
Una consecuencia de (6067-0') es

-+ —o —v —v 6 6 nv. “¡Tn-03'14¿(wie (-7-6)(I) ¡»mr
¿gmv CDP

donde como es habitual indicamos

V(JG;

—>

Z. 5° 5 ¡ o-L. r3“ , 13k - 123 y permutaciones oficinas-679!“
C) NUEVAS RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A DIFERENTES REPRESÜ'TACIONES

TENSORIALES DEL GRUPO DE LORETZo

En ¿641 demostramos

-—-” —V I
GT»' Fátkv 5 (6-57'-0)

porÁóá'Ig") es lo mismoponer . _
¿(a - 0L(¿)-. (6.67n'b)MT .

. y b?

¡ll-a-Ú}:aman”, (6.67n-c)
Tambián’aemostramos en A64 que

S

C73” 5'03? ¿[ym ,Lngvi 6M (6.670")
59 ¿za-'11.

D) OBTENCIONDE um msn PARA ¿o? ¿by

Hay 36 elementos independientes de tabla. 6a2 que sobreviven comoinde

pendientes frente a. las relaciones halladas en A, B y C los cuales subtien
MT ¡Lim-17 MV mr

den aÉsp Cof (pues los elemmde tabla 6-2 subtienden a ¿6P EW).
AMV

6Pero por (6.6l-b) la. dimensión de 1P sp '—esJustamente 36; por lo

tanto, no pueden existir nuevas relacionen que disminuyan aún más dicho
o . v. .

numero: esos 36 elementos formanbase en ¿t? 5.:?" . De tablas 6-1 y
6-2 y de A,B y C obtenemos una selección posible:



TABLA 6-3

um v sim v‘
BASE (PROPIAMENTEDICHA) PARA á sp ¿5p .

Forma bilineal pbreviap Ñfimerode .Belaoiónes entre elementos de
tura componentes ' una mismarepresentación

indepen- ‘\tensorial
. ientes°

7- '- - v .
VIEW” ‘P F "W 6 F’” - - F'”
— ' s MV Vzl‘ l"(¡(51939 F“ 9 F -F ¡FL-o

l —_ : ¿6" ¡#35

Wii? ¿Hugo FN” 9 ¡:“V- F g F ,.-o

í’ 65"??? F’"'"“’ 12 WW: FW”

Miw”
. : ' ¿J

FMÏ - ¿twins¿»foFw,

Completamosresumiendo las relaciones que permiten expresar a loe

restantes elementos de tabla 6-2 en términos de ls base hallada para

EE?” 6;" .
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TABLA64

LASFORMASBILINEALESQUEsunnmm ¿51" 81'“ mo QUEno mmm
1 v “P

A LAB ASE¡mmm PARA á :p'" 8.:" n DESARROLLARm rmmos DEEau.

Fovmabilineal ‘ ïAbreviatura Su desarrollo según 1a baso

dada on tabla. 6-3

Ü ‘P F" a FM,”
7 Kb)‘P F” -o

Q 52,351" Fi” -°

1 (7 (a V Fís "¿F’W’ÁPa/mf
Q (3,075”? F My .0

a Fat; m F“ -o

W, ¿555m? rflvfi) .0

1 Q Gigi 8:) FJI?” .iénüz’qe F¡o¿fl

vusxh)m( ¿552)(00 Fsmn _ 'F/I-¡V

¿VHS (50,631)W FS”; .0
- s 5 535 v v

-Y «o Kb,¡P r: ¡i’m ¡M

a á) w" ¡1;!.f Desarrollo de los elementos de sv comocombinación lineal

de re aentaciones tensoriales del ru o de Lorentz. N_7_0

Trabajaremos con ondas de p)”lbien definido; en esta. Seco. p°- til-3L + In";

sign ‘(7(p)e , Y p_')e MU;yvfliïatriz arbitraria. h,Wp') NW (p) - Í‘Wïp') + (flv) n Éflp¿_+ 133)] .
Pero x

Pp ¿5)“PU” ' m wm : i - (1,2) s x 5 (6.69)“T vr
multiplicando por A o A y usando (6.58) se obtiene

“¿MWh-me a pta/(3 tfïpwm ‘PW(p);1-1.2 (6.7o-a)

(6.68)
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Cam‘ILamosqu) —_)_V(p') y tomamosadjuntos: _
vr e. v a o e v a 6.- m W n _

p; q, (pv) Km- m W (p ) . pok (p ) (a) Y (p ) 3 1 2.32043)

_En (6.68) _V A T
Vw) M(Pc) H) (poM (w) Vu) (6.71-a)

donde abreviamos
A

H (13,1")-df +3:p; [I+1_J:,p‘, 1,3- 1.2o_ A (6.71-b)
1T

Por Secc. 6.f-5 W M (P puede desarrollarse univocamenteen la base
de tabla 6=38 _c___ A v y

Wow) M (pop') W») - ¿Mmm 3900"“, Wu) +
. v f 17bé‘WPUP')
+ ¡»(pap') YU(P")(Ï:;(X‘Üéwïïph

+ ¡ya Pap') YT(P")€(Í;v07u*f’?a>) (6.72)

donde67h),b/v ,C/üzl y ¿fvw son los coeficientes, y carecen de
índices spinoriales .

Reemplazandc en (6.71) queda. finalmente

W)" W(p)- file-[ka (Erik MÏÏÜ.“+
*L/w.(p.r>') . +

+C/uv(Pyp') {fi f

Ïd/avá‘omp')‘Mafiwj
AT.a +gg) J“ ' (¿174)+

v

Con 6. nos hemos acercado a los ob’etivos enunciados en Seco. 6" —1.

Obsérvese de asc ue no se ha roto el carácter manifiesto de la oovariancia

relativista.

Pero (6.74) 2 es el desarrollo del lero ¿miembroen elementos de una base,

porque falla la. unicidado El desarrollohde W AT A N según la
han. de tabla 6-3 es ünicq pero para . fijo, no es única. m efecto

en (6071-b) podemosponer o bien i - 1, J - 1, o bien 1 - 1, j - 2, etc.

+ Aprimera vista parecería haber e r r, ya.que Vquueden ser p. ej.
un vector, mientras que en las _ «aparecen en el 2° miembrode (6.74)
no hay ningún vector (of. tabla 6-1). Pero no hay tal, porque las 674%...
pueden ser 9.3., vectores. Ver ejemplos en Seco. 6.f-'lo '
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Por qué perdimos 1a unicidadf! ¡or haber especificado pz“. Aclaremos pasan

do a. spin ¿a Allí, si Y y “e son arbitrarias, no es combinaciónde las

H) Ba“te; pero si W tiene momento-p,y ¿gg de la energía p ° bien defini

dos, es pd? a mii-Hp”)?(p), o sea se pierde1aunicidaddel
desarrollo de una forma ‘bilineal en término ds las (6.27).

+ ' : o J ¡o :: :l : ' I_:_¿ o :0 t :1: : ¿o :4

g H Í undesarrollooovariggteeg ¡6 sud“ en lgar de los lfi de
tabla 6-2.

¿Lg-¿1) Ejemgloso

Á) M = I

El) ha (6.71-a) pongo i - J - 1|'[Ï 2%}; XÍÏgang]
Desarrollando y usando

8*56- e” - 10-“, (6.75)W
sAeobtiene

I -I+%(p¿+gj)gï+}71ïp‘l=}#ogppipp (646)
R-eemplazamosen (EVIL-a) y usamos tablas 6=3 y 6-4: v

w (pot? (p) - w (pv)Ñ[io‘.,o;m(1+%‘%.)—%a73mp] N982?)

iz) Im (6071) pongo i n l, ¿l n 2°

I -[I + ¿pm +¿pp-ñfq] a fi
- I + 1.3.}:(P;L (¿fr ppgg) + ¿Í PAP/5 5M 50)

_&1 (6071-a) y usando las tablas 6-»3y 6-4, v
Wo") Wo) - W (po/(V ¿«J-¿m ¿.L13;»,m, gfiJAVo). (6.78)

Sobre la unioidad:

Tanto (6.77) como(6978) son del tipo (6.74), pero con coeficientes diferen

tes. Claroque son iguales! Usando
T T
apisXfi)‘P

gg. se reducena r .

‘P (p') io) - ¡VonAvhagqunmo + pf’gf) ]/\(P<p) (6.79)a) I (c) h

El) En (6.71) pongo 1 - J a 1d

WI 2-1.:vá¡mas wa}
- l ' aL lui" l r + oo

.7 3* 5m 5o) a pP ¿ía m ° o
dondeJos puntos suspensivos indican sumandosque por tabla 6-4 no contribuir“

¡453o '3-5642). Reemplazgdo en;(6.'11=a) y ¿mando (6.75), _

V (pm To) no Y(p°)[ p“ + ph- 1 (pk palm/¿Nm (6.80)



3,2)-m (6071) pongo i - l, J - 2.

5*:[11 t e; v5 ¿1)1551l+_— Mi) '

.2 íJu-Ü;*IÍÏÉQ*é" DP

.Tf-(p')¿“Pm - A,ï(p')[ ph“a 1 1110;“ 9,4%“ Vu») (6o31)
Cabediscusión simïïar sobre la .unicidad.

¿ag - APLICACION a LA CORRIENTE.

[En Seco. 3ob-h s recaudado que la corriente es (3.2)
'J“ vpxhv

d - (o
como en spin l tenemos más covariantes natriciales (36)_que en spin i- (16)

’I

puede uno indagar, si no"existe otro vector d’h ttal que’I

D/uJW - o (6.82)

La respuesta es: El único A-vector gue juede escribirse sin usarO‘ h
derivadas I gue satisface {6.82) es ¿»una . a - número.

Boribimcs ".0. puedeescribirse sin usarlderivedas...” po ue debido
a la existencia de componentesredundantes foma bilineal
con H a matriz pura puede reescribirse en una foma equivalente que
nclwa los p}, (ver (6.8?) y (6.81)).

__ efectos El 4-vector másgeneral que puede escribirse sin usar p/J lo

cbtenemoslude tabla. 6-2. 5.p ' Á'lp
f- a F + b F ,1 + o

¡e A A s u 5
- 9(1)[ 65m “(0%) + 1 o ¡{MmJo (I) (6.83)

donde YelJ y 3,1), y c son números.

Por que escribimos el vector másgeneral perteneciente aá ¿- si
nuestra V pertenecen al subespacic W deéw? Huan. si explicitencs que
Ve hr , las componentesredundanteehacen ue una formapuedeescri
birse con o sin p". k: cambio, si We W es e, 6"“ , y en este espacio
no se plantean esas ambigüedad» (recordar que trabajamos ocn el vector m'as
general que puede escribirse sin p .

CalculamosDKV“ usando las (101-)de su y la ecuación adjunta (1.10)‘.
El- resultado es

dim-zm?“ (I? 52;4))+0505;
¡have hree la ¡1%. (3.58-0) para la cual podemoselegir ¡»Kg-0;entonces

la única componente"grande" en el limite no relativista. es ( 1 ) - l.

Para esa (I) ,

gujw - +¿{(3 + o ¿{(Ï)59314:,“-“tu
——-—— f"
+Por (1.4) puedeusarse lugar de {(1)en (1.10).
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La.(6.82) =b b - o (¿u-a)
(hasta una? que viole (6.82) para obligar b - O)._

I m _ . 

Otra. y posible ee lay1 de (3.58-o) cuya única componente"grande"
—1

en el Elite no relativieta es x Lan1. Para esa ,
3,, - 2m(o - b).

Usando b u O queda

o a 0

Reanplazando en (6.83) queda probado que el 4-veotor más general que

(6.84-b)_.

cumple las propiedades requeridas 03+

¿ia - náut-a q)n: W)

——- ¡lb
+Hemoeusado (2.31) para. reemplazar ¿(51201: ¡(o .
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CAPITULO SEPTIMO

CONEXION CON OTROS FORMALIBIOB

1:3 - INTRODUCCICN.

La.traducción de resultados desde el fcmslismc de BUa otros formslis

moses tedioss. D1particular, el pasaje el fcrmslismo de Proca (1.7') d_e_

ciertas formasbilinesles ¡p M (e es bastanteengorross. Por ollo exec
tusmcs de uns ve por todos ciertas traducciones. leccsitqremos algunos“

para confrontar nuestra teoría. de campos(Cap. 8) con la usual. Incluimos

otras por oompletituda

]_._ - DICOIGARIO DE TRADUCCIONENTREEL ¡ORILLIEIO DE N Y EL DE man.

1.1)- l) Introduccion° _
Las ecuaciones de Proca.son las (1.7'), (1.7'"). Se 'puedepasarwde las

ecuaciones de Proca. a las de BI de la siguiente manera“: Se definen U/a y

gw - - Ou,» (7.1)“
teles que

W-%Tn(U¿x”+¿www BÏL (7.2)”
donde es una matriz que cumple (T - ttanspuesto) >_
J“- 9 ¡”B4 (7.34)“

results .-._

337- 55 _-_. - - -(7_.3-b.)ÏÏ_

Baste luego multiplicar (7.2) por operadores adecuados y tomsrutrszes

para. demostrar que si v cumple las ecuaciones de BW,UP y 01.“) cumplen
las dentro“.

Hemosencontrado que una representación es

Ta. a-L (7.3-0)

que cumplele relación lícito, pero no forzosa,
(7-4)9*. B _

1,13-2)traducción de las formas bilineales V M L Procedimientogeneral.
Queremostraducir las formes de la table 6-2. Usamos(1.3):

_’ ñ o o
Wwe? - V wo 15,an

- (3” LWX'NWNT) s

reemplszamos H}y Q'por sus desarrollos (7:2):
W w - ¿_ 155ng 65(ní‘sz-¿ (UL? ¡”HHH

‘33 q'm‘ la 2' P 5 + 'r +

¡(U¿1{°L+ío#¿í"¿)4ï B n. (7.5)
muii 2° miembroestá.implícita en el 1° (of. Secc.1.o).
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Soa N una. de las matrioos I,¿#,Cï"y,¿5¿h, K5; obtencmos

n ’- ufl n 3* (LG-a)
con

WI-WÉ-‘Úls-* 1 ¡wal .0) JSEl”. - l.
d-ns

__ Do (7.3) y «196612256en (705),

“mi” V - ¿a? Tr 155°85 (U/Ïflïá aflw’ra'f")r° n x

H" ¡(qm + É a”? x”)x‘n3* (7.7)
Usando (7.3-a) y (7.4) obtenemos finalmente

-'N‘+)-- TU“ "-1d‘ “‘uul“ ar‘ap-5-55
wad üflkg 3/w54r)(ac ‘íJ/B

En lo que resta. do la, Seco. 7,19-2 aplicamos (7.8) s los divgrsos cgsos

n - I, n - I 5 n - I, n d" g 3 11.45,.1-[5‘ ._._Lga,c_áiggigg_son
directos; no los incluimos porque seguimos los bign_gonocidosnétodos

para.ol cncqu do trszas, y, en total, resultan hastsnjclargos, __
Damoslos resultados. Para. los tensorss do menor rango incluimos la

escritura tridimensionan

A) megan F‘
Fi. V'V - —1 UÏU" -1 a" cf“s 3 (7.9-a)

:ï ¿TJ “A
escritura 3-dimensional:

F;- %(_Vl*v + ¡{JJ-1,4.Ef? - Fly/7'). (7.9-b)M 5.5
B) 230m F '

5:5 I S 5 L h

F . W ¿(o ¿fm‘t’ . -¿{Ug U} +ï1_:a¿;; a“l ; (7.1o-a)
escritura. 3-dimensiona1:
.5¡5 ' —> 4* —o

F - ¿4-va + u'fïï- EÏE+ HW ). (7.1o-b)
m1.c) ngzscmn F?‘

‘5 a 5 M
FI n a“) v. -1___Gr, Go", ’ (7011-3)

U 'm"

escritura 3-dimensional:
F55 ’71” a “Ü-1(5'”+5-”5 (7.11-b)

FV .

D) moron Ff‘2,“ —r
F . '«PJmV.1_.(cv‘/“6v .. o“ U'j ) ¡ (7.12-a)

oscritur_a 3-dimensional:F;ooV -E.ïílï),
_' _, m“ (7.12-b)

V Jro‘f”¿{(va a E.V")+1_(Ü'x7-7"- U'ïï)
1h"
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z) mucmf'SM5

F5“- :V'Káaa‘ï¿e?V- ¡{un (Risas)
escritura 341meraimnnllm

Emsa ws«¿flan?43m
16'53 WL o??? ¿FWH77"‘nï-oFi í“)J
rm Pau-im)a F‘Smr

¡55%Jv‘tgafgwu ¿ ¿n'f‘ífi 6;.93:0);¿H4l3 s (veu-c)auf.)
.ZTL

ejerrm‘ma¿“ensima
9' n: 5:)W ¿gm-w +W) l
’—¡ —> ¡".1 . —' —o ——p.—¡’+1v Ka,swv-¿ït-<vw+w>=m u
o) psmolnc'ron ¡7/‘55 p¡5 ' Á ol

F_" e 1 ‘1’X5 K3,V - 540310 = 0;; me f‘ s (ms-a)
N ag,zw. ¿”(36% mas
NW; KÏQV-L (W‘Ï- v7") + (Z‘Ï 35% ï'íu)

n) ruega ANTISIIDH‘REOm: 2° mn F W) ,

F WH;V7.1:[Mannown»)* (w o; o: >](1.16...)

(1.154)

¿segura 34111298111381!__' .__'
Wo v- uuu“; U + H': u_)
_ 123, ¡”73 . 

‘24Y-LÜE‘" - W?)+(F: H 52"")
(l) Im; ,1‘_uI) mmsgmarco m:2°m1: '

#¡V 'í P v‘
F ' v ¿(OMV' K '

. ¿,_ [(UW"+ uWu/‘e-0341:“) ‘+NM“; * “Mi? * ¡“5” “¿a¿MJ«n'- (7017*)
escritura 341mdsïondl _

4: , , M . . .

F z . ¿?[(U""U7'+U°"U’)+ (É,1 [2+ {15's «- (HH/43H H1)}¡oü.rnïtxfines

] (7.1643)

0;L> -—r -—r —r—-+ -I 4 b

F -¿=(V°'U+U°’V+E'1‘H +ExH") s I
0.o "L —r —r —r——r 4‘ -I

F ’ -.1_ (WW +U"TU)+ (5'? +H’.H) Jb;b ml I I . ‘ —’F' *- 1 (V"V.+20"‘30‘9-Ï°t7- 2 E"¿EHETE- 2 #"Mh'fil/ )
"mL ,5), 7011-b)

J) ruega; snmralco m: go «warmF '
. v y .

Fs""ï V 6:) Mi,5‘:6m? - ¿D [-(bfiiü kuf- 11593y“) +

+ («Ü-mdk’ + omo} + ¡wwe/s g“) (7.184)

do sumar sobre '_b_(01'o Seco. 10°)o
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uoritm 3-ducna10nalt .

Fu”; . ,Líwi‘w‘y uo’zu‘)+ (g'1¿¿ofi"zf‘) o (H‘H ‘w,
y anuncian“ sobre1.2.3. x

,¿puwuan.¿1g.fiïrfl a ,1 l.1
smsb

5'0¡-5 . r
o ml í _’ _r | vF nLk-(V'*V+U"U)+ 5".:+r.‘ ,

¿“12:5b mi ' _ , ¿da' -o —vF ‘ -¡_[-vv‘vazu"!ub+ïr"ï=22“59+: E-zW'ï/IïmF/J
/1.; -/t)Mamma. m, nnmm,F

FM” ,V‘xg Ki,mv.
-4 . y _ d . A I V r O

' a: [-vr:me"W#W os;en i?“ orarvüme' ““L
- . (1119)1.)mg ¿armo ¡I20cai-,F’M’5

’ jamas It

Ï' - 1 W)075” XÏqÏ-_

_ "¿to-¡u:u-“¿pdakrr/«¿‘io;;°dk¿ rrul J (1.20)
lt) rasca n_n3.1-. cam FF’IW

gvl‘ Gáiw.
- L [aura/N + ow'úf’) + (WWW curva") o (UM/W a'Wu') +

o ¡F*(U'“0”¿+V092) o cf: (Ufiofi‘o0‘05”) (7.21)I)muy: 3.:.om M’f
WP Mama ¿28. _

. ¿1-21-zaga?“foammrwugam' °a°'I,s)(e“"’c”-e"“c"f) O
+sJWQWQ;-°“%»] «¿a

o) using 4° un. FMW’“
F/aVif . 9'56” 075w“).

- ¿.1"mw/w?- ¡wn .
+ [Juuwn own“)+¿“'(ufllbf, mm») ,,

+ ¡"HU'WW'OBW“) o ¡”“(Ufiuf. 0070”],

+“grua-r(cA-PCW_‘Aw‘yfq_ ¿000006)wa’

O‘úoflwir* outrovlt) * (anuluffl* oglrlbwfl) *

‘[“"°"°’1L"* mmm“) - ¡“(owmh co'rdod')..
'C’W‘Wfi 0"“‘030+c"“(o"r"of+MMM)“ * (1.a)

4.o gipu- sobre 1



h}í."’
O . O 1 e *

é - a. xa b,5B-i 3
o K 5 '1 .'..

Q: ¡X a y) . 9 k ' 1129.3, (7 24)K 5 " °

¡Mi/2) 0L x B“! o k .' 4.0596}
¡rage-“¿(533 , til-1,8,9.

Entonoees ln (702) 5se puede poner

VHF z.017312 ¿“pá H" {M (1,251.
09 loe procedimientoshaiïtuales para el cálculo de trazanuobt-enos

Si nunca ..
+ o * 3

bc'Í ’ h; 8(v)ba it Jm (7.27-3)
obtgzence

bg‘ ¿ab salvo

bqi .152 ' DL}u *-i
baq 'nbzs 9 ,bso. ' “.4

IM (7025)9(1o26)I (7.27) permitonrooslonlataleungofomP113995!"
m todos los canoa reoelculndoe henoe obtenido el mismoresultado que con el

(uu-bi?

procedimiento general Toba-2. v

laki) 521332432; P
i) TRADUCCIONmin msm» ml cuan.

Por (302-8) y (231)

g - Wa, ‘P- Ym. ï’ mw" . ...(1928-a)
el resultado _oronel procedimiento general lo obtenemoscon (1.12-b):

¡a - ¿a (E"- U o E .u") . (:7028-b)

que ez‘idintioo nl f qpleedo por quiuee unen el tornan-no de Prooe. n
resultado con el procedininto pertioulnr 1o obtnenoo con(7.25) y (1.21) y

en nuevamente (7028-100

B)W103 DELA¡mmm D3CW].
Por (¿Z-b) y (2_o31)

J‘ - v m. v za:v. F” . mas...)
e_1_’resu1tndodel procedimiento genera lo obteneme con (70124).

-¿_=[(í"-v_¡5-¿«(ITMï -327)" (1.294)
tambióïintidintionn ln corriente emplendnpor han el tornan-Io de
Prooao

c) wmucczon'n n num m: ENERGIA(V, H V)”

Por (3.4). (202) y (2°310) _ _

(VI H V)1“° ‘frmuak???”- mvY+
- m V +‘I'ÍÏTÉ' ‘I’s (1.30)



e12 (1012-13)mtituínoe
V'fiVI V——+D‘\')--ta¿v

obtenemos _' _' q w
V ¡Tn-W- ¿[Poma v - festín/fut] owm 17 . g.
integrando por parten el 2° y 3era mundo del 2° ¡tutto y ¡nudo ¡ne
(1.7") reeulte __, _' _, _’ _'
QfioÏY-¿P NV+2#?l/o1uv(u‘.// -¿“‘V)] (1.31)

Caminando ¿Sn (¡os-b). '"

(P v l/ y)” al (1‘! 462174Ï‘c Ï'o Ñïp’)
#Ïnuv(?'+ïh/4) (7.32)

que3810Mienmen unn“vendan de le Mi“ de desde ueellnpor
quienesemplea:el tornehenode hace; een41an ee irrelevanten
cuanto e le caerán totelo

W'Por (394%_
w. Á/v); (9.3305; Wi, 137:? s
¡llendo (70124:) y (1.1“) se reobtiene 1n_v(7.32).

n) mosmcla n: LAmunmcur(;24.g_2),_ _
(¡t-puma táoihento con el oomprdno enunetedo en el nplndioe 12-M

debemos probnr que

{43: (HHH tf )”- ají)“ vd’z

ras; (qu/1 Y)”. .ng,x¿, Vai: (1.33)
Para denootru' le (1.,33) baste conocer (1.32) ocn le 3o. (7.1143).

- ' 1" vr

PorWanna word.“ que“(conoeeun um).
[+5- 413-55 -A/_ .1 .H5

4’ - .E5 -u - E v H3 y
“P 24:, * * ‘ *

2.771 aH, w o H’ .u_ * 5_ .u’ - E’ (7-34)”

9' +H3 H+ ‘v " u}- 54’
donde obtenemo

kt - k4! 1 kz‘ (1,35)!”_p
pero todo Javeotor ko

Le (7.34) oe puede obtener usando (7.2), (7.3) y le representen!“
(2°6) de m 37k.
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Wo (6346)y (1m) 1. W “ticas unsono.6.2-4man. ¡cr

x/E- _ 53 41; y 3

. 3 3 o
H)ng- _l: e E... H ¡tu (7 36)

¿m . . o

- ¡t H3 E_ ¿+3

H 5 H+ ' EJ ‘ Er

g - 1 *__ t.

u_ 413 o -v

Y": L_ 'ua 'U+ 'l ° (7.31)

z“ o v 4;; 03

x -v o 03 0+

80 comprme cntcnccs que a la descomposición
y . w ,,W

monja clicmnmofic H; lo corresponde,en cl dc Prccc Q1agrupa: por
mhdcclccóO/uyypcrclctrcclcc4 U/‘o 

gig-¡»W



mu"ul_u_unum
8 -MgQui-.1)

Queremosobtener una inflación ¡means a el termaliemode BW.
Unpunto delicado es el númerode variaqu independiutee a user en el

mítodc variaciona1._gga 1a densidad lagreggeana - **_
I - —mY? + i ‘I’1%“; ¿gl-i (13,.y_)¡!;,, V. . “(8.1) 

Si usa-caoomo.vp_¿sbles..indemdientn.alla-,dieeyij.conntsdÏÏ: a
las correspondientes ‘Qjcbtenemos via ecuaciones de ¡Mie! las ecuaciones
(107-a) que (comoes sabidg) son equivalentes a las (1.1) de BI. le miss
Uhcierto númerode resultados (corriente, tensor energiapmomento;etc.)WW! VU

V\.

coinciden con los correctos.

e.- a ¡

cuac on d BI s duo el rado d ib rtad d

lO a_6c gg! contradicción. Entre las consecuencias del delito aparecen“
dificultades para establecer las relaciones de conmutaciónde la versión
cuantizada (o, lo que es equivalente, los parintesiedde Poisecn de la

clásica).
La necesidad de usar_sólo 6 componentes independientes de y" fue plan

teada ya por Belini’ante3 quien propuso VI comoparte independiente y vn

comoparte dependiente de ‘r (of. Seco. 2.0-5). Pero, obviamente

YI' É‘a'” Z55,1)¿(04) V

no es unavariable covariggte.fluestro objetivo seri usar una parte manifieste
mente oovariante de H) comoparte independiente del campo.

Kemmer15obtuvo la corriente y el tenaor eneréia momentoein partir de

un lagrangeano. Booth y Wilton dan el lagrangeano para el formalismo de

Kemmer**+(cuya traducción al de BWcoincide con (8.1)). A1 menos parcial

mente, usan 6 componentes independientes de a) , pero en forms no oovariante.

las conocida es la formulación lagrangeana en el formalismo de !rocao

Comotexto para una de las maneras de desarrollerlo puede usarse ¿1 artículo

de Pauli21 sobre teorias de camposreletivistas; usa comoindependientes en

el procedimiento variacionel las 10 variables U/a,G/¿y(acá/a c y ) y las
correspondientes complejas conjugadas. Otra manera de deserrollarlo es la

descripts en el texto de Bogoliubov y Shirkovs y ellos imponen la condición

subsidiaria antes de variar le acción, con lo cual el númerode variables

+Empleandola equivaáencia (2.31) la densidad lagrangeena (8.1) se transformeen la de Belinfante .

++Por (1.1-0) _ 21+++Vertambién el artículo de Pauli .
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independientes en el prodedimionto variacional es _e_1correcto._

Abreviaoiénl Y'Prooa", o "Proca, usual“ e "formalismo de. rroca tal como está
30descripto en en artículo de Pauli 1 o en el tanto de 'intipl.

Las variables que emplearemosen el fcrmalismo de N no se traducen
(dentro de lo que sabemos) en ningún Juego de variables independientes
uploadocen otro formalismoso

8c.a-2) -Objetivos o .

Nos proponemos:
l) Desarrollar rigurosamente la teoría de campos_en___el__to_rmalicmode BW

usando6 componentesindependientesdeP (y otras tamente l
2) Usar una partemanifiestamentecovariantedebjuegowde variables, y hacer
manifiestamentecovariante el procddimientcdondepoo"seapogible,"

3) Obtener analogía formal con los resultados de la. teoría de campospara

otros valores del spin?
Anticipamos que (como ha. ocurrido con buena parte de lo que antcdedb)

podremosobtener bastante analogía con lo queocurre en spin É. La analogía
no ¡esheser total (spin)o +

. Pero, sorprendentemente, tambiin podemosobtener bastante analogía con

lo que ocurre en spin cero (cargado)4 e
Lola) LWUsaremosdos densidades lacrangeanas. y 7 g con la primeraocnse

Bultaco la analogía con spir. ¡o Conle segunda, analogía con lo que ocurre
ee

0° ¡Di-ll00W (MGM) a menosde un factor uniforme l/ma

(¡We los resultadosobtenidosconamboskawa, así como
con resultados anteriores de otros fcraslismos.MW.

(william conunsuperíndice a loe ntes cbtnidcsa partir de
L y. porbrevedad,llusrncs M en formulacióncorrespm

diente. (¡esperaremoslos resultados oa: los correspondientes de spin ie Wa
.tablecer cuandoexiste (c no ariete) tal analogía.

Andlocemente.el superíndice (e) corresponde e los entes deducidos de La)
y la formulacióncorrespondienteserd ls M. h la comparacióncon
los resultados para spin o. eobreentenderemosel factor l/s arriba mencionadas' ,Ï_. ,..—

v e ¿2* ‘ (6.2)
¿'Ï' difiere del ¿5” definido a: Beoc.‘2.o-1 en que ¿En se fabrica con

funcionesde i' yíf‘" confuncionesde z o (t, Í). “Haunted , ete.

“o ‘o‘ne
«Hicereferimos a la formulaciónusual para el caso Klein-00M, een m

componentepara(Ys n02; de 5 componentes(1mm) ni de des mtes (Sakate y Taketsni ' 3 l'eshbaoh y Villas )o
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Bob - ELECCICN DE LAS VARIQLJEÉSaOBTENQIONDE MS ECQACIOHESDE mmm

WIGNERJ

Boba 3) Deaoompoaicióninvarith dgl gm g Q ¡2to Meneame 1 mt:
dependiente e

Comoen Secoo 6094 descomponenoe

mx.) e Wu) 4, Wiz) ¡ (8034)

Y?!) - Av ‘V (x) alt-(I Mi.) ¡(3) wz) (em)

vïx) - A"r ‘P (x) 3 ¿(J a x5,32,) 119)., ¿ (3.5-.)¿un

(La diferencia con (6g55) es que ahora trabajamos con V 0 ¿e en lugar
de ¿M )o

.A . v
Por (óoólma) sabemos que w (x) tiene 6 oanponentes iudepemliontesc Por

17'

lo tanto, elegirenoe H) ggmo¡me indemuente de q) ¡“(es decir, como
la parte de w (z) cuyas 6 comment“ independiutee mieremoe erbitraria

mente)“ Comono necesitamos (ni podemosuser) ¡de de 6 verieblea independientes,
z - W .. . ;.

g, W o '

Elegimos

Wo) - 1:90 (¿3 + «¿3)WI): (8064) ¡
_ Análgamenteyjesoomponemoa

W!) a To) + Wu) a (8o3=b)

ílïx) a W>AV5Ï(2) m1 + x5 7.a,- (8044:)

Y‘ïx)- W/Ïrá’cr) ¿(145, (3),- _ (805mb)
_ Elegimos 52170:) como parte independiente de H), e imponemoo

Wi) - ¿»d Won) (¡5+ 5.3% (806mb)
B1 eïtna etapa no sabemos cuanto vale i Da¿a VW á 13/31” Y“ ¡ pero

podemos asegurar que W
01

ibfigfi v - 1 3p ¿{(51) (806°ma)

En efecto, (8.6=-a) implicá fivr í‘ v v
1 3/4653wx’tq)V e 14m If, 435m H) - 4.9,)“ Dr“) q, - o.
Análosamente, :1“ ¿w

—UT W ol

aobgg) 12:3 lmao

¿irme gugsi paraí {x}fijoL v66w v arbitrariaes
0601 J'QKzflv a-0, entonces - Oo (B.7=a)+

Sobre e“ nada puedo decir porque siendo

"’ )T‘ú"‘13031“ le parte simetrioade 0T a
¡(amm = (añ-m (6%;

L
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Tr 11- “- [ T —TV] =..e (¿v)-<9")A(S&P) -o. _TM+

para. todo e" . Anílogsmente, nsds puedo decir sobre ) .1"
Ls pruebe de (BJ-s) se efectúa ticilmente ussndo lal representación

(6.60). , . _ I
Asimismo,si E; e {z}fija 1 [J (ph) . ¿MV _ b trsrio

¿g[ J v(x)]vQ(_x) o 0, entonces [ 9 (¡HTM-¡"0. (BJ-gb)
ente d

desempeñará el primer lemso

_ El procedimiento vsri_soionsl nos conducirá e expresiones del;tipo

9 J vn O o ses GI" ‘flj- O. (6,6)___;_M_

Comos810 6 de las ‘epon independientes, no__podemosenulsrflel coeficiente

de csds 5 -‘oDebemoselegir seis á. “¿banoindependientem expresar lastí
restantes en función de estas, y anular el coeficiente de :lss seis cr ¡JL
independientes.

Lo primero que uno enssysrís sería imponer - \

¿y e. un . .__@_o9.>.___

y ussr una representsoicïn, por ejemplo la (2.6) de les 5h l-entonces toda,
¿Ye “ft serie. de ls forms.del 2° miembrode (2.63). Observfldolo ee coma

prende que ls más directo serie. elegir comocomponentes independientes

“Y?”JT":JW“ ¿‘va ¿“Pg {'45, (8°10)
o see las componentespertenecientes 'Yr (é . (2.9)). Por lo tanto
¡sants independientede v serás.vr,’ c see. ls propuesta por Belinrente.

Comose dijo en ls Seoco Bos-l, iiests elección'no es deseable por fslts de
covsrisnois manifiestao 1v

Justamente, nosostros elegimos comoparte independiente de ¡P pere

efectuar una.elección inmisnte Lorentzo ha (8.8) ponemos

{PÉÉ‘ÉMV cees. J?.JQMT (8.11)

5M?(fiïfo o (8.12)
Subsiete le. dificultad de que no todss les componentes (share de
' t

J Y“) son independienteso Pero ello no es problems. lc resuelve el'ler.
lemso

8.1)3)Losespaciosaurilisres ¿:9 1:. 6 in! el.
e, “ u

A) Los ESPACIOS ¿t y ¿z .

Mediante los conocidos operadores proyección

A B-nz_=n_ y A" -2_‘¡r..9._ (Bon-s)"Zw‘

Mano sólo usamosv sim‘trica (of. (8.2)) sorprenderá que nos preocupemcs
or ¡""3 (antisimótrica); ocurre que puedepr sentarse por ejemplo

99‘ - X“Y que nc es sim‘trics aunque lo ses. .7
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([1 o ¿markee puededeagomponnerde maneraunívooe todo Y (8) - í)”
B n- V+ v N (8913??) fi

H’B'A Y s V - A"? (8.134) "‘
tqles que .
El9‘. - m2P3 s B V". . a‘ Y" (8.134)”

¿7.¿Ï'É9 <5?" (6.13-e)
, fl 'Jl’.’n)mpgmzog. r ¿sv

Defini- oe

A153) - ¡[I «¿z-w (¿17,7a] . i . _

Aflm-'I - AEG)-¡[1- i'm l- (84A)
le nou; demostrar que son operadores ngéácru _ _

Wu?) 1L-ÏÑÏï) Ii I s I\IE(3’)A'G) - AWG)A’ïhes

Operensobre19/3mios epinorieles(ver«Armas; en )

-¡o Por “eagle: Mm? ¿WWF
¡z ¿É? “¿6* 6) 5* (8.15...)

¡era todamotriz,einótriqa,
ur e ¿25" (aus-b)

.. «rma «¡Wi!» arjg? (Ms-o)

una!) - A“ 6') ur e ¿“1‘
c) mar/sueros ¿Í r 6‘:

' Para efectuar una.descompeeicidn en pertee III y IV de tede

Yu) - Vu. 3 e ct“ ' (ada-c)
la desarrollamos en integral de Fourier respecto de 1e- verublee een

cieles: _' _.

Y (z) -: [d’p «Ht. 3') 0”" s (ms-b)
deecompenenoeU’ (t, ï) según (8.15-0) y llameno

Vflk) - [d’p urna, 3) 0‘ '17
' 4., 3.16-0

V1?!) ' Í")? urwm ‘13)o L'" ( )
con lo cual «r

wm - WI) + W(z). (6.164)
II 'N’

emo ' r II e r o

v Lx)(reag; “Fun.
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n) morrnmns DI A( p) r A (p).
Siendo .

-v—o ur» I-o -—o —, —e —e —e
¿6p (p) - A (p) ¿,Ü‘D-ihknfifi'); 1 - 1.2. (6.17“)

ya a a a _’ _’ .
(¿ww-p Á“? p) - AW 5') («n «TGD-p- o (8-17-12)

(«ÉL-vaAm-A3437) - (¿fix? . 14.2. (ma-s)
h __ _' _’ _' . . .(¿‘04' ' .Oe '
Siendo . .

«¿raw A: <5}- <9<isé<ïrawwe». «.12,»
«oppxafipm (p)- A (pm-vw”) - ¿ft/V255 (6.194)
OI . .
-9—o —e—# -+-o- a» n

(«mm-v) A? - A“ (mmm - .AA s (8.20»)
(415,?)(3'6') ¡('- - A“ (¿Nazi-6') - -A A . (3.2“)
B)CMACIUDIOWPBOIICCXC. .

1.195operadoreeproyeooifinA: y Atjlmern «1.8000.¿oo-5,
loaA Seco.6.f-4. CW les definicionesee observeque

J_.oeoperadoresproyecciónA: , At ¡A! , RV ¡AT ¡Ñ ¡A3.
n

(8.21)y oonmutanentre si.

Por lo tanto; ¡1 me. nenes: t n
_,..‘r’”‘-/\’lrA V: 2::- A A V
ee _ VM - Y ete.
8.13-5)lotes eobrg¿ggoma“ una.
A)muela.

See 6‘ un hiperplenode tipo especiel (fis. 8-1). Musee“ can’t!)
le función de 3 vuieblee que queda cuandoen w (z) I V(z°, É) teme-ol

to 4 1° z 60-. melaminá, u")
f —L°ÏI ee le.funciónqueque“ n

w‘ 4*. n“ ouendoenle tmth%V(l)
r g 8-1 ng 8-2 restrinng zh cr .

Si. C'ee el hiper)“
1:°- con“. reemplezeremoe6' por 61 (fis. M).
n) LAcamaron m Tmos D1:97 . ,

En (2.3) le condicióninioiel restringe lee funcionende ¡"(e-1,2,3”
por eso (2.3) no contiene derivada temporales. Pere le defina“: (306-0)“

le perte VI de une v ee eplice {111102the funcionende z" z z 'I avuiñ).
Por lo tanto ei «presence le preposición a

"Qe-i) e U- eehe unoterte " (8.224)
en “ninos de v1, puede¡menor 39v (0]; )e
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Esto justifica la apariciün de derivadas temporales en el resultado

¡que sigue, y que se demuestra. eLLB-Z:

An: AW “7151): o («N
e U4: m: —>—v V 8023)

Í AKA (vn-l-Mv‘w-VQJVUIA (by
La {8.21) es una nueva forma d_e_ln coge; ión inicial.
c) sumamos COVARIAM‘E

Queremosdar sentido a la prcposiciGn , .,

"Y (0-) e ¡Ja- sobre un cierto 0' " ,_ . (8.22%)

ei C‘ es un hiperplanc arbitrario de tipo espapia1_._

Definiciga " ver) pertenece a'Jsobre un hiperplenoo"de tipo espacial Ii
la treneformaoián de Lorentz que treneferma C en uncltranetem Y)( OÍ)

on un. Y, ( ai) quo cumple (2d)..0a_19.q99_pa 19 mismoLmsZS)» Hacemos

Ykz') a1 segundomiembrode (602-0)” iterado, si la transformación ee
finita". <.,d _”_. e.“

Mediante hiperplanos tangentes puede aún generalizarse la condición

inicial a hipersuperficies de tipo espacial cualesquiera.

8.1)»6)Lasdos densidadeslgrgggas gue se “gin.

1| 1 formul ión iionemce

LOL/L-- mW WÏ ¿(De 9316660? (¡19o _ (8.24) .
La analogía con spin”; estriba únicamente en las consecuencias de ¿”Q

Bm la. formulaciGn O im nemos
lo) - ‘- G. v

lá: . -m W‘Pïgao. Wu YM

och)” formalmente análogo a la densidad lagragennn usada para ¡pin O,

E - W +13:WWW)
salvo el factor l/m mencionadomás arriba).
8.b-7) Más obre notaciSn

. “fly —’T'Pese a que en (8924) y (8.125) sólo 6 componentes de ¿j (y 6 de Y”)

. (8925)

son independientes, usaremos comonotación _
_ v T _ ‘V" ‘TLH? 91-9 (1:; Y hüfl (8926*)

V ïñrn““ É_ tu3 tj 'vJ’En otras palabrüs Si llamamos

.[n -v “,1F' nf. rn:
conservaremos la dependencia funcional

' v v v v v —V
U f ecc ooo

Á: ( 11a iz v “ñ; o o‘qu 3 ¿1 v v sqpqq ) q
sin reemplazarexplícitamente las ’16 “,¿j(resp. dependientesen
función de las seis independientes.
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Conviene proceder así para que no aparezcan asimetrías. Por ejemplo,
ei usando q? v.

¡ ij ' ji. r“ a
pusieramos explícitamente lee diez wücon izj en funcion de las ¿j con
i (J serie -1 -r v“ f

a 1 IL v . II l
Peroree ¡simetría 'ïpereod'li Anunce(6.60) p a elilinarplas cuatro ree
tentes componentesdependientes.

La(8026-a)norteniendeMi“ ¡añito compacta:
D V V . ¡V kai-It)
a 11' I

Aniïogmenjeft T] 1‘: .a Da- o: Jr . ( . ¿“Pg y (us-o)
D (3» VT) aa-W m mEtOo

Bob-8)El procedimientovuiggogel ¡formulación
i) DEFINICIONESE menors. ‘

Comoes tunel, definimos-1a ecciSn

WML 1°? d y (un)" 67 x a «r 4
Wi! ninguno?detipoeepaci:l.Demos:v -yQ (n.e
“¡y a) l) variacionej arbitraries á y teles quecumplan

arer É 9 Jïfe ¿“m (8027-!)
1-10 habituales prescripciones

WL- NI; ¿91- J 971;o. (8.27.».. . . z

_ "'. (e) inplice. queasólo 6 de lee (¿fi 96;]: songindependientea.
Los mapeo y’euo derivadas ae anulan en el infinito eepaoitl.
Adonis, sobre una de lu doe hiperiupertioi'el, por 03-310 eebre 

q‘: upon-¿osa A ,

¡va-1 ) e mín ¡ ap? (q)ehE¡ 3.25%?“¡“a “28.237
¡eta no ee una restricción adicional del grado de libertad, pues no ¡han

¡(5' las regiones en que no es nulo (o see en el interior de 1M

frenan delimitada por GZ:‘20 I
l Cono es usual, postulmoe

J WW"- o (3.29)
B) MUACIGBDEEULERGamma.

Integrando por partes en (8.20) ee obtiene

gm; gil" _ 94%)]; v";¿VE-#3"4%)154"
«¡atuendo le perito VI de ‘f, mediante (8.6-e). Pere. notación ¿verBsbn’ly
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![3 WI)__ a ¿fiflávr =o (3.304)
- a Ja.) 0L 14%er I ..

“JL:ET _ 30k =o (8._3o-b)
h ( 35:0), e eee m 130°" v v)

el preeedintih1we1 ínYÏáÏI-íeoenanuleel eeefletnte de cedeJ .
ha nuenro eeee ¿g le podemoshacer, pueeno tod-e lee Í vzlen infie
pendientes.

b “bie. ueende el 1er. llene ebtenenee inmediatamenteuna fome
generalizada delas ecueoienes de ‘uler,

[251" —WS? V‘Ï” =° ‘“°”">
_ DNWTW‘ ,o (8.314)

e) mm pam m:us mmcmns DenomcIm.

De (8.24) y (8.31-b) ee contiene l

[nz 97+ X65“¿{ej-aoLaflr] ¿":0
Ono en eete cese el corehete ee eimótnoe ente el interoenbh (1)H(2)

de lee indices spirnorid“,17m T

Mem‘e, por (6.59%?)

Por le tante, J

(8.32-e)V aL q- '\T _

luz vt (o) Km 3d "06.9 - °
Anüegamente,

_1r _— eL a

lï' We (DOLDG. X") {(24-0 (8.32-b)

Iueetro objetivo final eeri obtener le. terna usual (1.2) de las ecua
eienee de BI. Canoetepee intermediasdeneetreruee m que le condición
inicie]. ee emple ne 3610 en q (of. (8.28)) eine n todo 3* cae-prendido

entre 61:62, l lugo, que lee Yno puedeneer de tipo I (Seco. 8.b-4). hire

eetee etapa hebri que interoeler varia eubetnpee. _
Ms h (D) y (l) pertioulerizerenoeoz hneióndolode tipo J- s

6-1 ' 0-“
(of. Seco. 8.b-5A). Ccnoel‘ resultado final en militante-ente ¡sonriente y

cono Y (6“) e ul}, tiene generanne1& cursante (ct. 800cc8.b—50)este
¡articulnrimión no reetringe la ¡ner-lidad de lee reeultadoe.
D)me an:nomm?r ¿vor-ru! LAcancun mom sonarat“.
enoqu:rm 3;Www 1;fi( su) n cum som6343
d’un 1a notación ver Seno. OJD-51.
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Iotgn Deque v-Do‘Pmple (2.3) cobre Gil.
¡Q! T019 .1” ' n(z)'(tu 35 (á)

gg podemosdeducir por nera derimi temporal que
34.30 ‘(Üu ñ " Hu.)ao ‘99” x ((9)

puesto que ¿gr ahora 3810 sabemos que (t, 3:.) cumple (2.3) pere. t-t
(no sabms si (203) se cumplea: un in ernlo ti} t e tt + A t).

Además,podg'osconstruirunM Sea9 (t, tal quetp X)-=H“O (tg 1n 1¡9
para de t 9 existes puede construirse con lee un; de«(4.19) J a
sea A, t que

Ema“ 9 x) - + nun. (t, x)
pera todo t .Qeristea es cualquier “¿ación de les (lo!) I o ¡htonoes‘Pmm- (tvï’)*(t'tl)e(‘v x)
cumple(ad/pero viole (¡e )c

De (8.28) y (8023) es,

Ai Ñ VÏWÏL)' ° (8.33-a)

NA"). ‘Ñqfl ' 3 T (Boss-b)
¡{Ají W ° A ° "’¿M'V3’) V (cgi ) - 0 (8933-0)
Ñ Ñ‘; <lllz= A=oïïfiïo ha QUe-u) - o. (803341)

Prenultiplioddo (8.32-e) por 8°“)((2,,ee obtiene (pere todo M" ),

n,“ xt.) xfa-VYII‘) e D: V22”) + (ol-(J+oT(:) 30‘? V123") +

+ (Im -’v')<;¿,fv') War) - o (8034)
Prenultiplioelos Gite por Am 5 usando (8.21), (8.18), (8020) y

le 084.2) quieaquí transcribimoe,

/\I KE,-/\Ï KÏa-GAI- VMAI . (Boss-a)
/\E (3, “Arm-n {EQ/‘1-- ¡TaAI (80354;)

.Ar (e: ¡(1) ' 53)¡(oq AI - Ar I (8o35-o)
AIG, 57::' 53»5?» AI ° = A (8°35")
obtenemos:

424M“ w” (8»).3: AKA“-qfl' (zh).¿ Alma; n, o:
e AFAIII A WM) - o (8036)
¡imponiendo en ¿ste X’h'e 6’11 y usando (8.33-0) results

41A“ (of:*%30,) (¡Wo-u) - o -’ (8037)

Por otra parte pranultiplicsnos (8.34) por AW: ¡leemos(8018),
(8.20) y (8035); obtenemos

J A“)? W (xP)+ 3’;AM“r W (zh)e Air/C“ A Www-o;
teniendo en cuente 8.334) reeulte (8°38)

II; Tr L T
/\ /\ Í). ‘t’ (611)]:0 (8.49)

rinelmente prenultiplioeldo (8.34) por A: Antao se obtiene. luego de
user (8035-0), (8018) y (8020),

JA" /\I 3.,War")+A’Ñ ví Wu") o 2ÑÑaV ¿Www
+ AI Am A 1, WW) ' ° (8.40)
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Inpone-oe¡kee-¡l , pr-ultiplionoe porzzïy umoe (8.33-c), (8.20)
y (8.31)“

AIAI (a4 . n‘A . 473-5bj . A ü) Niña-u) - o (8.41)
Pero por (8.33-0) 7 (8.37) ee

/\I AIII (-1 - Ani) W (an) - o (8.42)
..en io que (8.41) ee truetom en

AI A31 (unz- daga.) [frío-11)] - 0 (8.43)
Iemed e (8.23) m (8.39)y (8.43)mn...

a: w we ur W“)
Pere obtenerle hemos¡ando (8.34). (8.33.0) l (3.334); de maneresimilar.

ei derivñ-oe (8.34) respecto el ti-po y utiliunee (8.3349)y (8.33-d)
obtendrK-oe

3‘. W (GL) c uf (6.44-b)
r) WS qu:Venom u commonnIIcm ¡o somsonasGT,
eno “¡un mu monoX”. consncmcns.

Apartir de la hip8teeie (8.38) y mediante itermión de (D) resulte

90”“ ‘P (ql) e J ; n. - 0.1.1. 3. m" (8.45%)
Por otra parte derivando especialmente ie condición inicial (2.3-0)

a“,WW”)- ¡“Who
resulte que

Dj. 3:. D;,w(a—u)eLJ' . .¿ o 0.1.2.3.... (8.454»)?
Medianteun desarrollo en eerie de fulor ee obtine le tesis de la

prinere etepen

[Rua-¡3: “¿Tudo3.]. (8.46)
ConoW valenperatodo r)“ lee relacionesdenoetredas

peru the GL t
/\“/\*V Wow) - o (8.47-a)
AFA“ (n‘ - A mín-VD.) Won!) - 0a (8.47-b)

d. (6.37)e

AIA‘IDO‘ + oía-VD.)H)Tu“) - o ; (sou-o)
de (8.42),

RANK] +al) Wu") - o . (mn-a)
aaa-b. '

no, Vw) - ¡tu Y (zh). (ame-e)
Í) mms Q0!SI 38 SOLUCIOIm ¡nom "NACIONAL,SUS

b H Wmas V YV rmmw 30."
lu que probar que

en eer etreveeedo pordm'V ,A nude en A e

“MargaritamaJa-nváazfnsimbm.e“ Pm¿"mm
«e v3: W” ee defina en Bat-M.
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‘ T 3V
1) i) oulplo (8.324) .=v { EPI-Í (8.32...)
2)va - (8.21) r=t n» u (0.21)

3) WT)" (3.23) .=¡ ‘gg- D (3.20).
Laprison ¡o ¿“tu probandoquoA y A” (8.!3) ocn-¡tn ou

todo. lo. oporndoruque¡pucca OI(8.32-0).In “¡un o. kind.
hnkiman.“¡w cmm": null-«Gian;

(ha.an ¡comico-Wouwmumud‘m‘l
«msm. H nomm “o ‘ __

¡MQ“? 5‘ ¡oo (“3) “‘Ha“, qu “un: ym] . (MM)
¡nu ¡omw (3)¡nom u no“. «mu una h (¡Jl-t)

nn«Num
¡(o [3:W: )]- ¡m h: Vw}(u‘hunmmü. muimhúlmwc

un u mm Í (a. (Ma-n
ll nm h h ¡lonunh u “mm

“was: V’hmlmvmzm¡umm.
mm (¡m-t)«l vawx‘ i ¡om‘mhml ¡w

¡su ¡(3m{hu mm ’ M,
»‘IMM)?" tüfwv‘mwwMm hla. maly Ium“Mi Om (Ink!)
«¡mg

ll ww fi ÜWW l 0‘

m (hu-s)Mmm W
V" I I "1”)Wenn Wilmummm ¡unI)

v 3 “mmm¡ammmmmmu"flqu a.“
(ll ‘fi v Ev“ m ‘Ïo533;m (MH)m «mas!
31 n mm M m
Íu‘A‘M ‘ (RMN). t «To-¡W«T...3x19 a o. (Mo)
mumm w NA"am (un a1mmmm x

(A i 3 f) vmuw'l fi “ww
Vmmi'maummnwmumnï una

maní-mmnmmwn¡«Maumeu ¡“mwiMme
mw Wm
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H’MW- o o (895:)

Finalmente, pero una w arbitrario ee__(ot. Beoo. 8.12-4),

v- Ya.1”!- a-WIR e?“ . (8.53)
Teniendoen cuente(0) y (8052i)tenmosque Yneoluoióndel
problemaveriaoionel ee

wm E vio-Wí q,mrrn: + vmrrm (8054)
I) mama QUELAnm q) DEron MIGVDIL mmm
VARIACIGALIS IMC“! ¡uno

Bee VM une eoiuoióna (8°41)=>

vam-n m _ o o I (Boss)

Por otra parte, premltiplioendo (8050)io: AnA ee obtiene—e —v HT]:

(IN+4 WWII + «0,. v 3.? -o (8.56)

'Cc- (8055) MV I a

(n2- A ) v e o g MVIW (8.57)
negadoun uan-to idbtioo el. uniendo ¡nro (puntol) resulte

nvrm \
k? - o. (3.513)

n. (8.54), (8.55) y (sosa) results que yu. todo solución V eo
M '

W g x") a o . (8059-0

htonoes, por (F). para toda ¡aluciGn‘I’del problemaverieoionnl ee

/\M V (xk) ‘20 o (8°59-b)
Coneeto bolos negado o le seg-md. etepe inter-odie enuneiedn el

final de ga A la ecuación (8932ae) podemosañadir

t.) 5-93 (8060-3)
o eee _

d ¿m Ü Y - a“? (8.60-b)’O O

D W. - á v (8060-0)

'Mafiuoe demostrado (8060) con uno? particular (.635 hiperpleno z, o eeuu»
Pero omo (8060) es amianto, vale partió? - hiperpleno de tipo especial er
bitreribo

J) “M03 QUÉTODA(t)SOLUCIOIm P3031“ VMIOHÁL CUMPLELA

muxa (1.7)DInnmmm I
I Multiplioemoe (8064) por i_,( ¿lo/¡u+521“)HA o Teniendo en cuente (80324)

y (8.604) obtenemos zm 

W - ¿(53 +(¿nn Y” (8.61)
m“ miembroe mieágro (8061)y (8.69.)!

V" 57;)apv
que es le new“. (131) de Reuniones
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_ . _ I .lh .. .- [o o '

r)¿mmmdal ¡mmm! vmmanomit-un
MAGIC” (lol) . }

Loúnico quotalud: probar n qn'. lu (1.7) implican 14 (1.1), pero
“to fué hecho¡noto tiempoatrás por Winks.

!squcmatizamoa1a ¿castración do hahahaha. a. prunltiplioa (1.1)
por 1%(63- Kms So obtiono 13, 37.)v o 1 3; Mi) . “pla-nao u
(1.1) a. obtiononlas (1.14) y (b). 1:11.14) tus postulan cn (8.2) .

Ocaprocedimionto01.11.:n obtiqno1aW (1.10)o pu
tir do (8.324»), "

I.)Wa enmaowczclmmmznmuummm
mmm 'Vnncxan. *

Cabeduo-tuna, ponía a: principio podria ocurra que p. 0.1.
(8.324) su ¡h tuerto quelas (1.1)‘40ñ. '

Partimo-do (lol-G) l (b). “nodo I. s lo AT ó AW lo aiii-O

‘i’v-Hiï, D»'t’“ (om-o)

97r-ér 6:)2LPT
1 - 1.2.

Cambiamos(a) con 1 - 1 y (b) con 1 o 2. atan.“ 15 (0.324).
Por otra puto, abonos (ot, Soon.2.1»)quo1a solucion“ do I mln
pan todo:l‘ la condición111101.13por lo tanto, mula sus msm
tuponlu oupln la condición111101.1pan todo 3"" | con mi. mln.
ouplcn (8.88). Anillos-nt. pm 15 ecuaciónadjunta.
GCCWSICO

V - 001mb donuestroproodniuto miuioul (formulacióni)
a - " " lu ecuacione-do No (8.63)LH)Wo
A) DII'IJIOICIIS n ¡12023313.

Bonidéntioaq a BoacoOJD-8A¡un (i)—b(o)s

W‘Ïff 44: W g
J “81“” .1 — ¿QT?6‘” (6.644)
“fi-J YY,- J W; 5 W,- oo (3.64.»

Y(mew’q¿¡ 3,. vencegd.‘ (u 4130016:: nor-.1 g 6’1) (3,9,3,

Loccaigo. y m derivada ¡o anulana 01 infinito espacial. had-ong.
6W - o. no“)

v “NICEDIm OMS.
Ganoen 1a Baco. ada-83 lo ob“.-.

lo) . (0) VAL.» o.

R-év - 9“ {wi} ' ° (mm-¡Y
(d o , .:¿v — (JW;¿m

’O
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0) PRIMERAFOM DE LAS EUACIOIBS DE EVOLUCION.

Do 802 aos 
I-,_-_ï__g,__2)_%_\i( 7),

sgwhmzv (80684)
VJ (8.,68«=b)LE} mi?,_._,_

. I)
nomeera de esperar dada 1a analogía formal de ¿o con la densidad. g

lagrangeana de Klein-Gordon (8810 el número de componentes es diferente)o

Sólo elaboraremoe la (ah (84,684) en (806%),
VT

Ü a «a ml Y

queenngïaLanwa
_ Ï ¡L

¿fi? 79.2. (8169)
D) DISCIPOSICICWH ONDASPuno

k . —'—.
L P" (801o)9. m z) s4.” «Lacm (m) e

¿“1. (UIP/2 H 

po - orÉ’LÏÏaÏ” o (8071)
Reemle en (8069)ee anime una eouaeiSnpara la evoluoián

de C (5‘93); ¿Integf'ámlolaml (Ó JF, +
‘l’,- (seí) en: Z [ü ¿me (3) o‘°““P° (8012)

“L7” (:¡WZ ¿v4 'v¿—
Siendo M) simétrica (¿to (802)), ‘

¿“(5) e ¿:2 (son)?

que es entendido“ por los 10 epinoru u.¿ (1' 93h ¡[Funes3)

definidos en (40.18) y (401?” .
1 5 (é) «v Lï-Y- L 6,7.

wnfisï)’;Z €¿(T'9ï0 99)0;-‘ ¡ m

con

t

L1L¡_ (2mm EE“! ¿ mi).
4 (e') "‘;'_ ' t

ea 1 z z [asp ¡(mas 3) ut?mas“? “9°
o 3' ' g (80

1€) (e'u(JM e"! H UZPo t tz ‘ 74)
donde €¿ y k son coeficientes sin índices spinorialeso
E) CONSECUENCIAS DE LA CONDICION SOBRE G o

Usaxemoscomocï el hiperplano detinidc por

' R1°P Oo
Comonuestros resultados finales son oovariantea ante transformaciones

continuas de I..o:.°e1atrz,9la, (90’75) no rastrfie las mismoa pr era
Calculamos V (0‘oE39 e 1mponemosfl8°65)o@mo"m " “(2959 3) no

\'-‘D
pertenecen. a 11-? (of;a (4020)) sus coeficientes ee anulans

í.) A (-4)p’>+ k(1'9593)'oo
e ¿55‘- se defina r7!en Seoco 200930
«H-Giu Seooo 4obm1.,
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Hacemoslc mismopara la segunda (8.65), recordando que con elóï elegido

la direcció’n de su normal es ,13 s- 0o Resulta.

HHkryspïa') rn karysD - 0,
de donde

kmÜ’aBe-fi) " 09 Vfisr! 59 TP; (8076)

ñon lo que 1.a,segunda. ingegrnl en (8‘74) desaparecen1 H)

y n- 1?).- 1 z z z aip efi‘ (1-.3) u (1-93»
. (¿l mw ¿si r “—-—' C e,¿.¿¿ (8.77)

y ahora v cumple automáticamente‘í; ozndioicïn sobre 7' e

o) mascoumslczm DEY II V13 W”.
Comopoz-una paste lee eeis H. (f 9 p) son independientes entre

sí, y por la otra. «¡i ¡Lt y Ji?“t een dee funciones independientes, tengo en

(8077) 6 x 2 a .12funciones independientes, que ree‘ruperé en dos,

W (x) e Waz) «+ Wa) (ene-n)

de este menores q) b está formada.por los táminoe con e - a ',

b°=;=,í Z ef) (T‘9 u“ ( r o3') .íï‘r-Léfit (80784?)¿f

L?Ï-i¿'fot
K

y
HL

(111)5/2.tri T' o

y vmpor ios términos con ¿ a a. ¿0, .
m Z 3 " “Ü " ( —> tiran} 8 8Yu, nge (1'99)lL.T.°D)° (me)(“mear r ‘¿ w

V2 . b
Por lo antedíoho la deeoonpoeioión existe y es única. Además(i)

y Y“ ee puedencaracterizar por
b b b .

áaov ea“)?!nmv
fn m

=1 aoW - HW - En)‘r’ (80794:)
b

Además;ei W ee ¿a eolueién del Eoblmvarigiogl. ene “Lies Si 1

gm también lo sono Trataremoe de dmoetrar que lee v msonnulas.
n) EUACIG'ESou: nom Aus rms m,mm'm 1 y v1 n a. ll)“ o

L. (8079)

1 DOW)"; = ¡(o ¡fm , 3.-192
08

iv)?”- + 13.37“) 9'” 470mY” . mk 18080)
Aplioemoe Av; Wa ‘

a 9.. Wa a. 'vTEn 9"” - 621-,m ‘t’ m“ (anal-a)

1)., Wwe 152%) VM - 17.-,m VM, 1-1,2 (80814))

y ahora AI y Ana

i oo(9;; s 1341.8 MU. 55’mH,mi I (8082-5)
1 3.,‘u’ . 1 vïïm‘i’m- ¿{DmT“ m (Baez-b)
iba “ru” a ¿HQUVWR-¿zmïwr (8.82-c)
10o W” a ¿EOL-1.:;wm m‘ 681mi’m” (8.82-4)

1-1. 2°
el.
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I) DEIOSTRACIOBDE QUEPARATODASOLUCIOIy DELPROBLM VW
M VI

Es H) - Oo
M

La, (806%.) se escribe para Y

W- ¿.5m, wz,nfiá‘ï’H. (H,+d«4)-v Y"; (8.33»
para.oadaïnímultiplican“ (808;?) por ¿‘Ïn y ¡quitamo- los caso. 1-1 o
1-2o Q

Wiz; (¿ánótïúboWi; (ïhfibñ’kyfl (6.64)
Comparandámoon (¿083). ' zm _

YMLL. (¿í-(ME).V V” (3.35)
y ¿m

(¿LW¿(3)30?“: °
de donde _

Jo‘lrïgo . (3.86)Www“
cumggdg 912€? l fi o m erecto, la (8079)silvalo pus. t-O v0.1.pus
todo t (ver (8.78))0

humos podemosderivar (8086) “¡pacto del “cupos
Dozvnf: o.

ooo - al) 9...1” II O
que siendo una.ecuación elíptioa homog‘noae í; y anulbdou los cupos

(8.87)

para; —>°°1mplioa

vw”. o (8.86)
J) WMCIOI DEQUETODA501mmH)“m W ÏWIWÁL a m:
cm ¡uno

Aplicando AI a (8085) y usando (8088) ohhh-oa

VM”. o 3. 9’”? o° (agas)
Duitama respecto al tionpo (808243)y (o) y mutual-ol (8.86) y (8.89”
rosal“ ‘

311%,1711’3- .bávmïïl. o
de donde, comopara. vmr: y

w "‘"r .- V ’" w z (899o)

(8088), (8.@9_)_y__(8°90) informan que

f W“ a o] Nik (8.91-.)
9 mn,- un (80784.),

H) E (¡,5 (8.91-b)
Con (8fi9ua) tenemos finalmente:

{Para toda q) es 1 3. H)- Im “,- quq (8091-0)

,

’/,a!”
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K) DWOSTRACIONDE QUETODASOLUCIONm ¡'30an VARIACION“mu m

ECUACIONESDEEma-WIN.)

Baste multiplicar

,1‘ )° V a Hu) W)

por 674)para obtener (lol-s); ida: (lol-b).

De manera.similar (80684:) implica le. ecuación adjunta (101°)o
L) DHOSI'RACIONDI QUETODASOLUCICNDELASNUMIOÏB D3 wm

LO B DEL PROBLm VARIACIOIAIM

¡e sabido que baste operar con 134 la, sobre (lol-a) para obtener

- a w - =-mi ¡e

de dondsg eplicanchv deducims (806821.)° _
Finalmente» comoen cabos-soylas soluciones de I culplen la (0169).

00331351G!)

(P e solucionde nuestro.proeedinintc variacich (fcmluien c)
q=o Q a W °°las ecuaciones de lo (3992)

gana-¿0)¿¿__- -- - _.¿-- I - - 1—
de n o

ha la formulación á- (rsspo 0) del precediaiento variacicnal teles

usado variaciones ¿AY 7 de 6 componentesspincrialee independientes. Pero.
aunqueinJustificsch podría ersüiree que quisís la (8.28) (reep. 8.63))
restrinja eee grado de liberando

Pere asegura que no es caí, hasta recordar que nuestro procedimiento

variecicnal gguivsle a las ecuaciones de H (ci’o (8.63) y (8.92)) y que
les ecuacionesde BI esquran e sus soluciones un credo de libertad "Miel

tambi‘n igual a 6 (cio Scoco 2oc=5)o

¿2932), ic sob l w QT.
Unaves demostradaslas ecuaciones de H (lol), aplicarles Ave, AW

permite simplificar las (806);
W v- _‘DT _'t L

mi W a “Hd-41%‘i’“Más;Í 3 __ '_

‘fïü-áyáfi, Wi) o Nanni“ WzMKBJN-b)
Sas-Mo r
Basel) Eeccfin de componentesindemdientg 2 Wo

Observando (6060) nos damos cuenta. que en ls representación usual

de las (Ï podemoselegir comocomponentes independientes las que siguen:



vI')

Vu"v”) 5 VIÚq)!»
¡{La “¡'15 s V1; M Y“? (8o93)
9 = M vu: Wi...) s ‘Ij - vu

que denotaremos con

SPV“) s A - 192,000,60 (8094)
Las ixy"),Mamen-randesagradables asimetrías, pero no nos preocupa

remos por ellas pues, con ayuda del lema a demostrar, las haremos desapa
recero

Boo-2) hunoiado del sggu_n_do12..

"&m e .

en ¿“V , ¿fe ¿“mv, XÏ e ¿“n (Boss-af
T v 0' ,

1)M (9 xm e [ xv (8096“)
L —1‘r v

w . .

análogamente,si ¿MT eve ¿WT erefiv (895%)“1

J.)Él 'XWA) [Wei-m” 1 z ï" PAL.“4‘ (80964:)

onto ces

__.A,

a em») be?

mí xv“) f °<931L_]= XV .0." ’/ (80974:)tu L D 9"“) '
Las derivadas que apareoen en los amados, miembrosson las defini

das en Secoo Bob-7., Los derivadas que aparecen emlos ¡rimeros miembros

son las calculadas poniendolas 16 (Rvfij y los 16 ( 61’ han
funoiSnde las seis JU”) y de las seis 9"” o

La demostraoifim se eteotüa en Malu

del campose oonstruyengon expresiones tipo
ÜX" y ¿XR 3(9i_n¿)

D 0K

dondese sumausualmentesobre las ommtes ggmndientes de los
campos; en nuestro oaso enooonduoe a evaluar expresiones tipo :I.eromiembro

de (8596) y (80%)9 es decir, a cálculos desagradablesy. laborioeos y depen

dientes de la representación.) Lo cual se evita con el 2° lema,o

.849:«-LAcomuna

Bad-1) Eomulsoitïn á WL)
La densidad lagrangesna L (8°24) es invariante ante una trans

+ BT no es necesariamente simétrioo.
H ¿LV n n w w o
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formación infinitesiml de fase. Comoes bien sabidoy ello implica la exis

vaj (8098)
tencia de una corriente conservada, wz)

0/2.)“"41; L —VIA)D _

J e 2 í ap} Wing cm VW?

En_(8096=-b_)_ponemo:s r _ _
Dv“ D}92-5 n“ A. (Í; ¿(1)a? Y”, 3 xv; VT (8‘39)

.,,,
que son comgatibles con la definición de ¿lv oh efecto, por ejemplo la 2a.,
es correcta porque siendo

vr“ t 14 1? V
A ¿man ¡(1) Km A 7

si vve ¿mas v
¿{(1): Y e E1.

Eat Í"cncos,
L _1'7(A) "/4 ‘* -.D_¿_ . 1 V I" v V 8°100=a

Ei W DQHFM) j; ti) lrn) Kw 2‘ Y ( )

(l ‘69 UIA)" a "’ — 0* la. T

¡:1 ¿ía/¿“Tvan “á (Dr VT) A'm 5m V (80100:!)
de manera que

a .z ‘ ‘u' x‘ la.
JW" ¿e [W 63.: 65 De‘P - (ao-WW ¿(a Nacion

Con(8:92'), _ W __W. h.

504/19e [Qv (miv ° ‘l’ Jll.) "
Por (2031) podeuoa sustituir 1a Ki) del último sumandopor dr“) 9 pero
como además es

W 251:.VW“ att, WL o
nada

q I¿“44“ a e mi?! (89102)*
Se .puede verificar que las ecuaciones de BI implican

'(1/1)“
Df J _ (8.4037k

8.,102 es formalmente ani]. a la corriente o LV IL(V del

electróno

80d.2) Formulación 0.

Es B _V_ (o) (d 

jm)"-.e¿Z wL aL www] (8°104)A- Mi)“ __'V'(M) STD-fl V131”)
Usando (8052.5)obtenemos (pïgediendo como en la formulacián i)

’{.)u _ v _ v'
¡a f Y”9”‘P=0“W fl’ Jl * «em
formalmenteanáloga a la corriente si [V'DLY- (3h ¡P ) (8.106)"
para ¡spin cero cargado (salvo el factor l/m mencionado en Seco. Boa-2).

La analogía no es de artrañar dada la correspondiente analogía del lagran
geanoc

Las ecuaciones de BI implican las de Klein-Gordon, las que a su

ves permften,verificar
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)¡L ' WL- o (Bac-6°)

¿9.93) Cgmmaeiógentg las dos regggiongso
Llamamos

{A}ha tu}; "¡thu (8.107)

Queremoscalcular A JW; h (BolOl), 2' miubro, podemossustituir
7 —, ¿ru?

gracias a (806243.3)oPol; otra parteg por (2031) podemossustituir
h h. 0‘

((61; du) —* (lo l!)
yg como más arriba,

6..

¿{461;_" U)

En detinitva queda
'(Í _ 2' _ l'- 6‘ "T

J’HVS‘QÏÉ”[vv Ó/(fi{tu 32W ‘ (ac-Y?) a") 5 “’ kada)
(80105) y (80108) en (80101) dan, luego de un emule directo,

Ej“; Dc;(VT 675:" 1’) . m1,: (80109)m w

eomd'J/‘E%L'x¿,ybl_ (9.!I0)**
Las dos corrientes son (al manos)globalmente equivalentes en cuanto

mis a tot s h un hiperplaso 30- consta,

De; “mile}; J. H. (Belli-a)
Esta última eeuaeiñn se obtiene trivialmente a partir de (8.409)o

la sora-into son es un 4=weeterde tipo teaporalfo Por lo tanto

(Balbina dies me hay un sistema de referencia en que

¡let’s j‘M-N’z jw‘ (801114)
Víatranai’oraaeimomtag la (80111)vale a) todosistemainercialo

las dos formulaciones proporcionan, pues, no sólo la mismacarga to

(VO)? y (801m))0
Bgdá) Comggaoyínson otros “Mahon

Por (7028) y (7:.29), 6 bien por (7912) se ve que la corriente que
se traduee en la corriente usualmente empledadglüoel formalismo de Proea

'P- e ¿gz, (¿Wu a cpu: ) (80113)“
J Prooa mi v

«o-m la teoría número e el primer miembrode (Bolll-a) vale t 1(efo (80112),
‘ y Secoc Joel) :9 por lo tanto, no puede aaularae. _,



ee nuevamente 1.a de le. formulación in

'0le . 3* "’ (8,1144). ,_ Prosa

En cuanto a 13,147“9 se tren al tai-num de Prcce en’(o) 2

J l‘ esZ .15 [03,5% (¿Pejfin“ i g _ (Mu-b)
Para proba?10.; hasta tener en cuent T
1) por Seoco 70b=5 extraer de V le parte Y equivale en el formeliemo de

Prosa a extraer le, parte Cd’sdel conjunto (¡JP g U" 3

V D" V F’i2) _ Le_obtiene de (739) mediante
' -—>

——e 3k LL_
.3) sustitucicïn similar para (a v ) ‘P o

ha, lo referente a le eompereciSn con «tros formeliemoe, mediante

(8412) nos remitimos e lo dicho en le aproximaciónde une cursa (Send-b).

82d=6)ggrgentncifin mgtoo
Por oompletitud repetiioe aquí le (4041). teniendo en cuente (60111)

(80112): .

Oergatotala[d’xjw’e[dai-Mo-e g a’píladr 9101:
.Éá‘fl.)5.1.-“; ' ;r_;'_'; _rrr-ui

nula que guedeconstruirse ¡[partir devy v m usar derivadas eee/a e o 2)}!
i

Ello no contradice (80109) pues Jhu'ee construye ¿gg derivedeso

gg. °= ,_ -_e,_ “:5.

8¡e=1) Formulgfin fio

Le densidad lagrangeana l (8024) ee invariante ante traehcicneeo

Comoes hice. sabido,3 de equ! se deduce el tgsor mergía momentoagónico,
' l 'I ( h 'l

T'Id/w_z ax)’ulr_(av'v(h)) afánr LH)3),]ba V“) y
A" “y ) fl (6.116)

f_-_{

tel que

3k TW: oo (8.111) ak
Lee oomponenteeindependientes 973.4» tenerle de (8093)o Pero

para le comente (Becco Bod'l) puede neu-ee el 2° lema pere nc

tener que lidiar con las engorrceeey eeinltricee vr“); el procedimiento

ee completamenteanálogo el ellí' .pleedoa Il reeultedo ee N«(suby?)(av a???)L"9”»
(6.,118)

Utilizamos. (8092")9 y ei tenemos en cuente que (2032) noe permite anti-tai:
. li

alt) —’ KW, obtenemos;J



l "“J'a
— W ' , »- m

¡»um/I"es [ Y ¿(33v W - (avW755 v (89119)

Menos y restamoe en el 2° miembro v.- v _1T '
‘Ï’DHÏ WWW” * q) xt) v )

desarrollamoslae deïvadee y tenemos en cuenta (oro (6059-19)y (6054)),
VT “I

V 6:, a” V °
y otros ¿dentadades análogeso Resulta, finalmente,

¡»T-(¡Mpim'ÏF ¿mi? =%_(Dv P) «hÏïHesformalmenteen].-or
v H wTflveéí HD" W)=i (2)“

vamo en egin: 2
comoes bien sabido? (80117) implica que el «teniente: Delante

«pldüva IAC; (qm/u, (6022*)15
ee oonema 

bo? "me oo (6425)"
81el Jasmine a es p0an el ejezo 9 ee (atom-3);

' ('HV

‘Ï QÍQ’: ( ¡[,9 39" VLC? (Bomeb)
tm. M9 a '_‘-s:—_—.-+:'—"'_.L__"-'e:'»'1 ;. _

2’; ¡(«2,33(al) 9 M" 9’ ¿e?
h atentos al mas: despin 1 a spin fi ¿ebuoe'reuplesu el producto
nenes “¿zonal (202)

(‘I’ 9 ‘P ¿Pa Y? Wo ‘P (801244.)
que me en spas 1 por el ptoduotocooler opuesto].

w am5?- W woman)“
que ee nee en spam:fio

Mtofiggü o
le . _.
' 6 (o) y ,4 (o) (o)a; a, mm “e. 1
T E1 V171”) Y 4- )D(a i-¿BI‘V¡L A)“ (3° 25)

, Procedime oc.ng le tomleogán i obtenemosmudo (80'25)9
“Warsaw Wu" VTMMa" Wu" Wai?“

(80126) xb.
tel que

__ _- __.... _

a/L TW’a oo (80127)
g 583.126}es _tom93¿e_nte¿“volante g teneor energía-manga”

We o“ WWW?) + aa” LP’)(v ‘P) MC e“ .rmgue,9¿
3.1 kmomento conservada es

TW 6/40) TW” (80128)



-1Í69 '

¿al que 1

Do'P W a oo (80129)"'

Roonplazand: (80126) y (824) en (84128) ¡o obtiono (con 6‘ perpen

dioulgr s1 eje )__,
r

‘áp (°)°

J
[uff [ml717w; (3°?TX 3°Y”) f (VÏTN VWÜIÓJM)JUN

') (3* WI] (3.131)
. -.'._._ 

_. ._. _ .,_ ° Y”

Los dos temor” energía momentoomóuool T >
no paroan sor idíntiooag porooí lo son los andamios“ bordo-comun

totalg U y
IPÍ’NVo ‘Po Í

según¡o dmatrs en A840

95g) __=-o-,V-;x_-L-_k--. un.

__' manana)” (acne-m Sonia acoso3.. m y (2.2).
Tú/w)e?!» q a q,

le)» (0))fi’n'fi

“A V'(_A.

9 5:) oz.- or ) 9Y' (Bom-o)
_,

‘ ’ 79536..
Pm la 99399130M.tuyo“! procedan.Mahon“. son mm L39
P0!” H ¡diante (¿ona I

Pb/L)°e PFh. g v o H
qm. W
g (mms!)

E, < H >1
ooloen deomo

ESQ.) 3:: l ‘ r ' - o" o 'ZLÉ.“—>3—‘* °

Recordando q por (2031) y (2021-0) oo
o 1 o o

Ku)ru;ï' (ln)+ )y
se ¿nuestra a partir de (8065) que P oo oquivolontool ¿dv-nor comio
do Belinhnte‘go

Usando{106)3 T Md}v ao traslada on ol tomo: “orgía-loba”
do lemorl‘s guion lo postula (pero P5111121lo donnatrib

Enol formaliamode Prosa (107") 01¡cuentoJuani.“ "3
-P (Prosa) “i -' ¿la Í EÍÏU + E ODdU’Id’z (391359.) ‘4

WL
y l. energía dal \'_‘zamp72";'30

0



.?127=

"p (hm‘)° a ¿flv’v o Uta + 512+ ¡”7/1458 o (3°135’ba“
nïnploondo(7A?) ¿sonV99; r —'—D¿V deduodme do (Bom-b),
(80132 y (suman _, ' I

7%,” a PM a P (33905), l
L (801.364)Utilizando los resultados do Seoco ’lobazwy t ando on cuenta

(80.13343) y (Bwifimb) o tenemos

‘P"/4° e.'P“° ... “9693 (ansóab)

809€) ïpügjnmgón n' uWAMM mas:
1’ a?“ q ¿[139 í’Uagr 93313,lbár Dali} (801314)

¿no M0 l.

s“ a? e g [139 poflur ml‘üwgssfl j (801.31%)
D” - «o»VW

"como es Men sabidog posa spin 1 lo energía total del omo es

definida ¡»cantan (lo oval no oomo pero spin fio eü en le ¿no cuando
tioeoiSno

¿ge :_ '-,____;
Más)¿Maio
A) IL MMO HABI‘I'UALo

le, densidad¿semana ¿(I/l’(8024)ea ¿variante ente rotacion“
Minnesng 1 .'

8A ——o10": x)“ o ¿”xv 9 ¡9,! (4 1 (80138),“

lo configozonoa Men sabido Manos le exiqtonoie de un tenso: densidad de

manto angulo: tom M (fix/ly tol quo

3A HSM?” a oo _Tm (601.39%
siendonuestras msnm“; les VI”; (por ejemplolas (8093))

ol pmmsodtnientchabitual nos conducirá; s emana)
(I A- v (Il ¿70' Old!“ V ’

Mal?) ¡P "J M oïb, «(aM‘Pí‘n’) ) (80140)
um;va ÏVT‘W“; x» T“"’ /‘ {auz)
orb ‘ I g un

(dotado TIM/"ey? ¡21 tenso: energía momento oonón oo . y)"I . (u) N 1-; "vw 2.NW” a zz ___>afl — . u '
bvm A" 6:, Dm) ¡P rm) A AG Y B Ad ed" AGB ?áa¿ )vt|)). 014

dandoAny Auson telas qua ¿ v m
WW?!) t...WW) “Www 4%,, 6/» 2‘; Y ' m , (avur‘)

_v_,’¿) 7‘ vw _ “171m * . ,uv
(Y? :8“) ‘P (1‘) Y (1-) ¿,uv 17(1)) 8A (K143 fc)

' :1 '
n) DIFICUL'I‘ADQ e

' T (A) ..
(8.,.».42) nos envuelve nuevamente con ¿es 9 lo cual. como ya.

roáfarnmmte humosdigno sonda” sonata?” morros“ y “nítrico” r
' onto Sii ¡gar-a anexa granlas A A, de por ¡Índico Para. los obeembloa

í Y ,



aaa

anterioreanos auxilio el 2° lema,pero lll A A3 1mth en (q.142)
osoureoelun pooo su aplicación directa. '

c) SOLUCION

Contraemos (3,142) cool/51,“; 7 usamoia (8.11.3): _ M)u A. v .I 17 A

Los {láminas del 2° miembroson ahora Justamente de le. forme de ,1“ pri

merosmiembrosde (8096) por lo que el segundo lema “¡aluminio epit

“blf: , «¡4 v (m

"¿P/¿Ava, _z ¿Y _ 257%) (0.149)
Por Seooo Bom-1 ee

J V e =¿ago-,54 2:3 Y 9 (sous-a)"

J ï’.' Í} ? (6743“‘75’N/‘v v “MW”
dondenosotros el ¡una de o-Á'lo definimo- tel que

67*”-; (Win (8.147)"
Éomo (aL-192)oonmutecon AT, en

J'Üs —¿wc-¿fmng (seua-a)
JW- ¿WWW 67;")¿N o (¡9146-1!)

Reemplesemosen (8.145) e igualme- en emboemiembros le Mi

mtisimátrioa de los coeficientes de las ¿[uy l

D¿ ¡“y y 7' 'FT y. =_ _____ (6‘ +6' ) - k (0-1“ ,a-l‘V)
Msrm Z ¿(“VW (I) (¿l y J z? U ¡"(.9
¿horas el primer oorohete pertenece e ¿AM-run). ¿MV ) ¿e

maneraque podemoscomplete: el uno del 2' 1m, uploads lll (.e”>9
El resultado e39

(www _ r a “'17
W ' - 5.:(50"W.)¿,(qï'nnf'fl ¡.9 (dfmt'anflgïae‘r

ll ediente (8092”) podemosdmplifiou', zm
(¡ILA'ly _vr Á y T “V pi y Ï. W

Msw’L/h 3 ‘=’i Y, {No}? ' i v (6-6) >59){(39150)

Como,q) Tí ¿157+¿Ismlizl es s_1m‘tr1oe en lee índices ¡913021510! 11 l.“¡ .

la (2032)nos penite cambiarQÑJ) . hielo”,
,I. l . 
;,M(IÍIA,pi -%WVTX(I:’(G_D,+Ó7:6PT_iv7(a_fiy’°_{3l)r:’

al!)

7 J

Lap“ m (n “J”,
quenoae meme-¡1amachoal tene_gr42m a mn mn m ¡u t,
¡AW - - i ‘P¿"ch v - i Wo-N K‘ w) (3.193)"9Pï'n
Betono es de extrgu , pues Justementelo quealternate e ü 0mm.
de un mesónvectorial es el spin. Sin embargopero el. tener de ¡Olmo



i333;

adngulai:nJ ab (avb - 19293) 1a diferencia disminuyeo
kw

comoes ususlg obtenemoslos tonsor es momentomía: J a partir
A; y

de las densidades M (/71) 9'úhv u 3*” 3*
g O 1‘)

JQ [dc/1 M Q (e 15..)
Q a tot, otb o spin,

Elegimos la hipersuperfioie 6' perpendicular s1 ede x ° o mtonoesg

de (82151)L

ll (¡/¿Ibc — - .
a Wi BJ e ¿[WW «22mmc7:=)v"+v"«ramz mir)?” JJ’Kspin spin

(30154)

egbaog - 192,}; y permutaoiones oíelioaso Por le tanto, ‘

(44a Üfi’bc _ __ o bc 5

Djspin a pin m“[1.P a") m ¿qui

e aja, c a,“ +¿91043, (80155)
Z 5P

Jb'lavpïngg.1 Wo Paraspini el resultado(bienocno=
cidc)es

4;“ a ¿jun a»)?¿3; massa)"*
’ ‘ bc

eniflwgzz ty ) 5137;a (84564)”5P

8’BLQJLQE g {Bag} l reemg).ezando

¿cabía 63"") I i abc (89157)
z

Ml)“aLquoesti asociado eon el movimiento del centrom ¿manto s

de mandasla parte 9 spin msults ser al ¿Y 1
JÉÏgt a,2/ d3xl‘1’wxïiíïa’ï'fl1,.aïf%?W¿f¿’*”‘w"¿WH? ‘7""" ¿ap "¿6 (511 6) (5.151!)

mientras que pus spin i es

¿53:1 e o. (802.60)“
mts es la, primera diferencia formal ue encontremos entre e in 1 s in

quo nc 59 reduzoa a

Mountain el signo de un segundo miembro (ver ejemplos en Capo 4);

2) sabia! el producto escalas: (ver oJemplcs en este capítulo y en el 3°);

3) oompliceoiones debidas a le existencia de componentes redundantes (Cape 'ï'

29 39 6 Y 8)c

Salvo. la 1),, las restantes Pound: ser encubiertas por una escritura

que paralelizaba. spin i y fio Esto no lo podemos haer moonlas componentes
Oi del tenso: de spam

a

¿h fivesL‘ldacl9afin nos falta probe: que e]. 2° miembro de (8.159) no

es idéntidazrente nulo comopodría ooumgimvíaeompenemtee redundantes
,IU I-r‘ ‘_ J



“130s

(ofo Cap 2)o Por ello en 18a}; construimos una Y e UTC que no ¡nula
a (84159); con lo cual queda. probado que

(‘aha
j spin J o (8.160')

89332] {anulación 0V

Rrocediendo como en la formulación á, obtenemos la densidad de

¿amantemula: total,

.ÁÏM- 13):W + M1333 ’hy (8-161)
tel que - I _

a; “fx”: o (8.162)"
donde

M32“ y - x” T'°“/f-¡fi IM“ (8.163)

y [en ¿usar de (80145)]9 .C JFT (o)“ni/“¿w = ¡. L ‘°" J” - Z a; (8.164)
"5*" / Dm v) Y? amvv)

Conaguda de (9,146) .Y(3o25) ¿“uuu ..,..__

“¿3:31é,(y{m[(mw)W]-¿[PMi;'m —“’—“—¿ 'm z,
o ¡fins por (2032), 3

L ¡‘1(°)A.'*’.)...;,1(3AQDQ“ vzáïv 671;“, DAVT, (8.1654) lgp'm Z)

Los¿2301-2 montantoMier J’Neon

q- totgorb o epino

Celo'uluosel tenor 9mm uniendognlupa-pleno6“perpen
dicular“ eje 3° s l /

(0/4)) 3 ¿,- y ,uü - 11- _'D' ¡y ao T' 'i. 43(3 VNG'ÁÉW‘M) ° (¿rc 06?") 13‘?!" _.m Í w *—ZÍ v Q 4)Zz)
J v ‘'¿Í‘f_í0°‘17">€;’W-V"w a»v 1

Expte-¡ninos¿te? en “minos de v y a hplelnoe (8.92I-e) oo;
¡II pere ¡leepe.1¡1°lee derivadas temporales que apereoen m (8.161-b). Cane

(3.166)“

coneeouenoiede emplee: (8092°-a) aparecen annalu eepaeielea, pero

podence cancele: los tia-minos que ].Ca'contienen mediante una integraoiép

por partes. El roeultedo es,

JI’Z:‘:.'-4€:th m MN" +W m 674”er
.34 _.__._._-._; _.

[33171 - [43: v 5°“, 5,39 q) . (09m3). - - w gw» (sem)
Jmf‘nifggoulu ¡Lain ‘- ee bW“ e :Eïï = (Mi r 6' g a t 6‘ (e,
con gb“: m 1, 2,3 y permutaoionee 010110“, y - t
fl govimiontp del centro de mua ¡l



J

“Más a 2.w Mi”)? (80170)Spin
,. La (BV-1684:)muestre una erenoie esencial oon s oero donde

,uv aepri‘-Oo
CCM es formalmente análoga a la densidad lagrengeana usual para

spin 09 y antes de llegar al momentoangular, venía proporcionando resulta
dos remanente análogos a los de spin oeroo Por que es

¡“Y ¿í o fr
Spin

Porque mientras que rre añin ceros, se cumple
J ‘Pe ¿tr s o

ente rotaciones espaciales, _e_nnuestro oasoes (of, (8.146))
JWfo 9 (“Woo

P9399 aunque (801684)) sugiere

IT“? 01 1 (8.172)9P?"

podría ocurrir qüo vía componentesredundantes (or. Cap 2) el 2° aiembror
de (83168) fuese nulos no es así, porque en A8-6 demostramos que existe’y',

al manosun campo95bit tal que para 81,

(d (oML B ¿33%o
59H h

Beti) comparaciSQentge 12gdgs “musgo
Las eoueciome (80155) y (80168) muestran que los spines tienen

doi-masdiferentes en las dos formulaciones. Pero (nuevamente por las compo

nentes redundantes) queremos asegurarnos que

John fi (0)Bs (30174)spin Soi-n

Lo Memes en .AB=6probando que existe el mos una ve w; tal quef J1;):
Pero, afin cabría le posibilidad de que una transformación oanónioe

um 11m .J ("-ÍÏÏ(60155)a la torna 3:5: (sonara mo tuna.
es imposibles m oteotog en ¿8-7 demostranos que—9
l) J”? es una constante del oAP"!alo)

para toda We, “¡t ¡ (89175ab)

's (agus-s)
I—._4

en efe??? existe al menosuna Ven", tal que al menosen t-O esI t

39“"t
(signo e exoluídofi

.mt“ v J(¡H
+k dacim que la oon le que oalculemos 5,1...perlaenezoa a una representa
c16n diferente que la con la que oaloulanos "¡no y que las dos repre
sentacionea sean conectables mediante una transfomaoiün nmñioa.



913%.

Por lo tantoa JJ?“ 1 JH”), no son conectables mediante una trans
¿ormaoián og“Snioa, pues las transformaciones canónioas conservan las cons
tantes del movimientos

Hasta este to las dos f mulaciones deban al menos los mismos

obeervajlgg globales Í carga total, corriente total y ouadrivector energía

momentogcto (80111) y (89132)] las mismas ecuaciones de ewlución

[oro (8063) y (8:92)] o ero. llegados al sgiml vemos gue las dos formula
ciones no son eguivalente su

_, Por (3057).; (2.023); (3038)”: (80155),415538“Miri?”
"e 8 BWMIWMGM Wa

(Yoilññ‘ïïl una[i

E, 30(2)-'3P"')
-—9 —e

¿ - > e "/4 6° 6
JáP’Ïpggea Japan ( n )

7+!
Es gohan; gueg mty- de 163,, más Enetrufim un ogroonergor

g; sginñEn otra teoría de un; gara. Por (80114)y (80115),M

son gguivgenteso Pero no desarrollamos esta posibilidado S810 indienos

el hecho de que los autovelores de 573 sean 1' l y no el, -l g O no inha=

bilita a la nueva teoría de una cargas, pues 675 es de 2ao clase (eta Secco

300)o

M nggión conotgspaga“.
Del texto de Ientaselw obtenemosun peeuliotensor de spin usual en la

formulan ión de Proosn
í —+ —o —-O —0
°Pr°°°°“°“°1) a 2. (E x u' + E’x u)o (80177) '“spin ‘Ï'.m

Por 752? partes, mediante la tabla 6-1,I: j ‘ .

w, ¿[3.31(F Wa F "5., (sona)
EL último integrando lo tenemos explícitamente traducifio a la formulaeián'

de Prosa ¿dimensional en (7.144)); el primero lo obtenemosvía (7021) en

la forma oomianteg y de allí con (107") lo trasladamos a la 3dimensionalo
El resultado es 1.a ¡ao componente del 2° miembro de (8,177) 9 de donde

3%,“ _’ (Proclflláua)Spi'h a 59"» (8°179-a)

Vía. ’8 IÏ' iedurzi os sd a
filo) _'( 910;. used)
1,09;“ Jspiuu , (80179=b)



asas»

ooinoide (salvo ol signo) con el empleado por
r A2

me ¿samba JJLW
Bogoliubcw en su vsrsián del formalismo de Procsa

Jumcasnogng ? 3 n l ' z. a. 0 1
"spin <;n=¿[12;[11 ),U+ anáfU-v1U=(aou‘) UJO fl

‘ ‘ (30190) '

En.ofedm De (Boléaua) y tabla. 64.9 ' '

Jíom S d/dsx F o; n . (80181).6 p: n

Reemplazando (,1U7 0mb) obt enemosg

(0“2 “¡foca 303-)" g L ‘o ‘¡ 1 "4Jsanw 5pmy
+[ complejo oonJugsdoJ o

Integrando por parte le irtegrsl so anula y queda.
04 (Proaa. 6

J“Z e=J ' ' os)” (80182)5pm Spí'n

Comoverifiomiémg puede observarse que nuestra (80175-13) os oonse=

ouente con la aflrmaoión de Bogollmbo‘vjde que no sólo e]. momento angular

tots].9 sino el spin que 8.1empleo son oonstmtes del movimientoo m origen
de la oonsomsoiám del spin es el mismou los dos oasoss Proviene del

us: 219un ¿sensor sinergia momento¿EM sufitríco ver (80126) o

a Respeoto de (¿tros formsnsmosg oïLempleo de (2031) permite fácil

moáseilustrar queJfii es equivalente s1 de Bennfsnte 9 que es idéntico

sl Es de Broglivs

¿3" -*¿I WW ¿Ph? «56(3)a}: 1 (acusfi
y quo-Vía, (1.06) se treduoe en el de Kemmer o

¿gg r.gsm: arms romcmnns posnamso (W
Hemospartido de "los densidades lagrangeanas diferentes: (8024) y

L. (802.5)o Hemosabtanido las mismas ecuaciones de evoluoitín (las de BI)

ls mima ¿bucorrients tota].9 sl mismo4=vector,energía momento,poro diferen

3101:)
o)

to spinü uno oonsermdo;. ¿(P5 y. otro no conservado 5P.“ (¡cio SooooBQf-a)
por 1* que las 535 fwmulsaiones no son físicamente equivalenteso

Sea R un nfimerorage De ls finalidad de las exprsuionos utilizadas»

xas sigue gus si {lr-fuimos una, nueva densidad lagrangeanap

.(m e 2 a ¿W + (a. =-23) J.“ (39184.4)

¿79:119905a 23339:? como sou-Lesiones de movimiento las (log) de 3919y, para
9 ' —'

los observamos(9 se5129”ng in)
(n (u) á (of

(9 za Rua l + (l PB) . o . (80184-13)
Por ejemplos, para Ea corriente tenemos en lugar de (8098) u (802.04)9

ju); g a Z" [av 3 _ - ig". 9‘76)¡.4 mu 9”“) a”) V vw (8°185%)
'í
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Reemplazando(8.183-b) y teniendo en cuenta (8.98) y (8.104)

resulta inmediatamente

¿(“h 2 350% (1 o 2 n) ¿“h (8.185-b)
Análogamente para los demás observables.

De lo anterior se sigue que
|_'— ._j"' > ¡ '

[(1315“W: {13.11‘7’”; {c131jm” (acusan). ' uz) u/ (o)

'P fl .,.T ‘U‘ .1’ “a (8.186-b)
l

A —' "(I/zJ(R) - alvc k a 

J 59h .o‘{ JF“ e i (8.186-0)4;“ salvo R - 0"m ‘Vw.
u.-2 n 51Jggm ,l o salvon-o (8486-4)

as dt

y que la formulación R no es oonectable mediante una transformación
sinónica can las formulaciones fi ó Oo

Afirmar que ïpdescribe a una partícula con masa my spin de autovalo
res olgogol, más hipótesis razonables, llevan (comoes sabido) de manera

unívoca a las ecuaciones de Bfllglïéa menosde un cambio de representación)o

Peo por (18641) eso no hasta para que quede unívocamente determi

nada la física de la partícula, ni siquiera en el líiite en que las interac
siones tienden a ceros No queda unívocamente determinado si el spin es cons

tante del movimientoo no, ni la "intensidad" de su variación temporalo
East eta eta de nuestro tr ba'o odemosdec r ue resumible

mente la física del mesónvectorial gueda unívogamggtgdeterminada si

{ademásde la masa] se da otro Barómetro R continuo, real. adimensional
a invariante Lorentzo

El o los valores de R con correlato experimental, sólo pueden ser

hallados mediante una predicción experimentalmente verificable° Pero

para ello necesitamos 1a segunda cuantificación, con un desarrollo mayor

del que haremos en el próximo capítuloo
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CAPITULO NOVENO

IETBODUCCION ¿ LA TEORIA CUANTICA
DE CAMPOS

343b Dmmmlons¿Mundua
use) ¿“Lawn Tu

Indígenasmz. gg ordenado8.950Definimos,_ vr» s
JR {NLM} ) wMein-¿EN5.34» ¿EfÓ}; YÏNÏ) (901)

Obs‘atpïmoeque el. '33 miembro es ¿amiante ante ¿ '

¿Hg ¿39’ kHJ. 1: J (9o2)
Ea fácil 111131115:la tabla de valerse de ¿r en la representación

5
(6046) ¿e 5 .. EL rasultado es
finlpara a k1 5 T¡Hinata!

11 15..

22 i 2 '

ii 53.3

s ¿a Ig;
y d És valgres obíonides gía (902) y mediante, *
b) (¿mi dm} ) a J ((kli a {131) (saaeb)

es)¿Tre o
en 165 gansosrasta’eao

Q“:veamos que 9 las trivial“ (902) se añado la simetría (903%)0 Para
.i 5 . q.

ela hasta que emana 15.“, lo cual ocurre al monosen las apruentacioneo
usualea L ,4.

JV:¿es.222¿.1-:0
Datum?!

v" . 3 'r
J H r1Si.)9 {31‘in ) E AT.1'2,515¿JT( í e19: " {tit‘j )° (94'33)

Recordemos que con la notación dada. en Semo las es

I Hi (Jns. J ' (3/23,¿2°Num; mí"
Como d” (5a A ¿'5 ¿oz 3‘5-2-enemosda (994-:3) que tambián es

v- _ T I

.J "H aí a}>e J wwe {w msm 12°“)
De la ¿zwaxisncla defina (902) se deduce que también es invr-v

nante anto

1514-45 La 5' H 3¿ (9u5)
Usando (2061b) obtenemos que en la. representación usual delas matrices

de Diras se
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I
Svcm}.{ni)-¿(1+gaa¡)8"< ;¿gs.sk15)- __

a M1 + ¿[605% {115. {1:15 ), (946)+

con E1 s ¿z - l, ¿5.a ¿4 a al; mtonoes deduoimos inmediatamente de tabla.

(9.,3) la. tabla. para J“:
a)5vral para. i 5 VI- t para ¿J k1

12 12
34 34
12 34

y demásvalores obtenidos vía. (9,5) y mediante,

nóminas, {ni ) ¿”una . {133)s (9m)
GMSVI a 0 en los casos restanteso (9074)

¿g - us REGLASDECOWACIONm u FOMIQ 1

22H) Las rgglu de oonmutaoiénmi tiempos1M”.
Aunqueen s1 capitulo anterior hemosmantenido (dentm de lo posible)

la. covariancia manifiesta, aqnï usaremos comopunto de partida las reglas

de conmutaoi’n para tiempos iguales, I¿nos (debido a una peoniisridad que

en este osso tienen los momentosoonjugados I'l°) disminuiremos la probabi-r

lidad de ensayar Juegos de reglas de oonmltsoión igoompntiblss entre si.

Comolas variables son seis (970»: otras seis 1’ ’(por ejemplo las

(801.3), parecería plausible ensayar

[ 9 “W109 i“) 9 n'(‘)°(z°, 3)] - 1¿“San ï‘) (9.8%)

Í í) más” 2') , l-Í'W°(¡°, 13)] . 1.5,.¿JG-if) 9.8-»)

E í’mwm , |1""°(='. m] - o (91.84)

Í 9“th", ï) 9 ¡"mm 3)] - c2 (aos-a)

[ Www, 2) , ñ'<‘)°(z°, 201. o (mea)

Í ¡“mm 2) 9 muuy, :0] - o (9.8-1’)

[ ¡5mm i“) , "ñ'(‘)°(z°Q3'01 Qo (9.81)

[ QV(B)(109¡7) 9 TNA)- (¡afznn . o (9.8-h)

E Www, ï) , wm) (2', “¡‘01- o (9.8-1)

[ vV(B)(xoDí.) D Yun (¿rpg _ o (9°8=J)

V J
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donde _

A93 0 192,000,60 (9°9)

(9»10)

gg las relaciones anteriores los índices A I 3,? El motivo es el mismo
: l

ya discutido en el Capo 8. ,
Por —

nm); ¿ MWNVHÏ.)mnan m1) (9011)
i 'm a (bo v v0») I

donde habría que desarrollarlcada corohete compuna superposición de

componentesg 0040 en AB=Ie4o

Ue (JS; (9012)
un s inc: bitrario (no un operador de campc)o Calculamos cada (¿I-1r(‘9

y lo contreemos con (908aa), sumandorespecto de A; luego de reempdezer

(9011) tenemos

- 1’l‘ñ .

(al nc serIJ' fin cperadár, lo podemos.introdu¿ r en el intPrior del conmu
tador)o '

Pero en la demostración del ai lema del Cap° anterior (Secco Boo-2 y

17(0) ., " —* g- o 1T -e 17(9) ‘ 1MB)

¿[y ("MZ¿(rio-Únaurmïwauf jugïamgom

ap‘ndice ¿8-1) s810 interviene el aspecto spinorial de los campos, por lo

que el 2° lema es aplicable en el 2° factor del conmutador ‘2213'0Aplicán=
l ; . ! . .

d°1°9 | í 5 lv' vw
4 W - MDE" 5‘: J" [ao ",7. ) " ¡c U’ 1*
ID.“ 0°,“) 309° ) W“17'31 P r J g- ] JU “(9014)
donde enora la derivada lo es en el sentido (83269a) í por lc tantos inme
diatamente caloulable via afilemaa

El 2° tastor del conmutadorvale,

¡MJWÏMQJUT
Adonis, el 2° factor es (desde el punto de vista spincrial) un esoalsry por

lo que ambos miembros de (9014) son les componentes "B" (po e30 en el sentido

(8993)) de un spinoro Siendo iguales todas las componentes B de dichos spi

noresp‘so trate dc spinores iguelesg es decir, también son iguales sus
componentesusuales i, i¿.o

Por lo tanto,
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— . T -. -’¡

¿mL-Vaz(‘91) 9[(90- pvlv" 35)) EZ; om] WT] = L“¿IQ {(Y- ¡29).15)
De este manera, nos hemosliberado enih ls. rogln de conmutación, de

los engorrososíndices y B. Claro, quedebemosdesnbsrumcs de
Pero antena emplesmoe(8092“) pero. sbrevisr (9515) y mostrar que problm

aparece con (998)a_ T I"
Wii (zz, í) a Nro, iv arg, urv] = un, s 5 (m) (9.1.6)

Por (20131), _ ïT

¿[mi (3992),,9' segs) aguanwj . to}; mm) (9,15.,
Pero siendo

HZMáfiAI - Arrugas) - 0. (9.174,)
el 1er. miembroes insensible a una modificación de la parte

ww- AIruf"
de Uv; mientras que el 2° miembromis. al vsrinr w173“. ed. en le. repre

sentaoi8n (2.94)) el 2Qmiembrono cambia el incrnenter N - un, ,
pero cambia le. componente l4 del segundo ) e

'l',

dá tic en los y, ‘en nusetrcsosso squellos ITV“) (y ñ?“ ) )
correspondientes e valores de A que e. eu ves sst‘n seocisdos s conocemos

tipo II son nulos, comose comprenderstrocsdiendo en ls dsmostrsción.

Por eJemplo, con la elscciün (8.93) de lss u), ls!

V170) 9 (P1104) y v 1r(e) . IWW»: (aus-m
setin formed“ finicsmsnte con los “Pag! -s que forum uns I
(mientrasque les restsntee vacorresponden parlante s tf" ). la es"I
caso ls. dificultad encontradaparem es un reflejo de queIi batuta“

(metido calcular
v\s)om' wav W)"

H » ¡"I r n
hubi‘rsmoe encontrado

mw a HW)" .n""° -o (9.134.)

-—v(5)o _ VII) _'VlQ°
fl .. Ñ . fl . o (MB-b)

Este tipo de dificultad ee presente.con cisrts frecuencis sn Is rom

(y

laciSn canónice de las reglas de conmutaciónde csmpcs sencillos.

Dadoel sonooidopeligro de contradicciones que existe s1 trás“!
concomponentesredundantea,yspinelevado,W
ser]. le. de retroceer gl: 2220: Eliminar-nos ds (9.8) no s610 “¡10110!

)A

conmutadorescon “11000 - 0, sino tambi‘n aquella V” cmo A envio lll:
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" 1m)“vmo'

nvmo (y , por supuesto, lo misjo para“, yn ).¡i .
Conla elecciSn (8,93) de las W pllo equivalen mantener (9.8)

pero sustitwendo (97.9) por i

¿,3 a 1,2, 6 5o y

o simbólica (y un pooo más generalmente)

¿,3 H WI á (9.194)
Pero ooo luego de esta drintioa elin‘inaoión, 08m0oompletaremoe la.

reglas de oonmtaoiSn? s Usandolas ecuaciones de evolución, lo cual resultar!weible-MW
(¿194)

sustitggáSg

VH r ‘I . (9.20)
que proviene de reuplanar (9.!) por (9019). ,

Repasme rápidamente:h (90137en lugar de WT“)unnolw' Fr“).
y eliminan“ de la sumatoria loe valores prohibidos de A. A continuación,

observamos que el segundo lema del Cap. anterior (Seco. 8.0-2) continúa

veliendo si en todas partes se efectúa le sustitución (9.20) demo-tru
o18n es similar a le efectuada en AB-l). Entonoee podem“ peter e (9.15) y

finalmente. a (9oló)_ewim1¡_>lement:usando (9.20% minimos,

[ ¿{tf (r9 I) Ar (:2 z!)xau-"1 - 101..“ 55’52").

3111111113483l v7“) (9.21)ns asimótrioaa , debemosdesembnruernoe del

¡pinar auxiliar {JV-Io Como¡J vie aribitrario, este hacer recordar el

1er. lema del Capoanterior (Seooo Bob-2), al que truter‘ de user. Define

o (‘1L1)__t¿l_quelas componentes¡pinorialee de eu adjunto een
'(Ïliz) . . 

[9 ¡55% {ml e (9.22)
5151

un spinor

oonlo cual (9022)se egg'rtibe f vr
h (¡.933 9 wn, ¡35(1) un]. O‘W lJ" (9.23)

n primer1m tambiincgnunú. valiente si u efectúa le Institu
ción (9.20)o Entonces, comoU'v'tes arbitrario (dentro ¿OEM 7: ) obti

nemos *W dm f“: ‘I l[V92(1%?)¡(vé-ama ] =(0‘
7

(9-3!)
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. Aprimeraviste podría objetarse " Wes firmado dentro de
¿W VI" pues ¡demís u)’ oumpde(9.,12). Pero le (9.12)-no viole le prope
sioiSn en cuestión porque v I
'urW - AIA‘W- A‘Ww - MT 9

y le psrte W: de una. ire LJ es arbitrario. (of. fins]. de Seco. 2.2-3).

r

Ahora, de comparar (9022) oon (901) y (9.4-b) se deduce,e- mïbmn ; o
[9m LL) sz K1 ' ¿(fl {1112.39 í‘zkii) (9 25-.)
9' "7-. v .

——.—— 'U’Ldm (uta) M I
lll ) u

[e( L2. ]kzkl hi.
171

' i 61341,} ,{ klkJ) (9o25e-b)_
Reemplszendoen (9°24) y sustitwendo k¿ por k1 (of. (995)) tenemos,

en resumen _____

(908-3):7

[ wz;(¡aa WH».a ww m 1.a;M mm
u - 1,2. (9°26-e)

32:2:

1) Hemoieliminado 1.3 indicaciones w _1" a. (9 WI63)) porque

wwtfiq Awar-vvrI AwA157‘)_ 9m];
2) Hemoselininndo ls indicación "sim" porque siendo

_/\I ¿LL-AI 58h¡Arwzpüb (9.27)

y siendo V311, resultsque (krWI (a, hi:
simetrionantequ kz
3) tambien por (9.21) podemossustituirá?» por ya), u - 1,2.
4) ¡se propiedades de simetría (9.5) de ¿Trson les del primer miembro
de (9.26-3)

Gm el procedimiento empleado para. demostrar (9.26-s) se obtiene: e.

partir de las restantes (908),
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1 fi ' V v. i

‘ [01m‘muïï’h MÍ}. “W =íS lawnachW-“ke-zó-buv)
i

K

\

l

l

wm
a í‘lïffrxiïx {‘3ka 'ï'ï')ï'))k.u]‘° (MH)

¡N¿(ambas-m , uz,WW‘ÜM ° (9.2“)

EX.PK:“'ÏT’aÏÏLMÏÜ '0 (9.264)

É E“KÏgfn:mmÏifl‘íï!1:0 “36“”

Í ), (ya"5'71;° (9’26'mn)
u:¡P

"7.1:1- -v—.—,¡-—- -.

de las cuales hay varias dependientes de lee .neetentee. o de sus conjuga

dss hemitienas. Las hemosindicado con (D) sin ¡nm ocn ello que los
restantes sean totalmente independientes.

A) LAS¡mms DEcmmncmn Usnms
21

De; articulo de Pauli o del texto de hoscliubogj obtenemos

las reglas de conmutaciónpara intervalos arbitrario“

[u, (x)o03x") - 1 (6;; +spam: -:'> (sm-om
[uf (1:) 9 u,(x°)] a o (9.27-b)/I x

Usando conocidas propiedades de A (z) y las ecuaciones de Proon

(107”) obtenemos las teclea de conmutaciónusuales pero tiempos iguales,

en ls notac18n J-ümensicnnl (1.1").

+A1compaÏ-gr, tener presente que las U de Bogoliubov difieren en un factor
constante 'n- de Tus U usadas por nosotros, factor al que ya hemos tenido
en cuenta /
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(v (y, í) , 0%”, 3)] - -1 naa ¿“(ILIF) (992m?
[52.20,ï') e Wu", Yu] - 1 ¿su (ï’- ï') (9.23-b)‘
[Eire 3 y wm?» u 1 m(¿Íccbz-cÏ¿¡91)J(?-ïg) _. ._

y permutocáonescíclicas sobre 1,2,3 (9.28-0)’

h:(Ï°DY” V*(¡°9 ' o (9384):.
{v (2.0,,139 yaa-o, 21)] - o (9.28—.)'

{v (¡315, Mx", ï'q] . o (9.28-1’)’
[U(L’, í),U“(x°, a O ‘ (9.281),
[U (f9 339 #151169 " o (29284.0’
[Fifa ï'). 5157.10: ' o (9):“?
mi. 2'5.HW, IU] - o (9.264)"

Finalmente, 7. . . ._ -.

"V , í: ¿73' 117,,tonadas en puntos diferentes pero tienpce igual“, conmutan

entre sin (9.28-k)*

. Hasta aquíy el procedimiento usuan

B) Ion DEmms REGLASDEMmmm! ALromuslo m noc;

P vemostraducir (9026) al formalismc‘de Preca usando (7.36) y (7037)

para tÏAucir 9V: Wv:- (209-b) para tenir las partes I, y (2.6-b) paramultipl‘car por ¿“Daripara traducir Tná “JW: e
De flan (9026) (deseohando las que aabcmos que no con independientes, c

sea las (D)) aquellas que vinculan componentes del campo con cue condu

gadas hormitianas, son las (a), (e) y (h). La (9,264) ee traduce en 1a

(goaaabf, 1. (gozó-o) en 1. (9.2840 y 1a (9.26-h) «¿la (9.28-1). Ant
leganente para traducir las que vinculan? con v o V con , se
traducen en parte de las (95284:)!

C) DHOMOS QUE TENIENIX)m CUH'I‘ALAS ECUACIWB DI PROCAÏDE LAS

Emus BEOMENDASm (B) sn Ducm roms LAS(9.28):

cl) De (9.28-1) y la segunda (107"°=b) se deduce (9,2841)

cz) n ( n :1) n n n n n n ( n ..)

a ( ¡nc8) n n primera, n n n ( n -J)

G4) " \ ae) aïdeduoe _

[3ov (1-09ï) 9 5+(3°9 ïofl ’ ’[V(¡°9 É): ao ¿“(3.o (90294)
Combination con la la. (dorm-c) y con 1a 2a. (107"°-a)l

“Id-1V"(Í °= ¿“(los " m¡“{ka .339‘54,(¡oo-¡'01
== Cv(z°, É),ret ï(z’, 3)] .

El último ¡:érmmo se anula debido a (9928-2): , _

[div U(X°91327555-4 (1°, - ¡(“3°, z , En (1°, ï"). (.É9-b)
m d-nunfactori. I

t
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Por otra parte conjugath hemitianamente (9.28-b), intercambiandoï'o-oï‘

y derivando luego respecto de i' se obtine .. .

[div B,(1°, z , ïfk", - - i mlïcflï'r ï‘) (9.29-0)
Combinándolacon (9029-11)resulta la (9.20-0).

cs) De la 1.a (1.7"0-b) y (9.28-b) se deduce (9.28-o).nnn(n _},)n(n_a)n n («4).C

?
Análogamente para las que vinculan U/"y G“) con U/"j Gpó U’a y

6)

0/”+ con U/"y 01“”+ o _

D) (B)I (c) ¡nuca QUEus mus m:comuna (9.264»)(ronnumo
m:Bmw-Hanna, romIULACIm(i) ss mmm I ne mus DIom
ucIos msnm (9.27) o (9.28) nm. rcmuuaxo De PROOA.Adonis, prece

üende anál'gamsnte,se puededemostrara Egpgsigifi muy h
o

(9.30)
IL(9.26)‘ A=r (9.27)'"(Ü Proca

gala-3)Sobrela compatibilidadde nuestras tg;g dgNigga.
Las reglas de conmutación usuales para Prooa (9.27) son

I) oompatiblew entre sí; I

II) compatibles con las ecuaciones (1.7') de Proca.

Ademis,es bien ¡sabido que las ecuaciones (1.7') ¡Qehooajonjqui

valentes.a las (1.1) de BW(ver p. eJ. el texto de Leite Lopes“).
htonoes, 9.b-3D implica

Las reglas de conmutación (9.26) del fonalismo de 3' en 1a

formulación i son

I) compatibles entre si;

II) compatibles con las ecuaciones (1.1) de H. (9.31)
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CiAPI'rULo Lg

sopas LA INTERACCION con g_L_CAMPO
ELECTROMLGNETICO

"¡Or-a) OBJETO DE ESI‘E CAPITULO

Alguna vez se objeto a las ecuaciones (lol) de BWque si se introduce

al campoelectromagnético mediante la sustitucion habitugl

ph a ia} —o nfl- 13} a e A); ' (10.1)
se obtienen ecuaciones incompatibles. Si fuera imposible introducir la

interacción con el campoelectromagnítioo, nuestro trabajo sería cali inútil

porqueparticulas inhabilitadas de interactuar son inobservablss.

El objeto principal de este capítulo es recordar'gue en gg antiguo 5;

tículo de Belinfante3 (anterior incluso al de.BW)está la foggg gerreota
de introducir la interaooi5n con el campoelectroggggítico en las ecua

ciones {lol} de BW, A diferencia de los restantes capítulos, nuestro
trabajo original aquí es pequño°

lO-b) LAS ECUACIONES DE EN m PRESENCIA DE CAIPO ELECTROHAGNEI‘ICOo

ggtgg¿ég_a para el.campo electromagnético: A/¿, E,,',

“¡.- i?“ w e 5/0 o
Si iflï- 0 la ecuación (lo?) de Belinfante es equivalente a la (1.1)
de BW(of° Secoo 8°ba8K)° En cambio, ei en (1.7) se efectúa 1a sustitu

cián en Cuestión (la (1001)) se obtienem para Alu f O ecuaciones no
equivalentes a las que resultan efectuando la sustitución en las (1.1)

de BI° Belinfanteg usa, para i¿ f O 1a

i( M4115) Fl}.H, - mV (10.2)"
En Alo-l repetimos oilculos de Belinfante3 que demuestran que

(10.2)

“¡- KH- my -=.175QA ML¡JH ¡(3+¡(51) (mn-a) (te,

mafia m9 +¿7.554v(5á3=¿){5)(&1ï*‘w)9 (mew
que, añadiendo Ï .”._

vii. (109399)
es 1a generalización de'las ecuaciones (101) de BI en presencia dl eeepc
electromagn‘ticoo Las (10a3) son invariantee ante transformaciones de

Lorentz y de gaugeg lo que prueba la debilidad del argumento que l.
mencionS en Seoco looa contra las ecuaciones de BI.
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Además, .

(10.2) fi (10.3)
pero (10.2) esta escrita con "minimainteracción elbctrcmaane‘hicaflen .

el sentido tradicional), cosa que nc ocurre con' (10“). Lc cual abona }
otra argumentocontra la forma tradicional del principio de minima I

interacción. electromegnÓtica.
Pero afin nos faltan

A) Probar. que (10.3-0) es compatible con 1as(a) y (b).

IB)Demostrar que las (10.3) (a) y (b) son compatibles altre ¡1.
1

c) Comparar con Proca.

Demostraremcsen seguida la (A). l’ara (B)'nee ruitiles a Beoc.

10.6. y para c a Becc. lO.c.

Ducatración de.la chpgtibilidad de {1042] gen [a] l f I. (Belinhnte

ne la da, presumibleente porque el no estaba interespdc enmin 1 pure, que
es consecuenciade la (lO.3-c)).

una .' 1' .<‘.'_

LP - ¡LA ¿{54(5) w) (10.4)

Descompongo“¡y {fijen parte simétrica y antisimótrica (ante el intercambio
iHJ). I

«y - W“? W“: (10.5)
w -?“”’+ Y“
Es, .

¿(Min“mas) (10.61)
W- "Hmcg) V“ (ms-w

Reemplazo en (10.2.); obtengo
"3 2m ‘P‘W‘ 10-1-a

3°": 2" V” ¿Ion-b;
Por le tuto, la (l0.2) se desdobla en

tflfimwlá) Vaïm ‘P4”" (10.34)
an,u,¿;+zm“: mvw (10.3.»

Es decir, las (10°!) (o, sus equivalentes (10.3-a) y (10.343)) nc
V43» v cm+accplan y a Puedo, pues, imponer la .(1003-0) sin caer cn sound-1001“:

m resultado es que las ecuaciones de BWen presencia de calpe electro
magniticc son compatibles con spin l puro.

10.0 - COHPARACIÓN COE EL FORHLLISMO DE PRC!“

Las conocidas ecuacionesde Proca en presencia de campoelectthifia
son,



Fu.Eïïa 7‘ (10.94) *
1 ma". MU" JW U” (10.94)"

I'll“ 0'“)- - i m Uy (10.940“l

Es sabido3 que las ecuaciones de Belinfente (10.2) son equ'ivalentes

a las de Proca. Por lo tanto las ecuaciones (1003) también lo scn.’ In

demostración ee suele efectuar utilizando una.representación particular

de las e r i
En un. texto de Leite Lopesn se describe un método elegante para pelar

de las ecuaciones (lel) de BWa las (1.7') de Prece. en ausencia de cenpe

electromagnéticoo Enpleeremos el mismometodo pere probar que

(mas) => (10.9)
en presencia de campoa

k: primer lugar, con los mismos argumentos empleadosllara A/L- O ee

puede demostrar la (L2) para A” K 00

Además,por (L3) la (lOOJ-a) se puede escribir

“¡a (“i’m- m v + i e F), J‘H’Ya- ¿gg FA, YA VK)”.m
——n
Bm

— Fnïywi‘ïfi FNPJ" ¡1” (10.1o)
De (703“8) obtenemos:

33" Ü” = “3-4 (10.11-a)

5’15" ¿“'- “’0m3-4 (looll-b)

5’ b" ¡”54 ó” ¡”‘55 73" (lOtll-c)
Reemplazamou(7,2) en (10.10),. empleamos (lOell) para pasar hacia le.

derecha los 55 BJ; luego de postmultiplicar por]; ¿gresultm

11/4“(tu«Mr,auf“) e-m(UmhymW‘?) +Z
1/ A

+ Lg FflkaJ(U¡J'+ ¿Lowflfi) - 1 e F yd!"(Ufi’ +¿ (573W?) ¿9%8m 2' 8-". ll z

+1.! (U +_1_c )=aieF(U +¿G ) (10.12)
de donde, I

‘LG‘Ula- ¿Bu i me”) J - hibó' #mlhf-¿chwtl Ü(gt

+¡L2FmU; (WW «W’x‘ + Wwe 5’ KV“)

+I¡1_e.l)» 0A, (Y’ï‘ïxl'ï “ll/KW”) WWW?!” =5*HIM”) (10-13)m

Tomandotrazas :se obtiene 1a (10.-9ua) con los procedimientos habituales
del cálculo de trazas.

Premultiplico (10.13) porrly tomotrazas; resulta la. (10.9-0). Premulti

plioc la (10913) pork,“ Jay tomo trazas; resulta la (10.9mb)oPor lo tanto,

(10.3) =b (10.9)
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Finalmente, combinandolas ecuaciones (10.9) de Proca con (7.2)

resulta (10.10), o sea la (10.3-a)!
(10.9) =v (10.3)

10.d w NOTA SOBRE LA COMPATIBILIDAD DE LAS ECUACIONES DE Eggggélg-WIGIER

EN IRESENCIA DE CAMPO ELECTROEÁGNETICO.

Es bien sabido gue las ecuaciones (10.9) de Proea son compatibles

entre sí. Comolas ecuaciones de Proca son equivalentes a las (10.3) de BI,
no necesita redemostrarse la compatibilidad de estas.
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A P E N D I C E S

¡2-1

DEMOSTRACIONDE QUE(2,3-b)q==b (za-of

a)(2a3'-b) '59 4291-0)!

Supongoválida (293-100 Como

¿<1 3;, ¡JF-I =á (I + 133;}, 1a (aos-b) implica
\ 1 o o á d á ° ' .
1'4- g-(, + x“,¿“mr «y mmm +25“,¿»mi (mm)

Desarrollando, (A42vlul) ZM

Y“. ¿Y + ¿1,33% um», ¡,33 Y + (1.235385.¿p.ï‘r (¿z-102)
P ,_ M 4Mor otro lado desarrollando d

¿(HM nm)(25541,)- ur +153.119+¡1_(-¿immerme
m (A2'1u3)

En (AZ-1.2) resulta. que toda‘rque. cumple (203-1)) ea tal que

Y. Íhat“, +nm)(tf.,+lgl,)1' a
Pero como H" - p.‘ ,

H“)aim»: +a a Maungg‘rs«o a)
m , (A2-le4)

Hua]. 7%:(p: + amEN) (¿0+ Y °
°°°Bu)Y' "a?

Q.E=D.que es la (203w).
2) ‘2oi’bl‘

Supongoválida la (2.3-c), de donde

(I ‘ 1:)¿»Mlflmï' H W- (I -l.’.{;)(4.',+msm?) 
r o - a) Q)

02., HL = vay» I52:.)un.) Y) - o
(2-w3«-g)-_1_\(2.3-¡)

Pero un sencillo cálculo muestra que

(2.3aa):1>(233-b) (2c3-o)=Í>(2°3-b) (Q.B.D.)

¿2-2

DMOSTRACIONDE (2‘12) Y (2.13).
\€¡¡“

se. YGí es Y - “tr (12-291)VS

con“) A¿3,(S Z B¿S,Sr
permutde índicea'mudoe es

(A Y sus,” ‘Ytg: Bi) yS" ‘KS= Bijpv' su"
usando (AZ-2,1),

(A Y H) 7*Biáysr tr z 5‘}:r5 Y": (Bw‘) o se..
{s-ÉM5

Par; demostrar (2.13) emplear (2.3-0).

7331.29" azgmrma "implica" s "¡4:9 b" 51311111“"¡mph Y b =P‘"
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¿2.1.1

amosrmcmn DE (2.17)

¿)WM¿N=> (Y.M‘P)-(Y.Nv)mv,v6fi
,v

Define

¿xa/,1?) - (vam?) 5 80V»V) - (V58? (¡z-3.1)Por (2.1 se que

f(\",V) - g paratodo Yek: (Hi-3.2)
Lo que debo probar es que

f(*a9 ) ' 8’(‘Ü " ” Y)?e
Comof( 11, ‘p ) es lineal enpy antilineal en Y, vale la conocida.

identidad

4r N nf) - rwup. V79) - r<?- v. v-Y)
+1r(‘P+1Y,‘fu‘ñ ¿«Q-1’, sf 4?) (¿z-3.3)

Anilogamente, _'6 '3(v’V!
+13( f-oiv, 1,445?)-ig(q dv, ‘f-iV) (12-34)

Poro(AZ-3.2):p i’(Y+ HP,Y+ f) - g (Y+Y,fly+ , 0to.,
do donde término a tlrmino los 2o:. miembros do (A2-3.3) y (A2-3.4) son

iguales; ppr lo tanto son iguales los primeros niombro’s. Luego se
cumplo

“Y:')'8(v’ Pintm Y,?6;k
o sea se cumple

(Mmm-NM?) w n n » n. 1.3.».
l) La.implicación oyuosta o. trivial. Por lo tanto, quod: probada la
(2°17) on los dos sentidos.

Lai.
mos'rmmos QUEsuse: Y} o WHECIEII'I Arm aun

(YA?) - 0 (¿a-4,1)
En elcap. 4 ae demostrará que si descomponomoalu soluciones do

.. ,, u») h)
energía positivaY y nogativa*on ondas ¡>1an! monocronltiou,

Y”) (z) - 1 fiin mr. “5)un , 3) o“"‘un)“ (A2492)(‘ lr. " a -¿I
Y )(¡)'W/Üb(roï)\r(ro P). r
entoz’zooeen la "53:5. número o" en}

wav“) -/«’»z ¡cun-s); .1
(Y: \f(") I -/d3p{ l r. ¡j (A2‘+.5)W“: y“) «-(wz'w) - o

+Pu‘a ‘Y , ‘f arbitrarias Gflï .
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Aplicando el principio de superposición formamosla solución

particular
m cr) á á‘e-‘Y “V con a(r.p)-b(f.p) (¡nz-4.4)

lo cual es_:aiempre posible en la teoría número o. Entonces,

(1’, f) - (11“).1'“) + (V‘*’.Y"’) t (7“.1'“) t ur“ »\I"“’)-o.
QoEeDo

tí“
Nota: Comotoda Yevfperteneoe a E y a a , tambien en estos ültifiel

I

espacios existen vectores ortogonales a‘si mismos.

¿2:2 _
1. S'M

commmu cms EQUIVALENTESJERODamm, m E a mesm
mos QUI (ver (2.5)) lt

¿En 0 (AZ-5.1)

Pm A QUE Ai , “2602){sí/:6“.í “.0 Í.
(ponemos "¿sw Es " porqueAJL no ae sale de E al operar sobre C n ).

3) Prueba de la. {AZ-5.1]!

(Y .Aï Y > ¿Y+Is¿:, ¿a - 1121,)Y- i‘l’WL- ‘EÏQ‘I’ i (AZ-5°”

peroYcímoY‘8:1‘095 ¡¡' «K. 1,)! ¡o° o X")Y! vid; i'nt‘i: l’fiBS" sv xr- 3:";
n W'ÏNY. (‘2-5°4)

(Ya/¡1‘ ‘h-o I
Peroobviamente(\r,0‘r)-° ooo Y)'("o° W),
o sea.es cierta 134026.1).

3)Prueba. de “2-2. 1z.

Utilizando la. representación (2.9-b) es evidente que

YIL,1o A Y. Yï} o. QJJ.

¿2-6
DEMOS‘I‘RACIONDE FORMULASDE WCIW 2.6.-4.
3) Demoatración de {2.10)

¿1) Demostraciónde 3“) M z 3m“7:0 M (ía), N . (¡2401)
+ . . * e

Por (2.23) si 15(3M-11‘3Nr“: 13°" YQ”!!! (¿z-602)
para todo ‘l'. ‘(ek (pu-e W ÉL,- ‘V ‘Mm‘a, -‘|' 5,, )s

basta usar (2.20) para. ver que M f N7 K QJoDo
rr

a N . N o
.2 Pemostraoiñude M es. N :9 3‘"M

s

Se efectúa comoen a; utilizando(2.20).

á Demostraoiénde queM N ==# M 2;,lr3
Basta integrar (2.18-b) y comparar con (2.16).

Wtes escalar.
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gl Bimestrngifin le 2.11. o

Sea 4/5 6 “w ; es
i . .60

Y A“)BMY’\KI¿|'L¿l-MBgisymt (A2' o

Y AmBq*m ÏÚAQYBÚS‘ ‘glsb Lmudando i‘e-v 1‘ , 3.4-. 3‘ y usan

1‘1980 Y ' Yáli‘ y ¿la" «¿L Be obtiene_. a.)
j)” .. .- - - . Ent noes con A2-6.3 ueda demostrada 1a

Y Aa) ÏQA‘IsuB'“"Y5-)" o 9 ( ) q
(931).? málagameme se demuestra la (2931').

‘..

¿9) Demostrazic'in ‘19 (3.3293)
Ü 0

, Por (231)“ lo A)<\):B<t)¿7:46 0403“) ) WH o. “- a . o + 0

' “ WJM)Au)Ba) Y a Y él) A?) Ba) v’" ° Y KQ)A693‘Ü‘y. ïu) AMB“) v 9J _ * v ' o!
y J (Y Emuma“)YJ‘ÏMNkMBMY,uy.)3‘ 1.a,

¿l Demovraaión ‘19 2v-2wb

Anillos; a. 'Paj.’mm 5 “'P es?

e} Demos¡‘reoián '19 ¡90134)

Usar (2.1"? a) y 1a segunda (2030»

f! DemostraúSn 11-2¡281mb! g {o}

‘ o fx.
Hamm'e ‘9 noc-1‘ón de congugedo peeudohemitiene principelA 44A «q

de un operaderA . que se introduce en Seeeo 200°

Por:(mas) N» a”, Y) a (Y. n Y) n WW; (A2-6o4)u)

por Secce 2069

un a“,Y) e (3.3,, “h - (gn; 1;,‘lfi Y) - (1;,swf“, . Y) 
a «5.3,, NI )a (12-605)

Nuevamentepor
(num W) (nu, ‘Pe W) g (AZ-6.6)
nuevamente por Samao 2d?»

(nu)w¿ (q,DE“)y )-: gq;1:5 - ’ïh.)nn)í)‘r).
a (VJ e {op + Hum]‘f )o (¿2-6.?)

De (Hifi); f. v5)» ( nó) J ( Q7)»

(‘f , [32m «.sfm] Y) a (V 9[=düopf gary) e eeem‘ t

(YU Ï’ .3 W) o o . 7.?3 r; o a (¿z-6.84)
(1) (1’ V

" " ° o v 4 + °
«mw ü Bm mïmÏrnm‘“ mUm" mia” dond a m a” .+ -‘ 'con y 9 d‘“op€á;oo

Comepor (232) es
—e —o "’ a) o

(Y, 050°; Y);r Y, cg,up a, Wl'),r 9 (AZ-6.9)

ue e ¿muestre independientementeen (1).
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integrando ambosmiembrostenemosque “2408):? 9 1200;].3Y)’ o
e e fi Ko .6

° ° ‘Gufp m2.]: 0° (‘2 Olor.)
Análogamento

que»¡Eng; oo (‘2'6'1°'b)ganen.

maga 
0

1)La,2ar.(293.341) (1/9 B“)Y)'(anw‘i)'(voqu)
o sea H 7: ¡225° (A2=6.11)

u) vtr “J

y, pez; otra pa..1'“l:ca9 +

a/Y a“;nm Yi! .a/Y mu; mg) ‘l’a’z =
a m Y} Y d}: (AZ-6.12)

Est-a última relacián fué verificada. al trasladar ambosmiembrosa,

la. tormulacián do Prooa (Capo 7): ambosmiembros se trasladan en una ¡ni-In

expresión“

h} Demostragión de {Ligue},

Sea.p+ u p‘ t 1 pl 1a usando la representación (2.6) es
1’ 7.

— ÉÏ .. ( ¡ (¿z-6.13)
1; -f h

9°.. para epinorea 4:23. se l

r’ , Ñ r 4'. r"? +11?
o I 7‘ f ‘11 3 a q

a Y : l ’ l = 114.3- f fiT Y} +*
a; o n ' “l

Ñ nfi-ffi
Como (d o1)) 5610 actúa. en el segundo indice do

"’/ Y: 1.1 1T; ‘rm

Y t “K1

Y: tu L1 3 Y e (máols)
.YM tr. ,3 3‘,

\\ “í. 1/11 tu Y»!
an ahí-1an nmplaaudr (AQ-16314)

f wm wn m. 31:“Alá m 1’ Y,
¿113+ttd txu "¿tu 12‘1‘4'1‘,” ‘Ftl

“W M,un. nt,4%.. w. un m W;
¿Yu +1.wa “(a 'f‘n“ it" 41%! KY“ —1“tu,4

¿A

(¡z-6.16)
_. .nrEvidentemente, si solamente impongoYGC ¡ es o( op Í 0

0.)a .1 “M

o o o(”u_p.J-0; rnstrinjm sea Yéí o°., Yi - “¡otoe pero afin así
Z
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0 0°. a .p K 0 ¡ restrinJenuevamente:Ï’eW g porls
a (1) sip

observación que precede se(2.64) se ve que ls restricción solamente liga

les “168MB: , o sea (ver (2.9-b)) 1» ¿.1 tipo 13,14,23,24,31,41,
32,42; les restantes son arbitrario” por ejemplo, . s bi
también; este implica que a1 menosel ele-ente 14 de (124.16) es diferente

de cero, conlo cual es dnd) 0 .°.
32 .p f 0

Wa)
i tración de 2. .

Basta emplear (2.33-3) y (2.27-b).

¿SL-L

nmsrmcxm m: cu: (2.46-e) ss summer cc!r¡(2.46-r).

(2464):? (Yu). AÏ‘R TM)- (Y‘ÏKF W")

(VK/x11"Y”) - (Aïf V“, 1'”)
. ( o ,fw) - o.

Además, wa.)vu.)

(Y "1f“) . o. c.r.n.

¿Ekáí

Qe¡e De

Dmosrmcmn DE (2 .47) ,

Es
17“ u o g 'f' o 0 ° e e o 0

Zm 2gm' ón.)( ¡m Um ) 5m ' tu“ El" En, ) Bu)’ If" tu

o°°en (2.5), Q x
AI uAI s AI- AF QJJ'

¿2:2
nms'rmcmn DE(2. 52).

a) En grimer IME ne sgcumple la gcggción suficiente {2346-2}:
En efecto,

‘ v + o o O —- u o _¿ .—s _

Hays ïvn'llbtl'. ¡(13813;)-- ¿asp ‘D"¡(1). nm- 2 a)". ’ nm - nu) '° sin ——- _. _..
-° A”; -t(I +2229)«(1 mas) - oía-PL?

1” r‘ f.

Ahora: El término Qu"; ¿y es equivalente escalar a 0 en W (por
I.

- ¡ °
(2933)) pero ac le as en CKw, que es donde necesitarisncs que le fuera para

que se cumpliose (2.46-1’):
“'f 65'.“

A 2?. A“, f 9;“.íiv‘v‘ FF
b) m segundo lugar, existe un ejempïlode un par de vectores, el une de M .

gl 0123 ge F 1:21.35gg! n}: “¡22’!

Usamosresultados del Cap. 4° (que se demuestran independientemente);
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oi ponemos
—> 7';

(") -_‘.. ¿peu pm (2.33)e'
Y z (1“)Ji“ + .d-

—7 Á _, _, .ï'!
1:(z) c( p)uF(1.1.p)o
entonooo oo (of. (4.21) y Seco. 4.b-1)¡

YGW . Ye F (¡z-9.3)

Por otzíe parto,
(ww-[1'13 ‘Pa’z

- in a*(’ï>)c (1p)(muera). uF(1.1. 31,), (¡z-9.4)
Ue (13.19..definiciones A do r yt (of. M-l y 14-2) oo puodo

obtener tras algún cálculo,

+(293%“? (1919 )sr' " Po93/m

(VA!) url/¿pa‘fin (“5)p’.
Basta ahonmologir

0.6)Ju?) y cmïí o

(W. r) ¡l o

(Aa-9.5)

(Aa-9.6)

(¡i-9o?)
para que ooe. ,\

(YDY)<0 o.

3-10

\ Sl'IM

0mm A LE .

F115demostrado en (AZ-1.2) (demostración invertiblo).

Idem en(A2-1.3).

lo inmediato recordando que
—-) ' .-—o I A 4D I

W . -H =PAHN+ÏQ - (¡mmm ‘.2 8-0 2 8

.QJJ.

(¡z-10.1)

lo inmediato teniendo en cuenta que

nz a ¡5:17 (I + Eng“) (nu, 15;,+ amm - ¡(03:0 + Emi}; + na, ¡3+
+ Hg: nf; - (¡2-10.!)

-'. ( nm + a“) )(1s;¡+ 3‘;). (¡z-10.3)
g] {2,583E (2.5841).
Vor (AZ-10.2).

t] “¡58:! “¡EB-g}:

I ¡+5 4?,- ¿mn-nm) -I -..;.=(12'.-%°)n(n;-q:,):.;,u¿, - way-'03,);
-I «(.21 -2 131:»)-‘;,( ¡{,f’flfí. 3,1,1; moi
-íf—"%*-'11-5v»"m’ï’éa‘ï’w‘vfizí.



Dmos'rmcmn DE (2.61) .

a] Demostración de ‘2.61-a}.
Basta demost rar

(AÍW): ATM (¿z-11.1)
pues las restantes son consecuencias de ésta.

Teniendo en cuenta, que (2.58-9.) (2.584)),"J —«" Ter"Ï I-nï a " -112
(AL ) LI TMXÏll)+ (1)).ij [ A A Litgrïwflp J (A2 ° )
Con (2.5-d),

(AMM )1 "Ü'. “¿(1, +ÍJJ] (AI- o)
que es la (A2-ll.l) (ver 2.58-b). Q.E.D.
b Demostración de 2.61-b_¿__

En (112-8) vimos que ¡m EL - 3.:. 5:1. (¿z-11.3)

De (2.40-b),

El" y" Kmal; " El.»“93' jm

ïm' 2:»2:“: ¡(:1' ' 1:, img; - +3;le

ïm' Bl:|_;(¿+\¡¿:y' “¿afin ' * "9“, (A2-11.4)

3a.)- ui"315%" lálamñ; - _32m
BTL-3:]-;zam‘áfu una?“ y; . 5:" 7,2“
TI" flse
mi; ‘ bmxa)

En (2.58-f),

AWCSWW- + 2m(5‘:)5;") + (En " + (-¡‘OÜ“¿0+ “(0).; l
M (¿z-11.5)

79,57 ¿4hAm” , pero (2.33-3) =í>
d N c o ) - O g

UmIn.) 6:55 3 I)(|)( B a 2a Um o("J (A2 11 6)0-. c9 . o .J _ o

-¡n;xaüfg‘3:(t d )(\)( a a )(Ü- - a In’)(¡J

Además (2 . 28) ftp
N " o -‘ N o a o C 0 o

-Ïm In) eu -3(t’ Im ¡ la) <"UNS: En) xa) ’ 2m + 2mïQl Km a: 2m + 2m5m‘u)
¿sua- f ¡w- ¿súa

con lo que __ >_
¿S‘W' 9m

A“ ¿7: W (3.3.1).
Eh.“

A2-l2

DEMOSTRACIONDE (2.63) m LA REPRESMACION (2.6)

Usando (2.6-b) se ve que



Con (A2-6.16) es,

17;

O

'Y'MJ)?”

\'fz “11"”

Análogamente,
D

O

\«°"Y.\+?.Yufit“; Y“

“m “(32)+7»:le =

-156

C3 "las

o 3K}

3...?[5 53..mi. W] =

Y o

111 o

41;

N

O

O “K;

o N1. +2?“

Ü Pat? Nu

'lï'lgawl‘f” O '

«¿[5511

3

1t {ms

O 1'41; M,

Patín 'Í'H 0

FCH-F ‘K, o

b

Por otra. parte, de (2.58-0) y (2.5-b),

Amin“, I ¿A H+H c c " —I .4 c c E

(1))(340" ‘00)‘r 7- ¿(“en + qm“ ¡(I'+'cli)+ A Y

(AZ-12.1)

¿e

L.J

CD

gt. _1,3Y'l.

11*““WL

o [AZ-12.2)

o

Wan-[Vw

1sz; ‘YJ‘rw
-12.3)

(3

o

(nz-12.4)
Basta. ahora reemplazar en ésta las (AZ-12.3), (AZ-12.2) y (2.9-b)

para. obtener la (2.63).
Q.E.D.
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¿2.1
DEMOSTRACIONDE LAS (2.65).

Se pueden demostrar de varias maneras; indico la. más rápida para. cada caso.

a) (2.65-3)

Usar (2.58-3) y (2.48) recordando (Hul- nm )(H¿,)+ Ha)) - o (¿z-13.1)
Máízhl
Como?2 = EL , de (2,581) y (2.48) se obtiene

A“? r a x - mi) - 4_<1si.- 23x11“,- Bmw - mu)

k H =/\ -—1 L 5°,- :r‘XH - H ) -/\H‘: A?“ al- _ o

(recordar (2.60).“ qm u) m a) “r L ¿EL
o) 12.65-02

Usar (2.60) y (2.48).

d) (2.654)
Usar (2.60) y (2.48).

e) (2.65-91

Usar (2.48) y (2.58-e).

2142462:» WW
Usar (2.65-e) recordando A’L - I — l

f {vw- Yi.

(

’Ï' Í

¿.6 5:59“ Mi“.
Usar (2.65-6) recordando A - I - Aphrh! s..

í vas“
Usar(2.65-3) recordando - I - A.L

A2-14

g) DEMOSTRACIONDE (2.67).

m De (2.66), si Ye 6 :
f Í 1 \' > .

(Azul vila]: E( HMS‘ISÏS'úth‘z)

(AÏQS‘ Y).¡dl

¡»lis-t- ¿(tg 11..) (¿z-14.1)
- (A112? Y). _tu.

¿““ï ¿“y
{AE S'w Y)H¿L - - (Ain't. YL'U". ¿Sin-1 Q-EoD.

2) DEMOSTRACIONDE (2.70) y de la. no ortogonalidad de Aisa“

Análogamente,

_E_gprimer lugar, no vale la condición eufdciente (2.46-1’ ) porque
[ln-í _ U.2 + o h g * o _ g ' l o

A h L") A‘anr)‘s¿ “Sist —Il "t 37-;¡I('LBSLSI- B‘I‘Ir‘(so'hS"r"+ &áirxSMS:) xsljb ;v-‘I. ii I)!

| Ü O

11%“).San i- i ¿13‘ “3L (AZ-14)

(o eee, (2.70) ers;correcta).
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(SM) Si.- (con . g

Además,podempedemostrar que existen 6€ y Y c E" tales que
( Y“) APM”) :5O (2.14.3)

Emefecto: Elije =‘ljï'm- ¿“’- r(í) , restantes “1;”? o

' chm)'‘thm' f y " YY? o
con f(Ï) arbitraria de cuadradointejrable. (A2-l4.4)

¡“Uso (2.6-f)s l._t (m) s (su)? ¡"1)(vu “Pan”: Hgmwm;cha/11%“ ¡cul z
. ¡J ‘ .. ' 3

z/{tk Yumr‘flïnm “Y: )Ylíad)}ds‘./i("Jhïflvfffll+(.¡)Í:Ï){(;)}A‘¡HIM“!n
basta elegir no idénticamentenula.para que sea

“¡mi WW") < O Q.E.D.

A2-15

MOSTRACIONDE (2.71).

Por ejemplo, demostración de 1a segunda:Sn.“- \
Sea Y e 5 (Azï'ï‘ Au)LIIY)¿.¿¡ “-s -su” . .

(SL¡)| l)!- L¡)L l')¡) A )J‘L 8311€! k‘k"

AhiK.sitrtvr-Kl - {Aílk‘ Sth\klvk¡xl =

-_'iÁ‘-‘K'Sat; ya“; —Ar!“ S¿|¡L‘Klk|
Hudando índices mudos (kl4—+k, ) en el último término,

¡MLL - . _ l =(ACM¿0,1,9? ¿“wm ..AW“Y”
. É [(AmIm- ImAm) Y JW Q.E.D.



_

_(.1-H(’

¡12-16

a) DEMOSTRACIONDE QUELAS (2.72-a), ...(2.72—e)_ mmm EL ¡asno OPERADOR

¿1) (2.72-a)q.=¡(>(2.72-b):

Es inmedrata con (A2-10.1).

¿2) (2-72-8)Q=I> (2-72-0)
Es HïU-(&.ï+m3.)-—?-;+m1

’ (H') -'(H¡°) Ï ï " ' " A 4’° ' 3 m «u- -( m' m)’p + m (IMI'U' Iu'In') ' ' (Y‘O'Ï‘ULP

Con esta, la demostración se completa. fácilmente.

¿3) (2.72-a)‘i=lz(2.72-d). í
ne “Hu-"3734.1111

o ‘5- q -. ‘b

. . ( H)“ - (B H )m- + (Km- {9.1) O, (A2-16.2)
que permite efectuar la demostración.

a ) (2.72-e)7:4> (2.72-c g Basta desarrollar usando (2.72-0) (2.58-e y 266)
b DEMOST ION DE (Axe) Y Mi mu TODAWW? ' 02-1633) (

Sea su; con (2.72-c ,

“¡MM (A‘ï‘ V) - (no,- En, “¿WM 23"?) 1
o v ("'“(

(H _ Bm) m [(Hu)¡u) " HQ)‘(u ) A (nm
4( —

l) 1
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Por (2.56) el 1er. sumandoes nulo (recordar (2-3.c). También es

nulo el 2° pues _
u.“a Z J o ,o Z o n:

(wa ' Hu) MEP-I“rn; 32"!» m B (Po AHF no»3104:; Húvflm'SU” p” ¿(WA t:
OZ i 0 ;.__ o O _ _ o _ _

=(P ‘ HWHÍZ)MMM) 2 (H " 5mm) ¿(po HmHMHNÏ ui XO)W“
Por lo tanto,

EMOL“ (V ) . 11m(Army) (¿z-16.4)
“¡L

o sea (/tL cumple(2.3-c) o sea pertenece a ..
c) DEMOSTRACIONDE (2.75).

Basta demostrar (AÏÉ )z- A"? (AZ-16.5)
pues las restantes son consecuencia de esta.

c1) Sea Ye (EM; por (2.69) la (2.72) implicaMan

_ Ïtv- A“? Y (¿z-16.6)
pero w e de uanera que reiterando,

4. . ur - L

(Af‘ )zV-I\Ï‘(Af‘wy>w? (¿gcwwen “¿Jn-16.7)
De(A2-16-6)y. (7), EN": “TW; nf" V]

z , z

mg“ w =A? W- - (A‘Ï‘Qgs T6 (AZ-16m
c ) Demostracióñ’ de (¡Q-16.14).
‘2 “nf
Sea. ‘P GC ; por (2.69), fw- -O -—# _, ...

¿Tn o W
. —O —O —. I 1 é.Pero elendo “al = - “fi es t (X0 -¿}(¡)).p A V e

de manera que reiterando y volvien o a usar (2.69) resulta.
w¿ ¿ /\ur¿4"" ’7' _,’ 4 I

(m > W- L <2_»_)(bm- amm A V (az-16.11»
Por otro lado, de la demostración hecha. en (2) se deduce que

(HM'H'a)) [(EJ;'Ï¿:):1; Aa -0

(A2-16. 10)

de manera que 4 (XM-EL) .3/‘3 W e LJ- (A2-16.12)¿m
Entonces, con (2.62) la. (AZ-16.10) queda,

(Au. ÏY - +_1_( (|'-d'¿)).p A‘W (¡sz-16.13)
1‘03

De (AZ-16.9) y (az-16.13), “r6
(Alïé ’=AWÍQ... )L¿T4A; (A2-l6.14)

23) De (A2—16.8) y (AZ-16.14), fi
¡r . 2, ’u: ¡.V'E I W’

(Axe ) " ALE ° “a ( A L f J Q.E.D.

- AW (¿z-16.15)AWd) DEMOSTRACION DE ¿ J,we
(de donde¡"L = A; ).

dl) Demuesïlrncrprlmero que “w!- x k.+ 1 ¿ “ML’ ¿M?

(A’ A ¿Mi )= (I\ A WL) s (A‘I A‘ HW“ (AZ-16.16)
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En efectos
[5°3°NW] 5(r. xP.WWW* 5"

(n (a) ¿2° hub“ H5. ‘11: Y L

° ° + ÏO. Xí .

XML.¿un 3;.“ ln" (¿246.17)

Con (2.5) un
é e . .. ° . ° .°. °.(A: Aena?)¿‘¿¿J"J'¿- JLIJI XLÚ"azul).

Análoga.n1ente;m+C o (¿z-16.18)I ó ‘ .. . .°- .° 9' "
(A - cil“—JLÚ¿S¿¿J‘TXLÚIthjp+XL’lel-IJÍ)o
en el 2° m. todos los Operadores son evidentemente hermitianos; el único

que merece verificación es el último sumando!

1'

. .‘. . . ¡ ' .0. > , .0- : - (o 8 ,
a 30(¿’1'5‘ [JM 3 (1,}. tzJ. (.J', EL“.

.'. también el último sumandoes hermitiano, oon lo que la (AZ-16.16)queda

Sea

XOa ' Ko' | ._ ‘ . o
(¡ind! “Jr. (¡ji

demostrada.

_d_2)_J?_emuestroque ' ¿i M

/\ AM = A AM 5 A ACM = A ¡Luz-16.19)
En efecto: Si un operador Aes hemitiano, A - ¿”M A (tu y entonces,
con (A2-16.18),

I C um c o I (¿wn 9

A ALL'ZJ'J, - B(.¡.'I"(A Atmí ¿{Liv5 LJ}.
o 9

.%4Á6QHLW+¿ÚÁ'+mjgn*búj¿)%7
'% (SLL JLil, + ¿{unóíljl+ 671i. + CEU“)I ¿“mi
'(A A ¿9m+ )í.Cz_í.S¡ °

Por otra arte
0¿ang . ¡o t ¿M4 .

(AH ¿"i'mMMA} ' ¿(HA Acúh'nys {jz'
)° (t fi 4.3 o o o‘ °_

rá l'¿c(OH;J“- (¿,5 (rr-3- (III, ¿75+ ¿(.5 ¿[JJ Ki]? '
P. w- ¿4°.5- 9.9. ..,

-% (OILJ'J-IZJI 61.9.) ) .
Por otroólado,

L¿(tngI L .
( A__ AERH'} )('¡L.z.‘n.\z

'*( ¿L‘IÑJïï'z_ EnrpalïfixJT.I: ¿legJ'R“Í. ..‘_¡‘.. o“o- .0
¿(CL-u.“¿fi+ (“títh JH],
de donde

A‘Af :AI A ¿Mat
aw\+¿

diam
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23)

De (2.58-b) y (2.72-a), “¡m _' __‘ l M

A“? {1' _ ¿A ¿gba/V ¡("mi 1_ (37,.-&z,)3/\n/\í4tA2-16.2o)
c_o¿1_(2.41),(¿z-16,19) y (¡az-11.4), ¿m ¿”,4 _

<A‘Ajjiii‘ >.T_]+z¿m¡(Emi-¿g Nr 4;); a¿.)+XÏa>-ï
_.‘ (AZ-16.21)

dsuifi)Sea vé ¿v‘;for_(r2.65),

¡MV =ïIu.1_<5(..+&¿,>fí> ATV _ (Ixe-16.22)
Si é ¿un 952??¿if t.) C6 am+y ( n" I)“; V 5 CGym

AW = NW + o —_4_Ñúï’nf ía.) V (¡tz-16.23)

r-or (¡e-2.10), las (A2-16.22) y (AZ-16.23)

Auf“,osea (¿z-16.24)
¿3-2)Sea9’ es“: AWÏW: ¿(gg-6).? IGV (AZ-16.25)

Ahora j?“ Ñ; Ve,EW; zm( +67;)Ïí>Ye ¿Mt (¿z-16.250

= 4:1"1(&:)-_8:z))Ïï> . (¿z-16.26)
Usando nuevamente (A2-lO.1) es

. ¡WC UC
10€, “UÉ .

ALW = Al v o sea (AZ-16.27)
-1‘ D, - - _d3,} ed313d32,

W {UE
L! ¡L QOEOD.
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ALLÁ

DEL'ZOS'I‘RACIONDE (3.1-c)

s ly (°) . .ea a’b’__ un estedo que cumple (3.1-b). los valores medlbles con

pre i.ión (a)m , (b)m , ———-—, (q)m para. tal' estado, corz'esponderán en Q
neral a observables A,B, ——,Q tales que

A W(Zïb,---,q=a?“ 3'be “""9 q

(o) (o)
BV ayb, --- , q a 13(1)

¿»ha "" 1 q

Q (23mm, q " Mim

Entonces
. (o) o)

(a)m = agb, _ ,q) ’ ALP<39b9'" oq) - a ( LP(:Ïba -— o q ,

_ JV“) 1.;aybv """,b

"" sq.

por (Bol-b) ,

(a)m = ) 0 3

Analogumente,

mm = o s -----—, mm . o

Q.E.D.

A} - 2

DEMOSTRACIOHDE (3-84)

Por Sec. 4_.b-l los 10 spinores (4.18) y (4.19 ) substituyen el espacio
spinorialés?“ 5 usando (4.4-a), es inmediato que sólo las cuatro ¡Lg

de (4.19) (y no lasuv¿ de 4.18) pueden contribuir a. la parte spinorial

de una. Hfloquecumpla (3.8-b). Pero entonces todavíe’s del tipo

VM :(ÍTW La? (.(r,s,'fi)uq_(r,s,’5) eLP'X (A3-2.l)
dondelas c son coeficientes sin subíndices spinoriales.

Supongamosahora. que pudiera ser “me by; entonces (2.3-0) en (A3-2.1)

implica h ¿(r,s,g) E 0 (Ají-2.1)

si se usa. nuevamente (4.19) IY(4.4-3). 0 sea, la. única “y?” 93 18

Yu) B o
Q.E.D.
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¿1:1

q) mosmcron DEQUEmáïlïs nn 2a. cusr.
En la representación (2.6) se ve usando (A2-12.1) que p. ej. para

mia ‘12; tal quehrU¡í 0 (lo ougl es posibles ver (2.63)) ee mí‘:)Y?5_.g
y por lo tanto 1113:)ng Q.E.D.
b) nmos-rmcmu DE QUESI

94 - pz - 0. D, f 0 . (¿3-3-1)

NINGUNAUTOVECTOBr” ms mas“; mms A V .
Siempre ea pyuible medir eimultánemante el momentoy la energía de

una. partícula libre; aunque no lo usemos ( cf. Seco. 3.o-3), m XS) puede
representar la energía comooperador de 23. clase; ee pues compatible

(A3-3.1) con una. medición de m .

Trabajareupe en la. representación p. Por (A2-12.1) loa autavectorea

en E demi!) son
4| ‘ ¿1 '

Í{ll f1.3 o o o
O

+1 H +4 H t‘ -4

{.321‘22 {23 r2:4 ¡ {.04 04 ° o
1|. . ' ' -* -*

\° ° ° ° r' 31 ‘32 ‘33 í2.4
) -4 -1 .1 "

\° ° ° ° F41 r42 ‘43 f44

(Aa-3.2)
+4

Demoetraremoepor el absurdo que í 'e’ Mr (salvo el caso sin
interés «Í -0). (LB-3.3)/‘\ ,

Si fuera (4.1; e“ \ {a} -/

seria. ‘H e ECM, de donde,
u +'

/‘n E2 ° °t' L1 |

"12 '22 o o ; ÏH- F. f“- rlso (As-3.4)
{H4 31 32 41 42

\ C O 0 D I'o a 0 g f

+‘ +1 1" e! +\ f

De '2.’5 (bt ' ‘ f 1 í ' d.
\ J lenemos‘31,. a +4 e“ l‘ÏBan‘Ho ¿nl

- +l .H s t 1 3

“-301 queda Í = 3 g f a - n ’ a - 2-;( ) , 3| fr n H1 fi'fn "n f1- “ "u M u3
Comop f 0 obteneme de (¿i-4.4) y (Ej-3.5),

N +I +n u

u ' [.1 ’ u ‘ o ".0 ' O... (a)ea falsa. (5-3-6)
Axálogamente, -4

; /e ROEOD.



9:5. (5€

a)DEMOSTBACIONDE3 ¿1 B _’ 37» 3° B (A331 _Sc¿Ï€€ usan;(2.77)._Lv.3 ó
.<W./\“’íB A°r¿KP>.<LL._6‘“”w>.<A°1 .B
comkofqáeuñcmBg 395 < , “WA/(“33.8 ÏW)
.(V.Aïïb mmm-(www n“N>.<v.3w>
donde volvemos a usar (2.77).

b) ss consuma LA DEMOSTRACIONDE(3¿É_-a)

Falta demostrarque 'Ï.’ BW) (¿3.4)
lo cual es inmediato con (2.27-0)

Por otro lado, la relación con (2.21-c)
8- :P 3m}: BT" (As-4)

Algo manosmarte que la (3.304));98 consecucncia directa de

(3.234) ya que esta implica que B - > ari-Lonscfla cl carácter real de
los valores nodioa.

o)DEMOSTRACIONDE(3.30-b) ‘ (¿3.4)

Sea “Ya-NL; e- QI; 9.3? . _.
Mono“ 0‘“) w = Más A1” ‘If/VÏ D A‘ÏÏ‘I’ i

peroA“;w,er(¿3-5.4) - B
¡3‘7- A“:rs A‘ï‘v. o“)? 4.3.1).

d) DELIOS‘DRJzCIONDE ¿U3 EXISTEN OPERADORES BDE 2a. CLASE TALES QUE SU ESPECH'

TEODIFIEil: DEL DE BM

Basta un ejemplo: B = A)" g B? - An .qu espectro 03:0;1.

a“ Usando (_2.58-b) y ÁiAlLa O, o:

- AÏW A“ J .0 cuyoespectro08:0. Q.E.D.
Jai

DEMOSTRízCIONDE3oe-8

«L.Demostracion de (3o32)rb"A‘fe\C para. toda w!“ n; pero AM “VENC
A Y e N. ¿3.19.

.1") Demostración de " A Y G\\ parc; toda. Y “¿(3.32)
Ver 3.9-7 .

B,) Demostracióndc (3.33):=P "AYG \\, para toda Yek' "
(3.33)?“qu si Yan es

a, m - Arfi'. a!¡A‘l' - A3,”?
Pero Yc\\ï-4,a..“1'= Hu»? (ct.(2.3-o) )

ss“ (AY) = nm (AY) .'.AY¿‘.\'(o:.(2.3-o)). ¿.nm.—— (m
c.“ (a)

+ UsarcmosB cn lugar de B por lo discutido más adelanto en Seco. 3.!
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BZ) D. ‘94"¿01515.¿9 "A> \vl'para toda WGMÍ":t, (3.33).

1a Y. a“)? Aauf-Anm?e»

A
:b A H“) :r A a”) _ (KB-5.1)

Ye“ El.)( A Y) . a”)( A V) MD
ii) En \. ErnA.

De (¡ú-5.1) y_(Ai-5.2)}

l A .nm]v;[Am]. m3.».

Alá
g) mosmcmn DE(3.35-0) _

Por (3.32) para toda ¿“4/ es

(m3‘: f“ ‘V- m AÏ K3,A‘f Y = . A‘Ï ZCH”.u) (L)

Con (2.724). (2.584)) y (2.71) es _. _.

(m‘írÏ.1m>‘“"Y-un ==*.,(Ï.)+x:u>.ï]w.3+ EN“ W»- lMC-¿‘Ï 'P '
¡Wi _. A d

' m Irm+ 3m)? ' ¡(DuYu)* X2!3;!)) Y ° (La-6°”
Q.E.Do

k) DELOS'I'BACIOHDE (3.36-3)

fo (WYl'or mducoiózz al absurdo: Si fuera (mBIM) - HH)‘, para toda
YQM.’ , sería también (cf. (2.3-c)),

o (lv)

(m1¿”1,0) Y- ¡(nm nm)?
UsandoH - 9h; + ¡nfy (3.35-9) sería

-o e a ° —h

57°(Xm‘ «a? Baixa)" ¡Imxl")Y‘ o,
0 893 I

(y; J, ¡(Lx 50.3 ‘l’. o A («M og”);Y. o. (A3-6.3)
Pero

poY‘í(B(-yi ¿»Ha H 35H 53))Y*É(alm*3293* i

r
premultiplicando ésta por A y negado (JB-6.3) sería

C‘ V I

p ¿(31,+ 5m)Y - ¡A
o aca

(p
.. m MAIY) . o I con’ pa fill l‘I’ - o

Pero por (2.3-b) ello implicaría
‘I’ - o

Hemos1193:do a un absurdo, lo oual prueba (3.36-3).

Q.E.D.

+8a1voï - 0, lo cual no afecta la conclusión.
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¡, .

c) DEMOSTRACIONDE aun LOSVAL IEDIBLES DE (m UZ,)")sow mmmss
DE LOS DE H u

Busco primero lo.- autovaloree )\ de (m 75:”

Y; u(m X: )(\")Y; a

' 3:)° - En‘X(1.3).p(x(°l)+ " Xh)- K‘:-
E n r (¿e-6.4)

Premultiplicamoe por A recordando A Y“)- u, A , etc. y que
JL o 0 I 0 o o o I 0 c

A (zw Km)- o i A (120+ Kw)= 220+12.); A (xm- Km)- o.
(A3-6.5)

(AZ)

) a

o<

Se obtiene
E ’7 '° .. o a I

x ‘I’x . - a 3m Ïm).p(10+ ¡”yn .
Iterando con el operador del 2° miembro,

l "5 ñ —¡ ' o g -ñ Ñ 9 4 I

A“K -,4_[(3(‘,+qu).p(vg.,+m] [um m.» (20+ Isa) (A K).
Llevamo el I\I hacia la izquiera y usando (A3-6.5) se ve que

A’ - o.
1er. canon ) - O.

1Ï .

2° casos YA - 0, . . t-YÏ . (AB-6.6)
Meinteresan los Y G\\‘, puee son los posibles autoestadoe; pero

A

‘YA€\\’Pimplica (Lor (2.3-b) y (54,6”,

(Et)+ \(u)°p Y). o
de cbnde deducimoe

EOI: XM+32tu1Y1-o ‘ Ï.[ï(:lïu # 52m]Y). o ‘
o sea

34 Xm"ya“ " EL)K ' 0o (3.5.3)
(As-6.6) y (As-6.8) en (As-6.4).

I o o 1 " d “ o ' I.
x ‘11 - ¿Mmmm - ¿(Um En.» (st le“)‘lfi .
Aplicando A y recordando (A3-6.5),

I e o I.

A‘rlx- Hawïm)1: '
Iterando con el operador del 2° miembro,

1 I z I 1 z I .AYA-EIAYX-m Y) oe A-Ém.
Rguniendo lee dos casos:A' tm9o.

Hultipncando por la carga €= Í 1 resulta que los valores mediblee
v uy) _.

de fm ¡(qu)! son n lo 81110 Ï uh O es decir diferentes ¡salvo p ¡grtigu

lares) del único valor medible fpo de H- HmIm (of. (3.17)).
QoEcDo



DEMOSTRACIONDE (3.38-a).

Por 3er B simétrica de 2a.. clase es

WL?” — ¡51’ e 6"”; (¡u-7.1)
¿par/7'.sz lade, si Yegwues (ef. (2.76213),v emm/«Y Mi 'r a (As-7.a
¿:onienEoV- Aïflw, deducimosde (¿3.7-1)
BAÏ m‘Í’6 5‘ ; (As-7.3)

usaïcïlo entozleejwnuevwisíïem (2.76-b),
Ü ‘f'--Í\LZ [3AL ‘P; (As-7.4)

Peas,de 0-31» ..,
|3"*“í’-/\‘Ï '3 AZ" ‘f’ a

o o Bat: a. G(w) QoEoDo
¿“bh

.fi
a.) DEMOJTRACIONDE (3.44).

Siendo314/) t - 0 es (para toda Yewr)

(Y)
usando 1%!- H Y y Ñ -H
se llega por la vía habitual a

(Y. ¿1.9% = (Y. 1[H.A] Y). (A3-8-1)
Pero de aqui no se deduce necesariamente (en nuestro caso) una igualdad

sino una.equivalencia (cf. Secc. 2.d-2):

jiA- 2:1: H A J QOEOD.t M, 1 .

b) DEMOS‘I'RACIONDE QUESI A ES DE la. CLASE, / dt TAMBIENLO ES.

Si llamamos _

«ZX-[H, ¿AÏ-lam, ¿AJ (¡a-8.2)" a t d t
1a tesis es+

2 a 0 (cf. (3.33)). (¿3-8-3)
Usando H1 n H1 - p1 es

(l) (U 0!,Au Au
: [HM’ Hu)A - AHMï} - [Hm’ EMA -AH(I)] 

= pol A - Hu) A HU)n H“) A H") + Ap: _ Hu) H(I) + HQ) En) +

+ g)A nm— A H H (A3-8-4)m m ’

+Se sobreentlsnae HHFD H“)I“), (“te



¿3:2 —.

DEMOSTRACIONDE QUE (Seoc. 3.1-1) EL QUE a SEA DE la. CLASE E8 CNE!

CUENTECON EL HECHODE QUE 0mm LAS RorACIONEs INFINITESIHALES i;

Es bien sabido que (Cap. 6) la función de onde. v '(x) proveniente
de rotar infinit‘esimalmente al sistema es

Wx) = wz) -_¿i_¿h>’jwWo) (As-9.1)
ComoV' es un estado posible, V '(I) ¿ LA)..°. A ¿W'q{(x) - VK!)

(yu) —%¿ hy Á'b/üyu) - WL!)-%¿}*Vjflvv(z) (A3-9.2)
ComoADL”w - Y , se verifica que (Ki-10.2) se satisface si y sólo ¡1

AWÍ JAVY' JM W (As-9.3)
.. 14V

para toda WLM;g por lo tanto, (LB-9.1) ippl'ioa que J (cuya parte
espacial es j ) es de la. clase.

¿3-10

a) DBÍOJTRACIONDE (3.54-c).

En le. representación (2.6),

‘1’1 ‘I’q

r3 W a 42 ó a} W- - - (-1)l “Li s (u-io.1)*
95 w J J

V41 A94 u lt v

entonces I (¿-31J+ 0'35,) w 1'“ ‘¿Ï3,VJ.¡¿+¿623%5; "Ü [(-17 "’ ('17
2 “" (AJ-10.2)

Por lo tanto para toda We E es

‘R. 0 qe) o

CL?l a?!_ .__ Le - o .TZZ o p*lq

z Pm o ¡'35 0
0 '. O '

. Au. ‘4 qu

Si Y e hÏ , es t0- A W 'P; entonces (2.63) implica, que v ll
2° miembrode (2.63) (con W” v); de allí sale (3.54-0).

QoDJ.
g) DEMOSTRACIONDE (3.55-d).

De (3.55-b) con ‘S - + 1, y de (AJ-11.3) oon ‘P a L1 es

/'1,11 o {1,13 0 x ¿[1,11 41,12 {1,13 (1,14
’ 1,22O “(1,24 Ï I 1,21 ‘1,22 [1,23 {1,24

[1,31 ° {1,33 o “H” 1531¿1,32 {1.33‘ 1.34
° ¿1,420 “(1,44 1,41[1.42 [1.4% 1.44

+No sumar sobre l (Cf. Seco. 1.o)



°.° L;.1.":4,“ ' ‘4.21'€4.zz' sus " "DM' (Mi. {49" “M .L'n '

ms “LM ' o p do donde ¡o deduce (3.55.4),

“:3
vuoamm m (3.58). m
¿lmun9 ¿(mi#21:)AÏY m. Ye6‘“

Por (3.54-0) +G;,3)AÏ‘;¡rbsti dado por o). 2’ m. do (3.5410), con
vw, N . ./
a ¿(‘33 * EBA: Y

, 1,1 o Hgm o \
«Y: o 31%;Y“? 1’ng

xlfi‘ïyl‘Y“) "A

\ mii, C AK”
'33h) Yu‘f'c5

i (í; # v2,WY - AT”? - 2'... de (2.63) con+Y_vo .

/ t 0 MrY") flats
Z ¡fl

(¿s-11.1)

C "14‘ ¿(trm
g "“ tu

1 finita." 1x.- vgka 113 o
3M ¿M ,¿(vu-m

h “7M ¿M y (AJ-11.2)
a)WL PorotroladosiY.¿E,

/ Y‘ .Kl ta ‘C.

w“ *Ï-¿ y" “Qu

S‘V -S V“ cf“ y” y” (Aa-11.3)

\‘fw tu t” i“

‘o'm’m' q“ o11'Y11'e12 'e 21'934' 943' ° ‘ e22' “3; ’
e33' ‘33 ' 944 ' -Y44 °
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Por (— (A3414) las soluoaam de (3.589aebencumplirMs
la“ ¿ rÏLnfi de igualar los elemento. 11, 12, 22, 33,3fi'44 de dichas

a)
seua-«cioneo(con Y“ fi )I

(t) (C)

1.!) t 1-s1’;'",1:2) o .
3‘!) 5 11
33.) 5 (A3-.4)
34) o - S
44; "rs ,41"s 12:3!

Las (A3-11.4) son condiciones necesarias pero no suficientes (pues
(a

faltan igualar los restantes elementos)para las\'; de (3.58-a) Por lo
tanto las únicas soluciones posibles (Raro aún inaeggaas) son

5' l y 5- o a 5' - 1’
. \r(t)las (A3-11.4) determlnan la parte I de s (ver (2.9-b)):

1,11 o °

1 " o o o o(C)

S -=l, ) =' a) (¿u-11.54)
o o

1.33 °

o o o o

(q

x, o ‘f’o’m o o

I iv“)(t) .' 0 o' o 12
S= o, ) J ’ m (As-11.54)

a c, o o Y
s 0,34\

o o 0,34 o

¡ o o o o

I I (e)
(r) C _ ° °

S: _.1, (Yu ‘É 1,22 (“-11.54)
’ o o o o

ri)
o\ ° ° {1.44

u)

Recalcamos que las 1: cuya parte I está dada por (A3-11.5) son solu
ciones aún inseguras; pero que no puede haber soluciones de otro tipo pues

lo impediría (A3—ll.4).

De aquí en adelante nos restringiremos a trabajar en el espacio spino
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rial .r de Seco. ¿Ec-3; las autofunciones enWse obtienen fácilmentef
si se conocen las autofuncionee en MC,.

. V

Los dos vectores de “Si, cuyas partes I son

'1 o o o\ o o o o
.o o o o o o o o
í y 9
fo o o o o o 1 o

\o o o o o o o o

son del tipo (A3—]1.5-—a);por (2.6-c) para el primero es

{-(11(i),.r:0)-+1

E=-l;
y para. el segundo

ponemos, pues:

r 1 o o I o o o o
a) M)

o o sy(Y L, o o s ( 4 - o ° ° ° . (A3-ll.6-a)
o o o o ‘ o o 1 o

¡o o o 0/ \o o o o)
I

‘Obssrvamos que los dos vectores que acabamos de definir eubtienden
MI

todo el subespaoio de EN, definido por las (¡B-11.5-a). Pero de (2.63)f
y (2.9-b) vemos que un sistema. de vectores‘t: de wn,es completo en V;

I II'

‘P' I; de manera análogasi sus partes forman sistema completo en E
n (4’ f“)

concluímos que las ï y ‘K cuya: partes I están dadas en (AJ-11.64.)
f ,

farman sistema. completo en el subespecio de MWdefinido por las solucio

nes de (3.58-a) con SI- + 1.
(:4)

Con ayuda de (2.63) terminamos de construir las I,¡ z

0o L ¿L o o - o
IN 2m M

l.) o o o o w) o o :1: o
“j7 i VA- 1‘“ o

; 3

¡ ’ o o o -_r_ i 1 o
1m 1M 1M

‘41 o o o o o o o

Comoya hemos dicho, nuestras "soluciones" (hasta aguí) pueden no

ser realmente soluciones de (3.58-9.) 5 gero son las soluciones correctas

pues de (A3-11.7-a) y (¡a-11.2) deducimoa que efectivamente es
s 1 “9‘ (:4) (21)(Lev JW =+‘|’1
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Comoya demosh‘amos,no puede haber otras solucioneflndependientes

de éstas) con S- + l.
Procadiendo análogamente para 3- Oy s- - 1 le llega. a que

_ o 1 o o\ \¡ o o o 0'i - (-4)

4 / ¡o o o o ° ’ o o o 1

Ko o o o 0 0 1 °

I ,o o o o Io o o o
(41‘ Í (.11o L

(Y! ¡.‘ 1 ° ° g (Y; ° ° ° ¡(u-11.64)
o o o o o o o o

\o o o o o o o 1

Por lo tanto,

/0 1 .2; :i. 0 0 :2. :2’.

f 2m 2m , 2- 2.°fá “af-2%
t -' 3 s 3 ¡(u-11.74»)3.2. .2. 0 0 :1. JL °

lan 2m Zn 2m

al .21... 0 0 :2’. :2... 1 °
2m 2m 2m 2

[o o o o o o o 1'4 Zn

:4) ° 1 .2; i ""° ° o
Y}; 2m gn ¡ ‘. 2m ¡(A3-11.7-c)

E 0 _2._ 0 0 l O O 0 0
K 2m .

'u I ,1

1.0 :i 0 0 ¡2L .23. 0 1/
' 2m 2m 2m

Las (¿3-11.?) coinciden con las (3.58-0); ya hemos demostrado que

no hay otros autoveotorea independientes. En fácil ver que formanuna
Ál’IP

oomgleto en MOP,pues sus parten I lo toman en E, ; además son lineal
mente ¿ndemndigteg porque(Í) (e)‘

¿aa-51*. - < >
implica

¿ ( )

20(5) Y e :O. (¿B-11.9)5,2 S
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Basta observar (AJ-11.6) pero ver que esta. últimas implican
a“) 

‘ O.

Finalmente, con ortogonalec (respecto dc (2.2)) cono oc verifica

con (2.6-o); ciendo pseudo-normalizados por construcción, ce oulple la

(3. 58-4) . o.1:.n.

51:2.
a) DEH’JSTRACIONDE QUEEL Tmmo DE UN OPERADORDE le. CLASEES

DE la. CLASE (SECO. 3.114). ' l

Efectme operaciones, es para toda VGW (si A. es el tranc
fomado principal de A ),

{[(n,.,Im r. A '1 - ¿(Im na, MA 'J} ‘P' 
' Ui [(Hmlfz))' ‘ “ImHQ))9
por lo que (3.33)<;=o (3.79). Demostreda la (3.79) para. loa transformados

principales, ec trivial que vale tanbien para todos loa otros transforma

dos (cf. (3.784)). Q.E.D.

b) mosmum DE(3.80-b).

A_‘- (1,41;)‘A'W1h, ag,)' - u (1“, 1;)>U+U A+ U+u (1mm U‘ 
.U(¿¿ A: y) ) uh u Alf. (,3;)' . 61.3.1).

Ali}.
a) DEMOS'I‘RACION‘DE(3.91).

Seguimos el procedimiento enplnúo por Poldy y Wouthuyeenpara ¡pin kt

1h demostrmión.
De (3.96) y (3.90) el trivial que

a - '. .. ' -1 .1
1 .ï é ¡3,ó s 1 áïx I; X (A3 3 )
de donde “sigue la (3.91). Q.E.D

2g, denocnggióg.
Por Cap. 4 tenemos le descomposición en onda- planae en la vieja

representación,LÍM- 4 <1" our-3') (r.ï>')o
Y ¿rn-nyy??? “t

Por (3.10) el

ut - HI 1á.“ )u
y, oo-binando (2.3)o con (3.10) ee

|14- ñ(I tán. MI .ÏHM HI. s (A3-13.3)
- r. "Fo

de donde,

:ífbntiïaa:
(AJ-13.2)
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Vw -;¿ï ¿2'our¡sw! ima ¿Lagun50x
mn“ r / 2p}, 1°; f’¿

lirlx.tip"-?_
(As-13.4)

Por otra parte, (3.81-3) puede ponerle

n . (QB + g.) (0-13-5)
thz(n+n«J1’/z

con lo cual ((3.84) se transforma on

u - ( 32mm.”2.“ Mag“ go) (A3-13.6)
[la (rn mu v +. (Í) (J

Reemplazando(JB-13.4) y (AS-13.6)en ‘V - le llega tran

alglizïgs operaciones a.it ,
Y '¡HI Him)“ :GQQX

.1. Z ¿’11a(r 302."...(1¿dnd tuu (r .íï')x
(NW’ r HT. 31mm) P; r;

x9 “fx (¿B-13.7)

Comovl- ‘l’mdl'w, resulta.

Y-fií Wip/304 [XI ¿Ea(ro;')_31_x\ (1K)1.r su ro‘m)

><(l ¿LOU 3.5.) LHmi") ev”. (¿o-13.8)Ta .

Entonces, con (3.90) se obtiene

¿(tu u: m4 a"(¡5’1’ (mí-a(mi
xa< r .É'NI’: ¿md t ¿sou (r .503”, (B-13-9)

Comparando(¿3-13.?) 3° (Aja-13.9).resulta 1. (3.91). Q.E.D.

3a., demostración

Hasta aqui hemos seguido el procediniento de Pony y Wouthuyaenpara

spin ¿- (procedimientos 1 ya); pero quiah los aún ¡la breve observa que
(3.95-b) y (3.90) inpliou ürootmto la (3.91). Q.E.D.

51'24.

Dmos'mucmn DE (3.92).

Por (3.954))

(atúzwy . 25‘31“, . (AB-14.1)
De la. Iliana manera.u abuelo

H(L))'n In)8;)pc O
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Por{2.3-0)¡1 wey. (Ü. el
mi)? - MLW'

Cono po ,lo, ¡e obtiene (3.92). «1.3.19.

53:25.
Dmos'rmcmv DE (3.105).

“Hull; a Emart) - ¿[Ema - na.) - nmE“;+ Ema/(3] .
Usando (3.86-b) y (3.94) ee obtiene

i: T. *[- 5Q.3 * Éu’; l“ 6:.) 67m 'ï - ¡no!82m .3}

. _ (K(')-ï‘)oï o
I

Reenplazmdo en (2.72-0), Junto con (3.102) y (3.104) le deQnoele
(3.105). ! Q.B.D.

M46
a.) memmmm DE(3.118)

Utilizando (3.80-3) y (3.86) es (en le. representación de M),

1 "0 I (Iba-2:3)13 6'-3Ï d I
37‘ -r, “’ Tr.“ 1’. ’

-L q o A q o a,-(ML-.652) + 1l. o
1’. "’ Dr“ r. “’ 1'. art(u

1 i

(m6133.?) - (5°)a - I, ee obtiene la (3.118).'Po

b) DEMOSTRACIOHDE (3.122)

Por (3.121-b), (3.78-b), (3.84) y (3.82-b)
.CL - 1- 1.

q - adn“) 1 3- UmInn! 'Dpl
q 4

. 00‘ la) un) 
a» -‘ d a A —h o. +

' ¡“[14*112’." 1M "’Mhuhjü) .

Como

° 11: 2m row) mmm)

- q x“ 0+ + 1 35; - 1gK.2)“, 2°“+ (¡x5 fin (546.2)
l) (II 11,0 1T: m) 212°(foi,m)

Pero Umx‘ U1.- X?“; volviendo a usar (3.8249) Y (B-lóoz) 5° Obtiene la
(3.122-b). La (3.122-a) se obtiene de le anterior, usando una vez más la

(3.82-b). Q.E.D.

«¡fimosmcxon m: (3.124).

En la. representación de M es (of. 3.45)
(13).; u‘p" 13__.j_¡°..13_( ') “3-16%”

27 97 [ ' BF] fa f. gPor otra. parte,
<5>.<a;‘ a<ñ>.a ‘ 5>.¿_ *__

ho]? THBTMÍT (cu B> w¿‘N J=l>raw‘w" (¿s-16.4)



rw "F" s H. ¡ entonces, de (Ms-16)se deduce,

d >__%_H_ - . .1 ¡ o ____ . _4 .

(1 L 1L . . ÉT¡(%+1%) ¿{grs-16.5)

¿rw 374M]a; (846.6)
Volviendoa la representación original, se tiene le (3.124).

Aázl

EL pmao r DELOSSPINORESu¿(r, 3) DEsm! i.
Para evitar confusiones en una sección posterior, necesitaremos

distinguir exglioitamente entre dos definiciones usuales de r.

Definición A.

Se pone y
1‘ .o" o o‘

u (1.o) 4’56 °- s u (-1 "0423” - u (1 o) 4’27. ° . u (-1 o)- 2m° ¡
+ 0! + ’“ to ’ — ’ 1 e ' o

.0} t o

(Alí-lol)
entonces uE(r, B) queda.definido mediante (4.7), y el "r" de 11€(r‘, es

por definición el "r" de uE(r,0).
Si bien

a; uE(r, 0) - r u¿(r,0) (M-l-z)

las ¡15(r,Ï>) aqui definidas ¿g resulten autofunciones de a; (salvo px- p}
u O) ni de 5.13 /lí¿ (salvo ï; - 0). Pero conducen a las formas tradicionales

N ou, 1 - const etc. -l.
_l_( p P) xl pa/(m * P.) o (M 3)

1¡i/(m + po )
Definición B.

Se construyen las uE(r, 3) comoautefunoiones de la helicidad, con
autovalor r/2:

i u¿(r. B)- ¡e u5(r. p) (A444)
P l

Se demuestra (Messiah, cp cit , tomo II, Seco. 11-25) que un procedimiento

equivalente pero más simple para obtener estas uE(r, es buscar las uE(r, O)
talew que

á ut(r. o) - ¿r u¿(r. o) (ut-1.5)
1:

obteniendo luego las uE(r, 3) mediante (4.7).
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¿ii
EL PARAMO r DELOSapmonns u+( r ,3) ¡n sm 1.
Berinición A.

Por analogía con spin i ponemos

l 0 O O 0 0 0 0

. r—\ 0 O O{HM-Van °;u_(2.o).vs° ° ° °
‘ 0 O O O O O 1 0

O O O O O O 0 0

o 1 o o o o o o'

1 0 0 0 0 O O 0
Ll ( 0.o) - “fi ' o o 

+ o o o o ’ u} ') y; o o o 1

0 0 O O 0 0 1 O

0 O O O O 0 0 0

_ __\ o 1 o o l o o o o
u+(-2,o) - vam , u (-2,0) JE;

0 0 O 0 ‘ 0 0 O 0

,0 O O 0l 0 O 0 l

(144-1)
-—Lt f y i u

que son au o unciones de la componentes de ¿(q;+0;’). htonces u E(r , ‘13)

queda.definido mediante (4.27), y el "r " de u¿( r , es, por definición,
el "r" de las LLc( r ,Ó).

Es equivalente usar (4.18) empleandolas ue(r, F) de tipo A definidas
en al apéndice anterior.
Definición B.

Similarmentea spin i, construimoslas ut( k , comoautofunciones
en u de la helicidad, con autovalor r /2. Con(3.61),

¿ju-+G: u ( r e ' r ¡4‘ ra í?)- (¿4‘2-2)°
ilïl a Ï t

Es equivalente usar (4.18) empleandolas ut (r, de tipo B.
ct a Al igual que paraspin á, la definición A da un estado de polarización,

pero no un autoestado de 1a helicidad (salvo ï; - 0) ni de la 3a. componente

del spin (salvo px- pT- 0). La polarinación correspondiente a la definición A
es la de una partícula que en un sistema de reposo está en un autoestado de

la 3a. componentedel spin.

¿4:1
mosmcnm DE(4.21).

Comofunción de É solamente, (es decir, t, il e il fijos), ‘VL.(t, í)
L. z

admite desarrollo en integral de Fourier, si se trabaja con hipótesis matemá
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ticas idecuadae, 4.)
¿«f-x—-—¡ / 3 “xY! tx-l 'd _.pto M-3.l

l4¿l(o ) Cut}o) ( )
Impongo VGW‘; entonces,

2.5 A n
AL YU. I) - YU. I). (A4-3.2)

Usando (AA-3.1) e igualando coeficientes de Fourier,
-L "

/\L ( p) CG .t) - up, t) (mt-3.3)
o sea (para t fijo)

C(ï>,t)c-W,¡Ï . (mt-3.4)
F

Comolos 6 spinores (4.18) subtienden MCP(cf. Secc. 4rb-1), entonces
ensten coeficientes (U f, En) y e ( r , “¡3,t)tales que para t fijo,

c.. (3.o -Z [du . 3.o u ,.(r.ï>) + e (r . ï.t)u_.¿¿_<r519)].¡JL r +)h&
(Notes.queni d ni e tienen “son spimiüee).

m (“-3‘1)’ .4.‘
.L J a -L d ‘r'x

“Vo.x) -_-_,Z/d_2_d(r. mt)“. (r. p)e +(117)31'r +
I_-'_ï[912_e(r.3.t)u_(r.ï>)e‘

n . \ñ.;rr._.

‘V‘L

T Ir. (54.3.6)
(2 Jí/lh,

Usand° (3-4) .Y(458) resülta

d (F : En) -d (r .330)e“r'x' c e<r. 3.o .e(r . 3.o)JP";
llamando ‘

a(r,Ï>)-d(r.ï.0) i bU’oÏO-GAGU'FÏWL
se obtiene (4.21). Q.E.D.

¿L1
a.) DEMOSI‘RACIONDE (5.15).

Formamoe la. expresión
A“) 3 (e) (E)

é (z,z°) - ¿[el IF?" (z - I)\f" (z) + (nd-0' 3 (AS-1.1)vr" "’ cz)
ahora, ei Y"(x'ï satisface a la ecuación de Dirac, entonces

LP(¡) - ww, ï) ¿1° (integra; indefinida) (AS-1.2)

tambiénla satisface; por lo tantoímee del tipo de las ¿(gefinidas en (5.1)
con la. sustitución Y" —? KP.

Comoel teorema.5.a-l va]? para cualquiera: de eolucionee‘i’',Y",vale

también peraY'fi a «(.18donde, éct) cumplo (5.3):
¿i (2,1”) - 0. (¡Ü-1.3)

(Esta ecuación pago: obtenerse también usando (5.5) en (AS-1.1)).

<1)De (5.7),(A5-1.1? y (Aa-61.3) obtenegïe

Y (z) - - _A_[a’xfliz Y' (z - 2))1" (z) + (1)H»(2>} . (As-1.4)ÏA’Ñ \ 92° m
Para obtener (5.15) solo resta intercambiar‘r'H‘f" .
t) mos'rmcmn DE(5.16).

k.



-180

Como

i q.-i LB; +m6]‘}”‘(x),31" . L eï l
es .

ilï'flz-I) -—13 Y"(Z-I)"
"¿L- 3040-31“)

- -[-i 3 .3: 1 mph/"(z - x) IÏ MÍ“)
==-Í -i L3? + m ‘1‘(z - x).. 79“

= -—H (z)‘1""(z -x). (A5405)

(As-1.5) en (5.15) implica (5.16). Q.E.D.

¡16-1

a) DEMOSI‘RACIONDE (6.13).

Multiplicando (6.11) por P a la izquierda, y por P”, y teniendo en

cuenta (6.12-b),
' .4 </’d31-. —' ¿"PQ A r

Y (x) (mzïl/ 7:.“ (r , p)u(r,1=)e+g(r. pum
Por otra parte, comopx - poIo- 3.-; ,

Y (1') -\|'<x°.-ï'> = _ .
1C 3 I —A d 't(‘f1’+

-/_‘_\;n>]¿1_2_[(1(r . p)LL(Y . p) e
xl‘ 7 LF l. 2h, + A ¿(Poxü++L(r.p)tr(r.3)e 1;

cambiando de variable de integración .
A A "PX

Ye») - 4 ï/dium r .-p)u<r .-p>e +
(2-1530; ¿19. ‘* A ‘a L x

+b< r ,-p>m r .-p) 31. (As-1.2)
De (6.12-a), (A6-l.l) y (¡ió-1.2) ee deduce inmediatamente (6.13).

! 3).¿Pl.]'
(¿ó-1.1)

b) DEMOSTRACIONDE (6.14).
_ r a

Fijando p, el subespacio \\<r eubtendidc por las V , p) =u+( r .3)

es el de los autovectoree de -g(.'ñ + m9] IQ) 0011autovalor +P (Cfo(a) '
Secc.4.b) y que cumplenademás y .

LLGVW Cr=¡\ {MP + mmm u. Eu (A6—1.3>
¡P K ua.‘

Si en

[É .5 +pm]lu( (3+5) - I; u ( foi-3)
cambiamos'p por -ïí (lo cual puede implicar cambiar Ypor Y'f r a ello depende

de 1a definición de r )+se obtiene,

[’Éo; +QWL)“.(r t'ï’) ' P. H ( r ¡“3)
de donde

+Conla. definición A (of. A4-2) es r ur 3 con la B es Y-- f. .
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[2...5 23Mr .-S>]-¿“hagan .-‘i>)];
por lo tanto 6:“61) u ( r ,-Ï) cumple (A6-l.3), de donde se sigue (6.14-a).
Análogamente (6.14-b). Q.E.D.

o) DEIOSTBACIQN DE FORMULASPARA SPIN i'QDÉ NECESITAIOS.

Para spin hay fórmulas análogas a las (6.14):

31413-15) A(r,r', 3) u(r, B)

“(1345)'É‘. ¡»"(r'r'o “(ro °
Los coeficientes Á y dependende la definición elegida para r (ver A4-l).

31) Definición A de r.
De (4.9) y (4.7) obtenemos

(¿ó-1.4)

u(r, - 1 (m+ po + 52.3) u (r,0)
2m ¡JH-pc + (¿ó-1.5)

7(ra ' 1 (m + P, "' 3-3) tii-11'90)
2m m+p

O

Recordemosque "r" se define ¡rinero para uE(13,0) mediante (A4-l.l)
y lugo se define "r" de u(r,p) (ó v(r,p) comoel "r" del u(r, 0) (ó v(r,p))

con el cual está vinculado mediante (A6-l.5). Por lo tanto, al cambiar'13..-Ï,

u(r.-ï5) - __1 (m+ p, 43/513)u+(r.°)mmm (As-1.6)
v(r,-B) - (m+ p_- É .B)'u__(r,O)

Vfimflfl
1.1 "¡R gg gm {y Su 11221285; ‘M-lfil- gs ¿nedenenggtg dg í.

D0 (“f-1.1)

u“u¿(r,o) - gu¿(r,o) ¡ (¿ó-1.7)
por lo tanto (A6-1.6) implica,

K°u(r,-Ï>)- u(r,
«fm-3) --v(r. a) ("6'1’8'°)

O Bea.

M131”) - b”. i /v (r,r') - - ¿w . (A6-l.8-b)
22) Definición B de r.

Comola. definición (A4-l.4) es invariante ente rotaciones 3-dimensiona

les, no se pierde generalidad si se eligen ejes tales que

¡7- (0,0,1)3). Entonces de_(4.9) y (A4-lo4),

(se p’ )a’u<r. B) - r ucr. 5)

(se p’)cr’v(r. a) --r vu. B)
donde eg indica a la función signo.

(¿ó-1.9)

Es trivial la obtención de les u(r, 5) y v(r, 3) que satisfacen

(A6-l.9) y (4.11-a) en la representación usual ¿».-(2.6) de las Y .

Para p3>0 se tienen las conocidas soluciones (no normalizadas),
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. 1 \"« O \

u(+1¡0.0. ¡pal)- ¡ o 3 u(-1¡0,0, )- 1 a

kiv‘l/(p, + m) f 0o ‘ {HI/(pg m)

¿{bai/(p, + m) o

v(-1¡0,0, ¡pi )- lo j ¡ v(+1¡o,o, [p‘l). 'P‘l/(pgm) ¡x1 oo 1

para pz<O se obtiene (cuidado con eg p.j en (A6-1.9l),

(o +1. x.u(+l;0,0,-}p5I )- \ 1 g u(-1¡0,0,-lp’| )- 9 ;
° ¿“(a + 111)]
¡PH/(p. + m) 0 '1

0 ‘l/(pa + m)

v(-1;O,O,-|p3] )- {pH/(po+ m) i v(+1¡0,0,-[P1\ )' o '
0 1

l 0

(A6-1.10-b)

Se bbtiene entonces como es saludo16 ¡“110150,0, lp” ) - u(-1¡O,.0,- ¡pal )

y expresiones análogas que se sintetizan en

5°u(r;0,O,-p3) - u(-r¡0,0,+p3) y 5'v(r;O,0,-p3) - - v(-r¡0,0,+p3 ).

Debido ante la. invariancia. ante rotaciones arriba mencionada, ocurre lo

propio en el caso general:

zum-3) - + u(-r. B) s ï°v(r.-3)- -v(-r. ¡3) s (As-1.114)
o sea.

A(r,r', 'ia) —Sr)“. g /A(r,r', 3) - - 5,“, . (A6-1.ll-b)
d) DEMOSI‘RACIONDE (6.16-3) y (6.17-e).

gl) Definición A.
De (4.30) y (A6-1.8),

6296;; ( r 'r+sr’s) ' _4_ {[30“(ro-3)]m[3°u(s,-ï)lq+
V''I! m {rm-BMWnorma); 

' ._—4 Ju“)('rvï’)uq)(‘593)+ uu)("5¡5)um('roï>)}"
Vm! m

. u.[-(r+g), 3] .. tu- r , ‘13). (A6-1.l2-a)
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Anál ¿fin-te, 01 r-r+a,—p) - 074-: 1o) (A6-1.12-b)
o sea la (6.16-3).

¿12) Definición B.
Se obtiene análogamente (6.17-a) a partir de (4.30) y (AG-1.11).

¿3.3,

14g.
a) DEMOSTRACIGNDE (6.38).

Mi Comolas 16 componentesde las “16€ son independientes, demostrar

que la dimensión del espacio a? E5?de 1L; formas bilineales

2 “¿4 Mi4¿3;')'a’)tLP)-lít
gg 16 ¡ es eguivalente a demostrar gue lg dimensión del espacio de las matrices

2 M"¿“ál'>b
es 16 . Haremosesto último, utilizando un método usual.

Formamoslas 162 matrices

N(r.,r¡;s,,5¿) S ¡ 1. e 1 J 1 2 3 4 u, 4 2L ‘ . - . a s - S - ' ’ ' ’ - ’ , , , = ) \
Ihr ¿dt 't‘n rl‘z 51):SSL“ u u u u

donde 1a cuaterna de índices superiores distingue entre si a las matrices

y los indices inferiores son los spinoriales.
De .(WTI. I 5.5:)Z:

En, cn"; LS; N i O
51"

(c r r is - números)se deduce trivialmente a” .s -0; por lo tanto' r ¡Sa I e.) ¡Sp
las 16 matrices (A6-2.l) son linealmente independientes. Además,es elemental

es desarrollable comocombinación li
demostrar que toda matriz M¿ ¿l M)-.nI)‘
neal de las matrices (¿ó-1.1); por lo tanto, las 162 matrices

2
base en el espacio (vectorial) de las M 3 pero comohay 16 matrices en 1a

forman

base, la dimensióndel espacio vectorial de las Mm.“de es 162.
Q.E.D.

b) DEMOSI‘BACIONDEQUESI Y, tf ein, Los mos DE E; {sr ¡mos EN
TABLA 6-1 SCM LINEALMENTE INDEPEVDIENTBS.

Queremos demostrar que si‘ A e
3:8 CABYC” En Y: 0, Y (As-1.2)

entonces

Comoen (A6-2.2) Vy ‘Gíxïon arbitrarias, podemos ponerIl |

Y ' ü“ “fi” D ‘P ' kPmwn)
con ‘t” of", Y' y Y” arbitrarias.

Entonces, se puede poner
A

gLCMïHL} F°W¿;.H'.;lï.‘,tipo , v v1 «si “6-14)
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¡3; la independencia lineal de las (6.27), los coeficient98(i] Se ¿Unlan‘

W‘As* " ¿A ¡5 L." __

C " ' til!) (d) 1(u lx OL "o I

por el mismo motivo,

(Z

DEEOSTRACIONDE (6.45).

Por (A2 12.1) ai
/

1\*31

“V21

8:) Y'(
) .1gll

'\

rjzl

De (2.6) deducimos que si

N41

¿(1)Y, 131

- 0

A6—¡

ha 65

"4’13

Í
04+N.MiA4

A-FA

.________._——/-_________—-—//

«C ¿,n.

V

(AG-3.1-a)

(A6-3.2)
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“144 ‘13 Aaa “¡'41

. . ‘54 v1.” - 32 NY”
‘ IX":- ,

. L.: ‘ ‘24 KY23 Y¡22 nl

7‘14 ¿:3 ‘32 wn

' 11 ¡1/ _. -5¿’
, 44 43 42 41

w; 134 313 3'32 “31
(n Q\ ”1;4 ‘fizs 'J*;2 \+É1

.Yí4 1:3 ‘ríg ¿‘11

“,33 ¿E4 4:1 “:2

,3ázïl ‘23 1:4 “21 ¿izé
(¡l(L) Y]- ‘qïz

‘st #54 3'21 4/22

o o —‘ —-¡

Con BIS/Kun): ¿("ÜQJ- azdbía‘

se obtiene (6.45)

A6_-4

a) DEMOSTRACIONDE (6.67"-a).

Es bien sabido que en 1a representación (2.6) de lasNI
3: (192-)

C) l 0’
reemplazando loeíflbidimeneionalee por (2d5195e obtiene

131 te í V13 ¿"25%)
‘*, {sun .ú _¿\*) í 12 ‘igz (liïi'jïáï ‘rÉ4

e ::°(Ïïïu '\‘+í3 6113;“13e) "33 '134

É? "Ï43 ‘54 ‘34 WZ4

(¿6-3. l-b)

Q.E.D.

(¿ó-4.1)

(A6-4.2)

si ¡a7
Si ‘ÏÉ-E ‘ ee pueden reemplazar lae‘fz. por los elementos 13 del 2° miembro
de (6.60); se observa que lo obtenido es nuevamente el 2° miembrode (6.60);

por lo tanto,



qu ' GmY a Y, (¿6.4.3

Q.E.D.

b) DEMOSTRACIONDE (6.67'").

Desarrollando,
fl “¡,N’. xl); o 3 ¡g 03 Il
"52';JH) 4(g;nlo::)-6;:¡9'270;!)el" (“H 3

usando (6.34-d),
“uk S K
u - 115 0’ 3 (As-4.4)

reemplazando,

0/" ‘5’ 165 6’ Ü 1) 2)
"‘ 7;»É")!- 4 no; ‘0' m+< w ( ) - 8 1 Ñ I‘ ° o

¿(rdQI) 0;” ’ (A64
con (6.67"—a),

fl, M‘ - o canon.
m (uffuí- ¿gris? (082w (u

A8-1

mzos'rmcmw DEL SEG'TNDOmmm (Seco. 8.o-2).

Demostraremoslas (8.96-a) y (8.91-a)¡ lasclb) se obtienen deïgaqera
similar. En (8.96-a) la parte antisimétrica dee no contribuye a e .9

. . e? 9'»pues .0. es simetrído . Podemos, pues, suponer GC .

De (6.60) y (8.35) observamos que

17(1) erV(2) 11(3) YV(4)

6

¡{w Yfi ch) ws) Yvu) qm)
:9 Yvo) qu) om) wz)

wm) ¿(6) “¡(2) sz
Por una parte tenemos

eT- (9‘71.. (05,.” (Aa-1.2)1.“
donde se suma.gara todo iria! - 1,2,3,4.

Por otra parte reemplazando {AB-1.1) en (AB-1.2), o sea usando

(QV)H 'Rvo’ 9 0-0 1 (EW‘GV(5, (AB-L3)obtenemoss _ .__ ——— ü
._. , - J a) ws) W ws)v v v0 VO) vw vw va) va) VN) VM vGIL-26 +49 .0.+29Q+4BQ+2BQ+29

(AB-1.4)
Conservando en (AB-1.2) 1a dependencia funcional indicada en el 2° miembro,

¡Í (AB-1. 1)

es decir procediendo según Seco. 8.b-"l, resulta
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‘ iv v e 5 Tr v " \v- V ‘17

a(e Q ) EÏ_ettinain‘t) =eryrnx r|VL:exv'‘3 037 * l Mi?“ ’ ‘ ' (AB-LS)

En cambio derivando en (AB-1.4) respecto de las n , A = 1,2,...

Óéindebeídiglíces)se obtienex a¡'3(90‘QV 704) vn) vu) VII) VII) 712) V“)
V l’___ = 2 + 4 4’ ooo + 2 o“Dam X e x e x _ o ¡r

Comparando con AES-1.4),

m9" Q!) V“). EVXV , (AB-1.6)A‘ a? (4)
Con (A8-1.5) y (AB-1.6) 1a demostración queda completa.

A8-2

DEÏLOSTRACIÓN DE (3.23)

g) Cálculos ¿zI‘UVÍOSS

De (8.6-a) y (2.5) deducimoe

Ïqx) = i_ QOAÏYV+zi__(B:"+?a).6 Y-v . (AB-2.1)
¿meto que m M

I o I o ° I
A Km =A Um = Ig.)A = (LAI . (A8-2.2-a)

AdegÉás, nL 0 ÏI o o

A1 25,,¡A ar, A - - n. AI; <A8-2oe-w
A ¡NU/U = fm ya) A. :AI , (A8-2.3-a)

y 9 C o c b E
AI 30,3”, =XmY.» AunA . (A8-2.3—b)

Demostraremosque si

Engl/(01) - Engl/(6;) (AB-2.4)
nntonces es

1: JI v 11- 1 .. _..
A Amo-L) -/\ AW (m 4-05". ‘73,)? (<1) - o.

En efecto:

(As-2.4>=1> im,“- ‘w‘aa.VY(°1)-m(€..-&ï.)Y<51>. (Aa-2.5)
Premultiplicamos esta ecuación porA y usamos (8.17-a); obtenemos

o =Amm<(f,- m‘H ol) =mu‘ {Mi 140;). (AS-¿6)(z) ll)

Premuleiplicamos ésta por/\ y usamos (AB-2.24)) y (8.21).
,9 '13:

o t. 2ma.) A ANY ( si)
de donde

Al AMM ol) - o. (¿8-24)7
Premultiplicamoe (AB-2.7) porA valvemos -a usar (8.17-3),

RÏAÏWÉ) - o l (AB-2.8)
con lo que queda.probada una.parte de la tesis.
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Deucomponemosahora_\k( QL) en sus partes I y II, y cada una de estas

“JáuLIII y IV; teniendo en cuenta (AB-2.7) , resulta

“I’(>;) =AHLALw (a) + A‘I ¡hay + A4151“?(a)
(AB-2.9)

que reemgiazígos en (AB-2.5). Teniendo en cuenta (8.18) y (AB-2.2) obtenemos

m Á‘" Al Y (21-) = uma AI Al"? (a ). (AB-2.10)
lreazuïtiglicanou-porAa ,

m3,} A‘“ A” Wk 3;) = i :MR; Ar Aïwï'uï ) , (¿8-2.11)
y use-“0:: (AB-2.1):

1113{ÜÁAW(’):)=-_lyl\/AA '6 70W
g "‘ I IY ü

-_‘_(o(,.,.V)/\A (mv)? 
2m

‘ y _—, I ._\ ._.- V

2m (¡I z)

Reemplazanos
—‘ Z o — 2‘ d d 4 A r

¡MN = Bug“). v ; %.\7= - xmA‘? J”, (AB-2.13)
en (A8-2.12) y empleamos(8.18) y (AS-2.2) para sustituir las: matricew tixo

(2) por matrices tipo (1); como

(3m. a; =¿¡ (AB-2.14)
el resultado es

C IT JI] V o -‘ °

“ym A Á W(‘ÏL)=-T|;.-°(°VAIÁÜ 1tobg°vv(°l)+a)

1x; A" AH 7°) A YV(0'_¡') (AB-2.35)
hands. ._-_.._.. _Ï_‘__r_-_-

I“ 7' __‘ .s V

! AHÁ 7 (m -A- XÁVDD)_\I’_É“TJ )__=__0: ‘ (A8-2.16)
(A8-2.8) ¿TAB-2.16) prueban la. tegis de EB).

c) DEI()STRAREMOS QUE

í(A8-2.8) l
(AB-2.16) j

En efecto, definimos

X = (Ho-Hanna >=
= ¿(ZM-328.7141) +m(6l:)-Ül:))v(71). (AB-2.18)

Bastará ¿robar y = O.
Descomponemosen (AB-2.18) q! en sus partes V y VI y luego cada una de

Hl')\l’(31)= H Y (9:). (¿B-2.17
í\

estas er

IIII, II'V, II IIIyII IV;
sando A8-2.8) A8-2.2) y (8.18) obtenemos

Ey: -19(m.Ñ7A A “k +m y“, A A ‘r 

VA(A+/\)\Y(7_1)+mïí,.,/\(A+A)‘f (31)‘i a ou)
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EI
Deskues reemplazumos ‘V por su exyresión (AB-2.1). Usando adecuad

monte (AS-2.13), (8.18), (AB-2.2) y las hipótesis (AS-2.8) y (AB-2.16) se obtj

mediante rálculos algo engorrosos pero similares a les anteriores,

5°“ "¿Tun-“7A”A: WWoï) +m1:. AI' A'I WM) +
— x __ I - A -< .7. _ v
aan-vA MODAYvu“) +11 (.(m.v)/\L»(¡fox/ff (¿ZM

. __ __¡ " J- W l .5 _¡

24:43.,“A“*<1;,-V>‘rvup HM: w V (q) +
1 k I1-3Wi):

AGA“Y‘<z)+mx;.A” ÁEYVHI)_
5 m ¿T L 'v' r J |

-31x1.)/\ A (m4;) ‘I' (9:) -1ï¿;/\“ UMAJ Yvuï) +
V‘ .. —x — 37

+iA‘“ «movAMI/(0:)

= O

con lo que queda yrobada la tesis (c).

(b) y (c) demuestran (8.23;.

A8—}

DEMUESTRASELA (8.12243)?

l-or (8.121), (8.122-a) y (2.2),
yny _ J + v . . + r ‘

1" -_1.[uxH/ ¡",3 Y 424!) MY]7.

. f} \. v

=Éld ¡[(103 Y 1.9-('D 1'31” lr] . (¿fi-3.1)

Por la ecuación de continuidad (8.103), deduoimos

(99h?) +(Wan?) mama?) 
=DD(; 21:13) 

= .-í?°(‘*) ía» ‘P’)
y, por Jo tanto las condiciones de contorno en el infinito espacial imblican

/d‘x (99?, ‘hsr = —/a‘x(*,3,\r)sr. (AB-3.2-a).
3) v = a = 1,2,3.

Por una trivial integración por partes,

Ídïx (DAW,‘f)w= -/d31 (‘1';),\\f ). (¡L8-3.2-b).
g) Conclusión:

(De (AB-3.1) J (AB-3.2) obtenemos

PM)! 1/3er5 ‘l' )W
que(3L: QquDo

+Esta demostración es muy similar a una ya conocida para spin g.
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¿1132.1

DEláOSTRACICNDE(8. 132) .

De (8.122-b) y (8.92') con k - 2,
Pt-¡’zn/ = 3 -——vc . v‘ .E en. o v Yvdx[Y-Én_, 1)",l +1, mui-¿A Ja

¿[d’x [-‘l’va">o1'" - Tam)”. VW +

+(a? n?" +<3 ï'v).(-Er:u)?"i"’] 
El 2° término cancelíal 4° uediante una integración por partes:

PM” =.v;_/d11[- PV? 3.,Yv + (3.1?7) D‘WPV]. (¿B-4.1)
E)l¡= O.

Con la ecuagióvnde Kleií-Gordon cumplida por YT(A8-4.l)

P“"’° =‘_/d3"[m‘ ‘l’ Y' -‘|"’¿\ YK (o. WWW") - (As-M)
“Bastareemplazar por iva; ‘Í’ï e integrarpor

partes ¿Jaraobtener?mc en la forma.(8.130).

33)]! = a = 1,2,3.

Basta integrar yor partes en el 1er. sumandode (A8-4.l) para.
(‘hJA

obtener P en la forma. (8.131). Q.E.D.

¿13"

LEDSTRACION DE (8. 160' ) .
I —.

Por Secc. 2.f-4 (ecuación (2.64)), la parte ql donna w (O, Ikkr
es arbitraria (5;.1vola convergenciade , ‘f elegimos, yuca

rca) ¿(2) o o

I ¿(52) o o o
‘1’ = (¿a-5.1)+

O O O 0

/
0 0 0 0 /

con f y g reales , tales que
1 1

p‘f = pts = p f = p 8 = 0- (A8-5-2)

Las (AB-5.2) tomadasal pié de la letra implicarían (Yfif ) divergen
tes. Esto se ¿nede envitar usando autodiferenciales, cosa que no haremos¡pero

. . . . . 1 .omltlendo 1m; 1ntegra01ones respecto ae dx" y dx llegaremos al mlsuo resulta
do a que ¿e arribaría usando autodiferencialee.

De (2.63),
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/f 5 ;¿3¿s ;¿1¿f¡»h ' hu ,

1

.’ g U 0 _-_i] g 1
g _‘ l 1m ‘

Yu, r:)=¿ (¿8-5. 3)
0 0 O 1

¿rn ' !

I\ .4." f :2“ U O 0 ‘
“‘ \ im

de donde

:2; 6 0 0 o \
2|“ ' ‘

3 .1» f .4i) s 0 0 .
BMY :1»! 2m ' ¿ (A8_5.4)

-f -g i) g _i_)‘f I
1\\‘> | 2"" I,

s 0 0 :2)!!!
1m '

Entonces,
.f

Á‘YW‘Ï, “Y 0;?)Vai-314K“ (LEY).
. . 1

-b —¿Í[-f)'g+()lf)g]d1 .WL».
Reemplazando en (8.159) e integrando por partes obtenemos

("IJ03 /A i= f r o o
Jspin á/()| >5dx (1 55)

tu: ">

Eligiendo f y g tales que

86(3.f) = se (e)

se obtiene un integrando definido positivo, de donde al menos para esta“)l

1 al menos en t=0 es “¿’03
#0 (AB-5.6)

lo que basta para. probar (8.160').

+ En la representación (2.6) de las 7/, .
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Elegimos

-_iaf
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A8-6

(8.173) Y (8.17%).

00m01/(0, x)e“f' la dada por (AS-5.3) con 3 - O

donde f(*ï) es real y cumple (AB-5.2).

EntonCcs,

C
3

6;!) si

K 0

\
\

.22. f
Z l“

k
¡

f

3 a g o

610+ 6Im)‘; ¿(«7. \
O

o O ¿ggaf
lwu4

O 0 O

(AB-6.1)

O 0 0

O O O

O O ;¿9¡f
zm

0 0 O o

O O O

O 0 0

0 0 0

0 0 0

5 (A8-6.3)

O O 0

0 O 0

O 0 ':¿)lf
1m

O O O

s (AB-6.4)

O O O

O O O
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/f O 0 O

J ‘ o o o o

25(6.“ 0‘“) Y =¿ (AB-6.5)
Il) 1 '

* o o o
3.

10 o o o’

y r'ï '\ CT? 1 ". . (NF, ¿a “h = a,‘1’=]r¡ +1__ ¡Ari (A8-6.6)
5" 2m;

d 3 - L

(‘1”,i>¿., + a“ 12 = lr! . (¿8-6.?)
L 1 J T

Integrando, y reemplazando (A8-6.6) en (8.169) y (AB-6.7) er. (8.155) resul

ta. que para la Yusada es y
m3 ('14)! 1. 4

J _. 3 _ j = 1 ¡MI dx) o (¿s-6.8)
Spln spln ——, 49m

l’=!: t;c a.“

con )lo que queda probada (8.174%), y que
(t. V5 [/9 ¡ 1, 1

= 1Jskin / (¡rr +_1r.9‘rI )d.I > o (AS-6.9)
l -60 2“.

con lo que queda probada. la (8.173). Q.E.D.

A8-1

DELIOSI‘RACIONDE (8. 11?)

Comoen la teoría. de una carga. (Secc. 3.3), se cumple que
‘It)3 .

(8.155)=¡> a 3‘ =1(Y.[Hfi,,_<r‘.í__n_¿a’11’)=IE- spin

m = a 1/, {166- 7. 1'10)“ = (¿8-7-1)

y (8.169)? ¿1Tjgpin = iman”. cr; 1Y) 
= o, (¿B-7.2)

Sea.Vtal que

p2 ‘K- p” “V: o. (AB-7'33)

(Vale análoga observación sobre convergencia a la hecha. sobre (AB-5.2)).

Si estaY cumple además que (al menos) para t=0 sea

(T, pu; Y) = (“I/w121)" “h x o (AS-7.4)
entonces será

.'/:¡3
d Í] ¡l o (¿a-7.5)_ Spin
4L

y quedará probada la (8.177).



-194

Tal Y existe; construimos (en la representación (2.6) de lasy.) su
I

parte Y (arbitraria):

fuí) o o o

'2. O O O 0

Y=í . (¡fi-7.6)
io o o o .

\o o o ¿me

Usando (2.63) construimos k})(O‘_í:)¿w":

j f o O -(l + i)f

r o O 0

o 0 0 0 j

a-(l + i)f 0 0 if Í

Entonces, XÍL)('i34 j<Z.)Pl}:

(1 + 1)(;)4)1r o o 13'1'

o 0 0 °g
o 0 0 °

\ 91 r o 0 (1 + i)(31 ff]!

de donde

TÍ”

4 1 . 2’ 4

(Y: Pd“) =/ Y (-134xl.))\‘/dx =r Í " * L

s/dx‘s[ r mi - 20.539») +r (2),)r.
Mediante integraciones por partes,

l 1. 1

(Y, pod.)Y) - -4 mi rl a z < o (As-7.9)
lo que prueba. (AB-7.4), o sea. la (8.177)

AIO-1
\\ ’I

LOS CALCULOSDE DELINEANTEQUEPRUEBAN(10.2):9 (10.373) y (b) (smc. lO-b).

Premultiplicamos (10.2) por TÏv( v 3m):u)
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n‘ ¡y k h
En el primer miembro intercambio ¡p4_.v y sumo la nueva ecuación con la primi

3“,—¡(9x su,+ 3‘; ) Y: 2m'I’i¿(*}:¡).‘_}ïl¿)f ¿2; (AIO-1.1)

tiva (Alo-1.1). Después tengo en cuenta que

[Ty vT‘J- 1 e 3m (Alo-1.2)
El resultado es

“v ‘P { < 37.,- I.L>( vzïw ïíá) + (Ki, - Wing 73m: E») +

+ ier (¡33 - ¡{3)(13 +3)»ÜV- 4m“y (3m - ¡En)Y . (AIO-1.3)
de donde

“n (32:,‘ My)Y' ' F}. (1;; 11", )( ‘Ío+ EL) ‘I’ . (Alo-1.4)
Semisumandoesta última con 1a (Alo-1.1) obtenemos la (10;3-a) y semirestando,

la (10.3-b). Q.E.D.
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