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En este trabajo ®e do-ar;diiigila- primeras sispas. del formaliemo de
Bargnana-%igner para los mesones vo§¥bitilo..

Ea ol primer ocapftulo hacemos una rdpida revieila de otros formalismos
utilisados, comparamdo al ds BN oon otros que =-como §1- necesitan introducir
um eampo con més componentes que las fisicamante mecesarias (= redundantes),
a fin de mantemer ol earidcter manifigato de la oovariancia relativista.

B el segundo capftulo desarrollamos aquella parte de la estruotura
matemidtica que se aparta sustancialmente de la usualmente eapleada en medani
oudntioca.

En ol ‘ercor ceapftulo nos ooupamos de la aproximaeidn de una "parsf-
oula”., Nuestro objetivo es cbtemer observebles consecuentes con los postu-
lados interpretativos, y poder calcular sus valores medibles. Demostramos
que Justamente por mo haber utilisado una estructura matemiatica oonsecucnte
oon lo que se preteade desoribir, se ham obtenido amteriormente gonolusiones
erréneas acerea d§ loa observables en formalismos de este tipo. Demostramos
que -oontra 1o que ocurre habitualmente- los autovalores de observables
propuestos antes pueden a0 tener nimguna relacidn eon los valores mediblenj
Tesolvemos de esta manera la ocomooida padadoja del autovalor nulo del hamil~
toniano de Xemmer. Es mds: deaostramos también que los autoveotores pueden
no represeatar autoestados, y hallamos eatonces que ol operador que habituel-
mente se¢ tiene como representante del spim em formalismos similares, no lo
represeata en absoluto, a menos que se fuereea artificiosamente las reglas
interpretativas. Bstudiamos este tipo de dificultades tanto em general, como
ea particular para ¢$iertos cbservables importantes, y pretendemos haberlas
resuelto. Sustituimos, pues, al eonjunto de operadores que representam obser-
vables (en la aproximaoidn de una "partfoula™) por otro eonjumto que esperamo
sea nas oorreoto y completo. Bn la parte fimal del capitulo consideramos en
general la imcidencia de la estructura matemitica no usual, sobre los cambios
de representacidnj como particularisacidn, encontramos una tramsformasidén
tipo Foldy-Wouthuysen-Tani que satisface todos los requisitos exigidos pa ra
reoibir tal mombdbre.

En los oapitulos euarto y quinto buscamos represeantaciones de los eates
utilizados em spimn 1 (formalismo de BW) en térmimos de 1los emtes oorrespon-
dientes utilisados en spin § (ecuacidn de Dirac). El objeto es simplificar
odleulos en spim 1 redueidndolos a oflculos ya efectuados em spin 4. Adends
desarrollamos el dlgedra de loe "spimores" de apin 1 (matrices 4x4, pero de
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#6lo 6 eomponentes hhpondiontn)‘om de disponer, p.:n ePectuar
aplic‘uionds‘-. do ua conjumto de propiohtu similar al oon-taniu;nto
utilisedo para ofloulos em spin & ' |

Ea la primera parte del eapitulo sexto nos ooupamos de diversas opera-
ciones de simetrfia (comjugasidm de carga, inversiéa fuporel, etc.)e En la
segunda, buscamos un comjunto de formas bilimeales (em ‘P ¥y ‘\P ) indepen—~
dientes g, se pusdan agTupar en representaciones tensoriales del grupo de
Loreantz, y que subtiendan al espacioc de todas las formas bilinesles. Por
qué? 1) Porque los emtes oon significado ffaioo deben ser representaciones
tensoriales del grupo de Lorents, y adeads, casi sieapre son bilineales
(en ol eampo y en el oup;, adjunto)s 2) Porque la experiencla muestra que
para spin } ol conjunto em cusstidn (allf redusido a 16 formas, um esoalar,
un 4-veotor, eto.) es un inetrumeato utilisimo para las aplicaciones. Mos-
tramos las dificultades que emoontramos ea auestro 5»0, originadas en la @
oxiltmu de componentes redundantes, y ofrecemos la forma de eludirlas.

'’Jomo la mayor parte del estudio de mesones vestoriales se ha efeotusdo
en el formallismo de Proos, es importante poder oonectarlo eon el do BW. Pare
los sampos el problema estadba resuelto con smterioridad, de mamera que nos
hemos ogupado de hallar el diocoionario de traduccion de los observables
construfdos con los campos, 0, 10 que e8 lo mismo, de las foruas bilineales
reoién menoionadas. ;' Ds 0110 nos ocupamos en ol capftulo séptimo.

En ol cotuvo hemos desarrollado la teorfa clisica de campos en el forma-
lismo de BW a partir de un principio variaciomal, de manera que ssperamos
autoconsecuente respecto del grado de libertad del sistema (lo ogal no
sieapre se tiene em cuemta en spin 1). Mostramos las dificultades y la forma
de resolverlas sin perjudiocar la ocovarianoia. Finalmehts, obtenemos los
“observables” del campo. En realidad, obtenemos no una 8ino dos formulaciones
lagrangeanas que—si bien coimoiden en cuantoc a la mayor{a de los"cbservables",
no son fisicamehte equivalentes segin esperamos haber demostrado. Pualiohto,
buseamos alguna oonsecuencia fisioa de este Gltimo hecho.

En ol noveno capitulo nos ocupamcs de las reglas de commutaoidn de la
versién cuantifieada de la teoris.

Dedicamos ol déaimo y dltimo capfitulo a mostrar que en um articulo de
Belinfante (anterior al de Bargmann y Wigner) estd la respussta a una oritics
injustamehte efectuada al formalismo de BW acerea de la po{si}ulidaa ‘ae

introducir interacciones sin caer em eontradiccidnm. | \L -
!

And ‘a} &To\é Kélnay
N
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El shjet o -entral de este *rabajc as desarrolldr el formalism~
7o Bavgmann-W-gn-+ (~RW) para 108 mesones vertoriales. tratando de
85@ilv -~uando es posible- una via paralela a la maguida por Dirac

para epin & . Se *tratara que resalten las drferencias. nuandc exietan.

1 a - NO"IQONES _PRELIMINARES

Para mesones wentoriales (spin 1) la funcion de ouday. (x) tiene
‘?l

en el farmalisms de« BW dos indi~es sprnorisles 1q0 12 = 1 2. 34,

L~g nparadores rnat.rn.rd.alesM tales que M*:‘.v +ienen 4 indires
v MV: P o gmir an‘H’)‘K\y& ﬁ Sean P y Q matri-es 4 x 4 de
Aane indi.-8; en el a8~ tre-uente :n queM 8 o) produ~to tensorial

de ana maty 7 P“) g2e ~pera sobre 1log indrres spinoriales de la izquierr

da 4= w p y ~*ra matriz Q( >) que 2pera s2bre los de la Jere-ha.

M-PQ(;) n-'grpf"l,ram‘ “.k‘)& “)‘Q“s" $ an parti~mlar. P“) Tew opera
88" aohre 1’ 0" - _H‘)‘ ‘b’tvjﬂ - 4)4w34"1. 3 I(.)ch opera

(I‘.,Q‘.,W)‘.. *8,, Q5. W )+ Qg
y ) 72Tkl b’ san~rTibiendo Pm"r

Fra~uentemente abreviaremns P I
. De). mismo modo la abrevianiodn M:

M Yy
LG ¥ oo & ¥

R, +S, signifi-a M =R, I, T, Sy’

Nota: Un astevis-=7 4  puestd a ~rntinuacion 4el numero de ~rden

de una formula indi-a que no es oviginal nuestra si bien ofrecemos una

demne*.3-30c mee Un dnble asterisen ¥ # 1ndi-a gue ni la formule ni

e demnHetvasmon adn Sriginales nestras.

2. LAS_ECUA"TONES DE BARGMANN . WIGNER.

Para sprn 1. 8

? K = * l_‘v_l.:',a,\ % >
f L) ‘r-" mq/ (1.1-0) %%

f
g W 1.1 %%

vy =2 ergnifi-gio en satindr-ss 8 ~lars -on la notarion pre-edents; las

»”
¥ ey 1ag +1isadas para sp 7 %,

1
F.4c3n -~hten:das pdy- Bavgmann y Wigne- =n 1948. hasadir en ~omerde-

vacianes 82hre vTepressota --ones de gTip"s. En reslidad Bargmann y Wigner

obtuvwia~on enruacrimes para spin arbitraric. Se puede ~onsultar uns -
expnsr2ion dstallada en "in acti -ulo de Len te Lopesl-'lq Bargmann y Wigner
1legarnu hasta las e~uacones 4e 128 ~ampns lihres, dejando casi sin
desavrollar 31 formalismo correspondiente.

Es facil wer que (1.1-a) y (~) impdi-an (b), por lo que basta

-mponer



Y _ (1.2-8) %%
t"rn‘:!s;ﬁ?v (1.2-b)% %

1.3 - MAS SOBRE NOTACION

+ 8ignifica el conjugadohermitiano habitualz para funciones de onda,

Y Y } para. ma.tricoa (PW)M )a‘-' oon lo que si M.

U‘L‘ N ‘l“ )‘
= m “, $ T indica trampuesto. indica abreviada-

n
me‘nte Tr Y ?-

S1 MY se interpreta como el productohabitual de las matrices M y Y,
ambag de dos {ndiges ambaa 4::4, a veces esultan g_tilea las férmulas
M L & .4? ‘w-&: s VD‘ ?M kY ‘N’ (1.3)
que se demuestran aplicando en loé los. miembros las definiciones preoe-
dentes y en los 20s. las reglas habituales del algebra matricial elemental.
Por lo tanto, si v es simétrica en los {pdices spinoriales, y si ademds
(Mm?) (Mu)?))i entonoes Mu) M v = “"mv (1.4)
(Bs esenoial la hipétesis subrayada); apliocacidn: (1.1) implica (1.2).

¢ "-“1

Sistematicamente usaremos letras gruesas (e.g.v ) para indicar
entes andlogos a 1os desoriptos habitualmente oon letiras delgadas (o.g.‘l’)
en spin § 6 oero, predominando spin 4 (unicamente paralelizaremos spin O
en algunas secciones del oapftulo 8). las pocas excepoiones (p” , x“ ) se

hacen evidentes pos si mismas,
En la representacidn p, f'g *W , 8alvo que indiquemos expl{-
citamente lo contrario. Usamos ¢ = % = 1. La métrica es
D N )
uv O -1 ,
“97p eve = 0,1,2,3 ¥y a,bye.e = 1,2,3 indican {ndices tensoriales; i,jye..
i{ndices spinoriales.
? identidad es I : I.., Im o sea ].‘ o3 ,‘h' = s"il Ss‘,j,_ ; ademas defini-
mos & W21, ‘1 -bz sc,,‘ . Como en spin %, P- (no confundlr con las
@ de Duffin-Kemmer que son 10x10); P es 4x4, como d.PY H"l'ff [ LI

En los pocos casos en que usamos una representacion de las matrices de Diraoc,

serd la (2.6).

Usamos la convencién de suma para indices spinoriales 0 tensoriales mu-
dos, pero una raya bajo un indice indioca no pumar si 8dlo estd repetidog
dos veces; 2 rayas, no sumar si 8610 esta repetido 3 veoces, etc. P. ej., 81
i,j=1,2, a;b,=ab + a,b‘; ab -a.bo an ; abo =abo, +
+a.b‘o,;abo-a,bqo a.bo. :

¢
t ]

La mayor parte de las demostbaciones estdn en apéndices; A3-2 significa

apendice 2 de la secoién 3. La férmula mimerc 1 de tal apéndioe se indioa
(A3-2.1), mientras que (3.1) es la la. férmula dellsercer ocapitulo del tex-

to, Bn los apéndices no usamos la convenoidn del asterisco (enunciada en

Seco. l.a).
Hemos esorito en entrelineado simple temas de aplicacion poco frecuente



0 detalles dedicados al rigaop.

1.4 - OTROS FRMALISHOS
Los formalismos d 15 2y3,4 ;
e Kemmer “ y Belinfante tratan de degeribir a los

measones vecioriales paralelizando a la ecuacidm de Dirac para el electrén ,
¥ ambos pueden servir para describir simultdneamen te particulas de spin 1 y
0. Corresponde mencionar también los trabajos de de Broglig9-
Las ecuaciones de Kemmer para la partfoula libre son

L P’Y:(m? (1.5-a)vs
donde;, si el spin es igu‘*t uno (puro) es

v= |® (1.5-b)% »

A

Hl dlgebra de las matrices f’es pds oamplicada gue la de las 7" e Dirao
debido prinoipalmente a que las /‘” son singulares, lo cual dificulta el

cdloulo, y , a veces, la interpretacidn £{sica. En particular el hamiltoniano

no 86lo tiene autovalores ! Y?T;l—l‘ sino también O.
Las ecuaciones de Belinfante pueden pensarse como obtenidas eligiendo

una representacién de las matrices g’ ’

pr= (V) + YA‘,;’ (1.6) # »
y son (para spin 1 puro)

.:.(r‘{', #7,"',)1;*: mY (1.7-8) nwr

"..jsv&. (1.7-b)an

donde t“’ fanke s Yw $ también aparecen operadores singulares;

en 61 caao de Belinfante, aparecen esencialmente porgque su objetivo basico
o8 desoribir ocomplexivamente spin O y 1 (no utilisando) salvo emoepoiones
la (1.7-b)); las ecuaciones (1.7) de Belinfante y las (1.1) de BW son equi-

vslontu%fy este_trabajo tanto podrfa titularse "Desarrollo del formalismo
de BW™ ocomo "jmdlhgoidn modificada del formalismo de Belinfante".

‘ Hay que aclarar que no puede esperarse eliminar todos los operadores sin-
gulares para spin 1, ga que e. g. la ocomponente 2 del spin admfte el auto-
valor O; pero si se trabaja con spin 1 puro, y el entre las eouadalones
equivalente (1.1) y (1.7) se toman las (1.1) como punto de partida, se
~ puede obtener de manera natural la eiléminacidn de operadores singulares
innecesarios.
El método de la fusidn de de Broglie ha sido discutido en el pasado,

pero las ecuaciones a que llega para my O (de Broglie, op. oit.g, Cap. VII
00, 23) son idéntieas a las de BW sl se aﬂqu;j= [ Bl método de la

r
¥Belinfante parte en gral. do (1.7-a) ocm (Yw + ¥4 ) singular; pero memcio-
na oomc forma equivalente unas ecuaciopes idénticas a las (1.1); el inte-
rés deliyrabajo de BW esta mias en la forma de establecerlas, que en las

eouaciones mismas.
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fusidn lo lleva de manera natural a utiligzar operadores singulares.

En todos los formalismos anteriores la funcién de onda tiens oampo-
nentes redundantes ; (hay 10 oamponsntes entotal, si se especifica spin 1
puro, pero el nimero de componentes spinoriales que fisicamente eo”ha de
esperar si la carga es te, es 2x3=6 (el 3 corresponde a la componente del
spin); la existencia de componentes redundantes obliga a tormar oiertas pre-
ocauciones al calcular, y facilita la introducoidn de operadores singulares,
pero psrmite (si #e desea) dar forma manifiesta a la covarianoia relativis-
ta.

12, 14’25926nt1p° spin 4" en los cuales se eliminan

Existen formalismos
las cuatro componentes reduniantes; ¥ que oarecen de operadores singulares
innecesarios, pero a costa de abandonar el oaracter manifiesto de la cova-
riancia relativista (por ejemplo las ecuaciones resultan de ler. orden en

/97t 3 de 2° orden en las derivadas espaciales).

Dejamos constanoia gue no hemos o la lista de fo ismos lea-
23,2
dos para spin l; agregaremos unicamente el original, de Proca 3 4on que

las ecuaciones no imitan la forma de la ecuacidn de Pirac para spin % sino

a las ecuaciones del eleotromagnetismo:

‘), Uv=0 (1.7'-a) #e
- (1.7'-b) e

m 6/"- %, -3, U,

3,6"=m U (1.7%=c)

En notaoién tridimensional pﬂmost
° £ £ -!3
. ~ £ 0 - N
V2V (U:U,U,):U 3 (67N = £' K o H' (1.7%). Jeee

£ - N o

entonoes las eouaciones de Proca se agxepam, oomo es bien sabido, en un
sistema de ecuaoiones fundgmontsles,
‘.gsp mE 4 qudV
¢

‘szﬁ*mti
¢

(1.3"%a) =

v
EN |
"

m rol'a
-
my =-dwé& (1.7"4b) =am

y otro de oonseouenoigs, -
i

-y
2N =-yot £
o

-
dv#/ =0

(1.7"%c) u»

-
re -,

* rd
f‘:‘fta,-l .. paraasl mesdn vectorial, E ’ ]f para el electromagnetioo,
;Y E para la endrgia.
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l,e - LA FUKRC DE CHNDA ADJUNTA

Se define en forma tal que ? sed invariante ante transformaciones

propias de Logentz. Consecuentemente con Bolin..‘.'ante2 ponemos

A o L ) )
Y 8? ,m r‘” (1.8) AE
De (1.2) se obtiense
) VoLt *+
P AENER A bl 4 O (1.9)
+ \"*
o sea ( = Wi
2 Sy Ty
c)’*r‘v‘}ﬂ*:'a } (1.10)

q.f" 3¢

formalmente andlogas a lu): del electron.

Hemos hablado de invariancia Lorentzj; ella esta discutida en gral. en
é) Cep;.6, pero aseveracianes oomo la oitada se comprenden rapidamente si se
tiene en cuenta que ante una transformacidn propia de Lormtz* se transforma

oomo *:., ‘fm ( \Pm ’ ‘P(z) , fermiones de spin $).



CAPITULO SBGUNDO
INSTRBRUMENTOS MATEMATICOS UTILES PARA
BlL DESARROLLO DEL FORMALISMO

La mayor parte de este capitulo de matemidticas BEEL ASRAIoad6 a crear un
ingtrumento que nos permita trabajar con precision en un espacio de componen-
tes redundantes, mim-en la delicada teoria de una "partioula". Intercalar aquf
este capitulo, puede dar lugar a la impresidn de que el formalismo de BW es
mas complicado que los similares; sin embargo no es asi, pues si prolongamos
¥y profundizamos los demas formalismos de componentes redundantes hasta una
etapa similar a la que esperamos conseguir oon este trabajo, necesitariamos

crear también allf{ instrumentos matemdticos semejantes.

2,a -~ EL PRODUCTO ESCALRR

En el formalismo de BW puede definipse un producto escalr invariantel
/I* 0 (o? “' - /%li"fl’ (2.1)¥n
que o8 definido positivo, Sin embargo, tratdandose de spin enterg nos
convendra introducir en la la. mantificacidén una "aproximacién de una
particula" (cf. Cap. 3) donde la densidad f no es la densidad de probabili-
dad sino una densidad de carga, y (para esa finalidad) no podemos usar (2.1).
En cambio nos resultard adecuado el producto escalar
W=/, & (00, ee e
(pétrica indefinida en el espacio de las V ) en el que hemos aislado
la parte puramente spinorial (',v)sp . Bl producto escalar (2.2) es tal
que conduce de manera natural a la densidad § correcta (cf. Cap. 3).

En una formulacidén sin componentes redundantes, todos los productos esca-

lares ' ;

(% @)= fynld

con igual distribucidn de siignos en el espectro de | son fisicamente equi-
alentesez; por lo tanto, nuestro (2.2) es fisicamente 1nd15w1wde
todo otro produoto escalar tal que llevado a una representaclon v sin oom-
ponentes redundantes, el nuevo fl tenga la misma distribucidn de signos que
n= Im ‘('a ) Buestra distribucidn de signos es simétrica.

Por otro lado,la simetria de y Vreapeoto de los fndices spinoriales

implica que R 4 g')s AR ) O WYY \ 4
4

donde a es un nimero arbitrario; siendo equivalente trabajar con cualquier

a, hemos elegido a=1 por simplicidad. Si fuese a=%,el papel de 0 estarfia

desempefiado por lz(’l:“ ﬂ;) , qQue es singular.



2,b- LA CONDICION INICIAL

l il!.‘s 'sa,bicelo queB.las ecu:.:iones de BW implisan la oondioidm inicial

( "V ‘o’m)(k“) H(.,“tn me??- H= ;('Fi P G :?..) (2.3-a)
o sea o
[(l - ‘:n X;,)*’ 7.‘:1 (¥,+ ;:u ¥ (I ¥ ‘1:' “:’)]*:O' (") 2*-"'-)(2'3-])) X
que sil: -ontiene darivadas sspaciales y no es, por lo tanto, parte de 1la
exiazidn de evolu:idn pripiamente dicha de las ondas; como la cumple (t,x)
para t:ds t, > sea; en parti:ular,,*(oyx), se la llama "condicidén inicial",
Tiene equivalente en las formulaciones de Kemmer y Proca.

Hemos podids dar una forma nis simple a la dondicidn inicial, esto

a3, H‘U .- HR) (%‘;*ﬁ )

;(.-0 ™ (203-0)
donde H = X:p + (8 » Es trivial demostrar que las ecuacionesde BY
impdican (2.3--): para ello basta multiplicar (1.1-a) por ¥° (1.1-p)
por ¥’ rscordando W /ot JQR. /ot v

W v T ree o o ¢ » usar (1.4). Pero, por supuesto,

ello no basta page ésmestrar la equivalencia entre (2.3-¢c) y p. ej. (2.3-b),
pues una de las dos ezuacziones podria ser mas restriotiva que 1la otra; la
demostracidn de la eguivalencia entre nuestra forma (2.3-c) de la condicidn
inicial y la (2.3-b) de Belinfante se da enm el apéndice A2-1,

Corolario: Como (démostracién trivial) la (2.3-0) es condicidn nece—
saria y suficiente para que ‘j'= i sea el valor inicial de una posible
funcidén de onda, lo proppo ocurre con (2.3-a) y (v).

En el formalismo de Kemmer no es ficil emcontrar una simplificacidn tipo

(2.3=c) de la condiocidn inicial.

i I
2.0 - 108 zspactos €2, €% 5 W | omog sgpagzos ssoczavos, g ¥ v
I JELINFANTE .
Objetivis de ests sescidn: 1°: Introducir el espacio £ , que en la teoria

de una carga sera el espacio de los veotores de estado, y en la teoria de
campos serd el espacio de los operadores de campo (tomados a tiempo fijo).

2°: Introducir espasios auxiliares que seran utiles en lo que sigue.

2.c-1) Los espasios €  goim yW .

Definicidn: LL'remos € a1 espacio vestorial de las V‘). (’.\-:.) (con 1i,J=
=1,2,3,4) tales que /’Ys'j () ltJZ exista.

El grado de libertad espiméwial es 4x4 = 16,
Definigidn: Llamaremos & sim al espacio vectorial de los elementos de £ que

oumplen YLJ (2) =*§l (-t.)

El grado de libertad spinorial es igual al numero de elementos

fim .
independientes de una matriz simétrica 4x4, o sea 10, 6 es un subespacio

def.
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E sim

qie ~umplen la xondicidén iniocial (2.3).
Lemos tyememos mas sdelante que el grado de libertad spinorial es 6.W
. gim .
e8 un subespacio de 8 o Esto cae fuera de 1o comin, pues p. ej. en spin

-
4 cualquier £
e J

f

.
tal que /‘,il J: exista puede ser el valor inisial ‘V(o,;) de una posi-
ble funcidn de onda "V(t,-{ ); o sea, allf los andlogos de & aim y W woin-
-iden, ~0sa qie aqii no ocurre pues (2.3) no e8 una identidad en 6 sim‘

El que ol verdader> grado de libertad baje a 6 se visualizara en (2.63)
o-ss~yando la forma expli:ita de los elementos de Vf en una representacion;
Se observard 1o mismo de manera mas sencilla en la representacidén de Foldy-
Wouthuaysen-Tani, en la que la condiscidn inioial toma una forma muy Fimple
(ef. (2.92) y (7.100)).

También se visualizari disho gradode libertad observarndo la base gus
introduriremos en &l Cap. 4 para subtender la parte spinorial de W 3§ O
bien ~aleculard o las autofun-iones del spin (Secs. 3.i-2). Por otra parte.
£ o8 el numer> qie firi-amente es de esperar (of. Sex-. 1.4).

En todos 1loe ct:78 fo-malismos que trabajan con componentss wsdua-
dantes (Se~c. 1l.d) s» pueden introducir espacios analogos a 6Ei'm hg \V 3
158 mismos estan Zmpli-itos en la ~ondicidn inisial que todos los autorss
mencionan, aungie no expli~itan dichos espacios. Sin embargo, el trabajs
expli -itamente -~on esim y w (o sus equivalentes) nos permitird dis:uti:

en forma clara “isrtos aspe-tos oscuros de la teoria (p. ej. el autovalor

0 del hamiltoniano de Kemmer; Se=>. 3.0).

Es conveniente recalcar que en la teorfa de ung "partimla" (Cap. *)

v (y no E*®) serd el espacio de los weotores de estado, y que en la
teoria de zampos ("ap. 8) _W_ (y no €510 5 transformard en el espacic ¢

los operadores de -ampo(tomados en t=const).

2.:=2) Notacién,

Si queremos explicitar que trabajamos en la representacién ¥, o =1 la v
= r _
pondremos W ) W . 8te, Si queremos explizitar que trabajamos en un~

representacidn diferente de la original (p. ej. en la de Foldy-Wouthuysen-

]
Tani) pondremos W , otc.

2.,2-1) Espa:ios spinoriales.

Int-~oduciremos nociones cdémodas para trabajar p. ej. en el Cap. 4. Si'
W

e i os P coeim,p
en los elementos de los espac.os de dimensidn infinita € , EF™



-9-

fijamos p . obtenemos espa:ios vectoriales de dimensidn 16, 10 0 6 a

Ios gua 11 . E,, £ '

11 g 1 oy s s 's : ke
are llarames rvespe-* vamante Cgp , p ¥ sp + E1l indice ep estd

para rezordar que p. ei. 199 slementos de E" 86lo tienen variables
spinoriales (i.3).
Sim
7 L e 7. 1 ~
8‘, #8 el ~gpu~io de las matri-es n" (i,J-l 2,1.4); 65? es
-1 espa-~12 de las natii_es m"s 51metr10as, y W es el espacio de

las mat—7 ga "“-s s‘me*:i-38 que para un valor f i,]o prefijado de un

p.‘.\.-‘l’n; ten r B J.mp]%n
- ...’ ‘ - -
(4, F ogom M = (P + Qum)ID) (2.4-2)
(var (2,°—)). Simboli-amsnte. si
Hi)s <P+ O™ (2.4-1)A¥
P =H 110 (2.4

- S'm
El produrto es:alar /‘i v ) iz.2) puede definirse ené~ en & o

~2 W . Bl peodu %o ee alz: (“ i) puede definirse en €, an
8“‘ - i W' 8p fp
o 07 W, -
n+ t
:’«-. --A\' T 2 8’“~ @ r ]
faimt) loe eepa:ioz € %7 y €2 77

Para obtener el cperaddr proyeccidén que proyecta & en W (Sec:.
2.f-€) noa serda I*il 4:finir:
ast R
' e el =spa-is "v:2-toriagl de las “‘ . (x )6 E antigimatri-a.
Y

Y, ©--¥

anl
Mfomo an*ze  ae punsia @+finim el espacio E‘t’ de las matrices
antisimd*ri-as, que tiene dimension 6.

- T . . 3
2.3 Laa-l' .,JL_Y_ _3s Belinfants .

Sea ¥ un element> de :nalquiera de los epacios anteriores, por
ejeaplo ds E « Se pueda %:oner
Yz Y+ Y (2.5-8) ¥4
"l’.r-.-/\x*,' ‘l"l‘lv (2.5-b)%*
AI= %(-7 +,'u ’w)r s A= - W) (2.5—c)#x
“omo =3 =ak*iis, ' y .} tienen todas las propiedades de un opera-

dor proye::ion. es de ir

{Ax)’:__ 'c'I ( ~I)‘_-.- T R _l'z T .‘r=0 (2.5-2) ¥s

%oye tan a & -~espectivamente en los subeagacios 5t y eY (”'5&
6 *98 )5 a.nalogamente proyectan € -en C“‘I y &“-r y
W en W' ¥y W , etc. Si @ indica suma directa, es
E=toe ; £"= f"""a EXF 5 Waw ‘o W]r _ (2.5-e)
{es deziw para toda EE es \" Y + Y ’ Y Ge Y 5 & setc.).
Estas des-ompogiciones son ortogonales respeoto a (2.2)j es decir,
para toda""lc Er(o f‘h’ etec.) y para toda IG ('(o fﬁ.m , etc.) e~

I,9 5o (2.5-f)
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como 82 demositrara en Secc. 2.f.
Como ‘{/ (3 eslm tiene 6 componentes independientes (ver (2.9-b) mis

I ;
abajo), y tembién 6 es la dimensidn de w s /.~ es uno de los medios que

fusron utilizados para eliminar las 4 componentes reduendantes de ‘h&:;m (ver
p. 2j. Ha:*‘.‘.er14 que usa la versién formalismo de Kemmer de A7). Quedarse

con 1 IG ESim 1 tiene por equivalente en el formalismo original de Froca (1.’
a dase~ha- (usando una representacién adecuada) a ’ye 1 (ky1l=1,2,3) es de-
rir desechar los anilogos mesdnico vectoriales del potencial escalar A%y del

Z s k1l .
~ampo magnétiso F del electromagnetismo (que es lo que hacen Tiomno y Giam-
L]

biagi ). BEsto estd ya hecho, y lo mencionamos simplemente por completitud.

Es ~onveniente aclarar que si bien /\I Y’ = ‘J I (V; esim ) puede con--

. . . im I
du-i~ a uvn formalismo correcto sin componentes redundantes, j no es «l

@aps-i9 W de 1os_vestores de estado, ni en el formalismo de BW ni en los
rssSantes similares (comparar (2.9) con (2.63), mis adelante)s . Es:decir, nc

I
Mdn\VG Wes tal que , ' = ; pasando a la representacidn de Foldy-Wou*l .

<

Tani (Secc, 31.n) deberd por supuesto mantenerse que no toda * Y ‘ w es tz. .
b ' . i ‘ ) S
/\ v = . Ppero alli occurrira qus toda } GW sera tal que -+ * -

» P ‘ I N I'
(~omparar (2.9) con (3.100), mis adelante). NStese:» ~, no ,” = .

o~ A) 1ra representacidn.

A wveraes utilizarernos la representacidn usual de les J ’

y (01 A
] (5 _0), 3’-{-3- g-) ) = (Vo) ot bi ¢) (2.6-2) % ¥

Y. = & 8;’

<) s O

en _a 2ual+ (2-6‘b) * x
con €=6 = 1, G, - E., = -1. (2.7)

En esta represente.cion, si% 8 sim '{ E"m

(Y W) Y ‘V + P?uflv 1] Z-Yga :“:'l j‘l;l‘i/.tf 6—)%

De (2 5—‘) y (2. 6-‘0),

Ac,ll.u) )" z( t‘). ':‘)‘ 2)’ )= (1"’ f ) i ). (2.8-q)
ana oga.men*a
/\aa,;; 1006, 5 b, (2.8-b)

Por lo tanto, as{ sea Yt . ¥ geim 'ﬁW
I r
q/‘niz = i(“ f._‘, E'_‘) \‘/:'.l:s 9 \h(..‘. = 2 (4— tf! E')t;ﬁg ] (2‘9"3)

(o223 - ° . o
v 3w o0 o ©c ©° Yo P
V:_ *“ \r: o ©o \$- n;. ° T “fay
O“ o ‘Va ‘.'ﬂ % q‘n ° ° (2.5-5)%

o 0 Wy ) Yoo 0 O
Se ve que 31“‘5 ’ ‘_4’ tiene 6 com onentea spinoriales independien-

tes, como anticipamos méds arriba.

+
No sumar! (cf. Secc. l.c).



2.3 - IGUALRADES Y EQUIVLLEKCIAS
£.3:7) Igualdadss.

!

Es tien onn~-7da la defiricidn de igualdad M — N de dosoperadores

v N que - -~ansformar un espacio A en elementos de un espacio D

M
M

¢ LU i .
= N\ 2. para * o \PG’A' es v 7 = Nl og B, (2.10-a) %+
BA _
~ . ) & s’m . i -
Trhma 2cs espatt os f y W no son iguales, escribir p. ej.

>

N v sara 13 :sariamente lo mismo que‘escribir [ =z v
. e ew

X

o
m
I

"y derar=mos ~rsbajar con varios espacios , evitaremos eflrores y

co2fusitnas si ayplisitamos s espacios 74‘ Y E en _nuestras igualdades.

A,

Ar=viaTenos.

<

h 1= . s'gnifina

ER (2.10-t
M = 1) signifi-a fl v,
(13 2a. a%ravia-Zon se de“e a que 8 es eleespacio en el que habitualmer.: -
“pararian 1as ma*-’-23s de 4 ‘ndi-es r"/l,i‘i"» por lo que la nocién de
2gualdad en € - r-ide on 2a usual). *

Né*ege que nusstr-s operadores que tramsforman A’ en B no siempr-
#'m de? *'ro cue .0 matemati-ng llaﬁn "sobre" B . (EB decir, no siempr -
v.-.dr pun-o d~ es imagen da no ).

Sera d= apli-acion rejterada este evidente teorema: "Sea )q‘ un sub-
aapacic de A’ ; sea B, ar. auhespacio de B tal que para todo T lﬂ"eé
»
M\PE B« (de dondz i - € B, )3 entoncesH
=~ = o= N 2.11-5
SA 4 [} B.R' r (
Corataric (rezordar (2.10-3)): . ¥

M=t = - = 2 (uon

En 2. :zpendi e A2-2 so lan las demostraciones de las férmulas que

Biguens
S. ,ﬁis"sz ;’ l).‘{ \ a3 ‘;3‘. P (2.12)*
; -~ -~ * -
8z H= «-p+0Om o H, Iw; ;9"0) (2.13)

e i .
Pr‘-.‘“i:upues*:’:. P °j. .a (_.’«T,I?Adebe entenderse as{: 9i /' y ! tran<
forman € en puni s da € y si 3yes > ° BGuse o entonces A y son
iguales en el espa-ic de los operad:res que transforman E*™on puntos
de € v,

Es de sshalzr que dos operadores pueden tener "elementos de matr:
d:fzren-as" (2n ol san+tid~ ususl) Y ser iguales en el espacio de los ope~

d-res que transforman -ierto espacio en otro espacio; por ejemplo, en la

rapr=g=ntazion (2 5) es

*No podancs restringiznos a W' : Con ayuda de (2.33) podrd demostrarse qu~
o . \'/ H 7\ W
nj. 51 VeEW es H W &Wpero que puede ser ) Y e .

++El simholo ¥ ==» " significa "implisa" sim ,
s
¥ Esta forwula vale tam%ién sz E—¥ E,' ’ EF™ - E" y W~ \”,' v



-~ » .
f=t ;“;'“ﬂao’ (33 ==V,

X (H'\’I“)n,n: H“ SJ; : (nn@-‘. -‘;(jr.)u"i =m

s |+ (2.14)
. v =-mA (W, T ) .
(1, h 0 3he 8, Byy= 4x(mps S7),, =70 # Cala), s

Siz amtaxgr am Hu) ltu “ Im HQJ am ei sentido de que ambos operadores aplicados

2’ misme -ty da W dan igual resultado. En cambio,

comec wImog, A8
B4 H I . (2.15)

1-7) Ejuivalspci esralar

<

Bsta no~.6n sa imwp rtanis porqua en la teorfia de una "particula" (Cap. 3)
¥aremes que ics -~parsu~ves “equivalentes esocalar" dan los mismos valores medios.

Por qefinicion, =Nl X ﬂ son operadores gnivalentes" escalar en un

espacic wertarial A ei para todo W ¢ R es

(V,M¥)= (¥, M¥) (2.16-a)
/Y+!;MY&=/ VE‘:NY‘P" (2.16-Db)

~ nem g (2.2))

3nd: camna, N
M x‘ (2016"0)
Fo

Mo N= (¥, MP)=(¥ NY. (2.27)

para %odo 4 y' * 64 . La demostracidn se basa en una conocida identidad

algedraiys fvam A2-3),

Ohsavyamns adends que en la definioidn no se exige que M y N transformen
A  en A basta que transformen # en elementos de un espacio D tal que
(W .M ¥ ) tonga sentido para W 6#& , MWD, para esto Gltimo es
suflciente que el productc escalar (2.2) esté definido en el espacio & (Yy
Wel Yygw & 3 estén sontenidos en o

Andlogamente definiremoss son equivalentes escalar spinorial
9L un espaci~. wastorias A 81 para todo cR es .

(Y. M), =V, W@ ), * (2.18-a)
o [y, + 4
Y‘};M‘l’ = YINY (2.18-b)

indicarem-s ~
Mz, N (2.39)
Com-, pars e! sas~r anterior se demuestra que
ME)Nw = (Y, "q)";- (¥, NY)" (2.20)

para tod- ¥ @ ek |
Ademis es sv-den%e qus

A
aungue 2 resiprisa ousds ser falsa.

MEIN = M & N (2.21)
Se ‘mpone una pregunias Le noocifin de equivalencia esoalar, no es siempre
-2 misma gu9 la de igualdad? La respuesta es: En nuestro caso, no, oomo demos-

Yraramos a ~"mbtinuacidérs

iF.—:.. PERG S I T S

BEsta aguivalancia es %ambisén una equivalencia en el sentido de los matemé-
*455a; adamis, My N son "congruentes médulo ® rdonde (9 es ol espacio
ds los cverad:rss ) iales que /¥, O ¢ ) = 0O,
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Antes (y pai» 44/ m~tivo a la duda) recoxrdemos el conocido teprema
“Sea {Y, @} v preducte essalar da elementos. Y,P e R , tal quo*{y; @0
salve W = Oy soan M y ¥ dos operedores que transforman A4 "sobre" A .
Entonces. {Y u¥} -{y.5¢} vara toac®WBBCE A > u x 5" (2.22) e
(El tecrema s« muastra ssfs Si Mz N , evidentemente {y,u\v} - {V’,N\’} °
S {)V,H?} s:{ys'ﬂ ) A l'jJ , (¥ . H)¢} = 0; como ¥ ‘es arbitraria, pongo
Y-m »Ng . {iX W) ¢, (M -N)@} = 0de donde, por la hipétesis
s (M WY .. ,

Pexs =7 p.as¥re rago o) teorema nc o8 aplicable pues (problemas aparte
son 81 “a-rral) puads sexr (W, ) = 0 con YW§F 0. Claro que ain se puede
pensar que gpn <%¢ras hipdtesis (v&lidas pars nuestro caso) pueds redemos-
trarse (2.23)s per~ ello es imposible pues en A2-5 damos un goniraejemplo
equiialentes pero diferentes,

de operadorq!

Beta - equivalanoia es importante al estudiar las representaciones tenso-
riales del grupo de lorentz (Cap. 6) del tipo ’/M ?’(de allf viene 6l

nombre . i
Definimons M ¥ N son eguivalentes tensorial en ﬂ si para todo

o

Yé‘ﬂ s= {recordar (1.8)) \T/M \V: ‘\.PN \P
indicamos M ~ /V

A

(2 ° 23"‘)

Como en A2-=3 se demuestra que

MEN= vM V’?N‘f (2;24)
para todc Y, \P cA . .
¢ oesm “”xﬂg\rn\y: \P"v

Ademae, =1 A -

vara indo Ycﬂé’ W*M ‘szy‘N \P para todo Y,?é}ﬂ' (2.25)
Por ejemPlr,, para demnstrar que M“'ﬂ}’ N = \r"M V= "N \' Phbiosd

Yelply W ez (2.24). .
La demostracisn 4de (2.25) exige que si ‘Vé/l sea X(,y.x(.z) Yé ﬂ' 1o que

ocurre paraf} o & & aia ., POro RO ocurre en - El oaso -

queda amsluftdc an la  (2.25)s

S.*.-‘J4~£ 85@ : W e . + A
% & /ﬂ?{ K Q)N = ¥YMY-= '{Ntwpm tcmp"“'l’(" o)
BYMP=YN P oo cn: FoPED

BE TR Y R

is‘n!‘.s decir. que tods el%mex‘bzto \( doﬂ puede"pensa.rse oomo imangen de otro
slementr Y de A& (5. o3 Y = MY). e
++0yservands (2.2) y usando la representacién (2.6) para‘ ‘e8 intuitivo que
P#£ 0 son ‘P \P) = 03 la pruedba rigurosa la damos en A2-4.
Cabe no<a similar a la hota * hecha al introducis®™la equivalencia escalar.
Se pueds demostrar verifioando que si \Poumple (2.3), no la ocumple Gf’l"ﬁ
5 tien empleands:la (1;33) a demostrarse mis adelante. '



2.3-4) Fomilas &-5¢a ajuiwalensias.

= R R

Sas ﬁ, un ahaspacis da ﬁ’ } es evidente que

MYN = M+ N (2.27-a)
M > o~ "

*“)"N M (*')s'“ # M z: N (2027.b)
M':{‘N = Mf{' N. (2.27-0)
Tambiar 88 *T ¥ia' qua

M N (2.28-a)

= = 1 ~ .

M N M ) N M y N (2.28-b)
Pa7a19 do ,wi;:&laglﬁl_i@gg&&gy

Dig. ;ia

2 e 3:; Y‘;M 2 7:) Y;,N svansforman A sobre A entonces

~ [ * ye . 202
MiN= rrM g5 unN (2.29-a)
= WM v LN ¢ransforman & 'sobre A entonces
M'E N = wMs uN (2.29-b)

+
N~ stempre €3 ~urplen las hip”tesis en las que (2.29) es vélida.

¢
Dem~» ‘zam~e a.g. .a (t)s Definy sl producto escalar {V¥,¥}= (*"a;?)’ v'
g o8 <al que (Y. ¥Posatvsy ¥ «03M & N isplica {F. LMYN(Y, N}
60D WM ¥ LN 2 %cdre* podemos apliocar (2.22) y esoribir
,u) N,ﬁ '.:).‘

E» AN % =4 dapusevrar las £ézmulas (2.30) = (2.33)s

,""M Z ’«:;N = M(f;‘) N = M 5"; N (2,30)
Y ++

A(l) Bu) ?'r"‘ B"’ A") (2°31)

Mi';.u = N')‘,u = P«‘;,J: = M a':" N év;;- P (2.31')
AnB,, e‘g,::m) (V'B) (¥R),, (2.32¢a)
A* (5., 0 (2.32-D)
peee & mar AT Tim 0 (2.32-0)
Am Bm E.?»- (,.B)(n (,.A)m (2:33-a)
Ef;: o oy (2:33¢0)

pPo3e @ =3 2

(2.33=c)

WA

o=z Lo === R s

#Eiemp'l ~ 8p que nn Ae dan las hipétesiss De (2.33~b) (ver mis abajo) es
1&_%(‘.:, Yot L) wero <~z #{Y, « V. ) es singular, no tiene inversaj entonoes
Vo[ 2% + T )] mo %iene unversa. Por lo tantc no puede hallarse Y

2al que W = Y, {'i(!,f, v,+ 1MW  con lo que fallan las hipStesis necesarias
pasa (9. .3-%)

Aoy W
Ly 7By

25 w8 4%y de doe fndiszes,



Es sorxprender-s la

-

X, Fx0 > Yo P a0 3 (2.33-4)

w- w

fin smharg- .

;('m'-f‘v* 0 ) ;m'_f #0 (2033-.)

w | w
o3 .2 ~ . o® Y "’N 2.33-f
!l)xmfz;‘ 0 ! ‘m ‘;nf:;;.o ( )
AR (2.33-6)

() e8¢ *
w

2.4-) EL prrrsdimiento ¢onooids pars un espacio con méirica indefinida

danvess sea § .o operadcr hermitiano (en el sentido babitual) de autovalores

% % em des.z tal quo o
+
=, (2.34-a)s
3
n=1. (20340 )er
22,19,10

Salwo a rs~w3 la nomenclatura, ~h%tenemos de las referencias las

siguientes nocioneQq:
Se defins un pr-ducd> escalar
+ >
Vo9 - [Yepds , Y, ee K (2:35)8 v
snton~Az a mair.8 en el espadic ]r{ es indefinidas
(h¥)20 . (2:.36) wv

Defnicsnag

\ - 0
4) E} -~or¥.gad- pereudchermitianc A de w» operador A es tal o:;ue:l

{Q\Pst’) 3 ‘(YI?), (PBI‘B todo‘y,(fs‘x )' (2037‘:_&)’*
2?2 03,10
- TR
I Ll ’( A¢'(- - (2037=b)§j
®Y) "= -para. s peaadoharmitians 8. 22,19,10
2ok (2:38) 27

o) Adap.amns ol pvo-adimiento anterior & muestre casc.
B pr-davie eacslar (2,7) es dsl €ipo (2.35) con
-+ 1 > . o
R Ze W Yy (2.39)
7 sampla {70,

sim ¢ 3 definimoss

Sea A’ unt cualquiera de los es&pacios w , &
A i Ei -omni-gad: paeudohermitiano M de un operados-l¥) , es todo

LRGRMGE - Bl qus

qu.:*ar‘-"»;;;vi;;n 1a n~cifin de pseudohermiticidad para poder definir observables
en la tecria de una carga (Cap. 3).
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A
(MY, ¥)=(Y, M¢)

(2540"‘)
para tod- w ) V ek, .’3'.
Querems® hallar la inzégni<a M $ #1 indicamos
. M = y‘;M"y‘; _ (2.40-p)
sn:cz.es 1ns 90 .ucién A As (2,40-4) w8 ﬁ ™ puesto que
MY ) =/EMPY = M0 - V.HY),
PAT - amhidAn es 8-11%100 /pf Seu~. .4-2) todo >tro sperader M tal que
n C;; M ) (2°4°-°)

A
15 panare gQue .2 solucide pueds mc ser unioca (recordar los ejemplos de

rexadaraz difsrentes psto qus 5:m eguivalentes escalar). Vemos que tenemos

mge =-l.cicmas  que en{7.37)

Hcora: 45 sgual jue en _a dafinici 5" (2. 16), en la (2.40) no se exige que
M - “ransfo nay basta que transformen # en un
s8pa‘is P %6l que (Htv) ¥y v “") tengan sentido para todo W,
¥ 6A , pers 1z suel ‘ex AW, £ o . € ) basta definir (¥, P )

sv € « smponar que o PsE sea ﬂfaf, av‘zo

—

[Lamarsm:a a M . conjugal: pssdohermitiano prinojpel de es

eritial que

M«N = M+N (2.41-2)
MN = N M, _ (2.41¢b)
(Y, M- (Y. YY) =(V.MY). (2.42)

Mapt - 4p az £3-.1 demoaixar P que s ﬂ', es un subespacis de # 5
M “ M (2.43)
La (2.43) ros permiis pasar 'pq 2}, 4o la conjugacién pseuhermitiana en
£ 1a scajugasién pssudohermitiana en W .

La conjugasién an la sual es<amoe f{sicamente interesados es la conju-
€oc S en W s POTO 8 Vveces necesivaremos las efeotuadas en goim y en
8 . {ps »). al estudiar operadores qus proyestan értogonalmnte sobre hf')o

Some az =pir &, @ 73 as pusde 2e~ 311l poder definir la aonjugacidn peeud6-
humi Lana AL 8% eSpax‘n apin-rial iUnica_ente; Sea 4., uno cualquiera de los

aspa:iia € C""' \nf' {recordar Becc. 2. c)y definimos el conjugado
hermitiano ' do un o erador en el espacio f mediante
MV | O '(Y n" ? ) (2.44-a)
pa~y 3 , s?
SR =7 x'
R M “‘“ (4044=-}:)
fagu” + - coriugads he-’mi“ n- an e. espacic spinorial dnicamente), entonces
i;p — 5 (2 44-c)

7~
M (5,0
B!) Adap*am~es B) ‘Senz. 2.a-0) @ rmuesirc oasol

Daf.s Un :perades M e= pseudohermitiano en un espacio ‘R’ si



£
”~
Mg M (2445-a)
0 sea 8i
MgM. (2.45-b)
Entonces,
(Y. MmY)
| (M\P"P ( 2 (2.45-0)
para todo ‘P; lPE A.
Por qué en (2.43) no ponemos el signo ;.? Porque el simbolo . ©8 suficien~
A

te para que se cumpla la (2.45‘-0) que es todo lo que necesitaremes para la fisica.
Para que (2.45-b) se cumpla- es condioidn suficiente (pero no necesaria)

que sSea

M=M (2.45-4)

2l

2.f- PROYECCIONES,

Los operadores proyeccidn que mas necesitaremos serén+los que proyecten
ortogonalmente (respecto de (2.2)) o Esim sobre \. ; por ejemplo, los
necesitaremos para tener operadores practicos que representen obse#vables en
la teoria de una "particula" (Cap. 3).

2.£-1) Repaso de ncciones conocidas.

)

R,
En general ,\ indicaré el operador

que proyecta un e8] acio vy  sobre sub-
espacio , , en la ireccion de un sub=-
espacio complementarigp ﬂ' (fig. 2-1,.

Si la proyeccidén es prtogonal (respec-
to de (2.2)), lo indicaremos con un subindice
> 7”7
A ¢ Ademis, cuando no hay riesgo de error,
podremos suprimir algunas de las especifica-

ciones indioadas.

-t Sean ft ¥y ‘f‘: dos subespacios de
, Y 4 ' -
QA({ (fig. 2-1 o 2-2) tales que se tiene la suma
Fig. 2-2
directa
7‘3: = ﬂ thLl (2.46-a) * ~
es decir tales que toda L # e3 del tipo
Ve y® (2.46-b) * ¥
con
AR 2 rA ,
\‘,m: Ajl ‘{'e/’h \ \l’ — A,{: \{‘e/%,. . (2.46-0) * %
e Ad aAl aALR
AR g R N LAV LN e Ll DY U (2.46-4) % *
Aﬂz +A *’T‘L I) (AA1 )‘t& A)Q, 7\A'Q\ )44 A,‘l, )
AR pA R
AA A a /\4‘ A-h ;AO \ _2)
" rtogonal respecto de (2.2) (fig. 2

Si queremos que la descomposicién sea ortog

8 decir que sea
o q (|) 1) (2.46-’9) X ¢

m en la aprozima{clorf do) una q‘part:[oula"
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) ()
para todo " €' ey ? G.&L . entonoces es sufioiente (cf. A2-8) que

N, (o A > ) sean pseadohernitianes en A’ '

AAIA’ AA"' (de Aonde AA“e:c Aﬂza ) (2.46-f) % %
X 1

Ejsmplos Las descomposiciones C = EI @En
etc. de Seco. 2.0-5 son ortogonales porque (of. A2-8)

I I II 11

A A (osea AT = A ) (2.47)
la (2.47), con ayuda de (2.28-b) implios que se oumple (2.46-f).
33

(Para ser consecuentes con la notasién deberfamos Lkbder puesto A.L s otcey
pero ello no es practico en este caso).

. € sim . esinl

® esim II'

2.1’-:2) Un oporador proyeccidn simple (pero no ortogonal) de Esim sobre m .

‘]‘Jgfinimos los operadores
A = (I + —“LH‘”) (2.48-a)

A = T-AL = 4(1- tato) (2.452)

2

Se trata de operadores proyeccidn puesto quo (oomo es trivial demostrar)

w2 W s sim 2 FENm WS E et et w et
CVaER BV, W\ Fe )/\ Ay Ay =A, AL =0.(2.49)
sea Vs £ 8im ; es evidente que ch sim cumple la condtoién inicial

(2.3-c) de donde A‘g"‘me W aAWt proyecta ¢ i o obr } también de

(2.3-¢c) se deduce que AH‘ mY \\f } llamaremos F al subespacic ¥
1zs A Y . Tenemos pues la suma directa
£ . We (2.50)

Que podemos simboligar oomo sigues representaremos C:am con el p_lano del
papel y los subespacios \\/ y Fde & 813 . on las dos rectas de la figura 2-3.
Evidentemente, i
sim
A S LA, 500,
Pese a que el operador AF es muy
simple, tiene inconvenientes para las

W aplicaciones que siguen pues la descompo—

sicién (2.50) nags grtogonal respecto del

Fig 2-3 producto esoalar (2.2) .svor prueba en A2-9)}
Vs W Pe §
(1] dooir, existen ciertos pares de vo)otoroa ’ ? € tales que
w F
(P, e )lo; (2.52)

é8to 10 hemos simbolizado en Fig 2-3 dibujando ejes oblicuos.

aim
2.£-1) El_operador A\vlgsim que proyecta orteogonalmente ¢° sobre W .

wet'm eim
Buscamos un operador A L Qque prc:yooto E lohrow ¥y otro
wes
. 4 gsm A (2°53)
Que proyecés - Sin o 'y, tales que la descomposicién
LW e g (2.54)

ses ortogonal respecto & (2.2). Bs dooir, que 8i YGW’ vs %/aen



Y. P -0 (2.55)

1o que simboligamos dibujando ejes perpendicularess VE“"‘
Vamos & construir /3%, en base a que
(5 cumple (2.55) y que sea
Vel (2.56)
para toda Yeé®'™

«b) nos dioce qu 8 satis—

Lacex (2.55) oi todo elemento de U perte-
Elh Il
Dece & ¢

_ n } el préximo paso debe ser
AV ¢ W evidentemente esoribir (2.56) usando /\I 7
An } para ®llo usamos la Seco. 2.b y las

Pig 2~4 (2.5) paza que una e E°® portenence

también ondioién necesaris y sufjciente gque 8¢ o
+ T al
- '\1—1-? = - g fAI\I’. I (2:57-2)
Como ¥ ¥ «=¥?3 yoomo We (A + A )W , es 1o nismo poner
I - ~» —» B
Y=AY- /\I(m..; Yo) P\,  (2.57-b)
)

Entonces es rasonable ens -
A [+ e[ A~ ATt ?)
donde a s un.ndmerc a determinar, diferente de 1 puesto que si af 1 toda
"Pe €™ oo proyecta en una "V“ Awfﬂm vquo ounple (2.57) ¥y que por 1o
tanto pertenece a \,\f .
Hallamos § imponiendo (oa‘n‘o ya dijimos) que %, esté inolufdo en
E: sim II, /\?Lesm?: (I "A“it “) \RG Es-mm para 1o que baste
A (1-ATT)¥-0

(recordars A I A 1, 0)s do aquf ebtenemos

a=0
o sea
Wog s I o, > 2 = 2.58-a
AN S A AT Qo+ V) F (2.58-8)
Ain falta probar que (A“’f “'“)‘, A\stcﬁ‘m 0 8ea que se trata de um
+ L

wEsim
operadar proyeccidn propiamente dicho, pero antes indiquemos que el A I
definido por (2.58-a) cumple también (of. 42-10)

AL =T - L (N, + T PIA (2.58-b)
= LA‘Tn)\I“‘ BJ%#“)(HH)K:) + H(u !I:) (2058*)

o e o . 2.58-4

= 4, (H, Yot Hoy Yoy + B Yo 4+ Hg, ) (2.56-4)

= (H )5+ 0 (2:58-e)

= :'.:; [2m+2m Y, yoi) = ?m* —‘:(u)'? + (Y &.m + ¥ -&nl)'?] (2.58-1)
=[- ‘:Tn (31‘-: —_L:,)(H.,, ~Ha) (2.58-6)
En cuanto & /\2 €% ponemos
YU O Vi (2593
y tensmoe p. oj. (of. 2.58-¢),
AL = (030 (Ha i) (2.60)

Se treta de un operador proyeseiés prepiamente dicho pues (of. A2-11)
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w Ea‘. ‘\\'I f m
YO AW
de donde — / (2.61-p)

- gim
L‘}E :)-E"'“ )
;,\Sil- AJ—

ob-. .
(no es 1fcito reemplazar S " bOT "?" ni por " = " nj por " = "),

Eh‘m

Con (2.61) hemos verificado (2.55) (cf. (2.46-f)); ademés evidentemente

/\V-iemil i /\2‘”"‘:30 (2.62)

Una representaciodni

S'm
. WE
En la representacién (2.6) de las ¥ toda A‘ ‘Pe\( obtenida por
proyeccion ortogonal a partir de una Ye gsm es de la forma (cf. A2-12),

Y, L ARG Al AL 2 TR ) A e
2m 2m

Y, LA A T N M
A Y- o Zn

3 3
'_’,_‘«'n".’tl‘ "’Ya‘t‘fﬂ AR ARAN) ¥s Y.
2mMm 2m ‘
] 3 i
% "4;' A ’;1'7"""1 A e N Ay A \rqq }
am 2m
‘ | (2.63)
donde ‘::Y‘l ; Y“-‘— ";.1 VP pleipts
Corolarios +
Comparando con (2.9) se ve que pare construir por proyeccién oxfiagonal um.
W ST .
elemento A ‘ %\\( a partir de una Ve goim 86lo se necesi 1

t ;mA la misma conolusién se llega observando (2.58-b). Es decir, si
Y&
A\Z-Ec-mv =AVV!“;MYI=AZ£“‘\(AIV) ] (2.64)

2:.£~4) Pr tos de operadores proyecoidn ti p & £-

En A2-13 se demuestran las férmulas que siguen; si se recuerdan las fig.
2-3 y 2-4 los resultados obtenidoe se hacen intuitivos oon las figuras asooiadas .

& las ecuaciones que siguens F
A\:E“MA:{W*- :t“‘“ (2.65-a) T WYee™™ Fig 2-5-a
NNZ("‘V -
o
wet™ Feim fet gl . I Tig 2-5b

- - \ [ X Y
AL AL AN ALY R Aoy y ;b)a_x:,‘,

wEl™ afftw —» (L) "5"‘-*
. — v NA.\. A\v \' . A.l. AV .3
Salvo lo de "proyeccién ortogonal" este corolario no es nuevo (Ver Belinfante”),




-2]=

. g
64"" FE A st i
/\31. /\W = A.I. /\
(2.65-d)
Yo s A
w € wE wé
(2.65-e)
b Li?’d. E's.ut wé
Arc AL SAr - M
(2.65-f)
Fe g wr € Aamb
A AYS 20

g e

Awr /\5{ - N

(2.65-h)




22-5) mm»-_ue.mw‘“ S i
Las necesitaremos para 2f=6. Dot:lnim les operadores

/\ut- (I+1) \/\2:1) . 5.‘1, W \ (2.66-a)

Lolu | 1
govte o g
Aéjtm ! I :ﬁtf -/(I—i)
£°"E
(Aém ) —1(5L ny ;g(d 5(4.) (2.66<b)
Gl 1o ja b ¢
Sea \}‘ un elemanto do & 3 es trivial que,(cf.A2-14)

(5tm) é""‘e nrn (Qﬂl °""E ant
\y = A ant Y ET E \,/ csum Y é (2.67)
J que se trata de operadorea proyooci&: pues

5"'\ éStm n,.} edr‘e
(Aiant ) A Q“t ; (Aés.m ) A Siwn

4

£ e""‘e €5 e (2.68)

Aéo\nt Aés\.m Aésnn A ant
oon 1o que

ey gonl, l
Af wnt gom o /1 o ’_'-'" 0 (2.69)

E""C EQ"" ; [
Aéar& Co;;' O ! Ag-"'m ant

les proyecciones no sca ortogonales y (ot.ﬂ-u)

EME £ (2.70)* *
/1£ anl ¢ Aéant |

8in embargo en el punto sﬁumte estos oporgqloru 208 permitirén proyeotar ertg

gonalmente £ sobre \/

F
inalmente, si “13 e ‘una matris 4 x 4, es (of.A2-15)

£$lm — € scy.- Si1m
Aeolt’ A(‘,g;:m Aéqn‘ ﬂ’l’ 5... EO“‘& (4,'* A(z))

éan{ (2.71)

a,.l {
Nom A5 A z% 2l A (4 A)
2f=6) Proyecciéa ortogonal de éi sobre V/I WE

“/f AR 4]
Asf oomo paraA-L s aquf también se puede ococnstruir el operador A.L
a partir de propiedades prefijadas, pero su obtenciém es mucho més engorrosa. El

resultado final es (0f.A2-16)
$tm gs'm

an
v(g \/ ) — —» —> ﬁ 6 é
A A J Ca"* .+ *m ( ‘l) - 12) )./P A A&"‘ n) (2.72“)

ILMJ 3 'bL,gz 12)1 (of. Seco. 1-o)
El sfmbolo/ X es 2a megmcidn del N\, .



o0

Ve dla g Galmt I > - — gealé
¢A_|_ . ﬂg,&z \ %mﬂ (fm" U(z) )'7 ea'.:n (2.72¢b)
WiAwe v 0 ° 1
:ﬂt ‘ee::t g ‘}:q.l H(-)K(» - “% x(g) )A,Aé,:: (2.72-0)
sl - ) 0o é é
A iﬁ + 2 (Ho-Ta M)A Nein  (2.72-)

T - .
AY‘; '-f;m (Hm* “(7-3) (({0 1+ ‘}’éll ) (2472~0)
A?" > I - A:u ; (2.72-t)

vé
\,r e8 un espaocio tal que sus elementos son Y - A_L v, s

\J@\f-ﬁ ; (2.73)
n AL VYeWs ALV VeV (2.74)

¢
( A‘: y A,\, son operadores proyecciém propiamente dichos pues (cf.A2-16)

wWe W)
AL AT (AL AT AL AL AR 0

Bvidentemente,
(3
A{é \:f I ) A‘i:r (2.76-a)
W

A:.rt e:"ﬂ A L (2076"b)
La desocomposicidn (2.73) es ortogonal pues (of.A2-16)

~ A“ré - L Ve - AVE .

A AL s A, A, garte (2.11)

Debe observarse en (2.72-e) que aunque aparece Ae AW
i = P X, tonlE '
\' =2m (ﬁ‘ -(m).'? A A ¢ es tal que u- 'ji o La ocontribucidn
de A“"‘”gﬁ a la formacién de W se debe a que 1los espacios & sl y £ %t o
son ortogonales (of.A2-uy'). El que la no iortogonalidad de \‘ry£ ant obliga a
la contribucién de & ant cuando se proyecta ortogonalmente E. sobro\lrno v;.i.

sualiza en la fige.(2.7) ouyo plano simbolisa al subespacio subtendido por y

¢ ant,
£t
Pig. 2-7

o e,’fw*

— e .y -

-p \VA
wg
A,L O ¢ W



CAPITULO TRRCBRO
LA APROXIMNACION DR UN4 PARTICULA

3,8 - RESUMEN DE NOCIONES OENERALES CONOCIDAS.

BEs sabido que 18,10 para lpin entero no se puedo construir la aproximaciba de
una partfcula oon f = densidad de probabilidad, [ d3x - +1, sino la apronng
cién de una partfioula™ o carga, oem ef = densidad de ou-ga., ef}o @z = o=
carga del sistema (e > 0).

mlo estd comeotpde oon el hecho de que puede definirse um preducto escalar
4ndefinido adecuado en el espacio de loasveotores de estade.

Varios autores han trabajade sobre spin entero y sobre métriocas indefinidasj
no todos trabajan oon la misms generalidad, ni eaplean la misma noaenclatura, ni
proceden de la misma manera. Hemos tomado ideas de varios de ellos formando asf el
esquema Que siguej dicho esquema es adecuado para nuestro trabajo (salvo problemas
conectados com \/ § A =18 £ £ ) 7 le menos 1libre de ocontradicoiones internas®. Ne
estudiaremos pa.rtio\gln neutras pues Feshbach y Villars mostraron que al menos
para 8pin O os preferible atacarlas aparte, via teerfa d¢ campos
I) Con una métrica (', \f) indefinida en el espacio de los vectores de estade

(Y, V¥ )20 se pueden describir estados en que la oargs total es e

(e>0). 51 (Y, Y)/Onomlimmn‘]’nfomqmuu(‘[’ V)=,

Le carga total es o( Y, ‘f’ )

I1)la métrica en el espacio de los vectores de dstalo se define asfs ( ¥, Y )=
‘1)’ 7 \{7 d3x dondo q (que es Gnico para uma representacién dada) os un
operador tal que '[ - fl (¢ = oonjusaoiéu hermitiana habitual , es decir res

pecto al producto escalar Y * L? )3 (l = N implica que la oargu total e

real. No hay restriooidn f{sica si umo se limita a f( tal-que r( = I, cosa que

haoonouaz 48,10
11I) ? - l{” n W 5 } la densidad de carga es ep = ¢ J °} e]'. cuadriveotor corrien

te o8 o J" 18,10 } & menudo abreviaremeos llamando densidad de carga a ’3 Y te
travector corriente a j* (es decir, e=l).

o
IV) la conjugaoidén pseudobermitiana se define come en A, Seco. 2.e-1 22,19,1

2 10
V) Loe operadores pseudohermitianos se definen camo en B, Seco. 2.e-l 22,19,

V1) Los observables se reprosentan por operadores peeudohermitianos para que sus
valerss wodibles sean roales. -2’ 19,10
VII) I?Q,E}%” medios se definen per (A.) - ( "V, AvY), V- funcién de onda.

VIII) Sea A "f -8 LP la ecuacién de autovalores de un operador pseudofiermitiano

A, ocon L(’ perteneciente al espacio de les veotores de estados como en mecanica

cuintica ordinaria ‘{ s W autoestado de A. Poro el valor medible |Lue in

El eBquens que Bigue es ol mis frecuenteaente usade ( salvd detaﬁ‘m
inioo; de Broglie’ usa uno escencialmente diferente.



dicaremos ocon (a)m ] no necesariamente coincide oan el autovador a . En efecto

Se definen’? los valores medibles (a), del observable A como los valores medios
€AY de desviacidn nulg, Por lo tanto si € - Ya, ‘f’a) es la cargs del es
tado representado por Va s ©1 valor medible es
(a) = ( q) s & tf ) = a & que (cf.I) no necesariamente es igual a @ .
‘m a 8 22
IX) 81 ] - B‘{) con H = ¥ la normalizaciéa ( 1’ » ¥ ) se conserva en el tiempo” .

I)Sia% -?% fi[!, A} es<%) -%{(A? 22

XI) Llamaremos pseudounitarias a las tramsformaciones % > Yo UY de los veg

tores de estado, y ;[ =5 rl' * del operador. que da al producto escalar, tales
que ( \r", lf') - ( l‘), kf )e El produoto escalar transformado es ( Y', Lf')-
‘P“ N ﬂf" a’s y debe ser Vl- vt n'v. 22

- 22
X11) operadores se transforman segin A's= U AU 1 con lo cual ¢A) = (A').
Nota
o(*+
Admitamos (cosa que ocurriri en nuestro caso) que existen soluciones ‘f’ (+) con

( ‘f)(*). Y(") Je+ly ‘1) (=) oon (\}/(-), Y(-) ) = = 1 que sean ortogonaless
( ‘H(*), “IJ(S) ) = 0. Entonces es inmediato que

VOMTEINTS (3.1-a)

(Y8, ) o (3.1<b)
Es evidente que estas soluciones caen fuera de la mormalisacilm ipdiceda en I,

Caben dos posfbjilidadess incluir o exoluir estos V (o) como funciones de onda
. 0
de una particula. Hi Heitler 14, ni Peshbach y Villars 1 discuten los estados

es tal que

“I)(o)e Tampoco lo haremos nosotros, pues no afectan nuestros resultaedos) s8dlo
seflalaremos que todos los valeores medibles com precisidn som muloe para um es
tado v(o) (of.A3-1)s
- B g0e00 - - 0 .1
(a), = (), (a), (3.1-¢)

dsb - LA DENSIDAD DE CARGAj EL TETRAVECTOR CORRIENTE
De III con £éla usar (2.2) es .
i, ¥
= - 302"3)*
o - (Y. ¥ -y, Y (
En la seccidn 6.g se demostrari que el iinico 4- veoctor me nule que se puedo
formar combinando bilinealmente' ‘Vy Y

3». ¥ T(:) Y ,)‘: -p- Y_—)"(.I.)‘V- "r’ @Y 1 (3.2-b) %
J' S S 2 .X

Por otro lado, y oomo era de esperar, la teorfa de campos ( cap.8) confirma

(3.2-b)e
Utilizando (2.31) 3 (2.33-a) se pueden poner las (3.2-a) y (b) en diversas for

oconsecuente con (3.2-a)

+ Sin usar I"' °




mas que dan izuul rcsultado numérico} en particular se o‘bti e que

JO - V ‘\J(]'i) + fi\/;‘) ) vl J t" ( b/(l) i X 4))7

. ;k
qze es el ) ae BoIIE.tintl‘l y ol de de Bmgno,q de maners “3 1-18 bhay novedad

es en~ial en nmuestro (3.2=b)

Usando 1s xoproemtm&@n (1.6) se ve que \ P se traslada en el | ) de
Kewme:. Aldemde trasladando H a la fomulaoig original (Proca) se oJ
J » ab:tual en &sta (of . 0apo6) 1n cual tambiém es oomooido. '

iene ol

Es sab:id@‘3 Que d

% )-o (3.3) * *
lo cual se demuestra de la misma manera que para 8pin § .

300 - EL HAMTLTONIANO

3:0-1) Su obtencién y comparacidn con los hapiltonjsnocs de Kemmers

— - ->-
S8 Be &, P e (dtn o8 el bamiltoniano de Dirac para spin 4, las ecuaciones
de BW se pueden poner en forma hamiltoniana,

13- HY . H-z,, 1, 1
Wis - Wa

para lo cual basta multiplicar (1.2-a)por b'(;) o Compérese esta trivial demos

tracién con la necesaria para oscribir las ecusoiomes de !emorls en forma hamil

(304)

toniana,

En el caso de Kcmmer la forma hamiltoniana (1 =BY) po es equivalen
te con sus ecuasiones (1.5) ( (3)‘ P, Hlj LR ‘P) porque en la demostraociém
se debid multiplicar ambos miembros de una ecusoidén por un operador sineulu*,
tal oomo lo explioita el propio Kemme® en su trabsje. Tal difioultad no apa-
rece en nuestro caso porque hemos multiplicado (1.2-a) por r(l) que no es sin
gular ( por lo tanto ( K(l) ) existo ¥ la demostraciém (1.2) =9{(3.4) es
invertibles (3.4) sP(1.2)).

Tanto en el formalismo de BW como em el de Kemmer la correspondiente con
digién inicial es consecuencia de la eouacién esorita en forma manifiestiamente
oova.riante[ (1.2) & (105)] J no es necesario postularla aparte. Lo propie ecu
rre en el formalismo BW cuando las ecuaciones se escriben en forma hamiltoniana.
En csmbio, en el de Kemmer ss necesario postular por separado su condiciém im}
cial si se escride la ecuaciém en la forma han:llten:lm“ La pseudohermitief
dad do H se verifica facilmentes i‘i . (,, H'l m ‘z, .,;3,:)_““,:"

'K(2)H(1)K(2) sY(2)H(1%2) 'H(l) -H (3.5)

+ Recordar que Oa=0b dice menos que a=b
+¢ En los dns formalismos se necesita la o én inicial para plantear un
problem« d» ~"alores iniciales ( dar una ‘F (0,2) ¢ W),



( W’ H W) gp ®° 18ual & la densidad de energfa qué obtendremos en teorfa do

campes ( cap. 8 ) la cual a su vcz es consecuente con las demsidedes de energfa
obtenidas en otres formalisumos
3;0-2) Comparasién con ol 1 e de¢ Brogl
Por (c.12), en la ecuacién 1‘;%“- E(l) \Ppuod.e reenplasarse B(l) por o
tros operadores que den igual resulteado (_en /); en partioular puede ponerso
i .L%'- 3 (H(l) + B(Z)) Q|), y se tiene el hamiltoniano de de Broglio9o
Preferimos H= H(l) 1(2) en lugar de B“] + 3‘2] porque, ademis de ser mis

breve,
1) las ‘1 _?)S{). H(l) \l)inplican la condioién inicial (2.3). En cambio, de las
'S }

\ %J - ‘l’;:

i - + 8 o podemes deducir la comdioidn inicial,
- B+ B P

| \')13" Vji J

J o8 necesario postular ésta por separado como uns 38 ecuscidn.
2) & (3(1)+ 3(2) ) es singular, lo cual hace mis delicado y engorrocso su maneje.

Pero la eleocién se bhace por motivos de conveniemvia; no hay argumentos f{i-

sicos pues H,_ .1 = H + H
PR R @) w )t ()
2
Usando la representacidén (1.6) es fédcil ver que el hamiltoniano de de Bro-

glie o8 andlogo al de Kemmer.

3.¢=3) El operador m (;G\Ig)

En lo que hace a enoontrar un operador tal que mediante VIII (Secc. 3.a)
obtengamos los valores medibles (:B)m de la energfia, tenemos una libertad afin

mayor que la de elegir entre varios operadores iguales en \bra 3(1)1(2)° En
efecto, si H = 3(1)1(2) da los valores ocorrectos de (B)m, todo operador ¥ tal

que M i
En particular, por (2.33-d),
H &cf’m m osea (WV,HWY) =(MmBy,V), (3.6)

o sea""valo;:nodible de H" = "yalor medible de M (BO)I(Z)”‘
Por ser m(il)l(z) ain.més sikple que B('I)I(z), uno estarfa tentato de

trabajar ocon m /3(1)1 (2) como operador energfa; no lo hacemos rara mantener

4+
2. W da los mismos valores correctos de (E) , ain cuando sea MH

(dentro de lo posible) la similitud oon la mecinica cudntioca ordinarias
1) Loe autovalores *haden (‘(‘*‘1)1(2) no tienen nada que ver (aunque les multi-

Pliqueper £ =2 1) oon les valores mediblesX VRANT de 2aeersfas Yor.

ro

*Recordar (2.16).
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mias sdelante (Sacs., 3.@).

2) 2 (}(l) ne da la evolusidn temporal ?%-B. .

3) La obtenciém de los autocestados de m&l)I(Z) es artificiosa si este operador
representa a la energia (se demostrard em Seoc. 3.e-9). .

Jex~4) Sobre el autovalor cero del hamiltonianc de Kemmer.
L8
KEsgmesr ' hace nota® que su hamiltoniano tiene los autovalores 2 P° =

2
- 3? 4 m?' ¥ O , pero que para una onda plana monmocromitica no se obtiene

0 ~ome valc:r medio, sine pg . _ l
. 2 \4}- & eim
Creemos que la introduccidn de los es?uuu b 4 ¥ la forma {2.3-c)

de uuestra oondicién inicial en el formaligmo de BW permiten clarificar la cues-
+4én. . l
Eo primer lugar, gueremos demostrar que los asutovectores de H gon autova-
lox O vo pertenessn a w g 68 decir, no som posibles funciones de onda. Para ello
txrasladamos el hamiltoniano de Kemmer al fc;mliamo de BW; ebtenemos el hamilto-

niano de de Broglistusar (1.6))s

H "de Broglie = By + I"%
——

XK ¥
Kemmer ~ (3.7)
(o) }
Abora, =2 V o2 una autofuncion del hamiltoniano de Kemmer com autovalor nulo,

debe 3n-

(0)
Hx V =0 (30.8¢a)
. emmer V(o) uo (3 8-b)
$ ) 7 T ) °
Cov (2.48.b) .

AF&MM \p-"’) .y (0) V@ ¢ F (3.80)

8iendo T: un subeapw:]lo de & *in que te sdlo tiene en ocomin oon W el origen

(ver fi1g. 2-3).

Wl (3.8-4)
Puede darse una segunda demostracidén utilizando la descomposioién en ondas
Planas de c.p'; 4 (cf. AI=2).

@

Habiendo demostrado que "P no es una posible funcién de onda, basta
relas= VIII (Sec:. 1.a) para somprender que" &-:(autovalor 0)" del hamiltoniano
de Kemmar, no 3iene conemidn con ningin valor medible de la energia. Por supues-
to ello no significa que el hamilioniano de Kemmer sea incorrécto , sino que
muestra que hay que tomar precauciones antes de conectar con valores medibles

los autovalores de un operador (aunque los multypliquemos por £ )o

2:.3-5) Estados de energ:[a"' Eositiva 'f (+) J Dega tivaw(-)| operadores proyec-

8idn. Valores medibles de la energfa.

Por Aefinicidn,

+ . 3 2
La existenc:a del autovalor cero la deduce d°Hx emmer

++Deximos formalmente que las soluciones son de eneggfi pogiti a o negativa; por
(3.17) ambas son de energia positiva; hablando oon propiedad, hay que decir que

son soluciones de carga positiva y negativa (cfo 3.14-a)
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+ -
‘T’( ) = guperposicion de autovactores de H con autovalor + Po

q’(-’) - o " " " oon N LJ - p ° \

El desarrollo en ondas planas monooromitiou 8e da en detalle en el Cap. 4.

Sean \J( +) Yy w (=) los subespacios de \Jr correspondientes a W( )

Y, WY el Yarevo Y Yo, Yo, . \.,m@ W),

(3.9)

Es evidente que los operadores proyeccion de sobre \A)'(+) y U ( )

R TR TR

Y que 3e ';Ia.ta. de owra.dores proyoocion propiamente diohoss,

W ) ur w W w W
(A ) A (/\ ) = f“ ":tcv f3.11)
Finalmente, la descomposicién es ortogonal respecto a (2.2), como se demuestra
asf: Por (3.10), y (2.40-b) es
w Owr w (Ww . W G)wW w &) w
1 = A-L ) 1 s Al (3.12)
de donde; por (2.46-f) resulta la ortogonalidad en cuestidn:
(YO,PE WO Y)Y L, (2.13)

Adelantamos un resultado del Cap. 43

Hay una .r-elicié* entre el signo de la energfa y el de la normalizacién (este
Gltidc es igual al de la carga). Es,

(Y"-“),\f“')po , ﬂf(@)gv (=)y<o (3.14-3)

Por T, Sezs5. 3.a debemvs normalizar a +1 (carga +e) las soluciones de energis

pofitiva y @ -1 (carga =e) las de energfa negativai
WO, P00 WELYE,) L, (3.34-%)
S: ¢~ % las (3.14) implican
(Y ELYE, . € e (3.33)
Corolarios Valores medidles de H.
De VIII, Seocc. 3.a ¥y de (3 14) resulta que s
HY., =297 Y. (2.16)
(con ?* o € W), los valoreamdiblos correspondientes son+
(E)m = ( Vgpos H ?390) - - Po( ‘p:(of (‘Pgeo) =*DPo, (3;177*
8ertra lo que ocurre en spin 4 en la teorfa de una partfcula propiamente di-hs.

Por 1a'complet1¢u¢i en W de las \Ptpo e W (ver Cap. 4) ro _hay otrns

Yalores medibles de la oneréao

ao’d.‘- OBSERVABLES. GENERALIDADES.
Com~ en VII, Secc. 3:a los valores medios de un obaorvablotA Loryespon-
dientes a un estado (P (id\"e\;l) se definen por o

cA> - (VAW (3.18)

Comc en VIII, los valores medibles (a.)III de un observables se definemn como los

ﬁg;orasuéaﬁagae; Xahgrn?%do para spin 1; ver Heitler que le demuestra forma
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{
valaves medios gorrespondientes a autoestados

(a), = <A . (3.19)

Como en VI; los observables se representan por operadores pseudohermitia-
vs o W (ver B' , Secc. 2.e-2),

Az A (3.20)

¥e que alls gumtiza\f{a realidad de los valores medios, y oomc; consecuencia, de

1ra yo' cve99 medidles,

ACAY (3.21-8)
un gautaovaentor del ohservabdble A [

AY -2 V¥, (3.21-b)

somo en VIII, el estado representado por W& es un autoestado,
"'a' autoestado (3.21-0)

Sea

Yy ol wvalor madible asociado a a es

(), - (P, Ay )
& - (Lfi(ﬁ_) ®

es ol signo de la carga del estado.

Jc® - OBSERVABLES. EL PROBLEMA DE LOS OPERADORES QUE TRANSFORMAN LQ EN Ef °

La smportancia practica de la cuestidn que discutiremos aqui se veri mis

(3.21-4)

[ ]
o
P

1onde

14

1 (3.21-4)

adelante, al estudiar el spin.
Jdoe~1) Loe operaderes de segunda clase pueden representar observables.
Agruparemos les operadores pseudohermitianos (en \‘)— ) en dos clasess
Operad-res de la. clase:t Son los dperadores A pseudohermitianos en \Iy
talss qus para tode VC \Jll' A \" eW.
_Ogoradorgs de 2a. clasei’ Son los operadores P pseudohermitianos en \Artalos
Que existe al msnos um Ve W tal que B\Pt Epero 3¢/Vﬁ
Como en mecénica cudntica ordiharia se trabaja Unicamente con, operadores
de la. olase, y como otros autores han utilizande en formalismos de este tipo
operadores de ?a. ~lase (8in disoutirlo, dentro de lo que sabemos ), es razonable
Plantearse esta praguntat

Cu31 Aa 1os dos puntos de vista que siguen es el correctof:

"ar_ puntc de wvistai: Los ebservables se pueden represehtu‘ dnicamente por opera-

dr—~es de la. clase.

20  punto de vietas Operadores de las dos clases pueden representar observables.

Solucions

Se a _B un cps-edor de 23, clase; llamaremos oporadof tipo \1)’ asociado a B al

operadn (W 3 wE
B )z N B A..I. 5 (3.22)
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fw)
svidenten~ute (of.(2.74)), B es de la. clase.
Una doeoonposicién tipo Peirce vé ve
-N¢B /\ ATEBAYE AYEBALL N
conezta _B son B

Todo W de (3.18) pertenece a \J; entonces por (3.22), (2.77) y (2.76=a)

(3.23-0)"

++

C<B> (Y, BY) (VB V). B> 323 1)
/ B wc. B(“’) (3.23=)

w
S1 (w) operador de la. clase) representa aun observable, lo propis

haze operador de 2a. clase) pues (“’)tionon los mismos valoves

medibles . P8SR1lo tanto, el pertémecer a la 2a. clase no impide gue un operadcr

represente a un observable.

4.9-2) Autovectores que no corresponden a autoestados. Falsos valores medibles,
Falsas degeneraciones.

Sea

B {, -»f, (2.24)

la.eouacidn de autovalores de un operador (de la. o 2a. clase); si es h¢ bf

no_existe ningiin estado fisico cuyo vector de estado sea fh i Y por lo tanto,
ih no es un autoestado, y el nimero (b = (fb N B fh ) =€Db no es realiza-

hle experimentalmente.

»
Excepoiéns para (b),* que ademis de ‘b eW exista otra f b‘l"(ﬁ:son igusl
k), o sea degemeracidn; pero entonces el mimero (‘b)Ill corresponde al estado [ ¥y
ne al fb » de manera que en este caso le que origina la }, e8 una degene-
Tacidn aparente, no realizable experimentalmente.

Toda fb §/ \J es un autovector que no corresponde & un aueteostadoo
Notaciont Si B representa & un ebservable, indicaremos con f (€1) el autoes-

tado de narga £ correspondiente al valor medible ('b)m = £ b

Jo0-1) Obtencidn de los valores medibles y de los autoestados de un operador
tipe W

(W
sea D Jun operador de la. clase (3.22).

(») 3
Teoremas Soaz un operador tipo W Todos sus autovectores (en ) ccrres-

2 to o8~

ondientes a sutovalores no nulos pert o e- son

.
o

b ST S —
_Usando (2.72-e) la igualdad es trivial,
+#ES5ta discusidn serfa mds diffcil si nuestroe operadores proyeccidén no fuesen

" “ortogunales respecto & (2.2).
+++Por lo tanio, tienen los mismos valores medibles; pero, ocomo veremos mas abajo,

el método 4+ ~3dlculo de éstos es d.iferentesB tiene autoestadoe que no son auto

veotores, ¥os8a que no oocurre con il °
++++Migs gdelante se comprenderi que esta fb debe ser ademis autovector deB (cf.

Secc. 3.e~4),
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Demostracidn: Sea

BWY -y, s P el (3.25-a)

su ecuaciodn do autovalores. Promultiplica.ndo por A‘“’ deducimos (usar (2.76))

O=b 3 25-b)
de manera que 81 b £ O es /\“”Q—‘ﬂ?b » © Bea (
ew (3.25-0)
Por VIIf (Secc. 3.a) \P
k) - donde € - (,Y) (3:25-4)
Corolarios Tdos los nimeros
(b), =€ b con 40 (3.25-e)

son valores medibles.
Para un operador cualquiera; es necesario verificar cuales de los nimeros
€t son valores medibles (es condicidnm nooosaria? eW )o Pa ra los operadorss

de ipo\) ; 88lo es necesaria dicha verificaciSn para les autovalores bds O,

El oonjunto (ﬂ( ) de los autoestados \P(tb) de un operader de tipohr

es ol conjunto de sus autovectores ﬂ oen b #4 O més el de aguellos ‘f lales

Ql_l_i‘f - t' o Simbdlicamente, e
QA re] e (AT, B) o

Existen realmente autovedtores ¢ b e Puoden existir oomo le prueba

ol ejemplot Sea B = I s s :B(") °f ) A
3.26)

Y eviientemento todos los vectores de \f son autovectores de A | oon auto-
valor nulo,

dce=8) Obtencidn de les valores medidles y de los autoestados de un operador de

2a. clase.
l) DIFICULTADES, DEMOSTRAREMOS INTDITIVAMENTE QUE PURDE OCURRIR QUE NINQUNO DE LOS

AUTOVECTORES Q DE B (MULTIFLICADO POR & ) SEA AUTOESTADO.
Es intuitivo que si 3 e8 un operador arbitrario de 2a. clase, el espacio

W no es privilegiado para el mismo de manera que existen operadores de 2a. cla-

Je /probablemente son la mayorfa) cuyos autovectores f‘b tienen ocualquier orienta-

“‘T oién Respecto de W,
f Es entonces intuitivo que existem operadores de 2a.
» b class (y probablemente son los mids) tales que no tienen
ningin sutovector = autoostadof y por le tanto para
\ _»W ni o de los nimeros (b) = £ b ue

Fig 3-1 sea verdadero valor medibls.

de tal
1 plano del dibujo Como la demostPacién de la existencia de tales ope-

‘imboliza a & . Sim- radores patolégicos no es tigurosa, conviene rigorizar,

'6licanente se redu- lo que haremos en B. Pero antes, reforzaremos la demos-

loron & 1 las dimen-
llones de los espacios tracidn aportando un ejemplos Sea el candidato a energis

Wy & (las dimen-
iiones spinoriales re-
1les son 6 y 16-6=10).
or—f—ver

" wa aa hatadn. nar 1a nna manas nuada sar antoaeastado.
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"P(].)I( 2) de Secn. 3.6-3; en A3~} demostraremos que este oporador pseudohermitiane
o8 de 2a. clase, y que 81 ;p1 -p2 = 0, P / 0, ninguno de sus autovectores perte-
necen a LJ fo

Cabe ademés la cuestidns Admitamos que para muchos operadores de 2a. clase
ocurra la situacion antedicha. Pero, no existirdan ciertos operadores de 2a.
clase tales que tengan un mfimere suficiente de autevectores em (NI La respuesta
68 negativa., y se da en B. .
B) DIFICULTADES. DEMOSTRAREMOS RIGUROSAMENTE QUE NINGUN OPERADOR _B DE SEGUNDA
CLASE ES TAL QUE SE PUEDAN OBTENER TODOS SUS AUTOESTADOS MEDIANTE LA RBGLA HABI-
TUAL DE IGUALAR "AUTOESTADO" = "AUTOVECTOR PERTENECIENTE AL BSPACIO DE LOS VEC -

TQRES DE ESTADO".
(e
Admi tiremos como hipétesis que los .auteestades ‘P( 6'b)) de un eperador for-

nan sistema complete en \J . Demestracidn por el absurdos Supongamos que (B) es

falaa; entonces para cada estado ‘P((::)) existe un autovocterfb quo lo es pre-

poroional#. Sea,c el conjunto de esos f .

S1 (be C osfbe\nr(puos (e((:)b) e\.J) y para teda \P € \J es
V-Zats s

(por la cempletitud de las ‘?{29). Entonoes,
B (‘)" %‘b be' pALNL fb eW (3.28-b)

le cual es imposible porque o8 de 2a. clase. ©

Por lo tante, existe a] pepos un estado V@b) tal que njingin autevector
;b tieno su direccidn (que es lo que quor:’.amhs demostrar).
C) SOLUCION.

(w)
Sabemos que: 1) El1 operader B de (3.22) da los mismos valeres modibles
‘ B (w)

Que {®é1e que paru conocemos par J.e-3 los autoestados (=autevecteres)
mientras que para B conocemos sus aptevectores pere existen auteosstades que
Do son autovectores, y cuya determinacién es, per le tanto, engorresa. 2) Los

w
Valores medibles (b)m de B( )se obtienen a partir de su ecuacidén de autovalores

Segin (3.25).
Per lo tanto, para hallar los autoestados y los valores medibles de un

v W
Qperador de 2a._clase, lo que corresponde es calcular ‘B"‘z m&

g
Remelver la ecuacidn de autovalores de B(‘ fx no la doE ) y usar (3.25).
Para completar demestraremes que aguellos eventuales (o insuficientes)

Sutovectores fb de B que pertenecem a W _sen tambidn autevecteres doB("'r’ ‘
++

.___con iguales autovaleres. ot wé
B efecte, si B‘Eb =) b “/\?i’b:% y si esfbé'fru (A.LB A“V}b- bh
.la dificultad no se debe a que la autofuncién no sea de cuadrade integrable (por
Bor auteestad, d= 3 J pueste que esto es subsanable via autodiferenciales,

++En cudntica usual la conatante de proporcienalidad es de mddulo 1; no la espe-—
k§ficamos para que la demostracién continie vilida si se sdmiten autoestados de
pseudenorma nula (Secc. 3.a) leg quo no son normalizables.

t++ S1 el conjunte de los autevectores de D‘fla complete en \\Y, es falso el
teorema inverso (pues las fb ¢ C no forman sistema compdete en \LJ y sen por lo

tanto menos numercsas). .

[—




=34~

de donde fb es también autovector del»

B(?be = b fb%'Bi}")b =b .Eb\ (s1 fr€W). (3.29)

J.e-5) Les operadores de 2a. clase son correctos pero inconvenientos. Su sustitu-
cidn _por operadores equivalentes tipo W .

El que sean correctos esti demostrado en (3.6=1)3 por lo tante les autores

que representaron observables con operadores B de 2a. clase no cometieron

ningio azmger; pero por 3.e-4 B, en ninmgin caso el cenjunte de nimere € b donde

Y s un antovalor de B preporciona (por ese sdle hoohorol tetal de valores
madibles, y disentides de quienes los utilizaren cotie tales. El1 procedimiento

cerrests es (a nuestro juicie) el indicade en C, Secc. 3.e~4, o sea usar el
opsradex B () asociade a.B .

Pero sntonces es clare que es muche mas simple olvidarse de B Yy sustituirloe
per B(w) desde el comienzo, haciendo todos les cdlculos con eato.ﬁ

Es "e que haremos cada vez que aparezca un eperador de 2a. clase.

3.0-€) Teorema sobre la pseudehermiticidad (ver A3—4).

Seg B un operador (de las o’ 2a. clase); siende B pseudohermitiano en

\IS- B(W),g psoiiohemitia.n(c’ )en € Yy en \J ", o
w ‘-i W
BxB = B'x BY=B"x BY o
Ademas. demoé‘{yyos que W — w
: L
B8 = 3™=8 (3.30-b)

J.¢-7) Qué_ocurre cuando calculamos el eperador de fipo W aseciado a un eperador
A de la. clase?

Por hipdtesis,

A‘I)é W  para toda Y 6‘J (3.31)

Urando (2.76) y (3.31),

ADY CAYE AAEY D AT (AW) AV
A(w) \;_A (3.32-a)

no. En efectos Sea A = [ (gm oumlgllvo;(_'ﬁdl); usando (3.26), .

Puede Teemplazarse " = " por " = " o gsea por " = "? Salve Sasos art:l.rul_%roe,
(v -..ré ]

(ol I A =¥ 1

(recordar (2.76))pere 1 . 0 +%

La demostracién de (3.29) es aplicable al caso de un operador de la. clases

AW, --¥. = A(ur)‘?a - ¥ (3.32-b)

Para todc ‘fa él.lr. Si las qa. forman sistema completo en "J' y ©8

A Y- pe— Y. - (3.320)

a (W)
no introduce

Lo que las (3.32-a) y (3.32-c) demuestran es que cambiar por

+Lo que es segure es que los autovectores no dan tedos los autoestados; en cuante
& los valores medibles podrfa ocurrir que gcasualmente todos coincidan con los
&£, h = autevaler, pero la demostracion de ¢ b = valor medible no puede basarse

en b = autovalor. Ver también (A3-4-4) (ur)
++Ain puede sustituirse ("%r un operador A tal qqu\-;B (cf. Secc. e-7).
i
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zssultados fisicos diferentew, o sea representan al mismo obSPrvable, ¥y que

o _perdemos ni_autoestados, ni valores medibles si ponemos (P(Ea) LF

(e,) = g obtenidos de - aP \P € w (3e32-4)
AY. n
Pero ocomo en general es no serd necesariamente cierto pava

w2 sperador de la. clpse (que noiau do tipo W ). que sl se resuelve en €

au ecuacidn de autovalores los sutoveotores de autovalor distinto de cers per-

-

tenezcan & | o

Como no perdemos autoestades ni ores medibles usando la esuasidn
{ w
de autovalores de A en lugar de leg de A 9 Do o8 ortanto sudtituir
(w? .
A_’ ; es més, hay casoe (e. g H ) en lo8 que puede ser mas simple

] w
¥y s6modo usar A en lugar de A( >o
) Dos condiciones neces suficientes para gue ur ojerador

sea de la., clase (ver A3-5)
4) "La ecuacidn (3.32-a) ec condicién necesaris y suficiente para que un ops-

rador A sea de la. clase".

[H(l)’ A ];, [3(2)9 A] (3033)

es condicidn necesaria y suficiente para que A sea de la. olase®,

B) "la ecuacidn

Darfa lo mismo usar

H Al e H 2f (3 34)
o> lugar de (3.33) (cf. (@5)2’)’ p‘r le (3.33) es nés cSmoda de us
wuchos casos se ve a simple vista que se cumple A, Hy (=0, & He)= 0
ds donde se cumple (3.33).

:.3-9) Bjemplos.
DA-H. s 1)
t ’ (1)] «0, [H 3(2)] = 0 , por lo tante Hea de la. slase
por (3. 33) (come ora de prever). Verifiquemos: Si k|}é‘lf B(l)t‘)a B{?)
{1)(3(1)‘? ): Dq - I(Z;\j- 1(2)(3(\55 o e H‘"')- Vomplo (2.3-0) y por ende
psrtenece a b
Como oonaeouen‘ cia de la f6r|nula gral. (3.32-a) es
H Ali‘l Q_L 11,15-3)
Varifiquemoss Si %li);e . A ‘1"- H (P (pueaAL-l); ademéis si‘Pnpu_-

(2. 3«-0) tanbién la cumple \'P H , de donde AiY ‘,; entonces,
H@r‘-f Hq,) osea la (3.35-a).

2) Boafly) 1)

Pué discutido en Secc. 3.c~3 y en Seco. 3.e=4A como posible (s in:on~

veniente) represmntante de la energfa; en particular se demostrd que es de 2a.

clase.
Bl) Redemos+tremos que es de 2a. clase con ayuda de (3.33)s Las



~36=
- +
fay 2R - '2"‘3:)1(2)"4 ° (3:35°0)
Bay » Fayley] =

muestr que
[ Ay 2yt J é[ (2’ *A)’(2)
por le que nﬂl) (2) o8 de 2a. clase.
B ) Por otra parte, per la férmula gemeral (3.23-c) es
(m x(l) (2)) ‘3:‘.' uYu). (3.35-4)
Vorifiquemo: (3. 35=d) En A3-6 oalenlanos explfoitamento

(
("1) (2)) S w % (K(l) ((2)) -0 (K(‘Z)() +x(1)r(2));(3 035=8)

entonces; csem (2.33-f) y (2.33~8) queda demostrada nmusvamente la (3.35-4).

} (3.35-¢)

Netas En 3.0-9 cempletaremes la discucién de .P(I)I(z) ceme energia.
},0=10) Representan el mismo obczxvabie ie= ezer.danrﬁs_ggvuugdg‘glpelzé

8i_son escalar em [’L

Pareceria plausible que la respuesta fuese afirmativa, pues
B & C (3.36wa)
- (P> « <¢<C > (3.36-b)
per lo quo-B y C tienen = al menes aparentemente ~ les mismes valores medibles.

Pero la cuestién merece un anil;sil mis quidadeso, Voames primere que gl

observgble representade per um operader pa !sgi univecamento dotgmnaﬂo per
el pperader; aumque tral_bgggg en_una_representacién fijas

Si hacemes case smise de su iwprasiidjidsd; les eperaderes de 2a. claso:B C

C. sy oos Tepresentan legitimamente obumblcl, pg para salvar a les sperg~

doros de 2a. clase hemeg tenide gu

sus auteestadess Para tener les auteestade

autevestexe de §ste”. Es una regla :xuoubl'o, pere QU me deja do tenor eierte
grado de arbitrariedad e En ofecte, sumun per un memente que pedemos
construir un eperader 3 de ia. clase tal que

P & B (3.36=¢)

w
pero que cumpla n

%)
é .B [ (3.36-4)
Cen el mismo dereehe cen que hemes ordemade 3"...hallar ..." pedrfames
haber impueste "Para tenor les autoestades de B ballar B ¥ calcular
les autevectores de éste". Pesiblemente la regla "... hallar oo’ Bea la

més natural de todas, psrs ne por elle deja de ser arbitraria. Ahora, si: se.

+51 fuera {y p A o soriawm Py 0 centra (2.33-e)

++Importa aalvarloa pues hay operadores bien cenecides, cemo el spin de

Kemmer (cf. Seec. 3.i=2) que sen de 2a. clasme.

+++En la cuintica usual, el ebservable determina univecamente al eperader

para una representacién dada, perque la regal es tnicas "Para » hallar

1s8 autovectore de ¥s pere en nuestre case esta regla es inadeouada si
es de 2a. clase, y la arbitrariedad reside en quo puddén baber varias

nusval reglas,
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cuaple (3.36-d), entences les autevectores y, o, les autievaleres de B seran
difersntes de 18 de :B Yy las dee reglas tendrin oomseousnoias fisicas diferen-

tes,

Este _muestra que el ebservadble gessripte per el gperader 3 usande la regla
() | -

..o hall eees” 98 diferente doa ebsorvable dosoripto per el misme eperader

oTe usande la regla " 1 see™ o

Céme -censtruir _‘Bq Elle o fioil si exdstea :B y C de 2a. claso tales que
sumplax /3.36-a) y sea w)
( t. C () (3.36-8)
C (w)

y& que entonces se cumplem (c) y {d).

basta eslegir
L {3.36=f)

Exis’e al memes un parB y d que oumpla (3.36-a) y (3.36-e)? £, pergue
82 A3=5 dames un ejemplo.

Besulis alares gque salve que se elijam adec onte 1 1 les eperade-

Tes B 4 C do (a) ¥ (e) me roepresentam al misme ebservable.
Caben dos precedimientess

ler, precedimiente. Séle usar la 1" la 3040, ente ess Pa;ra el operadex b
W
séle usar la regla "... hallaxB oco¥ (1lamemes B al ebservabls as{ descripte)

Para el eperader C sélo usar'la regla *... hpllar C ‘“.r!.“' (1lamemes c al

observable as{ descripte). Es clare gue 8j se cumple (n los ebservables B«I

C _sen diferemtes, pese a (a). J

240, precedimiente, Desoridir al observable ﬁ' tante cen les eperaderes B ceme
( 5 de )a siguiente maneras Para la desoripefén oem B, usar la reg Beoo
hallar eso"§ para la descripoion con C usar 1a regla "... hallmre £/ ."
deade ( - w Por etre lade, desoribir al observabdle e también oenm c.é

B ¢ Pand.la dosoripoién oen (€ usar la regla *.. llar C("’.”“‘- pa.ra‘gs
desaripoién con y usar la regla "... hallar ¢es” dondo W; C -

Cen ol lor, precedimiémte , les ebsorvables reprosentados per les 2 epera-

dexes E 4 C sem forzesamente dfi:él;;tol. pese ap i C, Cen ol 2do. pre-

enfe, los des eperaderes C tales qu Cpusden representar
Al misme ebservable, e ne, segin el par de_reglas euplezde, Resulta olare quo les

dos precedimientes son f{sicamente oquivnimtos, pere que el 2de. er m:iy sempli-
cade, y me le emplearemes,
iisaciéns Bl eperader m I
R1)%(2) B..ye
En Seses 3.0e=3, 3e0=4A ¥y 3.&»9)2 hemes discutide a4/ = lr(l)l(a)como pesible
cempei-ido> de H - Hmlpcemo operader de snergfa. Bs,

Bl & )i
y (3.36-g)

(/] . ¥
LS SULINC (et sy

‘r



{para la 28., ver A3-6, Per le tante, si nos atenemos al ler. criterie

H- 3(1)1(2) yom (1)1(2) representan a ebsorvgbles diforontolf; come H

representa a}’a energia, resulta que oen la regla de Secc, 3.e~4C (",,,hallgr

{
m (;)1(2)) sse™)e ‘i;)l(z: ne_representa a la energia.
Pars que *1);[,(2) Tepresentaso a la energfa , habria que reehrrir® a ume

de lps pares do reglas del oemplicade precedimiente aimere 2, Elle es faotible

pere artifieieso,
Ceme verifieasiém, demestraremes en A3-6 que si se usa el primer procedimiento

les valeres medibles ds (lx(;)l(a))mdifioron del valor medible + p, do H -

* Bylee)

3. - OBSERVABLES. LOS OPERADORES QUE TRuNSFoRMAN {/ m§ £ °'%.
Jof=1) Simplificacién del cese—geneial 3se:

Definicienes:

Operaderes simétrices de 2a. clases Som les operaderes Bde 2a. clase tales

que para teda ?6("' o8 B V é Csn.

Sea Bun operader simétrice de 2a. olasej; llamaremos operader tipo ‘J'

siméirise al eperader A .
we u'e"""

i ‘
B"’" - » B > (3.37)

Es floil demestrar que (cf., A3<7)

:B%- - H‘ﬂ (3.38-a)

aim
entences, per (2 112

3«52 = DM 3.38-b)
De (3.38<b) deducimes como en (3.6=7) que gglg_a_r_nt)mm-
duge resultades fisices diferente ne perdemes valores medibles.

Céme se medifica la (3.25)?
de {3.25) y (3.38-a) deducimes que si en

(Pb = bﬁ (3.39)

o8
P (3.40-2)
entences
‘{)b e W (3.40-b)

(7] - (R i} e flee™inrey -y}

La unica desventaja de B""“ Tespecte de B es que puede cxi.qﬁr
‘Pb ‘ W oend FO (84 Yb f 6'1.), do manera que sparentements cuesta

." b '1 .

+ h al du_;{;siin precedents hemes supueste By Cdo 2a. clase; la diseusidy

50 simila™ 81 umo de les des es de la. clase,
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seleccionar las "’)b correspondientes a auteestados; pero en la pridctica ese excese
de trabajo es muy pequefio ya que por simple inspeccidén saltan a la vista las l’)b

tales que (“"’b)um- (\Hbzli, o e

7\vt (v
Como 4 68 mas breve que 4, resulta més simple usarB At %en lugar de

.-sz:uando el operador de 2a. clas‘o B o8 sh&(tr)?mol Cuando B g operador de
l}.‘ w
28, olase sea simétirice, le resmplazaremos por E Ay no per E( ).

Adends, como en (3.e-7), si A es de la. clase mne se introducen resultados

fisicos diferentes si se u(aa. At Ba,
w) A

A i 3..41

\w ( )

3.£~2) Teorema sebre la pseudohermiticided.

"Como en A3-~4 se vorifioa(que si B ot siuétrico de 2a. clase, siendo B

pseudohermitianc en W es .B“”'bs_eudohemiti(an? ea W
— W _m-
Ah‘ (a4 ( *

ae B = b o P e (3.42)

wr
_ W
(wr 4 (w
En cambio si B-_ B puede ser B"'f B’L",') le cual no afecta la pseudohermi~
W W

ticidad.

3.8 - DFRIVACION RESPECTO DEL TIEMFO.
Como es usual dsfinimos ..LA_ per

< »““- - g._.il_ < A > (2.43)
¢ .t

Bl resultado es' (cf. A3-8)
M .
se L [ H ,A (3.44)

Y séle puede reemplazarse la equivalencia escalar en W por una igualdad =2 hT

81 se usan argumentes prictices y de cenvenienciaj no con argumentos fisicoa (ob-
Bérvese quo todas las M_dofinidu per (3.44) dan les mismos valores medios).
ar

Pero (como hemoes hecho con el hamiltoniano) privilegiaremos arbitrariamente
na de las soluciones de (3.44) para trabajar con mayor comedidads Llamaremos deri-

2 principal respecto del tiempo al operadorH
ﬁ -t [H,A] (3.45)

dt

ba derivada principal est& relacionada con las demds por

lotivo de 1la eleccidn: Hemos visto la ventaja practica de los operadores de la.
)lase sobre los de 2a.; en (A3-8) demostramos que si A o8 de la. clue,dA/ At
‘ambién lo es (y no puede asegurarse lo mieme para las restantes J A/ J.t)o

Per otra parte, aunque B sea de 2a. clase, os (of. B—B)tfé

aaaZ/at-o

Si la derivada es principal ponemes J,/ A,t yne d /at.

(3%&6-1:)
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3,h - EL MOMENTO LINEAL.

Bs el oonocide eoperad.r

P’ - 1 ch (representacién T ) (3‘,4‘!-0);“—"(E
I ( - ) (3.47-0)**
que coincide cen e! usads por tedes los autores.
Bs trivial demosirar ques
4) D’ es un operador de la. clase.
B) Tp’ (pséudohermitiano) (3.48-a)
c) ;’ es una constante del movimienio: |
—
_iv .0 (3.48-b)
Casi todo lo anterie tesl bien sabido.

Finalmente, (3.47) es consecuente conlies resultados de teorfa de campos (Cap.8).

3.1 - EL MOMENTO ANGULAR.

J-i-1) El momento angular total.

Como es eab:ldol’ 17 el estudle de las retaciones infinitesimales 4—-dimensionales

de Lorentz prevee el momento angular total

W‘jb - X x»; + dut? (3049)*_*
Para aprovechar cﬂc'ules _:i_; spin _i es tc‘onvo_nignto poner
D= J.+i0e J(z)+ 20 (3.50)
donde
- —+ 3 —
T exxp+po (3.51-a)**

s el momente angular para spin §.
Ba bien sabido que
( }_ X
B,D (3.51-b)
Meonés es evidents que
r:n(,\ i(;j- '\B(g\ $ a\,}' 0 (3.51~0)
h: censecuencia de ‘5051}

r

'H(‘ ’ j’L LEw :1 =0 (3.52-8)
dem 1o cual Dos de 1a. olase (cf (3. 33)); este resultade no es nuevo: estd cen-
benido en el bien conocido hecho de que j gensra 1las rotaciones infinitesimales.
Vel —p I VY 0 (3.52-b)

por (3.32), N — )
J . I (3.52-c)

v
——————
b Bl formalisme de BW presenta en la teorfa de l"part{ocula®™ las cemplicaciones

lue sen noterias ppr las péginas anterieres (y que no son peculiares de 81 sino

inherentes a cualjular fermalisme de componentes reduendantes), pero frente a

’ormalismos stmilares tiene la ventaja de poder utilizar resultados de spin #.
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2a._ consecuencia.

Es también trivial que j o8 una constante del movimiente:
dr j w 0 (3.52-‘) i
d

—¢
Por otra parie (,\ conmuta cen ? } entences ceme j es hermitiano, es

también pseudohermitiano (cf. Secc. 2.6)8
3

N 3 .03 (3.53)

j coincide con el mementoangular de de Brog1109 Yy 8i se usa la represen-
tacién (1.6) ed momento angular de !emmar15 se traduce en (3.49). Finalmente
{3:.49) es consecuence con los resultados de la teer{a de oampos (Cap. 8).
1.4-2) El spin.

A) BL OPERADCR TRADICIONAL.

La consecuencia natural de (3.49) es llamar spin a i(d—).#i)’)i ﬁ(?-b E_(I?)
o8 0l eperador do spin de Bol:lnfa.nt94 Yy el de do Broglio9 f; oern la repre-
sentaocién (1.6) el operader de spin de Kemmer se traduce tambiém em diche

operador; finalmente, el uso de f(?'.w )) como spin se ve aparentemente re-

firmado por el hocho bien comocido de que

( [ A QL,) (g.,g’ P+ ) (3.54-a) X*
2

implice que i(q) +ﬂz)) tiene autevalores +1, 0, -I.

Desgraciadamente, mds abajo veremos gue j(G(T)+ ‘_)) o8 un operador de 2a.

clasaj por le tantos 1) Bl quc sus autoveleres sean +1, O,-1 no garantiga

que los valores medibles sean + 1, -~ 0O, " (-1) (cf, Secc. 3.e¢-4). 2) Al
mene3 uno de los awtuemtwion—wws —oe-li dd. gomponcpte del epin no estd dedo
or m un autevector de A(fi +J )

B) ( + .Y ES IE 2a. CLASE.

Bl) la. demostracidns

Verificar que viola (3.33).
32) 2a. demostracién (por el absurdo)s

Supengamos que para toda WY L sea Y. % (d +€5) *-( e W (3.54-b)
Usande la representacién (2.6) es f£écil ver (A3=10)que ‘P =

-+ (€0 60 ) Y -
Y, 0 o) le- ¢

0 y,, 0
d! {;'nf(.l o o VB
o oy g .

r

+Pero debe recordarse que les principies do la teoria de de Broglie difie-
ren del esquema de Sesc. 3.a por lo que la disousidn que sigue no es apli-

oabla. al !pin de &e Broglie,
+Pg=p + ip .
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Por 1a hipétesis (3.54-b), \f satisfage ? - /\"’f‘“‘}’; basta entonces compa-~
rap el elemento 14 de (2.63) con el de (3.54—c) para demostrar que
», ‘p’,+ R A (3.54-4)
son (2,9-b) se ve que (3.54-d) es una restriccidén so’tu'ev’I con lo cual hemoe
contradicho (3.54-b): en efectos por la Secc. 2.f sabemos que si? es arbi-
traria (con tal de pertemecer s ), su pa:c‘l:o?I #s arbitraria, contra (3.54-d)
Por lo tanto, existe al menos una VG W tal que
ooy cw + T Y {w (3.55-)

Z
Siendo }(6'(',‘? +G'(-Z, ) de 2a. clase sabemos que (cf. Secc. 3.e-4B) hay autoesta-

dos que no estén representados por autevectores. Sin embargo, para mayor seo-

guridad dewestramos indejendientemente lo que sigue:

—b
o} Al menos para ciertos valores de p , ninguna de las autofunciones de
#( 6},‘),’4-6‘{,) correspondientes al autovalor +1 (8 ~1) pertenece a W,

En efecto: Ses

cd + oud -‘f 8 = +1,0,-1 3.55-b
> N A ,0,-1) (3.55-b)

la ecuacidén de autovalores, Supongamos
=0, p 40 Ao (3.55-¢)

lo cual es ~ompatible con una medicidn de Glvad) . En A3+%10 demostramos
(O

que para toda E’i (en € ) es
Vi

11 0 ils 0
‘ 0 0 0 c
fn O ST
1\ 0 0 0 0
Supongamos
FH ew ’ (TH te) (3.55~e)

we
- kd 2 6 3
entonces ‘-0-1 A.\.fﬂt igualande los elementos 14 y 1? de (2.63) (Jonv-of*l)

¥ (3.55-4) es (teniendo en zuenta (3.55-c))

1 1
P Pan”® i P f+1,33 = 0

Fero como pl/ 0 es -

+1,117 Fe1,337%
Volviendo & (2.63) resulta entonces

(3.55-£)

. - 3 ( )
‘4‘1,‘31 F-bl, 1m0 (3.55-8)
Entonces F+l = O contra (3.55-e); por lo tanto, si vale (3.55-0) (lo cugy .

es 1fcitos la mo convergencia de las autofunciones de p es solucionable via

autodiferenciales) es
. ¢\J" (para tods, ‘+1 ¢0). (3.56)
Andlogamente pa.raFm.l; en dambio, pueden existir ;o e(J- o

Como no pertenenen aw', esa8 ‘:+1 no son estados, y menos, ;utoostadasev“-

Y

n"
4
3
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Por io tanto, probar gue existe un autovalor ﬁ- + 1, no gignifica probar
que existe un valor mediblel §= 3.1

For supuesio, cabe aun la csperanza (que se oonfirmari en D) que al usar

- s (’—\\} se obtengan autofalores9:- (los cuales s{ correspondan a veoto-

res que gpertenecen a lD ); entonces s{ que E£X1 - +1 serd valor medible.
La. coincidencia casual del oonjunto de los autovalores +1,0,-1 de

;—(C—r.)-r(,() ) con el oonjunto de los autovalores +1,0,-1 de #(vy + (z))

(y que son los fisicamente esper.dos) es b que ha ogultado hasta el presense

ol hecho de que los sutoveotores’ de #((1+64) no son estadds posiiles del

es iados posivles del sis.ema. Si uno dice que el estado correspondiente a

$=.++'1”e's }4-1 y efectia algin cilculo con ese falso estado, esid errado

(8 nuestro parecer).

Cabe lu .regun Jor. realnente casual la goingidmza? No habra un teore-

ma por el cu:l siem.re el cspzciro de un o,crador de 2a. clase B coincide
con el de B) ? La respucsta_cs: no hay tal teorema, pues existe el contra-

ejeniplo del operador IS A diseutiido en A3-4o.

D) UN GrZRADOR DE la. CLasi Q.UE BETRESENTA AL SPIN,

Bs evidente que . (ovg +C‘;) ) es un oyerador giméirico de 2.. clase (cf.
Seoce 3of-1). ior lu discusidn anierior el o.erador §(CT’+ —’) Tepre-
Senta al spin tun correctamente cono %(E,’-o-dl‘n‘) » pero con la ventaja de
que:

1) (ventaja principal) por ser de la. clase, no se jierden autoestados si

8e buscan sus autoveotores,

2) (esecundaria) por ser de tipoli"elm™, todos sus autoveotoveotores pertene-
cientes aw“i‘" con autovalor § O pertensoen a W y son, por lo tanto, auto-

estados. Ponemos, _pues 64111\ s urc‘;'“
DBpin = 3(6('\ +6) )Unu .A.L i;(o'(‘,) "'O?z)) (6 (3.57)

Para la 3a. componente sus a.utovectorelﬂ ‘l’ son tales que

%(6?|) "’_@)lY Y (€) (3.58-a)

Como en Secc. 3.0-2 indioa(m)os con
&

a los autoestados oorrespondionges al valor medible €9 , @)
Por Seoc. 3.e y 3.f los autoestados V(E 3) eeta.n formados por aquellas \,J

que pertenecen a .

€)
En (A3-11) demostramos que si o € Csim

S« +1, 0, -1 (3.58-b)

& correspondientes p. ej. a S +1, p = 0, 1 0
]

4 P3 ¢ 0.
++ indioca el signo de la carga: €= ( ‘Vb ’ "I" )
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los sutovectores son (en v P )

3 op
0 r/2m p./2m 0 0 -p3/2m ©
0 0 0 W 0. o -»/am o
% 0 0 0 J q,i = | -pP/em -5,/ 1 0
P /2m 0 0 o 0 0 0 0
/ 1 p_/2m —p3/2m 0 0 -p /em -p3/2m
_ ‘l‘f o) P/2n p +_/2m |+)(~i) 0 0 p3/2m ~p4/2m
\ »s/zm /2w o 0 b0 =% .p /m p’/am 0 1
ap‘}/am (p+/2m 0 0 ~p3/2m -p+/2m 1 0
0 0 0 0 0 0 0 ~p_/2m
d o 1 p /2 -p3/em ) I o 0 0 p°/2n
\'Y-i' 0 p /2 0 0 5'1)1 =1 o 0 0 0
0 -p3/am o 0 =p /2m p°/2m © 1
(3.58-0)
En el mismo apéndice se demuostra que para & fi o, no hay otres auto-

(+4) H} ¢4)
vectores independientes del par 5 y donde +1 y =1 corresponden

& les dos estados de la carga. lLas 9 forman sistema completo en w’p

y son inealmente udandiontos; adends son ortomormales respecto de (2. 2): .
( 5 = écgeg J,, ! (30584)

Recordande que si el autovalor 8 9 y la carga & el valer medidle
€

es £ O , es evidente que los autoestados ) de valor medible T.¢S
y carga ¢ son

(1) 1) (=2) _ (-10 :

(1)~ ¥ ’ (1) ° \

Y Y. Y'l) (3.58-)
\‘{ﬁ; "1) ; \\’(jg H‘-l) J

Queda por discutir una importante ouestiémiEl spin estd conectado com las

rotacienes para—’ 0, y o8 sabido que el estudio de las mismas conduce al

operador ﬁ(G_(.)-'-Gé)) } pareceris ; pues, que nuestro operador de spin

—
i( +o‘@)( )fuono inapropiadoj pero no es asf{ pues do (A3-11l.1) y (A3-11.2)

vemos que si ? = 0,
% 0
-¥

0
0
0 o (3.59-e)
0 0

-lﬂ{

(¢
160+ Y - 43

°G€° o
[ VY]

FVSFTsTinicidn de W :p en Seco. 2.0-3;
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de manera que xamte H(G, GGy ) oore &(F@,’@'Sﬂe.\ generan las retacienes
mzﬁ. Otra manera de express" lo misme es decir que esas retacienes
spin
1&0_A’:}“pm -_cl. R (3.59-b)
Finalmente, a) tante (G +Gu ) ceme $(6;, +&, )&"“ sep oonsecuenées
oon la teoris de campos,"férmulacién 4" (Secoc. 8.£-4); b) es trivial que
%(6‘("-06—; ) es pseudohermitiano (es harmitiane y conmuta con (/: )3 pex le
tan%e, también es pseudohermitiano i(?@:+a¢))£‘w2 (of. (3.42))s
By 4@ )5 % MG +E) (3.59-¢)
3o4=3) Bl momento angular erbital.
De (3.49) se deduce:

— —
8) Si se adepta como spin al eperader de 2a. olase }(@ +Gg)) entences el

—
nemenie angular orbital es 'x ?; ocome ? es de la. clase, ? p o8 de

dofinen al operador jlp:ln & menos de un/d que es tal que

2a. O0lase.
—% )

—
b) S¢ se adopta al eperador de la. clase i(G(B +@ ) ¢m entonces el momente
angulaxr erbital es

)
orb © PP (3.60-a)
Si llamamos O ) al eperador de 2a. oclase
3’ —b —» W - —»
B e (G +q ¥ - e +q) (3.60-b)
se_deduce con a.yut\la de (3.52) que
'y
Ade - TX DN+ @XT (3-60-0)
w
Es (1;.;‘1171;1 que X’x T es pseudehermitienej per lo tante, también lo es
(% D (of. (3.42))8
N o
N @) (3.60-4)
W
8.1) L4 ERLICIMAD.
= — —s 0 [ — )
Vet ) 7 =4+ @)r (4G <o) 2| (3.61-8)
) SN § ¥ P
" psro es bien sabide do la teorfa de spin § que
— —» ¥* ¥
(B, #&e2) | -0 (3.62)
—» —alP |
por ls tante §((p +5 ) - _’R oconmuta cen H(l) v 3(2), por le que es de
um — % —» “,fu\\'\

I pl wE _
la. clase {sf. (3.33))s entences, T.AL 8(6H+6% )-_p_ ALy
—> — — Ip|
3(Chh ¢z )- p_ son iguales em W (of. (3.32))3 per le taneo. puede reempla-
zarss (3,06142)' por la expresién més simple

— — —
T - $ (Co+@) .lzl- (3.61-b)
D

Es ¢rivial deduoir que T es pseudohermitianas
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finalmente, de (3.6?) se deduce que el 2° m, do (3.61-b) es una genstante del
me imient~3 per le tante tambiém le es el 1°:

a ~ 0
Uc
¢ v

Jok) XL QPERADGR POSICICH HABITUAL.

BEn mecénica cuénticane relativista es T = 1 p / 7 (representasién p);
en 8pin § relativista (apreximacién de una partfcula) se usa a veces fermal-
mente ol mismo eperader, aunque puede ser ouostioaulo, eome o8 ubido.'

84 procedemos anflogagpente y ponemes a0 /o 3 reemcentrames (ceme

ora de saperar) el eperader pesicién usade para spin 1 en formalismes simila~-

Tes 3 éstej peTe es un eperador simétrice de 2a. clase, per le que pedemes
resmplazarle per el eperader de la. clase
- prld wgsn wes™
3 a(iL)‘“"‘aALiLA (3.64-8)
op® &
Cemo tante : O /O J oome (s 3 /3 ) tienen el misme sepectire

(ceatinue), la importancia de reemplazar el primere per el segundc ne estf en
obtener el espectro cerrecte de valeres medibles sino en ebtener el auteestade
correcte aseciade a eada valor medible. Ademfs, para esmbes, traténdese de
sspe-tro senifnue las autofunciones debieran reemplasarse per les autedife-
renciales.

Es trivial prebar que T s pseudehermitianes

? ’z i-.o (30“*)
w

Finalnebts, some era de esperar, ]
Ami A
819 pJ] [ we '%;F AT‘ R J A.l. [ # ]
- AL&; I&J
3s. 2L _OPERADOR PARIDADe-_

Sea P@ el operader tal quo
(o) - - o b p, **
P Yu(x 5 \"“(x s =X )o (3.%5-a)
Bn la Secc, £.b se conlidexari la transformacién amte :rotlc:u&n del m“,i
somparands la ebuaciéa (6.9) eon (3.65), deducimes que el eperader paridad

(3. 64-0)

para spin 1 en la teorfa de ung “particulg" ess
P(" xo Ko PM (3.65-v)
donde Q - 21 estd dotomdo por (6. 10)
[P“ ]z I ¢ P” P Be puede expresarse en la ferms
pf 2 W

dende P 2 sea el cenecide operader paridad para spim #
p™ Ly pH (3.65-0) ¥



Este o8 una excepcién & un compertamiente bastante general de les mesones de
spin I desoripiss en el formalismo de BWs La de pernitir expresar un ente ase-
clade & spin 1 mediante una combinacién simétrica que séle inoluya les coerres-—
pendientes entes de spin 4.

3.p - TRANSFOHMACIONES PSEUDOUNITARIAS,

d.m=1) Definiciénm
Sea U una transformacién de los veotores de estadoy

Y- ‘V; U Yitnear) (3.66-a)

¥ 4o la fom:lel preducte es‘oala.r, .
(y. %) =jv WLt = [Y (T P'x 5 o)
diremes que U es pseudeunitaria si

(Vo ¥) - (V) pare teae e, (3.66-¢)

{Ver XI, Secc. 3.8). Cemo en A2-3, se demuostira que U es pseudeunitaria si

Yy sele sn
(qu (') - (Y; q‘) para todo v, LPGV. (3.66-d)

He detallaremos la més general de las transfermacienes pseudounitarias

pesibles; impendremes algunas restriccienes; éstas sorén le suficientemente

fuertes ceme para que la ocoyplicacién matomitioa m soa demasiado gramnde, pere

1o sufiocientemento suaves cCeme para que,
1) dejen traslucir la inusual libertad que las equivalencias permiten em este

fermallsme y,
2) incluyan una transfermacién tipe Peldy-Wouthuysen-Tami.

Per etra parte, oome se verd en }.m—4, gran parte de las transferma-
cienes de les vecteres de estado puedo ser pseudounitaria: La rostricoién me
8e onouentra sedre la transfermacidn de les vecteres de ostade sino sebdre la
ferma del products escalar en la nueva representacién (ver mis adelante); ello

permitirdi srear transfermacienes que simultineamente seran unitarias y pseude-

unitarias, ceme la de Feldy-Weuthuysen-Tani.
Nos resirirgiromos a las_transfermacjenes tales que

‘P‘j‘ - Vj’: (3061-l)
e 508 5 .
‘f € ¥ (3.67=d)

Lismaremes representacién de BW (=Bargmann-Wigner) a teda representacidn que
sumple (3.67); per supueste, osn (:.67) omitiremss stras transfermacienes

de iiterés: Per ejemple, la que nes permitirfa pasar de la representacién
o1.gli1al de BW al fermalisme de Sakata y Taketani (Secc. 1.d).
<2 cendivien inicial (2.3) se transforma em
c el e (T ) Y e
(M =U 53U 5 (14 de)'s Uiy U™ ’

(3.68)
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que define el espacio W en la nueva representacién (e, por brevedad, en w’ )
(Censiderames U cemo una tramsfermacién que "reta" la base dejande fijes les

vestorest U" o8 ol misme espacie que w— ;} 8élo varfa la representacién).

}.»-2) Cendicién necesaris y sufioiente pars que una transformacién sea pseude-

unitaria.
Por (3.66)

(¥ Vi= (Y0)= JUPPa,Q)(V )& [ VULV fi-
n z\u’. G UM (Tt ) ¢

y port:nooon 'Y se cumplo (3.66) si y eéle si
xag V() V )(3.69)
que es la cendioién pedida.

2.m-}) Transfermacienes pseudeunitarias restrictas.
' ‘Bvidentemente (recordar (2.28)) la (3.69) se oumple si

I, UV@mirv (3.70)
Pere la .(3310)";9@9_‘23:5:‘“&%5‘9&9,69); en ofecto, n:l%ﬂ., x;I

ne necesariamente pertenece a b)' per lo que ne s¢ cumplen las hipétesis baje

las quo (2.29-b) es vidlida. También sen suficientes las igualdades mis restricti-
I - Y(: U‘ (I(‘) 85)' U ; (3.71)
E‘M
° + '
I.%50 (7 WU (3.72)

Llamaremes transfermacienes pseudsunitarias restr totas a las que cumplen
(3067) Y (3072)°
3.u-4) Transfermacienes pseudeunitarias restrictas unitarias.

Por (3.72) las transfermacienes pseudsunitarias sen restiriotas si

)= U U (3.73)

(oensecuente cen (XI, Secc. 3.a).

Obsérvese que mas que una impesicién sebre U » 1a (3.73) os una definie

tivas.

9ién de (I(.) ‘L) )'; elle permite censiderar ol ocass en que u es ademias
Unitarias i

vV .V, (3.74-a)

entences,

(I‘,X(i) )= U x(:) U‘ y (3.74-b)

Reeaplagande en (3.66-b) se tiene la forma del preduote escalar en la

Aueva reprosentacién . \
@Y (W) f4% -

L4 BE { A
VY W) Pa (3.75)
Coemo os de ezperaur;, o8

[ (I“'n“ ) ]L“ | (3.76)
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Llas prepiedades algebraicas de las igualdades y equivalencias (Secc. 2.d)
8e trasladan a la nueva representacién reemplazande donde el buen sentide le

indique,
\é) —p (I@) &;)' (3.77-a)
W b | (3.77-b)
N " “ »” \
e "

La invariancia de les valeres medies (y per onde de las medibles) ante v

implica que el transfermadse A de debe sor tal quo

SEV:) SEIS oF W'D
VAU 2 A

Pere ademas queremes que si Y es un auteostade de A Y 8sea

auteestade de A 3 entences la discusién de Secc. 3.0-10 muestra que es pre-

e 233

fer.ble reemplazar la equivalenois esoalar por
+*
VAV- A+, (3.78-a)

la (3.78-a) ee satisface si penemes

A'-UAUY (3.78-)

perre serfa lfcite sustituir A' por cualquier eperader c tal que

C-A, (3.78-0)
w-l
Al trmformadoA' dade per (3.76-b) lo llamaremes transformade principal

de A } salve mencién en asntrarie, séle usaremos transfermades principales.
A5t cemw en (3.33), la cendicién inicial (3.68) implica que la condicién
nocesaria y suficiente para que un eperader A' soa de la. clase es

[( Hey Ie));A‘] - [(“(a Iw), A'] ;o (3.79)

Ademis; (of. A3-12) el transfermade de un sperader de la. clase es de la.

class, J—
De manera similar a (2.40), el cenjugade pseudehermitiano A' do A ‘Y

cal aaiade en la nueva representacién es
A= To ) AT Ty ) (3.80-a)

resulta entences (of. A3-12)

(A (3.80-b)

dome e3 de desear.

3on - UNA TRANSFORMACION TIPO POLDY-WOUTHUYSES-TABI.

\

3.n-1) Intreducsién.
La transce:ma .. de Peldy-Wouthuysen-Tani (FWT) para spin # fué preppuesta

27,28
independientemente per Feldy y Iouthuysenn y per Tani Ts 3 para la partfocula



likre @8
— —
M, _mMm*t X P+ PO (3081-5)**

_Epo (?ofm}1 i

3
*s - w1, (3.81-b)°

Tiene per prepiedad relevanie la de desaceplar manifiostamente la ecuasién

de evoluocién de as seiucienes de energia pesitiva y nogativnll, 7 la do mantemor

U e unidariss

invaziante una ferma definida pesitiva, diferenciéndese en este de las transfer-
maociones de Lorentz6; puede ser generalizada al oaso do la particula interastuande
sen in sampe slesiremagnético pormitiendo ebtener el l{mite ne relativista do
manexs mas serrveosa que oon el viejo métode de las oompenentes grandes y peque-

o

fias” ", Adends, la nueva representacién es tal que sugiere nueves observables do

interosantes prepliedades,
v b & B o
Por ejemple, ®e puede definir un eperadsr posicién media X, tal que en la
"_.e¥a representacien sea
— — * ¥
x. - X (3082"")

donds ;’ -1 9/ B? (representacién —p’); entences, en la representacién

eriginal se ohtiene (comparar ocsn referemcia 1l1),

.= e S B —»
T . . L0 _t(eeY , _(FxE) (3.82-b)**
. 2fe 2 2 () 2fo ( Posm)

4
Bl cerrsspendiente eperader pesioién media es

— — — *¥

VedX = p (B) 3 (3.83)
_, dt p. p. . |
¥V a8 pas satiafacierie que 6l eperader velecidad V= ax® /jat =X de Diracs

4

k
mieniras que s autevaleres de vk son z l, les de Vk sen : P /po (segin

el migro de la energia) cems es de desear.

Tiowne y Gimbiag112 y Cuee ebtuviersn independientemente transfermacienes

tipe W™ para spin 1 usando fermalismes sin cempenentes reduendantes; haremes

le prapie en el formalismo de BW.
seudounitaria restricta umitari

{op-2) Preonemes una transfermacién

Ensayames
V.o, e (3.84)
len?s 7 ssta dada per (3.81-a); evidensemente v oumplo (3.67), ¥y por (3.81-b),

U a8 ypitartas
+ + ] - -1
VU~ toto =030 =U . (3.85)
Paru que osta transfaymaeién unitaria sea pseudeunitaria restriota debe ser

‘ (
e2. () 74~b)) Ldefinicién de (I ﬁ‘}n )'] .

o + + '
.I(ﬁ b(g\)' n u "(:! U o U(:\ U(z) K?x) U(‘D U;, L] Iﬂ) K?l) (3.86-5)

ond=r — —
o (0— &~ P

. ~(3.86-b) " *

[

5" +
i e U ¢ Ue o
”d 8l ':rm,-sformd\q de (o en la transfermacién de FWT para spin Be
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En la nueva representacién el producto oscalar es (of. (3.79))

Cyh @)= [ W xe W e (381

es (cf. Seco. 3l.m) "

(Y tf)-(ql ’f (3.87-b)
Jon-3) La transfermacién prepuesta es de 3;2 E&-Wouﬁhgsg—&g

Debemes demestrar que U descopla .mmmifiestamente las selucienes do

enargia pesitiva y nogativa+; precedemos ceme en el trabajo de Feldy y Weut-

.11
huysen para spin § . Sea

Yre V) \v (3.88)

Decempsnemes
Y - & re ) (3.89)
dende
' - #(] *((u)\l) (3.90)
X =] -l
entences g0 puede demestrar que (of. A3-13))
b’ - l.,/(o)' (3.93-a)

o5 una selucién de energia pesitiva en la nuova representacién , y que
*' - Y(-)' (3.91-b)
le 83 de energia negativa
. Aparentemente (3.90) es tal que Pid $ ‘ ; 8in embarge, es
§ " & N Ja que en la nueva representacidn la oendicién injcial es

('fc' “"14)3
-]
lo = Yo (3.92)
Entences (3.90) implica §'= & \')' + ¥ [(54- 6) Y que es clarauente
simétrica en les fndices ;pinorialoa, o ses

) » \
Yo og e ., (3.936)
analegauente, . .
v S Aam
e & (3.93-b).
. 11
En spin § es
0
g-vaute{ p, (3.94)"
Enionzes el tramsfermado (primncipal) de nuestre hamilteniane es (of. (3.84)
¥ (3.2 1)),
+ + °
He = v, U, B, U, Up = 8o T »o- (3.95-a)
Cen ayuds de (3,10) ebtenemes les eperadsres que preyectan W sebre les

estades de(o)ne ia pesitiva y nega

tivas \
4_(] 2 SEAY E “.,-]= _24-_ (1-{;9(3.95-1:)

+¢;, mas propiamente, las de carga pesitiva y negativa.
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Es trivial que la ecuaciin de evelucisén se transferma en

DAY HY . 12 p WV (3.96)

Cembinande o?’g' (3.95-1;) ebtenemes Jre (3.96) se desdebla en

3 batl _ = <4 pO \f (3097-3)
o o
NP IAI (3.97-b)

it

Yer .e tur‘w, ias 8elucicnes de ene.cfa Lesitiva y negativa estdn manifiesta-
mente desacepladas, y la transfermucieén prejuesta es del tipe FWT si adep-
tames .wme caracrerizacisn de la transfermacién FWT ol que efodtue diohe des~-
acoplamiento.

Pere también pedem.s caracterizar a una transfermacién de FWT per el
heche do‘ que (al menese en spin 5) anula para tedo ?aquellas compenentes
de vid " que en la vieja representacién sen las "pequeiias cempenentes’
del 1imite ne relativistu. (3.98)

Nuestra transforumacién para spin 1 cumple también esta 2a. caracteri-
«acien, ~eme se demestrara en Secc. 3.n=4.

Finalmente, en 3.n-9 demusiraremes quc también cumple la caracterizacieén

propuesta per Bellini y Giawbiagi.

'
hnﬁ) Representacion explicita de ! 1

P
Usando la representacién (2.6-a) de las f ¥ precediende oeme en Secc.

2.23-6 { 6: - & cSt‘ )oe ebtiene ficilmente que (3.95-b) implica
s Uy A )

| !
Y G
\ 11 \ifzy :
@ ® @
\) _ VIZ ‘gz 0 ( |
= e 3.99-
¢ 0 \ © 99-¢
0 0 o
0 (o ; 0 0
gt)«»: c o 'o o
. T 9 e (3.99¢b)
‘ 3 Tx,
- (3
SERIRE

cada una tiene explfcitamente sélo 3 cempenentes independientes, (explicitande,
pres, gue se trata de particulas de spin 1). Las cempenentos que se anglan
para tede p” en la representacién de FUT sen aquellas que en la antigua
representaoién eran pequefias end limite ne relativista, ceme ecurre en spin

.
Observa,os aillmﬁs que para spin 1 esta transformucién de FWT no sé¢le anula

P 0jo PaTa \\’“ «~a8 cempenentes 33, 34, 43 ¥y 44 aseciadas deminantemente
a © ; 8lue que por anadidura anula las cesmpenentes I tes 13, U4,

23, 24, 31, 41, 32 y 42.

Definames
\'}'I 5 I\I Y' s Y'II - /\II \1" (3.100)
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(no sor.f&‘g'dix cen \,.I' - (QI \',)‘ ’ \|}II' - (Au V)'! cntonoo’

es del tipe v (cemparar cen Secc. 2.0-5).

J.e-5) La representacién de FWT erigina trivialmente una fermulacisn sin

sompeneates redundantes.

Tz uda aén inicial (3.92) implicng
)

( )' -t
e — V= -0 (3.100-3)
a se 'a represontacién anterier,
/ \ ) |
w{l \Faz : 0 0
, !
: 0 0

V[ Ve Y

(3.100-b)

Se ottiens, pues, una fermulaciém sin cempenentes redundantes si se defime

\

|
W', .' (3.101-a)
:
Ys
! | ' ) | ) ' ) \ ) ' '
~en k‘)i = \\’ll ) ‘1’; : "12 ) Yj: wa) Yq:‘ﬁv Yy 8\6.1) Yb‘\,‘i\l)'
La forwulacieén prepuesta viene dada desde el cemienzo en una representaciém

FWT, cen

. 0
i : (3.101-b)

t) @'
AYPL ey ) (3.101—¢)
ot

En la fermulacien pre uesta la situacién es pues idéntica a la de
spin § , representacién do FWT, salve el nimere de cempenentes.”’
2.at€) Cperadores preyeccidn en ls nueva reprosentacién.

De (2.5¢ - ), {3.8€) y (3.95),

+En edte t:abaje ne esmeplearemes la fermulacié. u{ prepuesta. Queda, pues
setreentendide que cumgo digames reprolantacignaﬁe FST gos referirem;spen

1a nue sigue a ls representaciin de MWT en la fermulanidn BW(mSaena.i.mel.....J.
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L

(AL el B [t*" (8 +8%

(J-(o *Jw) P ]
Po

¢ wn ( — —p. —*
(Au.’l..6 )w * AI l I - 21;, ( o Q)\ . ] (3o102)
Es facil demestirar que
( I) - | ) (3.103)*

exionces, de (2.66) se_s8igue gue amt

Cmé ¢‘5hn6 .\" &
(Ac“* ANt (/\ . A\ e (3.104)

Reemplazarde en (2.77) s izmuestra que (cf. A3-15)

: +
e I & — 4 —
(A ‘[I-iw (e )P‘}/\ew* LG ) Ae“’"’ }(3 105)
" Les eperaderes que preyectan W eobro W se transfermaran a la

nueva reprosentacién sn (3.95-b).

J.n-7) Transfosrmacidn de algunes ebservables ya oenegides.

En primer lugar, o@ trinal que
(o ) e® (3.106)

(w) —
Fer otre lade, o: evidente que si O 08 el eperader de tipe |, aseciafe

- B W e -
:B - A .B /\u ¢
su transfermade (®Ffncipal) es ’ ‘
:B(u’) la.'& Uie (3.107)

per le que basta caloular B .

Es sabido” que en spin

- —> — -
T e ur Ut e 6_"+-16’xp - 3% [ : (3.208)% ¥
fo fo (fo+m)

adenis,
— — -, —
(g r ) = Op'+ T (3.109)

Entences el spin (3.57) so tra.nsforma en .
—'D’ - ( WwE -‘mt) ( 6(7.) L B ( (3 110)
}ﬂin A i ) > *

que debe combinar:: con (30105) ¥ (3.109).
Andlegamente la h81101ddd (3 61<b) se transferma en

- oG / I7 | (3.121)

Alge més complicada o8 la transformacién del spemader T de (3.64-8)3

osquem*ma.mente, sabewes que para spin § es

o U2 u-a 2 «¥ () (3.122)*%
' op 0"

donde M ;;') 88 una natziz 4 x 4 que depende de p_’ pere ne do 2 /op®

+ T 80 defins en Secc. 1.6,



Entonces,
2 ut * :
Uy 17’% - 13%+ lw(p)j ;

pero couo [U, ?J = 0 o8
[ Me, (B} » Uy ]. 0,

de donde
g +
(1 D_’)" = U U i P) U(g U = U{Q i 3 U(z) + lm(?) =
. ) 4 e, 3?’
= 1 ¢ + M(l) (p ) + *I)(p—..) (30113"3)

Si indicamos con (X ') al cyerador (3.112) perteneciente al espacio
de os operadores que operan sol"e (ﬁ;(apln i), o8
3_) - (x ')m + (2 Yy -1 ;T. (3.113-b)
— e
)! [(x g + (x)y -1 D_J(/\l ) . (3.114)
Figelmente, de (3.60) obtcnemos P
. w7 —
Yoo - (AT [GM s, - —L]«\L s T (8.115)
de (3 50)9
J- [(x D S I L L (3.116)
y de (3105/, el operador par1dad,
(1)}= ’_ _"—’ 0 ‘d 0 ro_—"—. (9
[P | (JLP:L_%)(‘,KQ) P LR (m_ﬁ;u )(z)‘P (3.117)
}.n-8) Los operadores posicidn y velocid dia.
Recordardo \3 82), lo nds ruzorable parooerla ser definir al operador
posioidn media )( como aquel tal que)‘ =x=1_2 ; porosntonces se tiene
—»

la desagradable sorpresa de que tal )( no seria pseudolermitiancy en efecto,

vsando (3.80-a) se obtiene que su conjug:do pseudohermitimmo es (of. A3-16)
se obtiens que su conjugado pseudohermitianc es

2 -ip*-1 L3 .118
P 1Bt (R | (), (3.226)

Entonces uno piensa corregir la dificu.tud redefiniendo

?’(3+13)/z

Br o
qQue e8 evidentemente pseudohermitiano; pero entonoes nusstro operador

posicidn seria (en la representaocidn de FWT),

1.9 -4 ;3: -i (mJO; .I’.}I’@ (%\w (3.119)
() fo o

2w 2
que siendo asimeécrico en los indices spinorialss transforna 'e[J1

(.. e & Bim ‘f = X' \V' f é.h (%0 ¢\J'), o8 dooi;,_—!, trataria
de un operador de 2a. clase, con todos sus inoconvenientes (Secc. 3.0).

Por lo tanto, la udltima modificacidn que debemos hacerces reemplazar

(3 119) por & operador asooiado tipo W 1

X - )-[1» -1 -t (a4 L3l L oKNT) (3.120-0)
/\ 2 P‘

que o8, on definitiva, nuestro operador poaioian modia (en la nueva represen-
taoiona/

Para pasar a la reprosontacion original, es mejor ssoribir previamente

X- 3 (AL) [1_?4» ij_J(/\_L)' (3.120-b)
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Entonces, con 3. 80-b) es
—»
X s NY [ + 9 J (3.121-8)

donae 1 es %al que
>

‘()—.
Se «buone (cf A3-16),
o -
q- xm ¢ Xa - E = e o (3.122-a)
SPei( e B ) -1 (@ trﬂ))'?] v+ [P (@ dn) (3.122-b)
Zp___ 2ho (P +m) 20 (pot)

Para (3.121-b), T:l. debe calocularse en la vieja ropresemtacion:
]

?. 5@ T+ 5:0' 263 T]‘ mt
YSAuF {?4— T 56\ - t(((u _)P + x(?& @J}A‘rt (3.123)

2v0 2 PF (Posm) 2fe (@ +m)

{De paso, queda redemostrado —ahora en la vieja representaoidn- que

& ? 4»?) 928 asimdtrico en los indices spinoriales, y que por lo tanto,
n8forma J en un espacio ¥ W~ ),
Puede obssrvakse que (3.120-b) es una generalizacidn posible del operador
posicién media para spin § (3.82-a) puss en spin % . 13/9 —p‘es_h_oﬂ:ltiano

Tespecto al produoto escalar allf usado, de manera que ﬁ(i_ai? +1 —a?:,- )—>
o

we
—p i _)__.’ y no habiendo componentes redundantes,A 1 —— I, de manera que

e
(E.!?O@b) —_— (3.82-3)0 —
Nuesrro operador posicidn media origina una velocidad media v razonable

(war {3.A3) para spin 3)s en A3-16 se demuestra que para spin 1,
. (v Ad >
V - ; ] (u (30124-‘)
E w o V
de manera que los valores medioa de son
<VWrat (T, (3.124-b;
fo
segin el signo de la energfa (o mejor, de la carga).

Gaa-ea obtuvs anteriormente un operador posicidén media y otro velocidad

media para spin ), pero trabajando en el formalismo de Sakata y Taketani.

3.n-9) Conexidn con los trabajos de Bollini y Giambi

. 13,6
Bollini y Giambiagi 3s demostraron que hay una oconexién entre las trans—

formaclones de Lorentz L: que reducen ? a oero*, ¥ las transformaciones U;

de FWT; la correspondencia es, para spin #,

+ 8 = gpin; » = momento



Lorantz FWT

, I 7T+
(A'&‘o,‘-() +—P) Gp"(‘o’pvol')

o — —»
ph= (p v P) t+—> Q,p’( n y P ) (3.125_&) ke
nétrica indefinida «—» nétrica definida positiva

8""’}«!*}&!&(1/ > Pp%’\l’)- EV

32 dexzastra entonces la corrsspondencia,
A 1

1-; — v ; (3.125-b) % *
para spindmayor que un wedio, en lugar de demostrar
Lz -— U: (3.126) * x
s8 usa (2,126) ocomo definicién de U;; al efecto, se procede as{i: Partiendo
2

ot L~ covcsidoy; se lo represemta con ayuda de los elementos de la columna

Fu
£l

“Levar ™ ie (3.129)3 a continuacidn, se reemplaza cada uno de esos elementos
por su correspondiente en la columna FWT, y al opeeador as{ construfdo se lo
liama: Transformacién de FWT para spin s. En el trabajo se Bollini y Giambiagi
3o apliz& disho procediuwiento en el formalismo de Rarita-Sohiringer.

Ea €411 ver que en el formalismo de BW el proocedimiento citado conduce
precisamenie a nuestira transformacidn de FWT (3.84). Para ello basta tener

pressnss gue (Cap. 6) en el formalismo de B W la transformacién de Lorents L.

pa."a 2pin 1 se pueds poner,

1 h _h
L-w s (3.127)
er’on~es el procedimientoide Bcllini y Giasbiagi conduciria a definir
h %
U = Ugp UG (3.128)

v:: ¢oin~ida con nuestrs (3.84).

En ol %rabajo de Bollini y Giambiagi se demuestra que para spin 1 su
sraneformacidn de FWT mantiene invariante al producto escalar positivo defi-

ide

Al

L

U U =00 Uy 129)**
p /iy s (3.129
donds U es el 4-vector de Proca (ecuacién (1.7'). Como verificacidn de (3.84)

podemes ismas<rar que nuestra “ransformaciém de FWT también cumple (3.129).

En efecmva cone;::i.c?n17 ‘%
-1 9 v -1
SR N S T Wiy ¢ (3.130)
2m Yom
antye la HP ie BYW y las QA N 0)*»da Prooa es invariante em forma ante un

cambin do representacidn. Por lo tanto las ecuaciones (7.9-a) y (7.10-a) que

~.-omc3 mds adelante usando {3.130) walen tanto en la representaoién

cemnR’

origina_ ->mo en la de FWT} pero de esas ecuaociones se deduce féoilmente que,
o VR S B ) Y
+
YT+ 4o 8a)Y (3.131)

8
58435 @‘no son las de ecuacidn (1.5).

——a

+Por supueste,
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De la invariancia en forma de las (3.130) se deduce que en la representacidn
ds FWT seri .

E ' 5 ¥5) ] '
Uy U;L = V [I + (J(,) Kg,) ""’ (3.132)

Pero nuestra transformacidn (3.84) po sdlo es pseudounitaria, sino también
urivaria; por lo tanto, los segundcs miembros de (3.131) y (3.132) son iguales}

per le tanto, nuestra transformacidénz -umple (3.129),

- s G wm e @ v e G e

Opmplepeato.

6
Podsmos trasladar directamente al f:rmalismo de BW la definicidén de transfor-

— —
w5354 de FWT que transforma P, en p,3 N
V /%) - U(P,,) V@) (3.133) % X

(que; en sl trabajo de Bollini y Giambiagl es sugerida directamente por la
correspondencia con la tramsformacién de Lorentz).
Es Trivial que,
Ulr,/5,) = U, (% /p,) U, (3/7,). (3.134)
De la misma manera, se puede trasladav la definicién de tramsformacidm de

de Cini-Toushek dada por Bollini y Giambiagi,

C;G) -U'lw U@ (3.1350a)""
Y &l resultado es,
Ce) ~6F) GF) . (3.135-0)

'
i

+Aqui U( D) es 1la u de FWT escrita en la repressntacidn 3, con la variable .
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CAPITULC JTARTO

EL DESARROLLO EN ONDAS PLANAS,
CUESTTIONES CONEXAS,
4o - INTRODUCCIQH.
N:.est:c 2hjstive es efectuar el desarrollo en ondas planas para spin 1
v o 4 0 prosurandos

1) paralelizar el desarrollo usual an spin #;
-, . .

2) representar los spinores W (T, P) de epin 1 mediante una combinacidnde’lds v
de spin #, ye que entonces cidlculos para spin 1 podean sor heohos mediante
simple utilizacidén de cdlculos ya hechos en spin 3.

A afectos de notacidn y de posterior utilizacibén, damos el sigutente,
RESUMEN DEL DESARROLLO EN ONDAS PLANAS PARA SPIN 3%

Es bien semocido que

® Y(-)
LV(Z) - Y (Il) +3 (I) : o e . — =
( tP' "+ € PK

\sz) = _4 Z dp a(x 7 ) \u(rv?) ° F (4.1) K

(2w )!/z ST
I 17y »
@) ¢ 4 2[ap B(sB) u (x5 o
(2n)2lz M Vzpe .
donde » = ¥ i desscribe la polarizacién , p, = + V?L+ a* y las cuatro

u, (r,7 ) posidbles para un dado 7 , son linealmente independientes.

TPOC+t ?’-?

Si

T =72+ pus $=07" 4.2)""
r €l (4.3)"
es
K($) u (57) =€ u(r ) (4.4-8)""
o lo que es lc mismo, .
¥ ue(r,ai') » ¢m u (re7). (4.4-b)
Aerés; (4.1) equivale a .
W) = 1 3(n afm B ugln B o T (4.11-2)""
(2w) %2 ran Vape
» %
‘,,( Ly 3) - a(z; P) a (7 ) - b‘(r,‘). (401"1’)’
Es
w(r, ) u ey B =2, {oo See (4.5)*
;ie(:.tr9 ) w (2 P) = £2m 5. (4.6-a)*"
2 (x5 B) 2 (2%%-F) = v (=*7) u (x-F) = 0. (4.6-v)""
Pueds ponexse
Z7

+Por ejempl: las u,(r; B) pueden ser autofunciones de la helioidad % T

oon autovalor »/2 (definiciép "B" dada en Ad4-1).
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“g(xs ?) w

(m + 9 +TLT) W t(:r.O) (4.7)FF

L‘m(vuﬂ
donde 1las u,(r;0) cumplen las (4. 2)yecey(4.6) com p = 0} [p. eJ.
B(0) u (=,0) = mﬂ’ue(r.o) =& ug(r;0) (4.8)x =
Pn A.4-1 explicitamos las dos definiciones (A ¥ B) de T que usaremos
an ln que sigues .
Bs usual definir,
u (z, D) = “‘_(1‘9 Doy v(y ?) = “-(rv‘ﬂ (409).“

q
que ta.mhien ﬁun linealmente independientes entre si. Entonces (px =p*x®<p :-:’,

Vi) - ‘f’ )+

‘{}(’;) - f_dl_ a(r,p) u(r f)e (4.10)%
(m P peaved
- f C
) o | = v

Es,
FaomDesu(®m® 3 v Peav(n 3 @1
u (T, i"’ l‘ =mu (r E H ;—(rv I-” f - -m;(r! _P’) 5 (4011'1’)*’
& (z, B) 5 (z'5p) = 2 BSH; ¥ (g, D) ¥(x'y D) =2 poJ;_,; (4.12-0)**

"’f(.rv 5.) u (1"9"_13') - u+(3'9 5’) v (r'sv"—l?) =0 } (‘.m_b)lﬂ! ~
T, Du @, Newdy V(o D) v, D) = -2 (4.23-2)F
T, Dy, DT (@ D e, B =0 , (4.13-b)%¥
e D EHE D @& AHED [l @
Z[u—(ru PHul(snB)=-v(52)v(y D) ] - 8 n, (4.15)**
Los cperadores proyeccidn /\ttalea que
A& = ' A+' =0 (4016)*,
/\""' = ¥ 3 /\... s 0
sunplen
A#"l‘_“‘_‘n" i 2“(1'9-5)?(1'9—;) X
2m im T (4.16_b)x
Nam-gpu_a _ f_v(r,'p’)v(r P
m lm

4. b - 148 Bages Us, Usr y .. QUE SUBTIREDEN LOS BSPACIOS SPINCRIALES
T (e~ »p P sin ant
AT IR .Lsp ,_Qsp y & op L CORRESPONDTENTE

8p sp’ )
DESARBOLLO EN CONDAS PLANAS DE UNA EE SOLUCION DE LAS ECUACIONES DR BW.

4¢t-1) Basés a_los jos spinoriales.
Para la definiociém de dichos espacios, comsultar Secc. 2.0-=3; 2.0-4,

Zof=2 § 2483,
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Sea T un parametro
T=-2 0, 2 (4.17)
que posteriormente estard conectado oon la polarisacidén de los mesones
vectoriales® la cual se discute en Ac4-2. Recordar r, s_ = ¥ l, €=+ .

Definc los 6 spinores

\,“_(1'-’1‘4-5,-’)- ;’-tu(s,p ul)(r,

Ty P u \8,
ZWT'—[ é o & (4.18-a)

0 sea,
b(? » P) = A .“(1 9;') uqq( 1, ;’ }

Vz—
L'(0»—.)5-' El(q;su(ﬁl,p +u(1,-p)u(1 —3]

(=2, T) = _vﬁu (-=-1,, P) u (-1 P) \
(

‘,(2,") _L_u(lff)u(l._')
Vom @
"( O, p) = { _(.)( 1, ?) u,w("lo -«'llb + ‘_n( =1, —1’5 “(.)(1 t—l”}

Y m
W2 ) = L uy(-L ) ugy(-, 7) J

Defino ademés los otros 4 spinores
mr(ro'al—”) - { [ (1'9 3) u (39 3’) +u (99 ;5 u (rv ;’J

zv et [ m' (4 19)

Utilizando el hecho de que las u.(r, P) de spin # son linealmente

independientes entre si, es fécil demostrar que los 10 spinores (4.18) y
(4.19) son linealmente independientesj como la dimensién de é::m es 10,

se deduce que el oconjunto de los 10 spimores WUWg (T, -'g) 2 ."ﬂ(r, 8y _’2)
subtienden éf:'m (forman base).

Usqndo (3.48) y (4.4) es inmediato quo

/\T(a“!(rva'“‘e(rs;’ A.,,-(-jll.(l‘sp)-os

(4.20-a)

g7
/\ur (;Su;(rsa,p - ll-y(r,s,_ﬁ) 3 A, ( —') (LF(r,a,_') =0}

(4.20-b)
por b tanto, los 6 spinores W (s, Ei aubt;mdww-sg , mientras gque

+P. ej. las 1’1 (™, p) pueden ser autofunciones de la helicidad (Secc. 3.J)
cor autovalores T /2 (definicidn B de A.4-2).

++A diferencia de & ; el subindise ¥ no toma valores numériocosj meramente
expresa que (como se veria mas adelan ) las '.-T subtienden el subespacio 9:,,. .

+++Expresar la parte spinorial W de qj mediante productos de spinores u de
spin i 0 es nuevos una vez desarrollada esta seociln hemos hallado que de

Broglie (cap VI, R resa la onda monooromitica | de spin maximo=l as{s
icionclo Yy ¢ son ondas monocrométicas de spin #. Esta

"’.. w= Yiw Y w relacién de de Broglie es esencialmente igual a nues-
E e LA tra (4.18) salvo la simetrizacidn (con lo que elimi-
(stgue al pié de la pig. sig.)
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Xloa 4 spinores ﬁ?(r, 8, 'ﬂ) subtienden el subespacio complementario (en
ESIMES  (recordar fig. 2-3).

Como el espacio spinorial de interés fisico es w'st » Tesulta que los

6 spinores de interés f£isico son los (4,18). Usando los operadores proyec—

s -+

oiSnA 1  definidos en (3.10), es trivial demostrar que las W (V™ p)
, “ - P

s:biiendsn w_g( vy las W_(T% p) subtie(gden \J's' . Obsérvese una vez

-~
wads que la dimensidn spinorial de ll)-, W g ll)’ es la que ffsicamente

habrfa que esperar (respectivamente 6, 3 y 3).

Por completitud mencionemos que {._;.n ¢ es subtendido por los 6 spinores
que se obtienen reeemplazando en las definiciones (4.18) y (4.19) de WAll,p
¥ uq.(::,, 8y ?) las sumas por restas. Con esto queda completa una base para

éﬁp"

4,b-2) Desarrollo de w (x) de Bargmann-Wigner em ondas planas.

—).
Usando la base u!( ¥, p) para los espacios spinoriales, es trivial

obtener que toda que cumple las ecuaciones de BW es tal que (cr. A4=3)

y
® )
Vé‘) = V(l’) + Y(I) - K4 rt‘o‘;’ ?;’
\*(x) - )2 f_di’_ n‘ (r, ? ) “q.(f._l’)e (4.21)

¥ (]")’/" T Y-Z_: ® . ox‘d-e'ﬁ-h
Vo - o %/V‘J—i—% b (e W.Tet

( a)' 8810 toma los valores (4.17))._sh lo mismo poner

ye A T[Le e W, Fe R
Vor- oo /s adrfl amife T.210-a)
donds

(T DU & D - E'(T',:p‘) . (4.21'-b)

d.t-3) Las propiedades algebraicas de las &‘T. 3).

Salvo la normalizacidén (que es arbitraria), las propiedades algebraicas

de las W de spin 1 pueden deducirse de la misma manera que se obtiensan
las propiedades algebraicas de las u. de spin 4 . Un segundo camino (que
seguiremos aquf) es deducir las propiedades de las W¢ usando la represen-
taocién (4.18). Bl resultado es que la tinica diferencia entre las propiedades

(Viene de la nota +++ de la pig. anterior):

namos spin 0) y el faotor 1/\/ (y9 ] en la normalizacidn (con lo cual conse-
guimos que las propiedades algebraicas de las (s paralelicen las de las u
de spin ). En cambio, dentro de lo que oconocemos casi todas las scuaciones
posteriores a las (4.18) no se han escrito para spin 1 en,un formalismo tipo
B¥-Belinfante~de Broglie (excerciéns Belinfante, op. cit. , ecuacidn 36). En
cuanto al formaliem? de Kemmer, hemos encontrado posteriormente un estudio

de Booth and Wilson sobre "spinores™j; Booth and Wilson no usan una represen.-

tacién tipe (4.18).

-
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de las W¢ y ds las u, estd en algin eigno: se puede afirmar que esa dife-
rencia de signo esti conectada non la diferencia de estadfstica.

Usando (4.4) y nusstro H = H,lp es inmediato que (4.18) implica

H® W, (7)- ¢ fowe (i F) (4.22-a)

o, 12 que es lc¢ miamo,

£y W, €7) = B, WIT, €F) =€ m W(T, ¢7), (4.22-D)
andloga a (4.4).

En lc que sigue seri §til sl siguisnte lgmas
Si Tarses, T'=1'"ss'

a8

é-fl" J;s‘ + gr J-}f - ;r'” (4.23)
Viert e
Agregando (4.5), (4.6) y (4.18) se deduce quett
(R, (7, ) Up(T, 3),, ~ E2n Sy See (4.24)
que s8lo difiere de (4.4) en € = 1y 1a (4.24) es la (ocorres~

pondiente de (4.4) porque en spin 3 el producto escalar en el espacio

spinorial es (u  ,u, ) - u U
De la misma mora, oon (4.5), (4.6), (1,8) en (4.18) se demuestra
que
L(v e, P =+ mdrp
@(r, P u(r ) - - (T, P) b, F) =0 |

que corresponde a (4,6); nuevamente 86lo hay una diferencia de signo.

(4.25)

También,
W D WfT) 3) =20 ee (4.26)
m

De (4.7)y (4618) se deduce

- - —
u.(To P ) = T;) ["““Po *5""71,, [‘M"’P."e 0"_?1‘!:‘*4027)

4.0 ~ SUSTITUCICN DE LaS WspR W Y V |
Como en spin &, results conveniente definir W (¥, ) = WY, 7) ;

v(T, D) = W@, (4.28)

con lo cual el desarrollo {4.21) en ondas planas de toda \l) de BW pasa

+4+4
a la forma X

4] ly)
“l’(x) - (x) + ‘f’ x)

tpn

Z

/_d’_"_b (1'.‘5 v (T,‘Tc

Vo - 5w
Bm pp{”, eto.

++ Ver on (3.2) la dsfinio:lon del produoto escalar en el espacio spinorial.
+++ pr = p°x% - p LT
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D (449), (4.18) y (4. 2’{) se deduoe que
W(Y=x+s p~ _ 4 g, (T p)uw (s p) + ug (s p) tb(r, p)]
AN (4.30) ]
W Teres g)w 4 [v(” (x, —psv” (s ) + vm (s 53 v (7, ;:)
» « a k
2V () - )

3. ps~a las (\p,+s 2% propledades algebraicas de las Uay v pueden

r——

vduz1rses 1) de la wisma manera que las propiedades de las u y v de spin
L u tien, 7) a partir de su representacidn (4.30). El resultado es:
é(‘)U« f(uu' -2 \L l (4.31-a)
b U = by U = U )
niloga « (4.11); entonces,
Wi~ Wf-auW |
V‘(ﬂ‘ u-i -mlE J
(Wivr M a7 T’))?- 2 nbves (v 062D, (7 D)= -2 e

(wir, D w0, B, (v, 5 W p)) -0 ]
(4.32)

(4.31-b)

que curresponds & (4.42) (varfa un signo). .
(-I__(T’ ;5 u,(T; —P') - F(T‘, ;’37 V(f‘, -;): = 2m J.rl’" (4.33)
Wr» Vs -V(r, ) (N =0

qu¢ 321c difieren de (4.13) en un signo.

Wit 7 W3 =TE D R =258 daly
wir, » WP - U, F W) - o

La (4.14) no se traslada directamente; en cambio, vale

z[ + (T, P)u.hh (T, ()+ ) KRN (ff)v; 3, «.¢) \'.{"&/44 3‘4"')

paT& )de. ‘1]& W3 la (4.34) implicaria una relacién tipo (4.14) si no fuera
pc: t.s componentes redundantes. La (4.34) se demuestra usando (4.29) y
{4,

2 [u\r W, B TS Vee, =120, (4.35)

ef cerponde a la (4.15).

3 cperadores proyecciénAt (—I’) tales que
’iu_gr,f') SETNG ) N AL PE(Ts B) =0 1 (4.36)
AT 0(n D) 5 APV D =0 |

cumyp -

C :xt.u‘_étu.mbre, sumamos sobre los {ndices spinoriales repetidos Jl y .12.
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A*(;) = Azlm«o» m. = J({.\z; m :r%ﬁ wir ) E(T‘ 9?))
A= m-fo = m-fo = DELAR IR U’('f‘.p)]s
W om u 2n  Yim F (4.37 - &)

k +
que corresponden z (4.16). Si se desea puezr de ";_" a "=" ge puede pansr,

L wi (T, (r 8 = L (Gl Ghmy, s G, (MLI,]]

Z *‘t; (r ’—;)_J’izj'; (v 9;)" [(M)w‘ (B+m). t] + (fem)
r (4.37-b)

entonces la (4.34-a) puede completarse con

Z Wy (rP, (T DU (PR (7R -
i

2m

- [(# o ‘{'—Lj'a f #5.5'.. ﬁi’;_')'. fm !.J Jizj’z CJ& (S-T-z.]-J
(4.34-b)

)y, (Bl

» P
4,d - SEINORES EN 1OS ESPACIOS?SP I 9 o
4.d - 1) Introduccidn

Los espaciosq'- P, yqp se definen a partir de los espacioa{ry% de la misma

manera que se deP:me 81 espacio spinorial \J a partir de f ea como Sec.2:<2

Es inmediato que una matriz simetrica m -sj_ pertenece a sp ’

™ /\w 7 Mme-m  (4.38)
nij simétrica pertenece a %

6
ne? : N LW =M @9
Por (Becce 4.b- ) los 4 opinores U,,T (r,8,0) (4.19) forman base enT

no disponemos alin de base para

4.4 - 2) - -Algu.nas propiedades algebraicas de los apinores uAE 0

Respecto del producto escalar (2, 2) son ortogonsles entre si y de pseudonorma
nula, |
("4 (r,o,p),“oq (r.%al P (4.40)
pero no son ortogonales al es acio \J 3} estas propiedades son'conssénenoia
de €4.19);:(4.18) y de las propiedadestde los spinores de spink; la no orto-
gonalidad con W es consecuente con Secc. 2.f -2

Adenis, P

u.; (r’B,Tp'S\Lq’_(r',a',_;) 'Z.EE. Jrr’ J-ss' (4.41-a)

m
Ut (2reP) (F,8) = 0 (4.41-b)
od— - Los spinores Wae . buse de P
' 57 ors,
s 5P (ésf

W Fig 4-1

3"&" -
AL( ﬁ ' 3 Y ll)—,:

€
La figura 4-1 (simbdlica, como las 2 - 2 y 2 - 3) sugiere que podemos obte-

ner un sistema de vectores (no necesariamente normalizados) que sea ortogonal

+fzra dewmostrarlo, usar (4.18) y (4. 16-b); partir en dos ciertos sumando.,para
agruparlos con otros (esto se comprendera al efectuar los calculos).
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Wp especto ¢s (2, ) si proyectamos los “«; ortogonalmente sobre q P
.P

definimoa pues,

(1"5’1’ A,L (_5 l‘; (1"9’—5 ) (4042)

La miuma figura sugiere que pueden obtenerse los “g como combinadién 1i-
neal de los W, y de los us—" Usando (4.42), (4.18), (4.19), (2.60) y 1la
férmula de spin 3

Ku (r,p)-f-m ut(r,p) "'Z [Ef(r'.;') “E(r.?)]“_t(r'.-l;s
P 2p .
° 1" (4.43)

se obtiene

“'} (r,s,p) - uuj;(r, ,p) - 1 Z lre x° |1 [‘:"(r',;)lu?(s,;') ]U,,('fﬂ‘;)

v+ 8 [

— -
+ 1 r'es |1 [1.‘.‘r (r',;') u (.s,p) Ju, (s+r'.p)
4o L [ Ires |} (4.44-a)
Usando la definicién A de r (cf,M—l ) se obtiene

u.gn,l. =W (1,1 7) +1{p’u.(2,‘3 +1Fpu',,(0.") -
- -ptl.,(i‘,_')-l_plb(o.ﬁ}v
7

W, Gt = W (1,-3,5) e P - " Ao, 7 -
SW(0 T - V(-2

u,& (-1,1,p) = u'}' (-L,1,7) *L{Psu‘(ot -P') + VEP*_'*‘,_('Z:E -
- 2l (2 ;’ + p’u.-(o vi’jli
u. (-1,-1.p)"l-; (-1,-1,p) + .I_{E-m(oa p) - psﬂ.(-2.35 -

F O D+ BU2TH
(4.44-b)
en cambio, usando en (4.44-a) la definicién B se obtiene un resultado
més compactos o - - -
Wy(@ss 7) = Ms(r,e B) + olpl U (zve,p)- 6] W(zvs,p) -
Zwm = (4.44-c)
La férmula (4.44-b) (def. A) fué reobtenida ortogonalizando respecto
de (2.2) al sistema de 10 spinores W, , "’T ; rara la (4.44-c) no se
usé este 2° procedimiento.

4.d-4) Algunas propiecdades algebraicas de 1és spinores u-t.
Para (4. 44—b) (def. &) oe_'vsrlflco

(“:’ (zy 8, P) ’“- (r'ys'y p) (4.45-a)
Adeuas, por construccmn,
(W T3 s Wy ('sety P)), = 0 (4.45-8)

~ AFLICACION: NORMALIZACION Y ORTOGONALIDAD.

Usando (4.21) y (4 24) es ficil demostrar que
!

(VH V" - Jdp Ia.(f ,3) (4.46-a)

(¥, Y° )--Z[d’p 1551k (4-46-b)
"JM \P"’
) = (4.46<)
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Las (a) y (b) demuestran las (3.14-a); la (¢) redemuestra (3.13). Agregando
las (4.45) podemos formar la

4+
Tabla de correlacidon entre subespacios ortogonales normas seudonorm

u s:.m
para ., Ye

Vé\‘rﬁ#(v v)-«bl
\f’e\v"=;( V,¥Y)--1 Tabla 4-1
e 9==»(‘4’ V)-o

Kdtese sin embargo que estas implicaciones no necesariamente pueden ser inver-

t{31as, En consecuencia, sea ")eh)' N AL € sin pero f W y ©8
3
(Y, ¥ & [a(r B - locr .3”(4.454)

1
La (4.46-b) no se repite e.. spin &, pero sf en spin 0.

4.f - AFLICACIONs UNA INTERFRETACION ESTADISTIBA RESTRICTA (TEORIA DE UNA
"PARTICULA",

No es nuestro objeto en este trabajo discutir y o ampliar las bases de la

teorfa general de una "partfcula" para spin entero. Por lo tanto, en lo refe-

rente a interpretacidn estadistica nos limitaremos a seguir las lfneas expuestas
en el articulo de Feshbach y Villars.lo
De I, Secc. 3.a y de (4.46-4) , es:

"carga total" = eZ/d p* i|a.(r , B - Ib('r' »=D) |‘}(4 47)++

Esta ecuacidn se puede interpretar diciendo que

proporcidn relativa de carga positiva aportada por un estado componente, de

womento comprendido entre ' y T + dp , energia couprendida entre p, =+ TE 4,

—r

yp, +dp, , ¥ helicidaa™™t !s in °® —p' igual a T /2 ; anilogamente
2
|

Ib( r ,—'w.’) | para la carga negativa.
De (3. 4), (4.21), (4.18) y (4.4-a) se deduce

<H>- 2 @’y »p {|a.(r. p)l |b(7‘ s-_P')I } (4.48)
de (3. 47). (4.21) y (4.18),

<p>-2/dp p {l&(f ,—')‘ + Ib('r,-;')r} 5 (4.49)

as (;.€1), (4.21), (418)y(A414),
J n? "Z dP {‘d(’r, p)‘ Ib(f,:p')l} q- 1, 0,-1).

(4.50)
m(e 2% ‘
++Mediante io de variable de intograci n da. 1 pamo pon e;:[ b
tf, a % @ea

--0 } 8in embargo, ahora colocamos'
la b:gororcion de carga —-e, helicidad 127 més ade anto)

y to +p(ver
+++Aqul adoptamos la definicién B de ¥* (og J ;. -
*. .

f
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2z
2
- 173 I nAK)
Utilizando la interpretacidn mencionada de l‘-(f’ p) ,d Py b(f 9"P)L P
se obtiene que la energfa media < H? es el promedio de las anergia.sf P de los

estados especificados por su momento, el signo de la carga y la helicidad,

ponderando el promedio con la cantidad de carga de cada estado. Andlogamente

para los valores medios del momento y de la helicidad.

(cf. (3.17)).

+Recordar que el valor medible de la energia es +p,
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CAPITULO QUINTO
REPRESENTACION DE Las W (x) DE BARGMANN-
-WIGNER UEDIANTE DOS CAMPOS SPINORIALES

Wrx) ¥ Wox) DB sPIN % (TEORIA NUMERO c).
5.4 - UNA REPRE;ENTACICN.

i,a-l) Teorema.

(13} ®
Tesist Sean Y' (x) y Y" (x) dos soluciones arbitrarias’ de la ecuacién de
Dirac para spin § correspondientes a un mismo signo & de la energfa, sin mezccla
con corpcnentes de-signo - € ; sea la funci6n*
®
3
i(a' %) = _ A [(dx ‘1/ (z -x) i Y" (x) + (1)4—4(2) (5.1)
() 5 .’
donde 4—.(8) indica u.n sumando 1dentlco al primero salvo el intercambio de

subindices spinoriales ije—ei,. Entonces,
a) Como funcidn de z, i satisface la.s ecuaciones de BW (1.2)3
Y(.; j x°) = mi(z 3%°) (5.2-a)
e §.. (=i <) - POy (5+2-D)
t) pese 2 la aparlen’éla del 2° mlembro de (5.1), i es independiente de x -

} Yo 29 = 0 (5.3)

Q

X
Dennstrazidns

Fara demostrar (5 2-a) basta ob»ervar que por hipdtesis

I'Lh (f) ( ) - mv '(2) (5-4)**
Py

La (5.2-h) es consecuencia del s)umando (1)e—(2) de (5.1). Para demostrar la
(¢
('3. ) usaremns (4 1'): Como \V' estd formada por comgonentes de energia &p, es

¢ (o) -4 Z/d par(e, D) ug(n, 7)o ST (5.5-a)* *

analogameng—e.iz ™

¥ "22) = / d_pa‘y(s, ) u (s ™) e LEpK AT P (5.5—b)**
(Z‘l\ 2 os-l

Sustituyendo en ‘5?'1) se demuestra
{ ) s 2 [En e (5 ) wle P (D gy (0 T +
+(1)H(2)]x Jeepz et BT (5.6)

etpx &t f
Las axponenciales e ye que contenfan la dependencia aparente de ?

en x ° we han cancelado debido a una & (p - p"). De (5.6) se obtiene inmediata-

mente (5.3).
Q.E.D.

5.3-2) Teorema inverso. ©
Tesist Toda solucidn V(z) de las ecuaciones (1.2) de BW formada sSlo por com-

+ - (1% ¥) ;2= (z°,——z’).
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ponentes de un signo definido ¢ de la carga puede ponerse en la fprma (5.1),

es deoir,

@
Y %) - o [Ex{) Yz - 1) 1 2 ¥ (x) + W@} . 1)
xo
Jna regla para determinar explfcitamente las %’{9 y ﬂl"(gque deben

usal'se es:

Q]
a) dosarréllese H) (z) segiln (4.21'), o sea
—-—

., W). e 7 [f2 &t e, e PR P L)
" se

Totetdifian hallando las a' y a' de (5.5), las que deben

cumplir
" a(Twean D d entelFan N @D (5.9)
Peae a que (5.9) ngvzagermina unfvocamente HJ‘ V"(q » es condicién

suficiente para que se cumpla la (5.7).
Demostracidni ©

Por Secc. (4.b-2) sabemos que para demostrar que toda solucidn H} (2) de
las ecuacicnes ag)nw (con cargg pura ¢ e) admite la representacidén (5.7) basta
demostrar que (23x°) admite un desarrollo idéntico al (5.8).

Sustituyendo (5.9) en (5.6) se demuestra que

(0 4 C e s =P

(z5x) =2+ 0 fap v a(T,5) w(r,pe 1°*°F7
{ (z-.v/z 7 / 2 6 | 70 ) e (5.10)

= r + 8, For otra parte, siendo ¥ = r ¢ 8 = =2, O, 2 se cumple que

Zmu(r)-a Zt(r) (5.11)

lhtonoes, comparando con (5. 8) es

(e
§ioz ¥ . o (5.12)

(La aparente contradiccidn originada en que (z) es indeyendiente de x° no

pa—
fs: -1

es tal debido a (5.3).
(Q.E.D.)

Observacioness
4) Pudiendo representarse mediante (5.7) las soluciones de carga pura € , toda
otra solucidén de carga impura admito representacidn, combinando (5. 7) con
WY - Yo+ Y. ) (5.13)
B) El1 farémotro adikensional A se introduce en (5. 7)/§ara gna eventual norma-

lizaciény para eoluciones no normaliza.das, A es arbitrario y puede hacerse /\ =],
9

(
C) Pijada la H) (z) que. se va a representar, puede elggirse ung W Sest

+Modificando adecuadamente la (5.9) puede conseguirse una férmula andloga sin
el "0 /x°", o sea como el 2° miembro de la ecuacién (a) del apémdice A5-1l. Sin
embargo, preferimos mantener el "i D/b x°" pues puede demostrarse queentonces
la representacidn es invariante ante una transformacién de Lorentz.
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(9

3 ( -
arbitraria, determimando " qmdtnuto (5.9); el pni‘s)o requisito sobre (.lJ' es
que contenga todos los mouentos .° que contiene (el peso de cada onda momocro-

. : fe)
nwftica no importa en kr ' ) ¥, para un ? dado, quee contenga todas las polari-
(e)
gaciones r que contribuyen a las ¥ contenidas en “,) e O sea, si
&6(r-r+s,75/o (5.14-a) .

debe ser
a'£ (x, D) # 0. (5.14-b)

5.b - OTRAS FORMAS DE Li REPRESENTACION. FORMA MANIFIESTAKENTE COVARIANTE.

De (5.7) se deducen las representaciones
(€

e)
(2) = =_2A jd’x { k’)'v(x) 1_9 Y)"((z -x) + (I)H(Z)}
VZTH 0] dx° ) (5.15)

yW))_z‘_()’ ® g l-x e @@ ] (516
z) = H (z)(@°x ' (x " (g ~-x)+ (1) (2 5.1
Vzm @ {kr(‘ LVW

)

donde
HE (z) = o—('.(-i’t_a_) + mﬂ 3 (5.11)**
(ver las demostraciaog‘ea en AS5-1).
Si designamos
dc, = (ax‘dx'ax’, 4 x°dx*dx’, dx’dx‘dx?, dx’dx‘dx?) (5.18)

entonces la forma manifiestamente covariante de la representacién (5.7) es
@ © w®

V (2) -_A_[aohw (s - 202z Yo e} (529)
= g *

S:¢ - COMPARACION CON LA REPRESENTACION DB IE.
De Broglie* utiliza la "fusién" de dos partfeulas \l:,y k"éde spin 4 como ins-

trumento para obtener las particulas ‘I)do spin 1 y vus couaciones (idénticas a

(1.1) salvo que no se pone !<tj= jécon lo que el spin 1 no es puro).

Su ecuacisn de la "fusién",

[—1{_33 ‘((j)(x)]m(x) - Y@' (x)[- 11:.3%“}5&) ]- i[—ijﬂ_a%“l’(x)J (5.20-8)""

I x
[ et = L 12 gagm |- o 2 Y@ | (.20

le conduce a escribir

Y - i Fre (5.20)% %
A

(3)
partir de las ecuaciones (de Dirac) que satisfacen %; Yy (5 y ¥ de la

restriocién (5.20) obtiene las ecuaciones (l.1-a) y b) para ‘f’ . Pero, inde-

pendientemente de la idea de la fueidn la ‘2,21] es una representacidn de ! R

(1] la oompararemos con nuestira ]
Es sabido que una objecién que se ha hecho a (5.21) es que sélo proporcioma

» 3

- hQIia’ OPe cit. Clp m’ §2.
° . e PN YD
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lan \') que cumplen (5.20), o sea esencialmente s® trabaja con dos particulas
no ligadas cuyos momentos” son P)2. Es olaro que el sistema resultante debs
ser de spin 1 (o cerc) y momento 5*; pero también qngooualquior ﬂ)do spin 1
puede representarse as{ (en caso contrario Vno repreasentarfa a una particula

elemental, por ser s8lo superposicién de partfoulas mo ligadas).
Nuestra representacidn (5.7) no adolece de la Objecifm enteriocr.

+31 se trats 48 antoastados de P .
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CAPI?ULO SJBXTO
LAS OPERACIONES DE SIMETRIA. LAS FPORMAS

BILI;EALES?MS!.

Una parte del materia ofrecido en esta seccidém es oconocido; sin embargo,

lo inolufmos por completituds; indicamos explfcitamente cuando los resultados

son oconocidos, usando por ejemplo la convenoidn de los asteriscos (Secc. l.a).

6.8 - TRANSFORMACIONES INDUCIDAS POR EL GRUPO DE LAS TRANSFORMACIQNES
CONTINUAS DE LCORENTZ.

6.a-1) Transformaciones homogéneas.

Es bien aabidoz' L 17quo la transformacién infinitésima propia y ortocrona
de Lorentz, x
X *
B}‘,, - E}lf s e Llh L Q! )‘ ‘S'V (6ol-b)
) (6 1-0)*
Q)vp-g/“, +£}‘ /w,léz_l o

induce en ‘{) la transformacidn

V( ) -D¥Y=-DY & = , D-DD:% Ty (6.2

donde L N o
’“’ 4. -rY 6.3-a

D=l 16/"6‘ 2 %(JJ Fey) ( )

o8 la matriz de la traneforma.ci6

Y()ad (@ =2 YL x) (6.3-b)**

jpducida sobre los spinores Y de spin $.

La (6.2-2) puede ponerse en las formas equivalentes,

;Y'(xc) - D Y (x) D' (6.2-b)

\')(x-) ] e, (o"“”+6‘/"’) Y (x) . (6.2)**
De (6.2) se deduce

Yar- YD Y @o, ”'t‘ Y(xm »(6.4) *

Sea ¢*Y una rotacién 3-dimonsional de &ngulo & alrededor del eje zi

Ep= =€ 3 Ej5= 08 (1,3) # (1,2) o (2y1). De (6.2) se deduce, como es
sabido, -
Vi@ -] +1e I Yo (6.5)
donde ), esté dado en (3.49).
g,_éa - Traslagjones.

s bien sabido 1,2 ‘que “ante

*
o =a® axt (6.6=a)**

Vi -(I-10») Y (6.6-0)%*



14—

6.b - TRANSFORMACIONES INDUCIDAS POR REFLEXICGNES ESPACIALES,
6.b-1) La transformacién., Caso vectorial y caso pseudovectorial.

Sea la reflexidn espacial.
x = {¥o ?) —) x'= (109‘;35

es sabido que mientras los spinores relativistas de spin % se transforman

(6.7)“

. 18
segun
Y (x') -16" Y (x) (6.8-a) X
M- 1 (fermlionoe reales) (6.8-1:)**
(6.8-0)™

{= ¥1 (fermiones imaginarios),
los spinores relativistas de spin 1 se transforman segﬁ%

P =8ty Yoz 1 Yol (6.9-a)""
donde
« 1,

Es facil verifiscar que las eouaciones (1.2) de BN quedan invariantes

(6.9-0)"

en forma ante (6.7) y (6.9).
Tanbién es Babid02 que

q @ =1 =) campo vectorial,

q s« 41 =) campo pseudovectorial.
Es frecuente demostrar (6.10) con ayuda de una determinada represen-

tacidén de las K A j puede demostrarse (6.10) independientemente de toda
b
representacisn de las  si se usa la ecuacidn (7.2) (ver més adelante)

que comecta la Vde BW con las U, y G,  de Proca (recordar (1.7*))

6.b-2) Sobre la representacin dada en el Cap. 5.

De (5.7), (6.8) y (6.9) se deduce ficilmente que los campos spinoriales

(6.10%a)*
(6.10-b)%

Y 'y (1/" son los cuales obtensmos nuestra representacidn (5.7) de ‘r’cum-

plen lo que sigue:
A) V' ¥ (1)" partenecen a la misma familiaj es decir, son ambas reales

¢ ambas imaginarias., Matematicamente no hay razones para excluir sste
dltimo caso.
B)s1 (t’ representa & un campo vectorial deben elegirse Yy \t}" de pari-

dades opuestas.

c)si (l) representa a un campo pseudovsctorial deben elegirse \-Y ’ ¥ V"

de igual paridad,

6.b-3) Segunda cuantificacién - Transformacién de 19s operadores creacidn

y desiru:sidn.

K
Cuando se 2fastiaz la segunda cuantificacién los ooefioclentes 8.y b del
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desarrollo en ondas planss (4.29) se transforman en los operadores destruc-
cidn y sreacidn Owy b* o Y (x) pasa a ser un operador que actia sobre
el espacio de Hilbert de loa ves tores de estados s
Y () - b Z/ (r.‘ﬁ)u(f.?)-“"*b
@k ¢ Vae, cpx

AN X d i R R T

La refiexién espacial 1ndu~o una trunsformacidn unitaria F,
LI)(x) —> V(t) = P Y(x) P -9 ‘ﬁ) E,,) V(x (6.12-a)
donde P astdia sobre G Yy poro no sobre ll.y v
a(Tr, P -P &(F, e
b'(ren) -2 b(e, ¢ (6.12=0)

De (6.11) y (6.12) se deduce (of. Ab=1)s
ZaAMmH W 2 A G0 (60)

<
Zb ?) T3 .9 b eI Lo 4y € Ewy  (6.13D)

}: En 4671 demostramos > que 3;& (Y ,-P) pertenece al subespacio
subtendid~ por W (T, p) (p fijo, ¥ =-250,2), o seat
B Gwee 3 - Z A, P W) (614-a)
con A- rvumero, a.nalo amcnte, .
8 SQU (e ®) -Z;(T. r, V(¥ ) (6.14-b)
De (6.23) y (6.24),
A, D-NZ ATELD) ach (6.15-8)

bir. D - q"Z oevr D boe (6.15-b)

A y IL solo puoden determinarse ei se especifica la definicidn de rfver
las definiciones A y B en 44-1 (spin %) y #4-2 (epin 1)
En Af-1 se demusstra quet
A) Con la definicidn & es
) D N 6.26-a)
\] e ¢ L) a
AT 'r.p-+or'_‘,, s (T Tem o (
por lo que

a(e s 9 =+ U] (€ o=pP) 3 b(f.p -+ q (T.-lzgsw.b)

[para spin & es

RIS RIS BRI B YCE (6.16) 0% *

3

B) Con la definicidn B es .
A(ryr'v—?s - 4 - ' ;f (1'9"'9 p) -+J ‘(6'_17.-_.9,)
" -

por lo que

a(r.? -+ &E-T,Dr bor, -y LG

16
[pa.ra spin 4 es

) ¥ K
a'(ry—ps - a,(‘---r,,--:x;’ 3 b'(r,—p’ - -I{'b(-r,-'_pS} | (6.17';



6.6 ~ CONJUGACION PARTICULA~ANTIPARTICULA. -
En las definiciones y desarrollos seguimos el ordenamiento dadQ en el

1 ¢

6, Cap. 4. Abreviacidns "Conjugacidén partfcula-angtipar-

libro de Leite Lopes

t{ru1a® = "Conjugacidn—-C". La conjugacién~C para partfculas de spin 1 en

formaliscios de este tipo fué estudiada por primera vez por Belinfa.ntez. Belin-
fante usa la ecuacién (6.21) como definicidn; no conecta la misma con la 2a.

cuantificacidn. Nosotros procederemos as{:
Soa({Ie] vector de estado del vacfoj; en base a los operadores creacidn
o

Yy deqtruccion se deflne eloperador conjugacion-C mediante

Cl('r, P)Y - g U(?Q_SY (6018"3)**
¢ b(r, Y - $acr, (6.18-b) % ¥
C Lo = % ' (6.18—c)* *
donde es unfactor de fase:
g8 1 (6.18)% ¥
Definimos una matriz e.( T 29 j, Iz que opera en el ;spécio spinorial
media.nte+ "
— ¥ ‘
w(r, - LV(r, ) (6.1978)
(6.19-b)

vr.n- Cuer, 7

Usando el desarrollo en ondas planas (4.29) es fdcid demostrar que

CYC- & Cy (6.20)
cYc: tvye

Entonces, usando la representacién (4.30) de las\L Y v- en tégminos

de spinores de spin 4+ (Cap. 4) se deduce
c. - 64_) e(d (6.21)”
donde € es 1a matriz usada en la conjugacidén partfcula-antipaerticula para

1

spin 3

w(m D=3 D s v @D - Ll D (6.22-a)**

QJK‘L e - o Kpf (6.22°.-br“
et ..e (6.22-c)F ¥

6.4 -~ TRANSFORMACIONES INDUCIDAS POR LA INVERSIQN TEMPORAL.

S8lo nos ocuparemos de la teorfa numero 0. Sea la inversién temporal

x = (x°, 4) —» x' = (=x° X). o (6023)
Toda transformacidn antilineal inducida sobre V serd de la forma

YooY -3DYw@ , e (6-24-2)

donde hemos ssparado el factor de fase 5 por conveniencia posterior

+ BEn spin L se definé (C tal que u =C ;T pero aquf ,'-.‘I'_ v.



-T7-

Bt ILJ J-es una matriz que. opera sobre el espacio spinorial. En spin % se
suele poner l{’ (x*) = 33 LH (x) pero aquf v q)

Exigimos invariancia de forma de las ecuaciones de B-W ante la inversidn
(6.23); bemos encontrado (la verificacibém es directa) que se mantiene la in-
variancia si ponemos
B -3,34 (6.24-b)

donde B es la matriz usada para la inversidn temporal del electrdn, es decir

tal que

' B AT, B FB--8 J (6.25-a)W
Bt = 3! ) B=-3B. (6:25—»b)JHr

Usualmente se pone B = grde , (6.25-b)»*

con C definida por (6.22).
La invariancia de forma de las ecuaciones de B-W se manticne cualquiera
sea al factor de fase 5 .
se_transforma aegun
V(x)_yq)(x’) - 5 v(x) B (6.24—~c)
Pero por qué exigimos una transformacidn antilineal? Es facil demostrarlo
imitando un argumento usado para otros spiness Por 61 Gap. 10 la ecuacidn de

B-W en presencia de un campo eleotromagnético Ap , F).,y, es (ec. 10.3)

Y - Y

imponemos invariancia de forma de (6.25) ante la inversién (6.23)§ usamos la

transformacién conocida del campo electromagnéticos
- — —

A, (x') = 4,(x) ’ A'(x') ==a(x)

Fiw (x') = Pox(x) 9 Py(x') = = Fey(x )3

8l ensayamos satisfacer la invaria.ncia de (6.25) mediante una transformacién

(6.26)"

dineal

Yo — Y - SB‘I' (x)

obtenemos facilmente contradiccidn. Este problema no se presenta usando la
transformacidén antilineal (6.24). Finalmente, admitiendo continuidad res-
pecto de 4 9 BO bodemos usar una transformacidén lineal ni siquiera para

los campos litres que consideramos en les Cap. 1 a 9.

| —
6.0 - LAS FORMAS BILINEALES \PI I ' Y LAS OPERACIGNES DE SIMETRIA.

REPRESENTACIONES TENSORIALES DEL GRUPO DE LCRENTZ.

6.6-1) Introduccidn. -
Como en spin 3 estamos interesados en formas bilineales en la funcidn de
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onda; la forma bilineal algebraica més general es

Y MY

donde M f,i 2 3,7, o6 una matriz srbitraria. En spin % se plantearon dos

cuestionsess
1) Haliar una base en el espacio de las formas YM ‘P 3

2) Seleccionar la base de manera que sus elementos sean representaciones

tensoriales del grupo de Lorentz.
Es bien =onocidas la s> luciom
Fry ;s P9 Porr @ 5 V8 5}"4’ ; 1?&‘{ (6,21
La solucidn (6.27) de las cuestiones 1 y 2 para spin 4 es uno de los
instrumentos m3s importantes con que cuenta la teoria.
Intentaremos plantdar y resolver (dentro de lo posible) las cuestiones

1 y 2 para spin 1. En esta seccidn condideraremos la cuestidn 2 Proponbmos

16 formas, ‘ y
Ylulm\o ‘i'fmlw y eee 9-‘?.’2{.,&,, ‘P (6.28)

Yy despreocupandonos de si forman base o no, demostraremos que son Trepresen-
taciones tensoriales del grupo de lorentz; también estudiaremos su comporta—
miento ante la conjugacién-C. En la seocidén 6.f analizaremos el problema més
diffcils Como restringir o modifioar (6.28) de manera que forme base (cues-

tidn 1) ein perder la covariancia relativista.

6.0-2) Lema.

“Si Y tf e\,U/ las cantidades

LD VIS VR W A
Q A(I'\:}' x ) e “) (x) x,,, KM--- ‘ K 6 ‘(9 ?(y)
(6 29)*

se comportan ante el grupo ortoocrono de lorentz como tensores de orden m'+m."

Notat Tomamos Y Yy \P de la misma paridads en (6.9),

"@.‘I' - Q,' (6.30)

Demostracidns Basta hallar por separado las leyes de transformacidén antes

4) Subgrupo de las transformacions infinitésimas (propias)s
\ \

Por Secc. 6.a-l ante la rotacién (6.1) QM ey A (xy¥)

se transforma en

Bow ey Mo Ko V (x).D- Ku d::wlr(t;md'm DV(J') -
Q’ (x) iy DJug.. (b ’\"‘D]Q[n" f’\"‘nl)...[" X J"(y) .

Por la teoria de spin # es bien sabido que
4 A A 14

+Mdf" gignifics "por dofinicidn".

[Qr(x,y )]

(6.31)%*

»



de donde, : ) " . . \
A;---)m')’)‘i---/\'n“ M o ’\; )\‘-..*
[Q'(I 'yy' )J - Ri 'H“l 'L“ 2 i: '.OL V¥ X
D R

X [Q (= y)] (6.32)

B) Reflexioaes espacialess
Usar analogamente Secc. 6.b; las fases qv y ?‘r desaparecen

debido a (6.30).

6.0=3) Tabla de 162 formas bilineales gque se agrupan en representaciones

tensoriales del grupo de lorentz,
En la tabla 6-1 se dan las propieades de transformscién de todas las

2
16~ formas deltipo (6.28) (la demostracidén se esbozari mds abajo) , y una -

abreviatura que usaremos para las mismas.

Los signos menos y los factores i provienen de iaboﬁ consefvado los
factores i al efectuar los productos temsoriales [\, [}, donde "
R AN 2a A o LA R A=1,2....16 (6.33)*
a_su vez los factores i en (6.33) son los frecueniemehte el idxa Pgra obtener
Y [ Y = real en spin 4; el resultado, es por supuesto, l'{.’ iy [ =real.
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TABLA 6-1

FORMAS BILINEALES QUE SE AGRUPAN EN REPRESENTACIWNES TENSORIALES IEL

%____wgd__"__-

GRUPO DE LORENTZ.

Vi)
Y=
i (—f(x)

Yix)
¥()
V)
1 Y(=)
Vix)
Y(x)
Y(x)

1 Y
1Y)

1 Y
1Y)
- ¥)

Y(x)

Y(x)

1 Y@ &

Xo B PG)
X{.‘} G-d;y " (¥)

Kw 6}5Z) 601.: lf (y)l

)L (‘fm? (¥)
W%j‘f(v)
G?ﬁ’lnﬁ q’(Y)

T edid 4¢9)
Gt ¥% iy W)
45 P&

@ o 1)

Jﬁ) 5';:) (I:” ?(y)
280 el )

Vix) o8 o 6b dy ()

o 8 @)
&j :Iuﬁq’ y)

R (€9

Ko o P @&)

5 ootk @)

§ (5-) J(i)('f (v )

»iy

Aipy
£
Fp;sy
F)n,'S .
F)l-)’,‘
F#J,

rv;dp
AV;SA
E}D,‘S
i:SH

S}L;l’

FS";)AV

FS’;Q’U

F5/~:5

5;

Fo
FS,’))’
P

Forma bilineal Abreviatura Carédcter tensorial
si Y, ? { W
V) 101, Yo F escalar
‘f(l) In 56 Y() F” vector
t{:’(JI) Io Ga* Y(v) i tegsor antisinétrico de 2°
1’(::.) Lo 82 Sm¥(y) Fiom pseudovector
i !’(x) I &% \f(y) F’s pseudoescalar
Yx) “:) Iy ?(Y) F‘“i vector

tensor de 2° orden
tpEaen.de do%; riem et
pseudotensor de 2° orden

pseudovector

,teasor antisimétrico de 2°
or

igngen,ds g, praens nti-

. o Ll
B2 G O S e

Betydotenags 08,27 orden,
°

R e

pseudovector

pseudotensor de 2° orden.

RE1PE80295, 08,355, odem

tensor de 2° orden

vector

seudoescalar
seudovector

[}
A9L4PA8RERE 82 SRiom
ector

scalar
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La regla usada para la abreviatura es autoevidente, y permite por
un lado reconstruir sin esfuerzo la forma bilineal, y por el otro, tener
presente el caracter tensorial de la misma.

Para demos$Par el caricter tensorialdebe usarse el lema 6.e-2 y

recordar
s
E-i—‘ﬁ}&ka? "(9 XAK( (6.34-.)**
¢ /"q; AP es el pseudotensor de Levi-Civita, taotalmente antisimétrioco
y tal que
691?.3' + 1. (6.34_b)¥‘
(Rosotros usamos el [s hermitianos
2
P=+1 ). (6.34-c)* "

Usando 6.6-2 y (6.34-a) y (b) los caloulos son directos. "

Para utilizacién posterior recordamos que

y
6.,-_4) Cormacis

antiparticula.

Usando las ecuaciones (6.20), (6,21) y (6.22) se calcula ficilimente len.
transformacidn ante conjugacion-C de los elementos de la tabla 6-1. El
rtﬂxltado o8 §

para ': r'm ¢ §§Y‘f I",,, r'w

F F’S’L ,F .F"‘ Apy F#v; 9‘-_-,*""(;9':":5/‘;‘“,

Fs}') 9F oFS)’/‘Y Fs s (6.35-a)
v '?:P‘z — - 5*5 ‘P ﬂ) ﬂ»‘i’
I'J:aj‘a'rll.y .F“' Fmsu’ b3S F/n' F,w,.f FJ-u,s'Fs/.;v .Fs-A;,m:
F''y Fs’// (6.35-b)

“; ~ EL PROBLEMA DE HALLAR UNA BASE MANIFIESTAMENTE COVARIANTE PARA EL
BSPACIO DE LAS FORMAS BILINEALES,
6,£-1) Introduccidnm.

’ I%'.‘.J"ng‘

El objeto de esta seccidn 6.f es soleooionu' o modificar los elementos
de la tabla 6-1 de manera que dentro de lo poaiblot
A) fommen base en el espacio de V M ‘0 con w ? \JIP - {= problema.2,
Secc. 6.1, y que)
B) no se pierda la covariancia relativista conseguida en Secc. 6.e; en otras
palabras, los elementos de la base deben ocontinuar siendo agrpipablea en

representaociones tensoriales del grupo de lLorentez.

+ fjr’ esté definida en (6.33).

++Los espacios spinoriales W,

¢p rece 8O definieron en Secc. 2.c-3.
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Primero debemos resolver varios problemas previos, que consisten en
Adern
resolver la misma cuestidn en espacios més amplios (e.g. 65‘, ’ 65, yeees) Que

?
(JSP + Para unifjﬁar la notacién, indicaremos con K'K al espacio de las

formas billneales V M‘P con vf: K,') LP 3 K _
: o ?
Los 162 elementos de la tabla 6-1 no forman base enws; Lk)-g porque

siendo 6 la dimensidn de w—:v la dimensidn d_e_m W:f: es 62 (£ 162)| para
tener elementos linealmente independientes en [J;' U);:deber{amos, pues, elimi-
nar 162 - 62 elementos de la tabla 6-1. Lo primero que uno ensaya es ver que
relaciones de dependencia origiman las oondioiones

\ﬁj- \%L (1.2-p)
g BH,Y = H, H (2.3-¢)
usando estae relaciones, uno puede suprimir elementos lin:almente indepen-

dientes en la tabla 6-1; pero entonces los elementos remanentes ya no se
pueden agrupar en representaciones tensoriales del grupo de Lorentthor qué?

Forque la utilizacidn de 2.3) rompa el cardcter manifiesto d¢ la covarian-

cia relativista.

En ocambio odremos acercarnos ero no totalmen 0

bieti
Ay B si permitimos gue los coefjcientes del desarrollo de ‘l’ ‘f en.

8
{

elenentos de la hase ) ) s los m X ‘
de ser puramente matricial). )
P ‘1) , w'?

Sea p el momento del cual éepende (p)e w,;; p*' <1 de (p')eWsp

entonces en Secc. _6.f—6 hallaremos para toda matriz (es decir para toda

i)__(p-) M Y(P)c —hi;’ h):;) Rn desarrollo del tiApo
"(P') M ?( p) = Z CA(Pyp') {2") M 'f(p ). (6.36)

En este desarrollo los € (v ,p') serdn funciones no matriciales de

py p* (con p°® =1 V 3¢ + n? ); 1los € serdn tensores si el ler. miembro
es un tensor (pero no necesariamente del miemo orden), y las \P(p') H V(p)

seran agrupables en represzentaciones tensoriales del grupo ie Lorentz, de mane-

ra que el 2° miembro de (6.36) sea manifiestamente oovariante.
" En spin 3 los coeficientes del desarrollo de Y u ‘Pen combinacién lineal

’ —+_ ¥
de las (6.27) no son funciones do—p!y—f)" si M no depende de p y p'. Xor quf

a.guJ'. deberemos trabajar con coeficientes CA ‘2 2 P! ]? Porque mientras en
—

spin no h condicidn inicial, agquf el momento aparece en la definicidn

? o
del espacio spinorial Wes (c£. (2.4)). Esto nos traerd inconvenientes (cf.

Secc. 6.£-6).
Pero, como hemos anticipado, antes de poder obtener la solucidn (6.36)

+Con mas precisifnt nosotros no hemos conseguido_a_gruparlgs.
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debeuwos resolver problemas previos, que sont
-Base para tc-__‘,_f_ Eqp

Yooy Siva
- 1] " E,f;' 6 N
. v
—obtencion de un operador A puramente matricial e "invariante"

Advn
relativista que proyccta Cb? (dimensidn = 10) en un subespacio

€.,  tal que s bien Cst 4 UH , sed
dimensidn C;u dimensidn U—s?? =6 (6.37)3
[AI cumple (6.37) (cf. Secc. 2.0-5) pero no nos sirve porque no
es "invariante" relativista J ;
=base para _é_:f C; .
6:2-2) Base gara&: £t
En primer lugar, es trivial demostrar quee_sp &res un espacio vectorial.
» En segundo lugar, la dimensidn de 65? es 42 = 163 por lo tanto,
dimensién de ésp é&f- 162; (6.38)
una demostracién de (6.38) (con método usual) se da em A6-2.
En tercer lugar, los elementos de Esp $spados en tabla 6-1 (con Y ’
\Pe 6:,7 ) son linealmente independientes segiin demostramos en A6-2,

A;B
Pero hay 162 elementos | 2 en la tabla 6-1. Por lo tato, (ver

A;8
(6.38)) 1as 162 formas bilineales F dadas en tabla 6-1, con V. ?669? 2

—

forman base en 5:1 553 ,

A @AM
6' e sim _ sim
s 3 JE <9 E.‘D ®
. reiteradas &/, , \P, conviene

usar la notecién de equivalencia tensorial (Secc. 2.d-3), hallar formas

bilineles linealmente independientes en 5;’;‘,

w) A _ Aswr
\p r \9 ) "“3443:-"'-—') ‘4’,‘{'&657
es hallar matrices [ tales que
g . 6.39)
c, U ~ 0 => Cu=0, (6.
% A Eay
Aum
—_— ’ A- 1.2,000 ’ w)ve 6‘?
Y A ) "!“
an ¢ o .C” ss hallar un nimere suficiente de matrices tales que
1) ocumplan (6.39)
2) para toda M exista el desarrollo
A
M~ Z ¢ (6.40)
s z c
Por ser las ¥ '%.e tabla 6-1 base para 667_ ¢?, podemos afirmar que

Hallar una base

para toda M exiete el %sarrollo

M ~ d T, (6.41)

Er K84 AS
A
(las Jn,. son nimeros; las ' se definteron en (6.33)).Por (2.31) deducimos

que para toda exigte el desarrollo

A B
z‘;‘ 'Zd%“ Cag Po Mw (6.42)
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Con la notacién de tabla 6-~1 podemos escribir, pues, la tabla siguientes

-

TABLA 6-2

P
135 FURLAS BILINEALES SUFICIENTES PARA SUBTENDER Cip &

)

|
!
i

! Forma ’ Restriccidn Nimero maximo de componentes
EOb?e Los independientes
indices

Fi - 1
F ) 4
Fjﬁy
R ¥ 6
Fi® .
X
]
F - 1
e
£y 10
F)\;}-l)’
JTRER S 24
F)(;Sx)
- 15
£ 4
y;A
F}‘ f MIevidep; pe Ajvep 21
bY:.sd
F , }‘<V 24
MV .8
F ) ,h, <)
6
bu SV
F'/") Y 1o
F:§*;5
- 4
F
- 1

et

Las domponentes que viclan.la restriceién sebre los {mdices .80 obtiemen

recordando que

;8 b;
1) (2.31) — B PO (6.43-a)
2) " -G (6:43-b)
sando 1
Y usando la 56
F pa =0 (6.43-0)

que se demuestra en (B).

El nimero miximo de componentes independientes de cada representaciém
tensorial del grupo de lorentz se obtiene oon las relaciones de simetria
(6.43); per qué 1o de "ma&ximo"? porque pueden (y deben) haber més relaciones

A)’ * .
entre la.sF € fw ém; esas relaciones deben existir ya que slendo

.~



[ 4 A;'n
dimension {5? « 10, o8
Avm A
dimensidn Cep € w102 (6.44)

mientras que en la tabla 6=2 hay 135 slementoss sobran 35.
M; 5V .
B) DEMOSTRAREMOS QUE F ES UN PSEUDOTENSOR DE TRAZA NULAs
En A6=3 demostramos que en la representacidn (2.6) de las J'u L

uYs  Ya¥y ° Yo ths

Yot  Yee¥u  Yar¥ ° ‘

b &.‘y - \'23‘"\54 V33’“1 943’?12 ,V e £
Y14 Yes ° YW WYYy

En dicha representaci&n la 65 de (6.34 ) em (6.45)

1./ © (6.46)*
o 1

For lo ta.nto, si V tsy e8

0 Wus  Yuls Yalu

7S 7 ° Wiz ¥ oY

W Yt ° yes Y
Ve Y Yuth °

&2’5 K('}’L &m}{} =

(6.47)

pero entonces

s
V ¢ 9 F # J (.) (|, ,.(‘) w ¢ b? (6948)
por lo que
b s ~

J(d Jﬁ_’ K}_‘d Cw 0 (6049)
o7 Q-E.D.
C) POR QUE_N_Q_ELIMNAMOS EN TABLA 6-2 LAS35 FORMAS QUE SOBRAN PARA

C M
SUBTENDER (.o 5 » 2 R

Nuestro obgetivo es en realidad intentar hallar una hase para “L-,y
\b o7 5p $ nos hemos detenido enC¢y s 8810 para sistematizar algo los
P
pasos que permiten pasar de &57 66p(dimensi$n - 162 = 256) a U.sr (dimensidr =
- 62 = 36) Mis breve que eliminar ahora las 35 formas que sobran e d
A Vo
C 5?’ serd eliminarlas con el mésmo procedimiento (uso_de ) que nos
2 M~nv émv
permitirs: ‘ener una base (sin elementos sobrantes) para f ' ¥

de allf pasaxr a U_bp \Jsp (Secc. 6.f~4 , =5 y =6).
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. Sin embargo, por completitud indicaremos un procedimiento que pewite
obtener una base no superabundante para 6:";" C:","' La identidad de Pauli” puede

escrib‘ifrse,[ N v < ’) < c ‘] -

4§y Sige \Tuy + 8y b 007G+ QEY) Q)+ ¥ 8, )(6.50)

Por Jotre(.dparte, por 22:‘(3”]9)” rvyg o J.’”l) 0" gt
485, Jrg, = A o O - (6.51)

De (6.50) y (6.51)kdedutcimosdr 6"’5 " © : s

K(f)é(sl) ;:45”3 IMIM_’ G(I) Jt)“ ct—",“yq;’lb‘(iK ¥ q(ig (P)(l) (6‘52)

por lo que B¢ puede eliminare de la tabla 6-2,
A continuacidn, pueden obtenerse un cierto nimero de relaciones"tipo

identidada de Pauli"™ que permiten expresar IK‘{::& tj 9 o0 ¢ OOMO combinacidn lineal
de las l'{,;t Pj-r': Iterando el procedimiento empleado para pasar de (6.50) a
(6.52), se encuentran mis relaciones"tipo (6.52)", con lo cual los elemen-
tos no independientes de tabla 6-2 pueden sér puestos explfoitamente como

combinacién lineal de los 100 restantes.

6.£-4) Definicidn de los operadores proyeccién Av X AVI. Los_espacios
_ET 3 67" Propiedates,

Definimos
AT 505 + A= T-N-3(X -850 (6.53)
son operadores proyeccidns
AN - I\v; (A=K /\vAw- /\wl\v- 0. (8:54)

Efectuamos la descomposioidns

tsp - éSP @ é sp
nediante .
: ; 4
V.Y o7l (6.55)

?‘j_ ’\VY e ef‘.,";"
YVIN'Y 37
Se demuestra trivialmentes
T s 3% 3
A ot GER- NS (6.56)
(5 N- o NN G- A g (6.57)

v Ut o 0 W T

Xf%»l\ - A J(m J«) AN-A I@i ip 1,23 (6.58)
con esta Ultima se obtiene

u, st | 9 v T vyl gy _

(ﬁd (Eq"‘x(i'.;.) A A A;ﬂ) K/c‘d" { ltzn) (6.59-a)

. T WL Rynn

(‘::.# Jﬁdoo. ,lf'zi‘,)A - A ({ia ‘).oo ‘(t' ZW) (6.59-b)
donde (17) = (1) o (2) indistintamente; la (6.59) permanece vilida con

U w
A +— A
De (6.46) deducimos que en la representacién usual (2.6) de las Vt es



n 't Yot A Yuhs
?12' Y Y2 Yoy W, ¥, 2., \(6+60)
B Pt Bt B
Yot et W't

Como s88lo interviencn 6 combinaciones de las {.. est
AT g
dimensidn éb? -6 3 (6.61-a)

+

por lo tanto,

dimensién Cop Copw 65 = 36 . (6.61-b)
A A T
6.f-5) Base (propiamente dicha para ot éo? o

v camV oV T
Cap 9 601’ ¢ 59 puede

Como &:mvéz;mv es un subespacio d¥Esr
ser subtendido por los 135 elementos de tab18_6-_2; busoaremos relaciones
entre los mismos (pensados como elementos deCf:v é:;m M )para satisfacer
(6.61-b).

A) RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A DIFERENTES REPRESENTACIONES TENSO-
RIALES DEL GRUPO DE LCRENTZ.

Por (6.56),

op .62
(XS K}L )m ( x5 KV )(1) ,:',,frxf; 6{2)
Por (6.58), 21

fo
® s 0
5 vk

(‘A § )m(_g""o

K(q G‘f,syc;?“ 0 q (6.63)

5{1‘} 0 CE";"‘ro
s . o

Gt P e o )

() ke ¢ Jom v 0
Usando (6.57) y (6.34=d) se obtiene

O"}"VA’S)(‘)I-

e (6.64)

YOS, P IYeoN 4
Por lo tanto, para subtenderﬁep €sp se pueden suprimir en tabla 6~2 las

H As ; . j A ;5
formas F)}LBF#)F P SF/‘ ’ BF"“)S ;Fs},”yst .

B) RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A ELEMENTOS DE USA MISMA REPRESENTACION

kY S
Gy 8 (3 v (
P

--—3_6
2

+Lla notacién para igualdades se did em Secc. 2.d-l.
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TENSORIAL.
sy
) E7

Reemplazando (6.60) en (6.45) se obtiene

M
(o bugm 0 (6.64'-a)
9]7 o, o y 14
por lo tapto enﬁ_ ésr » es_de traza nulas
b
F =0 (6.64'-p)

Ja
Por lo tanto las componentes independientes de F bajan del nimero maximo

10 al nimero maximo 10 = 1 = 9,

32) E,u-,sy

De (6.64'-a) se deduce inmediatamente que

Ba (¥° b sy ° ' (6.65'-a)
por lo tanto en £ ¢ ¥r"también es_de traga nulal
5
F*° =0, (6.65'-b)

lo cual es consecuente con (6.49).
FA ;TY ,
Demostraremos ahora que es un tensor simétricos Por (6.57)

ISR A o MR Car ) AR Y x(.,; .
ey
usa,do ahora (2.31),
E SR AN ¢ XZ,( it - (6.66-b)
Llamando P
Fes” (6.66-c)
resulta
a ¥ - ¥, (6.66-a)

Las (6.65'-b) y (6.66-d) bajan el nimerc mirimo de componentes indepen-

-5)
dientes de F'“’ de 16 a 16 =1 ~6 =9,

»y F27°
F,av;/lr
Las propiedades 4e simetria de son
U ol (6.67-a)
‘:,u;'\P_ \FV}*i"f’ ; Fﬁ ViAp - F"""f)‘ (6.67-b)
F/ty;o{r- _ * CLN.M E,\P’ ‘" F a-a.a’d’ (6.67—0)

Lad dos primeras son oonsecuencias triviales de (6.43); la 3a. se puede

demostrar usando (6.57) y (6.34-d)s

A Vv
G e (7 Oy = L e 0], 00 (6.61501)
X Z0)

°f ”% A
Escribiendo todos los elementos de F’h f’y usando 26.67) puede verse

Ay: . g T
que F 6 f;;m :? tiene a lo sumo 12 componentes independientes;
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Pueden p. ej. elegirse

1,01 01, 02 01;03 0342 ) 08 o 02,05 p02; 2 02513
EZ}-; Eos,u F F F'” Fﬂfw F F F" T

Una consecuencia de (6.67-0') es
—_—

> —» —»
F'Gus A0o o 24 Rw *a (6.67-c")
- o, ¢ oo
eYmy >p
donde como es habitual indicamos

y
NI 3 oteoi* |, 1ijk = 123 y permutaciones ciolica.?s.mp_)*“

C) NUEVAS RELACIONES QUE VINCULAN ENTRE SI A DIFERENTES REPRESENTACIONES
TENSORIALES DEL GRUPO DE LORENTZ.
En A6-4 demostramos

— —

W O 2 I, (6.67%-a)
et

por__“6 67-0") es lo mismo poner .

&(ﬁ) OL()_)- I (6067”“b)
v ""P

b, uMI (6.67"c)

También ‘demostramos en A6-4 que
C_u) C—n:f Euvap = 8 i 6(,_) (6.67"")

e
D) OBTENCION DE UNA BASE PARA E.p

Hay 36 elementos independientes de tabla 6=2 que sobreviwen como inde-

AV é M-n_\r

pendientes frente a las relaciones halladas en A, B y C los cuales aubtien-
W\‘\r AT "_'
¢ > (pues los elementos de tabla 6~2 subtienden a E— é'-r )
M"‘V AT
é ésp ~e8 justamente 363 por lo

den aé
Pero por (6.61-b) la dimensidn de
tanto, no pueden existir nuevas relacicnem q*ue dt’ieminuya.n ain més dicho

numero: esos 36 elementos forman base en C .f o De tablas 6-1 y

6-2 y de A)B y C obtenemos una seleccidn poliblec
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TABLA 6-3

8p

sim V ein V
BASE (PROPIAMENTE DICHA) PARA & & .

8p

Forma bilineal [Abrevia- tmero de laciémes entre elementos de
tura omponentes misma representaocidn
ndepen- " |[tensorial
ientes.
i o J . -
V@ | F* | FY--F
) ’ e Y- A
] ; vk P35
wﬁxs r )(zp Fﬂ;su 9 F/&W_F = Y=o
(X Y00 o 0 e ApipY
v % arY F0 =l O M

e
——

, 1]
P 167" £

Completamos resumiendo las relaciones que permiten expresar a los

restantes elementos de tabla 6-2 en términos de la base hallada para

f.‘f;,"v f:;','"v s
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TABLA 6<4.

LAS FORMAS BILINEALES QUE SUBTIENDEN Eeln ¢oin PERO QUE NO PERTENECEN
in V csi sp
A LA B ASE HALLADA PARA § :p"’ &:p"' 88 DESARROLLAN EN TERMINOS DE ESTA.

Ferua bYilineal
dada en tabla 6-3

—

fAbreviatura LSu desarrollo segiin la base

vy Fr -t F,,

P (k| Fir o

V K/: Kﬁ\ F;# =0
i ‘f 4 F’ -+%F"”f"f’cﬁ,,f,

Y K.f\,oz’,"'v F (iae -0
A F'° |a

W

s Vo i\
AT SRE RN/
1Y x’>ma"m ¢

v xf) 9

F}J)‘;S
FS},‘,;S)‘
e
£

P'
A.fi) Desarrollo de los elementos de \Iyw \[: ocomo combinacidén lineal

de re gentaciones tensoriales del grupo de Lorentz.

sean ‘e(p)e \Uj?, ")tp)é w;py

Q(P ')+ ll)(p

\P(p) M‘f(p -

A t<P(p) = o ‘P(p) ’

Trabajaremos con ondas de p)"l bien definidoj; en esta Secc. p'- tV' _5" + m";

= matris arbitraria. Bs,

1=(3,2)3

ORI w]

68)

Cs (6.69)*

multiplicando por /\ A y usando (6.58) se obtiene

B 2"(r') ‘P(P) =m V(P) 3 ﬁdii) ‘f(P) =m 'P (p)s i=1,2

(6.70-a)
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Cambiamos L?(p) —_Lk‘)(p ) y tomamos adjuntoss

-
. W) 8 -0 Yoo s o, V7o) 15- ?(p)'i'%éf7mb)

__En (6.68) A -
YerM@Pem - PooMes Yo (6.71-a)

donde abreviamos

l':\ (PyP') =3¢ [I +1p) Ku,]M [I+ 1 p, 6(})] 1,§ = 1,2,

Por Secc. 6.f~5 V M lf puede desarrollarse univocamente en la base

(6.71-b)

de tabla 6=3a .
P70 M e e = Qe Yook, ‘f<p>+

bwwpm) ﬁp){ X,) '(p)+
+ /,»(p.p) \I’(p )J(X (8? (p)+

edugn) Yo 0¥ .12
donde a?hi,b/v gc/azl y /MA’) son los coeficientes, y carecen de

indices spinoriales.

Reemylazanao en (6.71; queda finalmente

Y e mq o - ¥ 0 NS v CIDN ST ' N
+b/w(p.p') ?{:m
+(_/“) (pyP*) V {ﬁ KSK"}X "'.

| fd/wA‘o(pap')‘ Ga‘*} 'pw()
N-sl + 5 - Al | (674)

Con (6.74) nos hemos acercado a los objetivos enunciados en Secc. 61f-1.

Obsérvese, de paso, que no se ha roto el caracter manifiesto de la covariancia

relativista.

Pero (6.74) mo es el desarrollo del ler. miembro en olemontos de una base,
porque falla la u.nicida.d.o El desa.rrollo de “’ Arn segun la
base de tabla 6-3 es Unicos; pero para £ijo, no es unica. En efecto

en (6.71-b) podemos poner o bien i = 1, j= 1, o bien i = 1, j = 2, etc.

+ A primera vista pareceria haber error, ya que VM"puedex' 86T pP. ©J.
un vector, mientras que en las veaparecen en el 2° miembro de (6.74)
no hay ningin vector (of. tabla 6-1) Pero no hay tal, porque las &/1 Ve
pueden ser e.g. vectores. Ver ejemplos en Secc. 6.f-7.
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Por qué perdimos la unicidad? Por haber especificado p/“'. Aclaremos pasan-
do a spin #s Allf, si \V y LP son arbitrarios, (P"f no es combinacidn de las
Y Kd“ ‘?; pero s1 Y ¢iene momento § y 8igno de la energia p° bien defini-
dos, es pd(? (p")f.“?(p) - mii—)(p")'? (p)y o sea se pierde la unicidad del
desarrollo de una forma bilineal en término de las (6.27).

H un desarrollo covariante e 6 8 dos en lugar de los 1395 de

tabla 6-=2,

6.£-1) Ejemplos.

o M-T

%) En (6.71-a) pongo i = j = 13
I * l P rh":l; pp 6'o)]

Desarrollando Yy usando

(P 1000, 6.75)""
s8¢ obtiene
I | P (p, +p )() R'P ‘*I= pd\p,s (6.76)
Reem,lazamos en (6 71c-a) y usamos tabla.s 6=3 y 6-4t
\P ) Q@ - Y )/\v[‘l‘r.) (1+Lh) -%0‘:” p.,Lpp] /\‘-P%g)”)
’Z)En(671)pongoi=l, j= 2
[I + 4 el + Pﬁ"(zz]

-1+ i (P ot ppxa,) +i. PPy (qﬁp)
B (6. '{1-a) y usando las_tablas 6-»3 y 6-4,
W(p')‘f(p) - W (p* )/{v [‘} “h 9‘# 1 P, K}t, J’ﬁJ/\ ‘P(p) (6.78)

Sobre la unicidads
Tanto (6.77) como (6.78) son del tipo (6.74), pero con coeficientes diferen-

tes, Claroque son igualest Usando

T
p& xz,¢ = Pp X?‘) ‘PT

a8 s8e Treducen a

‘P (p') L&{(p) - W(p )/\v[% T Gt + 27 2o p ]I\‘P(p) (6.79)

B)Im(671)pongo1-;j:-w

Z("' {I +1pur{][r[ pﬁX]

4+ ece

B0 gt & B o
donde Jos puntos suspensivos indican sumandos que por tabla 6-4 no contrituirdn

R 2
—=

a (6. 72). Reemplazando en (6. 71-a) y usando (6.75),

(P)(flk ?(P) -1 ‘f(p )[ oh 4 ptoy (2% = pﬂl)q‘,L Jf(p) (6.80)



Bla)-ﬁ: (6071) pongo 1 = 1’ J = 2,
. h
(P'[I +i P: 5 ]%[‘*L l74¥()]
P 1} (]
:}: 2 Jm?{m+ 3 ? *54!’: kP
-_J-_,P;L-!»P%ﬁ +1 pfsz‘/(n i

Y(p ) O’F‘P(p) -1 Y(p')[ pMt =3 »! a-“f'-b pp&{&ﬁ]"(p) (6.81)
Cahe .discusidn simllar sobre la unlcldado
é_g APLICACICON s LA CORRIENTE.

En Secc. 3 b- hﬁpg réomxado que la corriente es (3.2)

M

Como en spin 1 tenemos més covariantes matriciales (36) que en spin & (16)

puede uno indagar, 8i no existe otro vector d' ital que
H
% §feo (6.82)

La respuesta es: El linico 4-vector gue §uede escribirse sin usar
.‘ h' .
derivadas y que satisface (6.82) es 1#-5 . & = numero.
Esoribimos "... puede esoribirse sin usquderivad.aa..." porque debido

& la existencia de compongntes redundantes iuna forma bilineal
con H = matriz pura puede reescribirse en una forma equivalente que

inoluya los p, (ver (6.8?) ¥y (6.81)).

__En efectot El 4-vector mids general que puede esoribirse sin usar p/" lo

obtenemos de ta.bla. 6-2. "
J” -a + b F A + o 7
- V@ athe vihan*s 1 0 11 1o Yoo (6.83)

donde Ye\J Y a,b, y o son nimeros.

Por qué esoribimos el vector més general perteneciente aéw X sl
nuestra Y pertenecen al subespacio W def™? PPorgue si explicitamos que
VC W , las componentes redundantes hacen que una misma forma puede esori-
birse con o sin p¥. En cambio, si WeW es e €Y | y en este espacio
no se plantean esas ambigiiedades (recordar que trabajamos con el vector mas
general que puede esoridbirse sin p

Caloulamos D/,, '~ usando las {1.1) de BW y la eduacidn adjunta (1.10)+.
El reaultado es

-ZnQ[b(IH{ﬁ) 4))+°5(ﬂ &i)]q)

Unavehres la V de (3.58-0) para la cual podemos elegir p > '\-quentonces
(

la dnica componente "grande" en el 1fmite no relativieta es (Y; ) = 1.
Para esa ‘l) ’

% "= 2Pl +fg B, + ol Bl - 4eb.

— M
+Por (1.4) puede usarse a/,:en lugar de X{i) en (1.10).
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la (6.82) =3 beo , (6.84-a)
(basta una.v que viole (6. 82) para obligar b = 0).

Otra V posible es laY de (3 58-c) cuya inica componente "grande"
en el mite no relativista es (V )55 1. Para esa W ’
,, J* = 2m (6 - b).
Usando b = O queda .
6=0 . (6.84-b)
Reemplazando en (6.83) queda probado que el 4-veotor mis general que
cumple las propiedades requeridas ea+

d",u - 34.}‘- a ") ,,t ‘P (6.85)

——— Jr
+Hemos usado (2.31) para reemplazar J(.)por J' M o
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CAPITULO SEPTINO

CONEXION COFN OTROS PORMALISMOS

J.a - INTRODUCCIGH.
La traduccién de resultados desde el formalismo de BW a otros formalis-

mos es tediosa. En particular, el pasaje al formalismo de Proca (1.7') de

oclertas formas bilideales (l) M Q es bastante engorrosa. Por ello efeo-
tuamos de una vez por todas ciertas traducociones. Necesitgremos algunas

para oonfrontar nuestira teorfia de campos (Cap. 8) con la usual. Inclufmos

otras por completitud.

J.b - DICCIGNARIO DE TRADUCCION ENTRE EL FORMALISMO DE BW Y EL DE PROCA.
T1.d = 1) Introduccidn,

Las ecuaciones de Proca son las (1.7'), (1.7'"). Se puede pasar de las
17

ecuaciones de Proca a las de BW de la siguiente manera 't Se definen Uu ¥
Gy = - Guu (1.1)**

tales que

RPN RGN ol oIy B* (1.2
donde B es una matriz que cumple (T = tzanspuesto) .

#. B *3" (1.3-a)* ¥
resulta eveenn
P.-D RO ¢ % = ) el

Basta luego multiplicar (7.2) por operadores adecuados y tomar trazas
para demosirar que si V cumple las ecuaciones de BW, U/._ y G/n) cumplen

las de--Proca.-
Hemos encontrado que una representacidén es

Bec? (7.3-0)
que ocumple la relacién lfcita, pero no forsosa,

P.B (7-4)

1:2=2) Praduccién de las formas bilineales V M Procedimiento general.

Queremos tra.duoir las formas de la tabla 6-2. Usamos (1. In

Pin, @ - V'l xnY-

- (T WHHEYE)
reemplazamos ‘{’ “’ por sus desarrollos (T. 2)|
Q-%%"-%:Trﬁ 36 (U“a“-ic},,( J"‘S& M«

(@ Peac, cheEB sl

+la traza del 2° miembro estéd mplioita en ol 1° (cf. Secc. l.c).
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Sea N una de las matrices I,}*,c*”, %%, ° 3 obtenemos

Taqh w3 (9.6-a)
oon
Wrmp W= el yu Lﬂ, =ik, (7.6-b)

De (7.3) y ded°B-B e (1. 5);
Vn,nu'i’ -« wy, TrByos’ (U/u “’-10,#’(")(’1{;

Yot
(O +%0,,,K“x VS S:M (7.7)

Usando (7.3-a) ¥y (7.4) obtononos finalmente
Y U5, Y - - e re(ut 54 - 1 &) U (g, ' i G878 zgl g)&

En lo que resta de la Secc. 7.b-2 aplicamos (7.8) a los diversos casos
MeI, F=IjM=I Fal g...3M=0", H=f> . Los cdloulos son
directos; no los inclufmos porque seguimos los bien conoocidos métodos
para el cdlculo de trazas, y, en total, resultan bastante largos.

Damos los resultados. Para los tensores de menor rango incluimos la

esoritura tridimensional.

4) Escatar F'

F.9VY . ..1_9!U" -1_.(}'::5(}°'U3 3 (7.9-a)

mi 2wt

escritura 3-dimensionals
F- _1_’.(=-v"'v + 0T + EFE - D, (7.9-b)
B) ESCALAR FM

F” v I fa ¥ . U/“ vt 42 c-{3 a*f ; (7.10-a)
escritura 3-dimensiona1q: l o
Fs;s_ L(:—V."V + UG - EE + HH ). (7.10-b)
c) PSEUB:ESEALAR i

Fita ¥ oo Yo . 1_0% 0, e* (7.11-a)
escritura 3—dimensi2nal: "

Fe. 1 (F HeE-HS (7.12-b)
D) VECTCR F’/‘

EF e WY -1 @™, -0 U ) (7.12-a)

osoritur_a 3-dimensional:

F;o - V'I(:)v-i_(?!“—[‘]. _E.TJ'N) '
_, - ™t (7.12-b)
Y ity L(E - EVY) + 1 (UxH™ - UXH )

mt



z) veoran £/77°

F% 1‘1"5@8@ 3 ", %(J (7.13-a)
escritura 3J-dimez :ionals

\_‘, Kq)d(a Y- =-3t,(m¥£ ¢ Z—"""ﬁ') l

1“’ {m ' ( ‘9-» .1 ( E v ==?V".+ H"-_U'-f T'E"‘)J
77 PIwTy) & -oUF F

FY oV by - ~a ity o 93:0);6”-1(5 } (7.14-a)

Z"T ~

escriga jmensiomla .
AR SR e |
“, Km Ew\) _[(70*H+VH°)=(EXUO"£X_U')]J

mt

) psEupovecTror F/7°
Froasy A L_i(U" - o u»)e*/‘“p ; (7.15-a)
05 Y. ;.,(-mw A H"U)

— (7.15-b)
197 qu. (vv‘y-vy)+(5 - £ ) |

H) TENSOR musmmmo 2 20 cnvm F /7
Ly b ) Y
Fil’ay ot V-A.[(«-U"»u’+ TV + (@ 0 -0 as )]h 16-a)

(7.24-d)

oaori tura 3_d.1mensiona1a

i

y* (Z,V i.(vU U W)

\l—"

— — > —+ (7'1‘.b)
“)Y- L [T v - v D)« (FH - F ")]

Ix%
I) TENSOR SDETRICO T8 2¢ cavmy F

F#I v’((n ,,,\I,-

[(Uﬁu% u¥ui- vy &) + (m”*a + oMol + 4o ¢, &)
""‘ (7017-5)
escritura 3-dimemsionals

F4,z ; 1 [(U""U"+U°"U ) + (£" Fl4 £F s (HviyiﬂruHi)} "'oﬂ.nﬁ?gn“

F™- 1 (VU « TV + FTH «EL i)y 1
o< m* —— -
F %1 (V°’V+U°"U)+(£"‘E+H"H) J
b;b m> , p ,
Fo a1 (v*V ¢ 20ty - UR U - 2 £"BEt £ E - 2 4"2H %/-73’ ) ),
ant S)‘ 53 (1917 b)
J) TENSOR SIMETRICO DE 2° +DEE F
5“ 5” ‘f E:) K(c) Kfz) 6:)? - 1 [-(bﬁi’ U"/Uf U"‘U “ ) +
s (0590 Y+ 00 F s 0™ &) (7.18-a)

+No sumar sobre b (of. Seco. 1l.0).



. ~99-

esoritura 3-dimemsionals

F o -}_{(U"“U + UP2gt) & (o™ E%E' EY) ¢ (H i~

kSO 5B J MMIQ“ aobre 1.2.30 v
_[Q(V°*U+unv)+([ q +E":F5)] -

" : (7.18-0)"

50.50

F -;J-(vv*nwu)+:-'+,'
shish ™
F -;_[-v*vezu"buh T - 2:"2“ £ --377""/13 J

X) PARUDOTENSCR DE 2° CRUW, DR eazd wula, '
P42 oWt 15 150
'L [ U"U eyﬁ/ Qiet‘;b ,n 09()’0 *‘FHLO"‘G ‘kln Gg.* # r“(’L

F Vs (1-19)

L) rslmm-m AFTISIMBTRICO I8 2° CRINN,
F/b ® ‘{) O"/W st.
- L[U.y. 0-/" W.- io.l-o 6“—/"# io.io by 'C'o"iel] (1.30)

X) TENSR DE 3er. ORDEN Frir”

FOr o ¥ if b\,
-1 [u"ro/“’ + OYPUP) & (U'YBF 4 QD% o (U8 04 GVADY) &

+ 61H(T0%, » TTOML) o gf” (u-'-o,*. ros4)) (1.21)
¥) mouumm;.r. orden F“7°F
FA”F e Y w X(_, J(g i
- & [- 200 s RO RATLG, - R0, 6 6 - ) o
e 147 (e 6% - u*‘a,‘,,)] (7.82)
0) TENSCR DX 4° CRIEN F“’f’"’
P ol oy
) %[ U~y (67 "M- 6 e'f) +
+ [-Q"P(U“'Uh U™“) + g uMre UFRDY) o
+ @'F (U™tVe U™TY) - gV (UFUT ¢ U"ﬂ!")]f
+ 30Y, 07 (678"~ ¢*87F) = $Q10us e G4
+ G(0"707T+ QTG 4) & (QrwDPhe QU)o
+ [0 (070 ¢ 040,") - g#(avaPe 0¥0.) -
€77 (670,74 0¥, %) + g (0710, " G""‘U)] } + (7.83)

offo pumar sobre }
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000000

dodV VB

Q ix §° J:) v k= 192,33 (1024)
}k'(i/z)‘* ¥ B » k = 4,56}
}.-io‘ [SB ’ kll" 7:8,9.
Entonou la (7.2) e puede ponor
Yevge Zu‘; z EQ A P (7.25)
Con los proood:l.nientos habituales para el cédlculo de trazas Qbtuenenos
& § dij ¥ (7.26)
Si llamamos .
- & 8() 69 Qi (z) J (7.27=-a)
,obtgluloe
b;j &0 salwo
LD PRUR PRI (7.27-b¥

biq .bzs.bjg.ai .
Las (7.25), (7.26) y (7.27) permiten recaloular algunas formas bilineales.

Bn todos los casos recaloulados hemos obtenido el mismo reaultad.o que con el

procedimiento general 7.bd=-2, -~
Lsd-4) Apliopojoness -

A) TRADUCCIOF DE LA DESSIDAD DB CARGA.
Por (3. 2-&) ¥ (2.31)

(’ - ‘J ((n \P' Y X{t) V ? Xll)",- . . {(7.28-a)
el resultado _o;on :} P'rooodm.nto nnornl 1o obtenemos con (7.12-b)s
p "é, (E* U = £.7%) - (7.28-b)

que . 1dint1co al f empleado por quienes usan el formalismo de Prooa. Kl
resultado con el procedimiento particular lo cbtenemos con(7.25) y (7.27) ¥

es nuevamente (7.28-db).
B) TRADUCCION DE LA DENSIDAD DB CORRIENTE.

Por @2-b) ¥y (2.. 31)

J -¥ l(u) "'," v ‘Y(n V- (7.29-a)
ol resultado del procedimiento general lo obtenemos con (7.12-b):
J L[(E‘V-E V)o(UN—/ -U"H)] (7.29-b)

tambi&n idintios a la corriente empleada por quienes usan el formalismo de
Prooca.
C) TRADUCCION IS ki DESSIDAD DE EvErora (Y, # Y.,
Por (3.4), (2.2) y (2.31°) B B
(Yo it ), =Y Galipg o= n¥ Y + Y 7Y

- m_qv +Y 6(2)'? v; (1030)
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si e (1&2-!3) sustituimos

V'_’Vl V-—D"V"la&v

obtenemos

- —_ — —»
V&)W- [L-"‘pdv V'aav.£ .+ /. ve8.U ¢ Ulroy #
integrando por partes ol 2° y ler. sumando del 2° miemdro y unnlo las

(lo1"°) rolulta _’ .
Ylupye A r ¥V .2 l/+;uv W 4 -2*v)) (1.32)
Combinando con (7.9=b),
(W, 4 (f') q(wnrnf‘ EsHH)

+l?uv(5‘700“ H ) (7.32)

que s8lo difiere en una divergencia de la densidad de energfa usada por
quienes eaplean el formalismo de Procaj esa divergemcia es irrelevante en

cuanto a la energia total.

YerifiosoilgiPor (3.4),  _
(Vo /P) (Y g9 - Ve, 1;)_? ,
usando (7.12<d) y (2.7"") ee reobtione la (7-32).
D) REDEMOSTRACION DB LA BQUIVALENCIA (A2-§.32).
Cumplimos féoidmente con el compramiso enuneiadc en el apéndice Az-s.

debemos prodar que

fd3x(V,H?)-n/F*\‘dsx

0 sea
{aa,(\g,/, Y)../W(,,XM Vex (7.33)
Para demostrar la (1 33) basta oo-pu'u' (7.32) oon 1a 3s. (7.17=Db).
- v or
Por oqapletitud recordamos que (como es biem sabide),
U. + £ U’ £ - M T o
U -£ g -f Vo oeH H
Y oad © + '
2m °,L/, ,' L 3 H’ -U_ + E. 43 - E’ (1.“)'.
=¥ "H:‘ H+ —v -E-’ U;"E*

donde ebreviamos
LIS RS (7.35)"*
para todo 3-weator k.
la (7.34) se puede obtener usando (7.2), (7.3) y la representacidn

(206) de las 3}L °



Usando (6.46) y (7.34) la Vv definida en Seco. 6.£-4 resulta ser

E. -5 AL W3
o[ - -E, W 4, | @)
N\ -u H3 E £
H? He -’ -&,
Correspondientemente,
v - 0 -
VL e ' ° (1.39) f
Zm 0 v v v g
= K
| 0 v v
+

S8e comprendd entonces que a la descomposioidn
AN
becha en el formalismo de BW le correspouds, en el de Proca @) agrupar por
un lado a 108 6 G.> y por el otro a los 4 ' ol -



TEORIA CLASICA DB CANPOS

8:8 - IFTRODUCCION.
8.a-1) X1 problems de 1gs varigbles jadscendisntes, ARtseedeqtes.

Queremos obtensr una formilaoién lagrangeana en el formalismo de BW.
Un punto delioado es el mimero de variables l.n%opuuontu a usar em el

método variacional. Sea la densidad lagrangeana .
Le-ab? 3¢ 1b/u.:xt{; Nk QLY )AY - (841) 7.

81 usamos om.m;&bloa..indom.dunt”.s..lu,ueLVij. eon 34377 a
las correapondientes *Qjobtonlmon via ecuasciones de Bule¥ las ecuaciones
(1.7-a) que (oomo es sabidg) son equivalentes a las (1.1) de BW, Bs mis:

Un cierto mimero de resultados (corriente, tensor emergia-wmomentoy eto.)

coinciden con los correctos. Sin subargo, eske progediliento (usax diss Vd;

DANC ] 18 DA R OD ] Tz 10 ODI'NO

ocuaciones de BW s duoc el grado d ibertad d

10 a_6s3 Hay contradiccién. Entre las consecuencias del delito aparecen.-
difioultades para establecer las relaciones de ocommutacidén de la versién
cuantizada (o, 1o que es equivalente, los paréntesisdde Poisson de la

olésica).
La necesidad de usar sdlo 6 componentes independientes de Y) fué plan-

teada ya por Bolin.fante3 quien propuso VI oomo parte independiente y Vn
como parte dependiente de ‘f (cf. Secc. 2.0~5). Pero, obviamente

Yo 8T+ 3 80) ¥
no es una variable covariante.Nuestro objetivo serd usar una parte manifiesta-
mente covariante de \) oomo parte independiente del campo.

Kommor15 obtuvo la oorriente y el temsor emerfia momento sin partir de
un lagrangeano. Booth y Wilbon dan el lagrangeanc para el formalismo de
Kemmer ' +* (cuya traduccidn al de BW coincide con (8.1)). Al menos paroial-
mente, usan 6 componentes independientes de ﬁ) » bero en forma no oovariante.

M&s conocida es la formulacidn lagrangeana en el formalismo de Proca.
Como texto para una de las maneras de desarrollarlo puede usarse el artfoulo
de Paulizl sobre teorfas de campos relativistas; usa como independientes en
el procedimiento variacional las 10 variadles U. ,G.» (com. 4 ¢» ) g las
correspondientes complejas conjugadas. Otra manera de desarrollarlo es la
desoripta en el texto de Bogoliubov y Bhirkov5 $ ellos imponen la condicidén
subsidiaria antes de variar la accidn, con lo oual el niueroc de variables

+Enpleando la equivaiencia (2.31) la densidad lagrangeana (8.1) se transforma

en la de Belinfante .

++For (1l.1-0) _ 21
+++Vor también el artfculo de Pauli .
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independientes en el prodedimiento variacional es el correcto._
Abreviacidns "Prooa", o "Proca, usual" = "formalismo de Prooa tal como estd

descripto en en articulo de Paulia o en el texto de 'ontl_o]..so

Las varizbles que emplearemos.en 6l formalismo de BW no se traducen
(dentro de lo que sabemos) en ninglin juego de variables irdependientes
smpleadocen otre formaliswos,

8.a-2) Objetivos.

Nos rroponeriost
1) Desarrollar rigurosamente la teorfia de campos en el formalismo de BW

usando 6 componentes independientes de P (y otras tantas para "P )

2) Usar una parte manifiestamente covariante del juego de variablgs, y hacer
manifiestamente covariante el procddimiento donde nosc ses posible...

3) Obtener analogia formal con los resultados de la teoria de campos para

otros valores del spin,
Anticijpamos que (como ha ocurrido oon buena parts de lo que zntcdeds)

podremos obtener bastante analogfa con lo Que oourre en spin k. La analogia

no pusfscser total (spin).
. Pero, sorprendentemente, también podemos obtener bastante analagfa con

lo que ocurre en spin cero (oa.rga.do)" o
L('h) (o

Usaremos dos deusidades lagrangeanas, b 4 L } oon la primera conge~

guiremos la analogfa corn spir. . Con la segunda, analogfa con lo que ocurre
-~

en spin oero (carsado) ' g menos de un factor uniforme fm.

Compararemos los resultados obtenidos con ambos Sagrangeanos, as{ como
ocn resultados anteriores de otros formalismos.

San=d) Eotaoiln 7 pnopspolatyre.

.Jndicaremos oon un superindice (§) a los entes obtenidos a partir de

(/d
L 7» por brevedad, llamaremoa formulgsoifn & 8 la formulaoiln correspm-
diente. Compararemos los resultados oon los correapondientes de spin %, para

establecer cuando existe (o no existe) tal analogfa.
Anflogamente el superfndice (o) correspande a 1cs entes deducidos de £(9)

¥ la formulaoidn oorrespondiente serd la Lormulaciép Q. Eu la oomparasién acn
los resultados para spin O, sobreentenderemos el faotor 1/m arriba menoionade.
| Yoeem 3 (8.2)

6':"' difiere del ("™ definido en Beco. 2.0-1 en que €*" ge tabrica con
funcionss de ¥ y(4™ com funciones de x = (tp X)o Anklogamensef: , ets,

+«Jo total.
++¥os referimos a la formulacién usual para el caso Klein-Oordon, eon iba

componente para Y j noag %g de 5 componentes (Im"’) ai de 405 componsR=
tes (Sakata y Taketani“”’“", Peshbach y Villars™ ).



=105~

8,b - ELECCION DE LAS VARIABLES. OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE BARGMANN-

WIGNER.

8.b_- 3) Descomposicibn invariante del gagpo en parte independiente y parte

dependiente.

Como en Secc. 6.f-4 descomponemos

k*(]’) - Pv(x) + tl)gr(x) } (8.3-a)
Vo) =AY @ e i1 o5 1) Y@ (8:4-s)
Vo) =A™ Y (@) 24(] -85 Y. © (8.5-a)
(La diferencia con (6.55) es que ahora trabajamos con Y. tc en lugar
de CM )o

- . 7
Por (6.61-a) sabemos que ‘{, (x) tiene 6 componentes independientes. Por

v
lo tanto, elegiremos Y (x]' oomo_parte independients de 9 (x)(es decir, como

la parte de 4 (x) cuyas 6 compnentes independientes variaremos arbitraria-
mente). Como no necesitamos (ni podemos usar) més de 6 variables independientes,

™
g V7 .
Elegimos
Yo - L% (1 + i) V). (8.6-2) |
A.naloga.monto, doscomponemoe
Vix) - ¥ « Yo s (8-3-D)
Wx Yo A }E(x) - 31+ ¥ {e(); (8.4-b)
Yv(rt Vo N\ Vr) r(I - 8’(,, - B (8.5-b)
__ Elegimos Y (x) como parte :Lndepend:lonte de ‘I), e imponemos
Y& = 13 Q0 (e - (8-6-)

En esta otapa no sabemos cuanto vale i oy 6(,) VW . 194 gt ‘fw 3 pero
podemos asegurar que
11" V7., 2 80y Y (8.6°~a)
En efecto, (8.6-a) implica
1 (o - .,,) | z !x(.,z(,, - (z, fa )'f’ -- 1 (a * %) L
Analogamontog
(19, (A ) 0o = (ﬂuw ) Jm . (8.6=b)
8.b-2) ler; lema.

Afirmo que si gara 6 (x) fijo y [J(PLx)l ¢ 6 arbitraria es
Q(x)[ ('.Q.(x)] = 0, entonces [9(:)]'v = 0, (8.7«»3)+

Sobre @Y  nada puedo decir porque siendo

t(o )T‘“"‘ ‘significa la parte simétrica de @'

[ )y = (@t (8%

Z
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s O (‘c_y t?)T'(_évr)[l\.’r(tg@vr)J =0 rant

para todo 87, Anélogamente, nada puedo decir sobre (9) o
La prueba de (8.7~-a) se efectia fécilmente usando 1‘} representacidn

(6.60). L _
Asimismo, si para O (x) fijo y [é‘ Q) ]Z ™7 arbitrario
o8 [ ) ?(x)JTQ(_x) = 0, entonces [ 6 (x)]TM-'-"O. (8.7=b)

8:b=3) Por gqué usar Yvoogg parte independiente del cempp? Papel gue

desempeiiard ol primer lema.

__ El procediniento variacional nos conducird a expresiones del.tijo

Q@ §W0-0 oeces 611 $.-o. (8.8)

Como 88lc 6 de las cr on indopendientes, no podemos anular el ooceficiente
de cada & ?ij_o Debemos elegir seis J ?;joano.:l.ndopondientes, expresar las

restantes en funcidn de estas, y anular el coeficiente de :las seis cf if

independientes.
Lo primero que uno ensayaria seria imponer e
(8.9)

d v € \Jt
y usar una representacién, por ejemplo la (2.6) de las -6"' §- entonoes tods,
(S-YG Wt serfa de la forma del 2° miembro de (2.63). Observiidolo se oom=,
prende que le miés directo serfa elegir como cemponentes independientes

5 5% 59, 79, d ¥, J‘:fﬁ 5,7 &y  (8.20)

o sea las componentes pertenecieutes a 'vr (& - (2.9)). Por 1o tante
ia-parte independiente de ? sorf:a Vr,’ e sea la propuesta por Belinfante.
Como se dijo en la Secc. 8.a=1, i_esta eleccién no es despable por falta de

covariancia manifiesta. .
v
Justanente, nosostros slegimos ‘l’l como parte independiente de " para

efectuar una elecoidén invariante Lorentz. En (8.8) ponemos

J?etfmv © sea J".J"Mv (8.,11)
.. éﬁj{f 'f;;}”:o o (8.12)

Subsiste la dificultad de que no todas las componentes (ahora de
¥
J YW) son independientes. Pero ello no es preblemas lo resuelve el!ler.

lema.
8.b-4) los espacios auxiliares Lz, :._é in_hé‘{v_.
A) LOS ESPACIOS es ¥ E: .

Mediante los conocidos operadores proyeccidn

A’-d-n 5 AT -aleD (8.13-0)"*

2wt

+Camo 8élo usamos v simétrica (cf. (8.2)) sorprenderi que nos preocupemos
&t (antisimétrica); ocurre que puede pryaontarao por ejemplo

or
5 - | (',Y que no es simétrica aunque lo sea .
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(0 = r) b )y 8¢ puede dosoomponﬂer de manera univoca toda Y (x) = ?(t. z)en
Y.y, ¢ (8,13=0) **

P> AY ' P A" (8.13-0) ¥

tqlos que

DYe - a? ‘f) ) A, P (8.23-a)**
Aven Aven B A M
L4 ét @ C ' (aou".)
B) 108 BEPACTOS Cor ¥ €3 .

Definigos

A - ]I :t.<_7’_'5_.§=l_\.,—l];
ARG T R -4l + EAED ). (8:14-s)

Bs féoid- dcnostur que son oporadoros pr?o;;;iGnn
[/\(p)] [A(P)]Ii ® l\r(?)-/\(_n')/\(?zatlg.b)
Operan sobre 1o/s eapecios spinoriales (ver definiocién en Secc. 2.0=)

,o Por ejemplos T ? o fo TE P .
j gy €7 @b (8.15-a)
Para toda matrie sim‘trioa, e
Woe Eor (8.15=b)
s w - Wi @), (8.150)
TG e N@ wr e £
con W™ (p) P o ? } (8.15-4)

uﬂ(p)-/\ P w &

¢) 1os ¥spaczos £ ¥ €y
" Para efectuar una descomposicién en partes III y IV de toda

Y- Wi et (8.16-a)

la desarrollames en integral de Fourier respecto deo las variables espe~

ciales:s
— —»
pPA

Y@ e (@5 ar(s et (8.16-)
descomponemos W (¢, ) segin (8.15-0) y llamames
Vi) - [eparTe, 3) o 77
. . (8+16-0)
Ve - [¢'p w'e B) o L
con lo ocual T
Yo - Yo+ Y. (8.26-4)

enog - A™ (resp. (7 ) a1 operador que zreyeots ¥ (x) sobre
N,

AX Ie8
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. ﬂ W
D) PROPIEDADES DB /\( p) Y /\ ( p)e

Siendo .
;('S, N e AM@ LT e Hdet®) 2 5422 (8.27-)
() TA(D = KD @+ 7= 0 (8.17-)
(K )/\ A (.,(“ V) = (g +2Q) T 4 112, (8.18-a)
J— —’ o
(ot )T AT o AT (X023 )7 = 0. - (8.18-b)
S:londo . .
AR A @) - ROEDED - AT @)
ko 0G0 AT 3 = A g 9% D) = - 5 2 AT (8.19-b)
o8 . .
(N7 AT - A" (o) N) = A I\ (8,20-8)
@OED K" - N @NGD -0 A" (8.20-)

E) COEMUTACICN DE OFERADCRES PROYECCION. . e
1.199 operadores prowoibA b 4 /\ .99_8efinieren en Se00. 2.0-5,
loe/\ Aon Secc. 6. f—4 coupn.mﬂo las dotinic:lonos 80 obum que

los operadores proyocci&n A At At RV A Aa

v Aﬂ conmutan entre si. (8.21)

Por 1o tmto, 8i e.g. llamanas

oy /\“‘A v, PELAAY

o8 V T oto.
_.i-b- ) wmm
A) EOPACI(H.

Sea ¢~ un hiperplano de tipo espacial (fig. 8-1). Ind.iol.rol.l‘o. ouz’tﬂ
la funoién de 3 variables que queda cuando en w (x) = V(:', -z'> inponenos

go x° x 66, Antlocmto,% 9!0)
e “x es la funoién que queds .
x® —t  _+t* ocuande en la tmih%?(l)
Flg 8-1 Fig 8-2 restringides x*e¢ & ,

84 G es el hiperplanme
x %« const. reemplagaremos G por 0L (fig. 8e2).
B) Lu CONDICION E§ TERMINOS DE Y7 . L
En (2.3) la condioién iniocial restringe las funcicnes de x* (asl,2,3))
por #80 (2.3) no contieno derivadas temporales. Pero la definiocién (8.6=s)de

la parte VI de una V se aplica lnicamente a funciones de =¥ p & ] v -V(;Oﬂ).
Por lo tanto si expresamos la propoa:l.ci‘n )
"P(ci) e WU  setme un cierte O " (8.22~8)

en térwinos de W » Duedo aparecer 3.v (e ).
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Esto justifica la aparicidin de derivadas temporales en el resultado

que sigue, y que se demuestra en A8-2%
w v

| NA V(o (&

1 /\ /\ (m?2-a -’V ) "I’(a:_\ )
La (8.23) es una nueva forma de la condicién inicial.
C) CENERALIZACI(N COVARIANTE

Quoremos dar sentido a la proposioiénm
"Y (o) e w-o- gobro un cierte 7 "

81 ¢ o8 un hiperplano arbitrario de tipo espacial,
Definicidéns " Y(x) pertenece alW sobre un hiperplano C de tipo espacial si
la transformacidn de Lorentz quo transferma C en un ¢\ transforma \" ()
en una \" (o)) quo sumple (2.3) 9, lo que es lo mismo, (8. 23). Llamamos
Y(x') al segundo miembdro do (6.2-0)., iterado, si la transformacién es

(a;zz;ﬁ)

finita". . .

Mediante hiperplanos tangentes puede ain generalizarse la condicién

inicial a hipersuperficies de tipo espacial cualesquiora.

8.b-6) Las dos densidades lagrangeanas gue se usarén.

, k la forumlgci 16n § imponemos
L a7 VL 10 WY 30, ¢ (8.24)

(
La analegia con spin i estriba dnicamente en las ooneecuenoin de £‘I‘)

°

[ En la formulacién O imponemos
fo) o - - v
-2 VY 16, 93 §)
™
oL s formalmente an&logo & la densidad lagrageana usada para spin O,

Lo o'e @@ Fe)
salvo el factor 1/m mencionado mis arriba).
8.b-7) L&s asobre notacidn

. w S 4
Pese a que on (8.24) y (8.25) 88lo 6 componentes de Tiy (y 6 de ".’f‘:)

(8.28)

son mdo,endlentob, usaremos como notacién )
(P7YT) - I; ?TL (826 -a)
DYU ”'
En otras palabrass Si llamamos
.cn _ v q)TF
rlf\ nq

conservaremos la dependencia funcional

£ £( v q, v,.o.,\f‘; ,wo,\Pv

12 24 Hy
3 q
sin reomplaza.r explicitamente las 40 J(:I.'eslp. q‘,t) dependisntes en

funcidn de las seis independientes.



-140-

Conviene proceder as{ para que no aparezcan asimetrias. Por ejemplo,

[} d
i usande ") vv_
-r
pusiéramos uplicitnmto las diez j oon 173 en funcion de las L7 con

1 ¢} serfa
2 (V \l)) -2 ‘l’ ‘I)“ .
v []
Perores aaillﬁrfa? ‘Trarecen 81 ‘usamos (6 60) para elildnar/las cuatro res-

tantes componenté¢s deperliientaes.

La (8. 26-a) no: tenicndo ssimetrins nos pul:lte oompactar

2 P ‘ (8.90)
P v !
Andloganente ' Q W D
[(Da- PIgE 0 ¥)) - (3 (8.26—)
2(9. Y7)

Eto,
8.b-8) El grocodimiento variaqjonal ‘formulaoién &)

4) DEFINICIONES E HIPOTESIS.
(i«)amo o% um:al, d(efl:)lnimoa la accién

WS .
dpﬁ. Y ¢, 000 dos hipoxglapps de tipo espacial. Damos a " Q (no a
q) l) variacione. arbitrariae é’m tIlos que oumplan

S YPTe e , ?"' gom (8.27-a)
Y las hnbituales prescripoiones
JVT‘ J\V J?'l J ?"L: 0. (8,27<b)
(n) u;plioa que Y s610 6 de las ( § ?f) : son) independientes.
Los nampoe y|sus derivadas se anulan en el infinito espacial.
Ademés, sobre una de las dos hiporauporﬁo.‘.:u, por ejemplo sobre -

¢;. imponemes, -

Weidewr, + 3P (e @ g .“!"'s '?8 28f
Esta no os una restriococién adicional del grado d.o 1ibertad, pues ne afects
aJ ('Pzn las regiones en que mo es nulo (o sea en ol interior de las
franjas delimitadas por G,y O, |

" Como s usual, postulamos
S W o (8.29)

B) ECUACICNES DE EULER GENERALIZADAS.

Intogro(.‘rlx'jo por partes en ((:) +20) so obtiend (h) (4‘
af‘aﬂ” Y- D“(vm vﬂ))l Yoy ‘z?(a—!r) }"

+Expresando la parte VI de '{) mediante (8.6-a). Para notacién ver 8.9~7,




-
) (k) v
’[_zw d ( bbaf\f") )]«! Y

g
.3%-0), o—na m( MD:%V")\}
[ )i SY:

ol precedimiente usual comu&ria en anulas el ceeficients de cada J ‘)L"‘ .

(8.30-a)

' (80‘30-13)

En nuestro caso ne lo podemos hacer, pues no todas las J—Vt Lllﬂ inde—-

pendientes.

En cambio, usande el ler. lema obtenemes inmediatanente una forume

generalisada delas ecuacienes de uler,

» )
[_g%i - (%(%:lh:f?i )]v ="
i

C) PRIMERA PORMA DE LAS ECUACIONES DE EVOLUCICH.
De (8.24) y (8.31-b) se obtieno

0T 0 o W]

Cemo en este caso el corchete es simétrice ante el intsrcambie (1)«—(2)

de les fndices spineriales,

)

AMeads, por (6.59-a)

[ 7-[ ]

Por lo tanto,

T

n? ‘Pvd- K;: Ko- ER 'bc.‘i)v-'-o

Anflogamente,

W (3, 2 P) 1 Hfao

(8.31-8)

(8.31-b)

(8.32-a)

(8.32-v)

Nuestro objetiveo final serf obtener la ferma usual {1.2) de las ecua-

cienes de BW. Cemo etapas intermedias demestraremes primere que la condioién

inioial se cumple no 88lo en ¢ (cf.(8.28)) sino en tede x* ocemprendide

entre C; yG; , J luego, que las Yno pueden ser de tipo M (Secc. 8.b~4). Entre
estas otapas habrd quo intercalar varias subetapas. _
Note: En (D) y (B) particularizaremosC, haciéndolo de tipo <

(of. Secc. 8.b-54). Como el resultado final es msnifiestamente covariante y
como ? (Guy) e We, tiene generalizaciém cowariamte (Cf. Becc. 8.b-5C) esta
particularizacion no restringe la gemeralidad de los resultados.

D) DEMOSTRAREMOS QUE WO EJLO? Y B.Qcmnl LA CONDICION INICIAL SOBRE C1.
1A CUMPLEN SOBRE G, ¢

smwo qux rumTen 2, Y vl i)

<Pura la notaocidn ver Secc. 8.b-5A.

./'II
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Hotas De que ?-Dovmph (2.3) sobre 011,

l&\ ‘f (t10 '1’) - n(z) '(tu _xs ("L)
no podemos deducir por mera derivecilptemporal que
nd. ’b° ‘e(ti’ a - n(z.) DO ?(til (p)

puosto que por ahora s8lo sabemos que (s, }') cumple (2.3) para t=t
(no sabemos si (2.3) se cumple en un intervalo t, < $ ¢ ¢, + & t).

Menﬁ.s, demos comstruir los Se (t, T) tal que
:ovu:), "c“’ HMO (:m " 9 =

para to&o © existes puede construirse con las un;; de-(4.19) J }
sea A t que

H,LL(s, x) = +H.Q. (¢ x)
para todo t 0 exiates o6 cualquier solucién de las (3.1) ] . Entonces
P(t, D)oLl (¢, ) + (8 -1¢,) O (s, 3)
oumple (¢ )/poro viols (B ).

De (8028) 7 (8.23) es,

N A ‘{)v(c_l) =0 (8.33-a)
/\"/\ Yo Q () =0 (8.33-b)
(@ =4 =¥ d) Y (6,)=0 (8.33-0)

/\*/’3“; (@ =-a-uT% N Wiy =0 (8.33-4)

Pronultipuodﬂo (8. 32—3) por §°, Xm so obtiene (pcra todo M),
a? &, L (:I‘) + O (') (=*) + (d(,, ootm) 2 V \V(x") +
+ (L - vmm D a0 (8.34)
Premultiplicamos %ta por /\I/\ j usando (8.21), (8.18), (8.20) y
la (A8=2 2) que aquf tmscribimoa,

A X(ﬂ "AI K(z) “AI 3\ AI (8035‘3)

AR -a/\ra((q. f /\.-K N* (8.35-b)
N I K(L) - 5o by /\I £ (8.35-0)
VR R I T A A (8.35-4)
obtonomou

AN N () e AN P 09 o2 AN T )0 §T
¢ NN 2P M =0 (8.36)
Imponiendo en Ssta * e Gy .L ¥ usando (8.33-0) resulta

AN G+ dw V) Wiie) =0 d (8.37)

Por otra parte premultiplicamos (8.34) por /\I /\ y u’a.-os (8.18),
(8.20) y (8 35); obtenemos
AN P e AN Y @M - AN 0y W (x"‘)-os
soniendo en ouenta (8.33-a) resulta
/\m/\wi W (e )] (8.39)
Pinaluente preaultipliocasdo (8.34) por /\ A Jo 80 obtiene, luego de
usar (8.35-0), (8.18) y (8.20),
AN LV AN T QTN « 2 ANGT Y
L KA a3, YT o (40
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Inponesos x’hec‘u » Premultiplicamos porizv'y usamos (8.33-¢c), (8.20)
7 (8.31)"% .
AN (wtend o4 V%ed%) Yic )0 (8.41)
Pero por (8.33~0) y (8.37) es

A N (- 4430 W’ (L) =0 (8.42)
.on 10 que (8.41) se transforma en
AN @ = awgd) [RYTe) ] -0 (8.43)
Merced a (8.23) las (8.39) y (8.43) implioan
Y e (8.44-a)

Para obtenerla hemos usado (8.34), (8.33-a) y (8.33-0); de manera similar,
si derivisemos (8.34) respecto al tiempo y utilisamos (8.33-b) y (8.33-d)

obtendxiamos
¥ cpew (8.44-b)
2) DEMOSTRAREMOS QUE | CIMPLEN 1A CONDICION INICTAL WO SOLO SOBRE O ,
SINO TAMBIEN PARA T0DO X . CONSECUENCIAS.
A partir de la hipStesis (80128) y mediante iteracién de (D) resulta

W' WoG) €W 5 8= 0 72 3 ses (B45-a)

o

Por otra parte derivando espacialmente la oondicidn imicial (2.3-c)

Bn) W(C'ii) - .m ‘V (G.u)
resulta que

++
AR D,;,‘{(G—u)e W, B, ® 0,152,300 (8.45-b)7"

Mediante un desarrollo en serie de Taylor so obtiene la tesis de la

primera otapas

u) (x°, x) 3 -_l», p:r;“todo 8,19 (8.46)
Como gonsecuencis valen para todo x* las relaciones demostradas
para xhe Gi ¢
AN ¥t =0 (8.47-a)
ACAE (0% = A =47 0,) Y (ar) = o (8.47-b)
do (8.37),
NN+ L T%) YT(24) =0y (8.47-0)
de (8.42),
N N (O +a?) \l’v(x") -0} (8.47-4)
sdenks, ‘
B, ¥ (=" =8y Y 4). (8.47~0)

#) DEMOSTRAREMOS QUE SI Y ES SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL, SUS
).} M

paeres W2 v W ramm 10 sar, "

Hay que prodbar que

<Al ser atravesado por ol(u A suda ea /\

+Qezimiate, Sppreitiasets ne, oy, phast _‘t..l..ﬁ.‘“"s que para derivadas

vby‘?”eohﬁnﬂ-ﬂw



( Na A Y
1) 1) oumple (8.32-a) = { 5'5-,1-? (8.32-a)
2)d Y’  (8.21) = m o (8.27)
3) YG)"  (8.28) — e (8.28).

la primera se desusstra probando gque AB y AM (8.13) ecnmutan cm
t0dos los operadores que apareces on (8.32-a). la segunda ee trivial.

Jare la terecre, Velveremes & PARVIGRIANLNAR JOT WA MORMBNG Fja @},
(Sene. S.0=34) 1o qual 3¢ o2 20stTiClive Pues o) Besuitede fAaal 0
cavanante. Bay que prodar L

B Y (5 ﬁ‘ By v (=) W)
‘m[ﬂ?(ﬁ “u[ﬂ ?(‘i)] . (8.400)

Anten do predar (D) eate ora ua prodiema diffeld pevque ¢o (0idlw)

% o0 sagufe o aman

Y BV 2 Ve
(o8 10 Mta que eneadema J). ush ves demestdeda ) sadenes qwe

N peate 40 o tmu;«th » v,
uwna V' m wounioer wm MBI VAMINL, W NV
A
Sseriviane (843%w) aon V —vw* 1 10 premivipiionncs v
& % (Hooh (vely ovvemeden
.

w
| RO AEEIFSNil 2L
In[\:’m h‘ wHam aon vl Mu wmhee Jomitaden: Unapavenieen (0i6m)

TR
. vﬂ" + 8 'Mr ° b
Toae (hdd-a) dvtvnioms
V':‘ X (h149)
FRRIRAVIRA §A X V w winiE o MeREL VI, B N
1

n
Vel
T, G AL perkiomn veriseiml sesliialininde (000w
fvm Yy Q = VM\ Wy Lo Ly veande (R033wd) pave despeder
AR "
BUA 1A G TN 4 T 6 Y e e ()
AR Aate g A AT 5 uande (140) 7 (10) sewive
(A +3aY) VM“"I . R
TR L ERR W W A v v w 7 | o V
m‘ni‘-'ﬁm 4) W WAivila @ ey e Yabile
“ AC T IR S EU VR

m“ 'T\ W
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qmv L (8.52)
Pinalnente, para una WY arvitraria es (of. Beoc. 8.b-4),
Y "})f VW- 000 @ (*)v:u: “)ﬂt*gl)m *(*)vr (8.53)
Teniendo én cuenta (G) y (8.51) tenenos que pars tods Y " solucién del

problema variacional os
\PM N VMV‘; ‘l, MY T IT ¥ vmvn'm (8 54)
I) DEMOSTRAREMOS QUE LA PARTE tl) DE TORA MIGVDIL PROBLEMA
VARIACIONAL BS IDENTICANENTE NULA.
Sea ‘1) una solucidng (8.47)=>

P T .0, ] (8.55)
Por otra parte, premultiplicando (8.50) ?1” A /X oo obtiens
- — v
@ +a )Y L LT Y0 (8.56)
“Com (8.55) ' N
(= +2) Y =0} o (85D
usgndo un argumeato idéntico al empleadc pars (punto H) resulta
MTIm ‘
Yy -0 (8.58)
Do (8.54), (8.55) 7 (B.58) results que yars toda sclucife P" e
M
Y (*)=o0 . (8.59-a)
Entonces, por (F), para toda ioluo:l.&n‘l)del problema variacional es
/\M Y=o, (8.59-b)

Con esto hemos llegado a la segunda etapa intormedia anuneiada al
final do C. A la ecuacién (8°32-a) podesos afiadir

8.60-a)
O 808 - Y Y ( °
gy-a¥Y (8.60-b)"
de donde
0Ye-g (8.60-0)

HotatHemos demostrado (8.60) oon unc; particular (67 = hiperplano x, = comst).
Pero como (8.60) es covariante, vale paraC; = hiperplano de tipo espacial ar-
bitrarfo.
J) DEMOSTRARRMOS QUE TODA L}) SOLUCICE DEL PROBLEMA VARIACIOFAL CUMPLE LA
ECUACIN (1:7) DB BE LINFAFTE.

Premultiplicamos (8.6-a) por 1 (5(.; +5’(;) )24 o Teniendo en cueats (8.32-a)
y (8.60-c) obtenemos

GEFUGRISES o (8.61)
Sumapos miembro a mienbro (8 61) Y (8.6=a)s

Yo-s(ilesd y
que 68 1a ecuasile (117) de Relinfamte.
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. . . Y 9 - r ' ¢
K) APIRMANOS QUB romv SOLUCION DL PROBLEMA VARIACICNAL cm]r! LAs
BCUACICNES (1.1) 28 ; |

Lo dnico que faltarfa probar es qus las (1.7) implican hL (1.1), pere

esto fué hecho muoho tiempo atrés por loli.nfmtos.

Bsquematizamos la demostracién do Belinfante: Se preaultiplios (1.7)
por 19y (¢, - X*)s Se obtiene 19, Yy v 19,0 '{) Reemplasando ea
(1.7) se obtionen las (1.1-a) y (b). la<¥1. l-o) fué pootuld.s e (8.2) .

Con procedimiento similar se obtiene la gousciln sdiunts (1.10) s par-
t1r de (8.32-b). )
L) Wa QUE TODA SOLUCICGN DB LAS WYUACIONES I3 3-¥ BS S0LUOIN INL
PROBLEMA VABIABIGAL. )

Cade demoetrarlc, porque en wuo:l.pio podrfa ocourrir que p. 0.
(8.32-a) sea nfs fuerte que las (1.1) de .

Partimos de (l.1-a) ¥ (V). Aplicando m. a B, A 0 A" se odtimme

Y. T (8.62-0)
V. =& % P’ (8.68-d)
11,2

Combinamos (a) con 4 = 1 y (b) con 1 = 2, Obtenemos la (8.32-a).
Por otra parte, sabemoe (of. Secc. 2.b) que las soluciones do B¥ cumplen
para todo x / 1a oondieién inicials por lo tanto, taabién sus derivedas
teaporales cumplen la oondicién imicial pars todo x“ ; con nks resla,
ounplen (8.28). Anflogamente para la ecusocién adjunta.

CGCLDSICU '

V = soluciém de nuestro procedimiento variacional (formulaciéa )
ﬁt " " las ecuaciones de M. (8.63)
8:2-9) B procedimjento varjacjonsl (forwulsoién O).

A) DEFINICIONES B HIPOPBSIS:
SBon 1d¢nticas s Secc. 8.b-8A salvo (4)—+(o)s

(:)I d4x K ’
v 1

§ ?e&‘*‘* _ _ 5‘1"} g (8064-a)
MECPT VS (8.64-b)
Y(‘_)“‘“" % \*q\e\.)d_ (1. =direccidn normal a cj ) (8.“) K
Los cnpol y sus derivadas s¢o anulan en el infinito espsoial. Hullu”,
5w = 0. (8.66)

!) BOUACIGNES DE EULER GENERALIZADAS.
ca:o en la Seco. B.bzh 80 obtiemne
‘k 3y (o) T Aim ’ '
[%F - X (W ,] =0 (8.6778)
2 ., > O : . _
- s 20 (8.67-%)
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C) PRIMERA FORMA DB LAS ECUACIONES DE EVOLUCION.

___De (8.25) y (8.67)y
'j‘f _ (8.68=a)

ot g’
l oy - w ‘]’_J (8.68-b)

fo)
nsomo era de esperar dada la analogfa formal de J, con la demsidad ¢
lagrangeans de Klein-Gordon (88lc el nimero de componentes es diferente).
8510 elaboraremos la (a)s (8.68-a) en (8.6-a),
ol ?W
e - m
qus en (8.3-a) implica
: : %
0f--aY (8269)
D) DESCOMPOSICICN EN ONDAS PLANAS.
h B — . —r —»
Q. (D /d_n Cii, (Tt) e F
('1‘1. z ﬂ 3/1 .

L
con

(8.70)

= 0\'_3" +0* (8.71)
Reemplasando en (8.69) se obt}.mo ung ecusoiép para la evolucién
de C (p',%); integfbndols, .

P

\P@ (%5 ) = _ 1 [@p J.ch (p) LI et (8-72)
. T v
Siendo \l) simétrica (3£, (8.2)),
LOCh e e (8.73)"

que es subtendido’’ por los 10 spinores u.é (T 59 (lv__(rga,, P)

definidos en (4. 18) Y (4&?)0 .
¥, L_?-;"L f.'?,t

\P (39 Z z 2 e (T‘ 9 3') W (7 sp)e
11(.]_ (ZnP/ £ 1' £t V’;" o 13 Lt
e A2 2 [ p Ko D U P s
C(erPh g rs e Ty (8.74)

donde e:)y kulson ooeficientes sir indices spinoriales,
E) CONSECUENCIAS DE LA CONDICION SOBRE 03

Usaremos somo ¢7 @l hiperplano definidc por

v = o5 e O (8075)
Como muestros mesultades finales son covariantes ante tramsformasiones
sonvinuas de Lorentz, la (8.75) no » s;%r grias mismas .

Ca‘l“u.lamos V (0, ), e imponemos A8.65).0cmo- 1as " l:(rgm P) no
pertenecen a - p (¢£, (4020)) sus coeficientes se asnulans

kt’ess P) + k((l‘ssy P) - 0

+ (‘;‘{;" se definié en Seoc. 2.0-3,
+Cf. Se3c. 4.b-1,
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Hacemos lc mismo para la segunda (8.65), recordando que oon eld; elegido
la direccidn de su normal es A = O, Resulta

Kl B) - K%, B) = o,
42 donds

k(u(zt..sg—ﬁ) = 0, )Vtggr,s, ;o (8.76)
~on lo que la segunda integral en (8.74) desapareces

(< %)~ e_}u_zi z [& QM 3) U T ,3)
Y. 5 i {Z’f Vp (v émf e (6.17)

y ahora v cumple automftiocamente la c:ndicién sobre 77 .
0) mescawroszozan ok Y = @0 Wh

fomo por una parte las seis W (¥ , p) son independientes entre
8, y por la o%ra ot bt b4 o‘“f‘t son dos funociones independientes, tengo en

(8:77) 6 x 2 = 12 funciones independientes, que reagruparé en dos,
Yo - Yo+ Po (8.78+8)

de esta manoras (l) esté formada por los términos com £ = ¢,

‘i’-;LZ Z (€ el (ro® w (T, 7 8 TRt (g.78p)
(111\5/:.{ S o Vlf
vy ™ por los términos con tEm = ¢l .

Z J }a*p el (r, DU (TP AR N
/Z T‘)"z .
Pér 1o antodioho la dea@omposioisn existe y es inica. Ademés ({)

L;.;'-ié'fot

PR

Yy ‘]’m se pueden ouwterizu por
4 lf) - n()va H, ‘f’ ' (8379-a)
4,¥ e n,¥em, Y" (8.79-b)
Menés; si 9’ 8 _ung solucién del problemavariacional, sus partes ! ° X
! también lo son. Trataremos do demostrar que las V son nulase,

H) BCUACIQNES QUE LIGAN A LAS PARTES W, TWIIIIVI I y VI II ae ¥,
La (8.79)
1 %Y = - B, "M , 4=1,2
[ ]:]

19, ? -+17. °‘(l) y" =fp ® v ’ 1'1#“ " (8.80)
Aplioanos A /\W |

13, Y7 s 7 I, 9"‘” AR (8,81-a)

1, YV e s T T YT ey - 9T 1=1,2 (8.81-b)

y abora AI y An

19 (-l):% sz = iV o( n;vw- g(o) \‘, m= 2 (8.,82-a)

1 Yo ‘P o i V.dd - D-m "I’m T (8.82-b)
morl -y — -m\]'l]I . mYUT

13" v - 3\4“’( () (nlmv (8082‘0)
mo T v - -

1. ¥ -tV Y7 ~g“‘.m Y™ e (8.82-4)

1-1’ 20

4y -
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I) DEMOSTRACIOS DE QUE PARA TODA SOLUCION V DEL PROBLEMA VARIAGEQIAL

ES \P mT = 0,
Lla (8.6-a) se escribe para ?
AP /AP OSSR of (8.83).

para oada 1 multiplicamos (8. 8;70) por v ¥ semisumamos los casoe i=1 e
‘

12,
P77 (e PTep (fae @) T YT (8.84)
compa.nndo oon (8 83)s
Poeu (Boed. T Y™ (8.85)
v 2 m
(Sa* @) %Y "= 0
de donde '
9, o . (8.86)
tes sto sultgdos no 8dlo w a o3 [ A

comprendido eptre ¢ y ¢3 . En efeoto; la (8:79) silvale para t=0 vale pars
todo ¢ ("r (8018))0
Bntonces podemos derivar (8.86) respecto del tiempos
m¥T

DOL e 0,

~moI
eoo (A b l) v L4 0
que siendo una ecuacidn elfptica homogénea en i; y anuléndose los campos

(8.87)

para T —b0 implica

"Tra 0 (8.88)
J) DEMOSTRACION DE QUE TODA SOLUCION \PM DEL PROBLEMA VARIACIONAL B8 IDENTI-
CAMEBTE NULA.

Aplicando AT o (8.85) y usandc (8.88) obtenemos
YP""% o N AT (8.89)

Derivamos respecto al tieampo (8.82<b) y (o) ¥ lu.titu“nl (8.86) y (8.89)y
Tesulta
31; mer- ‘bi?mwx- 0
de donde, como para ‘Pmr; y
wmvx . varz (8.,90)
(8 88), (8.89) y (8.90) informan que

3‘ Wm - O] :Tx“' (8.91-a)

” o sea, an (8.78-a), A
\{) = tf’ (8.91-b)
Con (8.79~a) tenemos finalmentes

{Pax'a toda \P o8 1 9, 9- \l,- : 1 (8.91-0)

Y .
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K) DEMOSTRACICN DE QUE TODA SOLUCION DEL PROBLEMA VARIACIONAL CUMPLE LAS
ECUACIONES DE BARGMANN-WIGNER.
Basta multiplicar
,1‘ % \? = H, "P
por 6?4) para obtener (l.1-a)j idem (1.1-d).
De mansra similar (8.68-b) implica la ecuaoiSn adjunta (1.10).
L) DEMOSTRACION DE QUE TODA SOLUCICN DE LAS ECUACIONES DB BARCMANN-WIGEER
10 ES DKL PROBLEMA VARIACIONAL.
B sabid» que basta operar com 1), & f,‘, sodbre (1.1-a) para odtener
\ Oy --aty
de donde, aplicandoAv deducimos (8.68-s). _
Firalmente, como er 8.5-8-0, las solusiones ds B¥ oumplen la (816%).
CONCLUSICN s
(P = solucion de nuestro procedimiento varisoional (formulscion 0)
= Yo © % )e ecusoiones de BV. (8,92)

En la formulacién ; (resp. O) del procedimiento varisoional besos
usado veriaciones J ‘f 7 a6 6 conponentes spinoriales independientes. Pero,
aunque injustificado, podrfa argiires que quizés la (8.28) (resp. 8.65))

restrinja ese grado de lidertad.

Para asegurar que no es asf, basta recordar que nuestro prooedimiente
variacional equivale @ las ecuacionss de BW (of. (8.63) y (8.92)) y que
las ecuaciones de BW aseguran a sus solusiones un grado de libexrtad spinorial
también 1‘“&1 ab (Qfo Sesco, 2o°=5)o

o qv-

8.b=11), 10 sobre 1 °

Una ves demostradas las eouaciones de B-W (1.1), aplicarles Avo' Aw

permite simplificar las (8.6)s = = \k
Ty . LW, V) --3) fixe Xe1,2

Y L%t Y ¥ é.'.[ » Y o) o)

J sfiadir

Yo -angg Yo . T - 4P Pl 8.92-0)

-< |

8,9 - SEOWNDO LB -
8:c=1) Bleccién de componentes independientes en Wo

Observando (6.60) nos damos cuenta que en la representacién usual

de las J podemos vlegir como pomponentes independientes las que siguens



v
'}) = §( k}’ﬂ"' ?35) 5 = &( Vn_* ?34)
'I’:i) Yis 5 \’1‘(‘-)- B 9+ i (8.93)
Y I R S L

que denotaremos son
T (A
) ; A 1929000960 (8 94)
(A
\}N muestran desagradables asimetrfas, pero no nos preooupa-

remos por ellas pues, con ayuda del lema a demosirar, las haremos desapa-

recer.
8-0-2) Enunciado del segundo lema.
" Sean \ . - .

0 ™7, QT e, X e (8.95-a)"
entonces T \ AT ,

! — 0 v
1) p: [33(9 ._S_l{:? “xvra) [ ?;(3111- )J]x (8.96-a)
L AT AT
(9 -a) T = 2 :

-
anflogamente, 81 X ' ¢ {:MT (2] e{m-r ,Q_ve{v (859550)*"

1) ; AR [NO"IZY’ ] X [._ge_oﬁ;_ (8.96-b)

: > &7
) ) [LOW ). %T QT (8.97-b)
A4 Ly @m y

Las derivadas que apérooen en los segundos miembros son las defini-
das en Secc. 8,b~7. Las derivadas que aparecen en 10s primeros miembros
son las calouladas poniendo las 16 (-a-v),] T las 16 ( . ) jom
funoién de las seis JL' " y de las sets OV,

Lla demostrsoién se efectis en AB-1,

del campo 86 construyen con expresiones tipo

Xk y Z_X )(OLat
b} 9&

donde se suma usualmente sobre las componentes independienies de los
campos; en nuestro Gaso ellosonduce a evaluar expresiones tipo ler. miembro
de (8.96) y (8.97), es decir, a odlculos desagradables, laboriosos y depen-

dientes de la reprssentaoién. Lo cual se evita ocon el 2° lema.

8.4 - LA CORRIENTE.
8.4-1) ¥ormulacién % e
La dsnsidad legrangeana &_ (8.24) es invariante ante una trane-

+ ©7 pno es necesariamente simétriso.
4+ n_v "on w » °



-122~

formacidr infinitesimel de fase. Como es bien sabido, ello implica la exis~

vaJ (8.98)

tencia de una. corr1 ente sonssrvada, )
('/4/* 3 Z [ vy &) —
(% PW 204 YPH

Ep. (8.96=b) ponemoss -
T
075 W, L. 2 (0 fw Y75 X7 (8.99)

que son sompatibles con la definicidén de /_P- -En efeoto, por ejemplo la 2a.

es correota porque siendo
v h T 4 va
A “m{lz)" d’“,X A )
84 ?‘D’ M\V

T 1-
%n (1) (g at“ Y
Entonces,

¢ —u (A (1f2)

> & T Y e v 8.100-a
Z= D(aﬂﬁm) “) ((1) LY 3 Y ( )
& "‘n‘i‘L('/z)teg v — o~ L T
i W ® %“ (0 97) &y G Y (8.100-b

A:1 h (J/MYV(M)

de manera gue

Jore s [T 0k 0 2,07 - Ge¥IIG ok Yham)
Con (8;92‘), —

J(/z)/“. e [ “I’v (5’({; v ‘I) (: VTJ
Par {2,31) podeuos sustituir la 5 del G1timo sumando por d'“) 5 POTo
como ademés es

YT 5(0 Yv:?w dlﬂ vﬂ; o

quede

j“‘“’" s 0 V Jm "l) (89102)*

S» puede verifiocar que las ecuaciones de BW implican

(1)) e
P) 4 "= 0. (8.103 ¥
La (8.102) es formalmente anfloga @ la corriente s ¥ & LY ae2

electrén.

8.d-2) Formulacidn O.

Es (o)
Te) T®
Bl = e 12[ 2% L8 T (n l—m Y ] (8.104)
y L (3, PT) 30x YT )
Usandc (8.25) obtenemos (procediendo somo en la formulacidn %)

Uj’ o1 [P7 Y- 0 YD ‘l’v] (8.105)
PR ok b )] (8.106)%*

formalmente anfloga a la corriente ei

para spir sero cargado (salvo el factor 1/m mencionado emn Secc. 8.a-2).

La analogfa no es de extrafiar dada la correspondiente analogfa del lagran-

geano.
Las ecuaciones de BW implican las de Klein-Oordon, las que a su

vez permSter rarificar
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y o (8.106°)
8.4-1) Comparacidy entre las dos fo iones.
Llamamos
8y "- 1 A, e (8.107)
Queremos oalcular A J. . En (8.101), 2° miembro, podemos sustituir
(f L 510

gracias a (8.62-b). Pot otra parte, por (2.31) podemos sustituir

(i d(q — Oy £
¥s; como mé&s arridha,
- c
fg —* Sy
En definitva queds

ij)}LS - [g.)v b,m X(nl :)2'? = (ac-f ) 6'(,, m TI(BOICB)

(8.105) y (8 108) en (8.107) dan, luego de un ckisulo direoto,

roTI v
A5 XNV ME ool ] BEFE L (8-109)
@md‘e‘/‘ung y*]. (5||0)¥‘*
Lu dos corrientes son (al menos) slobalnento equivalentes en cuanto
mis. a total 8 Bn un hiperplaemo z’- const.,
3 (l/l)o 4 (40 -
| )¢ j &x /a (8.111-a)

Este ﬁltm oouof&i se obtiene trivialmente a partir de (8.109).
1s corriemte tohl es un {=veotor de tipo tenporal_o Por lo tanto
(BOIMnoo dice fue hay un sistema de referencia en que

‘J ‘3 2 Y9 /\i’z J(o)/b ‘ (8,111-D)

Via tmafomgén &9 Torents, la (8.111) vale en todo sistema ineroial.
las 408 formulaciones proporsionan, pues, no s8lo la misma oarga to-
tal, sino también la misma corriente to%

La corriente que ocoincide con la usada en la aproximaocién de una
oargae ea la de la formulaciém 4.
T 1
J 'a Jl (8.112)

rge

(Var (3.2-0) y (8.102)).

8,4-5) Comparaoidn som otros formalismos.
Por (7.28) y (7-29), 6 biem por (7.12) se ve que la corriente que

se traduse en la sorriente usualmente cnpledadgl ool formalismo de Prooa
v » i
/’Pm“ "2l v, -a¢"u)) (8.113)
m

¢ B 1a tenria mimsro © el primer miembro de (8.111-a) vale % 1(of.(8.112),
-y Seon. 3.al) y, por lo tanto, no puede amularse.



e8 nuevarents 'la de la fomulaei6n A
4(f o T (8.114-a
3Proca ( )
m suanto a la 9 ge trad al formalismo de Proca en
. >
VFoeas [0f e - (300000 (8.124-b)
—2=-==;"- d P df _
Para probarl~. basta tener enm cuentvquf/ -
1) por Sesc. 7.b=5 extraer de v) la parte "P equivale en el formalismo de
Proca a axiraer la parte Odﬂ del conjunto af 9 U™ $
2) v D "f’g;_obtiene de F’ (7-9) mediante

Y —y

— W .
3) sustitucién similar para (0 v 'Y .

Er lo refarente a la comparacién oon dros formalismos, mediante
(8.112) nos remitimos a lo dicho en la aproximacién de una carga (Secc.3=b).

8.4-6) Bepresentacién momento.
Por sompletitud repetiios aquf la (4o41), teniendo en ouenta (8.111)

y (8,112)s
Carga total = (&2 Voo (a3x -9 Z &pl (T, P=1b (r, T_l
l St Mk’ M Tk ”r(ens)J
8.4-7) Hota sobre la divessided de corriente
En Seso. 6.g hemos demostradogue el ﬁnioo 4-vector de 4-divergencia
nula que pueds construirse a partir do?y \’ 8in usar derivadas es

J‘A B j"/l)}‘

[ ]
BEllo no sontradice (8.109) pues JM" se oonstruye gon derivadas.

8;0-1) ?omulg; ﬁ

La densidad lagrangeana i (8:24) es invariante ante traslaciones.

Como es bigqn sabido, de aquf se deduce el tensor cnoxgia momento gandnico,
i (" 1

T/d/w_z [Qé t) "M‘(O’ 'T(*)) % ng’ J

2> ‘U’(h)
R ¢ (8.116)

tal que

W TR o, (8.117) *
Las componentes independientes T(p?udon tomarse de (8.93). Pero
para la cordente (Seco. 8.4-1) puede usarse el 2° lema para RO
tensT que lidiar ocon las emgorrosas y asimétricas VTIH‘ el procedimignto

es completamente anflogo al allf{ empleado, El resultado es

T('/L)/-v [(D Vv) (" U{L) WY, (¥ ;*nr) ’(3 a?vvJ Llldgpy

(8.118)
Utilisamos (8.92°), y si tenemos en cuenta que (2.32) nos permite sustituir

2 u
( t, - K(I)l' Ot't.nemsg



T (T Y - W W)L e
Sumamos y restamoe en el 2° miembro 5

L D]) (c VGu)v ('P X“) v )
dosarrollmoslas dorivad.u y tenms en ocuenta (of. (6.59-b) ¥y (6.54)),

Yy otras identidades mlogaso Resulta, finalmente,

T(JL);»' 1 ‘) &m}dp ;_,(a” ‘)) y“) l‘) (8.121)

-4

qua es formanlmente analogo al tensor enexgfs mg
e;v v ¢ .;.(o"w’)d“%’
v&lido en sgim- B

Como @2 biem sahido. (8.117) implica que el 4-vestor momento
P o fdG T A (8.122-a)**

86 CONSEXvas -
Bo? ('ll)ya oo (80123)’

84 el hiperplanc - es perpendicular al eje X, , es (sf.A8-3),

-'P(n‘z}Va [Q’x ( (l)o P ('));F'

(8.122-b)

P (@?z(\h 13" ‘f’)
Bn ofecto, @1 pasar despin 1 a spin § aobonoe ‘reemplasar el producto
escalar spirorial (2.2) '
B UL SWCH SRR | (8.124-2)
Que usanos en spin X por el produsto escalar spinoxial
(Yo @)= ¥Hp (8.124-)"*

Que se usa em spin .
8.0-2) Pormulacién 0.
Bs . —
T(")fwa Z" 3 c((b) X ,)‘U‘(h) N (b' ‘) v(h)) 3 L(O) ‘9‘“’}

£ Loty P

, Procediendo scmo en la formulasién § obtenemos usando (8. 25) ,

P 1 0» W(a Vv)u(a f’”)?a" W - oL "

(8.126)|.

S
tal que

—— e -

Qu T % o, (8.127)
le (8,126) es formalmente djuivalente al tensor energis-momento
TH o (% (" 9) + (2 ¢7) (> P) =L g¥”
usado pars spin O.

Bl 4-nnomento zonseTvade o8

POV 8/4@ T 4> (8.128)
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¢al gue i ')
%P e (8.129)%

Boemplazand: (8.126) y (823) en (8,128) se obtiene (oon G~ perpen-
dicular al aje *ro )

‘;!5(,,,3 -1 [d [ AL PRI LR  (VYTUY ‘VV)] (8.130)
i?"”d =1 [s! x [0* P73 P+ (5 V9 (> V‘SJ’ (8.131)
I m

8.0-31) Comparacidn entre las dos formulgs °

[’y QD>
Los d0s tmsorso enexgfa momento canéniocos T A rr A

DO paresen Ser 14&1:10039 pero sf lo son los ocuadrivectores mrdﬂomﬂo

tot‘lg ; o) ¥
il v o
IP . ® l (8.132)
segin se demuesira en AB-4,
8.9-4) Comparaoién

De (801;2)0 (tsozzzze-b)9 Secc. J.h, Secc. 3.a VII y (2.2),

—P(/') o - q’ 9 ) e
' °B;i;::‘° Y (8.133<8)

®<p 7gpm !
serga

Para la somponents temporal procedemos mnonmto, pero resmplasando 4 Jp
po® H m«u (3.4)s

PM‘)DE’ - H’ DH

opesator P ) °
i, (8.133-4)

o <M>

oomo exs 4o dessax.

D Son 0%tXros IfOXmallisnos.

Resordando que por (2031) Y (2:27-a) os
Yo = 3 Leryr by) , (8.3M)

se demuestra a pariir de (8065) que P es equivalente 8l 4-vector aomente
de Belinfante4o

OUsando {1.6), T LAY gy traslada en ol tensor energfa~modento
de Iemerl5 quisn lc postula (pere Paul:!.21 lo “Mtr-l)o

BEn el formalisme de Proca (1 7"°) el momento l-dimensional “30
P (Prosa) 2 -1 / [E' E b‘u"]a x (8.135-9) **

7 la enexgia del ~awp~ 2%.30
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P ooy [(rw o WU+ £ Fe HAHEs (8.135-9""
hplsmd,o (1. 12) Gon V—*Vv r —'Bév deduoinos de (8.122-b),

(8 132) v (8.13%-a), _, ! ‘
'?(’/t’ - P(O’ - p (QPOOO) L (80 136-.)

Utilizando los resultpdos de Sesc. 7.b>48 y tepiendo en cuenta
(8.133-b) y (8.. 35-4:) tenemos

Plke Pl Plleoss): (8.136=b)
8.9 6) Repressriacidn momeniq.

(&MAM&&LM&O@QI
P . Z/fp sllac s b 3] (8.137-a)
2)o ojo
e P Z (£ pella(e , Ple1b (v , )] (8.137-b)

P =+V/ Tt s

‘Come o8 Yien sabido, para upin i la energfa total del sampo es
definida positiva (lo cual mo ocurre para spim 4), aifn en la la, cuanti-
ficacién.

8.£ - EL TRNSCR DB
8.22) %ﬂg
A) EL PROCEDIMIEETO HABITUAL.
le densidad lagrangeana L('M(8024) es invariante ante rotaciones
infinitesimales, ’ '
gh — 2= 2t e % 34 ’ [€up | <2 3 (8.138)**
1o cual, como ®e bien sadbido impliza la exigtencis de un tensoxr densidad de

momento angular total ('fr t;/‘ ” %al que

Y M""’\"‘ Y &0 o (8.139)*

VN V
Diondo nuestras varisbles las ‘P "~ {por ejemplo las (8.93))
ol prosedimientc haditual noe @ondu@mg e e8sTibir

() A URARY g (i) A
M ) ,pv Mo/?b,}“{b M(N ;(}I':’) (8.140)
4
M:’::));” VT(I‘)M Iy T ¢ /" {QJML)
(donds T M’" 92 21 %ensor ex.lxewsia momento sandnico)y - , j 7)
ML B NP S v _ Al 1 /2
op Au 8 YR \p TW) “° ?" At e.tvi A“ ?E(shu )m))

donde A Auson tales que -
‘?V‘” o Py PT iZ‘ ,, Y o, ey

A @) TR R v
9 (‘l‘) ‘P ('l:) v ‘)I. - #Z éluy ?V‘(:;) 34 {'R¥]_4'z .'5)
B) Dmxcuvrw '
G
(8.142) nos snvuelve nuevamente con -las ") s 10 sual. como ye

res ‘ca?’a:lamen*e hm@o 41 zho :sondmo (% gilgu]loe angoxroso8 y asimétricosy -

' @str fn g R ahc‘a o 1las AAB de por nodioo Para los observables

I
:
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anteriores nos aurilié el 2° lema, pero las A ap intercaladas en (q.ua)
ossurecedun pooo su aplicacién directa.

@) SOLUCION
Contraemos (8.142) ocon &,y ¥ usauos (8 143)3
e)h; v s > L™ - ) ) "/l)
Mophi e -2 27 SY
°? Yad AZ;‘I Xn Y o Y TH) ? A=t ‘9
Los t¥rminos del 2° miembro son ahora justamentie de le forma de ,los pri-
meros miembros de (8.96) por lo que el segundo lema es claramente apli-

cablr: ' " ()

MU, = - >(a:c|pf-)) ) AT T S ?a:c?, ) (8.248)

Por Secc. 8.a-1 es

S = -aeulcdn oY (8.460) "

SP- +§ T (8.146-0)**

donde nosotros el signo de C—4Y1o definimos tal que

A 4 -, (8.147)"*
COmo O"'j‘ (4=1,2) conmuta con A

SY7. . it (c‘ﬁwo‘f")?"" (8.148-a)

SY. "i? (5 ) €y (8.148-)

Boo?nplumos en (8.145) e igualamos en ambos miembros la parts
antisimétrica de los ocoeficientes de las f- ¥

(’/l));/‘y p) A ¢y o_,uy V' F Y% y m"
MS["" 2% _b(Tv— [ +6-(; )? (0"(', 7 (0 ) v’

Ahora, el primer oorchete pertenece a g b (rolp. {M"v ) CO
manera que podewos oompletar el uso del 2° lema, empleando las (8.97).
El resultado es,
(Ik)h',w
! L (DG"P T) &-) ) (G""'o-l;"f L’V(GJ:)V" 6‘(‘0/) ,(r,. Ja‘)rafr
M edionto (8. 92") podomoa d.mplifioa.r,

12} A v w
M: pc) SRS TARK! ‘1) ey ))YT' t " (G‘«’;" a_?";__v) 6’“’ 7(8.150)
comol VR C‘ﬁ’+ c‘#')‘ ss simétrica en 1os ndtoss spinoriales 4, 4z,

la (2.32) noa permite oambiar 3{; (g . htmn,

M LT (i AT - 49T (harty i 9T

L *pin (8.183)
qQue no 8e asome_]a mgoho al tenl_gr densidad de Begento ansulay 2AZA .ﬂ t,
G S d L W LR S (6.158)%*

spim
Bato no es de_extrafiar , pues justamente lo que diferencia a un eleetrén

de un mesén vectorial es el spin. Sin embargo para el temsor de memdate
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angular J ab (a,® = 1;,2,3) la diferencia disminuye.

Ay
Comeo es usual, obtenomoa los tsnsor es momento_ anguiar J a partir

d» las densidades M7
J{lk)/hy / 1!6‘ MU/LU (80153’)*

Q = %ot. oxb 'Y spi.n,
BElegimos la hipersuperficis ¢~ perpendicular al eje x °

de (8.151),
, ol b
J(ll)a J(“ ; [[vvr §% (5 W b “bc)v *? to (0 v ) P” JJ’

o En%onces,

spin spin
(8-154)
a,5,0, = 1,2,3 y permutasiones ofolicss. Por lo tanto, \
./_)a (/'-)bc be ve
='.’spm " Jopin "~ /"' 5 (@ ;‘_m d3x
- *‘”/(fr Com s “(3':) ?)d-“x (8-155)
2 sp
J 94, ¢ el spin del cempo. Pare spin § ol resultado (bien como-
@$de)ea
gpm - % / P (s ab°)W¢ x (8.156-9) *
[wg_ Yy 2. (8,156-8)"*
sp
pess de spin : 5 spin § reem _produoto essalares spino-
xiales como en (8.24) y reemplazando

(@°% o) __, 4 cbe (8.157)
2

Bxr suanto a /")°a“ ue estf asosiado eon el movimientc del cemtro
de nas 29 lea paxte de spin resulie sex®

;;lz;& ?’/ x| Vw‘m%'?'l"«r v o (n? (“3’, ‘(4)?""‘* e ‘ol)‘ )ﬂ

16 (8-158) (5.169)
mientras que para spin § es )
°d S 3
328 =0, (8.160)

Esta es la primera diferencia formal que encontramos entre spin 1 spin

qus n¢ st reluzia e
1)cambiar el signo de un segundo miembro /ver ejemplos em Cap. 4);
2) sambdiar el producto essalar {wer ejemplos en este capitulo y en el %)

3) somplicasiones debidas a la existencia de componentes redundantes (Cap. i
2, 3, 6 y 8).

Salvo la 1), las restantes podfen ser encubiertas por una esoritura

que paralslizaba spim ! y 4. Bs%to no lo podemos haser son las somponentes

0% del *emsor de epin,
?

P2 tealidad; win nos falta probar que el 2° miembro de (8.159) no

98 1déntidarerte nulo . nomo podrfa oourrir via componeates redundantes

PSR
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(of. Cap 2), Por ello en AB=5 comstrufmos una v € w_c que no anula
a {8.159), con lo cual queda probado que

AR (8.160')

3pin
8.£.-2) Formulacion O.

Procediendr como en la formulacidn z, obtenemos la densidad de

momanto ular total
MM e 0
tal que | )
M(o)),p:' (8. 152)"
donde
M ww T ap TO (@.163

v [en luger de (8-145)),

REPRPCREY L N GO

Spim
A2, )
Con ayuda do (Q 146) y (8.25) deducimos

M 0 [t 8- e |

o aln; por (2o32)s
Mg 0 Wm‘“’ PIi P78 YT (saes) |
Los ‘$ensores momento Mlu J" ’sn

lo) (°)/L‘y . ;
J e l1g Mg (8.266)"*
Q= tot,ord o epin,
Caloulamos el temsor spin del oampo usando un hiperplano C— perpen=

diocularal eje x° 3

WLy x , A/ 4 J°
lri» . 3‘ ¢ [(D wv)(o-/* )Q’ Q’ (G-“* )’3 Ym-)
.ﬂa&[(y ?v)c-p‘W-?‘V e ‘)V (8.267-b) |

Expresarwnce Ji94» en términos de ‘) yvﬁl Bapleamcs (8.92'-a) con

SPin
kel para despejar las derivadas temporales que aparecen em (8.167=b). cono

oonsecuencia de emplear (8.92°-a) aparecen derivadas espacialea, pero
podemos cancelar los términos que las contienen mediante una integracidn
por partes. El resultado es,
fo) b ¥ 377 o 12 O Y ()OT
e [Ex[FT 0 YT 2 BT 80 )
o8, e )
o)Ly
miv -~ = /‘31 v 6'“) G-(/:;y Y - (09168-’!,
L (P (8,168<b)
tioular, el spin
(o)"
‘ shim ‘f"'“ (Yo ‘Dl 0'" lb 5 (8,
oon a,b,c ~ 1 2;3y pormutaoionos oiolion, y ; ’

Q movimientn del ocentro de m




-

!
Yo Q
:P": RS 4 90‘(6;)"‘” (8.170)
La (8.168<b) muestra una erencia esencial con s oero, donde
f;: - 0, (8.1711)**

(o)
GC es formalmente andloga a la densidad lagrangeana usual pars
spin O, y antes de llegar al momento angular, venia proporcionando resulta-
dos formalmente anflogos & los de spin cero. Por qué es

J""/W £07?

Spim
Porque mientras que ?ara spin cero, se oumple
SY=adY=0
ante rotaciones eapaciales, en nuestro casoee (of. (8.146))

SY9o , SPY¥o0.

Pero, sunque (8.168-b) sugiera

'3;::‘»‘ o (8.172)

podrfa oourrir q o via componentes redundantes (or. Cap 2) el 2° miembro
de (8.168) fuese nuloj nmo es asf, porgue en A8-6 demostramos que oxute'y"

al penos un campo vflJf tal que para 61,
“J.(OML o (0)3{ 0 (80113)

Sp'--n “pin
8.£=)) Comparqcién entre_los dos forgalismos.

Las ecuaciores (8.155) y (8.168) muestran que los spines tienen
formas difercntes en las dos formulaociones. Pero (nuevamente por las compo-

nentes redundantes) QUOTremoOs asegurarnos Qque

J (a)e # (o) & (Bo 114)

Spim Spim

Lo hacemos en AB=6 prodando que existe al menos una VC (U; tal que
thya (o) &
Js pim J J 6pim

Pero, atin cabrfa la posidilidad de que una transformacién canénioca
() a

adewuada 1lleve YJM,;.. (8.155) a la forma J::': (80168)*0 Ello también

e8 imposible: En efecto, en AB-7 demostramos que
—

1) A’P’?m es una constante del o
d+"""e 0, para toda ?e e 3 (8.175=b)
—
2) J 5('!:1, z0 8 una constante del movimiento
). .
[ %ﬁ; ol (8.175-a)

en efe?‘;-c;, eriste al memos uma Velﬂt tal que al mencs en t=0 e®
e

S P <0
dt
(sigmoe = exzlufids),

e

. ‘,

+Es decir, que 1N con la que calculamosJ _.,,,t:,, perm’nezoa & una representa-
cién Aiferente que la "’ con la que oalculamos J,,'....,, ¥y que las dos repre-—
ssntanioneas sean comectables mediante una transformacién canéunioca.
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EY. 1) “qo)

Por lo tanto, spin X Jsr'» no son ooneotables mediante una trans-

formacién canénisa, pues las transformaciones candnicas conservan las cons-

tantes del movimiento.
Hasta este to. las dos formulaciones deban (al menos) los mismos

momentog cf. (8.111) y (&132)] las miemas eouaciones de evolucién

[gfo (8.63) v (8392)] - Pero, llegados al spin; vemos que las dos formula-
ciones mo son equivalentes.

8.2-4) Comparacién la_aproxigas. 8
_, Per (3. 57) (2 23)3 (3.38) y (8 155)9
T S (HbloT ) -
(Vs H%«‘E)I Y)B
(?v iICT(')"'"(—l" ‘l’)"

5

&

- j’(v/.z)
-'DP"')
— —
. -1
<J SP,}ggu T (8.176)

n equivalentes. Pero no 4esarrollamos este posibilidad. S8lo indicamos
e) hocho de que los autovadoves deCli) sean ¥ 1 y mo 41, -1 J O no inha=
bilita a la nueva teorfia d¢q una scarga, puee 6('{3 o8 do 2a. clase (cf. Secs.
3o®),
8:£-5) Comparacién con otr¢s formalismos.

Del texto de Ien%ssaIm obtenemos un pseudotensor de spin usual en la

formulacién de Prosas
—_— — — —»

(
(Procayusual) _ , (£ g¥ 4 £4x 1), (8.117) **
spin "y
,,,,
Por otra parte, mediante la tabla 6-1,
(1) 3 3 0; 12 ;S
s [P (F O F %, (8.178)

B. (ltimo integrando lo tenemos uplioitanente traducido a la formulaocién’
de Prosa }-dimensional en (7 14-b)s el primero lo obtenemos via (7.21) en
la fcrma covariante, y de allf con (1.7") lo trasladamos a la 3-dimemsional.

Bl resultadoc es la 3a. zomponmente del 2° miembro de (80177) s de donde

_j.’(,(,) - (Rvo:a_,u.su.cl_)
Spim = sp'm (8:179-a)

(8.179-b)
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(o) 42 '
Br ganbi - J opin "0inside (salvo el signo) con el empleado por

Bogelivbow en su versién del formaliemo de Procai

(Preca, B )1?
Jepima * = [1:[0 3,U+ O,U")'U lf")bU-(boU‘)U]( 1.0)

En efertoe Dg (8,168.a) y tabla 6-1,

fo)il .3 0,12 :
Joe / F % (8.181)
Resmplazasndo (1.7°-b) obtenemos,

(0, 12z (Pf°e°_ 69)1 3 -
b SRS e 1 [o' {[ 40" 0§, v USZU Ualu?
+ [ complejo @on;lugado]

Integrando por paxve ia mtosral se anula y queda

(o) (Pro ,8 1
Jete o J (oo, Cog) (8.182)

Spiwm Spim
Come werificacifn, puede observarse que nuestra (8:175=b) es conse-

suente con la afirmasidn de Bogol:lubm;) de que no sélo el momento angular
total, sino el spin que 61 emplea son sonstantes del movimiento. El origen
de la conservasibn del spin es el mismo em los dos 6asoss: Proviene del

us: i3 u3 Semssr snergfa momento ganfniso simétrico wer (8.126) .
Respecte 4e oiros formaliemos, el empleo de (2.31) permite fécid-

m!-se deddsirax que JSP,,' 88 equivalente al de Bolinfa.nte49 que es idéntiszo
al de d& Broglia.

¥
JJM %f‘f) (G B G +63) L (8.183)
y QU v‘ia (1.6) se traducc en el de Kemorw

8.8 - SOBRE OTRAS FORMULACIONES POSIBLES. o
Hemos par®*d~ 4a 108 densidades lagrangeanas diferentes‘ (8.24) y

Lb_) (8,25), Homos >n%anid~ las mismas ecuaciones de evolucidén (las de BW)
la misma 4-corriente total, sl mismo 4-vector emergfa momento, pero diferen-
te apin, uno sonservado, _,,(:,‘.. y otro no sonservado i(;,:,) {ef. Secc.8.f£-3)
PO® i~ jue las i-s f-rmulasionss mn son f£isicaments aquivalentes.

Sea B un nimery real. De la linealidad de las axprosiones utilizadas,
~39 sigue qué si 1=finimas una nueva densidad lagrangeana,

L o n &™) L (8.184.-a)

¥olremos a_obtonar somo ssuaciones de movimiento las (1.2) 4e BN, y, para

los sbservables O (Cgsad sevoods m)
&"'.9 5 R‘(Df'/a) (1 .. o8) d S | (8.184-b)

Por ajemplo, para ;a corriente tenemos en lugar %e (8.98) u (8.104),
j..,ﬂzwv_L - 2LE e,
20 Y (4) ARy TH (8,185-a)

Y
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Reemplazando (8.183-b) y teniendo en cuenta (8.98) y (8.104)

zesulta inmedia%amente

3(R)):. 5 Rj(i)# (1 - 2 R) J("))" (8.185-b)

Anilogamente para los demés observables.
De 1o anferlor 50 sigue que

!
‘ [d5 5"@)"* jfi?. J"’”‘ f x J"’U‘ (8.186-a)
(R) @ (o)
PEL P PO (8.186-b)
!
3 (® 14 salvo R « §
A'ﬁh‘l
J pin ¥ { . (8.186-c)
- o, salve R = 0
ij_;__{?m_ 2rad g(‘g/‘) £ 0 salvo B=0 (8.186-4)
as az

J qus la formulacidn R no es conectable mediante una transformacidn
canénica con las formulaciomes § 8 0.

Afirmar que Ydescnbe a una partfcula con masa m y spin de autovalO-
res +1,0,-1, mis hipStesis razonables, llevan (como es sabido) de manera
univoca a las ecuaciones de BN1917(a menos de un cambio de representacién).

Peo por (186=d) eso no basta para que quede unfvocamente determi-
nada la f{sica de la partfcula, ni siquiera en el 1fiite en que las interac-
t¢dones tienden a zero: No queda unfvocamente determinado si el spin es cons-
tante del movimiento o no, ni la "intensidad" de su variacidn temporal.

Basta §sta etapa de nuestro trabaio odemos decir que presumidle-

mente la fisica deol mesdn vectorial gqueda unfvogcamente determinada si
(ademas de la masa) se da otro parémetro R contfnuo, real, adimensional

8 invariante Loreniz.

El o los valores de R con correlato experimental, ablo pueden ser
hallados mediante una prediccidn experimentalmente verificable. Pero
para sllc nssesitamos la segunda cuantificacidn, con un desarrollo mayor

del que haremos en el prdximo capitulo,
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CAPITULO BOVENDOQ

INTRODUCCION 4 LA TEORIA CUANTICA

DE CAXNPOS

9.5 - DEFINICIQNES Y NOTACIONES.

9.3:1) Is mytr LT

Indicamos -o:. "M par no oz-denado a;b, Definimos,

Jv( {12}, (x3} ) = %&JJ‘N 54.0 it &y 6’+ X"”) (9.1)
O%ss~+amoe que 6) °° miembro es 1nmiante mte : '
q—"j ¢, 0 ke—rl I . (9.2)

Es fac3il salsular la tabla de valores de J. en la representacién
'Y
(€:.46) e §°, B rasultado es
&)Jv;lpara L nguipaga 13

kl | k1l
i 2. 12 | 12
22 ijz ’ Uy
ii '3 23 (23
44
1 ,'33 12 332 (9.3-0)
22 'iq
s 3 |5
y df§pis valores obrenidos via (9.2) y mediante, »
D (Easf o{xr} ) o ({21}, (13)) (9.3-b)

3) Jr =0
en lda casos restamn'es.
Ozservamos que 5 las ¢riviales (9.2) se afiade la simetrfa (9.3-b). Para
3.
ella tasta que smana -‘J‘t., lo ocual ocurre al menos en las representasiones

usus, 9,
9% YV
£-2) La madriz O
Dsti\:\ﬁ m-Aa

I
J ({ 2'.} {v1 \.z} L A-r..rl )5151 Jf( { 31 Szj ) { t1 tlj )o (904“3)
Recordemos que con la notacidén dada en Secc. l.a es

I - i- (J;,s, rf v 6/1‘.5, d:;z)o

f|‘rl’$| sl

Como §° ¢% - &% ° -~ enemos da (9.4 ) que también es
Vs, . H T

\{ xy !Lj ? { "1 t(] ) = J(iz' 8&} P {BDEJ} “Sh'bz Jtltl v£39°4.b)

Do la invwaxiancia 48l amte (9.2) se deduce que también 5 es inve~
riante ante

H T, ¥, 8 3, &> 8 (9.5)
Usando (2.6 *) ntienemos que en la representacién usual delas matrices

de Diras sa



S Ttuy, pad) <30 68T {133, 16)) -

a)gﬂwl para ij | k1, S - 4 para 13

11
22
33

44
11
22

y demds valores obtenidos via (9.5) y mediante,

»S (13}, faf) -8 F(ge3, {133) 4

G)Jvr
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- #(1 + EEEQ)JV( {135.0 { klj )s

gom €y =8 m 1, 55a 54 = -1, Pntonces deducimos inmediatamente de tabla
(9.3) la tabla para S,

11
22
33
44
33
44

12

34
12

=0 en los oasos restantes.

9sb - LAS REOLAS DE CONMUTACION EN LA FORNULACIGN 4

9.b=1) las _reglas de conmutaoidn para tiempos iguales.

(9.6)*

(97_"1’)
(907‘=°)

Aunque en el zapiiuln anterior hsmos mantenido (dentmo de lo posiblo)

la covariancia manifiesta, agquf usaremos cowo punto de partida las reglas

de conmutaci’n para tiempos igusles, pues (debido & una pecudlaridad que

en este caso tienen los momentos conjugados |'|°) disminuiremos la probabi-

1lidad de ensayar juegos de reglas de conmltacién mompatibles entre si.

Como las variables son seis (PV( )y otras seis 1’

(8.9 3), parecexfa plausible enaayar

[ §"®@, 7,
AL
Y@, 3y,
[ 7@, o,
e, 3,
-"(B)fx"g D,

QV(B) fX"s i.) 9
Pve) o 3y,

‘)F(B)(xos i.) 9
[ ‘,V(B)(’-oa T) D)

~—

Vo B e TR o T

NV(a)e o , £) ] = 1 JpgfE- 1)
| OIS ™] =15, 55(?'?)

nvu)o(x,’ )] =0
TWe(ee, 2974 g
Ve 2y a0
Fore, 2] a0

Aoz, 79) 2 0

\TV(A)- (=°, —x")] -0

wv'(A) (x*y _1%)] =0

YV(A) (£°,. )] = 0

por ejemplo las

(9.8-8)
(9.8-)
(9.8-0)
(9.8-a)
(9.8-e)

(9.8-£)
(9.8-¢)
(9-8-h)

(9.8-1)

(9-8-3)
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donde '
AgB - 1,2,000960 (9°9)

J
(9.10)

nv—woa 3 ‘[f’,l)

en las relaciones ggtorioros los indioes A ; B,’ El motivo es el mismo

ya discutido en el Cap. 8. ,

Por (8v24) -
N7, 4 2 ([QRc¥TIEE 1] Yty %)) (9.11)

, ™m ) (3, T (m
| ¥ )

donde habrfia que desarroller cada corchete como una superposioidn de

componertes, co.o en AB=l.4.

Sea ahora

hfe 5; (9.12)

un spinor grbitrario (no un operador de campo). Calculamos sada w_ v (a)
¥ 1o contraemos con (9.8-a), sumando respecto de Aj luego de reempiazar

(9.11) tenemos

.
i[ v(ﬂ)(“ X) Z 3 (0o ¥) % 1) (39" o) ‘f‘vf“)] s }::ﬁ%l‘)
As

m 200, P 7))
(al no serl) un operador, 1o podemos introducir en el 1ntPrior del conmu-

tador). !
Pero en la demostracidn del 2§ lema del Cap. anterior (Secc. 8.5=2 y

apéndice AB8-1) s8lo interviene el aspeocto spinorial de los campos, por lo

que ol 2° lema es_aplicable en el 2° factor del conmutador (9.13).Aplican—

doloy ! é | :
- |)(f3cr9 )6(1) Jm][éOP (€9, ?')))U- :’- ) U vﬁ?‘)}'.;'
_‘" B TR0, P k MRS

donde nhova le derivada lo es en el sentido (8 26sa) y por lo tanto, inme-

diatamente calculable via J8lemas

El 2° famtor del conmutador vale,

[ e PG, W T
Ademﬁsg el 2° fa,ctor Y] (dosde el punto de vista spinorisl) un essaiar, por
lo que ambes miembros de (9.14) sen las componentes "B" (p. ej. en el sentido
(8.93)) de un epinox. Siendo iguales todas 1las componentes B de dichos spi-
nor?e," 86 trata de spinores igualesj es decir, también son iguales sus
oompoxa'_entes usuales 4 4, o

Poxr lo tanto,
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[} N ‘V -o_"i
L’"W:iz %), [ W e ?')) ‘?‘; °(a.)] w-f_]= ¢ UL";_‘ S(# ?9).15)

De esta manera, nos hemos Hberado en /la la. regla de conmutaocién, de
los engorrosoe fndices A y B. Claro, que dedbemos desembarasarnos de U-T
Pexro antes, smplesmos (8.92°) para abreviar (9:15) y mostrar qué problema
aparece oon (9.8)s - ;'
(Yo d, P, ) W) Woe SET (9.6
Por (2.31),

S or
BYT, e D5 ¥ D (e W] - W SE-D gane)

Perc siende I T
(5:)¢(('1,)/\ - A (§g,+ i) =0 (9.17)

el ler, miembro es insensidle a una modificacién de la parte

T AW B}
de U’IJ; mientras que el 2° miembro varfa al variar IJ'V (p. ©j. en la repre-
sentacién (2.9-b) el 2§ miembro no cambia al incrementar Wy - W'q, ’

pero camtia la componente 14 del segundo ) .
L) RA100C 6:1 se debe a ¢ kS G 0N _6F N30 108 B
dénticamen los, ¥y, en nuestrecoaso aquellos n‘v(ap (y

Ol

v 3l

) )

correspondientes a valores de A que a su vez estén asociados a componentes
8ipe IX son nulos, como se comprende retrocediendo en la demostraciln.

Por ojemplo, oon la eleccién (8.93) de las (’), las

v(3) . (Pv(ﬂ) v A0 -
! ! P7 (vex (2,9-))

estdn fozmadas dnicamente con las '\PL-T ;, ™ Quo forman una .
(mientras que las resiantes \fv(")oorrospondon puramente & w )e B0 oste

T
caso la dificultad encontrada pmh)" es un reflejo de que si hudiézamos

queitide ocaloular las.

nvts)o . I-IT(H)T' y nv(‘)"

hubiéramos encontrado

oo - 07 0™ o (9.18~0)

= TE® — T(e =y
N - N - -0 (9,18b)
Este tipo de dificultad se presenta con oierta frecuenoia en la formus

(¥

laoién canénica de las reglas de conmutacién de oampos senocilles.
Dade el sonoside peligre de contradicciones que existe al trabajar

con componentes redundantes, y spin elevedo, da _solucién que SRSAYARSROS
serd la de retroceder al méximos HEliminaremos de (9.8) mo sélo aquelles

)
connutadores coa ”‘U(A)D = 0, sino también aquellas Vﬂ ocuyec 4 anule un
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7(» "v(h)o'
nv!M" (y » por supuestoc, lo mis, o pu-gq, n

()]
Con la eleccidn (8.93) de las A ollo oquivalo a mantener (9.8)

pero sustituyéndo (9.9) por i

4B = 1929 8 5. , (9019")
o simbélica (y un poco més generalmente) |
— YP7I ! (9.19+b)

Pero ..o luego de esta dréstica olu‘maoi&n, obmo oompletaremos las
reglas de conmutacidén? s Usando las ecuaciones de evoluoién, 1o cual resul~

tard posible. Se puede obtcner gaf, & partir de ]gs Rencs RUREEOSAS IOKIM

sustituoién
Verv 1 . (9.20)
que proviene de resmplazar (9.9) por (9.19).
Repasando rfpidamentes En (9.13¥ en lugar de W “)
¥y eliiinamos de la sumatoria los valores prohididos de A. A oontinuot&!,

anos W T

observamos qus el segundo lema del Cap. anterior (Seco. 8.0-2) oontinfa
vallendo si en todas partes se efectda la sustituoidm (9.20) (ls demostru-
0ién es similar & la efectuada en AB-1). Entoncee podemos pasar s (9.15) y
finalmente a (9.16) simplemente usando (9.20). Qnou,pue-,

(977 @D Y7 @ IgWT] - Wi SE-
Eliminadas 1 {PV(") (9.21)
as asimétriocas s debemos desembarasarnos del
spinor auxilier UV o Como lJ' es aribitrario, osto hacer rooordu' al
ler. lema del Cap. anterior (Secc. 8.b~2), al que trataré de usar. Degino
un spinor 9 4Gl __tal que las componentes spinoriales de su adjunto sean

[o(ﬁ W . . )"' gid'.' {Eljl [ (9.22)

JJ4
oon lo cual (9.22) se e_scrtibo
I . oL _, ° il L1214
[ wi,il (x% %) 5 V(x% 1')8(1) UJT] - 0(('“) W (9.23)
El primer lema también ocfntinia valiendo si se ofeotda la sustitu-
eibn (9.20), mtomos, como U‘v‘tos arbitrario (dentro do&“'" v3: ) obte~

[0 e (Ve 20g), 7 ] - (0

(9.23)
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. A primera vista podrfa objetarse " Wos arbisgayio dentro de
£5mTTn Dues ademds LJ- oumpde (9.12). Pero la (9.12)-mo viola la propo-
siocién sn cuestién porque T el

W = ATAW = AA - AW,
¥ la parte yJ* de una We W es avbitraria (of. final de Seoc. 2.f£-3).

'
Ahora, de comparar (9.22) con (9.1) y (9.4-b) se deduce,

(0% v <18 and s rxi) (9:25-8)
y_—.—.’_ T Taien (G )oawwm T
[9 (i, 2 ]km . [9 »
I1
-4 J( {4,4,) o{ KX} ) (9.25-b)
Reemplazando en (9.24) y sustituyendo k, por k, (of. (9.5)) tenemos,
en resumen

(9.8-a) =

R T AR Yo R o PP RN
usl,2 (9.26-a)

Ho.gua
1) Henoi eliminado las indicaciones "V _I" de (v WIU(?)) porquo
‘{)WI TquAI' vWI A“‘AI ”‘) - ‘)‘UI'I

2) Hemos eliminado la indicacién "sim" porque siendo

1 T
/w\I Spm A 802 2 A (20, +80) (9.27)
I, nI ) OT I
y siendo Vszsl ‘1’“‘ s Tesulta que ((ll 2 )k.?t:

sinétrica ante k, ¢— k,
3) También por (9.27) podemos sustituird%) por ¥fu), u = 1,2.
4) las propiedades de simetris (9.5) de 6 T:son las del primer miembro
a0 (9.26-a)

Can el procedimiento empleado pars demostrar (9.26-a) se obtiesnen a
partir de las restantes (9.8), '
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l T o

[ Y e e 9 WTE D] 24§ T stial) 3Fh9.26-2)(2)
|
! - e -
\\ [ \l{,\t;("\"’.;)) (* B )(u))'»:z-'ui =0 (9-26-0)(2).
l
l .

ey L o
, L \.l’_
' (, _\-fl: ‘X‘ T ),’Lr |-<.3 \Y " v "\ ))K\K‘L]:C (9.26-.)
‘! [(—:\;ﬂ I(1° 7) Y’ ) 9 (\?nt(xo‘?) xf“’ )K\k.]:J (9.26-¢)(D)
. 0 w) /i1,
I Y 3 SR |

[(3(‘@‘{’51(1”,?))‘-“-: 9 (5“., Yu ('x"))x.h.'] 9 (9.26-¢)
‘ '“\I/‘:I ()",T),i\:i'(\ 1)] x©, (9.26=h)
|

i - vi e = - (9026““1)

‘ [\K;[(\J"\/)?Yl.nl('l'}}]—‘O |
z

[ ?VI{l -/—e) ?VI (} l"/-{')]:;o (9026-3)(D) ‘

‘.'L-‘ ’ ? K, K,
W=

Pt i g ——y o

de las ouales hay varias dependientes de las Testantes, o de sus conjuga~-

das hermitianas. Las hemos indicado oon (D) ein afirmar con ello quo las
restantes sean totalmente independientes.

9:b-2) Comparaoiér con e] formalismo do Procs.
A) LAS REGLAS DE CONMUTACION USUALES

Dol axtfoulo de Psulizl o del texto de Bogoliubog5 obtenemos
las reglas de conmutacién para intervalos ardbitrarioss
+ 3 +
[0, (x)5 U, @) =1 (g, + 23.3,) 4= - ') (9.27-a)" © X
[u/_ (x) 5 U,(x")] =0 (9.27=b) A x
Usando conocidas propiedades de {\ (x) y las ecuaciones ds Proca

(1:7"°) obtenemos las reglas de oonmutacién usuales para tiem 08 iguales,
en la notacién 3-dimensional (1.7")s

+Al compa:;r, tener presente que las U, de Bogoliubov difieren en un factor

~3/2
constante m de 'as U_ usadas por nosotros, factor al que ya hemos tenido
en cuenta
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(v (20, x) , U7, 2°)) = -4 3, &(x =) (9:28-a)"
(e, ) 5 002, T)) = 1 86, (X'~ ) (9.28-b)"*
(E%xs D, H*(%, ) = 4 m (daid2 ~03,9 ) (&= T) |

y permutacionss ciclicas sobre 1,2,3 (9_.28-0)’
e, viE, D) -0 (9-28-4)"
(v (2, 3)s £z, T¥)) = 0 (9.26-6)"
v (20, D)y B0, T)) =0 (9.28-2)"
EU (£, x),U%(x°, ?)] - 0 ' (2.281)’
[U (x*5 )y #b'(xbs ;V)] -0 (?928?11)’
[ga(xoa ), EL’(IDJ x_")] =0 (9,928'-1)'
(Wt T, H% 7)) = 0 (9.28-3)*

Finalmente, ’ L -

"w, E: Z;’ h'g /7,' tomadas en puntos diferentes pero tidpu iguales, conmutan
entre si%, (9.28k) *
. Hasta aquf; el procedimiento usual.

B) I0F DE FUBSTRAS REGLAS DE CONMUTACION AL FORMALISMO DB PROCA

Pollemos traducir (9026) al formalismo‘de Preca usando (7.36) y (7.37)
para tltduoir ll) i ’ (209-1:) para tomar las partes I, y (2.6-b) para
multiplicar por Y@ para traduoir ?‘n > .Pvr: .

Do las (9.26) (desechando las que sabemos que no son independientes, o
sea las (D)) a.qﬁollas que vinculan componentes del campo con sus oonju=
gadas hermitianas, son las (a), (e) ¥ (B). La (9. 26-a) se traduce en la
(9.28-b)* s la (9.26=e) en la (9. 28*) Y la (9.26-h) en la (9.28—1) And-
logamente para traducir las que vinoulanw oon P V ) 8@

traduoen en parte de las (§»28-k).¥
C) DEMOSTRAMOS QUE TENIENDO EN CUENTA LAS ECUACIONES DB PROCA7 DB LAS

RBOLAS REOBTENIDAS EN (B) SE DEDUCEN TQDAS LAS (9.28):
cl) Do (9.28~1) y la segunda (1.7"°=b) se deduce (9.268-4)

c2) " ( " ‘:,1) " 0 " o " ] ( ] _.)
C ) " ( " -g)" " primera " *tooown (" =3
c ) L =e) se_ deduce

Do Vo R, et (x, X)) = = [V(x®, X),9 € (xO i x')] (9.29-a)
Combindndo ix « oon la la. (2.7"°=c) y con la 2a. (107'"-.):
=-[n.1v LICIER ) E*(x ')] - - m[V(x ,_’), v* (x’ ')]-

= [v(xe x),rot// (x9 x')]
Bl dltime kérmino se anula debido a (9.28-£)s -
[asv u(xe, 13:'55 Eq" (=9 ?”)] - n[V(z°, T ’ v (x°, i_"). (.é9-b)
wrueros d- un facter i.
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Por otra parie conjugando hermitianamente (9.28-b), intercambiande ¥+’
y derivando luego respecto d¢ ¥ se obtimne .
[ aiv v (x, x), E?f(x‘, )] - -1 n‘S'_J(I'r xV) (9.29-0)
Combindndola con (9.29-b) resulta la (9.28-a).
<:5) De la la. (1.7"°=b) y (9.28~b) se deduce (9.28-0).
C) " mom (" By (o) o (" -2)

Andlogamente para las que vinculan U* y 6*” con U""_’ [ Fald U'L*y
GA”" com UATy @AY | )
D) (B) Y (C) IMPLICAN QUB LAS REGLAS DE CONMUTACION (9.26-b) (FORMALISMO
DE BARQMANN-WIGNER, FORMULACIGN (#) SB TRASLADAE NN LAS REGLAS DB OOWMU-
TACICN USUALEW (9.27) o (9.28) DEL FORMALISMO DB FROCA. Ademés, proce-

diende aniélogamente, so puede demostrar lg proposioién inverss. s

-

Proca

20b"3> Sebre la compatibilidad de nuestras rg;g de mgjggﬁg.

Las reglas de conmutacién usuales para Proos (9.27) son

I) compatiblew entre s{;
II) compatibles con las ecuaciones (1.7') de Prooa.

Ademfe, es bien wabido que las ecuaciones (1.7') de Proca son equi-
valentes.a las (1.1) de BW (ver p. ej. el texto de Leite I-opesn).

Entonces, 9.b=3D implioa

las reglas de conmutacién (9.26) del formalismo de BW en la

formulacién § son

1) compatibles entre sij

1I) compatibles con las ecuaciones (1.1) de HW. (9.31)
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CAPITULO 10

SOBRE LA INTERACCION CON EL CAMPO
ELECTROMAGNETICO

.0-a) OBJETO DE ESTE CAPITULO

Alguna vez se objetd a las ecuaciones (1.1) de BW que si se introduce

sl campo elastromagnético mediante la sustituc1§n habitugl
B, vy —— (eid -edu | (10.1)
se obtienen ecuaciones incompatibles. Si fuera imposible introducir la
interaccién con el campo elestromagnético, nuestro trabajo serfa casi imitil
porque partfoculas inhabilitadas de interactuar son inobservables.
El objeto principal de este capftulo es recordar-que en un antiguo ar-
tfculo de Belinfant03 (anterior inoluso al de. BW) estd la forma cerrecta

de introducir la interaccidén con el campo oleotromagnético en las goua-

olonesS (1.1) de BW. A diferencia de los restantes capfitulos, nuesiro

trabajo original aqui es pequfio.

10=b) LAS ECUACIONES DE BN EN PRESENCIA DE CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Notacidn ¢ para el.campo electromagnéticos A, F,» ,
ﬂﬂ,- ig“ - @ 4/0 o
51 4, = 0 la ecuacién (1.7) de Belinfante es equivalente a la (1.1)
de BW (cf. Seco. 8.b-8K). En cambio, si en (1.7) se efectis la sustitu~

cidn en cuestidn (la (10.1)) se obtienem para A, § 0 ecusoiones no
equivalentes a las que resultan efectuando la sustitucién en las (1.1)

de BW. Belinfants, usa; para {A'{ 0 la
h Lk
o+, Peay (10.2)**
En AlO-1 repetimos célculos de Balinfanto3 que demuestran que
(10.2)

T30 S0 EF O MY BTSN (10.3-0) ¥,
ﬂf m?" n e ,_1,:. y(lmﬂfw)(&,) +{w) 9 (16.3-p)*

quo, .nadiendo Do
I V{J‘. Wji[ (1003"‘,

s la generalizacién de las ecuaciones (1.1) de BW en pressnois de oampe

electromagnético. Las (10.3) son invariantes ante transformasiones de
Lorentz y de gauge, lo que prueba la debilidad del argumento que e

amenciond en Secc., 10.a contra las ecuacionee de BW.
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Adonés, .
(10.2) = (10.3)
pero (10.2) estd esorita ocen "minima interacoién ol{ootromlcn“mca"(m
el sentido tradicional), cosa que no oourre oon (10‘.3). Lo cual abona
otra argumente contra la forma tradicional del principio de minima

interaceidn. ol-ogtromagn&tioa.
Pero aln nos faltas
A) Probar que (10.3~c) es compatible con las(a) y (b).
B) Demostrar que las (10.3) (a) y (d) son compatibles entre si.

1

C) Comparar con Prooa.
Demostraremos en seguida la (A). Para (B) nos ruitiln a Seoco.

10,4 y para C a 8ecc. 10.0.

Demostracién de la o_mpatibilidad de (10.3-9) ocen (a) y (D). (Belinfante

no la da, presumibleente porque 61 no estada interespdo enspin 1 pure, que

es consocuencia de la (10.3-c)).

Elané .” = !

"? - n},,( 6(.)*3’(4) ‘1’ (10.4)

Descompongo Jy le _en parte simétrica y antisimétrica (ante el intercambie

i HJ)

w \P \}’“‘ (20.5)
i o (ot

Es, , ‘
"?M: Tl dh) 947 (10,6~8)
W- My ( x{,‘wg) v (10.6=1)
Reemplazo en (10. 2); obtengo

- - 2 o (10.7=8)
! o PO (10,7=3)

Por le tnto, la (10.2) se desdobla en
Al (J(.) +J(z) ) V:‘:nﬂl Y o (10,8-a)
&n/.( "+ J(.,)V -n ‘}"”" (10,8-b)

Es decir, les +(100l) (o, sus equivalentes (10.3-a) y (10.3-b)) mo
aocoplan ‘1) =

magnético son compatibles con spin 1 puro.

10.c - COMPARACION CON EL FORMALISMO DE PROCA

Las conocidas ecuaciones de Prooa en presencia de campo eleotromagnétiee

son,

» Pyedo, pues, impener la (10.3-c) sin caer en eontrediesidn.
Bl resultado es que las ecuaciones de BW en presencia de campe eloo$re=



—l:[; o P (10.9-a) *
i mo®a Wy NV gt (10.9-b)*
n, -t nvu’ (10.9-0)*

Es sabido3 que las ecuaciones de Belinfante (10.2) son equ':lvalontes
a las de Proos. Por lo tanto las ecuaciones (10.3) también lo son. la
deczgstracién se suele efectuar utilizando una representacién particular
de las "’[ J N ) 1 !

En un texto de Leite Lopes” ' se desoribe un método elegante para pasar
de las ecuaciones (1.1) de BW a las (1.7') de Preca en ausenoia de campe
electromagnético. Emplearemos el mismo método para probar que

(10.3) = (10.9)
en presencia de sampo.
En primefz lugar, con los mismos argumentos oppleados]';ara. )= 0 so

puede demostrar la (7.2) para A, § O.
Ademés, por (1.3) la (10.3-a) se puede esoribir

”u(#vﬁm?d’-ie /,,,J“;ﬁi,pﬂ,yk Vel

8m
~18 B Pl 1eE, Py AT (10.10)
De (7.3-a) obtenemoss 8
| LA Lo o (10,11-2)
! )" - (4B (10,11-b)
R SUPTL AN L 2o R (10:11-0)

Reemplazamos {7.2) en (10.10), empleamos (10.11) para pasar haocia la
4 s
derecha los b’s B' $ luego de postmultiplicar por.B J resulta,

n/‘y (U0t 1 cl?x fy) = m (U)()ﬂri oand*¥7) «

r,,,”(u,ghio,\ ‘)(ﬂ)-io ),J (U)UA+10 J’J?)J’?i
8'm ? 2
+41eF (u +1G )eieF(U +1i¢C ) (10.12)
de donde, '

#1,0 -N0 -t no, D= -t 0t 1m0, vt

tieF, ) (PP P PP P
‘ie 520, (AT -2/ P00 P o)

Iem
Tomando trazas :se obtiene la (10.9-a) con los procedimientos habituales

del calculo de trazas.
Premultiplico (10,13) por"ty tomo trazas; resulta la (10.9~-c). Fremulti-
plico la (10.13) por*'L Jﬁy tomo trazasj resulta la (10.9-b). Por lo tanto,
(10.3) = (10.9)
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Finalmente, combinando las ecuaciones (10.9) de Proca con (7.2)

resulta (10.10), o sea la (10.3-a)t
(10.9) =  (10.3)

10,4 - NOTA SOBRE LA COMPATIBILIDAD DE LAS ECUACIONES DE BARGMANN-WIGNER
EN YRESENCIA DE CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Es bien sabido gque las ecuacionss (10.9) de Proca son compatibles

entre si. Como las ecuaciones de Proca son equivalentes a las (10.3) de BW,

no necesita redemostrarse la compatibilidad de estas.
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APENDICES
21
DIOSTRACION DE QUE (2.3-b}==p (2.3-0)"
8)(2:3-b) =X (2.3-0)s
Supongo valida la (2.3=b). Como
i(I - Jm XJ_-I -3 (I + U(? la (2 J—b) implica
) CETERE W) ¢ F)THT +3 o 5 Y (42¢1v1)
Dnsarrollando, (A-2+1.1) ZM

Y - %Y+:4},,L}|’=(Ym r,gp\rux., :x‘..a?g‘;‘r (42-1.2)
m

Poxr otro lado dosarrolla.ndo o
o =2 Bt ‘Tx‘ n -

L. (Hmf Ha)) (x(l)+ (l.)) " %(I + B‘“ﬂ)) + ;L (= ‘:.,‘_"mo‘m"‘“' w” P
™ (A2-1.3)

B
Fy

Bn (A2-1.2) resulta que todanue- cumple (2.3-b) es tal que

‘K,_ +H )(3 +K)Y 3

Pero (.omoH -p' ’

_(P + B H_ ) (Y + (;)‘r;

Q) w @ (42-1.4)
HY l(p "33)”*’{;)Y°
° 'H“)Y ul\r
Q.E.D.

que e8 la (2.3=6).

2) ‘29}"013 ‘203“]’} U

Supongo vélida la (2.3-c), de donde

(‘[ x‘) El))( (d “’*‘l)n‘&)) Y - (I n) u‘))(‘.) + “))(HG.Y) -
(X(I) * 6“) « - ui) (ql) Y ) =0
(2@3«-@)_1,\ (2.3-a)

Pero un sencillo edlcule muestra que

(2:3=a) =p (2.3-b) (2.3=0)=2.3-b) (Q.E.D.)

A2-2
DEMOSTRACION DE (2.12) Y (2.13).
~Sen
o (= - 22,1
s \'VC& 5 Yu \,':r (a2-2.1)
oo A= B

permu“‘a.nﬂr indices'mudos es

(AY )l> Bhi,rs Bc) Sr \Ks Bl.) v \yS"

usando (42-2.1),
Az, 5

[{
Par. demostrar (2,13) gmploar (2.3-0).

+ "=p " =s.znifica "implica" ; "a¢=P b" significa "a=pb y b =pa"
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A223
QEMOSTRACION DE (2.17)

2) Pruebo que M~ N =) (Y,M? ) = (Y,N v) para todo%‘?‘ﬁ

eSC

Defino

Por (2. 1‘, ?)-(Y M\P) , G(Vo V).(v‘;v?uﬂ.l)

86 que
(¥, YY) -¢ (Y,y) para todo ‘l’e ﬂ?: (A2-3.2)
Lo que debo probar es que
(@) - ) o VPR
Como f(\'l," ) es lineal en Wy antilineal en V, vale la conooida
identidad
42 (V. 0) -2(Wep, Vo) -2(P-9, - ¥)
af(\P Y, P\ cae(\P -1, @ 1) (42-3.3)
Anflogamente, )
wW,f) s (Ye@+) -a(¥-¥,9-V)
vig (WY Puy) -1a(¢ 4y, ¢-1¢) (A2-3.4)
Pero (42-3.2) =D 2('W+ WP, W+ f) -g (Yi- ?,*4» ')* » otc.,
de donde término a término los 20s. miembros de (A2-3.3) y (42-3.4) son
iguales; ppr lo tanto son iguales loe primeros miembros. Luego se

ocumple

f(w’ ')"8(*: Y) para tode \v,\'c;ﬁ'

0 sea se oumple

(W, M) =-(YRP ) =~ » v vy ‘Q.E.D.

1) La ikplicaoién opuesta es trivial. Por lo tanto, queda prodada la

(2.17) en los dos sentidos.

A2d
DBMOSTRAREUOS QUE EXISTE \Y'# O PERTEN:CIENTE AN L quE

(‘Y.Y) -0 (A2-4,1)

En elCap. 4 se demostrard que si descomponemos las soluciones de

o (+) )
energfa positiva\r ¥y nogativa*en ondas planu nonoorométioas,

)
x) = d | ) <, )
Y m)m]g_;:m DU, ? N (124.2)

Y- s br Dulr, D e

@It /
entonces en la. "t‘or a nlimero o" es

Y- [erD a3
(Vo) = !/d’p{ | (e, BN ,} (A2-4.3)
(WS ) = (YY) -0

+Para ‘Y ’ v arbitraries & .& .
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Aplicando el principio de superposicién formamos la solucién

particular |
P- YW wn  alr,-bir,D (A2-4.4)

lo cual es_sieupre posible en la teorfa nimero o. Entonces,

(P 0) - (¢ YD)« (WY« (PP - (P70,

QQEUDB

Sim
Nota: Como toda \re\‘(perteneoe al ya E y también en estos ultifiecs
|

espacios existen vectores ortogonales a si mismos.

420 .
+ sim
CONTRAEJEKPLO: OPERADORES EQUIVALENTES, PERO DIFERENTES, EN E ¢ DEMOSTRA-
REMOS QUEB (ver (2.5))

Ir
N &°© (42-5.1)
PESE A QUE AI[ 0 (42-5.2)
{tneﬁ'h

(ponemos "£*™ €™ n porque A no se sale de g al operar sobre & - Yo

8) Pruedba de la (A2-§ 1)s
Y ,AT Y)Y’ nu, a(t 1. ,,,)Y i‘l’(?i -0Y s (a25.)

Sivm
pero <:omo\fC € ..-

A AR R A SR R a7
- WY, (42-5.4)

o'e (‘rsAI ‘f)-o I
Perc obviamente (\r, 0 \r) =0 oo (Y’A Y) - (": 0

o sea es cierta la.(A2-5.1),

b)Prueba de (42-5.1).

Utilizando la representacién (2.9-b) es evidente quo

Y g0 /\ ‘f Y/o. Q.E.D.

A2-6
DEMOSTRACION DE FORMULAS DE LK SECCION 2.d-4.
&) Demostracidn de ‘2.} )
M (&/ N.. (A2-$.1)

a. ) Demostracidn de ¥ "M ; 3” N=>
Por (2.23) s1 ¥ M~ N o Y 8 ﬂ'f-\l’l NY (a2-.2)

para tedo ¥, ¥ ek (Pues \.' 1 - ‘r u) ,.) 'Y+(:)

basta usar (2.20) para ver que M (I) N-

& Domostracic'iu de M (j: N = ¥ M ;! N.

QE.Do

s )
Se efectia oomo en a; utilieando(2.20).

Demostracién de que M (w.) N=b M N

Basta integrar (2. 18-b) ¥y oomparar oonﬁ 16).
FequivaleNtes escalar.

2,
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b) Demostra-i6p ia 2.31),
Sea \Pé £ ; 88
\|’ A, B ‘t’ ‘{’ b "’w (42-6.3)

\‘/.. j mudando &b 1, Je&b J& ¥y usando

Y b %‘f- ?1. ALL)LBH)\ e —

luego ‘I' , f_‘_ "‘“.i,. se obtiene
‘l '
Y ‘f) - B, . Entonces, con (A2-6.3) queda demostrada la
« n) W H'—

(2.31). A.nalfxgamame se demuestra la (2.31').
-) Demostrazidn 1e (2.3)2-a)
o

Por (2.) (3 A),B, e’-*( A)u) “, >

N °
. {1) a) (L) Y Y n.) a) (-) Y"’ ° Y 8 \’ x(.) A Bll) \' 39
< ( Y ‘6(‘) u B Y \r znl @ o W B(I\Y )

v

.75 84 cumpla ’.a (9.;i?e~a)a

) Demos‘rasidn i
Anfloga 3 A2 zon £ "% C:;“

o) Demosirsoidn ia (2,33-2)
Usar (2.2 a) y la segunda (2.30).

£) Dsmostra 48 4= (2.21-%) y (c)

Vse A=K,

&) Demosgracica de
Uaaxram s "a na=ion de conjugado pseudohermi tisne prinoipalA ‘A

de ux eperaderA que se introduce en Secc. 2.0.

pox (2:35) (W, B, W) o (Yo BEW) &t WeWs  (426.0)

)

por Secc. 2.6,

f, e, ¥ -G N - (Cr E ¥ N (ELY, W) -
s (g‘t Y. (42-6.5)

Nuevamente por (2 ¥=0).

Y ¥ - @, P (42-6.6)

auevamerte por S883, 2.8,

Y. © (Y. B W )-(\hm Y)Y e e LY -
(Y[ - Xop Y \r) (42-6.17)

Do (A7-F.4). { .5), ( .6) y ( .7)

(¥ [F, 5 Gal ) e (Wa[-Tp e L) o ven

u)

(¥, X 3¥) -0 .- %3 20 ., (42-6.8-a)
0 [ A

h ~3

> ¢ ° 0 > 0

Q(m“’p “ H(n m"') :rnmu » ‘ll\a mlm* o(m,p =@

- -y .

oon (A2-6.8-a) y (2.23%)* , *,.P g 0. (42-6.8-b)
Com" prr (2. 12) o8

Y op Y) ’ u (l) D (u Y)Sr 9 (‘2-609)

-
+que e demusetra indspendientemente en (i).
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integrando ambes miembros tenemos que (A2-6.8)=> (Y. % ) B.LY)' 0

¢ < 2 Ko -6
°° ?u“p w % 0 (42-6.10-0)
Andlegamente
5.5% o (A2-6.10-D)
Qo_’ono
Foteas :
o
1) taza (2334) (Y, B W)= (Y, 1¥) - (¥, a0 ¥)
o sea E = ¥ (A2-6.11)
a) V\jf )

Y., bor otra parte,

2)/\}%‘; B Ve e w/‘{f oY) Vs =
- /1’* Yo (42-6.12)
Eata Ultima relacién fué verificada al trasladar ambos miemdros a
la formulacidn de Preca (Cap. 7)¢: ambos miemdres se trasladan en una misma

expresion.

h) Demostracién de (2.33-e).

Sea p = P + 4 p’ ,3 usande la representacién (2.6) es

- (f - (A2-6.13)
Lot
. o para spinores 4r) a8 '
! - ¥ 14 >
O T ? Y, Tj & fa\k‘
- Y _ . I = 1’4\'}‘3 - f \h
> T - N Y_’ f-‘\(" Y (A2’6014)
=5 0 /AN R
B nY- PY
Como { o .p) 86lo actla en el segundo fndice de
vy Y. ¥ ¥,
Yy, Y. % %
\1/: u T Y’ Y c E (‘2-6015)
t Y}l »n 39

A A A

8a ohttana amplaande (A2-£.14)

P

AT AU A A 11 AR A A 4
R ELATS AR AL A A TL AR A2 4
A SPIAL T A A L REL AL AL
;Yu +1_‘|’:H 7"{,} 'f\"«q T’*‘ﬂ 4'7-‘.:1 ﬁ\rm B 1’3*11,

+

(42-6.16)

Evidlentemente, si solamente imponge Yé C ;5 ©8 T:(. o; ‘V,l 0
- (5

° — Y Sima ° Y
o o 0(”vp 4 0; rastrinjo: sea éi ° o w = u,oto. pero aun as{
14
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‘“"Vﬁ 0o .% E( P § 0 ; restrinje nuevamentes Yew § por la

obeervaci&n que precede aesk; 64) se ve que la restriccién solamente liga
les ‘lf) e £ L | sea (ver (2.9-b)) les ‘l’a del tipo 13,14,23,24 31,41,

32,423 les restantes son arbitrariesj por ejemple, T bl

tambiénj esto implica que al menos el elemente 14 de (42-6.16) ea diferente

de cero, con lo cual es 0(.p Y/ 0 o o
—0 P / 0 Qe:one

n)

i) Demegtracién de (2. 33-%).

Basta emplear (2.33-a) y (2.27-b).

A2-7
DEMOSTRACION DE QUE (2.46-e) SE SATISPACE COH (2.46-:)

Cuas-) => W0 ALY P - (P AT )
w"./\if P - AT WL -
-(o , 9 -0

Ademis, A AW )
AT E- Y

Y5F9 - o Q.E.D.
A2-8
DEMOSTRACION DE (2.47).
Es
3‘:‘ X(.l) n.l( o Q)) - K(:,( ‘l\l 6‘:’ )H - Im
o o en (2.5), — r —
NN AI' A]I Q.B.D’

4229
DEMOSTRACION DB (2.52).

a) Bn primer lugar ne sg.oumple la condicién suficiente (2.46-f):

En efecto,
nu.l H'lbm cunvxf - afnop ¥ nyl - x(ti 2 ’(n' i Hn) - xu) *
4 Ym — s
e o A\Vl i(I + -_ig) - i(l + w - d‘aop L(é’
A
Ahoras El tSmno 0( .p By e- equivalente oscalar a O em W \l\/- (por

'l
(2.33)) pero z6 le 38 sm t » Que os donde necesitarfamoe que lo fuera para

que se cumpliose (2.46-f)1

~ e Aws*w
A{: sz- F

b) En segundo lugar, existe un ejemp‘lo de un par de vectores, el une de \f ’

el otro de * tales gue vale ‘a::a"

Usamos resultades del Cap. 4° (que se demuestran independientemente);
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si ponemes -
X

(x) = 1 a(p)u<z. p)e

Y * (2r) _r_—‘p _‘- (‘2"902)
 JORENE SR IO UNCIRN

entences es (of. (4.21) y Seoo 4.b-1)3

YGW ’ Ye F’ (A2-9.3)

Per otra parte,

(Y ?) qu ‘?d!“
' (Hed (@ @D u L), Uz

Usz o las definicienes A de r yt (of. M= y M=2) se puede
ebtener tras algim oélcule,

(U (29 P)sq (1,1, P)) . - P.P’/m (‘2"905)
- (W ?)--._I/dpa(p)cu)p . (A2-9,6)
Buta. ahora olegir
A(N=-2¢(M sy C(MF o (429,7)
para que sea N

(¥, ¥) <o (W, P)#o - Q.B.D,

42-10
SE DEMUESTRA QUE LAS PORMULAS (2.58a),...,(2.58-g)DEPINEN. AL MISKO
‘\W ™
OPERADGR A\, e

a)(2,58-a) &P ‘2,58-1’]1

Fué demostrade en (42-1,2) (demestracién invertibdle).

2,58-e 2.58-¢
Idem en(A2-1.3).
s 58— 2.58-b
Bs umediato rooorda.nde Qque
¥ . o6 :‘p,‘ ( xm. ?) - (Vu* ?w)AI'. (A2-10,1)
2,58-0

Es inmediate teniendo en cuenta que

3 = P =V (I "'.H_u)__m.) (H“)Um *nmfv) B«,x:‘) *B .‘w *B l +

¢ 5§ n - (42-10,8)
- (B, + n“))(lsw "W (42=10.3)
9) (2,58=0)e=p (2.58—4}:
Ver (42-10.2).
£) (2.58-g) (2,58-£):
-0 80, By) =T - (8- m0% - 1) = (W - H)(R, -5 )

-I - i»(zI 25%) - (q‘)-vq, '{,c{,&g )e§ »
Ledigler L, 0T LR



A2-11
DEMOSTRACIOR DE (2.61)

a) Demostracidn de (2.61-a)

Basta demostrar

(A AL

pues las restantes son consecuencias de ésta.
w

(A2-11.1)
‘Teniendo en cuenta que (2. 58-&) (2 58—b),
R 8
A" AT -
Con (2.5-d),

( ) PJA [ A A (__q_"‘ Xw).p ]
A" )

(A2-11.2)
- T
P elL (5, YR JAT- 0)
que es la (42-11.1) (ver 2.58-b) Q.E.D.
b) (Demostracidn de (2.61-b
—
En (42-8) vimos que Yy Yo, = du L (A2-11.3)
De (2 40-b),
- . -+ —
Yy B,QKUUM, -3, K B.-B
-i o- x(z’ —3"
)(z) ,
._,\ (A2-1104)
Q( B( “ :z) ‘(tl d(u!u,) "‘()
ERA _,m.,-ﬁ Y, -,
R 2 S0y *b(m U = Y ”‘(u
‘.ﬂ";; - 3, "m
En (2.58-f),
AT = ey ) ¢ (G- 4T ¢ (<8, Xp+ Yo %).F )
T o (42-11.5)
/\wt“"‘ f‘h A“" ’ pero (2.33-a) =3
DRAPT N )= 1,
" (ri- . (2-11.6)
-tnfxm’g':f:(td)(\)( ‘ ‘ )Q) b(\)I“')
Ademéds (2.28) =D
2 ~ < ° ¢ = °o. 0
-‘J Iw e 'Z(U Im 5 ‘lt) 1)) (se 3“) x(\) 5 2m + am‘Ql‘m L {14 2o + 2m8m‘m
£S5 wm ESiwm fiﬂ
con lo que B}
A\v e —~ wgsim
esc
[ L2108

Q.E.D.
A2-12
DEMOSTRACION DE (2.63) EN LA REPRESENTACION (2.6)
Usando (2.6-b) se ve que



;O

J

-f‘ﬂfkﬂnq

\'Pz Wy’ F-\r’,‘!

Andlogamente,
U

0

\; Y.Y,
P*‘: ) ';’ \ru

0 Py, +eY,

C P+ oY,

'P¢‘|;3*Pl\.';~, 0
~&1L;31£q U

X T’. [';.(3:-) "7’!:')] v =

C 'T,t ;I’_‘“B
O —n?; 3* Y,"q 3
r"t;w_ Y. G

1
A 4 0

(a2-12.1)

f**“ ) ?3 Yll.

?&*t-l .—§VL1

O A2-12.2)
Cl

3
e

’?&Y}q *?] *\Q
C

qd,Az-la .3)

O

Por otra parte, de (2.58—c) y (2.5-b),

W ¢ ™ - ~ [ < E
A: Y = qu ( H‘l)+ Hlﬂ)(‘u) t ‘:U)Y - ‘é“(«m + °‘m)(xu'+'¢v)+ A Y
Basta ahora reemplazar en ésta las (A2-12.3), (42-12.2) y (2.9-b)

para obtener la (2.63).
Q.EOD.



-157-

A2-13
DEMOSTRACION DE LAS (2.65).
Se pueden demostrar de varias maneras; indico la més rdpida para cada caso.

a) (2.65-a)

Usar (2.58-g) y (2.48) recordando -8, )(H, + a)) (A2-13.1)
b) (2.65-b)
Como H’ = pl , de (2,58-~g) y (2.48) se obtiene

AN i - Ba) - (% - ,‘.’,)<n(,, EH] - B, B,

£ v [ H“" gsim B
AT -, - 5y) A — A?
N am ) )

(recordar (2.60). Q.E.D.
Usar (2.60) y (2.48).
d) (2.65-4)
Usar (2.60) y (2.48).
e) (2.65-e)
Usar (2.48) y (2.58-e).
f! ‘206E-f) [N .

i we e
Usar (2.65-e) recordando AJJ. -J - A.L

2263 5:55“5 Nts"h

Usar (2.65-e) recordando Av -1- AF
h) (2.65-h)

T AT
Usar (2.65-e) recordando /\ - - A.L

A2-14
a) DEMOSTRACION DE (2.67).
D (2.66), si We & »
£7C

(Az“' ‘V)“LL.: B, ‘sl )‘I’ ﬂt.t.* ‘Z‘.') (42-14.1)
. £$ln&. ‘h'u\(
° e (At“"f "').',.'l = (AL‘"‘ Y)(,_;‘.
Anilogamente,

cenl, )
to U _
k/\f““‘ Y)..u --(Ai"“' \")‘_“.- e
b) DEMOSTRACION DE (2.70) y de la no ortogonalidad de A‘m.v.

En primer lugar, no vale la condicidén suficiente (2.46~f ) porque
= . .

—iﬁi _3‘ u 0 _ y® ° _ oy
A wde A‘nf;v)*s‘XSlSl - H‘I'tAs‘ Se, 4 Jsust - ixirfs(sd'(‘ S’I-r‘+ &31 )x

ety e de

Q.E.D.

$. ),_
\ \ o o
Py ey ity T, (a2-14)

(o sea, (2.70) es correcta).
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(Siwg) _ Sow (c..n i
Ademas, podemos demostrar que existen ‘y 6 y v tales que

S (aut
(¢ ) =0 (42.14.3)
L (Siwe) '(h-) ($1ua)
En efecto: Elijo =W, =¥, = £(X) , restantes \|" « 0
(s C '1) (6a1)
XX e, 0 Yo
con £(X) arbitraria de cuadrado integrable. (A2-14.4)

(111)

BT e
¢ 13
/{ Y(“-l ‘e“c o) {‘Y’m-) Y(ad)}d’; -/ (t4) f:&') ['{(;)]*(.u)Ic;'){{;)}A’g :-1/‘"4‘

basta elegir f(x) no idénticamente nula para que sea

(¥° P <o @.E.D.
A2-19

DEMOSTRACION DE (2.71).
Por ejemplo, demostracidn de la segundas

Sea Y € ES - (Ais-- Au) Tnlv)i.t.

N

= [ g . 3 . ) ) ~
= z ( L. kx)l L|)l Lz')A)A)J“ S)‘Lk; k‘\(‘

= lz,A S“rl\"u.xl - !,_Aizt. St"kl_\yg‘xl =
= LA‘-' bl S“.l(l. VK‘ Ky - i Al‘?“ Qﬁ kl,vklkl

Mudando {ndices mudos (k d—b k, ) en el ultimo término,
(Atc.m A(l) I(U\V )‘.“.: c.l,\g YRK [ L,,K %a. k‘v
- L [(Am m- o) (l)) Y dedy Q.E.D.

£2-16
a) DEMOSTRACION DE QUE LAS (2.72-a), +..(2.72-e) DEFINEN EL MISMO OPERADCR
21) (2.72-2)\=> (2.72-b)s
Es inmediata con (42-10.1).

2,) (2.72-8)¢=p (2.72)

Es HU-(O(.p-me)--fp +mI
e (E\;)m - (8¥ )¢ == (3m m) P + o (Im Lo- Lplm) = - (Yu)' )-;,
Con esta, la demostrgcién se completa fdcilmente.
8,) (2.72-2)&P(2.72-a). |
Ee VEa Y.p+nl
. < 3 ! I
S | n)m -(3yE )m- + (Km- {o).p -_p o, (a2-16.2)

que peruite efectuar la demostracidn.

) (2.72-e)=d (2.72=c)t  Basta desarrollar usando (2.72-¢), (2.58-e) y (266)

nmaosm ION DE (NS ¥V )eW PARA ToDA WeW. (A2-16.
€& ; con (2.72-¢), ‘
E, u (A€ W) = (8, -8 )AL (ALY

- (H(-) (t)) Z [(n Q) ‘.') - ln (l))A% frm V
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Por (2.56) el ler. sumando es nulo (recordar (2-3.c). También es

nulo el 2° pues

(B, - H )(§| T By “r\ )A = (P [’1) (1; mlo (u (1)'3(4)" poz X(‘))A
=(p* - B, m)(ém*ﬁw) g (H bm (m) (2’ B <=’)(5u ‘Yu; (u ("))-o.
Por lo tanto,
B, A, Y. H,, (A YY) (42-16.4)

o sea (A E'\|)) cumple (2.3-c) o sea pertenece a ‘v‘r
c) DEXOSTRACION DE (2.75).
Basta demostrar (Af& )Z- Awf (A2-16.5)

pues las restantes son consecuencia de esta.
c ) Sea ?e Y™ por (2.69) la (2.72) implica

/\”‘{) /\“"M V (42-16.6)

pero A‘“M‘f de Lanera que reitera.ndo,
/\1“ “) -Af‘(/\f‘ Y) A (Q:’C“"'" ). pere h :2152-16 )
De (£2-16.6) y (1), EAT LK) AT Y)
2 . w
(AP - ALY - (/\“i‘)&m ¢ (42-16.8)
_2) Domoatracion’ de (A2-16.14).

sea ¥ €™ por (2.69),

Y- (5(,, {, TAY (42-16.9)
Pero siendo ‘P = - ‘{2 es [ (&% 'c}(z)) p AJ: v ] 4 é— (A2-16.,10)

de manera que reitera.ndo Y volv1en o a usar (2.69) resulta

) w /\.L (__)( A(l) - a(c}) P AI v (A2-16.11))

For otro lado, de la demostracidn hecha en (b) se deduce que

(5, - H,,,)[(a(. T /\J

de manera que T‘(Z’" ?(;’) .p/\J’ \P e W (42-16.12)
Entonces, con (2.62) la (42-16.10) queda,

ALY -+ (-Ge AW (A2-16.13)
De (A2-16.;)my (A2-16.13),

(e Y= ATQo AT T AL (42-16.24)

33) De (A2-16.8) y (42-16.14),

(AYE P = AT oeea ( N f-

4
v Q.E.D.
- A (42-16.15)

a) DELOSTRACION DE /\ "

(de donde ¢ ‘ AWE

1) Demuestro primero que

(N A;:Tr)+‘('\ A ml) ;NS A /\/\ " (42-16.16)
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En efectgit (X° 0. ){{M, ke J:,,.,. 5J¢ k4 J;

- 3

L 8?“ 8” A(- fyﬂf J('Ll K ¥, ,J, "lJl

VD LAY AN &

e 8 Jz(-h (g ¥ (A2-16.17)
Con (2.5) -

%7 o (. °. ?

(A* Ao ) = 35, S e Jt‘ij 2§iu. + 0 85 25
Analogamente, (A2-16.18)

(A Aédlm (L 'j.;_ (J Gl &d‘ (Y(-l_jé(ggjl hll (lj,,'.’ X‘f’,,lyld'

en el 2° m. todos los operadores son evidentemente hermitianosj el tnico

que merece verificacidn es el Ultimo sumandot

*

t
‘o. 0. s faeom e ° } o H Xo (o 4
Xll_]r. K(.z_h ? B('LVJIJ& XJ b J:,"l (lJ' [:J'; ali;).. j;

Sea
‘.' “l‘l‘ljt
. . también el dltimo sumando es hermitiano, oom lo que la (A2-16,16)queda

demostrada.
4, ) Demuestro que L grime
Ay M amr ¢
A AT N AT KAL - K Apeasa)

En efectos 81 un operador f es hermitiano, ‘~ - 6(# “ K:ﬂ ¢ entonces,

con (A2-16, 18),

T ¢ ° T
A Au“ b (A A(_mTLr{J':, ?(sll

A g L 8 wfsu’xs»
‘% (Sd. th-"‘ GLU bt_\,"' 6:,,_] ‘«3; &Uz ‘{zju

"(I\ ,\ Com ) a(-z_\.h o

Por otra arte
[

(AH Aaw (Lz')._]; _ag‘_(At A(M)'r))s b;_)'z-

(G de- G ( (';.U, byt 02, rJ,) Sis =
-% (OI'J' J-'Z_‘z ‘TL]: ll - ("K ' (r J-l )
Por otro lado,

I .l ‘nt .

( A A un (;L.z -\z -

.*( C,(_,(| J:,fz d (.(“, J(Z )(J ()-fz)z CY;.J.LJ;‘Jl) -
-*(J-Ul OLZJ‘! + cf(dz J‘:,f, - {?U ‘olJ: J;n‘j. J(ZJ.)

de donde & ‘;m ¢

A® /\5“ NN
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._3)
De (2.58-b) y (2. 72—a),

N T 4 (e /\5%‘“ T3 NP Sfiznre 20

00?6(2 .41), (A2 16. 19) y (a2-11. 4), AT
A LA /\m T+ L -G ® - £ AT A b+ 10T
(42-16.21)

~1) Sea q)e C 3 POI‘ (2 65),

ALY - (k)3 ATY (42-16.22)
Si ¢é£uhes ( (:-? ‘-l) cfam"’y (({” &,)p\v E.M\

AY - Ay .o -4 KRG+ Yor ¢ (42-16.23)

For (42-2.10), las (A2 -16.22) y (A2-16.23)

wWE ¢ A WE
A \V o sea A‘;-dm ‘f' (A2-16.24)
4 we - =r ‘
d%-‘2) Sea "', e d : /\ 1 Wr-s 1 ( &"-((z)).p A‘Ilv (A2-16.25)
R - » —_ . . 2™ — — - ,-*
iora (0 =T )T We &Y (G @ )3 We €77 (42-16.25')
\*f, )
v 4 (Qn - 6(:) ) P (A2-16.26)
Usando nuevumente (A2 -10.1) es -
ANC We wE  pwe
AN Y- A o sea §=w(\; (42-16.27)
€

d3—-3) De d3-1 ¥y d3-2,

aWe W€
™ 4 Q.EOD.
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4 -1
DEi{OSTRACICUN DE (3,1-C)
Sea Y (o) , .
ea 8yby—— g un estado que cumple (3.1-b). Los valores medibles com
pre i ién (a)m ’ (b)m y —— (q)lll para tal estado, corresponderin en ge

neral a observables A4,B, —,Q tiles que

A et

ayby=—- a,by, —-~=, q

(o) (o)
Bv agby === , q@ = ’b(f

asby, === 4, q
© e ]
Q ' ayby-——y g - qw(:’b’ - q
Entonces
7 (o) (o)
(a)m=((‘) :’b’_’q)’ALP a’bi-_’q) a(%)(zzby-—aq’

por (3.1-b) ,

(a) =)0
Analogumente,
(b) = 03 ——memmey () = ©

Q.E.D.

A3 -2
DEMOSTRACION DE (3-8-d)

Por Sec. 4.b-1 los 10 spinores (4.,18) y (4.19 ) substituyen el espacio

£l 5
gpinorialt<p  usando (444-a), es inmediato que sdlo las ouatro u.«;
de (4.,19) (y no lasuo(_ de 4.18) pueden oontribuir a la parte spinorial

(o) v(o)
de una kT) que ocumpla (3.8-b). Pero entonces toda es del tipo
(o) 3 — M _"""
V =1 7 /<_1_2 C(r,S.p)u,{(r,a.—ﬁ) ot P (43-2,1)
(zv\’/z s J 7
donde las € son coeficientes sin subfndices spinoriales.
fo)
Supongamos ahora gque pudiera ser q’ e D.Y; entonces (2.3—) en (43-2.1)

implica C(r,s,;) =0 (A3-2.1)

(o)
si se usa nuevamente (4.19) y (4.4-3). O sea, la unica q) ¢W es la

Yo Lo

Q.E.D.
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Aol

@
a) DEMOSTRACION DE QUE m ¥, IS DE 2a, CLASE.
En la representacidn (2.6) se ve usando (42-12.1) que p. eJ. para
rodg Y Y tal qua\r # 0 (1o cugl es posidles ver (2.63)) es m! Y%f“

y yor lo tanto m\()Ve” W QoEoDo
b) LEIIOSTRACION DE QUE SI
= p =0 » £0, (43-3.1)

NINGON AUTOVECTOR §° IE o3, FERTENBCE 4 W .

Siempre es pisible medir esimultdnemante el momento y la enorgfa de
una partfeala lidbre; ~unque no lo usemos ( ¢f. Seocc. 3.0-3), m ,,, puede
representar la energfa como operador de 2a. olasej es pues compatible
(A3-3.1) con una nedicién de m Xm .

Trabajareps en la representacién p. Por (A2-12.1) los autovectores

en E demi‘f:l) son

/ {11 fl‘?i f;; ‘:1: o o 0 o
41 *f e 23] -4
{_;{21 {2; {24 : {_01 o‘ 0 0
| - - 4 e
\0 A ‘31 ‘32 6 1y
/ g g

-4 “
\o o o o 41 f42 ‘43 f44‘

(43-3.2)
44
Demostrarcmos por el absurdo que [ 4 \\’r (salvo el caso sin
interés { =0). o (A3-3.3)
Si fuera C;IF G\'\/— N (a)- v

serfa ‘H € ng , de donde,
‘e 4
/‘ll EZ 0 0
[ (2] )
{W\ ~" ‘12 ‘22 © © 3 rH- [* - r‘4- "H- G (“-3.4)
C 0 0 v
\ ¢ o o <

) ) +" +1 ¥ +\ 1 '/.
De (2.%3) obtenemos ‘31, ‘41, '32) "42 3§ {e\\‘ $ usando

T T S LIS (T o T AP 3

m
h m 1} ) (B-3.5)
Como P / O obtenem.s de (A3—~4.4) y (A3-3. 5),

" [. '[“" 0 Cee [ = 0.°s (a)es falea. (A3-3.6)
Ar.dlogamente, -4
; /e Lr QOE.DO



A (w)

a)DEMOSTRACION DE O & 3 — 37» %= B 434)
Sea _‘Ee £ uaa.mlo (2.71), _L'P 3 B

- (W AB AYY ) - (Y, 8- (AR B AW)
Gomo /\L"Pebfy como B e Bes (Y. BYY) - (AW, B
(¥, V By

- (V. /\“‘\y’

(%

AZB ASW) - (9, MB IYW ) -«

donde volvemos a usar (2.77).
QeBeDe

b) SE COMPLETA La nmos'rmcm\r DE(3.%__-a)
Falta demostrar que B‘w, (43-4)
lo oual es inmediato oon (2.27—0)

Por otro lado, la relaoién con (2.27-0)

B = 8. R" (43-4)

algo menos fuerte que 1# (3.30—a)) es oonaeouonoia directa de
(3.23-d) ya que esta implioa jue 5 - B oonserva el cardoter real de
los valores medios,
o)nmosmucmn DE(3.30-b) (A3-4)

Ye N ;es BI B
Entonoes 0 i AWt AWL ? Am D sz*
pero»AA\j_C Welw (i3- 5.4) =D A _L\'/- B A\\_ Y
8- AT B N DY 2.E.D.
d) DEMOSTR..CION DE ¢UZ EXISTZN OPLRADORES BDE 2a CLASE TALBS QUL 3U S3PEC+
TRO DIFIZzi DEL D2
Bastu un ejemplos: B A'H' $ B A eﬁu espeotro cs:0;1,
.., Usando (2.58=b) y AA = 0, es
0 = A e A /\ =0 cuyo espeoctro es:O. Q.E.D.
A5
DENCSTRACION DE3,e-8
&, )Demostracion de (3.32)=p "A\fe\\' parz toda \'4\( ”; pero A(W) Ye\\'.
A Y Q.B.D.
4, ) Demostracdén de " A W ¢w  pare toda \ 4 ":p(3.32).
Ver 3.0-T .
B ) Demostracidn de (3.33)=—=p "AYe\ para toda Wew
(3.33) = tque 82 Y\ s
n AY -AAY.5 AY - Az, Y
pero WeWSl W= HyW (af.(2.3~0) )

"E,, (AY) - E, (AY) ~AY c¥(et.(2.3=0)). 2.B.D.
)

can (x)
* Usarcmos B en lugar de & por lo disoutido mfs adelante en Seoc. 3.f
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BZ) D st eseién de "A Y(—\ para toda WG\\( (3.33),
"rs S H Y- Y A " An 1’ —I>
tb AH - A l! (43-5.1)
AYel 8 (AY)-x (A‘P) D
> B A - B A (43-5.2)

(P)

De (&3-.1) ¥ (B-5 2)'

]. A ’Hm] - [A!nw] . Q.E.D.

A6
a) DEMOSTRACION DE (3.35-e) _
Por (3.32) para toda YG\\;/ es we
(m 3‘ w )M \ll- o A_LE X:,A\I Y: nA_L X‘T)Y
Con (2.72-a), (2.58-b) y (2.71) es B
@?1,)"Y-all =,§=(?,,+iu).3]i( e Ve 30 - T- .o

. (A3-6.1)
-n ‘(x + 3,,)‘/ f( X:; %) \Y . (A3-6.2)
Q.E.D.

v) DEOSTRACICN DE {3.36-g)
For r-ducoid: -1 absurdo: Si fuers (m Y, » m) )Y- H Y para toda
YQ\\" , serfa también (cf. (2.3=¢)),
@71,)" ¥ b@,+8)¥Y -
Usundo H e X.p + @Yy (3 35-e) serfa
P-(X + 0("‘ @ u)"‘ w Xm)\ll' 0,
o sea .
OERSIEREIN-A CE TN A (& %)F Y-0. (a3-6.3)

Fcro

po v.i(n(') + H(UJ Y. ?( 8(?) + ':))Y *li(&.“)* ;‘ﬂ) .-p.Y g

premultiplicando ésta por A y uscndo (A3-6.3) serfa
¢ ¢ I
v+ ) Y -=AY
0 Bea
I +
- o )(A Y) s Q . con Po h ]
0.. V = 0
Fero por (2.3-b) ello implicaria

Y -0

Hemos lleg do a un absurdo, lo oual prueba (3.36-g).

(»

QoEoDo

+Salvo p = 0, lo ocual no afecta la conclusidn.
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(W)
C) DEMOSTRACION DT QUE LOS VALCRES MEDIBLES IE (m U":,) S0F  DIFERENTES
oE Los DE H

Busco primero los autovalores A de (m (”) a
B CICRY )“""l’

S SR P) SR SRE SR TR ) GLFE TR AR -t
(A3-6.4)

A AT
Premultiplicamos por A recordando A u) Vﬂ, A » otc. y que

AJ\ (3 X)) =0 i A Yo+ U,) = ‘6(‘)+Kl), A’ (l:n- ;)-0.
(43-6.5)

Se obtiene

A Y; .= %( 3:\)* iL))°$( K(.)'|' Ju))Y

Iterando con el operador del 2° miembro,

YR TS e 0500+ 0] (T TF (00 (AT Y.

Llevar.o el A' bacia la izquiera y usando (A3-6.5) se ve que

'Y Y; - 0,
ler. casos ’ = O,

I .
2° caso! YA - 0, o o Y)-Yj . (A3-606)
Me interesan los \K € \\‘, pues son los posibles autoestados; pero

Y, W tmpiica Gor (2.30) 5 (a3-6.6)),
(Y,+3,)p ¥,= 0

de cbnde deducimos
P [ ) u) +3(]Y- 5 ‘i'[x('uh:u + & ]Yﬁ- 0 ‘ (B'é'.')

w

O 8ea

2O - YN -0 Y -0 (43-6.8)

)

(A3-6.6) y (A3-6.8) en (A3-6 4)

v Y- LCRAR) GEE CHASERCRE ) OF
Aplioand.o A y recordando (A3-6.5),

Y =L+ Y
Itera.nd? con el operador del 2"I miembro,

2 I 1 @ .

)\Yx-mlA \K-m Y} o o A‘#m. (A3-6.9)o
Reuniendo los dos_casoss

A - t m, 0. (A}‘6.10)-

lultipncando vor la carga €= t 1 resulta que los valores medibles
(W)

de (m m 1o) son a lo sumo X m, O es _decir djferentcs (salvo E partjiou-
lares) del Gnico valor medible +p  de H- B I, (cf. (3.17)).
) Q.E.D.




DEMOSTRACION DE (3.38-a).

Por ser E3 siuetrico de 2a. clase es
W™ o BY e et (A3=7.1)
por 0i1s lado, si ‘fet" es (cf. (2.76-b),
B P .ATBATP.ABATY (43-7.2)
Loniendo "I’ A\ ¢ lP deducimos de (A3.7-1)

BAY P (43-7.3)

usando entonces nuevamente (2.76-b),

w Wi ST wisw
5 Y- A E DA: P, (43-7.4)
pero de (3. 37),

BAAT BATT ¥,

3 B(l?':\ - G{W) Q.EQD.

gil'h

fﬁl:g’

a) DEMOSTRACION DE (3.44).
Siendo A /3t = 0 ea (para toda YG\NK)

(*’) _féjgi_.\rg - :?E_(‘*’) f‘ \t’) - ( %%{?: :/‘ q’ ) + (‘f',lq ;%:!b )
usando . ﬂ_ H Y , .l:l_ i H

se llega por la via habitual a
(Y, _j_AY)— i[H,A] Y)- (43-8.1)
Pcro de aquf no se deduce necesariamente (en nuestro caso) una igualdad

sino una equivalencia (cf. Secc. 2.d-2):

_ji._tA.“ i, A] Q.E.D.

W

5) DEMOSTRACION DE UE SI A ES DE la. CLASE, d A / dt TAMBIEW LO Es,

Si llamamos

¥.8,dA -z, dA (43-8.2)
ERFFTSEERELY
la tesis es
X = 0 (cf. (3.33)). (43-8.3)

Uszndo H w2 Hl = p es
%.lu | A]| -'LHQ,.[ 5,, Al -
= [ a) ? B Q) A AH(I)] - LH(I.)’ Hu)A AHU}] -
=po A -H“)A H,=- mA H +Ap -H n) +H{0AH")+
+ gl)A H - A= (A3-8.4)

) u,)

+Se sobreentiernde H“) H() Iw ’ ete.



A3-9
DEOSTRACICN DE QUE (Secc. 3.i-1) EL QUE o SEA DE la. CLASE ES CCNSB-
CUENTE CON EL HECHO DE QUE GENERA LAS ROTACIONES INFINITESIMALES
Es bien sabido que (Cap. 6) la funoién de onde ¥ '(x) proveniente

de rotar infinitesiwalmente al sistema es

V- Ya - iﬁwj W) (43-9.1)
Como LV or un ostade posivle, Vi@ e . AP - Vi)
RV CORFURTY i ORI JORFTn I JORN SR
Como /\U:c V - Y , 8e verifioa que (A3-10.2) se satisface si y sdlo #i

we
N T ol PR < L (e
para toda We W 3 por lo tanto, (A3-9.1) implioa que 3 (ouya parte

espacial es j ) es de la. clase.

A3-10
a) DE2OSTRACION DE (3.54-c).
En 1. representacién (2.6),
Y, Yy
=3 Yo |.[-Ye2 8 o-fj ‘YJ .- (s (-*)i } (A3-20,1)*
¥3 ¥3
Yo/ \-Y4 .
entonces [(c-? m ) \P -] % ¢ m it + 30, t‘) - % [(_1)5‘ + (-1)’ ]{Q
“’ (A3-10,2)

Por lo tanto para toda ‘Pe E es8

T (_e . 0 .?zz o - ‘rz.'-l (A3=20.3)

12)

’ \% o 4 o
o -9,
Si ‘l’ € \:J— y €B (P /\ th? ?

; entonces (2.63) implica que
2° pmiembro de (2.63) (con \P"' v )3 de allf sale (3.54-0).

Q.B.D.
b) DEVOSTRACICN DE (3.55-d).

De (3.55-b) con § = +1, yde (43-11.3) oon ‘f - ;1 es
‘1,11 © i1,13 °o {1,11 {,02 £1,13 41,14
K 1,220 “(1,24 ‘- { 21 §1,22 {1,235 §1,24

[1 31 1,33 i3 £1,32 41,34 1,3

-‘1 22° ’{1,44 1,41 ,‘1,42 ‘1,43‘ 1,44

+No sumar sobre i (Cf. Secc. l.c)



o e “‘; W ‘4,., " ‘4.21'[4,11. ® c-,zs . "n* * L»ﬂ' {n"' f"'" .{"“‘ ¥

043 *L..., e 0, de donde se deduce (3.55-4).

&l
DIMOSPRACICH T8 (3.58).

alhklauie da. O ={(% + «u)A_L W oo el
Por (3.54-c) ! (m - )ANE estd dado por el 2° m. de (3.54=0), oon

‘?-—"ﬁ p
cr + G"’)AL Y
Y, 0 ?(Y_‘_G)ELE(!’LI-L 0

| , \
| X S\ A SR 0

R A A A Y. ¢
\ \“ \Y tn)"&' ") ¢ -\tu

n).ﬁmm(”;*’) "Voars e £
3 (H + u)) Y Av:_c“‘e = 20%m, de (2.63) con+*_> 0 -

(A3-11,1)

[ X 0 A AREEA 52
o S TS 7 %
| 1% pA AT Y. C
2w 2w ’
ok, MR v
B (43-11,2)
L'y MM) Por otro lado si Y‘ E
Y *'— YH "uo \
;: \vu. “l(. ‘Jzz *:-u
sY -s v, % ¥ ¥ (0311.3)
\ *’4 *m ‘;‘l *""

*Observar que @,,-¥),10,, -0 "B @m0 0, %
0"V 1 9y - 'Yu ‘
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Por (- v (43-11.3) las soluoiones de (3.58) debem oumplir gntre otyas

la. ‘1tz de igualar los elementos 11, 12, 22, 33,34 44 de dichas
(¢)

ecuaniores (con ‘l’\, 5 )3
) (€)

1) 5 41 -5 S, 11

12) 0 = S"I;‘E:,

2e 1; S 21 u
N \'; \';(;; (A3-11.4)
34) JIFEL 4

44, Y, s Yo

Las (43-11,.) con condiciones necesarias pero no suficientes (pues

(€)
faltan igualar los restantes elementos) para las\rs de (3.58-a) Por lo

tanto las Uricas soluciones poeibles (pero ailin inseguras) son
$S<1, $-0, $--1
‘ \rct)
Jas (A3-11.4) determinan la parte I de Tg (ver (2.9-b)):

/\f(t)
b © 0 0

1 70 0 0 0
(€)
$ -1, (t ) = \yu) (A3-11.5-a)
0
0 1,33 °
0 0 0 0
()
o "("0’12 0 0
1 *(i)
(g} 0 0 0
0,12
5= o, (Y ) - | © (A3-11.5-b)
o 0 o Y
| 0,34
\
0 0 0,34 0
i o 0 0 C
! (€)
) c \r_ 0 0
S- -1 (‘|’ . 1,22 (43-11.5-¢)
‘ 0 0 0 0

o o o ¥

“1’ 44

t)
Recalcamos que las q: cuya parte I estd dada por (A3-11.5) son solu-
ciones aln 1lnseguras; pero que no puede haber soluciones de otro tipo pues
lo impediria (a3-11.4).

De aqui en adelante nos restringireuwcs a trabzjar en el espacio spino-
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rial W
) f
si se conocen las autofunciones en Vﬂ,.

B
Los dos vectores de \\W

‘

1 o o ol 0 o
0 0 o0 o0 0o 0
E o 0 0 0 0o 0
lo 0o ¢ o 0 o0

son del tipo (43~11.5-a); por (2.6-c) para

{= (\1:(Q "t:(o ) =+

Yy para el segundo

£= - 13
ponemos, puess
1 0 0 I (o 0
Mf (-4)
(\v >= 0 0 0 ol . (\*’ 0 0
) | 3 4 -
0 ) 0 C 0 0
|0 0 0 o/ \o 0

el

de Secc. ’.c-3; las autofumciones en\f.se obtienen facilmente

cuyas partes I sonm

0o 0
0 0

b
1 0
0 0
primero es

0 0

° 0o, (A3-11.6-2)
1 o

0 o)

|
‘Obssrvamos que los dos vectores que acabamos de definir subtienden

ZS“\I I

todo el subespacio de (g,

definido por las (A3-11.5-a). Pero de (2.63)

L4
¥ (2.9-b) vemos que un sistema de vectores‘t: de w’i’ es completo en \f”f

& ’
8i sus partes 1 forman sistema completo en E‘P H

Y, ¥
concluimos que las 2 A

- I .
de manera analoga

cuyas partes I estdn dadas em (A3-11.6-a)

r
firman sistema completo en el subespacio de hﬁf definido por las solucio-

nes de (3.58-a) con § = + 1.

Con ayuda de (2.63) terminamos de construir las ‘*: :

N

0 £ A o o -
am 2w
w0 0 0 0 P(“) 0 0
4 7 3 , ! i E
‘L. 0o o0 o0 p A 2
am 2w 2w
‘A 0 o o 0 0
“an

)
)
™
£ 0
W . (A3-11.7-a)
1 0
0 0

Como ya hemos dicho, nuestras "soluciones" (hasta aqui) pueden no

ser realmente soluciones de (3.58—&) 3 pero son las soluciones correctas

pues de (A3-11.7-a) y (43-11.2) deducimos que efectivamente es

3 1
(g2

t4) (t1)
\tr( v _ +'\i: n
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Como ya dewosiramos, no puede haber otras soluciones(independientes

de éstas) con S- + 1,

Procsdiendo andlogamente pare = 0y S« - 1 se llega a que

0 1 0
\Yﬁ-'-;‘_ 1 0 0
o 0 0

i\ 0 0 0

(\y“’\i DA
] 0 0 0

\0 0 0

fo 1
/ 2n
(4\‘ 1 0 -2-3-
¢ z
TR B O
l2m  2m
:23- L. O
2n 2m

4 10 1 2
Y‘.-l 2m
\10 B 0

\ 20
0 £ o0

2n

0 \; 0 0
1)
) 0
) ’ (‘K e
0 ) 0
0 0 0
0 Ifo 0
1)
of, (x_) o o0
0 0 0
0 0 0
=z °c 0
2m .
I
3
0 2 2
} 2m 2m
0 £ R
2m om
0 / 0 0
i «y O 0
2m |} .-
0 { 0 0
| )
o =, B
2m m

0

©O O o o - O O

o Pl Wj

()

o

O\ ;(a3-11.6-b)
1
0

3(A3-11.6—)

- O C O

5(A3-11.7-b)

- PR B

o

2m

2.

2m |§(43-11.T=c)
0

1/

Las (A3-11.7) coinciden con las (3.58-0)3 ya hemoe demostrado que

no hay otros autoveotores independiemtes.

Es f4cil ver que forman sistema

Mw T

?
completo en \\'<?, pues sus partes I 1o forman em 6 ; adeuds sorn lineal-

mente independientes porque

€) ¢ A3-11.8
za ‘l'; =0 ( )
implica
Xl ] (A3-11.9)
St $
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Basta observar (43-11.6) para ver que estas iltimas implioan

()

as « 0.
Finalmente, som ortogonales (respecto de (2.2)) eomo se verifioa
son (2.6=c); siendo pseudo-normalizadas por oconstruocidn, se cumple la

(3e58'ﬂ). Q.E.D.

Alcl2
a) DEMOSTRACION DE QUE EL TRANSPOEMADO DE UN OPERADOR DE la. CLASE ES
DE la. CLASE (SECC. 3.u~4).
Efectuando operaciones, es para toda "6\(\ (s A. es el trans-

formado principal de A )s

{[(H,,, I(,,)"A '} - C( (” Q,)'sA ']} \P' -
-U{(_(Hmlfn )s A] [(Im w )s A]}Y

por lo que (3¢33) 3=t (3.79). Demostrada la (3.79) pare los transformados
principales, o8 trivial que vale también para todos los otros transforma-
dos (cf. (3.78-0)). Q.E.D.

b) DEMOSTRACICN DE (3.80-b).

A -a, ’»)'A (1, 85,0 =0 @, LIUU A YUE ) U -
-U Av)U-U AU- (A) - Q.E.D.

A-13
&) DELOSTRACION DE (3.91).
Sezuimos el procedimiento empleado por FPoldy y Wouthuysen para spinm A3

lg, demostracidn.
De (3.96) ¥y (3.90) es trivial que

¢=p§ j 13x-- x (43-13.1)

de donde sesigue la (3.91) Q.E.D

2a, demostraocidnm.

Por Cape. 4 tenemos la descomposioién ea ondas planas en la vieja

repreleltaoi6n, '
- : i f,'x, t ( ?' -;

v (x) = 2 zf_.r;.n(r.p)u (r ,3') o
Por (3 10) es
U, - I 1§um

y, combinando (2 3)0 oon (3. 10) es
u-#(l = L wd I uy 73 u (43-13.3)

de donde,

(43-13.2)
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2 (x)-'_ dp (Tl 30k(] ¢ L.)é(l L)U(P.P)x

\lﬂ) r V-Z_P;- ro
Tex. tifg X
Xe * (“-1304)

Por otra parte, (3.81-a) puede ponerse

T« (QH + p. (A3-13.5)
[2p (Rt 17>

con lo cual ((3.84) se transforma em

U=(CoBy+ p)(BuEBye p.) (43-13.6)

[QF (ﬁ+ m)] (t)
Reemrlazando (A3-13.4) ¥ (A3-13 6) en ‘y \l' se llega tras

algu.nas operaciones &

\‘, 'E(I +{;<-))(I +Ga)x

T (aepra(r,Ber (] ‘_.m.)(l 2EDU (Fr ,5')x
(am)32 p Yay, 2(piem) r,

xe : ifl.x g, ) - (43-13.7)
Como "’ 1’ +VH, resulta
¥l +0,9 Kl b €2 A(r ,3') 2" _

Vi_f—_ Ao+ m)
X (LB (] 2R U)o T (43-13.8)
e 1 0]

Entonces, con (3.90) se obtiene

{x.}i; WL ) o 3 fr

V2 r.' Up, +m)

I
XA ,o0)(]+ h)(f tEQU(F ot)et (43-13.9)
Comparando (43-13.7) y (A3-13. 9) resulta la (3.91). Q.E.D.
Ja, demostracibn
Hasta aquf hemos seguido ol prosedimiento de Foldy y Wouthuysen para
spin 4 (procedimiemtos 1 y@; pero quisés sea ain més breve observar que
(3.95-b) y (3.90) impliocan direetamente 1la (3.91). Q.E.D,

Ad-14
DEMOSTRACION DE (3.92).

Por (3.95-a),

(th)Iru)‘ ® 25«\)IQ)D¢» p (&3‘1401)

De la misma manera se obtieme

(I(l) H(L)). (l) a{u c (B-u°2)
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Por (2.3-c) si \PG\\/ («° \,"6\4\{‘) os
P, X:,\Pl - pazti)\y'

Como p. 0, me obtieme (3.92). Q.B.D.

Al-13
DEMOSTRACION DE (3. 105)
TERIEE-FADT 1| SE A SRR SE AR ol N
Usando (3. 86-b) y (3 94) se obtiene

0

e d-aepe LoBe ¥, Y - LR, )
--A (‘(.,-?)p .
Reemplazando en (2,72-c), jumto oom (3.102) y (3.104) se de‘n.ce la
(3.105). Q.E.D.

43-16
a) DEMOSTRACI(N DE (3.118)
Utilizando (3.80-a) y (3.86) es (en la representacién de FT),

12 = (ar=x.p) 12 @.__..QB- 3) -
BPQ @) aro'

.r’
- a - ¥ - + -ol.p) 12 .
< (.,‘{,—rz@—'@)] @——9‘., e

Como a2
m¥=-%,p) = (') = I, se obtiene la (3.118).

Po

b) DEMOSTRACION DE (3.122)
Por (3.121-b), (3.78-b), (3.84) y (3.82-b)

Q + +
? U(l)[U 12 .9—[’. U(z\ IU(" ©
-
U(.\ IO,U -
-v [x +1 Bo - 30 Rlup" + (M)cu] v, "
2r 202 (o + ™) 20, (ftm)
“U x U +ily - 1Y D)o p* + P (43-26.2)
0 (ll 27 297 (P, + ) 21’° (f.-(— M)

[}

Pero U x" U - x:) ; volviendo a usar (3.82-b) y (A3-16.2) se obtiene la
(3.122-b). La (3.122-a) se obtiene de la anterior, usando una vez mis la
(3.82-b). Q.E.D.
o )DEMOSTRACION DB (3.124).

En la representaciin de FWT es (of. 3.45)

§ t2)-a[ vy, 12]-2v-2(H) (43-16.3)

t p F 1 . f

Por otra parte, -

<B>ua<By =y 4 <Byed <5>=, B> d 8y =
€ <‘j" BTy >

d‘f\l ® "6.
=D -JTB «c(?re) (43-16.4)

W




xe CH S i_( H . ; entonees, de (A3-16) se deduce,

d : _—' - L .. *_— --—‘ [ ]
e R L A O
Con (3.46-b), y .

g't"[(i %:‘) }?z %(7) (43-16.6)

Volviendo a la representacién original, se tieme la (3.124).

A4-1
EL PARAMETRO r DE LOS SFINORES u_(r, p) DE SPIN 4.

Para evitar confusiones en una seccidén posterior, necesitaremos

distingujr explfoitamente entre dos definieiones usuales de r.
Definioéén A,

Se pone
1 /0! 0 o\
u,(1,0) =}j2m 0 3 u (-2 ‘J)'Yéﬁ‘l ; u (1,0) =/2m 0 $ u (-1,0)={2m 0 ;
+ 0, + ’ lo r W \M 1 . ’ 0
0/ \ 0

, (a4-1.1)
entorces u_(r, p) queda definido mediante (4.7), y el "r" de u (ry D) o8

por definicibn el "r" de u, (r,0).
51 bien
6 U (70) =1 uz(r,O) (A4-1.2)
las uf(r, P) aquf definidas no resultan autofunoiones de 7 (salve p = »-

~ 0)nide 0.p /P (salvo D = 0). Pero conducen a las formas tradiocionales
1

- 0
u+(1, P) = oonst 7 /(a + ») » ote. (a4-1.3)
| ]i/(m +p )
Definioién B.

Se oonstruyen las uE (r, 3) oomo autefunciones de la helioidad, con

sutovalor r/2:
% L2 v ) =dr u (s P) (44-1.4)
Pl
Se demuestra (Messiah, op citla, tomo II, Secc. XX-25) que un procedimiento

equivalente pero mids simple para obtener estas u (ry D) os buscar las u, (ry0)

talew que
a;i;f_ut(r. 0) = 4z u (r, 0) (44-1.5)
19
obteniendo luego las u (r, p) mediante (4.7).
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M2
EL PARAMETRO |' DE L0S SPINORES WU (¥ , ) OB SPIN 1.

Rofinicicn 4.

Por analogfa con spin # ponemos

/1 o 0o o0 0o 0 0 0
H [ an 0 0 0
\i_(2,0) - V2 hu.@o-w® ° °°
' 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 o 0 0 0 0 O
0O 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
Ll+( 0,0) = Yo (oo %
0 0 0 o - o 0 0 1
o 0 0 o o 0 1 0
0O 0 0 o 0 0 0 0
| o 1 o of 0 0 0 0
b, (2,0) = J2u , W (-2,0) = V2
0 0 0 O - 0 0 0 ©
© 0o 0o o 0 0 0 1
(A4-2.1)

que son autofunciones de la cemponente g de (O{;+o") Entonces U e( r»?d

queda definido mediante (4.27), y el "p ™ de ur.( I » D) es, por definicién,
el "p"de las U (F ,0).

Es equivalente usar (4.18) empleando las u (r, P) do tipe A definidas
en al apéndice anterior.

Definiocidn B.

Similarmente a spin §, construfmos las LL (k » D) eomo autofunciones

en \\/ de la helioidad, con autovalor f /2. Con (3.61),
muéf.p)-{_ uer, s. (M4-2.2).

1%
Bs equivalente usar (4.18) empleando las u, (z, D) de tipe B,

otat 41 igual que paraspin #, la definicién A da un estado de polarizacién,
pero no un autoestado de la helioidad (salvo ; = 0) ni de la 3a. componente
del spin (salvo px- p'r- 0). La polarigaoién eorrespondiente a la definiocidn A
e8 la de una partfcula que en un sistema de reposo ostd en un autoestado de

la 3a. ocomponente del spin.

M-3
DEMOSTRACION DE (4.21).
Como funoién de T solamente, (es deeir, %, 1, e 1, fijos), *V (t, )
adnite desarrcllo en integral de Fourier, 8i se trabaja oon hipéteaia matema-
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tiocas -decuadas,

Yiwn-a @ c.mel (M4-3.1)
bz (ln)""/‘l/}'ﬁ" “ate
Impongo W e\ entonoces,
€ - -
A,.L Y(t’ x) = \F(ts x). (44-3.2)
Usando (44-3.1) e igualando coeficientes de Fourier,
\\.‘ Y -
AT (BCE ) -C5 t) (A4-3.3)
o sea (para t fijo)
- 1’
C(mt)els, (A4-3.4)

P
Como los 6 spinores (4.18) subtiaenden \»CP (cf. Secc. 4¥b-1), entonces
existen coeficientes d( ks Dt) ¥ e(r, Pyt) tales que para t fijo,

C. (p.t)Z[d(r,p.t)u(I'.p)+e(r'.p.)u.(‘ p)]
M..

(Nétao que ni ¢ ni @ tienen fndfées spinoriales).
En (44-3.1),
Yit, 3) = 2 /_z_d( Py BOW (PP o

(21')3 l

- Cr b ’
5wl [_z_ e(r, BU_(r,3)e

Usando (3.4) y (4 f’18) resulta

d(" ’ Pst) "d(r ’ Pro) eir'x' $ e(r’B’t) -@(¥V, p0) G‘Pd".i
llamando ‘
a(r,D-dr,n0 1 bir,»-(r,Ho.

se obtiene (4.21). Q.E.D.

i
xi

"t
xt

(84-3.6)

45-1
a) DEMOSTRACION DE (5.15).

Formamos la expreaion

@ (z,x°) -2 /a x["(’" s - )Y " “) + Q)4 @} (45-1.1)
ahora, si Y"(I'S satisface a la ecuaoi&n de Dirao, entonoces
© (x) -/Y"(x ’ x) ax’ (1ntegral indefinida) i (45-1.2)

también la satisface; por lo tanto{ Oos del tipo de laa§ definidas en (5.1)
con la sustitucién Y — P,

Como el teorema S.a-1 va];e para cualquier .par de solucionesY ', ",vale
también para V'Y § de donde, éq) cumple (5.3):

_§_ (29x7) = O, (A5-1.3)
(Bsta ecuacidn puede obtenerse también usando (5.5) en (45-1.1)).
. De (5.7),(45-1.1) ¥ (A5-1.3) o‘btenonos

Y ) - - 2 (a xﬁﬁ ¥ (s - x)JY" (x) + (1)H(2)} . (45-1.4)

Vlm o’ “
Para obtener (5.15) aolo resta intercambiar Y} 'ep\{'" .

ii) DEMOSTRACICN DE (5.16).

.
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Como
17 Vmx) 4 4% x4+ mr’s]‘{/"(x),
3 L P
es
12%Mz-x)=-43 _Y"z-x)=
") 3(;~x%)
- -[—1 3 - mp]?’"(z -x) =
S AT
e e .?&-f-m?]ﬁ'(z - x)
L 3
= -~ H (z)Y"(z =x). (45-1.5)
(45-1.5) en (5.15) implica (5.16). Q.E.D.
A6-1

a) DEMOSTRACION DE (6.13).
Multiplicando (6.11) por F a la izquierda, y por P"" y Y teniendo en
cuenta (6. 12—b),

Yo = 2 __1q'(r , DU BB > D r 3]

Qn)w 3 / (46-1.1)
Por otra parte, como px -=px- Pox ,
Y(x)-\hx.-x)- R
<~ ~ (4P 3)
-/2__\;“ ; l_‘p_ {Q(f ’ P) LL( v, P)
T Ve (X PR
' th(r, D U(r, Do 13
cambiando de variable de integraciénm '
< a, cupx
%r)- SI2e (F, D) UL(F D) e +
(WY, v Voo - «
rbr D (r 3 P (46-1.2)

e (6.12~a), (46-1.1) y (46-1.2) se deduoe inmediatamente (6.13).
b) DEMOSTRACION DE (6.14). .
P R
Fijando P, el subespacio \\ sp subtendido por las ur, o) = Ll*( r,p

es ol de los autovectores de M( p) = a(.p + m@J ( oon autovalor +p (cf.
Secc.4.b) y que cumplen ademds u') “

\/{(7)\ . g[‘xop +m ]I(z_) L‘-- po u (A6—1-3)
a | e,
en

o Y - ' -
[2ep +pulu(rs4d) =2 U (¥',)
cambiamos P por -p (10 cual puede implioar cambiar ¥ por Y / ¥ ; ello depende
de la definicién de r )*se obtiene,

(-¥.p+gn] 4 (r,-P) =5 U (F,-D)

de donde

+Con la definicién A (cf. 44-2) ea ¥ «¥ j oon 1la B es Y.
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(Xer cm | [N, VCE 5=B)]= 2, [ 40, B r »2)]
por lo tanto Hf,\lifb) Ww(r ,-p) oumple (46-1.3), de donde se sigue (6.14~a).
Andlogamente (6.14-Db). Q.E.D.
c) DEMOSTRACICE DE FORMULAS PARA SPIN § QUE NECESITAMOS.
Parae spin § bay férmulas andlogas a las (6.14):3
Ya(z, =) = A(nr's B) u(® )
W(ry=F) == w(zyr*y D) u(z, 3) .

[}

Los coeficientes ) y /« dependen de la definicidn elegida para r (ver A4-1).

(46-1.4)

gl) Definiocidén A de r.
De (4.9) y (4.7) obtenemos

s 1 RN
u(r, p) = (m+p + a.p) u{_(r,O)
2m m+p, (A6"lo5)
v(r, ) = __1 (m+p + X.B) u(r,0)
2m m-o»x.u°

Recordemos que "r" se define primero para u (ry0) mediante (44-1.1)
¥ luego se define "r® de u(r,p) (6 v(r,p) como el "r" del u(r,0) (& v(r,p))

oon el cual estd vinoulado mediante (46-1.5). Por lo tanto, al cambiar P —s-p,

u(r.-'ﬁ) « 1 __ (m+ P ":’o-ﬁ) u+(r, 0)
[2a(o+p,) (46-1.6)
v(r,-p) = __1___ (m+p - .p)u(r,0)
Ven(m+p )
:al "»R po opwbiyy Su definio}én (A4-1,1) es jnedependjente de D.
De (M_—l.l)
~duua(r, 0) =¢ ua(r, 0) 3 (A6-1.7)

por lo tanto (46-1.6) implica,

Ka“(rt'i’) = u(r, -f’)

Ajov(r’.)p) --v(r, *ﬁ) (A6"'1.8—a)
o sea
A(rpr') =S o 8 p(nrt) = =2 (46-1.8-b)

22) Definicidén B de r.

Como la definioidn (A4-1.4) es invariante ante rotaciones 3~dimensiona~-
les, no se pierde generalidad si se eligen ejes tales que
;- (0,0,p’ ). Entonces de (4.9) y (44-1.4),

(s ¥ )0 u(x, D) = r u(z, 5)
(o8 7 ) 0v(x, B) =t v(z, B)
donde sg indica a la funcidn signo.
Es trivial la obtencién de las u(r, p) ¥ v(T, P) que satisfacen

(46~1.9)

(46-1.9) y (4.11-a) en la representacidn usual : . (2.,6) de las ¥~ .

Para p3>0 se tienen las conocidas soluciones (no normalizadas),



0 ’|/(p + m)

I‘,’b’i/(p, + n)

v(-130,0, [p] )= l\o 3 v(+130,0, IP'I )=

-lpl/(p + m) ;
1
0

1 \
u(+130,0, |p)| )= © ,]; u(-130,0, ];fl )= ;
\iﬁl/(P,+ m) /:'

para p']< 0 se obtiene (cuidado con sg p" en (A6-1.91),

e

\;l/(P. + m)l Ve m)"/

0 'I/(p, + m)

v(-130,0,-[5] )= | PV ®* D | o(50,0,-

/0 1. e
u(+l;0,0,-]p5| )= | 1 3 u(-l;0,0,-lp’l )= o |
-
0

1

(A6-1,10-b)
Se bbtiene emtonces como es sabid016 ¥u(+1;0,0, |p3' ) = u(-130,0,~ Ip’{ )
Y expresiones andlogas que se sintetizan en
Y"u(r;0,0,-p ) = u(=r;0,0,4p’) 3 ¥¥(r30,0,=p’ ) = = v(~r40,0,+7 ).
Debido ante la invariancia ante rotaciones arriba mencionada, ocurre lo

propio en el caso general:

¥ u(r,=p) = +u(-r, ) 3 Vv(x,-p)= —v(-x, D) 3 (46-1.11-a)
O séa
Azt B) =5, bopme, B =5 (46-1,11-b)

d) DEMOSTRACICN IE (6.16-a) y (6.17-a).
gl) Definicidn A.
De (4.30) y (46-1.8),
Gl W (Fomsed) = L [l (D[ u(e ) 4
Virtm ..{m(s, P)]m[l u(r,-p)] }
- i _{u‘(-r.p)u (-53) +u (-s.p)u (-r.p)}

Vielrm €
= W[-(z+s), 3] = h(-¥, D). (A6-1.12-8)
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21 L mepn ° =
An8Y zsnte, 75, oy J7( @ =r+8,-p) = W (-r,P) (A6-1.12-b)
o sea 1la (6.16-a).
g?) Definicién B.
Se obtiene anilogamente (6.17-a) a partir de (4.30) y (46-1.11).

Q.E.D,

-A6-2-
a) DEMOSTRACION DE (6.38).
Notas Como las 16 componentes de las Y sﬁ son independientes, demostrar

que la dimensidn del espacio E E de las formas billneales

Y.

el M;,;, ;',,3,“?,'.;1

&8 162, es _eguivalente a demostrar que lg dimensidn del espacio de las matrices
M‘ﬂ:l H él‘)L
es 162. Haremos esto Qltimo, utilizando un método usual.

Formamos las 162 matrices

(rﬂr‘l ' % )’L)
N"‘ SN | NPT A I T98,03,3 "12y3,4, u:4,2.
4 Y )-)l. oy ey !,)' SL); (A6_2 1)

donde 1la cuaterna de fndices spperiores distingue entre s{ a las matrices

Y los {ndices inferiores son los spinoriales.

De )
(r| Yo » ’.5;)

- ¢

LIS 7% Y\';;S.s, N .O

F15=

(e = nimeros) se deduce trivialmente @ =03 por lo tanto

C¥ve S8, YL 38,85,

las 16" matrices (46-2.1) son linealmente independientes, Adends, es elemental

demostrar que toda matriz M‘ Y ) es desarrollable como combinacidn 11-
v (ri'L ) S.!

neal de las matrices (A6=1. 1); por lo tanto, las 16 ma.trices N P30 formar:

base en el espacio (vectorial) de las M 3 pero como hay 16 matrices en la
base, la dimensidn del espacio vectorial de las ML.‘L.”’."_P es 162.
Q.E.D.
b) DEMOSTRACION DE QUE SI Y, ? e&,, Lﬁ ELEMENT OS DE E; CSf DADOS EN
TABLA 6-1 SON LINEALMENTE INDEPENDIENTES.
Queremos demostrar que sl

%—._T; Crn m l ‘f‘ o, YY Y (46-1.2)

entonoes

(T.Ars -0 "VLA,B. (46-1.3)

Como en (A6-2.2) "y ‘feixsron arbitrarias, podemos poner
i ’l
Y - \!J(“ \ﬁ“ ’ ‘P iy \?(a)
con Y'\¥n, ¥* y¢*" arbitrarias.

Entonces, ee puede poner

[.cAeg @) C ‘\am_] () (.) k'F(.) - N V ?\J“ ‘«ff (A6-1.4)
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cio 1a lndepandenuiﬁ lineal de las (6.27), los coeficientes (__] se anulant

¢ ¢ "_ t'u';' (2 (c) l C ' )YA =

L ST IR
poc el mismo motivo,

C =0 ’ /\:C A,B.

AB

A6—3
DEXOSTRACION DE (6.45).

Por (42--12.1) si Yei 8

/

"f31 \fiz '\‘33 '*’34

Y ( *22 “"/23 éf‘2‘4
s ~I32 | £ Y4
\' o h % Y

De (2.6) deducimos que si YG E es

A7 A A A
31 4;1 "32 \"33 \r34
K ..\ '\r21 ‘\tzg ‘1;3 24
1\311 “ Yo —\rl3 "*14 i
f ‘4‘1 Y. Y V)
z‘p }\gl 132 ‘;3 '134
Ll A Y, Y,
T ‘112 J1;3_ J*{; ’
1.,31 ’;2 ¥, | #
" T
3 41 42 43 44
Bu)\y“ ¥ N 4 8 4 = 4

(46-3.1-a)

(A6-3.2)
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W44 L '\";2 “qu
g ty 6 Y Yy
& O W -
T, Y K Y
‘\-‘\ﬁ4 “*;3 ¥, *;.1
Y x v
44 43 ‘ta 41
vy *;4 \';3 ""132 *3:1
s, =] g (A6=3.1-b)
@ ta, ta Jtez Y
~Y14 1;3 *12 ‘*11
* A N
AN AR
Ly 4 N
54; 25; \'_, 43 44 \I:u 42
o e {\Pﬁ \l;4 \'fl N2
t3 "'54 -+ \P;zz_
° 0 -
Gon Bé/l‘;}“ms 5‘" Bm- vah’m
se obtiene (6.45). Q.E.D.
A6~
a) DEMOSTRACICN DE (6.67"-a).
Es bilen sabido que en la representacién (2.6) de las es
= [(Fi0
g = O~ |— a—_) (A6-4.1)
reemplazando los T bidimensionales por (248<gse obtiene
’ T}l 12 / 13 é‘ "Lb
Y Esvm 23y, ' 12 tz ‘111’4 23 *24
€ w(’:\)qz) \ 13 ( 7 ) 1.'33 *34 (46-4.2)

6“'2/3 14\’ \'54 %4 w24
S1 Y is.mv se pueden reemplazar las YJ por los slementos 1j del 2° miembro

de (6.60); se observa que lo obtenido es nuevamente el 2° miembro de (6.60);

por lo tanto,
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— - v v
SR SR Al (A6-4.3)
Q.E.D.
b) DEMOSTRACION DE (6.67'").
IL:sarrollando,
vy o 3 3 v3 12
U T ,E,T(, 4( 'J;)'a’(‘:)- 6;-?‘0;-,;* 0(-) Z)"' (I)H (2)) !
usando (6.34-d),
LK s K
T «1¥°T 3 (A6‘4°4)
reemplazando,
GLENE et Y (ST + (D (2)) =
™ ey /J-rlf (I’s ) e
- 8 Pox s H .
1 5((' a(:) O(-IJ ) (A6-4 5)
con (6.67"-a),
/-I' Xg F 5’
LTS - 818 = 817 R Q.E.D,
t Yo ’z’“)‘f‘ {;.’.v a)Cf‘-rv (47]

A8-1
DELOSTRACION DEL SEG'NDO LEMA (Secc. 8.0-2).
Demostraremos las (8.96-a) y (8.97-a); lasv(b) se obtienen da pagera
similar. En (8,96-a) la parte antisimétrica dee no contriduye a e .“L
RV . ' ev Sw U
pues es simétrido . Podemos, pues, suponer el .
De (6.60) y (8.35) observamos que

1’(1) *V(z) 1!(3) ‘l’v(4)

visw ‘W- YV(?) V(S) \,,V(4) "l’v(6)
= w73 J) ) (@)
\\\,V(4) 4}(6) V(@) grv(5

Por una parte tenemos

gQ- @, @), (48-1.2)

1ba
donde se suma para todo 1’,11’ = 1,2,3,4.
Por otra parte reemplazando_(48-1.1) en (48-1.2), o sea usando

@), - @ 87 (48-1.3)

obtenemos —— —_— — — —

VAV VOV T v WD WP TV ) v  Wé) T/6)

evﬂ- 26 +49 .0.-4-29 D.+46 .Q.+29 £+29 Q .
(48-1.4)

Conservando en (A8-1.2) la dependencia funeional indicada en el 2° miembro,

. (48-1.1)

es decir procediendo segin Secc. 8.b-7, resulta
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a(GQ) 3(6;,_”(2“,,) er xrr
Yo ’I Yo\ J" a ,,Ql

(48-1.5)
A

En cambio derivando en (A8—1 4) respecto de las n s, A=1,2,...

5§§1nde erdlen;es) ?? obtiene
v (A) T0) vm AL V16) 5 V()
A\Lbb(g.V%) JX 97X 440 Xee 029 Y

Comgarando con (A8-1.4),

i "3(‘1“5?.') ]Xv“) Sv . (A8-1.6)

Gon (AB-1.5) y (48-1.6) la demostracidén queda completa.

AB-2
DE:.0STRACICYN DE (6.23)
a) Cdlculos provios:

De (8.6-a) y (2 5) deducimoa

Y %o - iy, AYY+ i (3,+3).0 W’ (48-2.1)
;vecto que
I o T e o AT o
A Um =A S = X{,, A =X(3)AI * (48-2.2-a)
Ademas,
) ¥
A () =-A = “) A = - t:, Alr (48-2.2-D)
A f\‘Un_\ - m )’(z,) A. _AI (A8-2.3-a)
e o I I
/\IU“,‘G,, =¥ Yoo /\u=-/\ . (48-2.3-b)
b) Demostraremos que si
B, W(5) = B () (48-2.4)

cntonces es
T,,V 2 - -
/\E/\ Yi(x) NAT @ -a v . 73)W () - o.
En efecto:
(48-2.4) =D> 1(°( - °‘) WY( o) = m(¥,- &:;)Y(‘ﬁ)- (A8-2.5)

Premultipllcanos esta ecuacidn por/A" y usamos (8.17-a); obtenemos
0. )Y (o) = a1 - ) AE (o). (48-2.6)
A lﬂ (z) ) -
Fremuleiplicamos ésta por,ﬁ\ y usamos (A8-2.2-b) y (8.21).
o AL BRI"
= 2m §|) A A ( GL)

de donde

NE /\W( ) = o (48-2.7)

.—

Premultiplicamos (AB-2 7) p;;'/\ y vdlvemos .a usar (8.17-a),

D\“ W"Ii(_tg‘_) - OJ (48-2.8)

con lo que queda probada una parte de la tesis.
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Descowponenos ahora ﬂ{( ) en sus partes I y II, y cada una de estas

en s 1L1éd ILI s IV; teniendo en cuenta (48-2.7) " resulta
YOO A" A W (s ASAY () + AAY (1)
(48-2.9)
que reeaplazaios en (A8-2 5) Tenlendo en cuenta (8.18) y (48-2.2) obtenemos
i )A*AY(JA) \7/‘ A—“’(J_l) (A8-?.10)
Irexuitiplicamos por /\‘ ,
- YA - - T R |
1, AT AW (r ) L% T A AV, (48-2.11)
7 isecos (A821)
- - I ° v
m Y, /\ /\ \F’( ) ST = 1,V A A T, % Y-
w
- - I -8 - v
- AT AT (7. -

Reemplazaiios
= = 0 - -t V - - J‘-
7‘,,,'\’ N Bm’(uf v j 2 A ’(41).\7 v (A8-2.13)
en (48-2.12) y empleamos (8.18) y (48-2.2) para sustituir las matricew ti.o
(2) por matrices tipo (1); como
- -~ 1 .
(X .V) =4 (A8-2.14)

el resultado es

I ,In % - =
A A \V(JI_)=-_'._0(-VAIAN m?“'((r)'*
+ L NATY D ‘I’(U') (48-2.35)

Munmmﬁ\ — e e
' /fn ' -ZX ~< ‘7:L) ‘i’ (7 ‘ (48-2.16)

(A8-2. 8) J (A8—2 16) rrueban la tesis de‘(b)
¢) DELIOSTRAREMOS QUE

5(1&8—2.8) l
l(s8-2.16)

En efecto, definimos

X - @y- B Y3 -
- -i(% -3(‘ ;.ny( 7))+ (8 =) W 7). (48-2.18)

Bastara robar y- O.

B W(5)=-8Y (97 ) (48-2.17

h)

Descomponenos en (A8-2.18) \P en sus partes V y VI y luego cada una de
estas er
I III, I Iv, II III y II IV;
usando (48-2.8), A8—g:2) v_(8.18) obtonemoa

1= 17,9 AN AT (D) e ¥ AT Ay -
-u(nV/\(/\ /\)\V( >+m,.,/\(/\ AW (m).

(A8-2.19
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Desjués reemplazunos \rxJ por su expresidén (a8-2.1). Usazndo adecuad
nente (a8-2.13), (8.18), (a8-2.2) y las hipdtesis (48-2.8) y (i8-2.16) se obts
nediante rélculo_;~ algo engorrosos pero similares a los anteriores,

I AT (@ s AT AR YT ()
¥ ~§/\ﬂ ¥, o"Ai Yo (7)) +%(:‘(m.:7)£\1i (%, )V (o)
5 D) W) +EAT YT YT () -

-—
!

3X - -1 X

+
3

+

& 'l-‘
~J
>’|
=i
.

N
A

i

: G - A o WV
cax v AT AT W) ey A ATY () -

€)

: o7, 2 C q

LV AA ) YD LA AT W) -
oL - m an

+iA RV AT YD) -

=0
con lo que queda probada la tesis (c).

(b) ¥ (c) demuestran (8.27,.

N A8-3
DEuUESTRASE La (8.122-b).

ror (8.121), (8.122-a) y (2.2),
?('/dv -_i;:/dzx [\‘/‘f‘};‘ _:). \‘l —()""’)+ 7'-;, \t/ ] -
- %lfdsx[(‘{/,g‘ v ),P' I A )fr] . (48=3.1)

Por la ecuacién de continuidad (8.103), deduoimos
(3, ¥, %) + (¥,2 %) =2 (¥, ¥) -
=3, (¥ ¥,¥) -
= -V(¥Y 3, %)

¥s por lo tanto las condiciones de contormo en el infinito espacial imjplican
/d‘sx (DU\P, *)Sr = -/d?x (*,Do\f)s. (A8-3.2-a).
) V=a=1,2,3. f

Tor una trivizl integracidén por partes,
/d?x (> ¥, \l')w= -/a’x (¥ ) (s8-3.2-b).
C) Conclusidn:

(Ze (i8-3.1) y (.i8-3.2) obtenemos
-P(‘/.)»= i/d’x (\‘,,,5 ‘ ),',

que co lc (8.122‘b)- Q.E.D.

+Esta dewostracidn es muy siwilar a une ya conocide para spin L.
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48~4
DEL:OSTRACICN DE(8.132).
oy De (8. 122-b) ¥y (8.92*) con k = 2, .

P /dx["r 1)1’““‘/ 313YJ

Lfix[- BT TR, T

F (AP (T P )IYT]
El 2° término cancela al 4° wediante una integracidn por partes:
P M;/d’x[- ‘TJ%‘ WY (%P7 VY] . (48-4.1)
2)vu= 0.

Con la »cuacmn de Klein-Cordon cumplida por Y (48-4.1)

?(-lz)c - / [ \|/ \ll \f YA\ Y + (’J t )(‘) ) . (48-4.2)

Basta reemplazar ‘I’Q‘r por \lf e integrar por
(o) ¢

partes para obtener P en la forma (8.130).
l’.)v =a=12,3.
Basta integrur por partes en cl ler. sumando de (48-4.1) para

4/'_) 'S

obtener P en la forma (8.131). Q.E.D.

R
4*..)-

_EL.OSTRACICH DE (8.16C').
I -~
Por Secc. 2.f-4 (ecuacidn (2.64)), la parte ¥V ac ma W (0, x)eW

es arbitrariz (usulvo la convergencia de (W, W )); cleginos, pues

/f(?C) &(x) 0 0 \

&(x) 0 0 0

*’I = (&8-5.1)+

0 0 0 0
f
0 0 0 0

con £ y g reales , tzles que

pf=pg=pf=pg-=0. (48-5.2)

Las (a8-5.2) tomadas al pié de la letra implicarfan (W ,\y ) divergen—
tes. Zsto se ,uedv envitar usando autodiferenciales, cosa que no haremosjpero
omitiendo 1las integraciones respecto de dx? y dx, llegaremos al misuo resulta-
do a que se arribaria usando autodiferenciales.

De (2.63),



i 8 Zing g
<\ 2w "
' !
8 v Y -iyg |
: ] Zm
Yo - (a8-5.3)
it 8 0 0 o
‘fm ‘ i
I\ in T _—2'\ o 0] 0 )
w 2
de conde
iy 8 0 0 o )
2w !
; Ay f d~s 0 o
?SY =" ! : (48-5.4)
- 8 —iye  _i>f |
A 2w '
g o 0 -iye f
2w !
Zntonces,
¥ YL o Dot ol
dx }u' = l-;t' ( ) )['[l = C"l.' ( <9 Y)l‘.“"=
. ~ 1
N —_;_[[—fa'g+().f)g]dx .
M A
Reenplazanco en (8.159) e integrando por partes obtenenos
(Mol Pl .
= f) s . .8-5.
)spin ri- (3 f) g &x (48-5.5)
t~ . Pm

v

Zligierdo f y

se obtiene un

y al menos en

& tales que

sg(3,f) = sg (8)

integruando definido positivo, de donde al wenos para esta\tf,

t=0 es

(“h)os

J o

(48-5.6)

lo que basta puara probar (8.160').

+ En la represontucidn (2.6) de las )”v .
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A8-6
DELCS .CIH SE (8.173) Y (8.174).
Elegimos como"(o, x)ely/” la dada por (48-5.3) con g = O
/f O 0 =17f
i 2w
_io G 0 0
V.54 (48-6.1)
L 0 0 0 0
ciyf 0 0 0

iw

donde f( x) cs real y cuaple (48-5.2).

Intoncus,
£ 0 0 45,2
wm
3 C 0 0 0 °
N } (48-6.2)
0 0 0 0
\
9 f 0 0 0
2y !
‘r 0 0 0
!
[
v g © 0 0 0
(&iﬂ‘)ﬁ g ; (48-6.3)
(3
0 0 0 0
0 0 0 0 /
/f 0 0 =2
! ]
{
s C C 0 0
c .
w @y |
1 C G 0 0
iut 0 0 0 )
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/£ 0 0 0
L C G 0 0
B)! G.‘)+ O‘It Y =‘,' (1\8-6.5)
I3 ) i
< o 0 0 0
\.
0 0 0 0

.. T .
(¥, 5(;’, "h "\y 12 qz) Y= jfll +_ 1 el (48-6.6)

5" 2“&2
y ; - L
(Y»_'__*'__&_T) - el (48-6.7)
) 2 |7 o
Integrando, y reemplazando (48-6.6) en (8.169) y (48-6.7) er. (8.155) resul
ta que para la.q/usada es N
{93 /23 T 4
J opin] " ] Bpin) =?1—'-/D‘fl axy O (48-6.8)
t’b é;c - -
con lo que queda probada (8.174), y que
)} ‘,':\ ! T 4
- 1
jsl_in J el 152l ) ax'> o (48-6.9)
| . 2
con lo que queda probada la (8.173). Q.E.D.
A8-T

DELOSTRACION DE (8.1%%)

Como en la teoria de una carga (Secc. 3.g),se cumple que
("t)3 3 ;.
= = r 0:1 =
(6.155)=p & Jopin =Y [Eptar s ]¥)
(Y, B3 W)= e
(0)3

vy (869 D a TJo =W [E L a ] ) -
dt = 0. (a8-7.2)

Sea ‘Ptal que
D Y- p’ Y- o. (A8-7.3)

(Vale anadloga observacidn sobre convergencia a la hecha sobre (A8-5.2)l
Si esta‘f cumple ademds que (al menos) para t=0 sea

(T y I'x* \r) = (*)‘13‘ _{:,, \f) F O (48-T.4)

()

entonces sera

3
js‘;_;in ’! © ("‘8—705)

I
Y quccard probada la (8.177).
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Tul Y existe; construimos (en la representacidén (2.6) de lasV) su

I
parte ‘J (arbitrarigs

T£(x) 0 0 0
1 | 0 0 0 (0}
Y=§ . (118—7.6)
L0 0 0 0
\\o 0 0 i)

Uszndo (2.63) construiuios \P(O‘-i),_;u‘r :

i £ 0 0 -(1 + i)f
5 / 0 0 0 0]
Yo - (48-0-1)
0 0 0 0 /
S1e1)t o 0 e
Entonces, X:L)(‘134 ~°<:.) )\V:
(1+1)0 )e 0 0 12 £
0 0 0 0
- (1\8-7-8)
0 0 0 0
\ d ¢ 0 0 (1+1)(3 )zgf

de donde

(\Vo P'>(“) Y) ’/Y (-133( )de:

/d11 f(g)f-2(:>f)()f)+f(:))f .
Licdiante integraciones por partes,
Y, »x, ) - -4/ D el ax'<o (48-7.9)
lo que prueba (48-7.4), o sea la (8.177)

A10-1

I\ »
LOS CALCULOS LE BELINFANTE QUE PRUEBAF (10.2) =—{> (10.3-a) y (b) (SECC. 10-b).
Premultiplicamos (10.2) por T, ( lu LINE




~i95=

v

T i, (Bt-) - \‘( )( Yoo * N ) gll‘ 2m “L'(}\‘\)"'-'Jtﬁ),‘ ?-"3 o2 (410-1.1)
% K WL
En el primer wiembro intercambio ,apv ¥y sumo la nueva ecuacidén con la primi-

tiva (A10-1.1). Despuds tengo en cuenta que

[T, ,)=1eB,. (810-1.2)
El resultado es
T OR= OG0 + (G -0+ ) s
+ieF () - W+ Y= 4T, (0 -0 Y . (A10-1.3)
de donde
n(,-¥%) Y= - lo 70, (¥, =4 )( LA SN 49 (410-1.4)

Semisumando esta Gltima con la (A10-1.1) obtenemos la (10.3-a) y semirestando,

la (10.3-b). Q.E.D.
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