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INTRODUCCION

La presente tésis tiene por finalidad estudiar en el marco de los eg
pacios de norma mixta algunos resultados recientes de operadores y espag
cios de distribuciones de interés en la teorfa de las Ecuaciones Dife -
renciales. Los espacios 1¥ Qe norma mixta son estudiados en {27 .
Su definicién y propiedades que en este momento nos interesan se enun -
ciarédn luego.

El objetivo en forma mds concreta de la presente tésis es reproducir
en estos espacios la mayor parte de 1los resultados del trabajo [ 3] .
La presente consta ademé8s de un apéndice en el cual se estudian caracte
rizaciones de conjuntos relativamente compactos en espacios Lp-Bochner,

y condiciones suficientes nara que una sucesién de funciones de LP ,

convergente en cierto sentido sea convergente en LP .

Este trabajo estd dividido en cuatro secciones y como ya dijimos un
apéndice., En la primera seccifén se introducen los espacios Iil: que
son espacios de funciones para u$0 ( u es real) y de distribuciones
temperadas en general. En el caso de u entero no-negativo correspon-
den a la familia de las funciones de LP que admiten derivadas hasta
6rden u inclusive en . (ver él], Teorema 6), En este mismo p4
rrafo se consideran operadores multipiicaci"n (Mihlin-H3rmander~Calde -
rén) y operadores singulares (Calderén-Zygmund), Se estudian también
los operadores potenciales de Bessel reales y complejos ( Ju R Jz ) 3
los de derivacién, y su comna {gmientc on los espacios LE . El pri -

mer pirrafo concluye .. un teorema de interpolacidn entre los espacios

2
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En la segunda seccién se consideran andlogos de los teoremas de Sobo
leff y Krylov,

En la tercera seccibén se estudian las propiedades de continuidad HY]l
der y anédlogas de funciones de L‘I; , O<Lus%l

La seccidn cuarta trata de espacios LE(D) , definidos en un recin-
to D no necesariamente = E7 y ¥ se considera una extensién de
I-%';(D) a Lﬁ(ﬁm) .

Algunos de los resultados aquil considerados son demostrados en forma
andloga a la de sus homélogos con P=p . Los que no pertenecen a
egta categoria son, entre otros, los siguientes;

a) Nota 2 al teorema de interpolacidn (§1) (efr. (3] pg. 40) o
b) Teorema de Soboleff (cfr. L2 pg. 321)

c) Lema 1 del _§2 , en particular el punto e) (cfr. [ 31 , pg. 34)
d) El pérrafo 3 (cfr. [.3] , pg. 37) .

Finalmente quiero agradecer al profesor Calderén quiér sugirié el te
ma y al Dr. Gonzalez Dominguez quien apadrina la presente,

Se enumeran a continuacifén definiciones y resultados béisicos del tra
bajo usados en el transcurso de este trabajo.

Sea E® el eapscio Buclfdeo n-dimensional, y sean x = (Xyy000,%)s
y = (yi,...,yn) , ete, , muntos de este espacio. Denotaremos con dx =
= dxy ... @& el elemento de volumen de E® , Sean ademds P = (py,--
.eeyp) , Q, R, ete, , n-uplas de nlmeros reales generalizados
1épi €m . (Esto lo notamos m#4s brevemert- cr.. l«Pg® , y enlo
sucesivo, toda relacién o igualded que .nvolucra P , Q , etec., cdebe en
tenderse componente a componente).,

Para una funcién f(x) medible Lebesgue sob;e ER y introducimos

la siguiente norme~P i +tomemos, para (Xo,...,%;) fijos la norma p;
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de f(x) en la variable x; . Resulta asf una funcién Hf”pl/"l
medible en (X5,...,%,) . Fijando ahora (x3,...,ﬁ) tomamos de esta
funciém la norma p, en la variable x, y asf siguiendo, Denotamos

el ndmero asi obtenido con ||fllp . Entonces

f i = [ X X J - .
el = 1 QI g 0 s dees Nl s

Se verifica que ||.|lp es efectivamente una norma y que el espacio
de lae funciones medibles f(x) pera las cuales ||f] |P es finito es

un espacio de Benach:. A este espacio llamamos LP(En) .
Los teoremas que enunciaré a continuacidén aparecen demostrados en

nuestro t rabajo y s6lo las menciono aquil para ser autoconsistente,

Teoremg 1 : (Teorema de Young) Si P, Q, R, 1&py,q1,r1 €D,

verifican
(1/pg) + (1/qy) = 1+ (2/ry)
esto es
1P +1/Q = 1+1/R P Q
Q y ¥ f€ L , gel
entonces:

R
f#gel” y ||f#gllg €lifllp.llelly

Teorema 2 + (Teorema de Sobolev) Sea L = (’;_,...,fn) una n-upla
de ndmeros reales, Odel(l . Si P v & __. talegque (1/P) -

-(1/Q) =L , 1¢P<.Lu , entonces vales



e # 1xl P01 = cw,py 1ol

para tedo rerf y donde ‘€= l)’l+"'+9n .

Definicién 1 : Designamos con H al subespacio de las funciones
simples de E® que verifican la propiedad adicimal de ser constantes
sobre paralelepipedos de "caras"™ paralelas a 1os ejes, y ser nulos fue-
Ao forda

Definicién 2 : Decimos que una funcién F(z) , ceatfnua en
0<Re(z)<1 es de crecimiento admisible, si

ra de un compacto,

log |F(x+iy)| £ A . esp (aly|) con cierto agl| ; Ogexgl .

Definicién 3 : Decimos que una familia de operadores lineales T,
es de crecimiento admisible si cgmple los tres puntos siguientes!
i) T, , para O%Re(z) £1 , es una transformacién de H(E®) en
la clase de las funcimes medibles sobre Em .
1i) para FeH(E®) y G una funeibn acotada, de sopa te compacto ¥
medible en E® , vale

j o (TZF).G dy es anelftica en la franja O< Re(z) <1 y con-

E
t{nua en C gRe(z) §1 .

1ii) pera Fe H(E™) y k=1,2,..,

'TZF[ dy es una funcién de crecimiento admisible
(Def, 2).

lelik



Teorema 3 (Riesz~Thorin) Sea P, = (pl:l.""’

-—
-—

Pat) 0 %
= (Qpgyee.)0y) 1=1,0 , 1€p3j,q53¢® Y sean Py Q definides
por

1/py = (=t)/pyo + t/ps3 , Wag = (1=t)/qio + t/94]

Sea T, una femilia de transformaciones de crecimiento admisible, que

verifique para FeH(ER)

”T:[y Ff I%é Axly) “F”PO

Wiy F1|Q15 Ay (y) HIE] lp, con log Il g c.e®l | =10

acTl

Y en el caso especial en que Aj{y) no dependen de y , Ay = A5 .4y,
Teoremg 4 ¢+ Si P = (pl,...,pn) I&pjm® , entonces el dual de
LP(En) es LQ(EO) ) l/pi + 1/qi =21 , en el sentido que toda funcién

lineal F sobre LY tiene la forma

F(£) = gg,.fdx con gql y R = llsllg .



§1.~ Sea J° la tranformeda de Bessel definida por
o -
2 = @+ 4IT21x1®).f , paratodo z complejo,

y T£€ (S') = espacio de las distribuciones temperadas de Schwarte.
( indica la transfarmada de Fourier definida por:

f: = Semi(x,y) f(x) dx , para funciones de (S) ) .

2 -z/2
Los J% forman un grupo aditivo y como (1 + 4T Ix]) e (Ou)
para todo z , cada una de ellas define un isomorfismo en (S) . Ade-
més, si [} designa el Laplaciano, (1+/)J% = g=-2 .

Teorema 1 ¢
Sea Re(z)>0 y 1lgpyjg® . Entonces J® transforma LP(E‘)

continuamente en LY s Y81 2z es real, con norma §1 . Ademds

Sf.ng dx es una funcién entera de = , para f,g€(S) .

Demoetra;cidn :

2 2\~2z/2
La antitransformada de (1+4]1 |x}*) = Qz(x) estd dada por
6 (x) = ol2) . e-lx{}-lxlt (4 p2yln-z1) /2 g

8i 0 <Re(z) <n*¥l , donde q:(z)-l = (le')(n-l)/Zozz/?..""(‘p.r(qﬂ,.
Si z = a*fib' , n¥lpaz»0 , [G(x)] g !c(z)/c(a)l.G‘(,x) s 6.G(x) .
Ademds es fdcil verificar que G.(x)c Lt Y como es no negativa , .
MG () 4 = (_‘:za(O) 21 , Esto prueba las dos primeras afirmaciones .

Para probar la dltima baste ver que:
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2 2~(z+A y/2 2 2 -z/? AN
[(1+4'rr|x| B A+ TS ]/Az - (AD)EAS

converge en (Oy) , luego ([_\z)'I(AJ)g converge en (S') e
ff‘(Az)'l.(AJ)gdx converge en C , ¢C.q.4,

Para 1o que sigue se necesita la siguiente extensién de un teorema
de Mihlins

Teorema 2

Sea K un operador sobre def inido por ll(? = k(x), f , donde
k(x)g L y es tal que % ERP" D"‘kl dx ¢ B2,R® para
O<R<w® , y para |ogl ?n+£)/2i %Y. (R aqui es un ndmero

real, no una n-uplal). Entonces se verifica ||Kf||p«Cp |i®||p para
todo P , 1tpi(oa .
Este teorema es consecuencia del siguiente teorema sobre ndcleos sin

gulares, demostrado en nuestro trabajo en colaboracién con 4&.P, Calde -

ron:

Teoremg 3
Sea K(x) una funcién sobre E® , tal que verifica las condiciones
a) ¥ b) siguientes:
a) s1 x=(uv) , ueBl , vesd con i+j=n , i,j»0 , enton-
ces K(u,v)e Ll(u,v) , localmente en v .,

b)S K(s=t) - K(s)| 4 M i |tle
ls[>2a| s s)| e gM g s P

Si para algin q , l¢cag4o , vale

il g ligllg



entonces cualquiera sea P , 14pj® , vale
| |Kef] |P ‘c(M,P,q,c) fi£] IP

Demostracién del teorema 2

Sea ©(x) una funcién de (D)

f o(279x) =1 para x # 0 (para la existencia de una tal funcién
-0

ver Lema 6 , §3 .)

con soporte en % ¢|x| 2 , tal que

Definimos k‘j(x) = k()_c).O(Z"'jx) y K,j:ij . Observese que Ky
es una funcién (& L2)

Vale,

1) SIKJI dx £C.B  con C independiénte de J

N
11) 1llemando Gy(x) = ,jg-:-N KJ(X) , se verifica

S | [Gy(x=y) = Gy(x)| ax & C'-B  mientras Iyl ¢a .
ixly2a
En efecto,
2 2 :
(SIKJ.I ax)” & S(m"‘i‘lxlz)xlxdu & . ‘g(:Lszz-‘la\r.l‘?)"'e ax =

= -nj ' 2l 2
C.2 glvﬁyc"‘z ID%ky| ax g

§ usando la hipbtesis sobre k(x) y la definicién de kJ- (L_C.B2 R

esto prueba 1i) .

Por cdlculne »né&lapaa - terior se obtiene:



S K (0] ax & c.B (2.2
Ixf> a (1)
Yy
SIKJ(x-y) - KJ(x)I dx ¢ C.B ., Zd.a , |yl «a (2)
De (1) y (2) resulta:
\ & B _w)
S,xpzaﬁGN(x-y') - Gy(x)| ax ¢« C.B. 2 min (2Ja , (23&3)(2 )SC.B

lo que prueba 1ii) .
Sigue de 1) ¥y 11) que la funcién Gy verifica las hip6tesis del teo

rems 3 . Como IGN| -I; k(x| L Vbt Hiogtlly &kl JHEl

regulta entonces de dicho teorema que

oy # 2llp < elltllp

donde ¢ depende de B, P, llkllm pero no de N ,

Ahora, si f‘(S) , Gy # £ converge en 12 a Kf y para N = o
(pues GN#:E Zk converge en L2 g k.? ); sigue que una sub-
sucesién GN.J#f corwerge en casi todes partes a K , de donde resul

ta la tésis,

Corolario del Teorema 2 3

e ~
Si Kf estd definido para f£€£(S) por Kf = k.f y k(x) verifica

DXxtx)| 4 ¢ Ixl™T pera Il g ¥,



.1 4-

entonces €l operador K definido como en el teorema 2 verifica
[kfllp & Gp Ifllp , cuahuiera sea P , lepj<o , £€(S) .

En efecto, las condiciones impuestas en el corolario a la funcién

k implican que k(x) verifica las hipétesis del teorema 2, y el he=
cho adicional que ||Kf||, ¢ C IIfll, . 1.q.q.d.

Teorema 4 :
Si o= (°(1v---»°(n) ©(y enteros no negativos, y Re(z);l-ﬁd ’

entonces D J% transforma LY contfnuamente en si mismo si 1 P<.

Si z =1y , vale
z n
[1o%2]]p 4 cpla+lvD) [Ifll,

Demostraciédn ;
- 2 2 -Z/2 ~ ~
D(I;f = ¢ x%(@1+4TT Ix) ) f = k(x).f , ¥ se verifica:
D% x(x) | £ (1+lz|)n|x|"|6l.c si |'S[sn . Luego del corolario

precedente resulta la tésis.

Pefinicién 4 ¢ Sea u un ndmeroreal y P td que 1‘pi$cp .
Definimos Li como la imégen de LP bajo J% ; ademds si f =Ju‘g,

definimos ||f|fp , = Ilgllp .

Teorema_5 :
P

a) Los espacios L, son isométricos con F 1¢p;j§®@ .
b) St 1€pj&® , J% es un ismorfismo entre L, y L, , don-

de v = Re(z) +u .



¢c) S1 2z es real el isomorfismo precedente es una isometria, aun
cuando 1&p; &
@) 8§ ucv , entonces Li;:Ls y para feLz tenemos

Hellp y € 1flHp y
e) St 1<« py <© , entonces Dx transforma Lﬁ contfnuamente en
' i
P
gz -
Demostraciédn :

a) y ¢) son consecuencia inmediata de la definicién de Lﬁ .

b) st £ I , £=0% con g I¥ . Luego 0% = g% -
Jre(Z‘)*u (Jlm(z)i 2)

« Por el teorema 4 ;

9%2llp , = 12 g)1p g ¢ lally = ¢ liellp

qe.e.d.

d) resulta andlogamente:
Hell, = 110y = | 107807 por T, Il o = g .
111y, = 115™% 1 = 1] llp € por 7.3 g 115771 Ip = el

e)

“Dxif' iP,u-l = l lJl_quifl Ip = ' K"lei)J-uf| IP ,S por T.4 ‘

< Cp 1™tllp = Gp lithlpy a.e.d.

Definicidén ¢ Llamamos l{ s U entero no negativo, al espacio

de Banach de las funciones de 193 , tales que sus derivadas en el sen

tido de Schwartz de 6rden g u son funciones de LP y con la norma

de finida por I!Dd‘fll , que denotaremos con |f| .
&g u P P,u



Teorema 6
a) Sea u entero no negativoy 1<p, <o

g
L

s Entonces

y existe una constante c¢ = ¢(P,u) , tal que:
(1/e) “f”p,u < lflp.u £¢ “f“p’u

b) S v es entero no positivo 1¢pie® , f(Lﬁ sl y s6lo si
-Z D°‘ , donde g 1P ., Adems existe una eleccién

de {os gu( tal que

-1 ' c £
el smg_ungqnp go. el .
Demostracidén :
o
a) Sea f€If y pacjgu . [IDellp = 110%™ 0™e[ |, gpor Tuag
&c ||5¥llp=c. |Ifllp, . Esto prueba la segunda desigualded.
’

Ademds si f€(S) , ||J""‘f|l ||J2r'“‘(1+A) flip ¢ si r e6
11922 p*pPey < ¥ NI Bellp.

plgo

Esto termina de probar a) dado que toda funcibn f con u deriva-

/2
mayor que u il@ <u °"~P

lo! g 2r-u

es aproximable de tal manera por funciones de (S) que

utl de dic¢has funciones corwverjan

das en LP

las derivadas de orden menor que

en LP a las derivadas d(_a f .
b) Si f=§D“gq y & eLP , entonces:

llellp, = Hoellp = 1 27 0 0% ||Pg2 e llp -



i
Sea shora f€ (S) y r entero tal que 2r> =0 . Entonces

£= (AT T £ = ) B pXpPyerm g ¢ .
le¢t] € <
i< erta

- D™ ( o gor £) = ; p™X
lgu g \<2r+uc“‘f3 e X

y llagllp e 110™M]lp . Esto prueba la segunda desigualdad en b)
en el caso en que fE& (S) ., El caso general sigue por un argumento de
densidad. En efecto, sea fGLﬁ ; entonees f = Jug con g¢ LP .

Sea gn€(S) una sucesién que converge a g en i¥ , y llamemos

fn = JugnE'(S) . Entonces los gg( asignados en la demostracién pre

via a £, son de Cauchy en LP ,» ¥ convergen alll a ciertos gq .
X
Luego 2 D Bn‘,g converge en (S') a I Dugu. s por otra parte
o _ . - &
Io™ g = f ~ convergeen (S') a f , . . £ =YD o - hde

i
mds existe una subsucesd dén fni tal que gni 1 Boe convergen pun -
tualmente. Por la desigualdad b) para estos f y el teorema de

i
Fatou sigue la tésis.,

Nots 1 :

Si w es entero positivo, y t es cualguler real >0 , entonees
valen las inclusiones L§+tCP€CI€_t , bera todo P , lgpiém ’
y c-l“f”P,u-t < Iflp o L elltllp yoy -

Demostracién

Probaremos que el operador (J“Do() , 81 u>|X| transfarma con-

P P

ti{nuamente L° en L° , para 1&py S
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Veamos como de este resultado sigue la afirmacién de la nota:
o +t, O e -U=
si rell,,  1IDTEllp = ¥ XUt |, & por (3) & {07 Y=
= C ||f||P,u+t mientras || & u . Esto prueba la primera inclu -
sién cont fnua.
s1 feR, , o= WAy o 10 -
Z Cox (guttp ™y pX e , entonces por (3) ||[f “
l°(|<u

o¢
= ||J-u+tf“P & Z Cb'(HD fIIPSC 'fIP,u . Esto prueba la segun

I ¢ u
da inclusién continua.

Para probsr finslmente que (JUDX) transforma contfnuemente LF

t=

en LY , siempre que u>|&x| , consideremos el operador (Jvai)
con v>1l . DxiJVf = Dy, (Gy*2) . De la férmula explicita de G
dada en el teorema 1 se ve que (Dxin) es una funcibn de L! para
ntl>v>1l , y como Gyyy = Gy#G, para u,v»O , el mismo resultado
vale para todo v>1 .

P

Luego DxiJv transforma en LF contfnuamente si v>1 ,

oK ¢

1€pygo . Como J'D = ! 1| (J""/l lD"J) J  es una aplicacién suce
j&

siva de operadores de esta forma, tiene la misma propiedad. q.C.4,

Teoremag 7 :
Sean fyge(S) , 1€P«<® . Entonces (f,g>=jfgdx es

tal que [{f,g)l <& |if] IP ullellpe 4 (1/p'i =1-1/py) ¥y {fie)
¢
puede ser extendida continuamente a I.u 9 LP .
Toda funcimal lineal contfiua en Lﬁ es de la forma 1(f) = (f,g)

]
con un cilerto gc—_Lgu y 81 14PCm .,

Demostracién :

Para funciones de (S) evidentemente ge tiene:



~19=.
<£., J“g) = (J“f , g) , cualquiera .sea u ., Por lo tanto
(f,g) = (JuJ'uf , 8 =4IV, J“g) . Por la desigualdad de
Hblder para los espacios 1P , vale t(f,g‘)]= ‘(J'uf , J%g )\ £
& 1157 tp 1%l lpe = el gllellpe o -
Hay entonces una extensién de (f,g) para la cual vale:
{r.e) = (5%, M) WV u .

Sea ahora L una funcional lineal contfnua sobre Lﬁ . Entonces
F(h) = def L(d%h) , para he I es una funclol eontinua sobre LF
+". por el teorema 4 de la introduccién, L(J%n) = (h,g) con cier-
to gGLP' . Ahora J-ug = g'(LPlu , de modo que g = Jug' ,y ¥
L{(J%h) = (h , Jug'> = (Juh , g') = <f,g') = L(f) q.e.d.

A continuacién se dard un teorema de interpolacién entre los espa -

cibn Lﬁ :

I eorema 8
P

Q Sea A un operador definido en (S) , continuo de L“i(En) en
Lvi(Em) , 1=0,T , u4,vqy reales .,

St Py = (Pyyye-eyPyn) 90 Q = (Qgq9e-eyqy) » 1€ pij'qi,j<c°
y P=(py,.e0,py) » Q% (Q1yee+yQy) , W ¥y Vv estén definidos
u=tuy v (A-tha, , v =ty o+ (I-t)vy entonces A definido en (8)
es continuo de L‘I:(En) en I.S(Em) .

Demostracidén :

Supondremos sin pérdida de generalided que V v, 20 . Sean
¢1€ ﬂ(En-) , %C ﬂ(Em) , pi? 0 , y de integral =1 ;seen
Ky » 1=1,2 1los operadores Ky = E'n (pl(ld(t)# y Ko =
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= ELx/E)¢ ; %, UZ las trensformeciones de Beesel en E' y
EB® respectivamente. Sean ademfs e(z.) = (ul-uo)z YUy, Kaz) =
=. (vo—vl)z - Vg . Y por ltimo sea. B, el operada definido por
B,f = Jg(") A K J"&Z) f para f simple, pertencciente a la clase
H , definida en la inteoduccidn, y O$Re(z)gl .

Evidentemente K, gUzdg - At2) K £€ (3) , lego 4K U ¢

estd bien definido y pertenece a LQJ'V:L , €8 decir es de la forma
61 % - L(z) Xz) _
Jig con g€L . Como Re(L(z))> vl o J A K1 J f =

€.LQ1

Queremos probar ahora que el operador Bz cumple las hipétesis del

gL(z)4n g8 es por el teorema 3 una funcidn,

teorema de interpolacifn de la introduccién; nuestro teorems seguiré

cano conclusidén,

Lemag :

El operador B, verifica:
_ n+m - .
i) HBszQo \< Co('zl*’i) “f”PO si z =1y 3 CO dep. de
For» @ M

1) [Bgfllg L G Uz[+1)™® [Igllp si z = 1+iy ; C) dep. de
% 1
Ph,Q, Ml'
4ii) La familia BZ es de crecimiento admisible,

Demostracién del lema :

Consideremos las siguientes aplicaciones continuas:
a) Ky ¥ —» 1’ con noma €1 , s1 1lg¢pj&o .
Wz) , .P )3 n
b) Jl 1 L, —® Lr+Re(£(z)) con norma éCP(l-l-lzI) , si
1<pi<cn .

P
_C) Identidad: LS-—*LI;_t connorma £1 , 0g&t , 1gpjg®

Ve .
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Fi %
d) A: Lui — Lvi con norma £M; , 1=1,0

¢) JIE(Z)‘ LS.—’L8+Re(L(z)) con norma £ (1+z})" Oy 4y <o

f) Identidad: LY, —e L3, ,, connorma g1, t'20 Ogaqgl

Si z =1y , por los puntos a)-f) anteriores tomando r =0 ,
P=Py, , Q=Q , resulta i) .

Si 2z =1+iy , por los mismos puntos tomando r =0 , P = S
Q=1Q, sigue 1) .

En elcaso 2z = x+ly , eligiendo en &)-f) r = |u;-u4l , P=P
Q=Q , 8°% |u1—uol + Re(l(2)) 3 t=s-uy; , s'=1t'= vy+Re(L(2),

obtenemos

I1B2llg & (z[+1)™® |k, £ (4)

Py, lug=ugl

Como Klfe(S) , de esta desigumlded sigue que, s8i se demuestra

que S(Bzf)g dx es analftica en la franja O{L Re(Z)<1 , para £¢ H,
g acotada de soporte acotado, la familia B, es de crecimiento admi-
sible,

Se ve como en el teorema 1 que:
(vy=vy)(1-2)
(f,g,2z) = g(-févl A Jg(Z) £) (J, 10 * g) dax

es para f,g¢(S) una funcién entera de z .

Ademés

- ™) ( )(1-
v V(2 Va=vVa)(1l=2z)
11(£,8,2)] € |1(g, 2 A dy f)IlQ1 oy 10 g“Qi £



£ por la cont. del op, A &

A

(Vl"VO) (1"2)

-u z)
< My 1 fllc'21 la, sllQ:.l '

luego si O€¢Re zgl ,

n+m
|1(f,g,2) | < M, CQl (1+{z]) £] lQl"ul-“O‘ HSHQi (5)

Si ahora g es acotado de so?orte compacto, existe una sucesién

g,€(S) tal que g, »g en LQI .

De (5) resulta que para O4£Re(2)1 ,y |[z|€C , I(f,g,,2)
converge uniformemente a I(f,g,z) . Esto prueba que I(f,g,z) es
continua en OgKRe(z)€1l y analitca en el interior de esta regidn, pg
ra f€(S) y g acotado de soparte acotado.,

Obeervacién : Sea z=utlv , uy v reales arbitrg

rios, Si 1< P<wo , con analogia al teorema 7 se ve que

szfgdx =Sszgdz , ¥ f,g (5) ,

ademég

“f| . 1 # =] -
SJ” fgdx Cp (1+]z])" . le Hgllp#,-u (7% 1/8)

121 1p, y Nall

Iuego un argumento de densidad permite inferir

#
Ssz gdx = Sf J%g ax para fG,LP qu ; g(LP#ﬂ qu (6)
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Usanda (6) se ve que si f&H ; g acotado de sop. acotado,
SBzf g dx = I(Kl f,8,2) , y esta Ultima funcién es continua en la
franja O£ Re(z)4l1 . y analftica en su interior. Adem&s por (5)

IJBZ:E' g ax| £ Ce.t,2 (1+] 2] )00

lo que termina de probar que B, s un operador de crecimiento admji

gible.

Seguimos ahora con la demostracién del teorema 8 .,

Por los tres puntos del lema y el teorema 3 de la introduccién si-

gue que:
I1Byflly € &y £l

donde P y Q son las c_iefinidas en el emunciado de ecte teoremsa, Ay

depende s6lo de t , Py , Q4 , My . Tomando ahora el € enia def}

nieién de K, tan pequefio que H.£] lp € 2 IIK.lfI |P , resulta

“Btf“Q é 2 At ”-Klpr' (n

Pero B, = JEV A J‘i K1 , asl que si llamamos J‘i K, f =g , la Qes

igualdad (7) dice

Haglly v € 244 llallp

n
Nk
.3‘#

4

esto es lo que querfamos demostrar, pues las funciones g
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con f€r . L £ (£) , son densas en Lﬁ .

Nota 2 : Siwy=0, 101 , y P=(p,.ce,P) ve
rifica Py o , ent:onces el teorema vale con lspi,j scn . Si
vy =0 , 1=0,1 , entonces el teorema vale con 1£Qq;€® . ILa
demostracién en estos casos sigue las mismes lineas generales y es adn

mds simple.

Notg _2 : Es agbierto el problema si el teorema de interpola-
cién vale onocon x> . , Q%1 , En cstu. casos <l método de de
mostracién sélo de el sigulente resultado mds débil:
si

laghlg, v € % Nellp o =0,

para f,g S entonces:

' <
Hatlly oog S M TIEHp ybe

para P, Q, u, v definidos en el T.8 y 6 arbit rario pero E)O,
fc (3 .

Demostracién H

S6lo hay que modificar la demostracién del T,.8 en los siguientes pun

tos:

definir B_ como: B, = (J2£+L(Z) A JfJ(Z) K))

y en el Lema en los puntos b) y e) considerar J‘P(Z)*'f

1
(z)+€
Jléz

en lugar de Ji z) y Jlé'(z) respectivamente, valiendo ente::
cess b) y e) para 1€P<o» , 1$Qfo .



25—
§2_.,l- tableceremos a continuscibtn elgunoce teoremas tipo Soboleff

y Krylof en los espacios LE .
.Para ello demostraremos una forma més fuerte del teorema 2 de la in

troduccioén:

T eoremsa 1 :

Sea L =\ tl,...,’ ) una n-uple de nimeros reales, 0(?(1 .
si P y Q . son tales que (1/p) - (l/Q) = L (le relacién entendida
componente a eomponente) 1£p, & 1/? 1<p,« 1/8 , entonces vg

le.

[f£ # lxlg'"ll.q = C litllp

para todo _féLP ., donde ﬂ 914»,,. ?n .
Demost.r"."a-'c'i 4 n

Para -p'r.o'bar el teorema basta ver que

“dedyl <clltllpllell , aR®=1-1/1Q
J ix ln-ﬂ = Q

pera los P y Q indicados en el enunciado.

Consideremos entonces los (n-l)-uplag: P' = (pl””’pn-i) y
@' = (qy,++y9y3) , R! = (ry,.ccy0; 3) , este dltimo definido por:

i1/R' =1 + /3" - 1/P' =1 =L (L= (‘zl...., F 1)) .
La funcién h(xl,...,ag_’_l,a) = h(x',8) = (Ix'l2+az)(‘f‘n)/2 verifi
ca: |In(x',a)llg= ta] Ci*lc .

En efecto, llh(x l)llé' =C L@ W adm_g.r h(x',1) como ma-

2 +1) N-1

yorante a (}L.L + 1) "' ,..(xn_ (por ejemplo con
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£ = (l-en)/(n-l) ). Adenfs, hley' , &) = lalz.n h(y' , 1) , demo
do qu:_éliziz;,a)ll-w = la|™t e lIn(ay*,a) g, = g
- Jal lintay®,a) 1l = lalBa TInGr', D11g, = la%? . ¢,
que es lo que hemos afirmmado. Fijando entonces X, » ¥n , tenemos:

£(
T— ax...dx, | e €

por el teorema de Young Ilf =

ey Ja -

= B¢
‘. ’,fllp'/fl.l . Flh(x‘ ’ 'xxxﬂnl)llR' h l'r'IP! . C . lxn-ynl ’

Y aplicando este resultado y la desigualdad de HBlder obtenemos:

l X%% g e | € el - llfllp..c.l:gi-yf )

Si llamamos F(xn) = ”f(X)“P'/En.l ’ G(}'n) = ”E(.y)”Q.#/Enol ’

de la desigualdad precedente resulta:

g a
ILC, § F(xn) G(yn) I’Su"ynl o= dx, dy, £ por el teorema de Sobolev

1}

IIFIIAP leil , = ¢ ||f|lP.llg!lQ# » G.e.d.

n

Necesitamos el siguiente resultado suxiliar:

Lemg 1 :
Sea la funcién F, (x) , u resl »-2 definida por F (x) =

Y B (%2) Sm eI X ) (110642/2))9/2 gt . Aveces escribire-

mos F,(r) por F,(x) con |x] =r , es decir la consideramos fun -
cién de una sola variable real ne-negativa (el radio r = |x| ). Vale:

a) F&(r) = -p . u+2(r) .



b) F,(r) <£{c- r 9 exp (-r/2) , 8i u>-1 ,
C . (1og™(1/r) + 1) . e T/2 y, 81 u=-1
C.eT si -2<uc-l
¢) 8L R=(rq,...,r)) estal qu 1£R&® ¥ L l/ry>usl en-
tonces F (Ixl)« L&Dy . : .
d) Si R es tal que 1> Zl/ri -u=-10 y u>-1l ,eq
tonces | IE (x+h) = Fy(x)|lp < C [nfe /71 -1
@) Si R verifica 22JY¥/ry -u-l>¥ ,y u>» -l , entonces
| [E,(x+2h) - 2 Fy(x+h) + Fg(x)|lg € C |nj& 1/7L =81

Demostracién :

a) Obsérvese que para calcular F"l(r) es 1llcito derivar bajé el
signo de integral, par la convergencia absoluta de esta dltima integral.
Iuego

Rgr) = (/Ttweara) ) S: (L) | g(¢ete2/2))(us2d/2

e integrando por partes obtenemos a) .

- o - -’
b) St rx1 , F(r) £C.e™" SO et (t+(t2/2))%2 at = ¢',eT .
Si r £1 separaremos C2308:

®
u>-l 1 F,(r) &C (S'o et (r tr¢(£02/2))V2 apr) put £ cl.r Ui,

u=«1 : Por a) y el comportamiento de F,(r) en el ® , resul

®
ta F.l(r) = S r! Fy(r!) dr' & por la parte ya demostrada de b) &
r

W o] r' -
< C. g r'le /2 g g£Q (13"‘1!# 1) .-
r

U grl i F(r) <o j'jwtaxa))“/%t.{-iéf‘ @] = eT.c .

Estas desigualdades termminan por probar b) .
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n_ =|x,l/2n .
. H e 1 .lxil zi(uﬂ) si

ud -l ,y fi est4 definido por 81 = (l/ri)/Q 1/ri) . Estamig

¢) Pcr h) tenemos Fu(x) S C

ma cota vale si u = -1 , mientras s¢ interpreta lxilo como
(logT(l/Iin) + 1) . Es f8cil de ver que dichas cotas pertenecen a

LR . 81 u< <1 se ve mids répido aun que Fu(x) pertenece a todo

R,
d) De una aplicacién del teorema del Vi /jy de @) oObtenemos
IAhFu(xH £ |h| Fi(r') = |h| ' Fu_z(r') , r' = |x+th] , 0<t<1.

Por b) sigue que:
1A, Bl € C. Inf 2972 g nlLixI™"2 a1 x| 2|nl 1)

™02 & |xl>2a y 0 e otra parte, ¥

Sea ghora Gy(x;a) = a.|
Gz(x;a) = le"u-l si x| €% ,y O en otra parte.

Por (1) ¥y b) resulta que

LA, Fu g € C . Nt in) g + € Hey(x;nD g

Acotaremos estas dos Ultimas normas.
Se ve que Gy(ax;a) = a}ﬂ']‘.Gi(x;l) i=1,2 , por lo que
He CesInh 11z = [0S Y% (16, (nlx; a1 = ‘
- lh'Z(l/ri)-u-l ”Gi(x;l)“R .
Hagbremos mostrado d) si logramos mostrar que esta dltima norma es
finita para i =1,2 . La funcién 4 le-'“":l(!lﬁlxl)":l es una mayors;)
te de Gi(x;%‘)“l{ por tanto_%o es también 1la funcidén
sTT Ixg b QgD Tt By = e/ ey, v esta

cibn pertenece a IR per 1ae condicion~z Smpuestas a R . q.e.d.
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e) Aplicando el teorema del V.M. para lag diferenciass segundas y te
niendo en cuenta que F,(x) ee una fupcidn radial, se obtiene:

ng Fu(x)l £ |h|2 (2 pt™3 | Fi{r*) + Fy(r')) , ' siendo un valor
intermedio entre |x| y |x+h| . Luego de &) y b) resulta:

A2 F (0l € nl2 ¢ B ¢ (st Ix[22In]) < InjZelx|3

Se repite shara la demostracién del caso anterior sustituyendo
ApF, por A 121Fu , ¥ cambiando la definicibn de Gy por G,(xja)=
= a2 x| o« x> 22 y O en otra perte, de mod que
|1G4¢x;1) ||y seré finita para las nuevas condiciones impuestas a R .

Sigue 1l.q.q.d.

Teopremag 2 @

Sea udv , 1&€P , 1<py ,¥ 1/Q=1/P~-L >0 , donds
L= (PI"""PD) és una n-upla de nimeros reales, fi:»o , Zei =
u=v . Entonces LEC Le y HfIIQ’v_g clif) IP,u , con C depen
diendo de P,Qu-v , .

Si 1>u =% 1/py >0 , entonces toda funcién L‘I: coincide p.p.

con una funcién contfnua T y

u--i 1/p1

Tl g ¢ llglp [FT(x-h)~F(x)} & C Inl el g

Demostracidén :

Observemos que las condiciones impuestas implican que n > (u=-v)>»O,

-V = #*
Luego JY ﬁ:'.v (ver Teorema 1), donde G,y ©8 salvo factor

Fhegwy-1({X) . Entonces por a) del recedente Lema IG, . !x)| <

£ C/|x|Pu oy UVE) ()] € C.f|#Ix|YVR | Sigue del teorems

-
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1, §2 que IIJ“'VfIIQ £¢C |ifllp . llamando g = U , esta des-
1gualdad se escribe llgllg o = [107Veliq & cl10™gllp = Cllgllp y
Estu prueba la primera parte.

Para la segunda parte observemos que n+l>u>»0 , por tanto si
P - P

f€ L, entonces f = Gu#g# con g€L . Gy = neye] Pertenece por
¢) del Lema 1, §2 a L (1/F* = 1 -« 1/P) ¥y sigue por el teorema
de Young la continuidad de la funcién f y también la acotacién
HE() |, € C.llgllp = CIIfIIP',‘l . Finglmente f(x+h)-f(x) =
= (G, (x+h)=G,(x)) # g y por d) ,

u-z 1/ Py

#
+
uned 16 Clnl .

|G, (e+h) = G, (x) | IP# £c¢ ||

Sigue de nuevo por el teorema de Young que

<

u l/pi
[£(x+h) - £(x)} £C |h| ”f“p,u q.e.d.

Nota al teorema 2 !

1) Si en la prime~a parte Q setisface 1/Q>1/P -L >0 en lugar
de la igualdad, entonces la conclusién sigue afin sin la restricecién
1<p, , pues entonces ”Ju-vf“Q‘C ||1’||P resulta del teorema de
Young, ya que Gu-v =C Fn-uw-l"LR , VYR+1/P =1+1/Q por
¢) del lemal , §2 ,

2) Si en le segunda pa rte se tuviera 1=u~% l/p; , u<nil

las conclusiones se modificarfan sélo en cuanto

I2(x=n) - Fx)| € ¢ Inl Qog"a/InD) + 1) |itllp
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Demostracién de 2)
- . Lp gt e hay que probar

entonces es:
(G, (x+h) = G (x)) # gl | € C.[hi(log"(1/|n|+1) |lglly

y e #ellg < clielly, .
La segunda de estas desigualdades sigue del teorema de Yaung, ys que
#*
por ¢) G, €LF .

Para la primera consideremos la integral
I(In}) = S(lGu(x-ym) - G,(x-y) ) I£(x) ] lely)| ax ay 1,8€(S).
Por a) y b) del lema:

[%(x-fh) - G, (x)]| & C.Ihl.lxlu'n'l_ e"'lxl /4 si |x|> 2|n|

£ . nl. Uxl+ape Y | omlxl/4 o geo(g;n)

En cambio la restriccibn de |G (x)-G (x+h)| e |x|&2|h] , que
1lamaremos G"(xjh) , verifica por W) @ H1e"(xsh) | lpe <
< C.|n|.(log " (1/lh[)+1) (1/P' = 1 - 1/P) . Tenemos entonces:
I(h) £ gG'(x-y;h)lf(x)l.lg(y)ldxdy + SG"(x-y;h)lf(x)l lg(y)laxdy =
= Il(h) + Iz(h) .
I(h) £ [I6"Itp..11£l151lellp € CAnY(1og™(2/inD)A) Lzl llgllp

Obtendremos una cota semejante mra I3(h) ., Para ello observemos



que Il(|h|)/|h| es una funcién decreciente con |hl|

da(I,(|h|¥]h]) ' e? |y
(J%h: LI -vC.S(Ix-yl-i-lhI)u-n 2 ~Ix¥1/4y00)) gty laxay

Teniendo en cuents que H(Ix[+|h|)u'n'2||P! =
i VRL = w2 ey n2 s o o | resultas

a(1,(Ih])/In])
1 -]
- < c. |hl “liftiyllgll
aln| - | 11 1&11p ’

y por tanto

L(nD/Inl £ ¢ . 1og (1/InD) 111, lellp + L (1) (2)

para Jh| <l

(Ihl)
im— LI0 g liglllell, st Inlzi. (3

De (2) y (3) resulta: 1la cota para l%ghll) andloga a la de Il(!xl}).
Como |(G,(x=h) = G (x)) # gl &l '?le - I(InD) g sup I (lh]) +
171 + sup I( in{) .

Sigue de dichas cotas la nota.
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§3.- En este pérrafo estudiaremos propiedades de comt inuidad HBlder

de las funciones pertencientes a una clase Lﬂ .

Definicién : Sea u un ndmero real y r el mayor entg

ro menor que u . Denotaremos con Aﬁ & la clase de distribucicnes
£, 2&If | tales que 11AZUTellp ¢ C In"™ . La norma de
f en AE la definiremos como ”f”P,r + 1a menor de las constantes

C que mantienen la mrecedente desigualdsd. La denotaremos con /f'/P.u .
y

Teorema J} :

a) Si u no es entero, eitonces la condicién llbﬁ J Ut |P <
< C Ihlu.r es equivalente a |lA | J.rfllPs ¢ |nj? " .

b) JV es un isamorfismo entre Ai y Aﬁw » para todo w,v
real y 1l$P&xm .

¢) Si u<v ,y 1xP¥m , entonces AII;DL\I;D Aﬁ , 8iendo
las inclusiones contInuas,

Antes de la demostracién necesit eamos una serie de resultados auxie

liares.

Lema 1 :

Sea g(x)e€ (D) tal que el soporte de g(x) c)x ; ¥<|x|< 2§ ;
sean t y v ndmeros re2les 0L t<1l , y el operador Ty¢ definido
por T;:}= g(tx) (1+|x|2)v/zf , para g 1F Entonces
llrvtfllpsc.t'v li£llp para todo P, 1&P&® , con C = C(g,v).

Demostracidén :

vt(x) a 1l antitransformada de g(‘t:x)(l+l:-:l2)V/2 .

Gy, (X) = axl?( gei(x'y) D” (g(ty)(1+ly19)V/2) a4y y el integrando

tiene soporte contenido en }y ;%( ly b 2/1:} y estd acotado por
c (1+|y|2)(v-8)/2 donde s = || .



Luego:  |Gyy(m)] < C |x| 84TV para 8= 0,1,.... . En pap
tioular:
CC tTY si |xf<t
ICer () & Iey | (=n=l %
Gt x| sl x|zt

Integrando estas cotas vemos q ue “Gtv(x) | Ilf:. C.t™Y . Sigue lo

afirmado por el teorema de Young.
~En el lema 2y 3, x,y,3 denotardn variables unidimensionales ,

X¥,2320 o

Lemg 2 ¢

Sean r,s,t mimeros rcales, r),O , 05 tZ1l

Llamemos F(x) = \)J;exp (1 2zy/t)z (lnz)('M)/zdz « Si 0Og scl},
entonces F(x) £ G,('l:./’y)]'" ; si af0 , entonces F(x) g
¢ C(1+#x)™%(t/y) . C es una constante absoluta.

Demostracién :

Sea Ovs<l . Descompongamos F(x) en parte real e imsginaris,
y acotaremos cada parte,

s Tht/2y .;:‘1T3t/2¥ o x
Re F(x) = ; + =¢ +c1 vest
Yo 3 Tresay ") e
La sucesién o4 es alterna, y si lafuncién _:zr(‘t‘?+:z.2)'(1"'3)/2 es
moxjxdtor.xa en (TT(2j=L)t/2y) , TE(2k+1)t/2y) , entonces la sucgsidn

o"'o . o+c

en a lo sumo 5 téminos (co*...‘*cil)*...*(ci:...*cm) tales que en

CypeeeyCy €8 también monétona, Sigue que se mede asociar ¢ m

cada paréntesis el mbdulo de los sumendos es monétono. Iuego cada pa
réntesis estd acotado por 2,méx |i°1| , = 0,. ,m o Ademéds siep

do zr(tz*zz)'(pm)/z‘ z"2 , resulta Icil ) 2% dz =

= (T'[t/y)]l"/(ll-s) . Juntando resul edos obtenemos |Re(F(x))} =



le e tepl < Clami™® |

Procediendo anflogamente c¢on la parte imaginaria de F(x) se obtie
ne una cota similar, dedonde sigue la primera afirmacién del Lema.

Si s%£0 1la demostracién sigue como antes excepnto que cambia la co
ta de |cy| : en este caso rf.r(t2+zz)-(r"'S)/2 $(52+1)'3/2,5 (z+1)7°

y lcils(x-*l).'.(t/y) .

Lemg 3 :
Si g(x) es una funcién indefinidemente diferenciasble en (0,m) ,

que se anula para x¥2 , tal que g'(x) es integrable, entonces
5 g(x) . exp (i xy/t) xF . (t2x2y(-r-8=)/2 5 erifiocs

III:}Cr.s Ry ll (t/y) e , donde 8, es un cierto ndmero real

081 . Swpu wande T30, octed, S< 1
Demostracidén :

Con la nomenclatura del Lems 2 tenemos:

®
I = &F'(x) glx) a .

Sea 0&€s¥&l . Integrando por partes en la expresién de I y usando
lema 2 obtenemos la cota requerida con 8 =8 .

Sea s8<0 ; se ve que |I|<Ct. el 18l lep & ra“gnl . Tembién
- ||8 ”l(t/y) . Luego

se Ve como en el caso anterior que |I|<£C r
'

. ) 1=
ITlge, He'lly nin (1,(640) € ¢ le'lly mta T (1,(t/)

con cualquier s , O<Ks;gl . Sigue lo afirmado.

Generalizaremos ahora en cierto sentido el Lema 1 .
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Nugvamente X7y denotan-puntos de .

Lemg 4 :
Si v)0 el Lema 1 vale con g(x)€ (D) , soporte de g(x)& {x ;
|x|§2} (En esta dltima restriccién el ndmero 2 no es esencial, sélo la

adoptamos por comodidad),

Demostracién H
Usamos la notacién de la demostracién de Lema 1 .
Sea v>»O0
4
Gyy(x) = (1/=)° {exp (1 x.) 35, [ate) (1+lyID™2] & -

= xIB . suma finita de témifos T, de la forma :

1, = Sexp (1 x.y) g (ty) . tF (L+ly|D(V=¥r=0)/2 od 5y |

donde gn(x) son derivadas de g(x) , esto es son funciones con las

mismas ceracteristicas que g(x) , O0grgs , J3O0 .

Acotaremos estas integrales en dos casos:
Casol: 8 =0

IT,1 € C(g) 8 sy gy g ¢ . VD
lylg2/t

Caso 2 ¢ s =n . Introduzcemos camo variable y' =ty . Entog
ces -

™n

=7 J\exp (L{x] |yl cos xy /t).8,(y) (t2+|y|2)(v—n+r-3)/2.yg ay
Escribiendo la integral en coordenadas polares, resulta

T = ' |
n
@
= t-vS cos@r’dz goexp-(ilxlem“/t)-gr(?,g)(tz*(:z)‘v‘ﬂ*r-.j)/z Pn'*d-l P
<

[



Aplicando el Lema 3 & la integral en ? , obtenemos

e )
- 9 1-
Iz < ¢ ‘)le-é-? gol 11t/ 1xlcosX 1) 2 a3

Evident emente ”__c')__ gpll] es una funcidn scotada en las variables ag

gulares, de modo que

1-5, ;: l- 1-
ITp) & t=V.c.(t/Ix|) sl)(l/lcoa'( 1) 1 & = t™V.C.(t/|x]) 21 .
I

De estas cotas sigue que

G, (0] 5 Cet™V 0 para |x} ¢%
'G x)
i t 1- .

Y Cot™V(t/ixl) L |x|™  pera x|t

Yy se concluye como el Lema 1 ,

Falta tratar el caso v =0 , Es inmediato que Gto(x) =
= ™0 Gyolx/t) , de modo que lHGeolly = “Glol |y = cte. y sigue por
Young el Lema

Lema 2

Sea ¥’ un cono circular en E® de abertura - [[/4 , con vértice
el origen cuyo eje tiene la direccidén del vector unitario Py . oSea
g% (D) tal que soporte de g & rﬂ{x ; i(lx[<2} o Para 07t<1
sea el operador O, definido por 6:}= g(tx) (exp (it -e".x)-l)_l? .
Entonces “:.otfl[pé clifllp , C=C(g) para todo P , 1gPL .

Demostracién H
»

S6lo hay que observar que cos ex > cos [[/4 en el soporte de
g(x) , ¥y que entonces g(x) (exp (1 e.x)-l)-]' € (D) . .Se aplica ahg



ra el Lema 4 con v=0

Lemg &
Existe una funcién g(x) &€ (D) , tal que sop de g5 G

¢{x ; %(lxl(2} ¥ -ﬁm 32(2'mx) =1 ,

Demostracién :
Sea g,(t) , la funcién carecterfstica de -i CtC % Yy en
El . Entonces g_-gl(t-n) =1 .
~®

Sea ?(t) = G, « exp (1/(n?¢2-1)) para =1/n4t(l/n y cero en
otra parte. n es un entero fijo, tal que 2/n € 1/4 . C, es una
constante de normalizacién, tal que .“ Wit)at = 1 .

Entonces g,(t) = g(¢) # W(t) es C®(ED y tiene.soporte en
- €tdl |, ademés f éz(t-n) =1 para todo t .

Afirmamos, cosa q;? probaremos més tarde, que gz(t)i = gz(t) es
también una funcién indefinidamente diferenciable, Supuesto esto, dg
finimos la funcién g(x) , x€ E® , como’ g(x) = g3(log,|x|) .

g(x) tiene soporte en 2-%(lx|62 , e8 indefinidemente diferenciable

por serlo Sg(t) , Y f 52(2'"’1:) =£ 32(logzlxl-m) =1 ,q.e.ds
- -®

Veamos shora la diferenciabilidad de 83“) ¢ los puntos donde eg
to no es obvio son los ceros de gz(t) que pertenecen al soporte de
dicha funcidn, esto es t ==-1/4 -2/ y t=73/4+2/n . Conside

raremos este dltimo puntojen el otro la funeidn se comporta simétrica-

mente.

-1/
g3+ 2=t = Pexp(1/(n%e2-1))ax para 0$t<1/n .
2 n -1/n :

Tenemos que mostrar que la rafz cuadrada de esta funcidn tiene todas



sus derivadas nulas para t = 0 ., Por su expresién explicita
853 + £ - t) > (t-t)) exp (1/(nf(ty-B)2-1)) 3 (tty) exp(1/; (n?t2n)))

para todo t; , O&t;<t . Tomando ¢; = [(4h-1)/4h].t resuita
g,(3/4 + 2/n = t) 3 (t/4h) .exp(4n/(4h-1)(n%t%=2nt))

Ademés

(m)(3/4 + 2/n - t) = t™@.(funcién acotada de t ).exp(1/(ntl-ont)) .

De estas dos férmulas, y del hecho que ggm) = suma finita de térmi

nos de la forma

(m)  (m)
Cc . 82m1 ...gzmh .Bzh-% ’

sigue que gém’(3/4 +2/n-t) =~ O ,para t # O , q.e.d,

Demost ién de}) teoremag 1 :

Observemos que vale
1 2 Ay - 2Dy, = (D) ?,; 2 A3,

y como casos particulares de esta fémula:
- - 2
1) Ap - 2NOM L = (@) _ 2 I A,

N

)
i) Ay - M= 0 J_ 2 A,

Escribimos F=JTf ,y s =u-r . Supongamos que Illl Fllp ¢
)18
SC.IhI , ademds de IIFHP <o .

Aplicando 1ii) y tomando normas se obtiene:



Ne
~J 8 ~N+1
HAFHp € gc.a (2ah)® « 2R,
y haciendo tender N a infinito resultta

A Fll, €04 1nl® .

La conversa gigue pues ||A§F||P < 2] IAhFHP . Esto prueba o) .,

b) Como para v entero b) es clerto por la misma definicién de
loe Ag s Queda s6lo por probar b) para O<v<l . Tembién basta

considerar OCusgl .
Casol : uw«l .,

AR 32llp = 1HAG, # Dyellp & 11AS G Inl ey

y utilizando 4A) del Lema4 &2, y el hecho que G, = C. Fo_yoy » Tesul
ta A2 ¢ 0%, | /27 . Ademds 152115 £HIg]p &
€ /t/p,y ,» de donde resulta

/Jvf/P’u-v S. C\l,v /f/P.u q.eodo

Caso 2 i <« uw {2

Sea { Fi} i=1,...,N una familie de conos circulares, con vérti
ce el orfgen, cuyos ejes tienem la direccidn de los vectores unitarios
'e.i , de abertura TT/4 , abiertos, que cubren la superficie Y

= ; s x| = } . Sea fgi(x)z una familie de funciones idefinidg
mente diferenciables sobre g ,soporte de g4 C [y , tal que
Z gi(x) 1 para todo xez . La castruccién de una tal familia

poi ria ser como sigue: sea g{(x) una particién de la unidad sobre

2 , subordinado al cubrlmlento n ’ gi(x) siendo funcd onea no-

negativas. Sea g(x) -%_312 (x) sobre § ; &(x) es pmitive e



ke

indefinidamente diferenciable y por lo tanto también lo es g(x)'} .

Les funciones g;(x) = gi(x).g(x)"ar forman una familia con las propig
dades buscadas. Sea g(x) 1la func;.idh del lema 6, Definimos gﬁ(x) =
= gi(x/lxl).g(x) : g’;(x) soh indefinidemente diferenciables y ade =

més verifican:

N
2
i Zgﬁ(Z'mx)':l pera todo x ¥ 0 .

F=-m i=1

Cons ideremos feAﬁ , ¥ Inler .,

o
ALy T = (1- exp(i h. x))2(1+|x|2 (1- V)/Zf =

Z &y (2 in|x)). lo mismo
m—-a) i=1

Pero E Z (Z'mx) = g7 (x) es una funcién de () , cm so
n==co i=1
porte contenido en {x s x|« 2? ; de donde

N
m = g‘M(Ihl:»c)(1+|x|2)(]""")/2 ﬁﬁf +

hY

i }: (1- exp(i h.x)) 31(2-m|h|x)(1+|xl )Cl-v)/z

m=l 1=1

# ) =y ~-m -2 42
. 2" BIn|x)(1 - exp(2”®nh]%.x)) :

Luego usando la nomenclatura de 1os Lemas 1 , 4 y 5 tenemos

A2 e - p N g L - -n
(1=v) |n] " " L AL T (1-v)(2™T|n[) “2~B|n| a2
2 | ei

Yy por dichos lemas:
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N
HAZ el1p & c.inl¥ 122 T2 TV TRV [
af"llpg ool + 230 oA, g
(1)

v=l+u ’ f v=1+u . vHi=l
$ C.|h| /£/p,u * 4 (27%4h}) C. /1:-'/1,,u Clhj Kl u

Andlogamente se llega a que

v=1
J o f=Tawmy 1t t i T(1-v)2m © o= (Az-moi » de donde:

g(v=l) o ~m(v+u-1)
M ellp g e Help + g; C.2 /2/p w & O/T/pu (2

v .
De (1) y (2) obtenemos AJ f/P,u-w &C /f/P,u Qee.d.

c) Demostraremos primero la segunda inclusién: Segin la definicién
de As-u , NEe L& , con la inclusién contfnua. Aplicando J%
a ambos espacios y usadno b) obtenemos f\f CLﬁ q.e.d,

Para demostrar la primera inclusién separaremos dos casos:

n32 : llamendo 8 = u-r Vvemos

b2u%c = (A2cy #t

luego

HAZ 0% £llp g 1IAZ G lly Hlip
usando e) del Lema 1, §2
resulta || A2 %¢||; g clnf®.|Igl]p = clnl 8l 1% p
como ademés

S - -

Loty = Hellp . g H1ellp = 119% g

vemos que

/3%l o ¢ O 113 q.e.d.




~4%~
n =1 t apliceremo ur méteds parecido-al caso..h). _;_,____am...f&u)‘o,

lo cual no restringe la generalidad.

/\
LA 5% =g tinls - 21y 2

(1-e1hX)2 g# (2‘“‘lhtx)(1+x2)‘°’2r .
mn=1

Llemande g(x) = g T(x) (1~ exp(ix)P/x* , vemos que glx)€ (D) , ¥

P _
OgJef = g(hx) 'l_(lﬂz)-(z-S)/241¢xz)-S/2] n2 .f + el segundo sumando sh
modificarse,

Tenemos entonces

A% = 022 p ) - hPTG 0% + gﬂﬁ LI

Aplicendo lemas 1 y 4 se obtiene
| — L) B .
HAFsRel | £ p%.c n®2 11 + w2 19%) |, + X o™ | l£11, & en®liel],

se cmcluye ahora como en el caso anterior.

Observacién : En este pérrafo se ha usado la transfor
mada de Fourier % = Sei(x"}')f(\f) dY , de donde se modificé la
definicion de J¥

'A » 2 - g -~
e = (1+x|9). ¢ 2 .
Eate cambio no eltera los resulitados. Tan solo altera las constantes

numéricas,
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§4.- Esta seccién esté dedicads & un teorema de extensién que muestra
que definiendo en una manera natural espacios Li(p) sobre un recimto
D cuyo contorno satisface condiciones adecuadas estos espacios no son
_ sino la restriccién de Li(E") a D ,
Necesitamos para ello définir qué entendemos bajo LP(D) , 81 D
es un dominio en E* .
Defin i : Sea f(x) definido y medible sobre D
Llemamos ”f“P(D) a llg’ilP(En) , donde ?’ es igual a £ en D
y O fuerade D ., Llamemos ademds LY (D) al espacio de las funcig
nes medibles sobre D teles que su ||.| 'P(D) gsea finito,
1P(D) con norma ”"“P(D) es un espacio de Banach, locue sigue
inmediatamente del hecho que lo podemos identificar con el subespacio

cerrado de LF(E?) de aquellas funciones que se anulan fuera de D .,

Definicidn : Dadoun dominio D en E® diremos que una
funcién f definida sobre D pertenece a LE(D) , donde k es un
entero no-negativo, si f€ LP(D) y todas sus derivadas en el sentido
de Schwartz de arden Kk son tembitn funciones de LP(D) . Defini
mos ademés la norma de f€ Li(D) como la suma de las normas de D Of,
|| £k , en IF(D) ,

pggigigidn:Und:minioDenEnsediréquetieneco_r_x
torno regular 8i exiscve un cubrimiento finito de <D por medio de

abiertos U, , y pera cada U, existe un cono finito ¥ tal que

(1) todo punto de DUy es el vértice de un trasladado de By

enteramente contenido en D .

Teorema :
Sea D un dominio de contorno regular. Entonces existe un operador

extensién & ome Meva _T;F:(N ~ont inuamente en Lﬁ(En) , DPara todo
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P, 1{PCo» . Més exnlicitamente E es tal cue 81 f¢ Li(D) e
tonces &fe€ LP];(E") y Ef=f en D . Ademés

NELH: « € Cpyp g1,

donde ||f]| es la norma de f en Lﬁ(D) .

Demostracién }

Sea ’771, ’7 una particién de la unidad subordineda @ cubrimiep
to Uy,U Qe D , donde U es un abierto contenido en D . Sea
shora =¥, el cono opuesto a “di , ¥ sea Gi(x) una funcién sopor
tada por -y, , con vértice en el orfgen, que es indefinidamente di-
ferenciable en el complemento del orfigen, y que coincide con unafun -
cién homogénea, ne 2mgativa , *0 , G0 grado ken en un entarno del
orig-,

Introduzcamos coordenadas polares en E° ; sea x = f’\r’ , donde

V es un vector unitario y e= [x] . Entonces
(9/&(’)k(f3n’1¢1(e9)) = Ll)i es cero en un entorno del orfgen y es

por lo tanto una funcidn indefinidamente diferenciable.

Sea ahora fCLﬁ(D) , ¥ extendamos f y todas sus derivedas a ser

0O fuera de D , Con estu extensidn definamos

€yf =2, = Ci(Sﬁ’i(?V) PP AP etx-fP)av ap -
- YiPv)y 2Py P avaf )

donde dV denota el ‘elemento de 4rea de la esfera unitaria en ER y
Ci es una constante cuyo valor determinaremos mé4s tarde.

Mostraremos que vale:i
1) f=f1 en D('\Ui



11) ”fi'lp,kécp’k,i 1211
Probado esto

f = /7(x) Tlx) + 3 M (x) £4(x)

es la extensién buscada (supuesto gque los 77(x) tienen derivadas de
¢rden £ k acotadas, cosa que podemos suponer).

Para probar 1) supongamos prinero que f tiene derivadas ¢ onti-
nuas de todos los 6rdenes en D ., Entonces si x€UiND 1a funcién
f(x-f}’) es k veces diferenciable en el soporte de ¢1(F)’) o Lue~
go la primera integral en la definicidn de £ puede ser integrada
por partes k veces, con respecto de P , Quedando el segundo miem=-

bro reducido al término
0. £(x) S( J/p ¥t pm? gi(ﬁ))e-o ay

y la integral es por las hipétesis un ndmero positivo Ki . Eligien-
do Cy = 1/K4y hemos probado 1) para f indefinidamente diferencia-
ble,

Si ghora f es una funcién arbitraria de Li(D) . Existe una su-
cesién de funciones indefinidamente diferenciables que convergen p.pe.
a f en D ,vy Dufm—-)- D¥f en LP(C) para todo C compacto
contenido en D y |o(|{k (los f, pueden estar definidos por ejem
plo como £p(x) = S‘f(x-y).h(nv).mn dr , donde h(y) es una funcién
C® gde integral =1 y de soporte compacto,)

Reescribamos shora la definicién de f; . Como (a/t)"’ )£=
= 2 —4-)-!- v p¥ , eseribiendo %( por pXf en D y 0 fue-

=9 X |
ra, vemos que:



#
qu#fo‘ "Wif) . (1)

Eif=fi=cil'

, x
donde g, = (1) (k1/o¢1)V By (PY) .
Como ﬂq N Yi son funciones de Lt , teniendo en cuenta que

sl x€Cy = compacto contenido en DNU; , entonces en la definicién
de fifm la fm se integra sobre un compacto CCD , vemos que
Ef,—> E;f en LF(Cy) . cComo Eyfp= £, en U;ND , resulta

que Eif=f P.p. en Ui(\D . Esto termina de probar 1) .

Para mostrar 1i) , debemos acotar ||D(3f1“p para lﬁl,sk ,
por C p kIlf'll . Usando la férmula (1) y el hecho que @, es indg
1
finidamente diferenciable en E'=0 » ¥ coincide con una funcién homo-
génea de grado n-k en un entorno del orfgen, vemos que si |[f3| ¢
< k-1 D@(ﬁq #f) = (D"3 @x) # £ , la funcién entre paréntesis

siendo de Ll . Luego vor el teoremg de Young en este caso

i

£4llp € o ey o llzil |

Sea ghora [@I= k . Si g es continuamente diferenciable, enton-
ees (Z&# & se puede derivar bajo el signo integral, pasamdo k-1 de-

rivadas a la @( y una derivada a la g . ZEsto es

P #p - P
¥ (g, # &) = (D ¢o(#-a-%i-g) :

Si en esta dltima inteegr~l excluimos unes esfera de radio & alrede -

dor del punto singular de la Gq, e integramos por partes Se obtiene!



DP(@(# g) = SD(;(JO( (y) g(x=y) dy + C.g(x) + o(1) ,
y haciermdo tender 5 a O
De (P # 8) = v.p.(DP%‘) # g + C.g(x) (2)

Usaremos ahora el teorema 3 del pdrrafo 1 (demostrado en (1] )
para demostrar que v.p.(D ¢°() conserva los espacios LP(En) .

Llamemos para ello hf{x) = (D' @,) . h(x) coincide en un en =

torno del origen con una funcién homogénea de grado =-n de media 0.,
es imdefinidamente diferenciable fuera del origen, y tiene soporte. |
compacto (méds precisamente su soporte est4 contenido en -8, ) ,
Designemos con hg (x) a la funcifm igual a h(x) para x|>& |,
y O para |x| <& ., Liostraremos que he(x) satisface las hipbte-
sis del teorema 3 , p4rrafo 1 , uniformemente en é s ¥ que

lne#2ily go Hghh, ¥ r€L? (31}
de mod que “ht‘_(X) # gllp € CPIIgIIP donde Cp no depende de E .
Seguiréd por un pasaje al limite y lema de Fatou que

lvp h(x) # glx)} IP € Cp gl lP (3i1)

para g continuamente diferencigble, y l1l<P<® ,
La cordicién a) del Teorema 3 es obviamente satisfecha, ya que

h£(1) es acctada de soporte compacto. Veamos ghora la condicién b):

si |t} € a

|he(s-t) = h(8)| dx <« & hele-t) = he(s)| dx = F(t, &)
S]al22a£' ° i sl?ZEli * e ’

A
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de modo que basta mostrar que

F(t,£) g M (3111)

Sea primero f =0 3
Si |sl® 2ft] podemos aplicar el teorema del valor medio en la si-

guiente férmula, obteniendo

h(x=t) = h(s) = (Wh) _g, X t ,

y como

19b/ds;] & C Is|™2

resul ta
|h(s=t) - h(s)} < Clsl-n'l.lt[ para |s|y 2t (4)

Sigue de (4) que

W
Q

N o -
F(t,0) £ C. |t] 32 t||s| 2 alsf (5)

F(t,0) , y de (5)

]

Sea ahora e‘ftl « En este caso F(t,é)

resulta (3iii).

Sea E;I.tl, . Descompongamos F(t,E) :

F(t,€) = 3 & F(t,}t]) + S' Is|I™ as $

~S|s|32 2{ti¢Islg2& 36> Is]> &

& por (5) F C+Clog3 ’

de donde resulta (31il) de modo que h(x) satisface b) .

A
Veamos ahora que (3i) se verifica. Bastg mostrar que hé_l(C , pues
(%3i) sigue por el teorema de Plancherel,

Sea k(x) 72 fnniA omnglies de grado =-n con el cual coincide
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n(x) en un entorno del origen.

Llamemos la.(x) & la funcién igual a k(x) @ Ecixd<d y cero en otre |
parte. Se sabe que\és(x)" ¢ .
(En efecto, por tener k(x) media nula sobre la esfera unitaria,
§£:(x) =’-) (exp (1 x.y) =1) k(y) dy *CS Izl Iyl ly] ey =
E<lyl<é Eslyled
= ¢. 3.1x|

A . ‘
Esto prueba que para x tal que htls.(C ; ka g(x)lf, C .
’

Mostraremos lo mismo para fx|) c/s .

ke p (0 =S Vi(y)ay + g I i(y)ay =

E¢lylsan/ixl oM/ 1x[4 lyl< 5
ix. (y+—=rs
=S - S e . l‘j" TT) k(y) dy =
VELlylg M/ Ix] 2/ Ixlg lyl< §
= primera5 ~g emk(y-—x;-rr)dy .
2l ¢ly- =% TTIeg 1!

| x| Ix|

Luego

e g (0] [5 (1) K(y) ay| + HS ve;'x'y(k(b')-»k(y-'b'?ﬁ)hll
£¢lyl«2ll/Ixl M/ Il Clyl € §-T/ x|

2
+S Ik(y)| ay +S' |k(y)| &y & lﬂ S:{'c alyl +
Tgiyis 2 S-E—,—slyls%%




® I« Ix|

+§ lnl‘ucﬁd'y“g oM W
s = y il ly | S‘IL Iyl
By | x| jx|

f para S}-la.};l' £ C).

Pero l}:(x) = l%i(x) - una funcién acotada de goporte compacto, ¥

por lo tanto -~ L, , quedando asf d emostrado que %r(x) £ 0 ,

l.q.f.d.




APENDICE

Algunos teoremas refecientes a compacidad reletiva y convergencia de
sucesiones en espacios LP = Bochner (caso particular de estos son los
1F , ver [2} , pag. 318 a) ).

Este apéndice tuvo su origen en la nota (-4] que adn no publicada
nos comnicé gentilmente el profesor J. Serrin, El teorema 2 de este

Apéndice es una extensién del teorema central de aquells nota.

Sea B un espacio de Benach, p un nimero real l¢&p<® , ¥
LP(B;E?) el espacio de las funciones medibles con dominio E* y ran-
g0 B , p-integrables Bochner en la medida de Lebesgue usual.

(Una funcién f a valores en B se dice med ible siexis
te una sucesién de funclones simples que convergen en B en casi todo
panto a £ , £ pertencce a IP(2*;B) si Ilf-fnllpdx ~» 0 para
n-<w ® ; para una cierta sucesién fn de funciones simples

Hfml!p « M , Se demuestra que para que esta dltima condicidn se
cumpla es suficiente que f s medible y que Sllfllpdx \(co .)

Un conjunto GC IP(E';B) sedird equicontfnuo , si
para todo £» O existen ,ApD>0 tales que

P
aup Hell ax € (1)
g€ G Sl:':la')~ €
y , o
sup Sllg(x-t) -gx)l axg £ |, sl |t|.-5/u. . (2)
g€ G
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G se dird localmente condiclopalpente sogpagio, si pera tofo x €E°

existe un entorno U(x) de x tal que para todo conjunto V , ableg
to y acotedo, V€U(x) , el conjunto

? Svg(t) at 3(0‘

es condicionalmente compacto en B . (La integracién estéd tomads en

el sentido de Bochner).

Vale el siguiente teorema:

Teorema 1 :
G ¢ LP(E™*;B) es un conjunto condicionalmente compacto si y 86lo si

G es equicontinua, acotado y localmente condionalmente compecto.

Demostracitn :

Las condiciones son necesarias: la equicontinuidad y acotacidén de
todo conjunto condicionalmente compacto pueden ser probados como [2]
Sec.10, Teorema 2 ,

Ademds dado cualquier conjunto a bierto acotado VCEn , ¥ una su-
cesidn {gx&CG podemos elegir una subsucesién fn corvergente en

IP(E";B) . Entonces:

P 1/
Hj‘v(fn-fm) ax|| X Svllfn-—rmll dx £ C (Svllr,,-rmll ax) | —= 0

lo que prueba la condicional compacided de Svg dax , g€G .

Las condiciones son suficientes:

Llamemos g' a la restriceién de g€ G a la esfera |x|<¢ ZA ydon
de >\ estd asociedo a & por (1) ., AdemSs denotemos con g" 1la

funcién g" = g' # w donde w(t) es unafuncién continue no-negativa,
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cuyo soporte esté contenido en {x i Ix]gmin (),ﬁ)} , ¥ tiene in_
tegral ) (/L aqui es 2. ndmero asociado a & vpor (2), )

Entonces g" , g€G , es una familia de funclones continuas a va-
lores en B , cuyos soportes estdn contenidos en |x| _<__3> .

Se verd que este conjunto es conmdicionalmente compacto en el espa-
cio de las funciones comtinuas a valores en B , de dominio la esfera
cerrada |x|€ 3 , con la topologia de la convergencia uniforme. Para

mostrar esto aplicaremos el siguiente:

T eoremg de Ascoli
Sea C una familia de funciones continuas definidas en un espacio
de Hausdorff compacto, y con valores en un espacio métrico y con la to
pologfa de la convergencia uniforme.
Entonces F€C es condiciomalmente compacte si y sélo si:
a) F es una familia equicont fnua
b} el conjunto _{f(x) : T¢ F} es condicionakmente compacto en
Y para todo x€X . (cfr, Kelley, J., General Topology,
Chap.7,th. 17)

Que g" satisface a) sigue de que
sup |lg"(x=h) = g"(x) ] < §lw(x-h-t) 2 wlx=t)| llg" (D] at g
P 1/
< sup Ilw(x-h)-w(x)llm.M(Sllg,'ll dt)

Probaremos a continuacién que satisface b) .
No es diffcil ver que el espacic E puede ser dividido en una ma-

1lla tan fina de cubos no rampantes, de caras paralelas a los ejes, que
cada cubo que interseca la esfera |x|€ N\ , est4 contenido en algin
Definica

U(x) con x|« . Esta subdivisién la llameremes P, .
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la aubdivisién PJ. , llamamos P,j+1 a la subdivisién obtenida divi &
diendo cada cubo perteneciente a la subdivisgién PJ en 2% cubos

ignales.

Sea w, 1la funcién que en cada cubo QQPn toma el valor
inf w({x) . Para probar b) 86lo tenemos que mostrar que dada una sy

Xe
cesifn gj(x) existe una subsucesién f; , tal que

Sw(x-t) fJ(t) dt converge en B (3)

Ahora por la hip6tesis de la condicional compacidadé local, sabems que
para todo n Swn(x-t) gj(t) dt es la unién de un ndmero finito de

conjuntos condicionalmente compactos y por tanto condicionalmente com-

pacto. Por un proceso diagonal podemos xtrpaer una subsucesién
ifdieggaf tal que. Swn(x-t) fJ.(t) dt converge para todo n fijo.

Tenemos shora:
I Sw(x-t) | fj(t)-fi(t) | atl| <
< N waegeantl + 11 egtemattl + 1 gytmudll £
= “jwn(fj-fi)dtll + Hw=w |1 .M (Sllfdlldt + |1£g1] at ).

Como w, converge uniformemente a w(t) y sup j”s’“dt o se

n
ve que (3) es verificado.

La demostracién siguc ahora como en [2—[ sec. 10 ,th.2 .

Qbseprvacién ¢ Lacondicién de local condicional compac:

dad no puede ser cambiada por esta otra condicién mds débil.:
Todo punto tiene un entorno abrerto U tal que ;SUg dx; es co:

dicionalmente compacto.

En efecto, sea ¥ wi tipacic Zg Milbert, STy 82 dos esferas en



B disjuntas, de medida 1 . Sea

85 si . x & Sy

gj(x)z e1~e; si x€8S,

-0 en. otra parte
donde iei} es uga sucesidn ortonormal en B , Entonces gnéLp(B),
Hgn-gmllpdt = Sn 23/ 2 y el conjunte no es condicionalmente compac-
to mientras que es acotado, equicontfnuo, y la condicién r) estd sa=
tisfecha (si x(§1_u's"2' tomar como U(x) cualquier abierto que con-
tiene —S; y -S; )

Aplicacidén ¢ Como un caso particular tenemos el teorema

de Riesz sobre conjuntos relativamente compactos en 1P . También

es f4cilmente verificado la suficiencia de las condiciones dadas en

(2], sec. 10,mn.2 .

Lema 1 :

Sea f,(y) una familia de funciones a velares en B , tal que pa-
ra casi todo .y y T,(y) comverge débil en B . Supongamos que
€ LP(E®;B) y que existe una funcibn real v(y) tal que v(y)e¢LP

y

l 1£,(y)]1 & v(y) paracasitodo y .
Entonces fn(y) es una sucesién de Cauchy en LP(B) si y sélo si toda
subsucesi6n de fn contiene una subsucesién fn que converge p.p.

k
en B .,

Demostracidén :
La condiciones son suficientes. En efecto, {fnk} converge en LP
a alguna funcifn f_ (por el teorema de la convergencis dominada) y

el limite fo(y) = sl 1fmite d4bil puntual p.p. Iuego f, corverge
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en LP(B) .
La necesidad es obvia, pues toda sucesién convergente en 1P(B)
contiene una subsucesién convergente p.D.
El argumento precedente seré usado varias veces, pero no seré escri

to explicitamente,

Corolario

Sea f (x,y) una sucesién de funciones de LBP(x,y) , 1gp ,
q¢® , tal que pere casi todo y Zf,(x,y] converge d&bil en L3(x)
q/x s V(y) Pe
P. y entonces fp. esuna sucesién de Cauchy sdrTe LYDP(x,y) si y

y existe una funcién v(y)e& LP(y) tal que £ G,y 1

s6lo si vale:

I) toda subsucesién de £, contiene una subsucesitn £, conver -
k

gente en LY(x) para casitodo y . '

(Basta observar que se2dn [2] §9 , Lq'p(x,y) = P(LYUx)) =
= Lp(B,y) Y aplicar el Lema anterior, q.e.d. )

4 continuacidn veremos que en el corolario anterior se puede susti-
tuir 12 condicién I) por la sigulente condicién:

I1) ” llfn(x-h,}') - fn(x,Y)Hq/x Hp/y m 0 uniforme -

mente en n , sl se pide que los fn tengan s oportes contenidos en

un mismo compacto,

Estableceremos este resultado con un poow méds de generalidad.

\

Teoremag 2 :

Sea Q= (qyy..-qy) , P=(py,e.eypy) , 1<Py , Q4¢®@ , ¥
fn(x,y-) una sucesién defunciones sobre me_En ' 'fn(x,y) <
€ LQ’P(me E') tal que para casi todo y .1 -fn(x,y) converge d ébil
en LO(ED) , ¥ existe una funcién v(x,y)eLQ’P tal que pera casi



todo x,y ,

S|x tkllfn(t,y)l dt £ vix,y)

Entonces £ converge en 1% 8l y s6lo si

II1')
Ilf.n(x-h,y) - :l':‘n(x,y)lll,’Q _lh'-l' "_""'0" O uniformemente en n.

Demostracidén

Sea K(x) una funcién sobre E" no-negativa, continua de soporte
en la esfera unitaria, de integral 1 . Definamos para f£€L9P
p Por : f,(x,y) = jK(t/h) f(x=t,y) &t / h® , siendo h real po
sitiva. Un célculo st.arrlard da:

f

HE(x,y) = £0x,3)| IQ’P & lfffn HE(x=t,y) - f(x,y)llQ,P (4)

Mostraremos ahora que la condicién II') es suficiente:
e Gey) = 2,003 g p < HEgog o+ Hep 2 o lig £, (6)

Por verificarse II') y (4) los dos primeros sumandos del segun-

do miembro pueden hacerse menores que un E arbitrario con tal de
tomar h pequefilo., Pere h fijo, por la convergencia débil de los

£, seve que (f,=f,)(x,y) comvergea O con mn =» ® , para

casitodo x,y . Ademids

lfmh(x,y)l £ C(K,h). Sltlgh'fm(x-t”” dt & por la hipStesis < C.v(x,y:.

Sigue por el teorems de la coﬁvergencia dominada q ue

el WD A

e, ~£ )11 P



luego, de (5):

1lim sup Ilfn-fmllQ L€ , ¥ por tanto =0 ,

P

. La necesidad de la condicién II') sigue de que todo conjunto con-
dicionelmente campacto en LBP 10 verifica (ver [2] pg. 320) .
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RESUMEN

En este trabajo se estudian espacios de Banach de distribuciones
sobre E? | que tienden a generalizar en varios sentidos a los espa-
cios funcionales de IP(E") con cierto ndmero de derivedas en LP(EM,
Estos espacios sm los LE(E“) , U real, definidos en la siguiente
forna: IE(E) = {f = o% ; getP(eM} .

Aquf P = (py,...,pp) es una n=upla de ndmeros reales 1£Lp; £,
y LP(En) es un espacio de norma mixta (cfr. A, Benedek y R, Panzone
"The Spaces = ¥ with kixed Norm® Duke Math, Journal, Vol 28, N3 ’
pp. 301=324 (1961)). ZEL operador J° est& definido para u comple-

Jjo arbitrario, como
S - ]
Mg =1+ 4T|'2lx|2) % g para ge(s')

( ~ significa transformada de Fourier),
Iuego los elementos de I.ﬁ son en general 4 istribuciones tempera-

das, la norma en lﬁ se define comeo
%lp,u = lHellp -

Estos espacios son estudiados en el trabajo de A.P. Calderén
"Lebesgue Spaces of Differentiable Functiom and Distributions"
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, of the Americen Math, Soec.
Vol IV, pp. 33-49 (1960), en el caso en que L' =1P

Aqul se generalizan los resultados de este dltimo trabajo sustitu-

yendo IP .por ? .
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Las generalizaciones se logran en general para P tales que cada
componente py de P verifica la misms relacidn que la p en el
teorema original y en varios resultados se logran mejoras. Por ejem-
Plo en la generalizacitn del Lema de Sobolev se sustituye ICp por
1¢p; , 1<pp ¥ como consecuencia, este mismo tipo de mejora se
presenta en las relaciones de inclusién que valen entre Lg ¥y Ls_
(efr. Teorema 6 pg. 35 del trabajo de Calderén); el teorema 8, pg.
37 del mismo trabajo se obtiene por un método de demostracidn distin-
to, para l‘pism .

Se agregbd también una versién para los espacios IF de un t eorema
de Mihlin sdbre continuidad de LP en LP de ciertos operadores ti-
po convolucién,

En el apéndice se estudian problemas relativos a compacidad relati
va de subconjuntos de LP y de otros espacios de Banach, y se generg
lizan los resultados de la nota de J,Serrin®"Strong Comnvergence in
a Product Space® (Proceedings of the A.M.S. Vol. 13 N°4 pdg. 651-655)

para los LP « de noma mixta.
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