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INTRQDUCCION

La presente tésis tiene por finalidad estudiar en el marcode los es

pacios de normamixta algunos resultados recientes de operadores y espa

cios de distribuciones de interés en la teoria de las EcuacionesDife 

rencialest Los espacios LP de normamixta son estudiados en [22] .

Su definición y propiedades que en este momentonos-interesan se enun 

ciarán luego.

El objetivo en forma mas concreta de la presente tésis es reproducir

en estos espacios la mayorparte de los resultados del trabajo [3] .
La presente consta ademásde un apéndice en el cual se estudian caractg

Drizaciones de conjuntos relativamente compactos en espacios L -Bochner,

y condiciones suficientes para que una sucesión de funciones de LP ,

convergente en cierto sentido sea convergente en LP .

Este trabajo está dividido en cuatro secciones y comoya dijimos un

apéndice. En la prfimera sección se introducen los espacios HE que

son espacios de funciones para 1130. ( u es real) y de distribuciones

temperadas en general. En el caso de u entero no-negativo correspon
den a la familia de las funciones de ÉP que admiten derivadas hasta

órden u inclusive en LP . (ver [/1], Teorema 6). En este mismopá

rrafo se consideran Operadores multiplicaci‘n (Míhlin-Hñrmander—0alde—

rón) y operadores singulares (Calderón-Zygmund). Se estudian también

los operadores potenciales de Bessel reales¡y complejos ( Ju , Jz ) 3

los de derivación, y su cnmno‘Lamientcen los espacios IE . El pri 
mer párrafo concluye ,n un teorema de interpelación entre los espacios

L5 .
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En la segunda sección se consideran análogos de los teoremas de Sobg_

leff y Krylov.

En la tercera sección se estudian las prOpiedades de continuidad Ho;

der y análogas de funciones de L: , 041.151 ,

La sección cuarta trata de espacios LE(D) , definidos en un recin
to D no necesariamente = En , y se considera una extensión de

Lim) a 15m”) .

Algunos de los resultados aqui considerados son demostrados en forma

'análoga a la de sus homólogos con P = p . Los que no pertenecen a

esta categoria son, entre otros, los siguientes:

a) Nota 2 a1 teorema de interpolación (Q1) (cfr. [3 J pg. 4o) .,,..
b) Teoremade Soboleff (cfr. [,2] pg. 321)

c) Lema1 del éz , en particular el punto e) (cfr. [3] , pg. 34)
d) E1 párrafo 3 (cfr. [:3 ] , pg. 37) .

Finalmente quiero agradecer al profesor Calderón quién sugirió el te

ma y al Dr. Gonzalez Dominguezquien apadrina 1a presente.

Se enumerana continuación definiciones y resultados básicos del tra

bajo usados en el transcurso de este trabajo.

Sea En el espacio Euclideo n-dimensional, y sean x = (11,...,xn),

y = (yI,---,Yn) , etc. , puntos de este espacio. Denotaremos con dx =

= dxl ... dxn el elemento de volúmen de En‘ . Sean además P = (p1,..

...,ph) , Q , R , etc. , n-uplas-de númerosreales generalizados

lápiácn . (Esto lo notamos más brevemem‘ácrm 1;.Psm , y en lo
sucesivo, toda relación o igualdad que involucra P , Q , etc., debe eg

tenderse componente_a componente).

Para una función fo) medible Lebesgue sobre En , introducimos

la siguiente norma-P : tomamos,para (x2,...,xh) fijos la norma pl
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de f(x) en la variable x1 ._ Resulta asi una fimoión llprl/xl
medible en (x2,...,xn) . Fijando ahora (x3,...,35_l) tomamosde esta

función la norma paz en la variable x2 y asi siguiendo. Denotamos

el número asi' obtenido con I If! IP . Eltonces

f Q = :f' . .n IIP H_(||(|I.llp1/¡1)llp2/x2) “plz/¡n

Se verifica que ILIIP es efectivamente una normay que el espacio

de las funciones medibles fix) para las cuales Ilfl IP es finito es
un espacio de Benach. A este espacio llamamos LP(En) .

Los teoremaa que enunciaré a continuación aparecen demostrados en

nuestrotrabajo ysólo las mencionoaqui para serautocomistente,

Tgoreg 1., z (Teorema de Young) Si P , Q , R , i 1€p1,q1,rieoo,
verifican

(l/pi) + (l/qi) = 1 + (l/ri) ,

esto es

LT+1/ a 1+1m' P QQ , y ch , ¿6L

entonces:

R_f#g‘L y |H#aHR€|HHPHgHQ

Tgoregag z (Teoremade Sobolev) Sea L? (¿pulg una n-upla

de númerosreales, me“; . Si P v _,.,._'.‘ca'|r-?sque (1/P)
- (l/Q) = L , .1{Pal/u , entonces vale:



Ilf # ¡xIÏ-ans ch,p> “mp

para todo fGLP , donde ‘E‘: ¿li-“#911 .
Definigión l : Designamoscon H al subespecio de las funciones

simples de En que verifican la propiedad adicional de ser constantes
sobre paralelepipedos de "caras" paralelas a los ejes, y ser nulos fue
ra de un compacto.

¿aL/Bavaria,
Definición g : Decimos que una función F(z) , con-tinas en

OSRe(z)¿<1 es _Q_e_crecimiento agisiblg, si

log lF(x+iy)Is A . esp (alyl) con cierto mil-I ; 09:51 .

Definición 1 : Decimos que una familia de Operadores lineales Tz

es de crecimiento admisible si complelos tres puntos siguientes:

i) Tz , para Oá-Re(z)¿1 , es una transformación de H(En) en
la clase de las funcicn es medibles sobre Em .

ii) para FeH(En) y G una función acotada, de SOpO?te compacto y

medible en Em , vale

'\

j m (TZF).G dy es analítica en la franja 0< Re(z) <1 y con
E .

tinua en 0 ¿Rd z) ¿1 .

iii) para F¿H(En) y k=1,2,...

JI I 'TZFI dy es una función de crecimiento admisible' k
(Def. 2).



Mi z (Riesny-Therin)Sea Pi=(pli,n_,pni) ’ Q1:
.= (QIiH'ani) 1:1,0 , lépqusm y sean Py Q definidos
por

1/p1 = (l-t)/pio + t/pn , I/q1 = (1-t)/q10+t/q1_1 .

Sea Tz una familia de transformaciones de crecimiento admisible, que
verifique para FGH(En)

IlTiy Filcbé AQUI)HFIIPo

I-lT1+:LyFHle AIM HFJIP1 con log IAiCyHg Casal“ , 1:1,0
acTÏ

Entonces “thHQ ¿At [IfHP , donde At depende de A°(y) ,'A1(y)
y en el caso especial en que A10!) no dependen de ,y , At = Ak't. Í.

Megas s. Si P = (pr...,pn) 191316.60 , entonces el dual de
LP(En) es LQ(En) , l/pi + l/q1 ¿"1 , en el sentido que toda función
lineal F sobre LP tiene. la forma

Fm = 551m: con su.“ y “Fu = “suQ .
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61.- Seo Ja la transfomeda de Bessel definida por

A. L.
sz = (1 + 41T2|xI72).f , para todo z complejo,

y f" (S') = espacio de las distribuciones temperadas de Schwartz.

( A indica la transformada de Fourier definida por:

_f = Semflx’y) fix) dx , para funciones de (S) ) .

2 -z/2
Los Jz forman un grupo aditivo y cano (1 + 4TÏ [112) e (Ou)

para todo a , cada una de ellas define un isomorfiano en (S) . Lác

más, si a designa el Laplaciano, (1+A)Jz n ¿{z-2

T e o r g m g l z

Sea Re(z)>0 y 1.5pi‘m . Entonces Jz transforma LPM?)

continuamente en LP , y'si z es real, con norma _‘1 . ¿danés

51?.ng dx es una función entera de z para f,g€(S) .
DemostraLción :

2 2 -z/2
La antixransformada de (1+4TT [xl ) = (¡J!) está dada por

sz = az.) . e-IxE-let _ (t + “2)(n-z-1)/2 dt

si O<Re(z)<n+l , donde 9(z).1 = (2”)(n.l)/2.2d2.r(f).P(l=%fl).

Si z = a‘i-ib' , n+1.)a)0 , IGZÜÚIg Ic(z)/c(e)l.Ga(x) = 3,6.(1) ,

Ademásea fácil verificar que G.(x)c L:L y comoes no negativa , _

HGa(xH|1 = {13(0)= 1 . Esto prueba las dos primeras efimflnma .
Para probar le última hasta ver que:
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2 2-»(z+A)/2 2 2 ¡2 'A
[(I+4TÏI1Í) z «(14'41'1'lxl)»z]/Az = (¿una

converge en (0M) , luego (Az)'I(AJ)g convergeen (S') e

íf'(Az)'1.(AJ)gu convergeen C . c.q.d.

Para lo que sigue se necesita la siguiente extensión de un teorema
de Mihlin:

T g o r e m g 2 z

Sea K un Operador sobre (S) definido por 12?: k(x).í’ , donde

k(x)6 L°° y es tal que S? ¡RM nm‘kl2 dx g 1323" paraO<R<cn , y para log!«g Z. ( R aqui es un número
real, no una n-uplsal). Entonces se verifica HKfIIP<CP IEIIIP para

todo P , ltp1(og .
Este teorema es consecuencia del siguiente teorema sobre núcleos sig

gulares, demostrado en nuestro trabajo en colaboración con LP. Calde 
I‘OI'I:

T e o r g m a 1 z

Sea K(x) una función sobre En , tal que verifica las condiciones

a) y b) siguientes:

a) Si x = (u,v) , ueEi , vena" con 1+3 = n , injyo , enton

ces K(u,v)e LI(u,v) , localmente en v .

b) S IK(-t)-K(s)lds M a) si It; .slsl>2a S 6 fi R
Si para algún q , l<q€o> ,vale

IIMIÍq'ác Hqu ,
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entonces cualquiera sea P , 14p14m , vale

||K#fl IP¿C(M!P'q)c) IP

Demostración delteorema2:
Sea 9(x) una función de (D) con soporte en ¿<le (2 , tal que

Í G(2"jx) = 1 para x 7!O (para la existencia de una tal función

x-rïr Lema 6 , 53 .)

Definimos kJ(x) = k()_c).9(2"jx) y K3 = id . Observese Que KJ
es una función (e L2) .

Vale,‘

1) SIKJI dx ¿G.5 con C independiente de j

ii) llamando GN(x) = JEN KJ(X') , se verifica

Si |_ P IGN(x-y) -GN(x)I dx «CHE mientras Iy[(as .x .) -a

En efecto,

2 X 2 mi
(3119 dx) 5 S<1+223Ix|2) md; dx . S(1+22JIxI2) dx

-n' ' Zálml 2
= 0.2 J Í: c 2 |D°‘k¿| dx ÉIv ¿y °‘

s. usando la hipótesis sobre k(x) y la definición de kJ- (¿G.82 ,

esto prueba i) .
Por cálculo.e “¿Wenas e" -tem'or se obtiene:
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J (n/Z un)K() dx4C.B(2.)
Slxi>al J x' ‘ a <1)

y!

Sthhc-y) - KJ(x)l dx .5.C.B . ¿"5.a , Iyl «a (2)

De (1) y (2) resulta:

. * B -36

S'xpzaECNCx-yi' -—GN(x)l dx í C.B. Í min (23a , (2-ïa)(2 ))€C.B,í _m

lo que prueba ii) .

Sigue de i) y ii) que la función GN verifica las hipótesis del tagA
rema3 . ComoIGul4; kJÜIH5 llkllm , llGNfillz íllkaJlI‘llg;
resulta entonces de dichó teorem que

“GN# fllp ¿CHÏHP

donde c depende de B , P , llkl la, pero no de N .

Ahora, si risas) , GN# í converge en L2 a Kf , para N nabo:
(pues Gíít} = Z k .Ï‘ converge en L2 a la? ); sigue que una sub

_N J . . .

sucesión #12 converge en casi todas partes a Ki , de donde resu;
ta la t ésis.

Corolario delTeoremaZ:
A a

Si Kf está definido para fé, (S) por KI‘: k.f y k(x) verifica

ILD“k(x)l ¿C le'l" para INI a --af .



entonces el Operador K definido como en el teorema 2 verifica

HKÍHP ¿CP IlfllP , cuahuiere sea P , 149140 , fi¿(S) .t

En efecto, las condiciones impuestas en el corolario a la función

k implican que k(x) verifica las hipótesis del teorema 2, y el he

cho adicional que IleII2.s c Ilrll2 . 1.q.q.d.

T e o g e m a 3

si q = (a1,...,g(n) Mi enteros no negativos, y Re(z))|°(l ,
entonces Do‘Jz transforma LP continuamente en si mismosi 1<P<on.

Si z = 1V , vale

z nllJ rnP ¿cpmwn “fuP .

Demostración:
“ 2 'Z/2 n A

Díïzf = C xo‘(l+4TT Íx' ) f = k(x) ._f . y se verifica:

IDGk(x)| s (1+Izl)nIxI'|6l.C si I'Kísn . Luegodel corolario
precedenteresulta la tésis.

pginicióng s Sea u un númeroreal y P td que 1‘p1_(¡co .

Definimos La como la imágen de LP bajo Ju ; además si f = Jug,

ddmmw Hflbfi=IMHp.

I g o r e m g J z
P

a) Los espacios Lu son isométricoe con LP , lápiíw .

b) Si 1<.pi¿oo , J? ee un isanorfismo entre L5 y Ls , don
de v=Re(z)+u .
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c) Si z es real el isomorfismo precedente es una isometria, aún

cuando lfiipiggm, '.

d) Si u<v ,entonces LÏJLÉ ypara feLÏ tenemos

e) Si 1<p1<m , entonces Dx transforma Li continuamente en' iP
Lu-I 

D e m o e t r a c i ó n í

a) y c) son consecuencia inmediata de la definición de L: .

b) Si r 1€,f=Jng con g LP . LuegoJ”:=J’**“g=
Jre(z)+u (JIm(z)i g) Por el teorema 4 :

z _ 11m(z) aIIJ mm — llJ gnp s. c llsllp c ¡Irun
q.e.d.

d) resulta análogamente:

l fll = efur = JVflJ'Vr - or 'r. J'Vr = r ,l PN Il lb ll “psp 35“ HP “¡un

e)

Ilnxirlip,u.1 = IIJI‘“D,¿1:€IIP= IKJ‘DXiN’MIP 5 por tu g

s 0p Ihr"?! Ip = op muy,u . q.e.d.

Dgggnicióg a Llamamos HE , u entero no negativo, a1 espacio
de Benach de las funciones de LP , tales que sus derivadas en el seg

tido de Schwartz de órden ¿la son funciones de LP , con la nonma

de finida por Unir“ , que denotaremoscon IfI .
la: t. u P P'“
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Teoggmg. fi:
P

a) Sea u entero no negativoy 1< pi ¿cn , Entonces Lu - I-LÏ ,
y existe una constante c = c(P,u) , tal que:

(l/c) “HIP”; s [flp'u 4° HÏHP,u

b) Si u es entero no pasitivo 1<p1<® , fíLfi si y sólo si

f .-_ Bag“ , donde g LP . Ademásexiste una eleccións-u
de Os gq tal que

c'ï. Ilfllp;u¿MZ ngtlp s c. Ilfllp,u .5-0

Demostración:
ur a!

a) Sea fíLfi y “ku . IID fIIP= J'uÍIIP ¿por14‘
S C I.IJ"ufHP = C. llfllp’u . Esto prueba la segunda desigualdad.

Ademássi f€(S) , ¡I.7'“t|,lp = IIer'u‘(1+A)r rllp S si r es

mayorque u/z s 1‘: o“ “¿ü-u DoI‘DflfIIPS Ï c nn- ruP,l?tu P p
Ms 21W

Esto termina de probar a) dado que toda función f con u deriva

es aproximable de tal manera por funciones de (S) quedas en LP

u+1 de dichas Íhncionea comerjanlas derivadas de orden menor que

en L:P a las derivadas de f .
CK P= D L entonces:b) Si r E gol , ¿“e ,

“rn =¡IJ‘“rH un} Jïun‘fi.“ Í c Hg II v.P,u P i ¿u cx Pílukuu °< P
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Sea ahora fe (S) y r entero talante 2r> 4.1 . Entonces

f = (1+A)rer r = Z cu ndanam J'“ r =
¡Bai-u
¡pl-52m;

a D°‘( 13‘5er f) = z n°<h .g-u lp garmch lo; s-u B°< '

y “su”P s c lIJ'“rHP . Esto prueba la segundadesigualdad en b)
en el caso en que f6 (S) . El caso general sigue por un argumento de

densidad. En efecto, sea fGLE 3 entonces f ==Jug con ¿GLP .

Sea gne(s) una sucesión que converge s g en LP , y llamemos

fn = Jugn€(S) . Entonces los 32‘ asignados en 1a demostración pr;

via a fn son de Cauchy en LP , y conVergen alli a ciertos g°< .

Luego 2518!; converse en (S') a IDugu. ; por otra parte

ID“ gg... = fn converge en (S') a f , .'.n f =ZDMg°< . Ads

más existe una subeuceddn tn tal que ¿ni , convergenpun 

tualmente. Por la desigualdad b) para estos :fni y el teorema de
Fatou sigue la tesis.

N g t g 1 :

Si u es entero positivo, y t es cualquier real >0 , entonces

valen las inclusiones LÏ+tCP€CI¿_t , para todo P , lápiém ,
.1 '

y ° 'lfHP,u-t S lf'P,u S CHÍHPmá-t °Demostración:
Probaremosque el opeyador (Jqu) , si u>latl transfcrms con

P
tinuamente L en LP , para lápiíco .
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Veamoscomode este resultado sigue 1a afirmación de la nota:
(X + or. — - 

Si rafiü un mp = MJ“tn r“ tnps por <5)s cua u tur:
_—.c ||f||P’u_._t mientras l°<I' 5.a . Esto prueba 1a :rimera inclu 
sión continua.

Si fél-lí , J'W’tr = qu+tJ‘2“r = Ju+t(1+05uf =

= z Cu(Ju+tD°().D°(f , entonces por (3) HÍ'ÍIP u_t =
Iuléu 'q

= ||J-u+tf“P \< Z C¿<HD fIIPSC HIP,“ . Esto prueba la eegugMeu
da inclusión continua.

Para probar finalmente que (J“D°() transforma continuamente LP

en LP , siempre que u>|°v<l , cmaideremoe el Operador (Jvai)

con v>1 . DxiJVf. = 1)JI(Gvïtt) . De la fórmula explícita de cv
dada en el teorema 1 se ve que (DX GV) ee una funcibn de L:L para

0*1>V>1 , y 00m0 Gv+u= Gu#Gv para u,v>0 , el mismo resultado

vale para todo v) 1 .
Pv P

Luego DxiJ transforma a
enL

cx

lspiám - 00m0 JuD =TT(Ju/IN|D¡J) J es una aplicación squ

continuamente si v)1 ,

siva de Operadores de esta forme, tiene la mismapropiedad. q.c.d.

_’I_‘e g z e m g I

Sean f y ge (S) , 15P<o . Entonces <f,g> = ff g dx es
tal que K133)!Sllfllp;ullgllp.,_u (JL/pi= 1 num) y (ng)
puede ser extendida continuamente a La 6 La; .

Toda funcicnal linea}. contínua en L: es de la forma l(f) = (133)

con un cierto ggLÏ:1 , si IQPQD .
Demostración:
Para funciones de (S) evidentemente se tiene:
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(1., Jug) = (Juf , g) , cualquiera ¡sea u . Por lo tanto
(Lg) = , g) =<J'uf , Jug) . Porla üesigualdadde

Hblderpara los espacios LP , vale i<f,g)‘= , Jug ‘<_
5 “J- ÏHP “Jugllp' = “Í'HP,u“8“P',.u o

Hay entonces una extensión de <f,g) para 1a cual vale:

(13g) = (J'uf , Jug) Vu .
Sea ahora L una funcional lineal continua sobre La . Entonces

F(h) = defL(J"¡‘1:I.) , para thP ea una-fundníaleontínua sobre LP

.'. por el teorema 4 de la introducción, L(Juh) = (mg) con cier

to gGLP' . Ahora J-ug = g'GLPLu , de modo que g = Jug' , y

L(J“h) = (h , Jug’> = (Juh , g') = <f,g') = L(f) q.e.d.

A Continuación ae dará un teorema de interpelación entre los es'pa 

ción LE z

2 g Q g g m g _8_ 1
P

Sea A un operador definido en (S) , continuo de kim“) m
1 m

Lvi(E >
Si =(pn,ooo,pm), =(q11,ouv,qim),

, 1:0,I , upvi reales o

y P = (p1,...,pn) , Q: (q1,...,qm) , u y v están definidos

por I/pJ = (t/pIJ) + (LH/pod , l/qj = (t/qldï + (1-t)/qo¿ ,
u = tu1 + (1-t)uuo , v = tv1 + (I-t)vo entonces A definido en (s)

es continuo de Lawn) en 13W“)

Demostración:
Sapondrmos sin pérdida de generalidad que Vl-vo Z O . Sean

{01€ 08(Bn') , 902€»(Em) , pi? 0 , y de integral = 1 ¡sean

K1 , i = 1,2 los operadores. K1= 8-“ (Qu/6):: , =
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= 6-m€02(x/5)# í JÏ o J: las transformaciones de Beeeel en En y

Em respectivamente. Sean además «205) = (ul-non + uo , L(z) =

=. (Vo-VI)Z -- vo. y por último 360.132 el operada definido por

Bzf = JE”) A K1Jiu) f para f s-imle,_ perteneciente a la clase

H , definida en la introducción, y OiRe(z.)ál_ .

Eviñentemente K1Ju”)? = JL“) K1te (s) , Juego A K1Juz') r

está bien definido y pertenece a L 1 , es decir es de la forma

Jvlg con gfL . Como Re(L(z)); -v1 ? JL”) A K1 Jul) f =
JL(Z')+v1 g es por el teorema 5 una función, G. L .

Queremosprobar ahora que el operador Bz cumple las hipótesis del

teorema de interpolación de la introducción; nuestro teorema seguirá
cano conclusión.

L g m a :

El operador Bz verifica:
n+m

1) Ilerl-lQo \< Co(lzl+1) [IfIIPO si z = iy ; co dep. de
Po v Qo v Mo

11) HHzfllQ1¿cluzhnmm ¡IrllP1 si z = my ; c1 dep. de
P1 t Q1 v Ml'

iii) La familia BZ es de crecimiento admisible.
Demostración del lema:
Conaiderenoalas siguientes aplicaciones continuas:

a) K1 : LP—rLP con nome 51 , si lipláco .
((5) , P P n

b) J:L .Lr—ñLr+Re(i(z)) con norma ¿CP(1+IzI) , si
1<pi<m .

P
'c) Identidad; Lai-¿fight connorma sl , Ost , lspi<m

Ve.



P1 Q1
d) A : L —-‘o L con norma (.M , i = 1,0u1 vi \ i

L(z). Q Q m
e) J2 . Lv -—1uLv+Re(L(z)) con norma 5 (1+Izl) .CQ , l<qi<m

f) Identidad: Lg. -o- L3._t. con norma ¿1 , t'.>,0 05 qis 1

Si z-= iy , por los puntos a)-f) anteriores tomando r = 0 ,

P = , Q= % , resulta o
Si z = 1+iy , por los mismos puntos tomando r = 0 , P = Pl ,

En e1_caso z = x+iy , eligiendo en a)-f) r = Iul-uol , P = P:L

Q = Q1 . -6 = ¡ul-uol + Re(L(z)) ; t = s-ul , s' = t' = v1+Re(L(z)),
obtenemos

IIBszIQl 5 c (lzl+1)“+111llKlfll (4)P1,Iu1-uol

Como K1f€(S) , de esta desigualdad sigue que, ei se demuestra

que S(Bzf)g dx es analítica en la franja O( Re(Z)<l , para fe H,
g acotade de soporte acotado, la familia Bz es de crecimiento admi
sible.

Se ve como en el teorema 1 que:

(V -v )(1- )

10238.2) = gw;v1 A arg”) f) (J2 1 o z g) dx

es para f,g(-_(S) una función entera de z .
Adenás

— Pc) ( - >< v ya v v lz)
II(f,g,z)ls ll<J21AJ1 erl. ¡|le ° gnqíá
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,5 por la cont. del 0p.: A S

-u +32) (v -v )(1-z)

luego si otRe zíl ,

n+m
'I(f)8yz” É M1CQl(1+IZI) IQl"u1-1¡o‘ (5)

Si ahora g es acotado de sooorte compacto, existe una sucesión

gnE(S) tal que gn +g en L .
De (5) resulta que para 0639(z)(1 , y IzISC , I(f,gn,z)

convecrgeuniformemente a I(f,g,z) . Esto prueba que I(f,g,z) es

continua en 05Re(z.)51 y analitca en el interior de esta región, pg
ra 11(5) y g acotado de soporte acotado.

Observación : Sea z=u+iv , uyv realesarbitrg
rios. Si 1< P (m , con analogía a1 teorema e?se ve que

sz’fgdx = Sszgdz , Vr,g (s) ,

ad emáa

Ilfll . 1 #=1
SJ” f g dx S CP(1+|zl)n, P ¡[8|[P#,.u (/P l/P)

nm“, Ilgl!P#

Luego un argumentode densidad pegmite inferir
#

Sdzf g dx = Sszg dx para ÍGLP Lïu i ¿(Lia LE“ (5)



Usando (6) se Ve que si fe;H ; g acotado de sep. acotado,

Bzf g dx = I(Kl f,g,z) , y esta última función es continua en la
franja O‘Rdz)51 . y analítica en su interior. Ademaspor (5)

n+m

lszf g dxl 5 Chas (1+Izl)

lo que termina de probar que Bz os un operador de crecimiento adn;
sible.

Seguimos ahora con la demostración del teorema 8 .

Por los tres puntos del lema y el teorema 3 de Ja introducción si

gue que:

HBthIQ é At HrIIP .

donde P y Q 'son las definidas en el enunciado de este teorema. At

depende sólo de t , Pi , Qi , Mi . Tomandoahora el 6 en la def;

nición de K1 tan pequeño que llfl lp í 2 Illclfl IP , resulta

“BthIQ É 2At “.Klfllp (7)

Pero Bt=JEVAJÏK1 , asi que si llamamosJÏK1f=g , la de;
igualdad (7) dice

IlAgllQ,v 5 2 At Ilgllp’u

esto es lo que queríamos demostrar, pues las funciones g = JÏ K1 f ,



con fer-F , {16(1‘) , son densas en DE

¿2.3.2 Si “1:0. v i: 0,1 v y P=(p1l""Pn) V2
rifica pvi(a) , enconces el teoremavale con lápidsm . Si
vi = 0 , 1 = 0,1 , entonces el teorema vale con lgqiSm . La
demostración en estos casos sigue las mismaslineas generales y es aún

más simple.

N o t g 3 : Es abierto el problema si el teorema de interpela

ción vale o no con rr::1.‘ , Q ) 1 . En estos casos el metado de ds

mostración sólo da el siguiente resultado más débil:
si

IIMHQPV1 s Mi Ilfllpi,ui , 1 = 0,1

para f,g S entonces:

' a:
HAÍ‘IIQ'V_,¿ x M IIrIIPMí

para P , Q , u , v definidos en el T.8 y 6 arbitrario pero 5,0,
f¿(s) .

Demostración:
Sólo hay que modificar la demostración del T.8 en los siguientes pug

tos:

- ¿+L(z) 54(2)
definir Bz como: Bz - (J2 A J2 K1)

y en el Lemaen los puntos b) y e) considerar szhf
+

¡12(5)6 en lugar de sz) y JE“) respectivamnte, valiendo ente;
ces. b) y e) para líP‘I-cn , lSQfCD .
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9-2.- tableceremose animacion algunos teorema tipo Sobolefi‘

y Kmlof en los_ espacios LE .
Para ello demostrar-emosuna' forma más fuerte del teorema 2 de la ig

troducci ón': J.=
IWS'ela.) ? xtl,.:.,'{n) una n-uplaizdenúmero: reales, 04 ¿<1 .

Si 'P¿--y. Q .eon'tales que (1/?) --(1/Q),. = L (la relación entendida

componente á“e'otoponente), 1513161781: , 1<pn<1/2n , entonces va

. le'.

ur # leg'fl lQI35 .c Url IP

pare todo féLP ., donde «€=Pl+,,,+'en .
Demosff'e'c'ión z

Par'a -p'r'omarel teorema basta. ver que

f|

I: kmdxdylácllfllpnsnát (1/Q#=1-1/Q)
J lx-yln’f’ Q

para los P y Q indicados en el enunciado.

Consideremosentonces los (n-1)-uplaan' P' = (Pla-u,me 1
Q'=(q1,..-,qn_1)’ =(21,.o.,rn_1),
mv = 1 + 1/: - 1/9' ='1 -L' (L' =( -.... P n .

_. 1 ' n-lie
La funcion h(x1,...,:5_,_1,a) = h(x',a) = (Ix9'2+aa)( ¿”la verifg

ca: Ilh(x',a)| IR.= la] ¿21‘13
En efecto Hh(x'. 1)ll = C <ab admi r h(x' 1) como a

’2 1‘3-1“¿5/2 2 IÜYÏ-l. '3 ' m
yOI‘ante a (la + 1) ...(xn_1+1) (por ejemplo con
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¿‘= (l-Énmn-l) ). Adenglglh(ay' , a) = lalz’“ h(y' , 1) , de m2

do que élh(x',a)lI.Ro = ¡al i r1 ll.h(ay'.a)llm =
= Ialn- “un ¡[nm/nana. = ¡fix-1 llh(y',1)HR. = lal
que es lo que hemos afirmado. Fijando mtonces xn , yn , tenemos:

por el teorema de Young ¡If l tí): +n dxl...dxn.1l IQ, 5.. x y

211.1 . C

9-1- h
S. “HIP/End . flh(x' , Ixn-ynlmn, — llfllpg . C . lxn-ynl ,

y aplicando este resultado y la desigualdad de Hblder obtenemos:

lvSufiïx_yfáï,dxl...dx,,_1spam 5 ngw. IIrIIP..c.hgï-ynlen'“

Si llamamos Fun) = MNK)“ G(b’n) = NSW)“swf“ ’ Q""/E“’1 ’
de la desigualdad precedente resulta:

{Zn-1
I S C . F(xn) G(yn) ¡5.1-an 6351dyn 5 por el teorema de Sobole'v

s C' IIFII IIGII # = C' Ilrll .llgll# , q.e.d.
‘Pn qn P Q

Necesitamosel siguiente resultado auxiliar:

La]. :
Sea la fimción Fu(x) , u real )-2 definida por Fu(x) =

-1 oo - .

=P 0%2) S e lxl'(t+l) . (t+6t2/2))u/2 dt . Avecesescribireo s

mos Fu(r) por Fu(x) con IxI = r , es decir la comiderams fun —
ción de una sola variable real ¡mo-negativa(el radio r = le ). Vale:

a) F¿(r) = -r . Fu+2(r) .



b) Fu(r) í. C . ¡""1"1 . exp (vr/2) , si u >-1 ,
c . (1.og*(1/r) + 1) . e'r/z , si u = -1

c . e" si .2<.u<-»1

c) si R = (r1,...,rn) es tal que ISRém y Z l/ri > u+1 en.

tonces Fu(hxl)€ LR(En) , " .
a) Si R estal que 1> {1/23 -u-l so y u>-1 ,qn

tonces uruum) - Fu(x)IIR5 c m2 1/1'1- u-l
o) Si R verifica akii/r1 - u-l) U , y u) -1 , entonces

Ilru(x+2n) - 2 Fu(x+h)+ Fu(x)|.|R¿c ¡mi 1/1'1 '9'1

Demostración:
a) Obaórveseque para calcular ¡“(IQ es lícito derivar bajé; el

signo de integral, por la convergenciaabsoluta de esta última integral.

Luego

FMI") = (1/ P«unn/2) ) . S: e'r‘tfl) - d(t+tt2/2))(“*2’/2
e integrando por partes obtenemos a) .

- o - 
b) Si ral , Fu(r) ¿(Le 1' So e t (t+(t2/2))u/2 dt = C'.e r .

Si r<1 separaremoscasos:

m - ' - 
u>-1 z Fu(r)¿o (S. e t (r.t'+(t'2/2))“/2 dt9).r.u 1 < cui“ 1,o Ñ

u = -l : Por a) y el comportaniento de Fu(r) en el cn , resu;
cn

ta F.1(r) = S r?.F1(r',) dr' s por la parte ya demostrada de b) ér
cn - - ' a.s c.g r'1.er./2 o..
r w u/- , “ -r 2 2 + -r

u .5:l-1 - Fuc-) < e Soma /2)) ¿mI-W925] - e .c .
Estas desigualdades terminan por probar b) .
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C.TTe 1 .11

u>-1 , y 81 está definido por 81 = (mg/(z mi) . Esta mig

lin-ïgimfl) si¡Ac) Por b) tenemos Fu(x)

me cota vale si u = -1 , mientras ¿e interpreta lxilo como

(logT(l/lxil) + l) . Es fácil de ver que dichas cotas pertenecen a

LR . Si u < -1 se ve más rápido aún que Fu(x) pertenece a todo
LR .

d) De una aplicación del teorema del VAL/ya a) obtenemos

IAhFu(x)I S Íhl F¡'1(r') = IhI r' Fu_2(r') , r' = Ix+thl , O<t<1,
Por b) sigue que:

¡Ahrumls c . IhI r‘."u"2 ¿0' Ihl.lx|""'2 si lxlgzlhl ¡1)

Sea ahora G1(x;a) = a.lxl.u.2 si IxI>Za y O en otra parte, y
l-u-1Gz(x;a) = lx si le < 3a , y 0 en otra parte.

Por (1) y b) resulta Que

“Ah Fu(x)HR<C - IIG1(x;IhI)HR + C HG2(x;|h|)llR .

Acotaremos estas dos últimas normas.

Se ve que Gi(ax;a) = eü-l.G1(x;l) 1 = 1,2 , por lo que
IIGi(x;|hl)HR = ¡mil/ri II.Gi(lh|x;Ihl)llR= ' '

= Irxlï‘1/1‘1""¡"1 IIGi(x;1)IIR .
Habremosmostrado d) si logramos mostrar que esta última norma es

finita para i =1,2 . La función 4 [xl-'u'l(l+lxl)'1 es una mayoragg

te de G1(x;%l)1+l,ïpor tantoio es también la funda!
4TT Ixit '3' (1 + 1x1!) 1 , 21 = (mag/(z mi) , y esta
ción ¡IBI-tenece a LR nor "lee.condícün": "'"Ipueatas a R . Q.e.d.
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e) Aplicando el teorema del V.M. para las diferencias segundas y tg

niendo en cuenta que Fu(x) e. una financianradial, se ohtime:

¡Are!Fu(x)l 5 IhI:2 (2 r'-"l . F¿(r’) + F3(r')) , r' siendo un valor
intermedio entre le y Ix+h| . Luegode a) y b) resulta:

IA?1Ful(x)lé Ihlz. C r’mu‘"35 (si Ixíz 2lhl) 5 It1|2,clxl"u"3 .

Se repite ahora la demostración del caso anterior sustituyendo

AhFu por A EF“ , y cambiando la definición de GI por G1(x¡a)=

= 32.I11:I'u"3 si lxI32a y O en otra parte, de modoque

IIG1(Jc;l)IIR será finita para las nuevas condiciones impuestas a R .
Sigue 1.q.q.d.

T e o n g m a 2 :_

Sea u>v , léP , 1<pn ,y 1/Q=1/P-L>O ,donde
L = (91,...,Pn) es una n-upla de númerosreales, 21>0 , =

= u-v . Enconcee LEC L3 y IIfIlQ,vs Cllfllpfll , con C depa;
diendo de P,Q,u-v . .

Si l>u -Z l/p-1> 0 , entonces toda fimcim L: coincide p.p.
cm una función continua Ï y

.. u-ï l/pi
I'Ï(x)l5 c |er?” |‘f(x-h)-r(x)ls c Ihl ||r| [P'u
Demostración:
Observemosque las condiciones impuestas implican que n)(u-v)>0.

.v = #
Luego Jn ¿:4 (ver Teorema 1), donde Gm.IWes salvo factor
Fn-u'VV

.5 C/lxln’uw y Uu'foxH 5 c.lr|#¡x|“""n . Sigue del teorema
s

¿(32) . Entonces por a) del precedente Lema ¡G.,_vfx)l sy.
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1, ga que IIJu'VfIIQ ¿o ||rllp . Llamado 3 = J“! , esta dee

igualdad se escribe IIeIIQ.V = HJ'VSHQSCHJ-“BHP a CHBHPN 3
Esta prueba la primera parte.

Para la segunda parte observamosque n+1>u>0 , por tanto si

f6 la entonces f = Gu#g con gtLP . (3|n= Fn_u_1 pertenece por

c) del Lemal, 52 a LP (1/P# = 1 - l/P) y siglo por el morena

de Youngla continuidad de la función f y también la acotacian

Ilf(x)ll.m 5 C.II8HP = Cllfllpfi . Finalmente firm-fix) =
= (Gu(x+h)-C\J(x)) # g y por d) ,

# vu-n+ 1/p u l/p

Sigue de nuevo por el teorema de Young que

u-E l/P
Íf(x+h)- fix)! sc lnl 1 “HIP”, q.e.d.

Nota el teorema 2 z
1) Si en la primero parte Q satisface 1/Q > l/P - L >o en lugar

de la igualdad, entonces la conclusión sigue aún sin la restricción

Iman. . pues entonces HJu'VfIIQ&C IlrllP resulta del teorema de

Young, ya que Guw = C FnüWÁG-LR , 1/11 + 1/2 = 1 +1/Q por

c) del lema 1, 52 ,

2) Si en le segunda pa rte se tuviera 1 = u -X l/pi , u<n+1 ,
las conclusiones se modificarían sólo en cuanto

IT(x-h) _ 'r'(x)¡ 50 [hi (log+(1/Ihl) + 1) Ilrllpm
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Demostración de 2):
_ . Loqaehay que probar

entonces es:

“(suman - Gu(x)) # gl Im g c.¡h¡(1og“(1/|hl+1> Ilgllp

y IIGu# gllmg C.lls|lP .
La segunda de estas desigualdades sigue del teorema de Yang, ya que#

por c) Gus LP .

Para la primera consideremosla integral

I(lhl) = 5(|Gu(x-y+h) - Gu(x-y)l) |r(x)l Ig(y)l dx du f.s€(s>.

Por e) y b) del lema:

[Chu-kh)- Gu(x)ls c.|h|.¡x¡“'“°1_e"x'/4 si lx]? 2m

5 c'.|h|.(1xl+lh|)“‘“‘1 . {I’d/4 = G'(x;h)

En cambio la restricción de I‘Gu(x)-Gu(x+h)l a Incl: 2Ihl , que

llamaremos G"(x¡h) , verifica por B) : IIG"(x;h)IIPo <s
S C.Ihl.(log+(l/lh[)+1) (l/P' = l - l/P) . Tenemosentonces:

I(h) S EG'(x-y;h)lf(x)lhIg(y)ldxdy + SG"(x-y;h)lf(x)l Ig(y)ldxdy =
= 11m) + 12m) .

12m) s IIG"ItP..IIfII1HsIIPsC\h&(log*<1/Ihl>+1) Hflllllgllp .

Obtendremosuna cota semejante para I1(h) . Para ello observenos
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que Il(lhI)/Ihl es una función decrecimte con lhl

h ‘ - 

d(IJ;|I::)/Í I) = .‘,C.S(¡x_y|+|hl)u-n-2e Ixyl/flNlesWdew o

Teniendo en cuenta que “(IxIHhHu'n'zlng =
= ¡mi 1/131" “2*” ||<|x|+1)“'“‘2np. = [hl'1.c , resulta:

d(Il(|hÍ)/Ihl)
dm s, c. lhl°lllfl|1||sllp ,

y por tanto

11(lh|)/lhl 5 c . log (1/Ihl) Hfllll lsllP + I¿(1) (2)
para lhl <1

a( hl)
á 11(1) s. C “:ÏHIHSHP Si IhI/>1 _ (5)

De (2) y (3) resulta: la cota para 22h") análoga a la de IIS-{xl}

Como ||(Gu(x-h) - Gu(x)) # gl la: ¿l Igtfix_ I(lh|) ¿ sup 11(lhl) +
1-1 + sup 12( IhÍ ) .

Sigue de dichas cotas la nota.
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¿3.- Eh este párrafo estudiaremos propiedades de com:inuidad Holder
de las funciones pertencientes a una clase L: .

Lefini ción : Sea u unnúmerorealy r elmayorentg
ro menorque u . Denotaremoscon a la clase de distribuciones

r , rcLfi ,tales que ¡lafiJ'rrnP s c |h|“"" . Lanormade
f en AE la definiremos como llfllpfl. + la menor de las constantes
C que mantienen 1a precedente desigualdad. La denotaremos con /f‘/P'u .

9

T g o g g m a J, :

a) Si u no es entero, entonces la condición IIAÏ; J-rfl IP 5.
60 Ihlu'r es equivalentea “Ah J-rfllps C Ihln'r .

b) JV es un isomorfismoentre y , para todo u,v
real y lSPáoo .

c) Si u<v , y liPtoa , entonces AÏDLÏDÍSÏ , siendo
las inclusiones continuas.

Antes de la demostración necesitamos una serie de resultados amd.
liares.

L g m a l :

Sea g(x)e (D) tal que el soporte de g(x) c3: ; i<lxl<2í ;
sean t y v númerosreales 0<t<1 , y el Operador TW definidoA A
por Tvt f = g(tx) (1+le2)V/2f , para rs LP . Entonces

IITvthIPSC.t-V IIfIlP para todo P , ispseo , con c = C(g,v).
Demostración z
Llamamos th(x) a 14-2antitransformada de g(tx)(l+lxI2)V/2

Gtv(x)=Ü _ ei(x'y) Du(g(ty)(l+ly|2)v/2) dy y el integrando
tiene soporte contenido en ¡y ;%< ly}?!2h} y está acotado por
C (1'0-I3,'I2)(‘7'*°’)/2 donde s= ¡“1| .
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C . 3=0,1,0...o B1pqLuego: IGtv(x)f Q

ttcular:

' Ct'n'v a1 t
IC (¡al _,t" i Otl'lel'nl si lezt

Integrando estas cotas vemos q ue IIGtv(2:)I.I1,ï¡.0.t"" . Siguelo
afirmado por el teorema ge_Y9ung.

' el lema 2 y 3 , x,y,z, denotarán variables midimenüonalee ,
x,y,z g. 0 .

L g m g. .3 z

Sean r,a,t númerosreales, rio , O-f.til .

Llamamos F(x) = Exexp'(1 zy/t)zr(l+22)(-M)/2dz . Si 0¿;az;1,
entonces FUI)g (¡Ja/WI" ; ai 360 , entongea Nx) 5
g. C(1+x)"°(t/y) . C es una constante absoluta.

Demostración:
Sea 01 34:1 . DesgcmpongamosF(x) m parte real e imaginaria,

y acotaremoa cada parte.

Re F(x) = gFt/zy + ¿‘113/23 + + x z =co+cl+ou+cm: la; TT(2m-1)t/avÍ
La sucesión oi ea alterna, y ai lafimcidn _zr(t2+za)'(r+9)/2 es

mopótoaa an (W(2J—1)t/2y) , TIÏ(2k+1)t/Zy) , entonces la sucasidn

cJ,...,ck es también monótona. Sigue que se meda asociar c +...+cmo

en a lo sumo5 téminoa (co+...+c¡1)+...*(c¿ +...4rcm) tales que en
cada paréntesis el mbdulo de loa sumandoa ea monótono. Luego cada pa,

rénteaia esta acotado por 2.1aáx licil. , i = 0,, ,m . Ademássien

do ¿“2,32)-(rvs)/2‘ z-s ' resulta |61|: é )0 ¡t z-S dz -.
= (TTt/y)l'5/(11-s) . Juntando resultados obtenemos IRe(F(x)H =
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= Ico+...+cml5 muy)“

Procediendo análogamente con la parte imaginaria de F(x) se obtif=

ne una cota similar, dedonde sigue la primera afirmación del Lema.

Si sáo la demostración sigue comoantes excepto que cambia la cg

ta de lcil : en este caso zr(t2+zz)-(r+s)/2 ¿(Jura/2,5 (2440-3
y lcil 3 <x+1)".(t/y) .

L g m g 1 :

Si ghz) es una función indefinidamente diferenciable en (0,6)) ,

que se anula para xgz , tal que g'(x) ea integrable, entonces
cn

I = Sghc) . exp (i xy/t) xr . (tz-+22)(‘r'3')/2 dx verifica
° 1' '31

|‘Il á Cr” . llg‘ I I1(t/y) , donde el ee un cierto númeroreal
0<81<1 . Saw-yu. CAA-¿»ade ¡'30, 04t44, 541

Demostración
Con 1a nomenclatura del Lema 2 tenemos:

m

I = x) F'(x) dx) dx .

Sea O<s<1 . Integrando por partes en 1a expresión de I y usando

lem 2 obtenemos la cota requerida con el = s .

Sea s<0 ; se ve que IIISCt,aHgI la? ¿Cr’aHg'lll . También
se ve comoen el caso anterior que III {Cr allg'lllu/y) . Luego' .

. . 1
lIlscr,sllg'll1 m1n(1,(t/y)) :5 Cr,sllg'lll min 81(1,(t/y))

con cualquier s1 , 0< 91<1 . Sigue lo afirmado.
Generalizaremos ahora en cierto sentido el Lemal .
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Nmamente------r;y--"*denotan-puntosde Ü' .

L e m a 5 :

Si v.)0 el Lena 1 vale con g(x)€(D) , soporte de ¿(20651: 3

lxlgz} (En esta última restricción el número2 no es esencial, sólo la
adaptamos por comodidad).

Demostración:
Usamosla notación de la demostración de Lemal .

Sea v)0 z

Gtv(x) = <1/-1x1)° yexp (1 w) n;1[g<ty) (1+|y|2)'/2] day =

= xïs . sumafinita de témmos Ta de la foma z

cr, = Sexp (1 w) ngty) . tr mm2)“"*3*1"W2 . yí dy ,

donde gr(x) son derivadas de ghz) , esto es son funciones con las

mismascaracteristicas que g(x) , 0511.. , J}0 .

Acotaremosestas integrales en dos casos:

Caso 1 z s = 0

ITOI5 (Kg) g (vlylzfll2 dysc . t'V‘“lyIQZ/t

Caso 2 .z e = n . Introduzcamos cano variable' y’ = ty . Entog
ces.

Tn .-.t’v jexp (1m m cos x‘y/t).gr(y) <t2+ly|2)‘"’“*'“3’/2.yg dv

Escribiendo la integral en coordenadaspolares, resulta

T = ' . \

n ¿o 2

a:t'vS coselddzSoapülxleoosï/‘U.gr(?,9)(t wzfvm+rflvz end-1 dPCl.
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Aplicando el Lema5 a la integral en P , obtenemos
o ,.. a 1-51

Í=Tnl5 t Vc ¿III-á? 8r||1(t/lelcoaïïl) dz

Evidentemente “"6" grl Il ee una función ecotada en las variables ag
gulares, de modoque

1- ¡5 1- l

I'Tnlg t'v.c.(t/le) also/¡coa! |) "1 a: = t-V.c.<t/|¡|) “1 .I
De estas cotas sigue que

l ( H á C.t"v'n para lx! (tx_.I t 1-.
v c.t"'(t/txl) ‘1 le'n para le=3t

y ae conclwe como el Lema 1 .

Falta tratar el ceso v = 0' . Es inmediato que Gt0(x) 8

= t.“ GIO(x/t) , de modo que Itholl:L = IIGIOIIl ==cte. y sigue por
Young el Lema

14.2.93 5 8

Sea r1 un cono circular en En de abertura 'TÏ/4 , con vértice

el origen cuyo eje tiene la dirección del vector unitario É . Sea

35(D) tal que soporte de g e Fníx ; i<lxl<2} . Para Olt<1
sea el operador ot definido por Q= g(tx) (exp(it Éxfilrlï’ i.
Entonces ÍFOtÍHPÓCIIpr , C= C(g) para todo P , lsngm .

Demostración:
Ó

Sólo hay que observar Que cos É: > cos 11/4 en el soporte de

g(x) , y que entonces g(x) (exp (i e.x)-1).1 é (D) . .Se aplica. ahg
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raelLema4con v=0 .

9.1.9.8 .6 =

Existe una fimoit’n g(x) e (D) , tal que sop de g C

¿{x ; ¿{le<2} y gn 52(2'mx)= 1 .
D e m o s t r a c i 6 n :

Sea g1(t) , función característica de -ü (.1: ( a ', en
El . Entonces Ïgflt-n) = 1 .-m

Sea PH) = Cn . exp (1/(n2t2-1)) para -1/n¿t(1/n y cero en
otra parte. n es un entero fijo, tal que 2/h ( 1/4 . Cn es una
constante de normalización, tal que f‘q0(t) dt = 1 .

Entonces 32(t) = 51(1'.)# WH) es CQ(E1) y tienesOporte en

"—ir(t<1 , además ¿zu-n) = 1 para todo t .

Afirmanos, cosa engaprobaremos más tarde, que 52(1'.)i = 53(t) es

también una función indefinidamente diferenciable. Supuesto esto, de

finimos la función g(x) , xí En , como: g(x) = 35(logzlxl) .

g(x) tiene soporte en 2-%(le62 , es indefinidamente diferenciaple

por serlo 350:) , 'y 52(2'mx):2 52(logzlxl-m)= 1 ,q.e.da

Veamosahora la diferenciabilidad de 33H) : los puntos donde eg

to no es obvio son los ceros de 32H.) que pertenecen al soporte de
dicha función, esto es t = -1/4 - 2/n y t = 3/4 + 2/n . Considg

raremos este último punto;en el otro 1a función se comporta simétrica

mente .

t
gz(%+¡3-t) =S

Tenemosque mostrar que la raiz cuadrada de esta función tiene tales

-—1/n
exp(1/<n2e2-1))dx para o s t < l/n .

n



sus derivadas nulas para t = O . Por su eXpresión explicita

323 así - t) y. (t-tl) exp (1/(n2(t1-%)2-1))?, (t-tl)exp(l/t'1¿n2t-2n)))

para todo 1:1 , O<tl<t . Tomando tl = -[(4h-1)/4h].t resulta

¿zu/4 + 2/n - t) ¿(t/4h) .ecp.(4h/(4h-1)(n2t2-2nt))

Además

¿(2m)(3/4+ 2/n - t) = t'm.(función acotada de t ).exp(1/(n2t2-2nt)) .

De estas dos fórmulas, y del hecho que gg“) = suma finita de térm_i_
nos de la forma

< ) < > _

C ‘. 82m1 ...82mh .Bzh-á.

sigue que ggm’(3/4 + 2/n - t) -—-) 0 , para t a 0 , q.e.d.

Demostración dg; 399;;ng 1:
Observemos que vale M

1) 2“ AZ'Nh " ZMAZ'Mh3 H) g; ¿AS-an

y comocasos particulares de esta fórmula:
2.N _ 

N
J

111) Ah - ¿“Ag-Nh = (es)Z: 2 AÉ-Jh

-r 2 .
Escribinos F = J f , y a = u-r . Supongamosque IIAhFÍIP i

(CJ-h]s , ademásde < a) .\
Aplicando ii) y tomandonormas se obtiene:



N
-j a -N+1

“¿3,11?”Psu) Zoïmz (23m) + 2 HFIIP

y hacianáo tender N a infinito resulta

8

La conversa sigue pues IIAñFIIP 5 2| IAhFIIP . Esto prueba a) .

b) Comopara y entero b) es cierto por la misma definición de

los , quedasólo probar b) para 0<v<1 . Tambiénhasta
considerar 0<u31 .

Caso 1 : “WS 1 .

2 v _ J u
llAh J rnp - “¡1th T:Ahrup 5 IlAthlllculhl mm ,

y utilizando d) del LemaÁÉL, y el hecho que Gv = C.Fn.v._1

ta HAfiJVrHPslhl“”.Cu,,,¡um . Ademásvarup ¿“mpg
S ANP,u , de donde resulta

, resul

/Jvf/P,u_v 5 Cu”, AVR“ q.e.d.

Caso 2 z 14 u+v < 2_

Sea í F1} 1 = 1,...,N una familia de conos circulares, con vértgL
ce el origen, cuyos ejes tienen la dirección de los vectores unitarios

:1 , de abertura TÏ/4 , abiertos, que cubren la superficie Z =

= ix ; lxl = 1} . Sea {31(3)} una familia de funciones idefinidg
mente diferenciablea sobre ï , soporte de gi C ["1 . tal que

.13}; gÏ(x) = 1 para todo x62 . La ccnstruccidnde una tal familia
polria ser comosigue: sea ¿{(10 una partición de la unidad sobre

Z , subordinado al cubrimiento r; , 33x) siendo funciones no
N

negativas. Sea g(X) =gsïz (x) sobre Z 3 80€) es pmitiva e
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indefinidamente diferenciable y por lo tanto tanbien lo es ghz)"i .

Las funciones 33(3) = 81(x).g(x)'% forman una familia con las propig
dades buscadas. Sea g(x) 1a función del Lema6. Definimos ¿(11) =

= 31(x/le).g(x) ; gÏhc) son indefinidamente diferenciablee y ade 
másverifican:

N #2
Zgi(2'mx) =1 para todo ¡(#0 .i=l

Í
¡JF-a:

Consideremosfefifi ,y Ihl<1 .

a“? = <1- exp(i h.x))2(1+|x|2>‘1“’¡/2% =2
Ah

N
ví #2 .m

a ( L. gi (2 [hlx)). lo mismonF-a) =l

,0 N 2

Pero Z Z gÏ (2415:)= ¿#(x) es una función de (D) , ccn sg
¡IF-O.) 121

porte contenido en {x ; le( 2; ; de donde

hJ

N

+ Í I: (I- exp(.ih.x))23Ï(2'mlh|x)(1+lxl2)awy2
m=1 1:1

A
= ¿W |h|x)(1+|x|2)(1'V’/2 Afif +

2# -m -m -2. 2 h )(1 - (2 h 2 . )) f

Luego usando la nomenclatura de los Lamas 1 , 4 y 5 tenemos

N

AZJV’1r=T ¿EJÉ? AZT oh (HHH ¿ï m=l = n (l-v)(2"mlhl) 2'thlA2
2.m1hle

y por dichos lema:

f
i



É“ll. sz'lfH <c.lh V’l I. ¿Il .( JM-c 2 r <
Ah P‘ l ¡Ah ¡1”qu [mw lIAZ-flhleiula‘

<1)

v-1+u ' v-lm ' - +u-1

Análogamente se llega a que

-I 2
JVf =T(1_V)l f +g 02_m , dedonde:

“¿wnflbsc¡unp+g:c¿fl““4)figfl¿on¿u(a
v .

De (1) y (2) datenemos /J f/P’M’v SC /f/P'u q.e.d.

c) Demostraremosprimero la segunda inclusión: Según la definición

de A541 , A5416: Lg , con la inclusión continua. Aplicando J"1

a ambosespacios y usadno b) obtenemos CLÏ q.e.d.
Para demostrar la primera inclusión separaremos dos casos:

n;2 : llamando a = u-r vemos

AfiJsf = (agas) #f ,
luego

¡mi JSrnP 5 “¿fi c411 llfl'lp

usando e) del Lema l, 92

resulta “A?l JstIIPS Clhls.l If-IIP= Clhlsl [Jufllp’u
como además

s - 
IIJrHIw¡laufllmsIlfllp-IIJ‘E'IIPH1

vemos que

nur/P,u 5 o. Maurllp,u q.e.d.
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n = l t aplicaremoo un-nátodo parecidomalncaaowmh)_ ¿”wae._ÁR¿ro,
lo cual no restringe la generalidad./\ a

.. Ai Jsf =—5H('}hl,x3u-enh')2(l+xz)'°/2 3. ---+

' 2 . h
+ (la-“>23 (2‘mlh1x)(1+x2)'°/21:

m=1 '

_ ## ,2 2Llamando g(x) - g (x)(l- expüx) /x , vemos que ¿(10€ (D) , y
/\ ... A
ÓfiJaf = g(hx)' '[_(1+x2)--(2’s)/2-(1‘x2)’3/2] ha“? + el segundo sumandoahificarse.

Tenemos entonces

2 2 a 2 AJ3r=h.T f-th‘Jf-O’É (T r) .
h (2-s)h 0h m_ Ah 4,2451

Aplicando lemas 1 y 4 se obtiene

2 2 8-2 2 s - 5 e .
“¿#5115511 .c h ¡Irllp + h ||J fl lp +2 c(2 1mh)llfllp 50h ll qt,

se ccncluye ahora comoen el caso anterior.

O b s e r v a c i ó n : Eh este párrafo se ha usado la transfo;

madede Fourier Ï’ = Sei(x'}r)f(Ï) d? , de donde se modificó la
definición de Ju :

¡A > 2 - g A
¿“r = (1+lxl ):_ r

Este cambiono altera los requuados. Tan solo altera las constantes

numéricas.
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é4.-Esta sección está dedicada a un teorema de extensión que muestra

que definiendo en una manera natural espacios IÏBD) sobre un recilto
D cuyo contorno satisface condiciones adecuadas estos espacios no son

N sino 1a restricción de Li(En) a D .

Necesitamos para ello definir qué entendemos bajo L?(D) , si D
es un dominio en En .

D f n i : Sea fix) definido y medibh sobre D .

Llamamos llfllpm) a llg'ilpmn) , donde 9’ es igual a f e: D
y 0 fuera de D . Llamamos además LP(D) a1 espacio de las funcig

nes medibles sobre D tales que su LI.IIP(D) sea finito.

LPCD) con nonma ll.llP(D) es un espacio de Benach, loczue sigue
inmediatamente del hecho que lo podemosidentificar con el subespacio

cerrado de LP(En) de aquellas funciones que se anulan fuera de D .

Dgfiigigi gg : Dadoun dominio D en En diremosqueuna

función f definida sobre D pertenece a LÏ(D) , donde k es un
entero no-negativo, si ftLPw) y todas sus derivadas en el sentido

de Schwartz de arden \< k son tambien funciones de LP(D) . Defini

mos además 1a nonma de .ÏQÏLÍ(D) como la sunm de las nonmas de Dg‘f,

[oq ¿k , en LP(D) .

D g g 1 g i g i ó n : Un dominio D en En se dirá que tiene con

torno regular si existe un cubrimiento finito de ¿91) por medio de

abiertos Ui , y para cada U1 existe un cono finito 'W& tal que

(i) todo punto de DrIUi es el vértice de un trasladado de '33
enteramente contenido en D .

2 g g r g m g :

Sea D un dominio de contorno regular. Entonces existe un operador

extensión ó nun “79‘70,T21“? continuamenteen , para todo
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P , 14 P<oa . Más explícitamente 6 es tal que si fG Lim) en

tonces ¿(f6 Lima) y Ef = f en D . Además

IIrSrIIP,ks cp,“ IIrII .

donde llfll es la norma de f en Lim) .

Demostración 8
Sea 071,47 una partición de la unidad subordinada a cubrimieg

to U1,U de 1-) , donde U es un abierto contenido en D . Sea

ahora - i el cono opuesto a ‘61 , y sea 61(x) una función sopo;

tada por - Bi , con vértice en el origen, que es indefinidamente di
ferenciable en el complementodel orígen, y que coincide con una fun 

ción homogénea,no negative , io , do grado kun en un entorno del
origen.

Introduzcamos coordenadas polares en En ; sea x = e V , donde

V es un vector unitario y e: le . Entonces
(3/8?)k(f)n'191(€?)) = V1 es cero en un entorno del orígen y es
por lo tanto una función indefinidamente diferencia ble.

Sea ahora fCLï(D) , y ext‘endamos f y todas sus derivadas a ser
0 fuera de D . Con esta extension definamos

Eir = ri = ciuafiw Pn'1(a/ÚP)kr(x-f9)d\?d{7

- WAN) fun-PV)(“"1 def’]

donde dx? denota el 'elemento de área de la esfera unitaria en En y

Ci es una constante cuyo valor deteminaremos más tarde.
Mostraremos que vale:

i) f=fi en DÑU1
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11) ¡Irillpykécm’i Hfll
Probado esto

f =¡7(x).'f(x) +z ’fi(x).f1(x)

es la extensión busCada (supuesto que 103 07(x) tienen derivadas de

orden ¿k acotadas, cosa que podemossuponer).

Para probar i) supongamosprimero que f tiene derivadas conti

nuas de todos los órdenes en D . Entonces si eriñD la función

fut-f?) es k veces diferenciablo en el soporte de 256??) . Lue
go la primera integral en la definición de fi puede ser integrada

por partes k veces, con respecto de e , quedando el segundo miem
bro reducido a1 término

Ci.f(x) 5( (9/ (3’)l’n-1(End 61(FVHF‘O (137

y la integral es por las hipótesis un númeropositivo Ki . Eligien

do Ci = l/Ki hemosprobado 1) para f indefinidamente diferencia
ble.

Si ahora f es una fimcion arbitraria de Lim) . Existe una su
cesión de flmciones indefinidamente diferenciables que convergen p.p.

a f en D , y Dufmfi Dwf en LP(C) para todo C compacto

contenido en D y Iql ¿k (los fm pueden estar definidos por ejeg

plo como fmhc) = Sf(x-y).h(nv).mn (hr , donde h(y) es una función
C°° de integral = 1 y de soporte compacto.)

Reescribamos ahora la definición de f1 . Como (3/6)"a )i=

= Z ¿{J-l-VG'IDN , escribiendo k por D°<f en D y O fue:9
ra, vemos que:



z k Saw a -WÏ1’] . (1)

donde oq: <-1>km/ww°‘z1<Py) .
Como'ñq y Yi son funciones de Ll , teniendo en cuenta que

si xeci = compacto contenido en DhU1 , entonces en la definición

de Eifm la fm se integra sobre un compacto CCD , vemos que

¿ifm-sr ¿ir en LP(Ci) . Como Firm: rm en Uinn , resulta

que ¿if = f p.p. en UiñD . Esto termina de probar i) .

Para mostrar ii) , debemosacotar “Daza”P para Half}: ,

por Ci,P,kI|f|l . Usando la fórmula (1) y el hecho que (la es indg
finidamente diferenciable en En-O , y coincide con una función homo

génea de grado n-k en un entorno del origen, vemos que si IBI S

S k-l , Dem“, #f) = (Dfa95d) # f , la función entre paréntesis
siendo de L1 . 'Luego por el teorema de Young en este caso

“Dean? 4 011m]?¿cillfu

Sea ahora IW: k . Si g es continuamente diferenciable, enton-

ces (¿kit g se puede derivar bajo el signo integral, pasarflo k-l de

rivadas a 1a a y una derivada a la g . Esto es

(5 ._ 9'11
n (zaga-<1) ¿(«tai-g) .

Si en esta última integro'ï. excluimos une esfera de radio ó alrede 

dor del punto singular de la dq, e integramos por partes se obtiene:



-43

Déügf g) = SDfiGOAy) ¿(x-y) dy + 0.5(2) + o(1) ,

y haciendo tender 5 a 0

De (fiq# g) = v.p.(DPfiq) # g + C.g(x) (2)

Usaremos ahora el teorema 3 del párrafo 1 (demostradoen )

para denostrar que v.p.(D (21x) conserva los espacios LP(Bn) ..
Llamemos Para ello h€x) = (D fila.) . h(x) coincide en un en -_

torno del origen con una función homogéneade grado - n de media 0',

es irñefinidamente diferenciable fuera del origen, y tiene soporte_ '

compacto (más precisa-mente su seporte está cmtenido en -_- 1 ) .

Designamoscon bé (x)_ a 1a función igual a h(x) para le>¿ ,

y 0 para le SE . Izíostrarenosque 130:) satisface las hipóte
sis del teorema 5 , párrafo 1 , uniformemente en é , y que

IlhE#:f“2 ¿c Ilrlh2 V I‘CLZ (31}
de mod) Que Hh¿(x) # gHP € CPIIgIIP donde C1P no depende de á .
Seguiré por un pasaje al limite y lema de Fatou que

“Vp h(x) # ngHIP 5 CP Hgl IP (311)

para g continuamente diferenciable, y 1€Py<m .
La condición a) del Teorema3 es obviamente satisfecha, ya que

h¿(x) es acotada de soporte canpacto. Veamosahora 1a condición b):
si Itlfa

l'h (s-t) - (3)] dx < g’ nda-t) - (s)| dx=F(t e)glaIBZa's’ tt w 31324} ‘ ha ,
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de modoque hasta mestrar que

F(t,É) 5 M (3m)

Sea primero f = O 3

Si Islg 2lïtl podemosaplicar el teorema del valor medio en la si

guiente fórmula, obteniendo

h(x-t) - h(s) = WMP“ x t ,
y como

Ian/chi! 4 c IBI-“4
resulta

Ih(s-t) -h(s)l 5 CIsI-n'lJtlÏ para Islg2t (4)

Sigue de (4) que

CD

¡sr2 dlsl
2Itl

If Q
F(t,0) g c . m S (5)

Seaahora ([tl . En este caso F(t,¿) F(t,0) , y de (5)
resulta (3111).

Sea ¿{lil . DescompongamosF(t,€) a

F(t,f) = 3 (xF(t,tt[) + S lal'“ de g‘SlsIZ2 altlslslszé 3€>lsl>2

{pap(5)fc+Clog3 o
de donde resulta (3111) de modo que Mx) satisface b) .

/\

Veamosahora que (31) se verifica. Basta mostrar Que h¿_t(C, pues
(3’i) sigue por el teorema de Plancherel.

Sea k(x) Ï'c. “me”: homogéneade grado -n con el cual coincide
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n(x) en un entorno del origen.

Llamamos18.“) a la función igual a Mx) aídxká y cero en om
parte. Se sabe que ASÍ!) fi C .

(En efecto, por tener k(x) medianula sobre la esfgre‘unitaria,

V2541:) :5 (exp (1 x.y) -1) km dy #05 lxllmls Iyl'nclv =' €<Íyl<5 “Mi:
= C. S. lxI

.¡w

g “ . .,Esto prueba que para x tal que [xl (C , ka 84x” .4, C ..g a

Mostraremos lo mismo para tx}; C/Á' .

1%;(30 = S eWkCyMy +' ei’wk(y)dy =
¿styl s 211/ ¡»xl 21mm ¡m5

1x.( +--v¿x

:8 -S e ylf'fl)k(y)dy=
¿QIYISZÑ/le ZTÏ/lxlí LV'KS

= primera; -g em ¡{(y-‘JETDÓN 
máIy-TÏETTHS ¡xrX¡xl

Luego ‘

Iñáá-(JÓÍ .5 ¡5 mtv-1) km dyl -+HS leu'y(k(y)-k(y- mm€¿lylsz'lT/le 5H/lxlSIyI58-Tr/le

¿IF

+5 My)! ¿y +3 Tr lk(y>l 63,5 lx! xoxo dlyl +JI- , -___ < IL.
lx l ¿MS lxl S lxl yy" 3* lxl



> H [XI '

+ SCDl ¿d'yi+g ¿gw-+5 6.911!<¿H lx! . lyl2 EL ly!
lev lx!

á para ‘f C).

Pero l}¡(x) ==15““) - una función acotada de soporte compacto, y
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APENDICE

Algunos teoremas referentes a compacidodrelativa y convergencia de

sucesiones en espacios Lp - Bochner (caso particular de estos son los

LP , ver , pag. 518a) ).
Este apéndice tuvo su origen en la nota L4] que aún no publicada

nos comnicó gentilmente el profesor J. Serrin, El teorema 2 de este

Apéndice es una extensión del teorema central de aquella nota.

Sea B un espacio de Benach, p un número real lsp<cn , y
1P(B;En) el espacio de las funciones medibles con dominio En y ran

go B , p-integrables Bochner en la medida de Lebesgue usual.

(Una mnción f a valores en B se dice m e d i b l e si exig

te una sucesión de funciones simples que convergen en B en casi todo

punto a f , Í pertenece a Irp(En;B) si [If-fnllpdx -I 0 para

n a co ; para una cierta sucesión fn de fmciones simples

“meD < M . Se demuestra que para que esta última condición se

cumplaes suficiente que f es medible y que Sllfllpdz ¿al .)

Unconjunto GCLP(EB;B)_sedirá equ i o ont inn o , si
para todo ¿7 0 existen ,>p>0 tales que

P
up dx (1)

s20 Slxlzilg“ < E

y , p

sup SIIghc-t) - g(x)|| dxg E , si ¡HQ/L . (2)ch
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G sedirámm ¿WW means.si paratodoxGE“
existe un entorno U(x)_ de x tal que para todo conjunto V , a]:ng

to y acotado, VCU(x) , el conjunto

a Svghz)dt ; ¿(6‘

es condicionalmente compacto en B . (La integración está tomada al

el sentido de Bochner).

Vale el siguiente teorema:

T g g r g m a l z

GC IP'(Bn;B) es un conjunto condicionalmentc compacto si y 3610 si

G es equicontinua, acotado y localmente condionalmente compacto.

DemOetraciBn :
Las condiciones son necesarias: La equicontinuidad y acotación de

todo conjunto condicionalmente compacto pueden ser probados como [2]
Sec.10, Teorema 2 .

Ademásdado cualquier conjunto a bierto acotado VCEn , y una su

cesión ignÉCG podemoselegir una súbsucesión tn convergente en
Lp(En;B) . Entonces:

p l/
“Lun-rm) dxll 5 Svllfn-rmlt dx s c (Svlltn-rmll dx) p -a o

lo que prueba la condicional compacidad de Svg dx , ¿GG .
Las condiciones son suficientes:

Llamamosg' a la restricción de ggG a la esfera le< 2A ,dog
de X está asociado a E, por (1) . Ademásdenotamos con g" la

función g" = g' # w donde w(t) es una función continua no-negativa,
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cuyo soporte está contenido en {x ; lxlsmin (>,}¿)} , y tiene in_
tegral l (fl, aqui es al- númeroasociado a 5 por (2). )

Entonces g" , giG , es una familia de funciones continuas a va

lores en B , cuyossoportes están contenidos en le ¿3> .
Se verá que este conjunto es corflicionalmente compacto en el espa

cio de las fimcimes continuas a valores en B , de dominio la esfera

cerrada [xlg 3) , con la topología de la convergencia uniforme. Para
mostrar esto aplicaremos el siguiente:

Tgoggga de Ascoli:
Sea C una familia de funciones continuas definidas en un eSpacio

de Hausdorfi‘ compacto, y con valores a1 un capacio métrico y con la t9_

pologia de la convergencia uniforme.

Entonces FCC es condiciomlmente compactosi y sólo si:

a) F es una familia equicontinua

b) el conjunto (fix) ; fe F} es condicionammente compacto en
Y para todo xex . (cfr. Kelley, J., General Topolow,

Chap.7,th. 17)

Que g“ satisface a) sigue de que

sup IIg"(x-—h)- g"(x)l| < 5|w(x-h-t) ¿Mx-t“ Ilg'(t)H dtá
p l/p

s sup IIw(x-h)-w(x)llm.M(5Hg'Il dt)

Probaremosa continuaciúi que satisface b) .

No es dificil ver Que el espacio Eu puede ser dividido en una ma

lla tan fina de cubos no rampantes, de caras paralelas a los ejes, que

cada cubo Queinterseca 1a esfera les Á , está contenido en algún

U(x) con . Esta subdivisión 1a llamaremCBP1 . Definióa
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la albdivisión PJ. , llamamos Pjfl a la subdivisión obtenida divi ¿

diendo cada cubo perteneciente a la subdivisión PJ en Zn cubos
igiales.

Sea wn la flmción que en cada cubo QQPn torna el valor

inf w(x) . Para probar b) sólo tenemos que mostrar que dada una su
XC

cesión g5(x) existe una subsucesión fJ- , tal que

SMx-t) fJ(t) dt converse en B . (3)

Ahora por la hipótesis de la condicional compacidad local, sabemosque

para todo n Swn(x-t) 33h) dt es la unión de un númerofinito de
conjuntos condicionalmente compactos y por tanto condicionalmente com

pacto. Por un proceso diagonal podemosectnaer una subsucesión

ífdieágaí tal que. Swn(x-t) fJ.(t) dt convergepara todo n fijo.
Tenemos ahora:

ll Swhc-t) I fJ.(t)-fi(t) l dtlls

5||ïwn(r¿-fi)dtll + ¡[Swa-wnmtll + ll dim-wn)“ f.

.5 llSwn(f¿-f1)dtll + llw-wnllkoI (Sllfdlldt + llfill dt ).

Como wn converge uniformemente a w(t) y sup Sllg'lldt (un se
ve que (3) es verificado.

La demostración sigur ahora comoen [23 sec. 10 ,th.2 .

Q b s e r v a c 1 6 n : Lao ondición de local condicional compac_:'__

dad no puede ser cambiada por esta otra condición más débil.:

Todopunto tiene un-entorno abierto U tal que {sus dx} es con
dic ionalmente compacto.

En efecto, sea É dr. :opaci; ¿e Pilbert, Si y 82 dos esferas en
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EP disjuntas, de medida 1 . Sea

I ej si . x G S1

gJ-(x): el—e¿ si x€ 82
.0 en.otra parte

donde {ei} es aga sucesión ortonormal en B . Entonces gnéLPCB),
llgn-gmllpdt = Sn 23/2 y el conjunto no es condicionalmente compac
to mientras que es acotado, equicontínuo, y la condición r) está sa

tisfecha (si xfa-JE; tomar como U(x) cualquier abierto que con

tiene E; y É; ).

A p 1 i c a c i ó n : Comoun caso particular tenemos el teorema

de Riesz sobre conjuntos relativamente compactos en Lp . También
es fácilmente verificado la suficiencia de las condiciones dadas en

[2'] , Sec. 10,031.2 .

L g m g l z

Sea fn(y) una familia de funciones a velar es en B , tal que pa

ra casi todo Ay , fn(y) converge débil en B . Supongamos que

fné LPCEn;B) y que existe una función real VCy) tal que v(y)‘f.-Lp
y

an(y)H S v(y) para casi todo y .

Entonces fn(y) es una sucesión de Cach en LP(B) si sólo si toa-ía

subsucesión de fn contiene una subsucesión fnk que converge p.13.
en B .

Demostración:
La condiciones son suficientes. En efecto, {fm} converge en IP

a alguna función fo (por el teorema de la convergencia dominada) y

el limite f°(y) = aii. limite débil puntual p.p. Luego fn converge



-57
en LpíB) .

La necesidad es obvia, pues toda sucesión convergente en Lp(B)

contiene una subsucesión convergente p.p.

El argumentoprecedente será usado varias veces, pero no será aser;

to explicitament e.

C o r o 1 a r i o :

Sea ín(x,y) una sucesión de funciones de Lq99(x,y) , lgp ,

q<m , tal que para casi todo y fn(x,yl converge débil en Lq(x)_

q/xs po
p. y’entonces fn. es una sucesión de Cauchyscbre Lq'p(x,y) si y

y existe una función v(y)€1rp(y) tal que an(x,y)ll

sólo si vale:

I) toda subsucesión de rn contiene una subsucesión fnk conver 
gente en Lq(x) para casi todo y . v

(Basta observar que según [2-] g9 , Lq’p(x,y) = Lp(Lq(x)) =
= Lp(B,y) y aplicar el Lemaanterior, q.e.d. )

A continuación veremos que en el corolario anterior se puede susti

tuir la condición I) por la siguiente condición:

II) llrn(x-h,y)-fn(x,Y)Hq/xHp/y m o uniforme_
mente en n , si se pide que los fn tenganSOportes contenidos en
un mismo compacto,

Establecerenns este resultado con un poco más de generalidad.

T\'g o g g m a :

Sea Q= (q1,...,qm) , P = (p1,'...,pn) , lspi , qi<oo , y

fn(x,y-) una sucesión defimciones sobre meEn , 'fnÜCJ) e

6 LQ’P(meEn) tal que para casi todo y ,fl -fn(x,y) convergedébil
en LQ(Em) , y existe una función v(x,y)€LQ’P tal que para casi



todo x,y ,

81xt|<llfn(t,y)l dt 5 v(x,y)

Entonces in converse en LQ'P si y sólo si

II') _—_.
“f (x-h,y) - f (x,y)llP.Q ¡M o O uniformemente en n.

Demostración :
Sea K(x) una función sobre Em no-negativa, continua de sepor‘pe

en la esfera unitaria, de integral 1 . Definamos para fG LQvP

fh por : fh(x,y) = 5K(t/h) f(x-t,y) dt / h]11 , siendo h real pg
sitiva. Un cálculo standard da:

lllfh(x,y) - f(x,y)| IQ;P5 aïïh Ilf(x-t,y) - r(x,y)I|Q,P (4)It

Mostraremosahora que la condición II') es suficiente:

Ilfn(x,y) - rm<x.y>uQ,P<Ilfnh-fnll'QP+ Itfmh-rmIIleIÏmh-rnhlg, <5)
l

Por verificarse II?) y (4) los dos primeros simandosdel segun
do miembropueden hacerse menores que un E arbitrario con tal de

tomar h pequeño. Para h fijo, por 1a convergencia débil de los

fín se ve que (fm-fm)(x,y) converge a 0 con m,n e» co , para
casi todo x,y . Además

Ifmh(x,y)l 5. C(K,h). S ‘hIfm(x-t,y)l dt é por la hipótesis < C.v(x,yÏ:It!

Sigue por el teoremai de la convergencia dominada q ue

.LILJB. CP.» n
I i (fm-fm.) I lü,



Luego, de (5):

11meup Ilfn-fmllQPSE ,yportanto =0 .,

La necesidad de la condición II') sigue de que todo conjunto con

dicimalmente canpacto en LQvP lo verifica (ver [2] ps. 520) .



uta

IB OG F

[1] A. Benedek, A.P.Calúeron, and R. Panzone, Convolution Operators

on Benach Space Valued functions, Proceedings of the Nation

al Acad. of Sciences of the U.S.A., Vol. 48, March 1962 ,

N° 3 , pp. 356 ‘- 365.

[ 2 ] A. Benedek and R. Panzone, The Spaces 1.P , with Mixed Nom ,

mke Math. Journal, Vol. 28, N°3 (1961) pp. 501-524 .

[ 5] A.P. Calderón, Lebesgue Spaces of Diff. Functions and Distribg
tions, Proceedings of armposía in Ihre Math. of the Amer.

Math. Soc. Vol IV (1961).

L 4] J. Serrin, Strcng Convergencein a Product Space, Proceedings
of the A.M.S. V01 13, N°4 pág 651-655).



-GI

RESUMEN

En este trabajo se estudian especies de Benachde distribuciones
sobre En , que tienden a generalizar en varios sentidos a los espa

cios funcionalea de Lp(En) con_cierto minero de derivadas en LWE“).

Estos espacios Bcnlos Lim") , u real, definidos en la siguiente

fOrma: Dim“) = {f = Jug ; geLP(En)} .
Aqui 'P = (p1,...,pn) es una n'-up1ade números reales lápi‘fcn,

y LPUEP) es un espacio de norma mixta (cfr. A. Benedek y R. Panzone

"The Spaces - LP with ¡"fixed Norm' Duke Math. Journal, Vol 28, No3 ,

pp. 301-324 (1961)). El operador Ju está definido para u canple

jo arbitrario, como
A .. ,
Jug = (l + 4Tl'2lxI2) 52‘-¿g para 86(8')

( “ significa transformada de Fourier).

Luegolos elementos de La son en general distribuciones tempera

das. La norma en La se define cómo

“Jugnp'u = “BHP o

Estos espacios son estudiados en el trabajo de A.P. Calderón

"LebesgueSpaces of Differentíable Fxmctiorg and Distribut ions"
Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, of the American Math, Soc.

Vol IV, pp. 33-49 (1960), en el caso en que LP = Lp .

Aqui se generalizsn los resultados de este último trabajo sustitu-w
yendo 1P=oor LP .
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Las generalizaciones se logran en general para P tales que cada

componente pi de P verifica la mismarelación que la p en el
teorema original y en varios resultados se logran.mejoras. Por ejem

plo en la generalización del Lemade Sobolev se sustituye I<p por

l‘pi , 1<pn 'y‘ comoconsecuencia, este mismotipo de mejora se

presenta en las relaciones de inclusión que valen entre La y L3_
(cfr. Teorema6 pg. 35 del trabajo de Calderdn); el teorema 8, pg.

57 del mismotrabajo se obtiene por un método de demostración distin

to, para l‘pism .
Se agregó también una versión para los espacios LP de un teorema

de Mihlin sobre continuidad de LP en LP de ciertos Operadoresti

po convolución.

En el apéndice se estudian problemas relativos a compacidadrelat;

va de subconjuntos de LP y de otros espacios de Benach, y se genera

lizan los resultados de la nota de J.Serrin"Strong Convergencein

a- Product space" (Proceedings of the A.M.S. Vol. 15 N°4 pág. 651-655)

para los LP .- de norma mixta.
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