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1 - PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA EN TERMINOS GENERALES

En un espacio E de puntos x, sea Gr un grupo de
Lie dependiente de r parámetros a‘, a?,..., a7. En el espacio
de los parámetros, que llamaremos espacio G, a cada conjunto
a', a?,..., ar, corresponde un punto a cuyas r coordenadas
son los valores de esos parámetros.

Designaremos con Ta el elemento del grupo Gr

que corresponde al punto a, esto es, Ta es la transformación
correspondiente a los valores a7, a?,..., ar de los parámetros.

Para indicar que el punto x' es el transformado
de x mediante Ta , escribiremos x': Ta x y con T: indica

remos 1a transformación inversa de Ta.
Dado un punto a del espacio G, escribimos

b'= Pa(b)
si b y b’ son dos puntos del espacio tales que TH = Ta T5 .

Es inmediato verificar que el conjunto de trans
formaciones pa (ae_G), es un grupo, llamado el grupo de los pá
rametros, que opera en forma simplemente transitiva sobre los
puntos de G (Para los detalles, ver Santaló [3]).

Sea ahora el punto a-+da ( de coordenadas aï+dafi
...,a5+daf). La transformación producto T: Tank tiende a la
transformación idéntica Te para daï+ 0 (i:1,2,..,r). Si ponemos

Te+u = T: Ta+da
el punto e+a1 , de coordenadas eqqoi , es infinitamente vecino
a1 punto e, esto es,af—oo para daáavo , con i = l, 2,.., r.

La parte lineal de las a} , son entonces r formas
diferenciales lineales (formas de Pfaff) en las da¿ que llama
remos (provisoriamente) componentes relativas del grupo Q,

Se demuestra (Santaló [3]) que estas r componen
tes relativas son linealmente independientes y que una forma de
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Pfaff de los mismosargumentos es invariante respecto a1 grupo
de los parámetros, si y solo si, es una combinación lineal con
coeficientes constantes en las uf . Por esto, llamaremos ( en
forma más general) componentes relativas del grupo Gr a cual
quier conjunto de r combinaciones lineales independientes con
coeficientes constantes, de las of antes definidas.

Sea ahora en el espacio E, un conjunto H de

elementos geométricos, tal que el grupo Gractúa transitivamente
' sobre sus elementos. Un problema de tipo general es determinar

si se puede o no asociar a los elementos de H una "medida", esto
es, una expresión que permanezca invariante bajo el grupo G,.
Nuestras consideraciones se limitaran, más adelante, al caso en
que E es un eSpacio proyectivo y los elementos de H serán, por
ejemplo, conjuntos de subeSpacios lineales (en particular pun
tos), hipercuádricas, etc.

Sea un elemento Hoe H -y consideremos el sub
grupo g—<G que deja invariante H.: g Ho = Ho

. Vamosa establecer una correSpondencia biunivoca
entre los elementos de H y las clases laterales izquierdas del
subgrupo g, en el siguiente modo:

Dadoun H’e H, por la supuesta transitividad de
Gr respecto del conjunto H, existe por-lo menosuna transforma
ción Tae G , tal que

H': T¿ Ho

Asociaremos a H', la clase lateral T¿ g. La
correspondencia, no depende de la particular transformación Ta,
sino de la clase T¿ g. En efecto, si también es

H': T5 Ho

sigue T: Ta Ho = Ho

de donde T: Ta e g
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y por tanto Tb g = Ta g
Inversamente, si Ta y Tb pertenecen a 1a misma

clase, es
Ta Ho = Ta 8 Ho = Tb 8 Ho: Tb Ho

Si la determinación de Ho en E, depende de hsgr

parámetros, en el subgrupo g, habrá h relaciones entre los r pa
rametros de Gr y, en el eSpacio G de los parámetros, g estará
representado por una variedad r-h dimensional, que seguiremos
llamando g.

Cada clase lateral TS g, se representa en G por
una variedad cuyos puntos están en correSpondencia biunivoca con
los puntos de g. Cuandoel punto a recorre la variedad g, el
punto ps(a) recorre T5 g. Entre los puntos del eSpacio de los
_parámetros, queda establecida una partición cuyos elementos son
variedades r-h dimensionales.

Este conjunto de variedades, puede ser entonces
representado por un sistema de h ecuaciones

C

A

fl(a‘ ,a2,..,a’) :6.- = constante; i=1,2,..,h (1.1)

de manera que a cada conjunto de h constantes E1, S¿,.., Eh,
correSponde una y una sola variedad del espacio G. Interpretan
do cada conjunto de valores Q1, 22,.., Eh, comolas coordenadas
de un punto g en un nuevo espacio S, queda establecida una co
rreSpondencia biunivoca entre los elementos del dado conjunto H
y los puntos del espacio S, de manera que una transformación de
un elemento de H mediante Tae.G , equivale a la transformación
del correspondiente punto de S mediante pa del grupo de los
parámetros.

Dar una medida para los elementos geométricos
que sea invariante reapecto del grupo Gr, es entonces equiva
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lente a dar una medida invariante reSpecto al grupo de los pará
metros para los puntos de S.

Las medidas que nosotros consideraremos,_serán
del tipo

Ífifi) again. «15,, (1.2)x
en donde X es un conjunto de puntos del espacio S.

Observemosque el conjunto de variedades (1.1),
r puede considerarse comolas integrales del sistema

M 7::ng -_-_o i=1,2,..,h, (1.3)
cuyos h primeros miembros son formas de Pfaff. Ya que el siste

ma (1.3) es invariante bajo el grupo de los parámetros, él es
equivalente a otro sistema de h formas de Pfaff en el que cada
forma es invariante (ver Santaló [31,5 17.6). Por las menciona
das propiedades de las componentes relativas, podemostomar co
mo,ecuaciones del sistema de variedades:

Q

l w]=o, uz:0,00., 0
donde a%,...,(oh son h componentes relativas del grupo Gp.

Siendo los sistemas (1.3) y (1.4) equivalentes,
se tiene

h

dfi¡=; p¿¡(a)¿.)¿ i=l,2,..,h (1.5)
donde FÜ-(a) es una función de los parámetros a',..,d'.

Multiplicando exteriormente entre si las h ecua
ciones (1.5), obtenemos:

dEHAdeu/x...“ ds,h = ¿(33) «¿Amunmuh

donde ¿3 (a) es el determinante IIFU (a)".
La integral (1.2) toma ahora la forma

L f[g(a)]A(a) “Muanwh (1.6)
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Ya que cada un es invariante, el producto exterior
de ellas también lo es, de manera que si queremos que la integral
(106) sea invariante para cada conjunto X, deberá ser también in
variante bajo el grupo de los parámetros, el factor f[E(aXhA(a).
Pero, ya que el grupo es simplemente transitivo respecto de los
puntos a, esto impone la condición de que f[fi(afl¿3(a) tome el
mismovalor en cada punto a de G. Es decir, f[fi(afl¿k(a)=const.,

o'sea ¿(Mr-295% (1.7)

La (1.7) no se cumple en general. La existencia
o no de medida para los elementos de H, depende de la existen
cia o no de una función f(€) para la cual vale la (1.7). Esta
condición ha sido obtenida por Chern.

En los casos en que existe medida, ésta se ex
presa en la forma

Jam «¿launch
‘A

a menos de un factor constante. Llamaremos densidad 5 para
los elementos de H, al producto exterior

8 é D).AQ¡A.../\(¡)h

donde el simbolo é , que se usará a menudo en el futuro, de
signa una igualdad salvo un factor constante.

En casos concretos, el estudio de la existencia
o no de medida mediante la condición de Chern, es poco prácti
co. Nosotros usaremos una condición muchomás simple (Santaló
[1]) que expresa:

Condiciónnecesaria y suficiente para la exis
tencia de medida del conjunto H, es que

d(w.4|wz»..../\ü)h) = o (1.8)
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Veamosfinalmente que, exista o no medida, siem

pre se tiene

U1A“2A..-Aü)h/\dw¿ =O i=l,2,..,h- (1.9)

En efecto, por la equivalencia de los sistemas
(1°3) y (1.4); pongamosanalogamente a (1.5)

h

‘Qt=Z;C5g(ñ)d€j i=l,2,..,h
y derivando exteriormente

.ÉÉUGL¿;A¿g¡ (IJD)El

y ya que

u.Au¿A han = “¿Hgm dfi4hdgzhnmdqh (1.11)

tiene comofactor cada una de las

terior de (1.10) y (1.11), sigue la (1.9).
dfi¡, por multiplicación ex

2‘- EL ESPACIO PROYECTIVO

El eSpacio E del n9 l, será ahora en particular
el espacio proyectivo de n dimensiones Sn, las coordenadas ho
mogeneasde cuyos puntos x, designaremos por xo, x,,...., xn.
El grupo G,, con r = n?+ 2n, sea el grupo G de transformacio

nes n
XL,= Ai; ; 1:1,2,oo’n ; = l ,

que en forma matricial escribiremos

x' = A x , ¡Al = 1 (2.1)

en donde
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8'00 a'Ol °°° aon\'\ x0a¡o a" 0.o a1", x¡

A = (atj ) = 1‘ i x =

\ ano anl ono ann xn

Óeán úkj (i,j=o,1,..,n), (n+—1)formas de Pfaff, entre las cua
les están r = n2+ 2n componentes relativas, y designaremos
con Q la matriz ( wq ). Si E designa la matriz unidad será
entonces Á'(A+dA) =E +o

de donde g) = KudA (2.2)

Si ahora ponemos “Vs: adj. an , esto es,
A" = (od! ), la (2.2) nos da

n ¿f

“Ü = ¿:0 OL daq (2-3)

Por otra parte, como Ád A = E, sigue

' Í ,e 8. o si ixéj‘ Oíb . = =J "° a9 J l Si i =
De donde por diferenciación y teniendo presente las (2.3),

n.

¿%¡=-ÏÏ @.dm“ (2.4)¿ao j

Por otra parte, sigue de (2.3)
n

É; wa = Z: Z: ¿el daa = dlAl¿":0 (:0

y con (2.1) n
gg‘Ju = 0 (2.5)

que es 1a única relación existente entre las (ni-1) formas mg.
Para determinar ahora las ecuaciones de estruc

tura de Maurer - Cartan, pongamos 1a (2.2) en 1a forma

dA = AQ (2.6)

Derivando exteriormente (2.6) y usando de nuevo (2°6)
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A ÍÏAÍI +- A dí) = o

de donde ag) = _;1A12 (2.7)

esto es, d UU: _ “¿uuu (2.8)0

Por otra parte, la (2,6) en su desarrollo nos da

daq = É; aú,oq (2-9)

y si convenimosen llamar analíticos a los na-l puntos:9 ,oo,) j=0,1,...,n
es decir, a los transformados por G de los puntos fundamentales
de coordenadas, las (2.9) se escriben más simplemente

da. = Z: a¿uw (2.11)J ¿:0

3 - PUNTO DE PARTIDA PARA NUESTROS ESTUDIOS

El más general resultado sobre la existencia de
medida para conjuntos de subeSpacios de Sn, viene expresado por
el siguiente teorema debido a Santaló [l]:
Teorema T:

Sea H un conjunto formado por k subeSpacios, ca
da uno alabeado con el eSpacio suma de los restantes k —l.
Existe medida para H, si y solo si, el eSpacio suma de los k
subespacios coincide con Sn.

Gran parte de los resultados que aqui presenta
mos, se basan substancialmente en este resultado de Santaló,
del cual daremos algunas generalizaciones. Comenzamosen el n9
4, dando expresiones explícitas para 1a densidad de medida
(existentes, según el TeoremaT) de los siguentes conjuntos:

19, nnkl puntos linealmente independientes
29, punto e hiperplano.
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En este cálculo y también más adelante en nues
tro trabajo, resultará cómodousar los puntos analíticos (2.9).
En particular, necesitamos conocer cuáles son las compónentes
relativas del grupo G que se anulan en el subgrupo que deja in
variante el subespacio Sh definido por los h+-l puntos

a-Lo, a¿1,...., a“ ,
esto es, el subespacio cuyos puntos x se expresan

h

x = Z: Ag ag , Ax = const.¡(:0

Para que Sh sea fijo, los puntos a¿K deben per
manecer en Sn , es decir,

h.

dau = Z: ffi au k=0,1,..,h (3.1)

Pero de (2°1o) i
de.¿,<= a, con“

de donde,por comparación con (3.1), sigue
S = io, i1,.°-, in

«L5 = o í (3.2)rfiio, 11,000,

4 - CALCULO DE ALGUNAS DENSIDADES DE MEDIDA

a)—n4-l puntos linealmente independientes

Consideremos los n+—lpuntos analíticos
a¡(aq , a” ,u.., ani) , j = O,l,..,n

De acuerdo al n9 3, el subgrupo de G que deja
invariante el punto a¡ (j=0,l,,.,n), está caracterizado por

“U= 0 para i = O,l,.o,j-l,j+l,..,n.
La densidad ó de medida para los n1-l puntos,

está por lo tanto dada por el producto de todas las componen
tes relativas ug para las cuales i fi j (i,j=0,l,...,n).
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Si ponemos “j 4 ‘JqA-nhkwnjA “huja-nAcuq

6 é. TroAn,,\...ATT,.tendremos

Para calcular fl} , designaremoa cOn

a“_ =1,2’oo,n)
z; = aq

las coordenadasno homogeneasdel punto aj (j:0,l,..,n). Dife
renciando en (4.1)

u j
day = 3:7 day-F aq dzl (e = 3429-0911)

Entonces, de (2.3),
¡o n ¡l a” '

0L dem,-+ ¿3'oc daa” a.,- dzí}

f2

031.]: (¿le dar =
' ¿:0 J a."J

I .
fi ÍÏ 06‘ a .+ a ÉÏ «fl dzj

— aoj ¿:0 ,1 oj (.1 e

Como É; a“ a” = 0 para i # j ,

sigue wz,-= ao- Z x“ dz: . i ae J . a= 0.1,..,n (4.2)J en

I. Si designamos con

dQ¡ = dzf A dzja ....A dzá
el elemento de volumen del punto a¡, se tiene, multiplicando
exteriormente las (4.2)

OC“ oc“ “en.. C ° O

m" “¡a «"1

OOIOÜOOOOODOOOIOO

1-5”
(Xi-ll. “¡"11 q.fl o o o o

TH = ao hu - GQ
} fx ' ¡n z - J

q I o o o o {fila

"2 nn.«n| X C... x
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Esto es ¡Ü = ¿3. doj

y la densidad ó viene entonces dada por:

8 i fio A e o o A fin. á (8.00 ao| o o o aan )n+‘ on A o o o A dQn

Por otra parte,

l/(acm am ... aon) = 1/(am,ao,... aan) . lAl =

aC") aOÍ aOQ

aoo ao. °° ° aan

am a“ am l 1 ..o l

aoa ao. °'° aan z? z: ... 275
= = l = V...UOOGOOOIOOODIOQOO .....OO....|

a“° am ann z: z¿ ... zfll
aca a")! ann

donde V designa el volumen (n dimensional) del (n+-1)—edro

determinado por los (n4-l) puntos aJ . Se tiene en definitiva:

J 8 = “¿L- onAdQLA...AdQn
I'M-1

V

Esto es: La densidad de medida de n1-l puntos independientes
de Sr1 , viene dada por el producto de los elementos de volumen
de los puntos, dividido por la n+l potencia del volumendel
(n+-l)-edro que ellos determinan.

b)- Medida cigemáticg del grupo proyectiyo

El grupo G, es simplemente transitivo para con
juntos de n+-2 puntos tales que n-+1 cualesquiera de ellos

sean independientes. La densidad de medida para tales conjuntos
(siempre existente), se obtiene comoproducto de todas las com
ponentes relativas (independientes) del grupo y se llama medida



Cinemática del grupos

El resultado y la notación del n9 4a, nos permi
tirá sin mayores cálculos, obtener una expresión relativamente
corta para 1a medida Cinemática.

Para ello, consideremos los nu+2 puntos
ao, a.,..., a“, an“: ao+ a1+ ..9+ an ,

donde el punto an“, comola notación lo sugiere, tiene i-ésima
qoordenada igual a

am+-a“+.°,+ a¿n (i = 0,1,.o,n)
De acuerdo a1 nQ 4a, el producto de las compo

nentes relativas que se anulan en el subgrupo gj que deja in
váriante los n-+1 puntos

l ao, a1,.., afil, afi1,.., an, an“ (j = 0,1,.o,n)
está dado por:

é (1/.vJ-nfl ) onA ., 0 o A de-¡_Ade,¿Ac vo A dQnAdQn-H (3:09 ' ° vn)

donde 'W es el volumen del (n+—l)-edro formado por los n+—1
puntos considerados y dQ¿ (3:0,‘a,j-l,j+1,u=,n,n+l) el elemenm
to de volumen del punto ag. Si zi designa comoantes las coor
denadas no homogeneas del punto a,,

l 0.. l 1 ..g 1
o j-u '44 n 121.99 z. zi.., zf

. '—¡ JH n .'_
VJ. = con sz Z; ooo 22" "'

OOIOOOIDIOIOOuQGO

z“... zfi' 223.. z

a“ H avi}. a.“-n‘ . (2a“ )

- —1 8.o c, o ahí“ a¡,j+l a C ( E all )

= [aaa aol oo ao'j+¡ c e a aan (¿5030! )] .ctuocoaeacfoocooeobeco.

am, l u anlj-n amm.» (Ea-nl )



-13

n -1

é [ace act 0 ' U aOJ-l aO,j1-| ‘ ' ° aan (FJ-¿3'01

De manera que
a n+1

Sii [30° o o 3-04;l 3-011...o o aan (¡2305-0! on A ° 0 A de-l A de+IÁ ‘ 0 A dQn+|

Por otra parte, el subgrupo de gj que deja inva
riante el punto ai, está caracterizado por las relaciones

wo} : (L)¡j = o o - j-ÍJJ. = G)J.+IIJ.= e o = = o

i (ver n9 3). Estas componentes relativas de G, son independientes

de las componentes relativas que se anulan en el subgrupo gj, ya
que gj no impone ninguna condición sobre el punto aj.

Si ahora (como en el n? 4a) ponemos

7‘}é a)qu 0AOj-IJJ‘Aui+|IiAI 0A á , es

o . n fH-I .

s. = = (ago o o o ao" ¿2'20age ) on Ae s o A deH =
n tz

é (aoo .... aut)LE(am .. and-“audi”.am¿izan4) onA...,\dQnfl.

l
. l 8 í onAdQ,A...A dQnH

Vo V1 VM.

es decir: La medida Cinemática del grupo G, esto es, la densidad
de medida para n+2 puntos tales que n4-1 cualesquiera de ellos
son independientes, está dada por el producto de los elementos
de volumen de los n+—2puntos, dividido por el producto de los
volúmenes de los n+-2 (n+—1)-edros que los n4-2 puntos determin
nan .

c) - Punto e hiperplano

Consideremos el punto ao y el hiperplano H deter
minadopor los n puntos a,, a2,..o, an.

En el subgrupo de G que deja invariante el punto
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ao , se tiene (n9 4a)
UIQ-:uZO: en“, =wno= 0

n+|
y 1T :ÚIo-‘ngon n o v DAOÑO= aoo

donde dQ es el elemento de volumen del punto ao.

Por otra parte, el hiperplano H, es el lugar de
los puntos x dados por

x =ÉA2 a¿ 1‘: = const. ,

esto es, puntos cuyas coordenadas homogeneas xj se expresan

x; ¿le aja (3:0,1,o.,n) (4‘3)

con Ag independiente de j.

' Del n9 3 sigue que el subgrupo que deja invarian
te el hiperplano H, está caracterizado por

wm=woz= n. =Uon= o

Si TVdesigna el producto de estas componentes
relativas, la densidad buscada viene dada por 5 á “1*”.

-3 Para expresar 1T' mediante magnitudes vinculadas
a1 hiperplano H, comenzamospor determinar la ecuación de H. Pa
ra ello, de (4.3):

iia? _ _ n n U _ n í i _ 0 si i #(
j=o x} "¿gzlÁn'g; a ají - g ACsl y 8! - l si i :¿

Poniendo i = 0, se obtiene comoecuación del hiperplano H:

zmo', :0¡no

e introduciendo las coordenadas no homogeneas

XL «°¿ . 

Z; = E , k‘i Éaïo , 1:1,2,o°,n y (404)
se tiene para H la ecuación

k,z,+ kzzz+ ..,,+k,¿z,.,+l = 0
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Además, de (4.4)

OC oo CX ood‘x7-“ 1:1’2’oo,n
y entonces

"K 0- o n. oo CX‘01;

woj ¿“o aú- daaJ = aoj drz° +2 ag- [oc dk¿+ W do(°°]

ddoo n i r‘L no OL DO . n 0° \aLJ-ví+04 l}; a¿jdk¿=°< aL-¡dk¿ ,(th)
De donde

a” a“ ... am‘

I oo n 3,2 azz ooo anz

) ‘dklAdszoooAdkn
aq". azn ooo ana

. n.“ TL+I=(oc°°) dk,Adk¿A.o.Adkn=(o<°°) dK,

donde dK es el elemento de volumen del hiperplano H en el es
pacio dual de Sn o

La densidad es entonces

6 ¿“Anti (aooCX'OOY'H-¡dQAdK

Por otra parte
l 1 'E\ 0€ n l ae

oo = -—-—'°-'° 2.1 q 3.o = l + Z: —°;-' —9- =
a.“ CX. aoooC ¿:0 " (:1 q aoo

=k.z,+kzz¿+...+knzn+l ,
de manera que en definitiva es:

s; dodK
(k,z.+ kzzz+ ...+-knzn+ 1)nu

Para expresar esta densidad S en una nueva for
ma, llamamos p a 1a distancia del hiperplano H al origen y D
1a distancia del hiperplano al punto ao . Se tiene I

D = p (k.z.+ kzzz+ ...+ knzn+ 1)



-15

de manera que
S .= [--;%m_jn+1.dQ AdK

d) - Un caso particular

En particular para la recta proyectiva (n = l),
las configuraciones estudiadas en 4a y 4o coinciden entre si,
reduciendose a un par de puntos x,, ng La densidad (en ambos
casos) viene dada por

dx.A dx2
(xl - x2 )á

- X' xa Su on amos ahora ue x x ertepg q Iy2p
necen reSpectivamente a los interva

los (X., X2), (X3, X4). Para obtener la medida correSpondiente,
hacemosla integral.doble de la densidad sobre los respectivos
intervalos, y encontramos:

_3 medida = ln(X.X2X,X4) = logaritmo de la razón doble°

Ya que estamos en un caso particular de los nQ
4a y 4o, este resultado parecería sugerir la existencia en Sn
de invariantes proyectivos (expresados mediante integrales mul
tiples) que podrian tomarse comogeneralizaciones de la razón
doble de cuatro puntos.

5 - TRANSITIVIDAD DEL GRUPO PROYECTIVO PARA CIERTOS ELEMENTOS

GEOMETRICOS.

El estudio de la existencia de medida para con
juntos de elementos geométricos, tiene sentido cuando el grupo
es transitivo con respecto a los elementos es cuestión. Para
justificar (respecto a este punto) estudios que vienen más ado
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lante, presentamos aqui las siguientes observaciones.
Es inmediato que en el espacio proyectivo Sn, to

das las familias de k (k = 1,2,...,n+1 , fijo) subespecies 11
ncales SM,Sm,.., SM, de dimensiones hi, h¿,.., hk prefijadas
y tales que cada uno es alabeado con el esPacio suma de los res
tantes, son proyectivamente equivalentes entre si. Dadas dos fa
milias de este tipo: sm, Sm,.., Sh‘ y 5h, 5%,.., ÉhK, siempre
existe por lo menosuna proyectividad que transforma el eSpacio
sh'i en 5,“ , para cada i = l,2,..,k°

Probaremos aqui que elegida en forma genérica es
ta proyectividad, ella subordina entre cada par de espacios co
rre5pondientes, una homografia genérica._Para ello, mostraremos
que la proyectividad siempre puede ser elegida de modetal que
transforme hi+2 puntos dados arbitrariamente en Sh¿(con la ú
nica condición dc que hfi-l cualesquiera de ellos sean indepenm
dientes} en otros tantos puntos de Éh¿ que cumplen con la misma
condición, para cada i = l,2,.,,k.

I. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
el espacio suma de los Sh¿(5h¿) es todo el espacio Sn. En cfocw
to, el espacio suma es un Ss (55 ) de dimensión

s = h¡+h¿+,..+h‘+k - l
Si fuese s<.n , considerariamos un espacio Sh°(5ho) clahcado

y de dimensión dual respecto de Ss (35 ) y fijando h¡+2 pun
en SM(SM ), estaríamos en las mismas condiciones con k4-1 es

pacios y tal que el esPacio suma de todos ellos coincide con Sn»
Tenemos entonces

hfihfin..+hfik —l =n (5g)
Sean . , .

QOQQ:!°"°1Q:1¿ (1:1921--vk)
hfrl entre los h¿+ 2 puntos dados de Sh¿,
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'dj,6f,...,6.f¡, (i:l,2,..,k)
los correspondientes puntos también prefijados de 5M.

Ya que cada Sh¿(Éh¿) es alabeado con el espacio

sumade los restantes, los puntos Q} (a; ), i = 1,2,..,k , J =
=0,l,..,h , son linealmente independientes y, de acuerdo a (5.1)
en total n+-l.

Sea Qi el restante punto dado en Sh¿ y 6€ su

análogo en 5M . Los k puntos Qi (6€ ) son linealmente indepen
,,dientes entre si y definen por lo tanto un espacio SK“ (5x4) de

dimensión k —l. Tomamosahora en S,M (Ékn) un punto arbitra

rio Q (6) con la única condición de no depender linealmente de
k e 1 de los puntos Qi (Ói ).

. El punto Q (Ó) depende linealmente de los n4-l

Q} (G; ), pero por su elección, no depende de n de ellos. Exis
te entonces, una y una sola proyectividad que lleva los puntos

Q} en los correspondientes 5} y Q en 5.
Veamosque esta proyectividad transforma Q¿ en

ÓPA(i = l,2,..,k). El espacio S¿ (5‘ ), suma de Q (5) con

sm, sm”, Shi“ sh¿,.,.., shx (5..., 5h...” 31h.“,SMN“, sm) es
de dimensión h¿+...+-hbp+hh.+...+-hn+ k - 1 = n - h¿ y por
lo tanto corta a SM(5M ) en un solo punto/egwprecisamente .Q‘
(5‘ ), pues Q‘ (5‘ ) está contenido en Sp.(€w4) y este sepa
cio está a su vez, contenido en 8‘ (Si ).

Comola proyectividad transforma Si en 5€ y
SM en 5M , sigue que ella lleva Q‘ en Gi (i = 1,2...k).
Queda demostrada nuestra afirmación que finalmente expresaremos
en la siguiente forma equivalente:

Si {sm} (1 = l,2,..,k) es una familia de sub
espacios lineales de Sn , tal que cada subespecio es alabeado
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con el eSpacio sumade los restantes y si {H¿i (i = l,2,..,k)
es una familia de elementos geométricos (puntos, rectas,.....,
cuádricas, etc, inclusive el conjunto vacio) tal que Hp está
contenido en SMpara cada i y tal además que el grupo proyec
tivo de SM actúa transitivamente sobre H; , entonces, el gru
po proyectivo de Sn es transitivo respecto al par de familiasis“; .
3233 - En el caso en que un eSpacio Sh¿se reduce a un punto,
los hfi-Q = 2 puntos que se toman en él, son necesariamente
coincidentes, pero aun asi, la demostración anterior sigue sien
do válida en todas sus partes.

6 - CONDICIONES PARA QUE UN PRODUCTO DE COMPONENTES RELATIVAS

ug (CON 1 79 j) TENGA DERIVADA NULA '

Según (3.2), las componentesrelativas del grupo
quue se anulan en el subgrupo que deja invariante un subeSpacio
lineal definido por puntos analíticos, son del tipo a%¡con i#jo

Resulta por tanto de interés, encontrar condicio
nes para la existencia de medida de un elemento geométrico H
(no necesariamente compuesto por subeSpacios lineales) tal que
el subgrupo g que deja invariante a H, está caracterizado por la
anulación de los elementos del siguiente conjunto G'de compo
nentes relativas

0-: will). ,...,U¿hjh 15%JS S=l,2,oo,h
Según la condición (1.8) de Santaló, hay medida

si y solo si

díl = 0 con 51 é {5 auq, (6.2)
Por (2.8), se tiene:
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da; É (4)" ¿0-- . . 0.. .
— u, lejoA"‘A túnel/:0. A ¿Uh/K A ULKHJ'K"A ..../\ ¿Uh =

h. n

J." g (-0K Q¿°_/'-A""\¿")¿A<-IÍ<-|A [gg “¿Kg ACA)”. ]A UikHJ'mu A-"A (“Nh/th

Por otra parte, de (1.9)
n o

Q. A doow-K5 Q Amuuuy-K] :o

y siendo iK fi jK y las GJQL independientes entre si, sigue
que 51 contiene uno por lo menos de los factores de wmgAa%h 0
Esto es

- 9 “¿nec o (¿me 0‘ (6.3)
k=l,2,oo,hy 2: 0,1,oo,no

h

a Q á (“1* “¿ojo A“tk-.1».Alos“); A(«ej-,1;-wmab “WI-m AmA“¿m

esto es h
l Q AÉ (anjl_Main)

Sea N; el número de veces que Z (=0,l,°;.,n)
se presenta comoprimer indice en los elementos del conjunto ou
NÍ'sea el númerocorrespondiente para el segundo Indice. Enton
ces (6.4) se escribe

dQ-L-QAÉS (N: -N¿)Wez (6.5)

Teniendo presente que la única relación entre
las componentes relativas de G es (205) y que en El no hay fac
tores del tipo (un , sigue de (6.5) que vale la (6.2) si y solo

Sl NÉ - N; = N = constante independiente de i

Veamos que N = 0. En efecto, siendo h el número

de componentesrelativas en el conjunto 'T (6.1), se tiene

[V]; MaN¿=h , Ní=h
2:o n :0

osea 0:2(NÉ-N¿)_(n+l)Nlso

de donde N = O.
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Por tanto, existe medida para H si y solo si

N3 = NÉ para cada 8 = 0,l,°.,n (6.6)

y queda probado asi,el
Teorema l

Condición necesaria y suficiente para que H tenga
medida, es que el conjunto 0' contenga tantos elementos de la
fila de indice É de la matriz (00g), comoelementos de la co

-'lumna de indice Z de la mismamatriz, esto, para cada e =O,..,n

Mejoraremos ahora este resultado mostrando el
Teorema 2

Hay densidad para H, si y solo si con cada ele
mento ¿Oy , el conjunto 6' también contiene el elemento u¿a .

Por el Teorema 1, la condición es evidentemente
suficiente. Para probar la necesidad, supongamosque vale la

(QLG), pero, en forma más general, solo para l a 11+l, y que
er conjunto 0" contiene a curs, con r,s a h-Fl, mientras que
por el contrario, uk, no pertenece a o- n

Mostraremos que en tal hipótesis, si NL2 t
(t = l,2,...), entonces NLa t+-2.

En efecto, de N}; t sigue por (6.6) (aun con la,
limitación.e:> ha-l) que ÑÍ; t , esto es, 0‘ contiene por lo
menos los t elementos:

035m,u)s¿,,....,co5¿, ,
con s,,_s¿,.., st , distintos entre si y distintos de s y r.

Sigue de (6.3) que 0' contiene por lo menos uno

de los elementos uEJ , a», , para cada k = l,2,..,t y ¿ = 0,
l,.., n°

Como wsryáo‘ , resulta 05‘5ÉO‘ . Esto es, <7
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contiene los elementos

w,5,u)_.,,s ,n..,(*)s¿s

Luego, N: 2 t-kl y por (6.6) (limitada a €2-h+l)
N; z t+l. Sean

a)“ , (usa,..., un“,
con r,,..., rm distintos entre si y distintos de r y s, t-rl
elementos, seguramente existentes, de 0'. Como CJsrÉJT , de

(_6.3) sigue que
0),” , quú ,..., ÓJrQ+I

son elementos de (T . Siendo (arsexr , resulta finalmente
N: a t-rz.

Ahora bien, de ¿Jns€ 0' sigue NÏz-l y aplicando
q'veces el razonamiento anterior, N: 2 l+—2q con q arbitrarioo
Esto es manifiestamente absurdo ya que Níé n.

Resulta asi que con cada abs (r,s a h-+l), d'con
tiene a akr. Basta tomar h+-l = 0 y el teorema queda demostrado.
(Él resultado obtenido para h+—l> 0 nos servirá más adelante).

. Á

7 — CARACTERIZACION DE CIERTOS CONJUNTOS DE SUBESPACIOS LINEA

LES CON MEDIDA.

Llamaremos sistema tipo S, a todo conjunto de

subespacios lineales para definir los cuales se usan n4-l pun
tos linealmente independientes y tales que

19) Los subeSpacios son dos a dos alabeados
29) El eSpacio suma de todos los subespacios es Sn.

Diremos además que dos familias de subespacios
de Sr1son equivalentes, cuando cada espaoio de cada una de las

familias se puede obtener mediante intersecciones y sumas de
los espacios de la otra familia.
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Ya que las transformaciones proyectivas conserven
las intersecciones y sumas de subespacios, es claro que dos fa
milias equivalentes, simultaneamente tienen o no tienen medida.

Teorema 3

Un conjunto C de subespacios lineales, para defi
nir los cuales se usan subconjuntos de n4-l puntos linealmente
independientes, tiene medida si y solo si él es equivalente a
un sistema tipo S definido por los mismospuntos.

Quela condición es suficiente , resulta inmedia_
tamente del Teorema T de Santaló, del cual el Teorema 3 es una
generalización. En efecto, basta observar que el TeoremaT se
puede expresar en el modosiguiente: Un conjunto de subeSpacios,
para definir los cuales se usan n4-1 puntos independientes y
tal que cumple con la condición lg de un sistema tipo S, tiene
medida si y solo si, cumple también con la 29 condición.

l Para mostrar la condición necesaria, supongamos
que existe medida para el conjunto C y que este conjunto está
definido en base a los n%—lpuntos analíticos a¿(i = 0,l,..,n)o
Si 0' es el conjunto de componentes relativas que se anulan en
el subgrupo g que deja invariante a C, entonces «bli-U (!=O,.,n)

una permutación de los nú
Sheï C está definido por

Sea io, i¿,..., in
meros O, l,..., n y supongamosque
los puntos analíticos ag , ah ,c.., ahi. De (3.2) sigue que a
G pertenecen las (hi-l)(n - h) componentesrelativas:

con í

De acuerdo al Teorema 2, a a'también pertenecen:

1:10, 111,009,th
k=ih+l, ih,¿,cco, in

io, 11,0”, 1,,
khk con í . . .k lhqq , 1h+2, ono, ln
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y comopor (3.2), la anulación de estas componentesrelativas
caracteriza al subgrupo que deja invariante el subespacio Said
definido por los puntos analíticos ag“, a¿u,..., am , sigue
que el subgrupo g deja invariante con cada subespecio T°€i C,
el subeSpacio T1 dual de To y definido por los puntos analíti
cos que no intervienen en la definición de T°g

Podemospor tanto, identificar a C con un con
junto 0* de subespacios distintos del tipo:

* TÍ,T:,9.»,T2
C‘ TI, Timo, T:

v

donde TÉ¡Ï Ti = fi

Tio+ TÍ _ Sn } 1 = l,2,..,k (7.1)

Por otra parte, el conjunto 0* es equivalente al
conjunto 8* de los 2K subeSpacios (algunos eventualmente va
cios) definidos por:

T(e11 e2!'°°9 en) = TÍ.“ Tfln °-e-r7 TÍ“ (7.2)
para e¿= 0, l (i = l, 2,5.., k).

En efecto, observando que

T(e1,co,ej_¡,o,ej+1,oo,ep<) + T(e1,oe,ej_¡,l,ej+1,oo,en) =
e. -, C":Tin...n TIÏ’,n Tj;;'n.. n Ti“,

se ve inmediatamente que

T2z; T(e1,..,e¿-,,O,e¿+¡,..,eg)
i = 1,2,.. k

= T(e¿,..,e¿-1 ylyei-H!"’eK)e (7.4)

donde ¿3 significa el espacio sumaal variar las e de todas
las maneras posibles.

Quedará probado el Teorema 3, cuando demostremos
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que el conjunto 8* es un sistema tipo S°
Basta observar que dos elementos de 5*:

T(e¿,..,eK) y T(e¿,°.,e;)
tienen por lo menosuna e; distinta. Luego su intersección con
tiene el factor TÍ n TÍ y por tanto es vacia. Que el eSpacio
suma de todos los Tea 8* es Sn , sigue de (7.3) y (7.4), cuan
do se tiene en cuenta la (7.1).

En el Teorema T de Santaló, no se considera la

posibilidad de subeSpacios que se corten, sin embargo, el Teo
rema 3 nos enseña que las únicas configuraciones de subespacios
(definidos por n+—lpuntos) que tienen medida son substancial
mente las previstas por Santaló.

‘ El siguiente Corolario del Teorema3, caracteri
za completamente a los pares de subespacios con medida.
Corolario

Condiciónnecesaria y suficiente para la exis
tencia de medida de dos subeSpacios Sh y Sk es que sean ala
beados y de dimensiones duales.

La condición suficiente es inmediata. Para ver
que la condición es también necesaria, basta observar que Sh
y Sk siempre se pueden definir con la'ayuda de n4-l puntos
linealmente independientes y que Sh y SK sólo determinan los
cuatro espacios:

Sh , Sk , Shrl Sk , Sh-+ SK (7.5)

Ahora bien, si Sh n Skpgí , los cuatro eSpa—
cios (7.5) tienen, dos a dos, intersecciones no vacia y por
tanto, Sh y Sk no pueden ser equivalentes a un sistema tipo S.

Si en cambio Sh-t Sk# Sn , como los cuatro sub_

eSpacios (7.5) están contenidos en Sn-t SK , sigue que tampoco
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ahora los subeSpacios Sh y Sk pueden ser equivalentes a un sis_
tema tipo S.
Observación

Hemosya dicho que el estudio de la existencia
de medida para elementos geométricos, tiene solo sentido cuando
el grupo es transitivo reSpecto de esos elementos. Por lo tan
to cuando se habla (como en el Teorema 3) de un conjunto C de

subespacios lineales, debe entenderse que él queda definido no
sólo por el número y las dimensiones de los subeSpacios que lo
forman, sino también, por las posiciones relativas que los sub_
espacios ocupan entre si.

Para fijar ideas, consideremos en Sa el conjunto
formado por dos rectas. El grupo proyectivo de S3 , no es tran
sitivo para los pares de rectas. Si lo es en cambio, para pares
de rectas alabeadas y también para pares de rectas que se cor
tan. Por lo tanto, en el estudio de la existencia de medidapa
ra'pares de rectas en 3,, se deben considerar necesariamente
dos problemas distintos. El corolario anterior nos dice que en
un caso hay medida y en el otro no.

Los resultados del Teorema 3, si bien son gene
rales, no agotan todas las posibilidades para conjuntos de sube
eSpacios lineales. Ello se debe a la restricción de que los
subeSpacios se definen mediante n+-l puntos linealmente inde
pendientes. Por ejemplo, no queda contemplado en el Teorema 3,
el caso de dos rectas alabeadas y un punto fuera de ellas en SJ,

8 - UNA NUEVA CARACTERIZACION

Con el fin de dar una nueva caracterización de
los conjuntos de subeSpacios lineales (definidos mediante n4-l
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puntos independientes) para los cuales existe medida, probaremos
ahora que todo conjunto C de tipo S:

c: TL, T¿,.‘., Tk (8.1)

con ii T. = Sn (8.2)

T¡ n TJ- = só para i +3 (8.3)

es equivalente a un conjunto C' de 2(k - l) subespecios

C_': TI, T:,..., TL; Ti, 'r:,..., TL. (8.4)

tajsqm TÏCTÉCH..CTL
m: :> 5322).... DTL. Ï (8'5)

y o 1

l n =p =1,2,oo,k'—l
Dado C, definimos C' del siguiente modo

T7 :2; T, , T; = EMT, , i = 1,2,..,k-l (8.7)

3 De estas definiciones, siguen las (8.5). Las
(8.6) siguen de (8.2) y (8.3).

Inversamente, dado el conjunto C' por la (8.4) y
valiendo (8.5) y (8.6), definimos el conjunto C (8.1) mediante:

T¡ = TÉn Ti, , i = l,2,..,k (8.8)

conviniendo que T: = Ti = ¿a (8‘9)

Para probar (8.2), veamos por inducción que

¿EnT, = T¿ (8.10)

De (8.8) y (8.9) sigue que (8.10) vale para i = l. De (8.10)

T,= T2 +(T5L. n Tf ) = T3“ . Luego T¿= T: = sn 'y va.

le (8.2).
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Para probar (8.3), sea i <3. Entonces

T¡_n TJ: TÉ n TÉ.,n T} n TL: Ti: n TJ; c: Tj‘ïin T}.,=

Queda asi probada la equivalencia de los conjunm
tos C y C'. Con este resultado y el Teorema 3, sigue el

Teorema 4

Un conjunto de subeSpacios lineales (para definir
los cuales se usan n4-1 puntos independientes), tiene medida si
y solo si, él es equivalente a un par de encajes de subespacios:

TLC Tzc ....c T,”
Ticfi c....ch

con, Tirl TE = fi y T¿+- Ti = SrL , para i = 1,..,m.

9 - SOBRE LA EXISTENCIA DE MEDIDA PARA LOS "PUNTOS DE UN SUBES

PACIOÏ

J Del Teorema 3 de Santaló, sigue que si h <n, no
existe medida para los subespacios Sh ( de dimensión h). Tampom
co existe medida para el conjunto formado por Sh y k puntos (k1
l,2,...,h+—1) independientes de Sh , comose ve inmediatanente
del Teorema 3.

Queremos estudiar aqui, el caso de un Sh y h+—2

puntos de él, tales que h+-l cualesquiera de ellos sean indepenw
dientes. La configuración (para h:>0) no está contemplada en los
Teoremas T, 3, ni 4.

Ya que si los h4-2 puntos de Sh quedan invar1an
tes, cada punto de Sh queda invariante, hablaremos (por breve—
dad) de la existencia o no de medida para los puntos de un sub
esPacio.
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georema 5
Condiciónnecesaria y suficiente de la existencia

de medida para los puntos de un subespacio Sh UDSIISIÚ, es que
h = n.

Para h = O, el Teorema 5 vale comoun caso parti
cular del Teorema T de Santaló. Supondremos en lo que sigue h>0.

Sea Sh definido por los puntos analíticos:

v ao, 31,0“, ah. (9.1)

De acuerdo a (3.2), el subgrupo gj que deja invariante el pun
to aj (j = 0,1,..,h), está caracterizado por

¿OL/:0 para i=O,..,j-l,j+l,..,n
y en el subgrupo g que deja invariantes los h puntos (9.1), va
len las hn relaciones:

“¿1:0 j=oylv°0-9h; (902)
Sea

.' Qxá/bwu (9.3)
el producto exterior de los primeros miembrosde (9.2).

Para fijar ahora cada uno de los puntos de Sh ,
fijamos en él, el punto (ver 4h):

a = a°+ a¿+-....+ ah
Si a es fijo, da = A a , Á = const. Y con

h2.11
( ) ¿«Ji-¿uy a, =Ágae

. h

es dec1r á; a%¡= o e = h+1,.°_,n (9.4)
h

game/¿A Z:O,1,...,h (9.5)

Las relaciones (9.4) se cumplen ya en g. Las
(9.5) se pueden poner, teniendo en cuenta las (9.2),

ka-w°°=o k=l,2,noo’h
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Llamando h
a a /\ (aax —<um) (9.6)¡(.1

existirá medidasi y sólo si

dQ = d(QL’\Qz) = d-QLAQz+ (-1)nk.Q1/\sz = (007)

Veamos que siempre es:

QiAdDz = O (94:8)

En efecto, cada término de díh contiene un factor dc la for
ma n n

d(wkn ’w‘w) = ’Qwil/‘Uu +(23‘ÚolAG-üo , k = l,q.,h
IüK

y cada término de esta expresión contiene un factor dc Q; .
Por otra parte, usando la (6.5) para el conjunto

(9.2) y teniendo en cuenta la (2.5), se calcula
h

GQ; ‘—;91" 2003"

y por tanto existe medida o no, según se anule o no la eXprcsión

. dQ a QIAQZA 2:06)” (9.10)
.A

esto es dQ ¿ QIAÜJQQAQ11A....I\th (9.11)

condlclón necesarla: Si h<<n, los factores de df? en (9.11)

son independientes y por tanto dfl # O.

gggg;01ón suflclente: Si h = n, dí? en (9.10) contiene cl
factor nulo dado por (2.5).

El Teorema 5 es en particular una demostración
de la existencia de la medida Cinemática que nosotros hemos
calculado en el ne 4h.

lO — PUNTOS DE UN CONJUNTO DE SUBESPACIOS LINEALES

Utilizando los resultados del n9 9, demostrare
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mos aqui una generalización de esos mismosresultados.

Teorema 6

Sea el conjunto de r subespacios linecles

sh ,shl ,...., shr , (10.1)

de dimensiones h¿> O (e = l,2,..,r), cada uno alabeado con el,
espacio sumade los restantes, y sea Sh :5:“1 SM , Condición
necesaria y suficiente para la existencia de medidapara los
puntos de los subespacios Sh, (en el sentido del nQ 9), es quo
h = n° (DeSpués del Teorema 7, se verá que la condición h.) 0
eslinnecesaria.)
. Consideremos los

h+ 1 = (111+1)+ (h¿+ 1)+....+(h,+ 1)
puntos analíticos (9.1). De ellos, tomamoslos h1+ 1 primeros
nara definir SM, los hz+ 1 siguientes para definir SM y
asi continuamos hasta definir Shr mediante los últimos hr+ 1
puntos (9.1).

Procediendo con cada SMen la misma forma quo

con Sh en el n9 9, llamaremos {LJ al producto de las compo
nentes relativas que se anulan en el subgrupo ge que deja invo
riantes los h¿+ 1 puntos que definen Shc, y con 51%,el pro
ducto análogo a (9.6)°

Si ahora ponemos:
r

Q1 = A Qu1., 9 = {3-0-22 , Q = 91A Q:

resulta que (21 viene dado por (9.3) y hay medida si y sólo si
(39:00

Teniendo en cuenta (948) para cada e = l,2,..,r
sigue [LJAdS2¿,= O y por tanto

QMdQ: = o (117.2)



es decir h
dí). = 91AQ:AZCÜN (10,3)

Condición suficiente: Inmediata por (2,5)

Condición necesaria: Sigue de la correSnondiente condición
del Teorema 5, comparando (9.10) con (10.3) y observanño que
5): es un factor de 512 . En efecto, el subgrupo caracterizado
por la anulación de los factores de SÏIAÍL (en n9 9), deja
fijo cada uno de los puntos de Sh y por lo tanto, es un sub
grupo del subgrupo que deja fijos los puntos de cada uno de los

sm (cuya suma es Sh) y que está caracterizado por la anulación
de los factores de {21A52Ï

ll - SUBESPACIOS Y PUNTOS DE SUBBSPACIOS

Veremos aqui una generalización del Teorema 6°

Teorema 7
l

" Sean los r + s subeSpacios lineales:

Shl , Shz,oooo, shr; Sk‘ , Ski ,oo-o, Sks y

cada uno alabeado con el espacio suma de todos los restantes,
existe medida para el conjunto formado por los s subesnacios

SK ,..., 8% y los puntos de los r subespacios Sh‘,.., Shr,
si y sólo si el eSpacio suma de los r + s subeSpacio (11.1)
coincide con Sn .

Podemossuponer, sin pérdida de generalidad, que

ninguno de los subeSpacios Shi se reduce a un punto, ya que si

no fuese este el caso, colocamos esos puntos en el conjunto de
los SH . Observemos además, que el Teorema 7 vale para r = O
(Teorema T) y también para s = 0 (Teorema 6).



-33

Pongamos ‘ 5

Sh = Sh. , Sk -=:1 L
Sk

Jh ¡.1

de manera que el espacio suma total será de dimensión máh+-k+-l.
Definamos los Sh¿ como en el n9 lO y tengan 521

y 52: el mismo significado que alli. Definamos los Ski median
te subconjuntos de los puntos analíticos ah“,..., am y sea
513 el producto de las componentes relativas que se anulan en

el subgrupo que deja invariantes os s suberpacios SH .
Entonces, hay medida si y sólo si

d(D:AQ¿A5L) ‘o

esto es, por (10.2), si y solo si

i DEA (MQ. A515) = o (11.2)

Calculando en base a (3.?) y (6.5), se obtiene
l

¿(amm ) -= Q.AQ,A(2":_I,OCQ”

yila (11.2) queda:

QÏAQLAQBAzwet:O(:0

Cond1c1ón sufiC1cnte: Si m = n, vale la (11.3) pOr (9-5)

gggglgíág-nggggïígi Si m< n y valiese la (11.3), tendría
que ser m

’ZA wn = 0 (11.4)

Esto es falso, pues implica que existo medida para el conjunto
de los puntos de todos los subespacios (11.1). En efecto, la c
cuación análoga a (11.3) para este caso, contiene comofactor
de su primer miembro, al primer miembro de (1104).

El Teorema que acabamos de probar, se puede es
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cribir en la siguiente forma equivalente:

Teorema 8

El Teorema T de Santaló sigue siendo válido si
si en lugar de uno o más de los k subespacios, se consideran
los puntos de esos subeSpacios.

Observemos que el Teorema 7 asegura la validez
del Teorema 6 aun en el caso en que algunos de los subesPacios

SM alli considerados se reduzcan a puntos.
Calcularemos ahora en forma efectiva la densi

dad de medida (existente por el Teorema 7) para el conjunto for
madopor nJ-2 puntos, tales que n4-1 de ellos son indepen
dientes y el restante depende de exactamente h-Fl de los otros.

I Sean los n4-1 puntos independientes ao, a1,..
.., an y el restante sea a = a°+ a + ...+-ah . Si comoen
el n9 4a ponemos zf = au /aoe para las coordenadas no homo

geneas del punto a¿ (F = O,l,..,n), las mismas coordenadas

J 23 a
K=° Lk=-r-—'z¿ (11.5)
¿:0 aok

del punto a, quedan expresadas por
h

Z; = ¿2° Ax zÏ con km«xz= l (11.6)

De acuerdo al n9 4a, el subgrupo que dcja inva

riante los nnkl puntos ao,..., arL , está caracterizado por

:0 i %j ; =0,1,coo,n
y el producto de estas componentes da, usando la notación del
n9 4a,

. l l
7T= 5?: onAinA-'- AdQn , con -ï- = aooaoi...aon
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Por otra parte, la condición de que el-punto a
sea fijo, viene dada por la (9.5), que a los efectos del cál
culo posterior es conveniente escribir ahora en la forma:

h - =o i =0,1,ooo,h_l
La densidad 5 se obtiene entonces, multipli

cando fl' por el producto ’W' de los h primeros miembros de
(11.7).

v 1 Se tiene, para i = O,l,...,h

kz: wi: = É; go 0C“ das,< = 2:0 Otisd go. ask
y con (11.5)

h dí: aok n . h h n .

¿“a —"-"-- ; oC" asa; a“ DCSdzsh

[22° aok :0

de donde con (11.6)
h

h 80k h n . h
';Q¡k=—m—+ aok oCLSZ(/\¿dz_5,+zídl¿)=

. ¡:0 É Kyo 5.1 ¿:0.l aok

=_-‘-°— +zaok[z: ax. oc" Ï’L] + (( dz; >>,
É (:0 lso ao!aok

donde (( dz: )) indica una suma en cada uno de cuyos términos
hay un factor de la forma dzí . Teniendo en cuenta que de

h

(11,6) sigue É; dli = O , resulta

h h. o d Ai
;¿com = ——¡————+ ( g¿ aok) a _ + (( dz: ))

z; a°k OL[lo

Con estas expresiones y ya que
h-s h .

TT'¿Q ki; (UL-K-03“) i (—l)[226).¡A...Aá01.5;AÉ°U¿“,¡A...AÉ°UM<]

sigue
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h h
(go act) h i

¿ —— Z) (-1) af,LdkoA..AdA¡..Ad>x¿,‘A..Ad/\h+ (( dzá ))
a“ o ¡aoh ¿”o

y poniendo d/M.= - (dx.+d)\¿+ ...+d>w.-¿ )
h h+L

, (3; a“)¿———— dAoAdA¡AooooAdAh-l+
aoo a0! aoaoh

Si ahora llamamos Vk (k = 0,1,..,h) al volumen
del (n+-l)—edro determinado por los puntos

8.o , a1 ,ooo, aK_¡ , a , ahí-1 ,oon, an

se l/Vk é ago ao}, c nao¡K-|(340+ 301+ o¡1'th )ao’K-looaoh o¡aan

de donde

h ¡1+1

I( ¿o aOk ) i l . l = Vh+1

ago ao; o oaoh Vo V1 o .Vh (aoo 3.01 o caen )h+1 Vo V1 o ¡VII

y por tanto h+1
1T'¿——V—- dA + (( dzi )) (11.8)

vo V; o th,
G

. l = oooAdAh-L
En definitiva, resulta para la densidad:

l do d A oo. d n.
8 =TTA1T¿ Q "MQ‘ A Q A (11.9)v vo v1 .....Vh

yaque “A((dzí))=0
En particular, poniendo h = n en este resulta

do, obtenemos una nueva expresión para la medida Cinemática del
grupo G. Es claro que aqui, uno de los n4-2 puntos, desempeña
un papel asimétrico con respecto a los otros, lo que no ocurría
en nuestro cálculo del n9 4h. Con todo, si en lugar de dZX

ponemos su valor en función de las coordenadas no homogeneas z¿
del punto a, se obtiene, con un poco de cálculo, la expresión
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del n9 4h. En efecto, cuando h = n,
n VLdZ¡_:2 z: 2 AK

dZ¿ = K¿ (ZÏ - Z? ) dÁ: + (( dz: ))

ZÏ ooo ZT‘-Z?

n zZ-z? 21-22 ... zïLzï t
¿amet/¿(12, e dA + (( dzs ))

zi-zfi zt-zfi ... zILz:

0 sea
danL=v + dzg

de donde todo sigue.

Volviendo al caso h<.n , el desarrollo del cál
culo de la densidad 8 (11.9) muestra en forma inmediata como

él puede ser generalizado para obtener, en base al n9 4a, las

densidades de todas las configuraciones con medida prevista en
ei n9 lO. Para evitar las complicaciones de notación del caso
general, damosaqui (sin detalles de cálculo), la densidad pa
ra los puntos de un par de rectas alabeadas en S3 .

La densidad para los puntos:
ao, a., a = a.+ a1 ; az, aJ (11.10)

obtenida de (1109) para n = 3, h = 1, es

v*/(vo v1) . onA doi Aszo do, AdA (11.11)

Para obtener la densidad del conjunto
(11.10) más el punto á = a¿+ a3, basta
multiplicar (11.11) por vz/(vzv, ).dÁ
{ver (ll.8)] donde 'u , V3, diï , son
las expresiones corresPondientes a vg,
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W_, d/x con reSpeoto a a2, aa (en lugar de a al) y se obo,

tiene 8 onAdomdogma“ dA Ad/Ï1 =
v2 vo v1 V2 v3

comodensidad para los puntos de un par de rectas alabeadas de

SJ o

Ampliaremos ahora con un ejemplo, la observación
hecha en el n 7. Consideremos el pl no S2 y en él cuatro pun

-rtos distintos. Se distinguen las sigu'entes posibilidades:
19) Los cuatro puntos tres a tres in ependientes
29) Tres puntos de una recta y el cuarto fuera de ella

32) Los cuatro puntos alineados
El grupo proyectivo de Sa , es transitivo para

configuraciones del 19 y 29 tipo, pero no lo es para las del 3°.
Para los dos primeros casos existen medida (Teo

remas 5 y 7,respectivamente) y hemos dado formas explícitas pa
ra'las densidades° En el tercer caso, no tiene sentido hablar
de‘la existencia o no de medida.

Podemosdecir entonces: Existe medida en el pla
no para los conjuntos de cuatro puntos no alineados.

En esta afirmación, sin embargo, debe tenerse
presente que se consideran dos problemas distintos y que en
cada uno de los dos casos existe medida° No tiene sentido re

ducir a uno sólo los dos casos, porque el grupo proyectivo de
82 no es transitivo para conjuntos de cuatro puntos bajo la
única hipótesis de que no sean alineados.

12 - MAS SOBRE SUBESPACIOS Y PUNTOS DE SUBESPACIOS

Observación I
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El grupo proyectivo de Sn, no es transitivo para
los puntos de dos subeSpacios (en el sentido del n9 9), cuando
éstos no se suponen alabeados. No tiene por tanto sentido, en
forma general, hablar de la existencia o no de medida para los
puntos de dos subespacios, esto es, para h4-2 puntos ( h+—l
cualesquiera independientes) de un Sh y k4-2 puntos ( en conm

diciones análogas) de un Sk o
En el ng 7 se observó que para asegurar la tran

sitividad del grupo proyectivo respecto de pares de subespacios
era necesario prefijar la dimensióndel espacio intersección.
Esto, no es mas suficiente en el caso de los puntos de dos sub
espacios.

I Sin embargo, en el ceso en que los subespacios
se cortan en un punto y (comoparece natural hacerlo), este
punto co un se toma en cada subeSpacio como uno de los puntos
dados, no existe problema con la transitiVidad del grupo y por

lo;tanto, se puede hablar de medida°
'¡ En efecto, probaremos ahora que dados: 8h,

Sk y 5h, 5k que se cortan respectivamente en los puntos Q y
6 , existe una proyectividad que transforma Q en 6 y además
h+ l puntos de Sh y k-rl puntos de Sk dados arbitraria
mente (con la usual condición en cada caso), en h+-l y k-+l
puntos de 5h y 5k dados en condiciones análogas.

Sean P°,..., Ph y R0,..., Rk los puntos da
en Sk y Sk ; _;,..., Ïh y É°,..., ik los correspondien
tes en 5h y 5K. Los puntos P¡ (Ï¿) son independientes en
tre si y Q ( 5 ) no depende de h de ellos. Análoga condi

ción vale para los puntos RJ ( íj) en SK (5k).
Resulta asi, que los puntos Q, P1,.., Ph, R1,

...,RIC ( Q, Ïí ,.., ÏL, É¿,.., Ék) son independientes; su eSpa—
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cio suma SMR(ÉMk) coincide con Sh+ Sk (sai-gn) y es de dimen
sión h+]c.

Definimos los espacios

S¡'=P°+R1+....+Rk (€¿=Ï,+ïï¿+....+ñk)
de dimensión k, y

SÉ=R°+P¿+..9.+Ph (s¿=ñ.+ï>¿+....+íh)
de dimensión k . Como S¿+-S¿ = Sh+ Sk: Shi , sigue que

'SÉ y Sé (É; y ÉJ) se cortan en un punto T ( T ), que no per
tenece a su ni a Sk (5h ni 5k).

De acuerdo al n9 5, existe una proyectividad que
va los untos n11? P o, 1a,“,PMIhwan,l

res ectivamente a
p haRL1°°v Rky T'dl61?.11“’

Veamosque esta proyectividad transforma también
los puntos E3 y‘Ro en Ïo y ño. En efecto, Sh y SL tienen por

supa SMk y por tanto se cortan en un punto, que es precisamen
te Po. Asi, .

Po = Shn s; = (Q,+Iï+..+Ph)n(T-+R1+..+RK)
y analogamente = Shn s; = (5¡+ÏL+..+Ïh)n(T+-í¿+.,+ñk)"dl

de donde sigue que Po se transforma en Fo; En forma similar,

de Ro: skn Sá (ñ°= 5km Si ), sigue que Ro se transforma en ño.

DeSpuesde esto, parece natural buscar una defi
nición adecuada de "los puntos de dos subespecios" cn el caso
general en que su intersección es un S¿ , para que el grupo
proyectivo sea transitivo respecto de ellos.

Diremos asi, que dar los puntos de dos subeSpa
cios Sh y Sk que se cortan en un S¿ , significa dar: h+ 2
puntos de Sh (h-Fl cualesquiera independientes) y k-+2 puntos
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de Sk (k-+1 independientes) y tales que
19) l-kl de los puntos de Sk están en S y coinciden con o»

tros tantos de Sk . l
29) E1 espacio suma de los h-8+ 1 puntos de Sh- Si tiene

un punto común con el eSpacio suma de los k-—Z+-1 pun
tos de Sk- S.

La primera condición, surge en forma espontánea.
La segunda en cambio, es una restricción poco natural, pero in_
dispensable para nuestro propósito. En el caso E = O, esto es,
cuando los subespecios dados se cortan en un punto, la 29 con
dición se cumple automaticamente dQSpues de la 19v

l Veamos que dados los subeSpacios Sh, SK y 5h, 5k
que se cortan respectivamente en Sg y 5¿ , existe una proyec
tividad que transforma los puntos

Qe;Pam, PH; R0,“, 12..-.
réSpectivamente en — _ _ _l Qoyoc,Qt;P°,G0, Ph_l;R°’oo,

bajo las condiciones que

Q0,..., Q¿, IL ,..., Ph_¿

son puntos dados en Sh ( h+—1 cualesquiera independientes),

Q01-°'5 Q2! Rov°1=ly Rk-t

dados en Sk (k-rl independientes) y los espacios

S.._¿=Po+....+Ph_z , Sk-g=R.,+....+Rk_¿

tienen un punto común(necesariamente único y en S¿), valiendo
además las condiciones análogas para los puntos transformadoso

En efecto, los puntos

Q°,..., Qz, P1,o--, Ph_¿, R1,..o, Rk_¿
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son linesimente independientes, su especie suma Sh+k4 coincide

con SH+Sk y tiene dimensión 11+1c-Z .
Si ahora definimos

S;_2=P°+RL+OIO+Rk—e , Sh’_'=R°+PL+oID+Ph_e-,

como SÉd + Sk’4 =-Sh4-+ Sk4 tiene dimensión h-rkw-2E , sigue
que

es un Lunto que no pertenece ni a Sh ni a SK . Además

Po sh n s;_, = (Q°+..+Q¿+P¿+..+Ph_¿)n(‘l‘ + R1+...+Rk_¿)

Ro: skn sh'_¿= (Q°+..+Q¿+ R¿+..+R“)n(T + 13¿+...+P,¡-¿ )

Si en forma análoga construimos el punto T en

bese a los puntos transformados, se ve en la misma forma que pa«
ra e = 0 , que la proyectividad (seguramente existente) que
lleva los untosl P Q01"9Q27P1)"7Ph-C1RL1°'!Rk-27T
respectivamente en - — - — — _I Q0)", Qg9P11°-1Ph-!1R17“9 Rig-[9T

tránsforma también los puntos Po y Ro en Ïo y R. .

Observación II

Los Teoremas 6 y 7, han sido probados bajo la

hipótesis de que cada uno de los subcspacios Sh‘,..., Sh, ,
es alabeado con el eSpacio suma de los restantes. Despues de
la observación I, tiene sentido estudiar esos problemas bajo
condiciones más amplias. Las consideraciones que siguen, mues
tran sin embargo, que la hipótesis de no incidencia en esos
teoremas, no es ninguna restricción (el caso general.

Mostraremos en primer lugar que el subgrupo g
que deja invariante los puntos de dos subeSpacios incidentes
Sn y Sk , es idéntico al subgrupo 3* que deja invariante los
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puntos del eSpacio suma Sh + Sk
Que g* es subgrupo de g , es inmediato. Para

ver que si los puntos de Sh y de Sk son fijos,también lo son
los puntos del eSpacio suma, dejamos de lado el caso trivial en
que uno de los subeSpacios está contenido en el otro, y ponemos

Se = Sh n Sk con l 2.0 y h,k >8

y St = Sh-+ Sk y por tanto: t = h+]{—8

Tomamosen Sh - Sg , h+-l puntos linealmente

independientes Q1, Q¿,..., Qhu . Luego tomamos en Sk - Se
un punto P1. El espacio Sh+-P¿ corta a Sk en un 52+1.

Tomamos en Sk - SLH un punto P2 . El espacio Sh+-P1+ÍE

corta a Sk en un Sha . Tomamos un punto P3 en Sk —sua

y continuamos de esta manera, hasta tomar un punto Pk_¡ en

Sk y no contenido en el espacio Sh4-PL+P¿+-...+-Pk4_¿ .
Tenemosasi en St , un total de h+-l+-k-Z =

t} l puntos fijos linealmente independientes, de los cuales,
k.-Z (é k) están en sk . El eSpacio suma de t cualesquiera
de estos puntos, es un hiperplano de St que no contiene a Sk
y que por lo tanto lo corta en un Skd_. Podemos entonces to
mar un nuevo punto en Sk que no está en ninguno de los t+—l
posibles espacios Sk_¿.

En definitiva, tenemos en St , t-kl puntos
inde endientes

p Q1, Q21"’, Qh+19P1)P2!"') Ph-Z

y un nuevo punto que depende linealmente de todos ellos, pero
no de un subconjunto propio. Siendo fijo cada uno de estos

t+—2 puntos, resulta fijo todo otro punto de Si .

Pasando al caso general, sean los r subespa
cios:
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Shly Shz,oocc, r 9

cada uno alabeado con el esPacio suma de los restantes, y sea

Sk un subespacio alabeado con cada uno de los r subeSpacios:

= Shl+ 590+ Sh¿+‘+aoa+shr , i = 1,2,..,I'

pero incidente con Sh=shl+shz+coo o
Veamosque el subgrupo g que deja invariante

ios puntos de Sh_, Shl,..., Shr y de Sk , coincide con el
subgrupo g* que deja inveriante los puntos del espacio suma
de estos subCSpacios.

Es evidente que g* es subgrupo de g . Para

demostrar lo inverso, supongamosque los puntos de Sh., Shi,
..., Sh , Sk son fijos y sea P un punto (seguramente exis

7'

tente) común a Sh y Sk c Entonces, P i Su; , P ¿.S¿¿ pa
ra i = 1,2,°.,r.

El espacio P+-Sn es de dimensión h —h¿ y

corta a Sh¿ en un sólo punto P¡ . La recta P-*P¿ es fija
y corta al eSpacio fijo S¿¿ en un sólo punto P? . Este punto
es por tanto fijo y entonces la recta P-+P¿ tiene tres pun
tos distintos fijos. Es decir, esta recta tiene todos sus pun
tos fijos. De acuerdo al resultado anterior, el espacio

shi+ p = shi+ (P+P¿)

es fijo punto a punto.
:É

[EL

Escribiendo ahora
I'

8., Sh¿=¿L=í(Sh¡+P)
y usando reiteradamente el resultado para dos subeSpacios, se
ve que los puntos de Sh son fijos.

Finalmente, siendo fijos los puntos de Sh y de
° y teniendo estos subespacios puntos comunes, sigue que el0k
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eSpacio suma Sh4- Sk tiene todos sus puntos fijos.

Teniendo presente las observaciones anteriores
y haciendo uso del Teorema 7, estudiaremos ahora una configura
ción similar a la alli considerada, pero en hipótesis menosresw
trictivas.

Teorema 9

Sean los r4-s subespacios

Shi, Shz,..., shr; SkL, Skz,..., Sk

para definir los cuales se usen subconjuntos de (na-1 ) puntos
linealmente independientes. Sean

r 5

sh = shg , sk :3; sk z

con Sh y Sk alabeados y suponemos además (ver Observación

II) que los subespacios Shz son alabeados entre si. Condi
ción necesaria y suficiente para que exista medida para el con
junto formado por los subespacios SM,..., Sk, y los puntos
dé Sh.,..., 8h, J es que.los subesPacios Sh y SK sean de

.dimensiones duales ( k = n.- h - l ) y que el conjunto Sk.,..
.., Sks (subespacios de Sk ) sea equivalente a un sistema ti
po S con reSpecto al SK

Condición Suficiente

Si la familia Sh ,.., SM es equiva
lente en Sk al sistema Ski, Sk3,.., Sk; , tipo S, ertonces,
el conjunto (12.1) es equivalente al conjunto

sh , Sha ,ooo, Shr ; Sk"; , ooo, Sk's,

para el cual valen las hipótesis del Teorema 7. Si además k =
= n - h —l , resulta Sh+- Sk = Sn y por Teorema 7, la medida
existe.
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Condición Necesaria

Es evidentemente válida para r = 0 (Teo

rema 3) y para s = 0 (Teorema 6). Supondremos r > 0 ,'s > 0
y además, sin pérdida de generalidad (ver Teorema 7), hL> O
(i =l,2,..,r).

Definimos los subespacios Sh1,.., Sh, comoen
el n9 10 y tengan [li y Elf el mismo significado que en el

n9 llo Si definimos los subespacios SKL,.‘, SK, mediante
puntos analíticos (ahfl_, ah” ,..., arL) y llamamos Si, al
producto de las componentes relativas que se anulan en el sub
grupo que deja fijos estos suNespacios, resulta que .93 sólo

ocntiene factores del tipo uw' con i # j , j = h4-1,..,n,
‘ La existencia de medida, implica que

d(D-l/‘-Q: A no ) :0

i de aqui, con (1002), sigue

Q:Ad(n,nna) =o (12.2)

Sea 0' el conjunto de los factores de 5L A533:
:5} , es decir, 0' es el conjunto de las componentesrelati
vas que se anulan en el subgrupo que deja invariante los ele

mentos_del conjunto C formado por los puntos ao ,...., ah
y los subespacios Sk,,°..., Sks a

Para mostrar la condición necesaria del Teorema,
basta mostrar que la (12,2) implica que el conjunto C tiene
medida. En efecto, por el Teorema 3 sigue entonces que C es
equivalente a un sistema C* z

Sq. 1 sai ,96», IL

de tipo S (en Sn)g Comolos elementos de 0* son alabeados cnw

tre si y determinan los puntos ao ,..y, ah , sigue que 0*
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tiene la forma:
ao , al ,.., ah , 8% ,...., Sqt ,

donde 83',..., Sat son alabeados entre si y su espacio suma
es de dimensión n - h —l. Además, de la equivalencia de C

y 0* sigue que el conjunto Skl,..., Sks es equivalente a

8% ,..¿, 89't , de donde finalmente resulta k = n - h - l y
Sl: ,..., Sk5 equivalente a un sistema tipo S en SK

Veamos pues que el conjunto C tiene medida.
Comenzamospor definir .Qz mediante la (9.6). Recordando que
51’; es un factor de nz (n9 10), sigue de (12.2) que

gaA =0
Calculando dEl mediante (6.5), se tiene

f'l

¿Q ¿52 ha N,o)“ (12.4)

con NZ = NÍ —N; , siendo (como en el n9 6) N: y N: respectim

vamente los números de elementos de 0' con primero y segundo
índice igual a 2 . Por tanto,

nhnzAEÏ/Newn=0:0

de donde, teniendo en cuenta la independencia de los factores
de SI resPecto de los restantes

n.

522A N¿(0,, = o (1205)

Si ahora, para cada i = h+—l,h4—2,..,n, ponemos
í.

Q = S2; ¡‘(Útflmfl -5)"; )/\. .A (¡l-’59,}, - woo)/\(U¿Hl¿_" -‘k)oo)f\. oA( (¡Jun —600°)

resulta
. I.'-I .

RL = ¡a ('1)J wooA...,\ MJ*'¡J'-I A (JJ-65141 A---A (¿Phil-I A Ui+1ii+g A.... A LO,“ +

n. .H J-I
+ Z -1 . . . . .

j=¡"( J DooA.../\ DL—I1¿-|A“LoljuL A....t\ (¡JJ-dqu A cdjfllj,‘ A...,Au_)n,,_
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Teniendo presente (2.5) y
n ñ

¿2° Ne “Ju = a (N2 - NL )‘*-’u

la (12.5) da
. n. n

O = .0.“ ¿2% NRLA)“= (N¡ - N,’_) doon...A (¡Ji-¡,i-¡A¿Jaula A-u-A‘Úrm' .17”.

de donde, por la independencia de las componentes relativas:

¿voor-n, wi-Ifi-uwugüs 1"", un"

s'i e ue n
su q fi - ) =O

o sea
ÉNJ; _—_(n+ 1) N¡_ (12.6)

Ahora bien,
n. n 1

' g; Nf = g; N¡ = número de elementos de 0' ,
n. '1\

de donde g; N¡ = Z; (NÏ _ N;) = o-O J=0

y por tanto, de (12a5)

ph =N¿- m'=o wwe i =h+14h+2,“,n (127)

De la (12.7), sigue que con cada elemento 03g
(1,3 = h+ 1, ha-2,.‘, n) el conjunto G también contiene el
elemento hai . En efecto, no hay mas que repetir aqui les ar
gumentaciones de la demostración de la condición necesaria del
Teorema 2, probada justamente bajo la hipótesis (12.7) más go
neral que la (6.6) de aquel Teorema.

Con esto, con (12;6) y del hecho que 6' contie
ne las componentes

“[0, , oo o1 ,

(factores de EL ) para cada i = h4-1,.., n , sigue que 0‘ tam
bién contiene las componentes

w041, ¿“ii y'e'9 (UML,

para cada i = h+—1,..., na
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Finalmente, ya que 0' contiene las componentes
¿Oy (factores de.Q¿) para todo i,j = O,l,,°.,h , i + j , si

sigue que con cada ax, , G‘ contiene también a a¿- para ¿odo
i,j = O,1,...,n. Esto a su vez, por el Teorema2, implica que
el conjunto C tiene medida y queda por tanto probado el Teo
rema 9.

13 - RESULTADOS POR DUALIDAD Y CONFIGURACIONES AUTODUALES

.n forma análoga al estudio (en n9 9) de los

puntos de un subespac1o Sh , se puede considerar el problema
de los hiperplanos que pasan por un Sh , esto es, n-}1+1
hiperplanos ( n - h cualesquiera de ellos independientes)
que contienen a Sk y No es necesario sin embargo, un estudio
directo, ya que por dualidad, el Teorema 5 nos dice que no
existe medida para el conjunto de (todos) los hiperplanos que
pasan por un Sh , salvo que Sh sea vacio (h = —1), esto es,

salvo que se trate de todos los hiperplanos de Sn °
. En forma obvia, los Teoremas 6, 7 y 9 en sus tra
ducciones duales, nos conducen a resultados sobre la existencia
de medida para conjuntos de subeSpacios e hiperplanos que pasan
por subeSpacios dados.

Por ejemplo, del Teorema 6 se obtiene, para r=2,

que dados dos subespacios SR y SK tales que Shi-Sk: SrL
existe medida.para los hiperplanos que pasan por Sh y los hi”
perplanos que pasan por Sk , si y solo si, Sh y Sk son alan
beados. Si tenemos en cuenta aqui las observaciones del n9 12,
podemos prescindir de la hipótesis Sh+- Sk: Sn . Cuando

Sh+- SK+Sn , dejar fijos los hiperplanos por Sn y por: Sk ,
es lo mismoque dejar fijos los hiperplanos por Shn Sk y por
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tanto, también hay medida si y solo si Sh y Sk son disyunm
tos.

En lo que sigue de este número, estudiaremos
configuraciones que no pueden ser obtenidas por dualidad de los
casos ya estudiados.

Comencemqspor observar que dar n-h-+1 hiper
planos ( n-—h cualesquiera independientes) por Sh , es equi

Valente a dar n-h+-1 subespacios Sk“ (n-h independientes)
por Sh .

Queremosver ahora que el grupo proyectivo es

transitivo para el conjunto de los puntos de Sh, los hiperpla
nos por Sh y un subesPacio S,“H alabeado con Sh a Más con

cretamente, dados dos pares de subespacios alabeados Sh ¡ Snmd
y gh , ÉRJPt , los puntos Ig,ouc, Ph“ y ÏL,‘.., Ïmi (hi-1
independientes) respectivamente en Sh y 5h , los suchpacios
To ,°.e, Tn41 y Ï;,..., Ïmh de dimensiones h1-1 que pasan
por Sh y 5h ( n - h independientes ), existe una proyec

tividad que lleva los puntos P¿ en Ï¿ , los azWespacios T}
en ÏJ- y 8,14“. en 5.14.4.

Designemos con Q1 (Gj) ( j = 0,1,oe., n - h) el

punto (único) intersección de T¡ con Sn-bú( a; con gn4h1)e
Por la condición impuesta a los T¡ (Ï¡), los n-h+-1 puntos
Q3 (6;) de SRJP, (Ennpg) son tales que n - h cualesquiera
de ellos resultan independientese Por el n9 5, existe una pro
yectividad que lleva los puntos R,,oo, Ph+¿, Q,,.o, Qn_bures
pectivamente en Ï.,.., Ïhfl_, 6°,.L, 6n_h+¿u Esta proyectiv1_
dad lleva por lo tanto

= Sh+ en = gh+
J

y obviamente, Sn-hd en SnJhL .
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Podemosentonces estudiar el problema de la exis

tencia o no de medida para el con unto de los puntos de Sh , los
hiperplanos por Sh y un subeSpacio SanL alabeado con' Sn (y
de dimensión dual)o La medida existe y ella coincide con la me
dida de los puntos de Sk y los puntos de Sn_h4 (Tcorema 6 ,
r = 2). En efecto, mostraremos que el subgrupo g que deja in
riante los puntos de Sh , los hiperplanos por Sh y el subes
pacio Sn4p19 coincide con el subgrupo g* que deja fijoslos
puntos de Sh y los puntos de Sanio

Que g es un subgrupo de g* resulta del hecho

de que si P es un punto de Sn4vg , se tiene

P = (sh + P) n sm,“1

En g , Sh-F P y Sn4h1 son fijos y por lo tanto P ( In_

versamente, si Shu, contiene a Sh 7

sm = sh + ( sM1 n sw”)

y.como en g*, Sh y Shfl n Smh_¿ son fijos, resulta g*
. I

subgrupo dc g .

Veremos ahora, que no existe medida para el con
junto de los puntos de un Sh y los hiperplanos por Sh‘U34rls
6 n - 1). En primer lugar, observamosque la transitividad del

grupo está asegurada, a fortiori, por las consideraciones del
problema anterior.

Los casos h = O y h = n - 1, correSponden ree

pectivamente a hiperplanos por un punto y puntos de un hiperpla_
no y ya sabemos que en ninguno de los casos hay mediña‘ Supo

niendo entonces O<J1<r1- 1 , definimos el subespacio Sh me
diante 1os puntos analíticos ao , a1 ,.t., ah .

La invariancia del espacio de dimensión h-rl
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definido por los puntos ao, a¿,..., ah, 82 (l = h+ 1,..., n)
está caracterizado por

j 0, 1,..., h,
i = h+l,..,8-1,2+1,..,nkw = 0 con í -(l3-1)

Son en total, n - h subesPacios independientes por 8h . Para
fijar cada subespecio por Sh , fijamos el Shu definido por
los puntos

ao, a¿,..., ah, (a.h+1+ah’a+oac+an’)o

Debe ser entonces

000+ a“) =A°a°+cuo+Ah3h+fl(ah¿1+ooc+an)

con 1°,.., Ah, H , constantes. De acuerdo a (2.11) se tiene
n.

r=h+I':Oalwcr=loa°+...+ AI’La'hu*-I'L(a'h.-6.L+-ooo'Fa-¡v-L)

de donde Sirmuw‘r'JO Para e=h+l,..., n

Teniendo presente que las (13.1) valen para cada
3-5 h4-1,..., n , se puede poner

03h44)";= wh¿z,h*z= . aoo = una

Dentro del subgrupo que deja invariante los him
perplanos por Sh , es decir, dentro del subgrupo en el cual
valen (13.1) y (13.2), impongamosla invariancia dc los puntos
de Sk . De acuerdo al n9 9, se tiene para esto:

¿aL-¡:0 i,j=0,l,...,h ; 1+3 (13.3)
y “oo:“1,1:c... =“kh.

Si ahora llamamos Sh_al producto de los prime
ros miembros de (13.1) y (13.3), y además ponemos:

n

9-2é A (“kk-wea)kII



-53

resulta que S); y 5)¿ tienen el mismo significado que en el n9
9. Poniendo finalmente

11-1.

je hu

existe medida si y sólo si
d(91A92AQ,)=o (13,5)

De acuerdo a (9.8), Sïyxdílz = 0. En forma

análoga, Sly\d513 = 0 . En efecto, cada término de dS), con
.,tiene un factor de la forma

fl ¡1-1

dWJ; - wm) ¿Z3“¡www -E como”. , j=h+l,..,n-l¿:0 J ¿.0(ff
y cada término de esta expresión tiene un factor comúncon íl‘.

Sigue entonces que hay medida si y sólo si

MANCHA)“ o (13.6)

esto es, por (1.11), si y sólo si

chwoeAw¿¿A....AUhk/\—Qg=0 y como
n, .

C n-Iu

523 = ¡gil-l) Laugh". A- ool‘ Oi-INZ-LA “¡+1,É+L A ° ° ° °A wn"- =

É mi:0)“;th A ' ' ‘AUn-mt-i - (-1) whbhi A ' ’ 'A “isn’t-1 A “¡+1,¿+1A ° ‘ °

o o .Un_¿’¡__¿ A (doo + o“ + o a o o + un.¡'n-1 ) =
¡1-1
2 MLA oo¡Áwn_¡)n-1 _ whóilhil A. ' °A (‘)¡>"I':-1A= (:hiihos,ho¿

A00;“,¡“A. . mom“ A(a)cm+ . . no“)

sigue de (13.6) que hay medida si y sólo si

Q; AwwAu,¿/\..Aon_.l..-1 = o (13.7)

Ya que las componentes relativas que figuran co
mo factores en el primer miembro de (13.7) son todas indepen
dientes entre si, resulta que (13.7) no se cumpley por tanto,
no existe medida para los puntos y los hiperplanos de un Sh .
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14 — PARES DE SUBESPACIOS Y ELEMENTOS GEOMETRICOS DE UNO

DE ELLOS.

Estudiaremos en este número, la existencia o no
de medida para conjuntos de elementos geométricos, no necesa
riamente compuestos por subeSpacios lineales comohasta ahora.

Se sabe (Teorema T) que existe medida para un

par de subespacios Sh y Sn4p4 alabeados (y de dimensiones
' duales). Queremosahora considerar el conjunto C formado por

esos subespacios y una familia H de elementos geométricos
contenidos en Sh . Cuando el grupo proyectivo de Sn es tran
sitivo respecto a los conjuntos H , se puede hablar de la exis
tencia (o no) de medida para H en el eSpacio Sh . En este
caso, de acuerdo al n9 5, también tiene sentido estudiar la
existencia de medida para el conjunto C

Teorema lO

¿l Existe medida para el conjunto C formado por
Sk , Sn-»¿ , H ( 0 S h é n l , Sh y Sn-h-¿ alabeados ,

H<: Sh ) si y sólo si existe medida para el conjunto H en el
espacio proyectivo Sh (considerado como eSpacio y no como sub
espacio de Sn ).

Escribiendo explícitamente el grupo proyectivo G:

xo = awxo+am x. +....+a‘mxn
x, = a¡oxM-a.l x.+....+amxrL

2-:fl= amiga-amicl + ....+am¡xr1

con A = (aq ) , |A|= l , se ve de inmedianto que el subgrupo
g de G que deja invariante los eSpacios Sh y Sn4b1 defi
dos por
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xk“: xhoz= ooo = x". = o , Sn_h_1: X0 = X1 = ono = = o

está caracterizado por la anulación de las matrices:

(a¡¡) para ish , J>h y (a¡_j) para i>h , jsh .

Sean D=(a¡¡) i,jsh y D1=(a¿¡) i,j>h y

pongamos A = lDl , A¿= ¡Dsl . Entonces A.A1=\A\= 1 .

Según (2.3), las componentes relativas de G son:
fl.

,_ ¿z ¿e .

60‘, = g; o( daq ( 0€ = ada. de ag)

En el subgrupo g le G , se tiene entonces

. _ z“; ¿l ¡aPara 14 h, J>hz wij=Mw°L dan. = 0 , pues 0C=O (¿=h+1,..,n

u. i>h, 34h: mas; oc“ day = o , pues oc“=o(2=o,..,h)0

. 'e

" ish, jéh: Maj=g “L dag
(14.1)

Y n 'c

" i>h, j>hz wij=lgfloc dag

Con referencia al mismo sistema de coordenadas,
consideremos en Sn , el grupo proyectivo general 5* :

x. = 1).“,xo+b.,,lic.+...+b(,,,ic,t
I¡ =b¡° xo+bu X¡ +oos+b¡h

(14.2)

Xh = bhox°+bm X. +...+bhhxh

Comoen el subgrupo g no existe ninguna rela
ción entre los elementos de la matriz D , podemos tomar

bLj=A ' aij iyjéh (14.3)

Con esta elección, resulta l(b¡¡ )\ = 1. Si designamos con
( pq) la matriz de 1a transformación inversa de (14.2), en ba
se a (14.3) se tiene:



i¡_ 1 .__ = Am if (14.4)
¡3 _ A333. A; a

También de (14.3) ¿5. a. "3.a .
db, =A“ da, ——“— ‘ dA (14.5)

1 J h+1

La (2.3) aplicada al grupo 5* de Sh , nos da»

para las'componentes relativas ¿037 de g*
' h .

4€ . .¿03:23 {a dbq 1,3=o,1,...,h¿:0
v

De donde, con (14.4) y (14.5):
- a . n .

win, _ ¡.3 . _ 1 #3 _ - -=
LJ_ ¿a d. —h+l—A ¿.20 0C 1,3 0,1,ca,h

y de aqui, con (14.1):

Mi? = 6).] si 1 ¡e J
n u .6¿of-w“- L ¿A 1,J!=h (14 )

“ ‘ “ h+1 A

s Ahora bien, la (2.5) aplicada a las ¿«JÏÏde g*,

de modo que de (14.6)
hl

ÓJÏL= ULL- m ¿“a (14.7)

Las componentes {of} independientes, son en to
tal h(h+ 2). AdOptaremostodas, excepto con.

Las h(h+2)+1 componentes ¿dq , i,j eh,
de g son todas independientes entre si. En su lugar, adopta
remos las siguientes combinacioneslineales independientes for
madas por ellas:
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sy=¿l, la 3;5434h
un: wifi hi]. ¿.0 u iéh - l (14.8)

O- : É: (¡Ju

A las restantes componentes de g las dejamos
sin cambio. Siendo además, por (2.5) y (14.8)

nn.

0' + z, (¿Ju = E (¿Ju = O ,
{-hc-I «(-0

podemos adOptnr cono componentes Lndependientes de g , todas
las ya definidas, salvo 0'. 

Conesta elocción,resulta de (14.6), (14.7) y
(14.8), que cada ozmpcncnte relaLiva independiente de 5* coin
cide con una componente independiente de g (la que tiene los

mismos índices), teniendo g además, las componentes GJU para
i,j>IL

Consideremos ahora el svïrrupo gi de g mu

deja invariante el conjunto H contenido en Sh . En g1 , no
eiiste ninguna relación en la cual interviene alruna c:mponente
khj de g para i,j > h. En efecto, basta observar (de acuer
do al n9 9), que tales relaciones no existen ni aun en el sub
grupo de g que deja invariante cada punto de Sh .

Resulta entonces, que gi está caracterizado por

la anulación de combinaciones lineales de las componentes CÏÜ
(1,3 s h), cuyo producto designamos por ÏÏ .

El subgrupo gt de g* que deja invariante el con
junto H está caracterizado por a anulación de las mismas

. . . i- ... Xcomenaciones lineales cn las ¿JU . bl llamamos Il al corres
pendiente producto, sc tiene:

n=n* (14.9)
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Volviendo al grupo original G, consideremos en

él el subgrupo g1 ( glc g c G ) que deja invariante el conjun»
to C ( Sh, Smhú , H ). Hay medida para el conjunto C .cn Sn,

si y sólo si
d( ñ A 51 ) = o (14.1o)

donde 51 es el producto de las componentes relativas de G
que-se anulan en el subgrupo g que deja invariante los espa
cios Sh y Sn-h4_ . Concretamente, los factores de 51 son

vlas componentes¿og para iéh, j>h ypara i>h, jsh.
Ahora bien, la existencia de medida en Sn para

el par de espacios Sk , sndpi , implica que dí) = 0 y por
tanto sigue de (14.10) que hay medida para C si y sólo si

.Q A añ = o (14.11)

Por otra parte, de 1a igualdad ¿3g =l03 sigue

QAdBL-J-=QAdwïj 1,3411 (14.12)

yátque, comose facilmente a partir de (14.6), (14.7) y (14.8),
los términos de la diferencia düïg .- dcofi contienen tq
dos factores de 51 . De (14.11) y (14.12), sigue que hay me
dida para C si y sólo si

QAÓSZ* =0

y esto vale si y sólo si
(19* = o (14.13)

pues en d51* sólo intervienen componentes ah¡ con i,j 4 h
y éstas, son independientes de los factores de 51 .

El Teorema queda probado, ya que la (14.13) es
la condición (necesaria y suficiente) para la existencia de me
dida del conjunto H en Ch . '

Comouna consecuencia inmediata del Teorema lO y
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del resultado de Santaló [4] de que existe medida para las hi
percuádricas no singulares, veamos ahora de que existe medida
para el conjunto Z formado por una hipercuádrica singular Q
y un subespacio Sh alabeado con el vértice Sn-h-L de Q .

En efecto, dar el conjunto Z es equivalente a
dar el vértice Snáui , el subeSpacio Sn y la hipercuadrica
Q' (no singular) de Sh , intersección de Q con Sh . A este
resultado habiamos llegado ya en forma directa, Luccioni [l] .

v

15 - SUBESPACIOS Y ELEMENTOS GEOMETRICOS CONTENIDOS EN ELLOS

Consideremos ahora el conjunto D que se obtie

ne agregando al conjunto C del n9 14, una nueva familia K de
elementos geométricos contenidos en Smi-¿ , suponiendo natural
mente, que el grupo de San"; es transitivo respecto de K .

Mostraremos que, bajo la hipótesis de que el con
junto C' formado por Sh , Sn-h-¿, K tiene medida (lo cual
ocurre, de-acuerdo al Teorema 10, si y sólo si K tiene medida
en Sn4p1), el Teorema 10 sigue siendo válido para el conjunto
más amplio D . Por el contrario, si C' no tiene medida, tam
poco tiene medida D .

Usaremos aqui la notación del nO 14 y repetimos
lo dicho alli, hasta la igualdad (14.9) inclusive.

El subgrupo que deja invariante el conjunto C'

no impone condiciones a las componentes relativas de un, de G
para i,j g h. Llamando 51. a las componentesrelativas del

subgrupo g1 ( gtc g c G ) que se anulan en el subgrupo ga de
g1 que deja invariante el conjunto K , se tiene que existe me
dida para D si y sólo si

d(ñA-Q:A-Q- >=o (15.1)
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mientras que 1a medida para C' existe si y sólo si

d( Sii/x51 )=d91A-Q =o (15.2)
Si m es el orden de la forma diferencia1_51

la (15.1) se escribe

añ A511AQ =(--1)m-1ñAdnL/xn

7

esto es (nQ 14)

dQ*AQ1AQ = (-1)m" 51*Ad-Qwfl (15.3)

Si ahora designamos con. 122 la suma de los ter

minos de dSZ; que no contienen factores de 51 , resulta
SlzÁ-Sl = d51¿n.51 y 312 (lo mismo que 51;) sólo con

tiene componentes ahj con i,j > h . La (15.2) se escribe
ahora 522 = 0 (condición de existencia de medida para C') y

la_(15.3), condición de existencia de medidapara D, resulta

d52* A 521 = (-1)"‘".Q*A Dz (15.4)

y esta igualdad vale si y sólo si

(19*: o y 92: o (15.5)

En efecto, que (15.5) implica (15.4) es inmedia
to. Para ver lo inverso, observamos que dSï* se puede desa

rrollar en base a las componentes ¿JE (n9 14) que son inde
pendientes de las componentes AM} con i,j > h que inter
vienen en Q. y .Qz ( inclusive de o- , n9 14). Si una de las
(15.5) vale, la (15.4) implica que vale también la otra. En el
caso en que ninguna de las (15.5) vale, la (15.4) no puede cum

plirse ya que dSZ* es de orden mnkl en las GJE mientras
que en el segundo miembro 51* es de orden m.

Comolas (15.5) son las condiciones de existen

cia de medida para H en Sh y para K en Sn4h1 , queda
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demostrado para r = 2 el siguiente

Teorema 11

Dadoslos r subespacios Sht, Sh¿,..., 5h, ,
cada uno alabeado con el espacio sumade los restantes y tales

que el eSpacio suma de todos ellos coincide con Sn , sea H¿
para cada i = 1, 2,..., r un conjunto de elementos geométri
cos de Shl con la condición que el grupo proyectivo del eSpa
pio Sh¿ sea transitivo para H¿ ( H¿ puede ser vacio). Exis
te medida para el conjunto

Cr? Slule. iSh¡szv"°'°1Shr1Hr 1 (15-6)
si'y sólo si existe medida para el conjunto H; en el eSpacio

ShJ, para cada i = l, 2,..., r.

Para demostrar el Teoremall en forma general,
supongamoslo válido para r - l subespacios y probemos que va
le para r. Sea

C

r-1

J BK= sin.

entonces, Sk y Shr son alabeados y de dimensiones duales. Po
demos interpretar ahora a Cr (15.6), comoel conjunto formado

por Sh‘r, H,,CS¡tr , Sk , CMCSk .

_ Comoel Teorema ll vale para r = 2 , sigue_que
hay medida para Cr si y solo si hay medida para Hr en Sh,

y para CH en Sk ._Queda probado el Teorema 11 pues, por 1a
hipótesis de inducción, Cp; tiene medida en SK si y sólo si

HLtiene medida en Shi , para cada i = 1, 2,..., r - l.

Observación

Es inmediato ver en el n9 14 que 1a densidad de

medida (supuesta existente) para el conjunto í H , Sh, Sn4p¿}
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en Sn , es el producto de la densidad de {Sk , Smm4}en Sn
por la densidad de H en Sh . Procediendo por inducción,
se ve que la densidad para Cr (15.6) en Sn , es el producto

de la densidad de {sin ,..., sm} en srL por las densidades de
los Hi en los Sn; .

El Teoremall (r = 2) asegura la existencia de
medida para el conjunto X formado por dos subespacios Sh,Sk
'alabeados y de dimensiones duales y las hipercuádricas Qn(C:Sh)
thzsk) no singulares en esos espacios.

Ya que dar X equivale a dar las proyecciones

de Qu y Qx desde SK y Sh respectivamente, resulta que

'existe medidapara los pares de hipercuádricas singulares cuyos
eSpacios vértices son alabcados y de dimensiones duales. Por
cálculo directo conocíamosya este resultado (Luccioni [1]).

16 - ELEMENTOS HCZSh CONSIDERADOS EN Sn

Comoconsecuencia de los resultados del n9 14,
probaremos aqui el siguiente

Teorema 12

Sea H un conjunto de elementos geométricos en

Sn y sea Sh , con 11<rn el espacio suma de los puntos de H.

Si H tiene medida en Sh , entonces, H no tiene medida en Sn,

Sean Sh y SnJvL definidos como en el n9 14. La

existencia de medida para H en Sh implica, por el Teorema 10,

la existencia de medida en Sn para el conjunto íH, Su, SanLL
Sean fl y Sï¿ los productos de las componentes

relativas que se anulan en los subgrupos g y gi de G, que
dejan invariante H y SnJhL . Ya que por su definición, Sh
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es invariante bajo g , sigue que

¿(n/JL) =o .(16.1)
Para demostrar el teorema, veamos que (1651) im

plica que d!) # O . En efecto, si fuese dí) = 0 , seria91A:0 5
Teniendo presente que 521 GJy

3'?

es
J

vcon (6.5) se calcula >
h

6511.:DLAQQCQ:niAG

y la (16.2) daría
QAQIAG=O

de donde, debido a la independencia de los factores de 5); res
pecto de los de 51 y de 0‘ , seguiría

{ZAC-:0

. Esta relación, implica que 0‘ se anula en cl

subgrupo g lo cual es falso, pues, de acuerdo al n9 9, 0' no
se anula ni aun en el subgrupo de G que deja invariante cada
punto de Sh . Queda asi probado el Teorema 12.

De este teorema y de la existencia de la medida
cinemática, sigue inmediatamente el Teorema 5. Es más, del Teo
rema 11, siguen las condiciones suficientes de los Teoremas 6 y
7; de éstas y del Teorema12, las respectivas condiciones nece
sarias. E1 tratamiento directo de los Teoremas 5, 6 y 7 en es
te trabajo, es sin embargonecesario para simplificar 1a demos
tración del Teorema 9, más general, que no puede obtenerse en
base a los Teoremas ll y 12.

Teniendo presente el resultado de Santaló sobre



-54

hipercuádricas (citado en el n9 14), sigue del Teorema 12 que

no existe medida para la intersección de hipercuádricas no sin7
gulares de Sn con un subespecio (propio) Sh .

El Teorema 12, permite también, en forma inme

diata, mejorar el resultado del n9 15 sobre pares de hipercuá
dricas singulares, escribiendo:

Existe medida para pares de hipercuádricas sin
gulares cuyos eSpacios vértices son alabeados, si y sólo si,
estos esPacios tienen dimensiones duales.
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R E S U M E N

El punto de partida y la base principal de nues
tro trabajo, ha sido el más general resultado debido a Santaló
(TeoremaT), sobre la existencia de medida para conjuntos de
subespacios lineales del espacio proyectivo Sn .

En él, se da una condición necesaria y suficien
te, para la existencia de medida de tales conjuntos, bajo las

' hipotesis de que 19, los eSpacios se definan mediante ná-l Puufifi
linealmente independientes y 29, los subespacios sean, dos a
dos, sin puntos comunes. l

DesPues de una introducción en los n25 l —3,
los resultados que presentamos a partir del n9 4, se pueden re
sumir del modosiguiente:

En el n9 4, se dan eXpresiones explícitas para
la medida Cinemática del grupo proyectivo y para dos configura

ciones cuyas medidas tenian existencia conocida de acuerdo al
Tebrema T.

Los resultados del n9 5, se refieren a la tran
sitividad del grupo proyectivo reSpecto a ciertos elementos
geométricos y se establecen al sólo efecto de justificar el es

tudio posterior denla existencia de medidapara esos elementos.
En el n9 6, se establecen condiciones para la

existencia de medida de elementos geométricos, pero bajo hipó
tesis no geométricas, esto es, no dadas en Sn .

Estas condiciones son sin embargo, la base para la
caracterización (en n9 7), de los conjuntos de subeSpacios li
neales con medida, bajo la sóla hipótesis de que ellos se pue
den definir mediante n+-l puntos linealmente independienteso
Esta caracterización, contiene comocaso particular al resulta_
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do de Santaló, ya que prescinde de la 29 hipótesis del Teorema

T. Resulta en particular que dar un conjunto de subespecios
para el cual existe medida (aun en el caso en que los subeSpa—
cios se corten y por lo tanto la configuración no se pueda es
tudiar con el Teorema T), es "substancialmente" lo mismoque
dar una familia de subespacios para la cual Santaló ha previs
to medida.

Comouna consecuencia de este resultado se da,
'también en el n9 7, una caracterización total (sin hipótesis
alguna) para los pares de subeSpacios con medida.

En el n9 8, se establecen nuevas condiciones pa
ra la existencia de medida de los conjuntos estudiados en el
n9‘7.

En el n9 9, se estudian conjuntos de h4-2 pun
tos (hd-l cualesquiera independientes) de un subespacio Sh
(que llamamos "los puntos de Sh") y se demuestra que la medida

existe si, y sólo si, h = n (medida Cinemática).
En el n9 lO, se da una generalización de los rc—

sultados del nQ 9, considerando los puntos de más de un subes
espacio.

En el n° 11, se da una nueva generalización (en un
sentido distinto a la del n? 7) del TeoremaT de Santaló, esta
bleciendose que, bajo las mismashipótesis sobre el conjunto de
subesPacios, al Teorema T sigue siendo válido cuando en lugar
de uno o más subespecios, se consideran los puntos de esos sub
espacios.

Se calcula la medida para los puntos de un par
de rectas en S3 (de existencia conocida por el n9 10) y¡ pa
ra el conjunto (en Sn ) de n+—2 puntos, uno de ellos depen
diendo de h4-l de los otros. De aqui, comocaso particular
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h = , se obtiene una nueva expresión para la medida Cinemátin

a (ya calculada en el nQ 4)°O

En el n9 12, en base a los resultados dc los nü
7 y ll, se establece un resultado general que contiene Comoca
sos particulares a las dos generalizaciones del TeoremaT dadas
en esos números. _

El n9 13 está dedicado a plantear problemas dua
les de los antes considerados y a estudiar algunas configura_
ciones sobre las cuales no se pueden establecer resultados por
dualidad.

En los nü 14 y 15 se consideran elementos geo
métricos HL (no necesariamente subeSpacios lineales) conteni
nidos en subespacios Sh¿. Bajo las hipótesis del TeoremaT y

la existencia de medida para el conjunto {Sh¿}, se demuestra
que la familia {Sh¿, H¿CZSM}tiene medida si, y sólo si, ggga
H¡ tiene medida "dentro" de Sh¡.

. Finalmente, en el n? 16, se demuestra que si un
.A . , . . .congunto H tiene medida en el espac1o suma de sus puntos, la
medida no existe en un espacio de dimensión mayor.


	Portada
	Índice
	Bibliografía
	Resumen

