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- Resumen

Generalización de la definición de diferencial en el sentido de

Hadamarda las aplicaciones entre dos espacios vectoriales que to
pologicamente son espacios L en el sentido de Frechet-Kuratowski.

Susana Fernández Long de Foglio
Tesis para Optar al título de doctora en Ciencias FisicoMatemá

J ticas. ) año 1958

YLa teoria de la diferencial, en el sentido de nadamzrdpara funciones
I. - . r_. .,_ ... .1., . .numerlcas de Variable numerica, nu SlüO extendida a las aplica01ones entre

(l) (2)dos espacios abstractos, primero pnr Frechet, luego por Ky-Fan ,y
Balanzat(3) considerando espacios en los cuales la topología es aba de
finida por intermedio de una distancia.

Nos proponemosextender esta teoría al Caso de las aplicaciones entre
dos espacios vectoriales gue son tegmlógicamente espacios L (4) y,
naturalmente, con la condición de continuidad de las operaciones vectoria
les.

Definición l: Una aplicación x = g(Á ) donde Á es un número rea
y x es un punto de un esjacio L vectorial E , se dice diferenciable
en el gunto Áo , si existe g'( Á.) 6.3 tal quezgiven/Lux)
con la condición (¿ue puraótláds. sucesión AK" tal que lim ¿Án = O

h-vao
se tenga lizza ¡«(o K.) = 9 in-v" 

Definición 2 Una aplicación y = f(x), donde x e y pertenecen
respectivamente a dos espacios vectoriales B y F , es diferenciable

en el punto xo , si existe una aglicación lineal y continua ( la
diferencial en el punto n xo ), y = U(x) tal que cualquiera que sea
a aplicación x = g(X )9 ¡Ñ real, diferenciable en K, , con x = g(Áo)

la aplicación ó (Á ) = F [g(/\ )] sec. diferenciable y ¿Q Áo) = U g'(Áa)]
La diferencial es única y la diferencial de una combinaciónlineal es

la combinaciónlineal de las diferenciales.
Tenemoslos teoremas siguientes:
Teorema l Si en el espacio L vectorial E cada punto posee un_

sistema fundamental numerble de entornos, toda aglicución diferencia
ble de E en un espacio vectorial L cu;lguiera es continuo.

—\ni? En el Caso general, donde L es un espacio L vectorial cualquie
T‘. 7'1/N‘.’990



ra,el teorema es falso. Para demostrarlo, hemos consEuido un espacio
vectorial L cuyos puntos son las sucesiones de números reales

( xl x2 ... xp ... ),ta1 que todos los elementos, salvo un númerofini
to, son nulos, El límite X = lim Xm, está definido por la doblenoI
cond1c1on

. m
a) 11m x = x

lvl->46 n n

b) se pueden determinar los números n0 y h tal que para n > no y
m cualesquiera se tiene ‘xnmls h. .

Podemosconstruir en este espacio una función diferenciable no con-Í
tinua.En consecuencia agreqarenos lu condición de continuidad a la de
finición de diferencial.

Teorema2 Sean y = f(x) , z = g(y) donde x , y , z pertenecen

a tres espacios L vectoriales,dos aplicaciones diferenciales; U(x) y
V(y) sus diferenciales respectivas. La aplicación z = F(x) a g[f(x)]
es diferenciable y su diferencial W(x) es igual a V[U(x)] .

La teoria puede extenderse a las aplicaciones de muchasvariables

y = f(xl...xn) considerando la aplicación y = f(X) sonde X es un
punto del espacio producto de n esoacios de las variables x1...xn .
Se tiene:

Teorema3 Si y = f(xl...xn) es diferenciable en el punto (al...ah®
las aolicaciones y = f.(x.) = f(a ...x....a ) son diferenciables en- 1 1 l 1 n
el ounto x. = a. .

- 1 1
Llamaremosdiferenciales parciales de f las diferenciales de las

aplicadiones fi(xi) y se tiene el resultado siguiente:
Teorema4 La diferencial de una aplicación de varias variables es

igual a la sumade todas sus diferenciales parciales, tanto en el caso

en que las variables sean indegendientes comoen el Caso en que depen
dan de otras variables.

(2)Tinición comprende comocaso garticular las de Ky-Fan

(l) Journal de Mathematiques, Vol l6.(1937) 233-259
(2) Journal de Mathematigues Vol 21, (1942) 289-369
(3) Ma hematicae Nothae Vol 9 (1949 ) 29-51

(4) Kuratowski-Topologie En estos espacios la condicion A puede no
verificarse

(5) Portugaliae Mathematicae Vol 7 (1948) 59-72

fiwuíájy .WM
C.







INTRODUCCION

La extensión a los espacios abstractos de la difexancial,fué hecha

par primera vez por Frechet (l),para las funciones entre dos espacios

métricos,generalizando el concepto clásica de la diferencial de Stolzg
Más tarde Frechet (2) prob6,qua ¿í se toma comobass do partida el

concepto de diferencial en el sentido de Hadamard,eáto€ dos conceptOS,

iguales en el Análisis clásico,difier9n cuandose cinsideran funciones

definidas en espacios métricas.

El estudio completo ds 1a teoría de la diferzncial,en el suntido da

Hadamard,paraespacios nétricos,fué hecha por ¡y ran en su tesis de lu

Sorbons (Ky ran 1 )¡

KwFan esbozó la tearia para espacios métricas afinOs.Este estudio

fuí completado por Balanzat (1) modificando la definición de KyFan

para prpbar 1a continuidad de toda función diferenciablo (0).

El tema de este trabajo os la extensión ds 1a teoría de la diferenciv

a los espacios dCsectoriales.Para estos espacios la definición en el

sentido de Hadafiard-Frechst.qus se apoya fundamentalmente en la dire"

ciabilidad cuando la variable independiente os un númerorea1,es ln

forma más natural de introducir dicho concepto.

Hemosconsiderado espacios A: en el sentido de Frechet-Invi34wsï

(Kuratowski1),pof lo tanto,estos espacios no satisfacen todos ios

axiomas de los espacios tcpológicos en el sentido do Bourbaki.puesto

que puedeser ¡f I.

(°) Por otra parte,sn el ejemplo que ¡y Fan da en su tesis de un, -;6n

diferenciable no contínua,la diferencial ds 1; función que 61 define

os lineal pero no continua.



































sea n

¡a (3)!“
¿este númeroh es cualquiera,pero fijo para una sucesión dada.)

Veamosque el espacio así definido es un espacio OC

La condición a) implica que si hay límite es único.

1°) .- Supongamosque P“l .7. 0 y tomemos PM“) ,es claro qu:

lia no (mi) a O y para mi ) n. cualquiera que sea ni-v n

M‘Ï’w
2°).- Si Ph!) a G ,es claro quo 11m Pon) II O

¡“rbd

3°) .- Supongamosque Pm) 71, 0 ,ollo puede ser debido a. dos mati
vos

CU.- para algún n. 11m 0( n f o
no

IM a oo

oxiste entonces una sub-sucesión parcial ¿1 tal que ninguna
" O

de sus sucesiones parciales conVergehacia cero y os claro que enton

oesla sucesión Pni 08 tal que ninguna. sub-sucesión parcial oonvst-v'

ge a 0.

6 ).-- No cumple b) ss decirmo existen n, y h tales que para

¡n7a, y cualquiera que soa n ¡(13) h

Entonces tomando n. z l y h a 1 ,oxiste un n >/ n. y un n
nl

tal que ¡11‘7 1

Tomandoluegom1 comovalor de n. y h a 2 ,Oiistp "¡n ¡22:4

y un n¿

Puedo así conseguir una sucesión de números ¡1.m2,...._rmr,".*...

m

, tal que l 0‘ n: ’71 II 3......) así sucesivmnento.

tales que existe un nr tal que

\ (Á: 73'





a...

m1y ¡11.! ¡2 y h2,talesquepara nygle‘áhl

ypara todongparan 7112 ¡(5 Ziéhzytodonfiuego tomando
“Fmáxhlï m2)

¡cx Z 4321€ w112”
luego la sumae. contínua.

o:
' Veamosahora el caso del producto gar En.“cai-¿nacen P m .9 o

y am A) a .La primera,ee una sucesión de Vectores del espacio 3*.

y la segundauna sucesión de mineras reales con limite finito.

Para m ym, es Mr“ ¿h ytodon .

.para m )n1 es -\a.m' É la-rl‘

para m 7, máx(3...1) ee tiene

“¡MÍ! é\a"1thytodon ¡flundm Pan-.18?Nava
lo) 31 P“ ¿p y am .9 o ,para n 7m. y todo n.ae tiene que

m[tán ' jn‘íh
para m 71111 ¿'70

tan! <8
El P 3 ( ¿le «2...0.0, dato...) tiene XDao para
todon 7D. lueéoWïÍih para n )m. y n 7 n,

¡un Wii _¿_ 6 h para n ïmáxtmoml)
n71“.

Paranín, y m 7,máx(n.,m1)severifica que

!8mg(:‘{_ E 11+ (Limit ¿:IÉEH , H númerofinito

lueguitd: \ <8 - ¿M para todo n,’m3,316.2:(naval)
n

)por lo tanto Lim (am .P .90 para. f -—9P ,y . an ¿,0

loq-gado

,5
Hemoeasí probado que el espacio R es KC vectorial ,con sum

de vect'n'es y producto por un escvz-Ïlñr,contínuoa.

este esfacio R#Jaramon ahora un ejemplode una sucesión





-22...

n -_r .
Vez-mosahora que ro? tampoco converge a-vingán vector V del

’Íx‘espacio R

En efecto,si existiera algún Vector V = ( v1,v2,.... ) é 3*
m .

y tal que lim r.P r = V deberia cumplirse que
m

lím ( rap r - v ) e

m _, vo

o lo que es lo mismo,‘deberíanverificarse:
mr ,

a) ( ro m n " vn ) a 0

b)Existen Il° y h tales que para l 7 n. y cualquiera. sea. nnr
r °( n - vn < h

Como vIl - o para n 7 no (cada vector de R sólo tiene un míer

finito de coordenadasno nulas) ,para r tal que nr7 n, ee tendrá

m
m:l‘

( 1ndll - V ) =r-0=r ,por lo tanto no ee cumple¡- r

a).Ee fácil ver que tampoco ee cumple b) puee dado h cualquiera:
m

existirá siempreun r) h tal que r. ok r .. vn a r > h
mr r

-Xpor lo tanto la sucesión no converge a ningún vector V de R .
n

Be inmediato que ninguna sub-«sucesiónde r. P'r tiene límite
V,puee ,por las mismas razones que anteriormente

dm”
h mr: - En

y tal que rv)7 h (h minera cualquicr3¡dado).

gr:l 7 h para ¡1.17 n.

n
tomemos ahora la sucesión t .P J en donde

J

tl 4 tz < o... sucesión creciente de numerosreales,cuales
quiera.

m1< .2 m3<o......o
sucesión creciente de númerosnaturalee.cualesquiera.

, m .

Isa sucesión ty? J no converge ni al vector nulo ni a ningun
vector V del espacio R.En efecto,baeta ver que cualesquiera sean los

tyexistiïá siempre una sucesión de númerosnaturales
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Nuestra doflnioiónfiondrá on “to oaao 1a torna (1) ,pero con la con

“) 11.M
AX4 0 A'A . o e x

A)31 x - 50‘ ) o. diferenciablo on >xa), on o]. sentido do Froohc

lo u on o]. nuestro.

En ofecto.dobemosprobar que n verifica (4).vor1fioándoao (3).

u decirmabrá que probar quo dado V19fio} ,arbitrario, no ampli

¿“fil- \AX\<í
Para ollo tomemos

paraG v1,

Ve (O) m x, oonveniontomonto ¡11(3) para
que a. verifican: ’

7 C n. E . 71 entorno-momo

n-uMA) >e vcn.¿. v1
W(AÁ) Éí'VJ,

M e 71 1.q.q_d_
A lx

B)Reoíprocanonto.aino verifica (4) n mp1. (3).

En efecto.“ ¡o cumplo (4) tenemos"

-9 ° e X

V1e M9 en X .onato €7Uta1 que

4m e.y
1¿A

ontonoes.tmndo 11

nol o C V

n. w (5)) ¿- V para {Hum VLAN!

‘AM fio' A >\
"to significa que dado

paramut

¡lo tal forma que verifiquo

¡dado V arbitrario

o. decir ¡o cumple (3).

Por lo tanto en o]. caso z - g( >\ ) > minero real,1aa dos ¡loft

J



oioneo,-on equivalentes.

La; _e_]_.¿Egg general; Supongamosque y a {(1) n diferenciablo

on o]. sentido de Preoth en 1:. .ontonoea¡pm cualquier ‘z - ¡(Á )

diferenciablo en )\ . ,aiondo A un númeroreal,(oaoo on que la defi
nición de Preohet y la nuestra son equivalentes) 1a función compuesta

r( x ) a f( ¿(‘k ) ) es diferenciablo on el sentido do Freohot (por
ol teorema de las funciones oompuestaa),luego,ni la función o. diferon

oiablo según Proohet,oomo todas las N /\ ) posibiloamara todas las

g( )\) - z diferenciabloa,rosu1tan derivableiïáïïá/diferenciablo

¡egin nuestra definición. 125,!)
La recíproca no ¡o puede a!1rmar,pues del hecho do qÁ:\Ïaoa diforon

oiablo con nuestra definición,no no puede asegurar que ¡o cumpla la

condición (2). ‘

Por otra parto Froohot ( ) ha dado un ojemplo,en los espacio

vectoriales dietanoiadoa,de una función.d1ferenoiable en ol sentido

de Hadamard(que nuestra definición genoraliza) y no diferenciablo
en 01 sentido de Stolz.

/; ¡4M(A
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