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S0BriE GSOMETRIA INTHINSECA D UJrVAS HIPURHNSFERICAS

Tesis para optar al t{tulo de Dootor en Ciencias F{siocomatamatiocas

(Orientacion katematicas)
Resumen

El objeto ue nos proponemos en el presente trabajo es generalizar
al espacio euclidiano de n dimensiones, las conocidas ecuaciones in -
tr{nsecas de la circunferencia y de las curvas jue se apoyan sobre la
esfera.

Para ello, hemos expuesto en "B.-" de "I.- Introduccion" dsl primer
capftulo uno de los metodos conocidos, elegido para fundamentar la ge
neralizacion. Debemos hacer notar que la primera parte de la Introdug
0idn, es una reduccién nuestra, del caso antedicho al plano. ista re-
ducoién es trivial en -(. pero necesaria del punto de vista de demos-
trar jue la ley de formacion de las expresiones buscadas, resulta 10~
&1ca deade el menor nimero de dimensiones del espacio compatible oon
nuestro proovlemsa.

A partir de esta introducoion, el trabajo es de investigacion pro -
plamente personal, pues sl bien en la segunda parte del oapitulo 1,
en que se determinan las ecuaciones para las curvas contenidas en las
tri y tetradimensionales y la correspondiente generalizacion a la
m-esfera, se utilizen las conocidas formulas de Frenet para el hiper-
espacio, hemos preferido deducirlas de acuerdo ocon el modelo seflalado
al comienzo.

Con el objeto de comprobar el método anterior, en ol segundo onpfpg
lo -para la determinacion de las ecuaciones parametricas de las our -
vas- hemos debldo generalizar, para los easpacios de nmayores dimensio-
nes . ue el ordinario, los desarrollos candnicos en el entorno des un
punto. Las ecuaciones obtenidas finalmente, corroboran en un todo las
deducidas en la primers parte.

gn el ospftulo sigulente, hemos introducido como variables los angu



los yue forma el radio de la esfera en la cusl esta contenida la our-
va, oon los ejes intrinsecos de la misma en ocada punto. Ne eata mane-
ra hemos oconseguldo expresar las proyscociones del radio sobrs los
ejes en funcidn de dichos angulos y, por ultimo, dar las souaciones
intr{nsecas de las ecurvas mediante las nuevas variables, ecuaciones
<u® hemos denominado intrinseco-polares.

Por medio del aparato matematico hallado, estudiamos en el Cap{tulo
4p la familia de las curvas hiporostérioa. cuyas ocurvaturas son ocons-
tantes, no nulas. ©n oste caso, no nos hemos limitado a dar las ecua-
ociones intrinsecas, sino tambien las expresiones cartesianas de las
oitadas ocurvas yue pasan por el origen de coordenadas.

Kn el cap{tulo siguiente damos una brev{sima referencia a los otros
casos jue pueden plantearss con respecto a la constancia de las curva
turas, restringlendonos solo a la flexion y a la torsion.

Por ultimo, mediante las formulas halladas pare la esfera ordina -
ria, se determinan las souaciones paramétricas generales de la helice

y de la ourva cuyo proaucto de ocurvaturas es constante.
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%1 objete ue ROS propoiismos en ol presente trabajo es generallisar
al esapasioc susliidiane de § dissnsiones, las oconocidas esuaciones in -
trinsesns de la oirsunferencia y de 1las Gurvas ,4e 30 A 0ysn sobre la
esfera.

Para ollo, hemes expuesto en ‘B.«” de “l.~ Iatreducoidn” del primer
capftnlo uno de leos mbtodes eonnsides, elegide para fundamentar la ge~
asrelisacidn. Debesss haser netar  ue la primers parte de la Introdue~
oidn, o8 uma reduceién nuestira, del caso antedicho al plang. Yata re -
duseién ee trivial en of, pero necesaria del junte de vista de dews -
trar .ue la ley Ge formesidn de las expresiones tuscedas, resulta légi
oa desde ol menor numerc de dimensiones del espasio compatible eon
maeatro problema.

A partir de eeta intreauseidn, el trabajo ea de iavessigasién prepi:
mante perschal, pues sl bBlen en la segunda parte del sapfsule 1, ea
wue 80 determinan las sousetiones para lae sarveas eontenldas e las
trl y tetradinensionales ¥ la cerrespondiente generelisasién a la s-ep
Lora, 8¢ utilisan las coneoidas formulas de Frenet para sl hiperesps -
cle, hemos preferido dedusirias de asuerdo san ¢l mdelo seflalado al
eomienso.

Jon ¢l objete de compredar sl natods anterier, ea ol ssgundo eapfty
10 ~para 1la deteraineeida de las eouseiomes parsadtricas de les eur -
vas- nemos debide genwrellisar, pars 108 espasies de mayores dimenaie-
nes .ue ol ordinarie, los desarrollos eandulces en el eaterno de un
punte, lLas esuasiones obtanidas finelmante, correboran en us todo las
deduoidas en la primera parte.

in o) sapftulo elguiente, hemne Antrodueido como variables lea dngg
108 Gue forma el redie de la ssfePa en la oual seta eontenida la eur-
va, eon 103 ojes intrinasecos de la misma en cada punto. 8 eata sane-
va hemos oconsaguido expresar las proysesionsa del redio sobre los ejes
on funeidn de diehos dngules y, por Altimo, dar las ecuaciones intris-



80040 de las survas wmdiante las mievas variables, esuuelones ue he-
mos denominade intrinseeo~-polares.

Por msdie del waerato matenarioo hallado, cstudiamss ¢n ol Caplitule
wp 16 fenllia de las curvas hiperssférieus ouyas ourvaturas 00 song~
tuntees, A0 mulas. AN este 0880, 0 Bos hemos limitadn & der las @i~
olones intrinsesas, sino teamdidn las expresionca carisatanss de las
citatias ourvas (ue HASER »0r ol origean de soorienadas.

m el capftulo sigulents camos une brevisima yeferensia a los otres
08808 M0 pUNien PLlEntearse 0OR TeapsSte a la eonstancia ¢e las curwy
sures, reatringiéandencs 8510 & ia fleatdn y a la torsida.

por Ultimo, mediante las férwmlas halladas para la esfers ordinaria,
se determinan las esuasionss perasicrisas generales de la hisliee y de

1a ourva Guyo produete ds eurvaturas o8 sonstante.
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Hotables ionovaciones de wmétnde -seguido hasta aguel momsnte por la
goometr{a diferanvial~ se encucntran en jesionl €1 geosetrig imtrimeg
cs (kapoli, XB9u; de K. Cosare, en las cuales recoge y oeouuﬁ las
formlas fundamentales pare al andlisia inxrinsece.

A oga Oobra, so lo unen las siguisntos notas del sutors

i pumeri 4} Orasgeany iR geowstris intrinseqs (Limoei Hend.,V,3,189)

Foywole aer )Jlenpifsh intringecs dalle supsrficie e doile lore aefor-
agslon) infiniteaime (Napoli Kend., (1I, 7, 1901}

Sulle jeformasioni ilnfinitesime deile snperflole (1d.;

gor J'smaliel iAntrincess delle superfiola rotonde (id., ¥, 190%)

salla rappressotasiene jntrinsess delle suparfiels (Nepoli, atsi I1,
1<, 1903)

fer llanalial intrinsges delle figure treselats soprs wna guporfisie
{Mapoll namd., [iX, 11, 1%WS)

sulle ismagini delle geodetishe nelle rappresehiasions plang dells
guperfiols (Napoll Remd., IXI, 11, 19%09%)
ror otra parte, les elegantes prosedinientos ue Cesare aslied eo

su Jeomatria inirinseag & las figuras del espacic ordinario, vienea

sdeptadon, por é1 aismo, & 108 sspecios superiores, sspecialmeats en

sua Srabajoss

Jeometrie jatrinsecs nogli spash d1 ocurvaturs soatante (Lincel iend.,
¥, 13, 1904)

Buqva teorig \ntrimsesq degli sgasi eyrvi (Lineel ¥ea., ¥V, 5, 1905)
£l prosefiniento expussio por Cesaro para sl satudio iafinitesimal
e loa entes geondtriocos, fué y ¢s aplicedo por sumercsoe sutorss, de

108 suales hemos eslesolonsdo loe mis resientes en la #ibliegraffa.

u
Le» a3 o= Il pasnato e 1l presents delles prinoipall teorie

seomstrioha.~ 4. 9Ui0iSn.~ Cedam, 19%).



Cap{tule l.-
rokNal MEI0U0 CAAA LA L s WENACKON Gh LAS 4GJACLONKH TMT BIS350ag

Te= JHTHRBOIXIOCIOR

A.- Qlreunferenciag o Curvas Momesafériong
o) sles prineipaleq ¢ intrinseens.- Neda una ourva en funoion del

aroo, en el espatio hidinsnsional
(1.1) A = Rgle) L1 al, d
ol slemento de ares esta dado per

de Vﬁ
de doade resulta

(Led) Z(%)tn(g)- r{LP
-

1l veotor de mbtulo umitario o versoP que tiene la direccida de la

(1.%) o« X =« X
&
Derivande (1.2) respecto al aree, resulta teulendo en euenta (1.3)
(leid fg.B3 = ©

ea deely, sl veotor R} es perpendicular a la Sangente, pues su predag

%0 esoaler o8 mulo. El veotor de mbGulo ualdsd ue Siene esta diree -
eidu ae llama yeoror uorea) prineipal, laese

31 R A
(1.9) ofv: i 8‘%2
Loe Goe veatorss 0, B) conatituysn los sies prineipales ¢ insrinsg

298 unidos a ocata punte de la ocurva,

) Gurvature ue flealén o primerg sarvaturs.- 5e llems gurvetugy ge
£lenidn ¢ arimery guivetype de la curva en ol punto eonsidersdo y ee
la tome slempire positive, al sigulente produsto ostalars

k) @ 3!, '1:1
Dartvande la expresién

:Q -l:la 0



resul ta
Leb) Ky &« B} Py & - By N

Rultiplicando escalarments (1,5) per O J tenienic en euenda la de~
finielén de curvatura (1.6), rosulta

k) aW.VﬁZ

1a qua BOs dioe qus, la curvaturs de flexién es tgual s} miiuleo del

vedtor :{,.
2} resf{proen de la curvatura de fiexnidn ea, por definieidn, el 8 -
442 de gurvatura de flesldm o redio de primers gurvaturs
(1.7 L W W
n

Mediante eatas definiciones, (1.%5) se pusie wseribir
(1.5%%) B = Y FLL n :@
La Anterpretasiéa geendtriea de la curvature as la sigulente: al

per un punto U se teman los dos Vestores fple)
unitaries tangenties & la eurva en l0s -
- - . Rgle + Ae)
puntos x(8) ¥y xis « Aa), el angule .ue
)
forman eatre of, os Fig. 1

AP = |Baln ¢ a8; = Beim] 2 [Bytail an ¢ ...
pero siende
IKH s )

resilta

An %‘i& - g& N

As =0
0 sea, 1a survaturs eA el punto X(a} s igual al limite del eootemte
dol dngulo do las tangentes en %Ale) 7 R(e + As) ¥ As, ouando As tiem

de a sero.

o) rérmmlag ds Zrvmat pars sl plaNg.- Las férwailas de Frened dan
las componentas de 1os veotorss derivades R} y B] respeete de los

ojo’l srinelipales.
De ‘1-,.' Pasulba



ek
fara hellar W] se poue
:{ = X4 :o + Xy ;l
donds las X4 son soefiolentes indsierainados. Fara sncontrar los vale
res eorrsgponéientes, se miltizlican essalarmsate ambos siembdros de
lu anterior por i, y toniondo en suemss (1.6), results
Xo = = k)
#malti llcando por Ry y por la derivada de
Efo 1
se tione
Xy » 0
Liego
3{ .- Rl 30

Las forwulas de Frenst para el pleno, remiltan eatonees

> -
(1.8) " = ™
Bleomiy
a) gireulp ossuladeg.~ 51 {; en o) centre de una oirounferensis de

radio R, we pass por ol pumto Ri(e) Ge la surva (1.1), dede eumplire
se
(1.9) (%3=X3)% o 8} tsl, <
rara «ue esta eireunferensia tenga ub OoRtasto de 2% orden eon la
Surva e el punte :;h) o8 necesario ywe en &1, la sireunferencia ¥y
1a surva tengan, adeads, dol alsmo valer de R, 108 alsmoa valores de
X] ¥ R]'. Luogo deben valer las igasldades .ue se obtienen derivande
dos veses (1.9)
(% - Ig) ;l z 0
(:‘-t;) ;l' 0?“:0
Las derivadas sucecivas ':'{. i’{'. cee toniondo en cuenta lus férmu -

las de Prenst (1.3), resultanm:



S D

Bl =8
;l' z ¥) 'ﬁl
X' e - kIR, ¢+ BB
{1.10) - . 5 =
[ - 4 L4 - )
xt' a =3 '1 ki Ro ¢+ tu .l‘ B,

-

A wiwp-Br{-ik xf)B, ¢ (K" - 6 kR 0Dy

y asf sucesivunetite, no podrfm esaloulalr todas lus derivauves de :;. e

partir de &5 y ade Jorivadas.

Justituyondo los valorea eorrespendientsa de 1,10) en las antorioe

res, resulta
(R - %) 3, =20

tkelly - Y T

Zatas sGuaciones duan les proyoeeionss deo ﬁ‘ - IL) aobre 103 ejes
fos 033 PO¥ lo tunto ol eentro de 1a

eireunferensia ®on un oohtastio de 2%
orden, ¢ ess, ol sentro del gfrgule

ogGuladepy de la Gurva es

(ladé) I‘ e :l + :1 -
)
Y el redio del ofreule cssular, re -
sulta
(1.1%) (:t - t"& 3 Ki s 'f o.. hl s 9
o) Zougolén intringaes de lag sircunferensisg.- il lugar geondirice

de los centros de los efreules oseuladores s una eurve, eatd dado por
(k.12) donde %dos ios terainos wen fansiomes del ureo gy,
La direeeila de la tongonte a aste lugar geondiries s la del ves -
Lor
Raij+rw +r af

que aplicando las formulae de Fremet (1.8), se redaes a



(1.14) X =By
e deolrs op paralels a la porsel prinofipal de la ourva.
94 la curva ee una @ireunferemols, e) punto Xy es fijo y por lo ten
to dedbe ser
T eo
o sea, poP (1.l,)

(1.19%) l'i 2 O

tesfprocamente, 31 (1.15) se sumple, ol sentre ¥, eord un punto fije
7 ol redio del efroulo osculador serd teablién ecmatante, pues de
(1.19)
(o195 (N‘{i' - i ri

496 0@ 09rn 8 88 eumple (1.15),

Luegos 1a sondloidp pecesaris y sufiolonke pars iue ina SUIVE $98
una eirounferensly, o8 yue \a derivads de su radip de gurvaturs gon
Peapeato Al aree, 28 amule.

La (1.15) se llame la ssusaidn intringesy o natupsl de las eireun -

ferenoias, puesto ¢ue no depende del siatema de coordenadas.
Al1a o8 eyulivalente a
P) = )} = oonstante

por (lol’}o



Bo- Qurvas isfivieas ¢ flesfiviees
) friedre priueipa) o intriasees de Zremes.~ Pade una ourve e el
espenio ordinario
t1.1%) %1 o Xgla) L=l, 2 %

se define al yaoiep Asugente per
(2.27) T u &'

o1 vostor porwal prinetjal vor

{1.18) By s vy X g p B

7 e» toma un Dueve veator serpendiowlar a loa aRterieres, de médule
unitario, mediante el siguients predueto veoterial

(2.19) B2 e Dg x 8]

Ju® s llama vootor binoras). Su direseién en la do la Dinerwal a la
ourva oh el punto eonsidereds.

Eatos tres vostores formsn el trieawo primeipa) ¢ intr{aseso de
Zrenmt unldo a oada punte de la ourva.

) Qurvetupy e torsidn & gegupds qurvatupe.- Se 1lams gurveture 4g
torsidm o segunds survatura, sl siguisate produsto oscalar, tomado
eon 6l aligne eorrespondients

X, z 8] B,
Depivande
auev
resulta
(heaw) k, z 8 8z 3 - &) &
21 reofproeo os, por definiolém, ol padic 4o survqturs ds torgiss o
Zedlp 4e aspands survetymy
(1.€1) ., h

& Antarpretacion geométrioa se la siguiente: sl 0P un punto U se
tonall 108 dos vestorsa unitarica Binermales & la eurva en 1los ,untos
Rle) ¥y R(s + 0s), o) &ngulo «ue forman ontre of, ee

A‘Pa = |i§2(a ¢ A8) = K‘(aﬂ . |$:$(OJ|AI ¢ oas

De (1.20)



lunego
1in A\Pi-' d‘f": %
Ae "d " C
As =0
o sea, ¢1 valor sbsoluto de la torsién en sl punto X(s) es igusl al
1{uite del ocelente del &ngule formade por las binormalos en X(a) ¥
X(s ¢+ A8) YO8, ouando As Siends a Sere.

o) Nrwlay de Frengl.- %1 veetor derivedo B} respssto dal trisdro
Go Frenet esti duio direetamente por (1.18;

B3k iy
Fars hallar Ki 20 0N
5{:0(0&4-0(1 ) ¢+ X, a2
slendo X; soceficientes indeterainacos.
Bultiplicendo esoalurmente smbos miesbros pOT o, 8¢ deduss derivan
Go B g a O ¥ por (1.18)
Xg & = k)
nﬁclpnomo por 31 ¥y por is derivaida de Kf £ 1, »se Riene
Xy £ 0
#a)si;lieando por B, y por (1.20)
Xz & kg
fop tanto, uunéa
:{a-h‘_:ﬂ#l‘;:a
roniendo andlogamente
35=§axo*@131*@432
y mltiplieando por Ly, 20P la derivada de fig By, 3 O ¥ Lealendo en
cuenta la expresisn de o}
@o gV

maltiplieande por ;1 7 por (1.20)

(913".2



po® ulsimo, maltiylisande por .ﬂ.g y por la deriveda de¢ Kﬁ s lo 080 tio=

ne
Pewo
ror lo tanto
Ble-gh
Lasge, las férmulas de Prenet para ol espasic de 3 dimsnsiocnes, soms
nl « Ky B
(1.42) RNe-x 8 sn, i
BMe-n,

4) spfere psoulatris.~ 51 Ny oo sl centro de una cefera de radic 3;
e pass por sl punto Ryle) de 1a sarve (1.16), debe eumplires
(1.e3) (Rg = ¥0)® o ug tel,2 3

Pare . us esla ssfers tenga un eontadtd de Jer. ordan 0od la SuFvVa
on ol punte Xg(s) os Necesario uue on §1, 1a esferm 7 la curva tengan

los misnos velores de i}, X'{ ¥y X['*. luego deben valer las igueldades
wae 89 obtienen derivande 3 veses (1.23)
(% -X) R =0
By -Ky) af* + 2j% e 0
(R =X FYr* « 387 1Y* =0
Las derivadas susesivas X}, u]', I|'’, ... toniendo en cuenta las
formmlas de Prenet (1.24), resultans
i A,
X' oaxyd,
| Ry’ '--kfﬁo-mi%-o-ttkﬁ n
e "ip we 3k R{B + (0] Pk gk, k§)B) ¢ (Lu]k 4R, k1R,
D L e b U R o LR R o e S P N
+05] "ok ke Suj kb ey k)0 )l



7 asf s podrfan ogleulsr todes las derivadas de fg a partir de k),
K2 ¥ sus derivadas.

fleomplasando los valores sorrespondientes de (1.24) en las anterie-
res, ¥y wdecis, la primers y segunia on la tereera, se odbtienss las
proyesaiones de (X, - Xj) sowre los ajems
(% =« Xg) Bp » 0
(= - T3) ﬁ.-k--n
(%1 - X1) iﬂ-.-.;i_:-rl 2,

K

(1.<9)

laege o) centro 4o 1l osfeara oo un contasto de 3er. orien, © e,

1a qafers osquisiris ds la eurva estd
dedo por

b

o |

(1.46) Xg.‘£1+q:1+q rai?‘ " r,
&l redio de la esfora osculatris ee ﬁ

(e¢?) B (R = X2 2 rd o (2] 2p¢

Do (l.20) o de6use yue o) efseulo ceey

18407 @8 la 9000480 de 1la ssfere cssulatiria esa el planc osculador
(".o. ...1).

o) idguectdn Antrinseen 4 las surves saférises.~ X1 lugar geomitri-

00 de 108 oentres de las esferas ocsculatrices s una surva, estd datde
por (1l.2b) domde todos los termines sen funolones de g§. La direcelda
de la tangente & este lugar geonétrise es la del veotor
TeRerd om ]+ (r] 'R, ¢ 2 r, d}

w6 aplieande las formalas de Prenet ¥y sisplificande uedsa
(1.48) T oo (o] v+ xRy
es destr: sp paralels 8 A4 Bisovma) de 1 surve.

81 le ourva es gafiries, 0 sea, estfl contenida en la superficie de
una esfers, ¢l punte N; es f1jo 7 o0r 1 tanto dode ser

.iloO



- 1)l =

(2.49) (e o) ¢ ) Xp « O

neefurocamsnte, o1 (1.49) se eumple, o)1 sensro X3 serd um puave fi-
Jo 7 sdenis ol radlo Ry de la eefera ossulatris serd tambila eonsten-
te, puss segin (1.27)
(1.29%)  (nf) a2 (myafeniryistr,)t) acrir, (kyrtoirg) )
<ue o8 1gusl & sero o se oumple (1.29).

Lueger \q sandieifn neqsseria Y smfieienlq 28re 4u8 una survy geg
satériss, 2 qus aue eurvatures esidm relasiematas cor la asuaoide
L2284

La (3.¢9) oo llameds la geungidn Antrinsess ¢ natural de les susvas
esfiriess 7, por (1.47), ee squivalents &

vf + (9] »)8 e lg s eonstante



- ld e

IXe= QUAVAB RIFAREIFIRLICAS

A= Qurvas triesférioss

u) Zetrasdro prineioal ¢ intrinesec.- vsda unu surva en el espaste
ou0lidiano de & dimenaliones
‘lo”’ :‘ s .:“.i L 8 l, <5 % o

definimos 108 yegieres tengents » nermsl LrARSinal. resiectivameato,
por

-

II.-';'
fenitaniy
7 llamamos flexién o
(1.3) u @B e-8 8
20 el espasio de 3 dimwmeionss determinado per ', R'', X''', teme-
mos el vagtor Dinerme) per

Basigai
¥ llanames torgidn s
‘105‘) .a.iizgl’g‘:&

Tomames, abors, un cuarte vestor (ue llamaremos irinorsal Ry, per -
pendicular a 108 anterieres y ds widulo unidad.
dstas dos sondlisiones ss expresan, wmediante la relacidm
313338{ $» 380,12 & 3.
donile 32 o8 o) delta de Krenaqkar.
3¢ trata, ahora, de suadrivestores © tetravestores a los (us, por
sonsdidad, seguiremns llamande, simplements, Vestorss y pars 108 eua~
les, se define sl produstereseslar per
: Pe af B9
.
b) fercers gurvatupy.- Intredusimos shora la sigulense deflanieidn:

o llams targerg Survatups de la Surva en un punto, al siguiente pre-
duote esealar

(1.3%) ky » B) By 5 ~ 8, @



«1l3 -

Y, o) realproco, lo definimos como radiQ da tapcePs gurvaturs
”g'i;

La interpretacién geomstriea de la teréers survaiturs eos sndloga a
las snterioren: 8l por um punto O, tomamss 1ee doe YeOLOFeo LFinoras-
168 & 1la eurva, en les puntos Zis) ¥y B(s + 0s), el angule .us forman
entye af, oo

APy o | Byls ¢ 20) = Byta)| w [Bhtuil 20 o ...

De (1.%3)
luego

1 AP _aPu 4

P i i

A - Q
© sec, el vulor abselute de la tepcora GurvatuPe ea el punto Ria), es
igual al li{mite del cectents, entre 6l angile de las trinermales en
Z(s) y Xis +A8), yAs, ouando As tisnde a oeve.

©) Ognersiisneidy ds lae fGrmulag de Frene} s lea aspesios 48 4 4~
sensiengg.~ l'e (1.31) se obtiene
Ber
Pare obteser i hasemos
8] s Xy By #04 B ¢ X B, ¢ X3 iy
kultislieandn esealarmsnte ambdos miembres por :o ¥y do (1,51), resu}]
ta
Xo @ = k3,
malsiplieando por @i y tealendo en cuenta la derivaia de i'f z 1, oo
obtiene
Xy = 0,

miltiplieundo por i:,: Y 6o (1.34)

o2 u 2,
wltiplieands por i, sor le dertvess de )7 = 0 y de (2.33)
b(} = 0

por Lante, - aeda



Bf = - Xy By + kK, O,
Fare ootenep ’55 hagemes analogamente
- i - ~» e
RY » By B ¢+ By By 4 B 1y ¢ (5 0y
Yy sultiplicanss por sada uno de les vesterss del «: miemdro, sucesivy

asnte.
Yor la Gerivada de iig g & O ¥ 1a expreatéa ebteaide de RS
oz ©
be (1.54)
Pre =k
For la deriveda G ﬂ sl
(52 s 0
be (1.33)
(5}. ky
rer tante
R} n oMy ) + Ky iy
be (1.3%)

-y,
laege, las forpmalas des Premet para 106 ospesies de i, dimensiones,
resul tan

. K
:{ g kl n. + .‘ n‘
(1.5%) . .
.} 8" ha al L ] ., "
:g e« ., =d’.’
4) 3~eafore oasulatris.~ 31 ¥i ea ol centro de una S-esfera de m -

4io Ry ive pasa per ol punto :1(0) de la eurva (1.%0), dede sumplirse
(1.3%%) (:l - t‘,i - l\; L e, & 9 u.
Leseamos ahors .us sts teaga un eontaste de Lt oxien oon la ocurva,

pars 1o cual deden valer las igualdades ue ae obtienen deriveade 4

vesen (1. 59)



(kg - M) Xl = 0
SRS A% US| LN
(X, ~F ) RPrr + 33X X' w0
(X X R + o R IPr+s5IYPdao
Las derivadas sueestvas i{, E]', R]|'’, ... tenlendo en cuenta las

meves férymulas de Frenes (1.3y), resaltan:

- ad

3 -,
o ex iy
T e gy o R,

M U LR R L EURE U U B AL E )
it T e x B - S UR S SR OV
(3 iyt e S peiey e iy k0T 0

it U U DT

Justituysndo los valoras ecrrespondientes en las anteriores, resul-
tan fiellmsate las dos primeras oxpresiones sigulentes. Reemplasande,
adends, 1es dos valores as{ obtenigea en 1s Ja. ¥ luege, dates en 1a
4Rep Fosulta finalmonte

(Rg =%y )Rguo
(Rg=Ty )iy, % =."Nn

31 (3,280, ;1;'L - . Mr
a

§ 0 4 W B & _,_i-%_,
iy ks kiR kN,

o= ripa)* t,*!llgt,

Eatas son las preysetionss del radio de 1a J-esfsre sobre loe sjes,

por tante el ocentye 4o le B-snfara 00N URA 00RTABLD Ce . OFian 0 Nea
1a 3-esfeve geeulatris de la eurva es



o 16 =

. |
G RN AL B/ ltergregs
Y el radlo de la j-esforsa es 9 E ”1.2'5
(.39 Hg - (;‘ - -it,‘ ) Di: + (r] l'.gid + : E
\ 2
$ [‘ri ’2)' r, + l'x ka r’) :t i 'i’a :35
Ve (1.38) ne cdedues us ls esfera AN Saf } //
N
osculatris es la ssoeién de la 3-ea- \(\ I| ,’/"1
AN | /
fera ossulatris sen el espasio de 3 %, N
-- - - “" q\\l/
dimenaiones (n,, B}, N2).
o) dsusolén jnirinsess de lap guiveq Lriesférigas.- La direceidn ds

la Sangsate dsl lugar geomdtrieo de los Gensros e las 3J-seferss osey
lacricss o3 lau del vester X[ .us ss deduse de (1.39)

Padlerjaemdlee]r) fyerrd+

+ [(r{ Fait By ¢ Py My v’]' 'i’ + [tri Pt Byt Ty K, r’] i';
We, apliocande las férmulas gensralisadas @e Premes {1.34) ¥y simplif}
sande, jusda
ST I N ( ENLE A M IR A
o8 deoir: ge parelols a la irinerma] de 1a survy.

81 1a curve es trigafirieg, © ees eetd eontenida en ol espasio tri-
dimensional de la 3~esfers, ) punto X, es fijo y por 1o tante

’l 0
.
(1.d) ((of #)* »y = »y By #g)* + B 2, k3 @ O
Roefprocamente, e (1..1) se eumple, ol oemtre X5 serd fije 7 ol vy

die de la 3~eafera ossulatris eonatante, pues de (1.39) luege de der}

vay y sasar 2 »{ »; fastor sonin de los dos primercs Sirminse del se-
gundo siombro ¥y finalmente Py Luede

4
(1.417)  (23)'5203 (1r2) '-rLe2) {((72r2) ' #3-Dlu2r3 ) ' ~piran)
s o8 igual a cere s oo eumple (1.41).



o )] -

intonees tenemos .ues )u gondioidn gesesayla y sufiolents Reke .Ne
ngs gurve ses iriesfiries s jue sus gurvetupas sstdn pelasionadas
gor }a souseldn (R.ul).
Le (1.51) e la scussién intringges @ paturel de las curvas triesff
ricas y, por (1.%79), os s.ulvalente a |
L AL ((vi F)* ¥y + 7y Wy y]d o 0 o eonstente



B.- Qurves te:rassfirisas
a) fentaedre prinelpal 9 Antringeco.- Lada una ourve en el sspasie
suclidiano de 5 dinasnsienca
(Leuc) X1 = Xg(8) Lady dy een s 9
cotinimes 108 yeatoras Aepfsnte y Rerse) prinsipal por
‘l.g s R

I.ll a AR n :‘
¥ Llasamss flaxién o
(2.43) k) a Bl Ry e -y W]
in ol espacios de 3 dlmensiones determinado por X', %', f'". tona~
mos el veotor binerma) ser

5.333'831
7 llumemos toraidn a
(low ) k, s 3] U, s - B 0}

En el espacio de i Qimenhsisnee Geterminade Hor f', 3". :on. iov.
tonamos sl veeter Srinormal Ay de midulo unitarie y perpendicular s

los unteriores y llamamos Lercapg gyryatnrs a
(1045) Ry T3y o -3,
fosamos sbore uh \uinte vestor (ue llamaremos yestoy Letremorwal &,
unitario y perpendicular a los anserieres.
<8 deoiv, la eondieiln de ortogonslided del sistema bass de refereg
olia, se expresa por
3;:,:83 £, 1280, 3, sev o ide

£l produeto eeselsr se defime anilegumente

alS e ey bg

b) gaarts Qur¥aturs.- Llamamos ouaprts QUIVAtyYFe de la ourva en un
punto, al siguiente yroduato eascalar

(1.46) l“ . :s :» g - 3’ g&
J ragdjo dg suartg gurvalury &

l'uak:



—‘9-

o) Geaurallsucidn g lus féraulus do Vreuet s 1og aspucies de 5 4i-
najonsg.~ o (l..3) so obtiono
ne W

Iooowilends undlogements, eXpresamns los veotorss cerivados en fune~
eién ds los del pentaedre prinoipal miltiplisanos por coeficientes Ax
deterninados. Multiplieandn, lucgo, sucesivamente per cacta uno ds ése
tos, tenienda sn ocuents las 4dorivades ds 108 preductos de los veete -
ros principales entre af y por len eapresiones de las survetures, re-
sultan las férmilas de Prenel pare estes espasies

s 5 &
q--klﬁgd-k"iz

(1.47) B e - % 8y + 0y By
t;u-ksgatk“z“
B, ek, Ry

d) 3=gefars asenlptyis.- ¥; es ehora ol eentro de une 4~esfera ds

rac¢io R (e pasa por el punto X;(e) de la curva (1,id), luego

(1..8) (% - T0? o S 121y d een o %

Para (ue el ocontsato ssa de 5% orden, JUeben quuplirse

(G ~ )R eo

(i, « %) X' + X% a0

(B, ~ L) R*r ¢+ 33 E* e 0

DA AR AEES T UREE T

(B « R A+ SF XY+ RY'"* w0

las dorivadas susesivas, tonlendo en ocuenta (1.u7), resultams



Cd

i) =iy

it osghy

B e iR, ok ki

v pgglniﬂ'.ﬂni--u;-rlng )'l%(ikik a#klki,)'n' RN ,‘.’5
(o9 27 atp-sm 2 i iy 4R 2eDIB ¢ (g * 1= Gieic] - B sir, Wk 2)R
03 Tl =l i ol k24 30 ey ) * -k k3 )T ¢
i o e U P U T LR

suutituyendo los valores correspondisntes de (1..9) on las anterie~
res ¥y opersniiio, 8e obtienen las proyesoofionss del radic de la y~sefers
sobre los ejee:
(By-%q )Bps0
(W-F - _ L=-n

(;1.!1"‘& .i P Pil’z

&2
(R -Xpily, . M2, 4" "'ja _ g“& -
Wy EpRoky Fo 3
(1.50) v (P]r2) ' 0y-r R 0y

& “F 4 .
6kxikl’ ikl " 6utd
- :FLL‘ - -‘.:%L - —%ﬁ- + —*-;-l— -
2'5'4 Ry R RyK, Kk, L % aRyR
e B 2y My amgmed
+ #—— + -;?-—5- - # + +
Rjlighgh,  Bylokgkt, NyMahgh,  Epkzhyk
+ ;ﬁ;’é: B - [lrirgj 'r,nlkar,] R L T

Lusgo el sentyo de ls y-gafepa osoulatris estd dede por
(1.90) Ryuityer ) er{v A e [( PiF,i Pyerykps Ryt
+ { (AL l’""l’lkal"] R g._"“}g“

¥ ol radio por



(1.%2) Ke(Xy=X,) "’crfﬂrir‘ <4 [(r[r‘) 'y f,wxlxgrﬂ"'a-

+ {[( Pi’a )" 'E*kazr.’]' l’&,"“'i’ak"“}z

o) fouscién intringecs gde lap gurvas yetrasafirisay.~ =1 vestor de-
vivado T] iue se daduse de (1.51), nos da la dircooién ée la sengeate

al Jugar de 108 oentroe de estas u~esferas, al sual aplicande laes
(1.47) 7 simplificante, resulta finalmenbe

0.53)
e ( {[( pie )t em by ) v;,*-o-virzh,r_‘}u( »{r,) 'r‘.‘h“ﬂ‘hzr,t_‘) 8,

o8 desirs op paralels 8 la tetranorma) de la gurva.
Abors blen, si la surva es LaLreesfsrige, © sea esti eontenida en

sl espasio tetradimensisnal de una y-ssfera, el punto ¥, eo f1je y se

Sieme por lo tunto
(1.54¢) {[(v{ra) 'r,#aﬂ,n,] 'r“nirzk,r“}u(vira) 'Pk oP Rapgk 20

Tusbien se susple 1a resfprosa. 81 (1.54) se satisefase o) centre de
1a y~esfeorn o8 Ilje 7 el »adio d4a lu misma constante, ya \ue derivan~
40 (1.352) 7 en o) segunde mienbro, sasande priseremento 2 »{ p; fae -
tor comin de los dos primeros tirminos y lusge 2 (7] »p)* + wmk,)
‘taubién de los Gos primeroe tirminos, despeds ry de 1os miewos y, por
dlsiwo, 7, de toda 1a expresidn, ueda
(1.54) (lﬁl '-lr“{[(qra) 'r,wllzer,]'oplral, }.

. ( {[( r{r,} ‘r,«wlkarﬂ 'r“nivzk,r*}' +(Rjro) Pl +0 R, 0k w)

Juo o8 SN0, 8l s» asumple (1.54).

aaconces: Ly gondioidn necesarts y sufteliente para  uo uns gurve
294 fetvecelirioa, a8 (1o sus ourvaturss estén releciouadas gor la
geuseidn (Ro5u).

La (1.54) o6 la eouseifn sntrinceas o netural 4s las curvas tetrasg

féricas ¥ ella es o uivalents a (1.52) Somande ) pedie ds la tetraeg
fera R, eonstants.



o 3228 =

e de la hipernsfera estd citundo an la intersescidn de %odos loe W}
perplancs norwales o 1la eurva ) sxpresstie el oontesto em funoide de
la potenelia de un punto de la eirva a la hipoerenfera.



o 23 -

Ge= Qurvas m-ssférigas
&) (m+ ))-pure prineips) © intrinsesg.~ Dada una eurva en ol sepe-
e0o suelidiano de m + 1 dimansiones

(1.9%) Ry u Ryle) 182, 2 oo pgme 1,
80 deben definir m ¢+ 1 veotores unitarios y perpendisulsres entre sf
Rg tangento
%) normal prineipal
iz ¥ioormal
s e e s s s e e
&, o-normal

eon lu eondisién ds orsegonaiided
&:’.Si ‘.’.0.1.!.000.‘.
Kl preodueto estalar de leos m=veotores de o0t espasio, »e defias

por
a8ae ag 9
»

D) B QUrvAPRl.~ A8 Recesario definir ahore & survatures
LEY S PR
 §
PR LR L
(1.56) 2

*® & & & & & o & 5 & & s 0

‘-aé-zg&-x LIPSy W )
"

) Jensralizsaifn de les féxwmles de Fremst a Jos gupasieg de B + )
gimenaiongg.~ In estes espacios las f8rwules de Prenst resultan

L y &

> o -

ai .- '1 a. + ha na
(1.”’ ® @ & o & ¢ 0 & 0 & O o o

f%‘-l".h-lan-i"nau

m xex, B,



@) megafeps gasulatris.- 34 lamanes

1 3

(2.%8)

£ 2 3

srin(eyr, )¢

sipjrgitemboniogryl it nk,

o ((#gry) U YL LI ST SYRLL I U

. {[( r,y) 'r,ﬂxh{ﬂ'rw’p’hf“}'#(rirg) ‘Pl P U, Pk e
zleyr,) ' vogryi,

(1.59) g ynlogry)ttey. 1 7y.) iy
observamos ue las (1.50) se puedsn esaribir

(fg-i;)ﬁ.-o

& -TpdfHhas-nn
(B » X)) B2 a » o3 22
(:;-Iﬂ 350-.5',

“;"rt"h"‘u'u

Luego, la (1.%)
RafiommBeeyr,Reeyngigea r &
, (10,2)0 per

n{ s (o, 1024 (o 20 4 (o r,)a * (o, r“)‘

tuego, si X; o8 ol centro de una w-esfera de Padie R, we pass per

sl punto Ry(e) de 1a eurva (1.55), ee

(2.60)

7 para ue osta me~osfora leAga un Coniacto ¢ (w ¢ 1l)~dsime erdes eca

‘:"t‘,d.ﬁg lllpdooooglﬁ'lo

ls curve en ol punto iy(s), © sea, pare ue Ssta sea 1u m-esfera Osey

latria do la curva, las proyessienss de (&5 - X;) sodre 1os ejes de -

bea ser

(1.6))

(X -L)RHso
SRS AR NS

(B - ) Bz - oy vy



-.iSO

For tanto, el csatre do la m-ssfers osculatyis esid dade per

(1.62) ek« Z o3 ¥y E‘
™
7 ol radio por

(1.03) e (R ~-%)%e Z; (ag #q<

o) jamesily intrinssen 4 las survas m-seférieas.- La direseiin de
1a sangemnte al lugar geométries de l0s eentres @s la w~osfera ocssula~

tris, por las (1.%3), es

pare m e ) (1.14) f{ .0, :1
Ae 2 (1.28) XI . 0y gz
* me) (1.40) LI T

/e 4 (1.9%) x! e .’ "“
on general, pars la m~esfefra, susergida e un eepatio exiolidiane de
|+ 1 diwensiones, tendremos

es dealr, paralels 4 Aa H-torms) de le gurvs.
Luego, la aguacién intrineges de las curvas w-oeféricas, s por

(1.98)

psra mn e ) (1.19) s .. (e ) e
* Be d (l.‘,, O’ s 0 ... (.a ")' L )| '1 ha s 0
* ws3 (2e4d) o320 . legpy)t oy r Ny e 0
" mga (2.%) o a0 . C%D“)'oo,t,h“so

7o oD general, para 8
e} = 0
o ass, en funcién de las ¢ sorrespondientes s espacics €o 1 y 2 dimep
sliones manos
(1.69) (6 Fu!® + O} Tme) Mm # O
Observenss, por Gltimo, ue al derivar las expresiones uus uos dan
el radio de la s~eafers, obtanemns



para a g 1l (loxS" (R(f)’ s & I‘L .‘ .a

T me « (.<9Y; (RSN & <« g @) oy
s 3 (1Y) (R)' a 27, 0y 0,
as4 (1.54%) (Hf;)' z2dr, o o

+ue son nules, si se cumplen las scuasiones intrinsecss respestivas.

laegd, on general, pare &
(1.66) () o 2 a % 00
Gomo apliicecidn de las leyos de recurrencis sncontredas, vemos a

ealoular loe valores correspondisnites pare uaa QUFYa pentagsferiea,
o8 deolir, una surva contenida en una =esfera, is Gual, a su ves, o3

té sumergida en un eospacls suclidiane de 6 dimensionss. La sewaeiés
Antrinsegs, serd
o 8 U
wney por (1.6%5) es
(g 750 ¢ o, », kg 2 0
7o Peamplasande por 109 valores ya halledea (1.%8), resmlta
q[(rlra') "ryer a"g] ‘v er{v 2')’5;} I NIL AL RN 'r,n“v’) o
+ [( PiR ) Wyt gl ' Ret0{ P, N P, Reul

Gonsideyundo el redio Rs de la pentassfera constante, deta 68 o i~

(1.67)

valesate, poy (3-55). a
Aerfetnir, )2+ ((rgry) oo omk 2y ) 2 {(tegry YwytDyMgry |2, 40wk, p ¢}¢¢
(1.08)
* ({[( »{ry)? r,wllar,] 'r“bqui,r“} ‘rytinyry) 'v,h“r,n,‘k,v,h“r,y
Y el oentre de la %-eufers, por (1.62)»
AN riry) 'r,nltp,] By
(1.09) + {[('{'4)'r,wxhav,]'v“uirah,t“}i?“«b

* ({[( P{2g) ' Pyem K 7y ) "4”i'2.5’~’+} Tt (rry) gk Pyem kY )'%'9)-:’
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G“Q‘WIQ e

OTHO MgIOLC PARA La [SfRRUINACION DE La8 4C34CI0NZ3 INTRIMSECAS
Osmo comprobucidn dol mdtodo anterisy, vercuss edwe se pusien obie-

ner las mismes ssusciones anteriores por otre camine, 3élo haremss &g
to on algunos Oasos, pare nNo haser imnesssariamente lario el preseate
eapfsule.

A.= Oppeuntersnsing 9 Qurvag Monoesférious

a) Resarrollo gsendnies an o) entorpe 4e ¥R RYANR.~ Pn ua enterno
del punto s s 0, el desarrolle de Tayler da las scordenadus Zy(s) de

sual. aler punto eobre la surwva

(2.1) % (s) e X, (0) « » XJt0) 5 %] 10 ,,,ﬁ ®0) ...

@ (1.10) ya hemos ealeulsdo las derivadas susesivas de la ssusoiéa
de uma eurva planas, sediante las ecorrespondientes férmlas Ge Prenst.
Mastituyends (1.10) en (2.1) y sommnde eowd ¢jes econrishados a les
eles prineipales iy, #;, 1as scuscience paranitriess 4o 1a surva, en
un sntormo del origean ¢ g U, seréen
5 s X (0) .8 » -_&n{_a:_k,q,,ﬁ (ef = 3 )2 = 4y RIY) 4eee
(2e2)

SEEACT PN *ﬁ Py AR k) ,,,;;, (g rebidl) ..o

donde k) y sus derivadas, son los valores .ue toman en sl erigen asl.

») ofreale opsulador.~ 33 X3, X3 o8 ol ceulro de una eireunferensis
5o pasa por 6l punte o s U de la eurva (2.2), dedbe ser
(2.3) (X » 2?0 (xp = 2 = uf 0 0
lusgo, sustituyendo les valores de %), X; dedos por (4.2) em (4.9),

desarrollando, simplificando y ordenaniso 60N Feapeste a 8, o8 obtiens
(do) = 2% o+ () -k 1y o +(!§xl_;‘xa).’+ cee 2 U

Fare ;ue (4.9%) sea o) ofreulo osculador de (2.<) ea el origen ¢ » O,
91 eontacto dede ser de i orden, luege deben valer las igualdedes
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wie 80 Oobtiensn derivando & veees (<.4). Debs tenerse presente e
aui, 1a variable ¢e ¢l ares 8} W) ¥ sus derivadas, son les valeres

fijos e tonan en e) punto ¢ e 0. Luege
“~34X s
4 (1 -x 2;) 20
de donde se deduce
X0

X3 8§i: n
<8 200 las esordenadas del eentso del ofreuls essuledor (1.12).
Gomd el evntasto se realisn on s 8 0, (d3) ¥ (4.9) dan o)l redie
de) ofreule ossulsder
(2.8) fsn

(2.5)

o) gguselén invrinsees de las sireunferensiag.- Agregando s las dos
ssuasiones (2.%) ls 4ue resulta de derivar une ves mis (2.4)

2 (ef %) - %) » 0
a condieiidn de conslderar « k) somn mueva Lnodgnita a determinar, el

contaste de (24.2) y del efreule essulader serd de Jer. orden. Reemply
sanide en dsta loe valores de Xy ¥ X3 de (<.9), Pesulta

.i ] ° o o
(2.7 oo

) » constante
luego por (d.6)
(2.8) ?) » R} =« eonstante
o8 dealr, si o0 ®umple (2.7) la curva en un snterme del punte 8 s 0
oe una sircunferemsia.

Xe%0 o8 o uivalente & ecasidorar a ® s O sown vafs de L® erden de
(2.4), entoness 1os scefisientes de o, 8 ¥ 87 se deden anuler. ' ag
te case, la eurve (d.2) y la eireunferensia (<.9) tienen iy puntes 0o~
mnes esnfundidos en el punto 4de contasto s = J.



rodemos ahora enunoiar el siguiente teoreme: sl ufe SuUrvs nlasg

Mens an todo puntg un gontusto de Jer, erden, sl nsnca, 9o uae 94x-
sunforsnelys L8 gurve o4 une gireunferenele, o8 4selr, o) gentagie 4
asbas og de grden jnfianite.



B.- Qurvan eaférieas o Wioafirigus

) posarrollo gandmies en sl antomo de WA RUALR.- rure sl Saso de
una oeurva ea el espacio ordinario, sustituf{mos las derivadas sueesi -

ves obtenidan en (l.cy) en el desarrolle des Teyler (<.1) y temands e
=0 triedro ocoordensdo «l tLriedro primoipsl fig, %), B3, las esuasisnss

paranetiriess de le ourva, on un entorne del origen s » O, seran: &

xR, (0).8, o0 _ g_'i'_ i a_‘: TN ﬁ (=g Seum ]t +0dug) Lo e

xgedy (008 o g3y, ’H"‘ ﬁup-.}-.,nﬁu
(<.9) ML R s U g U IR
ayedy (8).8; o ﬁhu“ ﬁ(uiuamluy,,,
+ g".‘ AP R U UL SRR

Gonde k) ¥ k2 se entienden temadas en ol origen ¢ 3 0.

®) Gafers gasulatrig.~ 88 X3, Xz, Xy 08 0l oentro do uas oaferes ue
pasa por el punte » = O de la survs (<.9), dede sumplirse
(2.20) (X >m)ée(xg=u) ¢ (x5-8502-nfao
sustituysndo (4.9) emn (<.10), desarrellande, simplifieende y ordenan~
do oon reapecto a @, resulta

-axlnu-u,_xgu‘% ’Hp.‘_ ;i‘g.. :*'_A_x o5+
(<.12) +( __5 a_nﬁgx”:bg,_:}_g,__hg, )ais...

L ¢
Las soordenadas del ssntro de la cafere osoulatris, se deterainan
derivenio 5 veses la (Z.1l) ¥ resulstan pare s s U1
-2 X =0
¢ (1 -y X2) = O
« (6§ Xy = kf Xg - Wykp X3) » O

Pet an introduation to
vy



de donde se ded.6e
(2.1¢)

Tealenflo shA aueita ue 6l sentaste s¢ Pealisa en ol punte ¢ s U,

1es (&.00) ¥ (d.12) nos dan e} redio de lea eefera osculatris
(2.13) n i) r?

) Zewaelén inuringeca de lap gurvas gafériens.- La ua. derivada de

la expresidn (<.11) mos suminietra le cendicién ue Aeden sumplir las

survaturas para ue 6l contasto see Go 4t orden et s = 0, ¥y resulta
e U e R P L T

sustisayends a.ui les valores dedos por (2.12), se kiens

lﬁ-ﬂl..." 34..'51_'2:'
n kg

¥y operando, resulia finalments
(<e2k) (] P20 + », By = O
pere ya hemsa viate (1.29'), wue 81 (4.14) se eunple ol radic R; de
1a eafera cssnlatris o8 sonstanta, lusge lea ourva en un entorae dgl
punto © s O vatd contenida en una superfieie eaféries, ¢ ses, 1s our-
ve 88 csféries en ¢ = O,

Beto o8 o uivalente a sonsiderssr s ¢ « U soms »afs de 5% orden de

(2.11), entonees los scafieientes ds o, oa. o) 4 ok Gdeben ser mules.
Esto nos 4168 (e, ls surve (4.9) ¥y la esfere (i.10) tiemsn 9 puates
osmunes oconfundidos sA el punto de ecdtadto o w 0.

luego podemos snunelar ol sigaients tesrema: ai uga gurvs Slete W

S060 punte un sontaqte 4e 43 ordan, Al WAARE, 988 ¥Ry gefevys La gur-
28 o8 seférien, 24 desir, o) scntaste eq 4 evdsn infimite.



G.- Curves srisefériqas

e) Lwsarrolle sandnleg sn o) antorme 9s up punke.~ Justisuimes abe-
ra las férmulas eorrespondientes a este 0aso (1.36) en (2,1) y wwma «
noe om0 telrastire eooNienado al tetreedre prinelipal. Las etcuationes
pareamitricas ds la eurva ssrem:

n g g g0 SRy e
Y T R e U O - A e e
(<.15)

A il"."a* ff“"i"a"'x"i’ N g%( ARG R S UTCRULE RN (TR
Rim ﬁkllzt,‘_ ﬁ( Bele ey 20y Rehk ok Kpkh) Lo oo

donde, como siempre, k;, k3, ks som 108 valores ue %oman en o} orf -

gen » g O,

») J-sefers geculatris.- Yomames una 3-esfers, suyo ceativ X3, 1;,
X3p Xy ¥ wuS pass por el punto s s 0, ss deoly
(2165 (%) = %)% ¢ (Xg = 2g)% ¢ (Xy = ag)? + (X, = 2 )" = Bf w 0

sustituyende en Ssta 108 valores dades per (3.15) ¥y opevends, resulta

<t mgiets (. S Glan)es

At - e e o e S
an (. o Ben, i, M MH Y, P,

o e, Nty N M Mre,, Mo, Nah,,

. 5;5_..31,_ M, 5%_5&&_ Sghic,)e%s..x0

148 i primeras dorivedas de (:.17), para s g 0, nos dan las coerde~
padas del eentre de la 3-¢afere ossulairis de la surva (<,15) en ese
punte’



.55o

~aXy=d
2(1-Ry X )n0
d(lfxx-uix‘;-kltgx,)-o
(oo Siey I X ] F X eRPR gy WXy RN X gk KA gk MK, )00
de donde
Xy = 0

k2 a*—ia"l

(2.18) Ay u ot GRS
‘ k1ka
2w
Ay 3 or S :i' + + 2'5 3 (2fr ) 'ogim R my
e Ut B q;“a's ANty

wie 50 obtienen sustituyendo los valores de Xy y X7 dedos por les des
primerss ea la Seroera y X3, X, ‘x,. & 80 Vel, on ls Ouarta.

Comd ol punte de eontasto o8 # = U, las {(d4.06) y (<.18) nos dan o)

ragdlo de la Y~eafera csoulatris
(2.19) "‘5 L] '{ + ('{ ’a)a ¢ ("i ’2,. ’5 $ '1 .a ',]a

o) Epusolén snvrinsess 49 )as gurvas Arlestivisas.- La Se. derivade

Ge (<.17) nos da la esndiclidn me deden eumplir las survataras, para
e ol contasto sea de 5% ordem en el puste 8 = 0, ¥ por tanto

U o S U R B P o L b LR
e U U i S i o e U D
SufighgX 2 gk, by g, )0

sustituyando en Sata, las (2.18)

. ey s v Gwrd Lol
T v 5:;. ."'_'i;x. e S P . B %"fé:f‘

hl I, hxtz Ulh’

s il D L W E‘_i'.'&_f ot Y L P
ks mEy ;i gy g
aividiondo por Wy ik t, ¥y eperando, vesulta fineslunente



.g.

(d.40) [(r{ rp)! Pyt Py k, r’]' + PP, k, =0

¥ howss visto (1.41°), .ue 8i (2.40) se cumpnle, ol pedio Ry de )& 3~
~psfera osculatiris os oonstante, luego la curva on un sntorme del pup
to & 3 0p eutd contenida en el espasic de 3 dimensienes de una 3~esfy
ra, 8 desir, la miswe os trieaféries eb s = 0.

Lo @icho o.uivale a considerar & & s O comn refs de 6% orden de
(2.17), lwago los aoeficlennes de @, .a. ces o a2 deden ser aulos) o
sea, la surva (4.19) 7 1a J~eefera (2.16) Silemen 6 puntes comanes %09
fundi@es en ¢l pHunto de acntesto & g 0.

Luego tensmos el tsorema: 3l uns gurve 4al sepesie dg 4 dimensiongy
Sisae, 20 iede aunto NB Sontagle 4e 33 ordsn, Al mengs, eof uge tri -
anfers) e Quiva en triesfériga, se deeir, g) Seatecto gy ge orden
intinlte.



Q”.

Do- Ourvas tetrasaférieqs
o) Desarrollo sanfnlag 34 o) sntorng 4e 4A EuANQ.- Mos limitarewss

en e8%e GAse, 4 dar a0lo ol dessrrollo candanleo, pussto .ue el prose~
diniento & seguir, pare llegar a la scussién ilatrinseca, es ol miswo
48 pars 108 eusos alteriores.

sustituimos para esto (1.49) en (4.1) ¥ tomamon sowo pentasdro eceg
denado al prinoipal, ias ecuacionss paremitricas de 1la eurva, en un
snterno del erigen s o 0, cordn
(d.21)

T LAY U e A e e U

Ram 400 §24 0NN N, GRO Yt -G S-Sy e o

e S N A R i e b e U R
R AU T -l b e b e U D

Tm gPEMaSH e

dende k), ki, k3, k, 80 entienden Semadas en el origea & » 0.
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c‘l,}f E\llo ,o"
23UCLON:3 INTURIRSRIQ- 20T 40~ 3

ie= GHFY¥ag goforious © biesféricas
$i llasamos %g o) ARgule que forma el redio R. ¢on la binosmal de

1s ourva on el punto X; (Fig. 3, p. 10), el eontre s la nafera setd
dado en ocoerdenadas polares por
(3.1) =8 + 8 (sen 9, B ¢ vos 9, &,

Ahora bDien, si la curva 9a esf3rica sl aentro do la eafers es un
pante £4Jo ¥ ol radio es eonetants, por 10 tanto, derivande (%.1) ee
tiene

(-1t k) s0n®, )8, 411,000, (0§l 1R 41 000D (k -] )T 00

Comp esotos Veotores son perpeniisulares entre si, pare (ue su suma
sos nula, dobon ser nulos eada uno do olles. Luego, o) primer paréate
els da
(3.2) . B mga
pero [y es sl redio de curvatura de le sescifa plana noresl ea la di-
recaidn de la tangente, o sea, susndo la normsl @ la superfiele colm=
side eon la normal primsipel ¥y %B s ol eemplomsnso del &ngule .us
forme (Ry - X5) com @), lusgo (3.4) mos dloe . us: o) eenlro s eurve-

tuPa, en un Punto ds una seeaién eblisua, es la proyeceidén sobre gu
plane, dal centro 4» curvatura de la secoidn normal que tieme la mls-
sa lengensite, es dealir, el conceldo seoremn de Heuamnioer,

Berivando (3.4), 80 ¥e us ls somponenio ds #y, e

Pl-8,% 0890
(3.3) r{ r, = By 00a D,

Las (8.2) ¥ (5.5) eomprueban por (1.46) la (3.1) y satiafacen (1.27).
Derivando (3.3) y suséndele el produste de (3.4) por ky, se tisne

ol dltinmo tarmino
(o 70 + 7, kda-ii295m94+ R, &, sen B, 5 0

De dende 80 4aduee:l PArs ;ue la curve ses esfériea se debe cumpliy
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luege, por aefinicién geometriea de torsiu, reasults

o8 cecir, la ¢iferoncie de loa dngulos de dos binormales de ln surwa,
oon las normales a la superfieles esféries, sn R(e) y Xis + As), ea
tgual al angulo sue forman las binormales entre si, pars Ae - U,
De la sual
‘Ba ] ?} ¢ esnstanse

Xus, eon una gonveniente slecocién ds la Binormal de orizen
(3.5 B, =¥,

Por asta, (3.4) sueda
(3.6) r, = K, een P,
0 sea, ol Padio de flealénm en un punto de 1la curva osfériea, ec igual
al produeto del radieo do la eafera por el sstio del angule de tersida
nwuun..

Para las curvas moncesféricas, © ses para las sirsunforancies, el
dngulo de toraidn se mentisns oconctantewsnte igual a /2 y (3.6) ee
reduce & (1.1%).

a
Loria lloga a la (3.8), sustituyende en (1.47), r2 por su velor en

funaida del dngule de torsidn, relacién e, lusgo de simplificar, rg
M § + ("’ ‘o g
1 [ J
)

]
"
ey

la insagrul generel duv enta esuuo aifsreneial lineal a coefieleg
tea oonstantes, &8

aerivando respssto a “Pd
"+

'lu‘lm‘P‘p#oaun‘Pa
porc las constantes &) ¥ 8, No son ardlirerias sntre s, sine .ve de-
bl cumplir la primera, luego r gnyngo on 1a uisma

e

relacidn ue peralts haaer
e = Kz senX e; 3 K, aoe X
aslendo X ulms nueva sonastante, mt.mu
) s B2 sen (fg + X)
eligiendo convenientemsnte 6l plent osoculadey de origen, X s 0.
0480.~ Curve aghsmbe speciall.~ Hologna, 19:5.~ Volume Seeomde,
Pe Yy a8,



.’8.

- gurvas trtgarg'rgggg

Llamaans ahora %a al augulo e forma la proyeoscidn e {:1 - r‘) ()
bre ol plemo Ny, Ny oon el eje iy y%, al éngulo ds (X; - %y) m‘,
(Pig. 49 Pe 16). Tonsmes entonses
(3.7) B a 81 + 83 (een D2 000Dy &) + 000 O3 sen By By + 008 Vg &y

Come amtest si la eurva es triesfiriea el centro de 1a triesfera es
un punto £1Jo y e} radio ss constante, por le euel, derivando (3.7)
resulta

(loﬂ,lxm% un%,)f +8,N}o-091m95+%;un?'ul%,-klu-% t""%s’:x"'

+Ry(~D}nend 0ond 49500.% ou%,«-keun%aom%,-h,u.%sJ‘i’zo

+n,(~‘9 un%’u’ooo% ua@’m’w

<1 primer pardéntesis noas da, teniendo en cusnta ue debes ssr oulos

(5.8) ») = 8, send, sead,

Terivando (3.8), obeorvamos (ue la coupensnie de 0y, s
(3.3} # =Ry k, 08P, send; 20 ‘s
(3.9) »{ ry = ity 008 9, sen 9y

Derivande ahora (3.9) y sumindols ol products de (1.8) per k;, re ~
sults la somponsante segin & :
(8] 2300 ¢ 2 k; = Ny My ou%, 30
(3.20) (2 240 2y + ») k; 23 8 Uy 00e D,
Las (5.8), (%.9) ¥ (3.10) comprusban por (1.38) 1a (%.7) y satisfe~

San (10’9)0
Derivando (3.10) y suméndole sl produste ds ¥ (3.8') por rp ks, s

obtisne la componenta segfun la trinormal
(""2"’5"'1‘ 1’5) +rivak a=R 9 mg,ﬂt,h,no? m%,.o
luego: pars ue la ourva sea trieafsrica se dade sumplir
(5.13) 84 = wy 000 B,
Guande 95 g8 /2, estas esxpresiones nos dsn las esiadleslidas anle «

rlopmente perd las survas essférieas.



Ge= Cusvam tournouforicus

raPa el owntro Qs la Lotrassfore, .ONOROS
(3.1<;
Rysigen, (oend aenVysand, @) 4a0e? sentsaend i v000D nen? Ryseond 8!
¥ ysroomiiondo lgual, se tiene
(2-ii ey sondyoenDy0ead, )+
+8. (90009 ,0en? 5.-::9“09 jsen? cond ,nﬂ“&‘ eead,send 500 ob -
~,0089,s00d 3mﬁq_)ﬁl¢

+a*(-% ":uaﬁ R uu?’un%“o% 500:3 zoo.% .

tll..mﬂ, send_send ~k_eoa® _send in_ ¢+

- S . RS, RO

m“(-% ',-on% ca3 +9 'ooa‘D avuok’en% m!,un% -lt“oo-%h)‘ay

R 4‘( -9 &un%uw “ooﬂ,un%* )3“-0

send u& &eos% 2 sen? ,ou%“#

Luego
(5.1%) #y o 8, sen 9, sem V5 wen 9

Gerivando (3.13), vomos .ue la components ds ity os
(3.15%) ?{ - R, Xy 008 9, sen By sen 9 &« 0
(%e14) vl 7, s &k oon D, sen ‘B5 sen B

Derivando (3.1.) 7 sumdndole el produeto de (3.13) per kz; la compg
nents segin &, resulta
(3.34%) (2] 250" & »y k) = K Ky ao8 9,«:94.0
{3.15) (#] ¥)* ¥y ¢ ) ky ryu B, 008 Oy aen P,

Derivanto (3.13) y sumindole el produsto de | (3.13') per », kg
ls compomente de NIy es igual a

[('vi rg)' By 4+ 2y Ky r,]' s p My N Kk o0sd a0 .o,

(3.16) [(ri ZIAE SN N PR PSR AR R R TN R a; os 9,

Las (3.13), (%adu)y (5.1%5) ¥ (5.16) comprucvan, mediante (1.51), la

(3.12) y satisfaoen (1.9d).

rare 9“ » TT/2, obtanemos ol Gase anterior.



31 derivamoas (3.15) ¥ le suwmoa 4) producto de (v ro)* » ry x,
(5.14'; por ry k,} s tiens la componente segan la telranorsal
{Grira)'v,+r1hzv5]‘rh+v{rak r‘}'+lrir¢)'r5k“+r1kargk“
=i, 9 aoa%u+ huooo%,-ou%“,o

POP SAnLO: Dara ue le Gurve 808 tetrassfériea se dobs eumpliy
(3.17) B! = &, oos 9,



Dee Qurves m-esférious

K eeatro de lu m-esfera de rudio iy, esti dudo por
Ryuky+R_(sen? #ea%yec. vend B, +000% 00m,. . .00ad B 0.

(5.18) coetaosd  send B +eosd B )
donde 'u',‘ an ol vestor posialda de un punte de la curva a~eaféries)
Bge Vg0 cee s T, vom 200 angulos .ue determiman la Aireceidn de le
normal ea el sunto Rj & la messfera, o sea la direcoién ds R, eon
Pespecte al (m + L)-edre de reforeneia, unide al puato X;.

il padic de flexidm, vosulss funsida del radlo Ry, de ls w-eafers ¥
de los senos ds los dngules 9, Vge coe » Ve
(3.19) 7 ol sen D, sen By ..o sen 9,

Tenlendo en ocuents loe resultados obtenidos y las (1.58) podemes pg

ner
o, 7 s A 0P, ead, ... send,
o, % 5 R, 0080, eam Py .oc ven D
(3.40) s Py Ry 008 95 oc0 sen O
oW P, Ry 008 9,
7 para (ue la curva sea w~eslérica, se dede eumplisr
(3.41) W sk, 000 O,



capfzale 4e-

Dentro ds las curvas esfaricas, veremns ahora #l oaso de la familia

de las survas de curvaturans aonstantes no mulae,; & las :ue llasaresss

meolrgunierensing.
Oon 1la ayuda de las fémmalas ya obtanidas, se pusien dar faeilmeaie

sus sxpresiones ¥y la fdrmila genaral de eatas survas.

o= ACUACIONND IRTRINIZCAN

o) fppanion Ha.- la glrounfersnaia o monseirounferenaig senstitaye
1a primers ocurva de la familia. 41 centre y la ecuasidn intrinsesa,
oconsiderando sl redio constante, estdn dados por (1.12) ¥y (1.15)

(el LR R R
(‘4.‘3 Rf [ ] &

b) 3spesion ds.~ Tomande las survaturas constantes en (1.40) ¥
(1.27), volvemes & obitener lae anterioras
(4.3) RBakoenmn
(saia) Ilﬁ - l‘f

sMonds (1.29) nos indiea as, para este case, oo
('60” .2 ] 0

os desirs ng sxieten gurves eqfirigas, guyag 408 Syrvatubes seeh geng
Sentog, plaguns nales ¢ 280, A suieten Bloiveunferencieg.
Lgualando componentes de (4.%) ¥ (3.1), se ebtiene

g sem Vp u
R, oos ¥, « ¢
de donde
48 son %80 . 932 20Te T2 (e nimero enters)

LA primera, ue sumple oA la (J.4), vaelve a dar la (L.ki, ¥ las
(4eS) 7 (ueb) satiafeoen (9%.4)

o) jspeelog § .= Pe (1.38) ¥ (2.39), se deduee



(4aT) &33‘01-13109‘&&:,3,
(4e8) h‘; s l"; ¢ ir b, asha
La (4.8) an la eouseién intri{nseea de las tricireuntersngisg, iwe
ecoineide eon la Gada pey Mm..
Igualends enmponentes 4o (u4.7) ¥ (3.7), se tiene
By sen 3 sen Sy a
Ry 2089, sen Dy s 0
Ry @08 Oy u ») 0y vy
de donde
(4e9) oos 9, 80
luego
Ry son® g u my
Uy 008 Dy = ¥y Ny Py
7y comd las survabturas y ol radio de la tricsfera son ovnstentes, Ve -
asulta
(410} 9?5 = conss.

148 (4e9) ¥ (4elD) sasisfasen la (5.11).
e Savsas, resulta

(:4eldd) !‘.3‘45(:‘ m%’oi”“. %’)

d) #spaaieq fg-- lHaslendo las survaturas sonstantes ea (1.51) ¥

(1.9<) volvemos a obtener
(401Q) 1:"‘;*’;"1*';'3 r5:3
(ised3) B u ol ¢ () 4y w8

ta (1.54) nos Ga

(l“o“’ '4

o sea: ng gxlacen gurvas Letraseféricag, SuUyAS Quatro Earvewaras gesn
sonstanseq, aingung pules ee deolr, pe gxlalan Setresireanfereneiss.

s O

ivita 0.~ Sur les hypereiroonférences et sertalnes surfaees pareadQ

~

l1iues Gans l'aspace suslidien a quatrg disensions.,- Fublisations de
1a Pasulte des 3elences de 1'Universite susaryk.- N lyb.~ Bemo, 1991,



Iguslando eomyoncates ds (u.12) ¥y (3.12), results
&, sen 9, m%g Ill!%-'“ s r)
By, 008 9, son By san¥ = 0
R, uo%, m%;‘: kg My
§, coa Qu s 0
de donde
(4019} oes 9, 2 m%‘,\ 80
luege
R, sen9y u
n, eos V3 = 7 Mz ¥y
F oomo las cupvaturas ¥y el rettis de la etrasafera son constanies
(426) Vs « sonss.
Les (9edb) 7 (4el9) satiafacen (3.17).

o) japacloa Bee~ Do las férmulas (1.68) ¥ (1.69), se tiens
(0d7) Ty a B em By ¢ry Npryiy e m g ry &, vg Rg
(4.18) e o+ (ry by pg)¢ e (r) Ky vy k, 2g)?
énta Jitima o8 la scuecila tatrinseca de las gentssirgunferensieg.

Iguslando gompensates de (i4.17) csn la correspondiente ssussifn ia-
trinseso-polar, resulta

Rs m%a MQ, m%g l.ll%5 s P
2y 00 O sen Vg wen 9y sen Vg = 0
o e00 Oy sen ¥, seng s # Kk 2y
Ry, .‘.%i'. sen %5 s O
By oos 95 w 71 Wi w5 K, ¥y
4o dence
(4.19) 08V, % 0009, 50
lusgo
Ry sends senfg e m
Ry oos O3 senVg ¢ »y k3 »y
Ry 008 Vg 3 2 R Py k, ry



.“5-

(4.40) Py = ecast. 9 ¢ oonst.

£) 8080108 Huope= FaFR un e3pa0io de un mimero pur de dimensiomes,

se tendars

(4edl) f‘ 8 :‘ *+n 31 ) oKe Py :, $ een P KL s Piga) ‘I.,gp.),

(hesd) Bper s #f ¢ (0 Mp P)2 4 (o0 ¢ () Xa ool Papa)?
Gome las proyeceiomss sedve @, ¥ loe ejee de subindies par sen mu =

las, semdn

(i1e43) o0a 9, 8 0009, 8 ... § 000 9;,.; 20

(wods) V3 u conss. , %5 s 00NAS. ; ees %a,.; = oonst.

y

(eeeh)

TyohyeB pay (B oendy. . coonD;p ) ¢By00aVs. o c000D gy e o 4Ry 008D0,00)
Las (4ed3) ¥ (Ledy) sumplen la (3.41), on la ue n e d p ~ 1,
Le (4e<¢2) o8 2a eouasidn tntrinsecs de lan (& p - 1)-gireunferes -
eias.
s} Neanaleq K.y~ Fure $stos velverfamos a obtener
(Leib) Ty s Ry ¢ 7 8y ¢ 7y Mp Wy By ¢ coo * ¥ B2 wee Tugey Bppay

(4ae¢T) R‘dp L '§ L J "l ka ’5)& * oese ¢ "1 na Y 'xp-‘)'

4

es dsolr, B0 sxlaten gurves i p-ssféricas, suyes < p Qurvaturae seah

senstentey, pingups oule) o sea, po aataten & p-eireunfereneles.
Ademas

($059) 008 92 2 0009, 2 ... B 00 Py, 80

Las (4ed3) ¥ (4ed9) oumplen 2a (3.21), on la yue m a 2 p.

™
20t08 resultados estdn de asusrdo oon ¢) teorema de Brunel . ue di-

681 ufa GuUTVa e ul espasiec 4s m dimensionass, Suyas eurvatures son i
das sonstaates, ee una hélies 0 une eurva eafériss, eeginm .ue u see
"

Cesare, K.~ Vorlesungen iber natiirliehe goomotris.- Leijslg, 1901.-
Pe 2;5 ¥ se.




impar o par.

Le loa resultados obtenidos podemons enunciar el sigufente teoresa
general: el gcantro de 1a am-eafors en la gus) egts contsnjds iu m-eir-
sunforensis, s halla gituade en sl subegpesio Jotsrminace por igg
olsg iatrinsscos aa spubindies impar de Ag surva y sl radip dg )e
m-esfere g Indg guate 48 1e w-eivounferencls, forms Anxulos gonsten-
Lep sen giohas ales.

1o IXACIONED QARTLIKANAN

a) ispaeies 4i.- Temlendo en susnta s lae eurvasuras son ocastean~

sen, las (1.10) ae redusem a

q . &
i s 8
X ...g'.’o

- 1p¢) 4291 =
:{a‘” s (- 1)P* k19 ay

Lyel -
Haeh) g a3,

T, an general
Puyl, 2 oo

in oote eune, del desarsello de Tayior en ur entorme del punto
8 e 0 (), resulsan

- dp) i
31’. i;kl# Sk‘{-...+( ljprkg‘nrk:p+...

) o .’ 6 3 'Y (- 1""1 2p 1 YY)
gna..kl..&r 14-&‘1- - T&p-ﬂ'ép‘*'
Derivande 1o primers de las (4.%) 7 sacundo fastor comin &y a pare

sir del segundo terming ¥ procediendo de igusl manere eon la seguada,

eon k) de toda la oxpresion, obrenemos
q-x-u1[%ful~ﬁn{+$h§~. (-Up"lmk‘?‘"l ...]
ek ["ﬁ'hi;'i" coe g (o 1P B )

de donde



a{ g )l e kl x

(4o 51)
ey
De (1e:2)3
(A - .l la)a + (.x ‘1’8 sl
(..32) .gq*hflg’a.‘l‘.o
La (4e34) on la sousoifp sartesisns de una eirguafersneis sue yess

por el origen de ecordsdadas.
Trasladanio los ojes

2 25, 205, %1-
ebtensmos
(ve32*) uf 2§+ w23 e
b) 4gaucipa 4 .~ Las dorivadue sucesivas (1.36), as redusen e
5 A
B ey
A ramifiy ey Ry
AT T RO )
A efiafendiBy-mykp(ufengenf)s,
B ey (oo ieddotiad)) 5 -u kg feudend i,

e & © 0 0 & ° % & 0 S & 5 0 0 O & & & 6 & & 8 & 0 0

rodemds 0soribir leas anteriores Ge la sigulente manspa:
T oe Mafonk o
' s eyl -x ke e,
:l"".f‘a.‘o"lk& c,'ﬁa
ﬂ' n-kln“i"_oklk‘:l’a,:,

Y, on general
x{<0) .-.t-l)’"‘kl.a’nl#(olw Wy K, My 8,y By s
. PaVoldplgese

Les oonstantes introduoidas estin dudas por



.d.

6o =] wu04 x3 8.pel

(4.33] Fe I 0, 1. 2. ceo

o~
Qpel © “ip Uy E 0
y esonsiderande

P
..e.;".é_’...“d ’ LS
e iy 1 ks

De doade Pesultan
‘oah.CIOOQ.a'.s.x.oco

£) dosarrello on el entorno de s s O, nea da las sigulentes escuacia

nee paramatrioan

'u L ’rhi‘a* %rhf.“'_o.o*‘.‘,’ ggil .f‘b‘.ooo
T .!5'1‘3.. #llq_ﬁ_ _ag Kyog o oo (=2)P*2 -5 LI
(o34}
A ﬁuxk Sy ﬁ“l"t‘% #nlu‘-.,_... L-1ped st SUUN SRVELD

Y #1'8.9‘54- g-‘xzh,..,_...* -1)?1,!;,1,&1&&&,-»%...
Derivende éatas, obtunemse
R{sl-k) [*_“51‘_ -_'3'.1‘&* *;'1‘6—-' es (=2)P*2 T&é‘;_rkl.&”. . .]
=Lkt [ua_ ﬁn“_ g;-‘_...*_(-l)"ﬁ;%adp,»...]
Bapresando las a por la primera ue las (u.33), se tiene pars x}
8"3:.1[._ ﬁ"{‘a"ﬁ‘g’-& g,;u{-“¢u§.,)_...+¢-1w T%“:_;}r(l{.z’w‘;. q:ﬂ'"‘]"
..1

"*frh{. ves, (=2)P b"‘ ap,,_...]-

.kd

[ LT usklk&n’* ﬁ"lkl"l-"‘ L(=1)p%2 5"“ '1'1‘&94-14-"’]
xgsk‘&_kla,_ ﬁl”l""‘ %:'1'7- coe (=1)P%2 TQ;TTT.‘. dp‘“_...]

De la segundau de las (..53), 8o tiene
oe o+‘-1]i’+1 g‘? Pl(‘m*kg‘dﬂ"l j*o . o]l

X, 2. LV -Hg sve, “'1)9"1 Xy 8 sse
'4[%-1‘!-%1‘»»2%'!'&- .-l.;)..i.l&p-o- )



-.’(‘T ‘k‘k,u,_ %‘. 1kak5u5‘_ ﬁ-rklkd'f?—”‘ (=1,¥ 'ip) RIR*’I‘D-I"_...]
3 . (ﬁ 1 d ,_ lsk kg‘l’){- h’klkz.?-...* ’159‘1 .5:.:‘1 klkl.d 1+uoo

Hemne obtealido, por lo tanto
l{ ™ 1l - kl x,
2} ek % - Kkyx,
(103%)
si.lax‘-h,n*

‘i.s = 35 l,
y Ge (1.4), se tiene

‘1..‘.‘) ‘.‘(.1.1‘.‘:5, “‘.2'3“.53) *‘."”2810.0
(4.50) k‘il{*(klmﬁ inge (lﬁthg)lﬂtl‘é&f-&lkmarahdh,l 2R, -2k, 200
La (3¢96) o8 lu seuselfn gartesisns e wns Srigireunfaregqln iue g

sa por sl origen de evoxienadas.
Von la traslasiln de ejes cdada pes

'1’;1""';34-%"5:55""’5“*%

o8 desir, llevando el origea de coordensdss al eent»o de la trieefs -
P4, on la cual esti gcontonida la tricirounferensia, obtensmos la ez -
presiéa

Gou360)  afifecafon) Betingows dSuussiuam, kol hy-2u ey ud

¢) $3pasiog Bp.~ rrocadlondo de Lgual manora, tensmes ue las depi-
vadas susesivas de la mirve oo sate espasio, suponiendo las survata -
ras ocnstantes, rosultan

"

AL LY
e,

FA T (k‘«dm‘ﬂr‘hau

1§ 33
XY shS(uend R~y kg (kflend SengIBem ey B



- " ke, B~ Kk, wy Rpe Mykglyl, by By
Y om e, &- k) Mokt uBy 350 k) gk koD, By
U LA kky Ay B Rk, B, B

o ce t 4 8 e e e 8 s e s 000 s s s anc e st v es s e e
ERL TS ¥ Loty WSS PTE0 DL N PN MR IR Vgt Y SO S 24
Rjvrligler)y ufudp:,,-o(-l)"ﬂklka 0pa1B (-1)? KjKoigk, by, B
pare PBiy Ly ¢p eee
Lan sonstantes introduoldas entdn dadus por las relasienss
PR TR - WY
oot S * ¥ g

P H e .. l. 3. XX
Bae1 3 8 t Y,

(e 37)

by ®ip-) ¢ k§ Oep.d

¥y eonafiderando ue

‘-8-1‘-"-1"00'-1--_2]-:0‘-1-7-173
bt K k) *5

9 estu manEra, resiltan 1los valores

lo,ﬁ.io.q:b;cbzso.q.u,-b;.m‘:l....

3l desarrollo on sl entorno a4e 8 v O, da lar sigiientes scuasienes
parsadscioas

a1 ﬁhfu;_‘, g}rxfa“_. e l=l )pﬁ—iw!}r.f‘z"" .

Reg 3500 gime,, %‘?“*“ ,,,l.-u»*lﬁ:_g_'p,q“...

By ‘h"".‘." *?-.lkd.% ﬂ.‘u"a"v.-" +(-x)""‘ﬁ§;}ru1ug-¢,,u...

: rsg,‘;nluzn,n,_ ﬁ";'a';’g,.,. ﬂ:h‘uau,b.,_... (-1)’%&,1:,-,»,,,“...

R L ;) B, H . O, ” 9§ ¢ see
Se 2Lk u.#xmyl_.‘a...%.g.x LI R

N YL ikl LT T R T
+ ml 5k, Bp,



Depivanio, tonsmnas

‘i!l'k‘[%ﬁkl‘&. ﬁ?’-‘-ﬁ’ %:.1‘6‘. . -+( 1 5:" .1.ap+¢ . oJ:l"ll‘a
.é..tl" %;kl‘ ki.‘!¢.§ls)+ #1":.4";.,)‘. an

oww ‘“l’p ‘p*l k ( [ ¥ “a.‘ i oo.-_‘ = .'

-1;°*

»
\i-

: 2. .
Kpkgtas Lk k(e $E 0y, ﬁ'x“ AL L SRS
...+(-1)"*1 < tlkd(adp¢k§b¢,-1 LY~ ¥t F W
= .
R U EN At o R LU LU U
NP Yl 3::‘1 RAK g (84001 =BED2)) o o e gNE-k 2
x gy g vy gk gk (i), gtk (e
'.ﬂ*‘-l)RT§;;TP1'3'5!u"89-1"§p45-¢l+'"'Fn?uftiﬁi
aysk, [;;"1“ 28540 sT ke D -5;"1" pE Pge e

2p+)
.o o+(‘x)pﬁ_ﬁmh1.£tsh“b¢p+o - o] *5.‘5

A) resul Laso (we hewdr obtenido
‘l E 1 - kl ‘d
ek K -k,
a%.ltzna-t’au

(4e39)
Sl B Rl

ek % %R
al s .5 ig
le uwplionmes (1.2
Qekyxzi 2ot l;q-myﬂ ¢ km-hyi‘)“o ¢ k,p,-k@,)‘o( M—kﬂ)"o( lmlzel
et kfnfd-(ki‘ﬂ%hﬁ#(kﬁ#h%)n§+(k§+kﬁ)n§+(kﬁ*k§)u§+%
(4eud) -2k KRy Ry ERZRRX K, =K 2 3A5= L MEX, 267X X220
La (6040) o8 La gouseidn gartesians de una pensapiresnferemgly -ue

pass por el origen de so0rienadas.



Qe ¢) cembio de ejlen
miwhy o mabay bo apds o mshiy ko xgely o aeale, a5

obtenemns

lﬂh{tx"tl’aﬂi"m )4“+(k2¢h‘)fm+(u3¢k")%¢h

Consid?) ~2myiealy Fydmgglobi gl nlsmsn Jegf fosd

¢) Zapanios Eay.~ e ssuerde oom las expresiones deducidas, podenss
inferir (e pars oslos sspasios, se snoontrard
b S L |
a; s k‘ ‘l -k 2 z,

(4eidd) ‘5 s .a '2 - .’ .3‘

ep-1 * Papez B2pea = Map1 o
My 8 Xpel Bzpe)

eon 1o (ue la sougelfn gartesisns de Ae (dy=))-gireunferengis iwe pa-
sa por ol origem, serd

l:f;fdu‘oh‘h‘*(t 0"):30...4-“:’_,&‘9_1“39.1 lo-l'jp"

(Qous)
ot -aglp;l,ﬂilal w%‘ ' -.mp.d.b-x“p.mp.allw
y oon ol origen de coordenandss en ol centye &e la (2p~l)-safers

VR T O VA TR S RS | L MY 4
(eus®) e L ;:55"3'2" 5‘;2 44' oo -‘“ap-a"ap-xé 4;.-45.-4,“
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CURVAS 3kenl 4 PLXIQN Y &4 204BKON SONBTATE
Mediants las souscienes Lnirinsesas gensrales, o1 trataniento de og

s0s particulares, somo ol de las eurves eafdrious « flexidn o a top -
alén esnstants, es sumsnente senoillo, por 10 suul sdle haremds una

ligera referencia al respedte.

Lo GIHVAS DE MONOX
Les CuPvas a flealdn ecnstante se denominan tambiln eurves de uonge.
im ol »lane la unles curva de Yonge es la cireunferensia. fare ol

espasio ardinario, las survas esfericse de Honge sen, asiniems, oif -

ounferencias.

#n ol 0spaclio tetradimensional, tensnos por (1.38)
(9.1) Ty aRyen )¢9 by vy iy
¥ por (1.%9)

(5es) (g »y)¢ o () Ny)® =2

estas expresicnes son formmlaente iguales & las ds las trisircunfereg
olas, pero ‘dede Seneras presente e aiuf, sélo es constente 1a fle -
=48a k3.

la (5.2) pone on avidensia una interesante prepiedad de las eurves

triesfirieas: ai la flexide es spnatente, Sasbide s gomatents la f3~

leeibn enire An teraidm y A tevsers survstups.
Aste Pesultedo se cemprueda mediante la (1.4l1), yue se redues a

(5.3) (k2 #3)* & O
fars el espusie ds 9 dinensiones, e (1.51), so obiiene
(5e4) HaZGenbBenpogiygen (ka0 2, &
¥y de (1.5%4)
(5%) (xz r;)" . [(lu ry)’ r“)‘a s iip B -1
(9.6) (2 #9)" 2,)0 ¢ 52 »3 &, 2 0
Le esta maners, pusden tratarse 1os sspacios de mayor mimero Gs di-

aonsioneas.



fers ea ua punte dg la Surva, ew pirpendiculer al planc regsifiesate
de As ourva on dielig punte.

IRe= SRV 3 A “LHVION COROTAHTHe
sars ol sspasio Ge ires dimensiones, Ga la ecusvidn genorsl de las

ocurvas esfurioas (1.47), se odbiiens
[ref
r =
&

hesiendo el canbio de variables, definide por (3.2), se deduce

(5.7) /igdla%aamuna

r
){uu.o

4o o8 la esnsolda propiedad de yue ls integral eurvilinea de la ter-

luego

de domde

o1dn a 1o lurgo de una ourva ssferioa cerreda 7 sin puntes debles, o8
nule.

Ahors bien, ai Aa torsifs ss una conitunta, no nula, ss tieme de
(%.7)
(5.8) ) v 2 sons (k3 &)
e satisfaee le scusoida gemorel (1.47), luege (5.8) es la expresida
de las curves esfiricas a sorsida sonsrante.

Teniende en suenta {(3.u}), FPesulta

292 » Wz Aa

s deelr, g) éngule sus forwa le moreml g )a superfieje geféricy gen
Ae Pinores] de ) quFYR, 4 EUOReVeliena) al areq 4e 1§ guarve degde wo
2980 tewpdo gomn origen.

n el sapseio de 4 dismeusiones, de {(1.39) ee tieme
n‘, . r{ + (rrp?e vy (24t v, ¢ 2y k)¢
y podrian darse asf, lae expreciones cerrespondisntes pare otras eur-

vaturas y otros espacios.



- 85 =

capftule d.«

tediante el ampleo de las férmules hallades, vames a Wratar algunea

Casos yartigcalares Ge eurvas ue se apoysn sedre la safeors ordinmaria.

o) Bélieg.~ La sondioldn nescsuria y suflclente pard iue una surva

ssa una hdliee o da Lgual psndientq, o8 <ue se Gumpla en tode punte
de ls misma la relacién
{6.1) X) = constk. .0

0 5

Reemplesande ¥y ¥ P, por sus valorss dados por (5.4) ¥ (%.4), @0

tione

_Qa-- "“%8 d‘i
8 Ha

integrando entre U ¥ 8, ¥ despejando 9,

P2 w v cos (- )

dorivande respecio a 93

14 ' g

e 3 "0

de doxie

| P ‘\/.qu- ..T[
(6.¢) " .%Vo‘a - o*

. s
expresiones ue sumplen (6.1) ¥y satiasfasen la esuasiéa gemerel (1.47) .
Jupongamns uue la rasdn de las survaturas, ses usa olerta fuseida

del parametre 8, os denip

s
Blasshie ha dedugido estas ecussiones on ferma directa, temando
& s g%
stendo X el ingule sonstamte, fermado per la tangemte en susl.uter
punto de la surva, o0 una direccion tun del espacio. e tiene
ra s ) @X
sustitafdo sste valor en la oion general (1.27), Pesulta
r gxX g ds

<

integrando entirs s a O y o .
l.-t‘D(‘V'R&-!"i
¥ flinalaente

] .VRi- lz ouzoc
Blasohke, :i.~ Vorlesungen iber differentialgesastrie.~ derlin, 19%.-
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(bo’) EL: £{e)
re

Heempluinmdo on 613ta 1oa radins Jdo curvatura por (%.<) ¥ (3.5) o ip
sexrando, e tiene
- K ooc%a :/:(o) ds

deslgnande ;er F(s) una primitiva de f(s) ¥y despejanco %d.

gzsmn- [_4:_1]

derivando respecto a %3

1 - '3 £e)

B ‘;ug - f{e)

Pi o ﬁ% - 7(a)¢
(bey) ?%TT
Pl = Vns - Ho),

Tas (bolg), o oumplen (1.27), comprenden come caso partiecular a

luego

(6.2)y puen si towamns o (0.%) 1/0 en lugar de f(a), la prizitiva es
Fis) = o/
tomando nula la constante de integraeiln y las (6.4) se reducen a
(6.¢)e
ror ejemplo, el £(s) e» una funoién lineal del arce
f(s) s 2 0] & + &2
resulta

P(ﬂ:qo‘-toz-#o,

y sustitufdes eetos velores en {6.4), se tiene

nﬂ/E:-tu od«tozoo.’)‘i

. < P4
,2.1/1:‘- (8) 2% + 0, 0 ¢+ 04/

i.ll"'.g

.
B) Qurve de Iprig.~ Llamaremos asf u la ourva aarasterissda por

(6.5) r] P2 = eonst.

Progediendo anilogamente, se tisme

R: ag . @92
s T seRY )

fiantegrenio entre s w 0 y o
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despejancto Qh:
V9, a 2 are tg o ¥

darivandio respacto a %¢ -y
12 pg o"4VS

lz< 8
1 e oiﬁz'/‘

¥y finalmsnte, por (6.9)

Rae/w Haa/8
Paa g 8 + @
2 RR <

(0.9)

'1 e aa —g—r <
o208 'J,w"a

o, on funsiones hiperbdlisas

P23 8, oh E?...:
Kz (]
(b.0')

r 2
laﬂ-—-a.

°
las ;ae sumplen (1.27).

Se obeerva, 4l margen, ue la expresida do rp es formalewsate la
scuacidn e uns catenaria 4e buse el urco a, ejo de siwetria r; y or-
denada del vartice a/R;.

Couo en ol suso de la hilics, pedesos generaliasar este resultads.
31

(o.T) k) k2 o £(8) ) P {( ¥
n rn

resulta, luego de Peempla.ar o integrar
/ﬂl) ds o 1_18 ugg
¥

cesignando por F{sj) uns prisitiva de £(a)
B, e 2 are tg o' Fi8)
derivando respeoto a 9,

2 1 .ugr(o) *4-33!'(.) - oh [n‘z y(.,]
"2 (o) a Ry £{n}

(v.d) .
) 3 RBRe & = ‘2
alFle] , g-H2Fls) ~ @h [ Fla))




YT CEREY 2 €Y
Nadenfk, .byndk.~ .es aourbes de Bertrand dans 1'esjuce & oln,
v -
atﬂcn'ton'c- ém.lO"'ko dal, ~. e (77‘. 57 - ’37 (195“:).

grang, ouls .- & nessasary anc suffiolent contition that a ecurve
110 on & hyuer. uadrio.- o6, amer, kath. 300. <, 6807 -~ 61« {19%)).
LJorage, D.- 3u 41 una partieolare eurve di cul slano assegnate la
curvaturs ¢ la tersions in funalione dell’arco.- end. Acoaa., Jeil.
Fla. sat. Kepoll (4) AL (A90 = . T) 148 = doe (LA9ud).

Jaban, Jiasonn.- Sulle ocurve sghembe in ano an.- Univ, Howa. let,.
fak, Alba Mal. itend, Hat, @ Appl. (%) 9, %09 « %) (19%0).
avagumovil, velislay 3.- Uber gesshlossene Xurven auf der Lugel.-
sppsika Akad. Neulln. «boraik iedova, Knj. 7, ¥atemasidki Inet., &nj.
1, 101 - 108 (19951,

EZLarinog, Q.- P une Pelatlon onire les courbes sphériues ot les
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