
Di r ecci ó n:Di r ecci ó n:  Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :Co nta cto :  digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Equilibrio de ciertos fenómenos noEquilibrio de ciertos fenómenos no
linealeslineales

Amati, Daniel M.

1952

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Físico-Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Amati, Daniel M.. (1952). Equilibrio de ciertos fenómenos no lineales. Facultad de Ciencias
Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_0734_Amati.pdf

Cita tipo Chicago:
Amati, Daniel M.. "Equilibrio de ciertos fenómenos no lineales". Tesis de Doctor. Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1952.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_0734_Amati.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_0734_Amati.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_0734_Amati.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


-_7'/f./
"Equilibrio de ciertos fenómenosno-lineales"

Resumende la Tesis presentada para optar al Título de Doctor en Ccias.
Eisicomatemáticas.

Tratamosen este trabajo de resolver e interpretar fenómenosfisicos vincu
lados a ecuaciones difer nciales no-lineales del tipoo l

%j+JJ+“-¿a5dz:¿locas? c4)
y estudiar en especial el fenómenode ferroresonancia, proveniente de un cir
cuito L.C.R. serie, cuya bobina con núcleo de hierro determina el término no
lineal de la correspondiente ecuación diferencial. En este caso se ha utili
zado una fórmula empírica dada por Dreifuss (x), para.representar la curva
de imantación del material ferromagnético.

Se buscan soluciones periódicas de (l) y del mismoperíodo de laxixIxmx
excitación; lo que en el mgnninnncaso eléctrico implica hallar la intensidad
de la corriente en el régimen.

Se'hallan soluciones para amplias zonas de variación de los parámetros
(especialmente en el caso de la ferroresonancia), y en ellas se cumplen que
los coeficientes de las armónicas superiores resultan pequeñas (de'cuadrado
despreciable) frente al coeficiente de la armónica fundamental del desarrollo
en serie de Fourier de dichas soluciones. Así también se han estudiado, aun
que con menor detalle, las zonas de-preponderancia de las armónicas superiore:
En particular estos resultados nnnfirman que para valores no altos de la no
linealidad del fenómenode ferroresonancia, son ciertos los resultados halla
dos por Zenneck y SchunoK (xx).

Razón capital del interés de estos estudios, es que admiten abocarproblem
mas fuertemente no lineales, cosa que no permiten la mayoría de los métodos
de la modernamecánica no-lineal, por dedicarse ellos casi excüusivamente a
los llamados fenómenoscuasi-lineales. , .

k<ííz(a¿47'¿;¿5kf ¿2222;mb4s.
(x) Dreifuss, Archiv für ElektrotecnniK 2,1913. ___———----———————-‘
(xx) Zenneck y SchuncK, Jahrbuch für drahtlose Telegraphie, ¿2,1922.
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¿1

gl. Planteamiento del Problema

El problema que nos ocupa, tema de este trabajo, es un
problema típico de mecánica no lineal (o vibraciones no linea
les), surgido de un hecho experimental concreto que vamos a tra
tar de explicar; y extendible, por lo menos en muchas de sus
partes, a problemasfísicos análogos.

I
Sea el de fig. l urncircuito L \l}

que consta de una bobina con núcleo S R N“
de hierro, una capacidad C, y una :3 ¿ l

resistencia R en serie, alimentada ¿Ef? k"T"
Por una fuerza electromotriz alterna- wI p . .firï i
da y sinusoidal U = Uo cos;¿t. FEEEEEEE

¡Iraq-"1

rímetro, insertado en el circuito, que mide la corriente eficaz,
Sea A la lectura de un ampe

vale decir A = ÏÉÏZ . La curva experimental de A = A(Ub) datenida
t es del tipo de fig. 2; vale decir:

l

al aumentar U0, partiendo de U0=O,
la corriente va de O a A, salta
luego hasta S y sigue creciendo
luego hacia T. Si ahora hacemos
decrecer U0, la curva recorre el
tramo TSB, luego se produce el sal
to BRpara seguir luego decreciendo

FH;

La no linealidad de la curva y los
hasta O.

saltos son debidos, co
moveremos, al nucleo de hierro de la bobina. Trataremos en este
trabajo de hallar teóricamente la intensidad de la corriente del
circuito mencionadoy tratar de explicar con los resultados cbte
nidos, la curva experimental esbozada en fig. 2.

La ecuación general que rige nuestro fenómeno es:

dondenuestra incógnita es Ü =:j(t), la intensidad susodicha,mien

|'. ; ‘ (.I \'h‘;
+ In( a

. ñ ¡p
v ¡1\ : L},(0')UI)

tras queO‘significa el flujo magnético. Sin el núcleo de hierro
fi ,.-' 'J".3; L J 5'qu dondeL,

sería una constante, la self41nducción de la bobina. En este caso
de la bobina obtendríamos



(l) sería unacomcióndiferencial a.
lineal cuya solución es conocida.

En.nuestro caso, debido al núcleo,
la curvacorrespondientenosmues- /
traqueByHosea nocs- /

I

tán relacionadospor formali- / H
neal; sino que, despreciando la
histércsis, la curva que relaciona
q) con es una función impar de

del tipo de la de fig.3, así que p.93
z7 esfunciónparde

d Llamando X(O) = L0; \,_J_..,l|z’{Ï‘l\resulta KWO) = lii- '1
(2.) (¡HQ LOW )
Utilizando (2) la (l) queda

1' CH R.‘ i _[.,Ln!>wt
m hWÜ 3F+ +WAiat- J T
introduciendo Thai) i’ c Ï\ _—_;J3, dividiendo (3) por LOU) y dee

Íinicndo í QZCILOUJtu}; “ ¡I "(4

fi

obtenemos
' I. j'r .

tu» i wü‘d- +22 “VW-:¿ntr/ïz
\Z v \

(1 LU“ a

Hayuna manera intuitiva aunque no rigurosa de entrever el anda
miento de la curva, solución del problema eléctrico mencionado,
extendiendo razonamientos qze sc hacen en problemas lineales de

(X);
Estos razonamientos son: la impedancia capacitativa me ori

corriente atternada

ginaría una curva del tipo de la I ¿o fi,

de fig. 4; la impedancia inductiva /_.-—=r-=--"‘?"'"“"‘”'"'“tï
una del tipo II debido a la imanta- ""'\-\‘TII‘P7l" “"
ción del hierro. Ambasme darían la 1’ "N p

r<g 4 a
curva III que reflejada sobre el eje \x\

o TK

de las abscúsas (por medir módulos
con el amperímetro) originaria la IV. 1‘X
Esta curva se modifica todavia debi- 2.. 1' x

(x) Para extensión de estos métodos gráficos ver E.Piccalug‘a,op.cit. [94'



Pg 5.’do a la resistencia y por
consiguiente resultará una
curva del tipo de la de fig.
5; Apartir de ésta, la cur
va experimental se explica
ría diciendo: a partir de
UO=Oel punto representati
vo_recorre k1 curva hasta el punto A, al seguir aumentando U0 el
punto salta hasta S donde vuelve a encontrar la curva "teórica"
para seguir luego recorriéndola al seguir aumentandoUó. Volvien
do por la curva o sea haciendo decrecer U0 pasaria algo análOgo,
el punto la recorreria hasta B donde saltaría a R, para recorrer
luego la curva hasta el origen.

Parece entonces posible dividr en dos partes el problema
propuesto, la primera, que llamaremos de equilibrio o de régimen,
tratará de hallar la solución de (4) y mediante ella la curva teó
rica A=A(Uo),que comoveremos se ajustará en líneas generales a
la esbozada en fig: 5; la segunda parte que llamremos de estabi
lidad tratará de explicar porque no se puede realizar el tramo
AB.

En este trabajo trataremos solamente L1 primera de las dos
partes citadas; en cuanto a Li segunda parte se encontrará un de
tenido estudio en la tesis de Alberto Sirlin. Los resultados alli
obtenidos confirman la inestabilidad del tramo descundente (AB)
de la curva do equilibrio.

Para generalizar nuestros estudios nos desprenderemosen
lo posible del mencionadoproblema eléctrico y trataremos de ex
tenderlos a todo fenómeno físico gobernado por la (4); en muchos
capitulos de este trabajo obtendremosresultados para dicha ecua
ción con pocas imposiciones sobre la funciónkyyi); en otros capi
tulos, dadas las dificultades del cálculo, nos limitaremos a una
función empírica que analizaremos en su debido lugar.



¡32. Algunas ideas sobre problemas no lineales

Desde Poincaré muchos son los esfuerzos hechos tanto por

los matemáticos comopor los fisicos y técnicos para esclarecer
el enmarañado campo dc la mecánica no lineal, o sea dc aquellos
fenómenosregidos por ecuiciones diferenciales no lineales.

El andamiaje matemático de estos problemas es bastante es
caso y faltan aquí resultados y teoremas fundamentales, comopor
ejemplo los de unicidad de las soluciones. El estudio matemático
de las ecuaciones diferenciales no lineales parece extraordinaria
mente dificil y en dicha dificultad gravita sin duda la falta de
pilares tan importantes comoel principio de superposición y el
de regularidad de las soluciones.

Por ello todos los métodos de solución de estos problemas
son métodos aproximados.

Aunasí, la mayor parte de los esfuerzos han sido dedica
dos a los problemas quasi lineales, caso restringido de la mecá
nica no lineal; Esos problemas se caracterizan por figurar el e
lemento no lineal en la ecuación diferencial correspondiente, a
fectado por un factor a pequeño, de tal manera que el problema
no se aleja muchode un problema lineal, correspondiente a hacer
2 = O. Un caso típico cs la ecuación Ï 4' myx —_-,Í: XJH

(x).
Este no es el caso en nuestro estudio, ya que queremos po

para E. suficientemente pequeño

der llegar a fuertes no lincalidadcs; no nos será por lo tanto po
sible abordar el problema con los métodos de la mecánica quasi li
neal.

Se puede también ver, que en la bibliografia pertinente,
la mayor parte de los trabajos son dedicados a problemas homogé
neos, pero por no tener a nuestra disposición el principio de su
perposición, dichos estudios no pueden servirnos.

Comoes lógico hay estudios detenidos sobre algunos tipos
especiales de ecuaciones no lineales (p.ej. la de van der Pool,

s.

(x) Ver p.ej. Kryloff y Bogoliuboff, op.cit. :3},\..



y la de Lienard(x)).
Modernementese utilizan además métodos topológicos para

abordar estos problemas, pero nosotros considerarcmos solamente
métodosanalíticos.

Finalmente diremos que el problema eléctrico esbozdo en

el gil figura en particular en ciertas obras, que lo abordane
su vez cn distintas aneres. No obstante, todas ellas usan.pe—
ra las fórmulas que ligan B y H, fórmulas empíricas de tipo poten

cial, p.ej. Q) = Lo'] - b'ls ó Ï‘= CB- CB3+ st, formes
que entrañan inconvenientes por el pequeño ámbito de validez y
por la enorme dificultad que hay al considerar un número no muy

vc)limitado dc términos(‘ , no pudiéndose extender los estudios
anteriores al agregar nuevos términos.

(x) Ver Sansone, op.cit. í7_}, Vol. II, Cap. XII.r
(xx) Ya para 1 = 33 r CB3+ dB) cl trabajo es muy difícil (Ver

Keller, op.cit. [lj,pág. 274) y sólo es posible conseguir
ciertas consideraciones sobre los resultados.



(¿A3.La fórmula do Dreifuss

Dreiqus<x> indicó la fórmula

1' {2,7}! +—K cum. HJ) _
como aproximación de la curva de imantación. K y Ho son constan
tes del material.

Comparando (l) con la fórmula
B ; H + ¡4 rr M

donde M os la imanta01on, se obtiene ¡4 r oc

donde MK :.k d ) representa el valor de La imantación¡4._’ ¿.(I. 'en la saturación.

Para H ; H0 ¡ÉÍÉ;)’J_’ z; #99?
vale decir para H = Ho se obtien la mitad de la saturación.
Ho mide pues la dureza magnética del material ferromagnético.

Por d. gran valor de myvpodemossimplificar la (l) aun
más suprimiendo H en el segundo miembro. Esto queda en general
justificado, menospara valores muygrandes de H (en la satura
ción) que prácticamente no interesan.

Por consiguiente podemosreemplazar (l) por

(23 asz z?Moa i.
de manera que

{"9 -—N7°. ‘ —-——'du: .1]:
de donde resulta que Y

3€)

a
‘u

. I+g\ w ¿Mx
(4‘ )'° 1 “LH-Zum ' 71.7.

.1.es la permeabilidad inicial. Con
_ ¿I __ 11' N sJ - - ..r 
L ) “F \}
siendo N el número de espiras de la bobina, (V el área, l la lon

—.z hi: ll

gitud media del núcleo de la misma, la (3) se transforma en:

__n.:‘r_ri\'?ñï"‘o,_‘__’ L0
,¡xr ' "" " ”
L l

...... .._-.'-r_—

' 11'-Tn ,.

(x) Dreifuss: Archiv für Elektrotechnik, g, 1913.



-7

siendo Lo'lc. self-inducción de la bobina para corrientes muydé
biles, si reemplazmnos la constante de material H0 por otra. 7x;
definida por H“ _—_¿WTÍ hdi-7..

obtenemos

(M1; siendo : ‘—Av| 7 H"o“ ww,
La relcCLÓn de Dreifv.ss tiene la ventaja de prestarse muy

bien para cálculos analíticos, pero en muchos casos en que no le.

necesitaremos, opcraremoscon la función general de le. (6).
Para tener una idea de la "no linealidad" del problema en

función de , pondremos

relación que nos daría. una especie "deporcentaïe de no linealidad.
Siendo ct: 1.5.13“NCTÁÏ HO , (bno :- L° . ñ

“L;.ÍT¡ Tr

En la table figura. t chaten función de M“10¿He
m x1- 3} —¿QMR‘Ï‘HO

o o,ooo
0,5 0,294

0.75.; 0,409

‘ 0.500
2 z 0,706

3 0,794

5 i 0,874

oo ll 1,000



9 4. El estudio de Zenneck y Schunck

Zennecky Schunk(x) integraron la ecuación

pm SJ wi; (“H-r-Jo, mitU) + ¡“0‘ x v LOLU

ensayando ¿y
q <" -. -. .

(2/) 3: ¿._ («Jun ¡Mi ""Sn im m'Z‘
4

I . . Hcon lo cual suponian que la soluC1ón del problema era periódica( )
Supusieron además.qne cerca de la resonancia de la oscila

ción.fundamental, zona de particular interés, era posible limitar
se al primer término de (2), teniendo con ello

(g) :3:0, tsuru) amoo“?

Reemplazandola (3) en (l) resulta

..
- C Í'a MINI—L.‘C.(8'04(L0(4 Huq :: ,3- (‘,ÜS(’W

“W ' ¡v Low

El sentido de aproximación de esta ecuación cerca de la resonancia
es según Zenneck y Schunck, que se reemplaza el primer término del
primer miembropor la armónica fundamental de su desarrollo en se»
rie de Fourier, vale decir

.11 ,. .,m qm z ( muuuywwL
Tr}

de modo que resulta
i. E ( H .

) o ‘¿mi (¡wtnhïcofif’ + UU‘DJ = 9.3L)(0309.4)lb La“ ,1
. . \
igualando los factores de senkk y coskp respectivamente se obtiene

( C¡(-q,((a) {-Qbí)‘: Ue ¿“LJg ufl
Z C' : ¿la (ou.

Lawde manera que resulta

(IU: °( t: X
mi“) - 19.»;7.

. U, t .

(x) Zennecky Schunck, Jahrbuch für Drahtlose Telegraphie,l9,l922.
(xx) Y del mismoperiodo de la f.e.m.



y - - "., =¿1.0.¡ q l 1T); +'L La“)
ecuaciones que nos determinan c1 y cx.

Los susodichos autores han operado con la relación de Drei
fuss wn:4.-- ii-

- Mz“; ww
dondey significa x‘-=r;/ Jo'

La ecuación (4) resulta
n

, 7T ,2, _ Lp . s. “-1 3 M0) ¡(o (L LF MU \H+ '?__.{X
(n) (HILTTSQHH‘,¿w d ,Tïr'mw(ver.¡Áp¿ndicjl)—Ñ

q1(y) resulta una función monótona

6.

13

x“"\
Por otra parte la función '\\\

cl = altuolLou» dada por (9) se
reduce a "N-

I'Á
del tipo de la representada en fig. %

A}

4'

M 1 Mm!) - 2?; ) JS. - : Uo 1'l' i317!»
donde ql = q1(y) está dado por (lo). La ecuación (9') da una ca

racteristica del tipo de fig. 7.
i 2 .

_ e l_-.\ u) = l. _ un \.L QT?
w . \J T51 II PQ;

vendria a representarnos aquí el
‘ valor de la impedanciadel siste

\\ ma; impedancia dependiente de la
"*í¿ amplitud de la intensidad ‘3,

' El valor mínimo de aquella impedan
Fi q ‘L 1 cia es R y es adquirida cuando z

z

(m (¡A 1) c (2.2.2
P u)

valor de y que para o = O nos csracteriza el punto B de la fig. 7,
punto de resonancia del sistema. Vemosentonces que para determina

dos valores de U) y(uolu resonancia tiene lugar para un determinado
valor de la anplitud y; ¿ste es el fenómenotipico de la ferroreso
nancia.



¿5. Discusión do la curva caracteristica

Sin hacer uso ahora de la función de Dreifuss, discutirc
mos la característica de la solución c1 = 01(Uo) dado cn.cl É}
anterior.

Habíamos definido
--Í \ 1

M «1M:4 www Mm ‘Po“?v_ n _ ->,4¿fh¿
' (¡.ÁIJ-L ¡fl ‘

f '11 1 p

m ¡“0,11€ Mmmm-LOMTI .{h
utilizando la variable adimensional ‘ '= Q'ÍJo

Se puede demostrar (ap. 2) la relación

(3) ¡»(137qn(\‘\+
Estudiaremos ante todo la derivada de la curvaux
UI) ¡fio .-_1 W LH) fiin V+o
Derivando , _ l l

1 --——>--. bgl .‘.u>Ï\.‘.X \.(5 No .IIÚ" Mrwzfin Toï'.‘H '
¡ - [a V , +1. 4- . ' u.) =.__.__ ______.__.f_‘__i.._._'i_’______

fight-¡LNk Ü “(q'—luu) gZ
(.U'

y mediante (3)

h- A '

(7) {Tq\'%?i;p) K

Parag=Oresulta 5 z Hg:(V!__“352)T 7uf

(v'
dondevale el signo { superiorinferior
de manera que la caracteristica ‘¿
tiene la forma de la, fig. 8, va- Lg'nm

le decir una degeneración de la
curva real (fig.fi). La ecuación
(5) nos maestra¡que para sufi
cientemente pequeño la derivada
tiene dos ceros que estarán dados



2,15;.

A.z
Y91W) = cuando (\ -v o.aproximadamente por q1(y) =

L»
hay una manera gráfica

1
U’o. z

Sl suponemos muy pequeno_al g
sencilla de ubicar las partes ascen
dentes y descendentes de la curva ca
racterística: se representan en un
gráfico ql = q1(y) ¿{pl = 91W) y
se traza la recta gi = etc dada.pur

. \"Max
A . l los parámetros del Éroblema.W

Valores de y para los cua
les la curva U0=Uo(y) es
descendente N

Para-k: O la curva característica es descendente para aque

llos valores de y abscisas de puntos de la rocta'Eí =cte conteni
dos en el segmento de dicha recta comprendido entre las curvas
p;p(y) y q=q(y) (fig. 9). Para j>0 la parte descendente estará
dada por la abscisa de ciertos puntos (no todos)_de los conteni
dos en el antedicho segmento:

En el caso de la función de Dreifuss se obtiene(ap;mat.l)

m ql.1)zw ¿mt _..1
Y

a) H I) =

En este caso p1(y) y q1(y) son funciones monótonas decrecientes
y p1(y) ¿í q1(y) para todo valor de y, tendiendo ambas asimpto—
ticamente a 0; Tanto en este caso comoen general, por ser \V(O)=

¿o Pl(o) = Ql(o) :3le
Los razonamientos anteriores nos muestran inmediatamente

en el caso de Dreifuss que no hay partes descendentes en la cur

<: l dichas
. . l IK ‘. (

Partes se aleJan del origen para valores decrec1entes deiflcAflz,

. uk VVL

va característica para —¿2,1, y que en el caso‘*h-L

pero se alejan de modoque dichas zonas son cada vez más amplias.
Trataremos ahora de hallar para el caso de Dreifuss un va

n
lor g tal que para todo ¿‘\¿; no haya parte descendente en la
curva característica para cualquier valor de ïL:_ . Hallaremos el
mínimo de la expresión LU;

« -7\ , 'l ' É. 7T L’

(a) ’q-Hai)(lïw‘ï:\-=(H1\—LM-- “A ):-E U, 4'49d“ ’



_ 12 

, . l ’ .
comofuncion de dos variables: f(y) y'uhíuf . Para ello conv1ene
decir que f(y) cumple la igualdad

No) un w ., 2-911)
comose puede verificar rápidamente reemplazando f(y) por su va
lor dado en (7); De (10)

(lñ BAL; -;.‘h‘Fïz
reemplazando en (9) I ‘ 2

fi.) Ekc,ui5\¿ka-xgá)\gkot- «J .2-€ Lo: í. w?

cuyo valor minimo estará dado por los valores f yéflb\<nw cumplen;¡(a * * C u 7* u)i .*Z

f -n {e—ev—a*)gL2.-..&_.1;__-u_
\ :9; - .2.(* ufi .? ¡c7 (2-5;k)« 3
j l, 4 ‘, i * ‘“N 12.14.:“¿Mm .22. 3:0
\ UO‘

Reemplazando la segunda de (12) en la primera:. r .-_ (
(i‘m; f) x +QJF__¿ 10

ha) —..00j '. _
. '\ _# ' 2* C* H ‘ ‘C * fi “a...ecuac1ón cuyas raices son Á—z “¿5 ; ; ¿%—022 z ¿-r\2

¿.g- '

a! 1 .
Evidentemente f :. L<% no puede darnos un máx1moya que nos anu

la el valor de E(f,ig‘-;!n‘;2); la raiz Í'*-;. 2+ queda también des
cartada por ser mayor que l, luego
(qu) 2 - Ü = 0,586

Por la segunda ecuación de (12)e 1h.
az f .uh _ 1 ¡t - - L- -oluu

“5) 152 " 2 \ 1.‘Éíïïïi) * ’
(14) y (15) en (9’) resulta

) vw*3

luego reemplazando
.y' u . ' 7.¿ q

xle :E{É*Q;i 1- ookflu
I.l

ya que debido a que el mínimo de E es -0,0294 Para g >>0,0294 E +\V
y por lo tanto tanto la derivada a 1a curva caracteristica será
siempre positiva no habiendo partes descendentes. Esta es en el
fondo la causa por la cual en el futuro de nuestro estudio, nos
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restringiremos en general a pequeños valores de ó ya que si esto
no sucediera, no habria partes descendentes en la curva caracte
ristica y es de nuestro particular interés estudiar el fenómeno
cuando existan esas "anomalías".

Por otra parte, en el fenómenodc ferroresonancia es un
hecho experimentalmente comprobadoque la parte descendente de
saparece para un valor suficientemente elevado de la resistencia"

Cunningham(op.cit.í5]) se ocupa del circuito ferroresonan
te basándose en fórmulas empíricas de tipo potencial, estudiando

tanto téoricamente comoexgerimentalmente las curvas UL0;\¿ (Wi
donde UL) es el módulo de la tensión entre los bornes de la bobi
nao

Según los resultados del É 4 tendriamos

(IÍÜ. UL; ¿LOW i: - L:.,:i‘3\l')(\(,03'1(;)1191LOU¡P( .

Considerando comoantes el primer término del desarrollo en serie

de Fourier de U)Ï!H‘Q n

wn UL -L,,"Lme“) MIN-Lules“;
donde r

Lï'O) ULD 2 -- jvc-¡“KCH" 1 "II

(20) nos da entonces U¡c = ULn(y), si deseamos obtener Ul°= ULDE)
usando a Uo comoparámetro, tendremos que considerar la (20) y
la (4) que nos liga y con Uo y u)

Para resumi': Zennecky Schunck calculan teóricamente la
característica U = U(j) del circuito ferroresonante limitándose
a la armónica fundamental de la intensidad, limitación que según
ellos es lícita para zonas cercanas al punto de resonancia de la

. . x q . . . xx‘0801la016n fundamental( ). ¿llos realizaron además experien01as ‘
que concordaban con los resultados obtenidos, con excepción de la
parte descendente de la curva sobre la cual no hacen razonamien
tos sino simplemente dicen que esa parte no es realizable.

(x) Punto definido comominimo de la curva Uo = Uo(cl).
‘ I

(xx) Conviene decir: para valores de i¿_ cercanos a 1, p. ej.
fl

1 t N, LUZ

“¿si = L1?u)



Nuestra tarea en lo que sigue será tratar de resolver el

problema sin limitarnos al ensayo j = c1 cos‘P de Zenneck y
Schunck, eonsideraremos para ello las armónicas superiores de
la intensidad y trataremos de ensanchar en lo posible las zonas
de validez de las fórmulas que Obtengamos.

Debidoa la falta de linealidad, no es posible decir a
priori que pese a tener la solución buscada otras armónicas, la
armónica fundamental obedecerá a las conclusiones de este pará
grafo; comoveremos luego habrá influencias de las otras armóni
cas sobre la primera, no necesariamente despreciables. .

El resto del trabajo nos mostrará que d. resultado busca
do tendrá otras armónicas además de la primera, pero lograremos

probar¡ no obstante ello, (510) que para una amplia gama de va
lores de los parámetros, el resultado de Zenneck y Schunek da
con una buena aproximación el coeficiente de la armónica funda—
mental del resultado obtenido.

Por otra paate, y aunque haya que dejar de lado el ensa
yo de Zenneck y Schunck, la idea de una predominancia de la ar
mónica fundamental que puede considerarse generalización de la
idea de Zenneck y Schunck resultará muy fecunda y habrá de ser
nuestra llave de entrada al estudio subsiguiente. En estos temis
no es posible proceder con absoluta generalidad, hay que "eeder"
en ciertos puntos para poder obtener resultados; estos son los
puntos que a menudodiferencian las teorias y las hacen más o
menos afortunadas, según aquellas concesiones sean más o menos
acertadas. Ese punto, en el cual nosotros haremos hincapié, se
ra justamente la idea de la preponderancia de la armónica funda
mental, idea de Zenneck y Sehunek,ampliada y modificada segun
convendrá a nosotros, de modoque sin restringirnos demasiado
cl campo, nos proporcione el camino para proseguir.



ÉG. Influencia de las armónicas, estudio de la resonancia dc
la armónica fundamental

Retomaremos la ecuación

M WHH +31 ityfigidrzib. (LOST,í mi low

Para h inte'grüción de esta ecuación haremos el ensayoM
(7-) 3:28ucdvt +5, ¿cuya

o (X) .
-D

vale decir, el desarrollo de J en una serie de Fourier
\Pondremos :T-L d de modo que resulte

. . « (f a . tp <- - .(3) Junumcï i.',ïj_((m.m y +4. Muy-DJ
ensayo que se reduce al de Z'enneck y Schunck ( 4) para C; fín-'57

para 3) Z 2.
Haremosahora la suposición

(H) FM. ¿4' , ï-u/ïïs 4“ “34'1
de manera que despreciaremos sus cuadrados y productos frente a l.
Utvilizaremos esta suposición en el cálculo y al obtener c v- y s.)
en función de los parámetros, diremos haber encontrado una solu
ción del problema para aquellos valores de los parámetros para los
cuales cv y s9 cumplan dicha. suposición.

Consideraremos ahora que podemos escribir

(3') —.Lo«H. (303‘Q+- (CH(.9: “0+ 5,)un 9‘49) íí-íï/¿
o sea que podremos considerar un número finito de armónicas aunque

¡i
tan grande como se quiera. Pondremos además I; 3.4*.J?¡
donde

Ñ
' A i .‘ r ‘ .' . ¡

l“) 11: Club II if? J Co J “¿'¿”7\CV(“Win ‘J uu 1,)Lc)
'2,

luego por considerar ‘11 despreciable frente a "términos del orden
de la unidad:

7wvfilï't)'-' + .a í 99(7).)4ire DWUÓII-
Reemplazando en la (l)

g“)th412 4-‘)», 1MMLich-L); :20_w\{k‘PnaL)‘D‘: ' (MZ .. LC“)

u u k.(x) Esto implica suponer ¿periódica y del mismoperíodo de la
f'.e.m. Ver ap. matem. 3. l



pero

b : - x .u . “3 Q ¡ 7‘ 3 É ‘( 'J

412 j 1,+L]Ï: tu4' .LL*’\“-¿j! ;
z vkm) 'k‘+ LNayy”)

(’t
Reemplazandoen la anterior:

V) Mi“ + í {‘l’Kï!)'-)+-':Ï"¿)+ (¿Mt z. (OE-(lcd)dt ' w' " 4,0

De (4) obtenemos:

U) 3, .—.o. quí’l- JL X -r: 5mm! Ñ“), d-C-z (¿Il (M: c, Lam!)
‘ . N

(1-) iz :co 4 :(<.,,‘D,.\)‘”+ SMCUWP)
. u 2. _

1;: ÏQCÍL)’w-Cy
N

S126? l xx (l!(o '-' 20m0 + SVX,Lun“? * ág; ¿mv
C H Z

Considerando que derivar respecto a É'equivale a derivar respec
to a \P y considerando las (7), la ecuación.(5) puede escribirse:

. ‘ .24. x )

‘, “(EH/:1)“ (\J\; +a_’h‘l +
. , N 71

-) \ x ' ¡x
(1)) 4.7 2:(\c,):0_\»"°+Schuv/M mi” ¿AW-1+?quvLD-ég.wgy.v)

) .. '-0

\ : ,2? ("ts-5( "h W.)_p U
De (8) se puede colegir fácilmente co = O: integremos (8) entre
- 1' y ï‘ a

«1‘ «vu-.w.xo)-rw www» enK?
;n

F . a r Ñ_‘í (mv bl!
JT. ' ' 2 . '2 'n'

4- r2'};(¡tu P‘I‘Q)_\_n T. O
por ser periódica de período 21T el término encerrado entre cor

ChQÉQÏJ- r. Ca ‘||_ A_ l _. ‘

B) (erccu ‘h-So mzvkí’X-“O:S (ANT :- 2. "—v1Lo

_ ¿

K wm; kun/LL veamw; (o)?LT.:0
I0‘1n
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y W ‘ .I. .

Siendo por otro lado L3: Ñ (03(4)- a) ¿uni-N10
LU) LT

la (8) se reduce a «Zïïxfa :1); J.Co : O.
Con ello la (8) se reduce a;

_V N

r ' - ‘ .‘Ñ‘ J ' , '» 3* <7 ms.9tP4-.<..,,:mw‘9)+

_u . j? N .

+5..Zhnbj“? \—SVUMWPh Ubi-Z L” Uu‘D- í". muy“:
T. f CX!“:3-

kJÚ

Llamando _

, k Wifi) Z l f'ik‘ti)(1.)\."fnÜÏKÜÉ'N\‘O¿ip
H)... ‘ 11 un '

í ‘ . ‘ 0 Í
ï-Ü‘rmmhw) z. LÉ n WP‘J'MHM‘D Mu m‘AÓW

17 1-. ‘

y considerando que‘por ser q. = cl cost? par en k; ,LPifv) cs
también par en Y por lo tanto

K.Wl‘i,hpurm‘; aum'I/‘Mzo
‘TI

tendremos los siguientes desarrollos de Fourier:

Ï WÏ'I‘ Mu yd} -_ Emu?) no".¡“4'1
’3 agb-i \ ‘ K
awm muxo.-«mtv

Considerando que w;H. ..-_ '\ ,r
,—- a; ¿ .. ,. -‘,.. - .‘ , " x ‘. <1 .1,

1 /——(Wv9 + W v4’>= 31?«x... MW" *-"bm¡«(yv;.? e -v 
N x _'-C'Ï' l- ‘ ,. " ‘J. f. \‘ ('Ï g'

- En" p" "'l‘ “‘“l’u 'f‘w’ 9'”)!W” f)
la ecuación (8 ), teniendo en cuenta las (lO) puede escribirse:.\ :2 a \ u‘a: a w «o
("x "Cl 20. ga” mu!" ‘L u %:.o\*}'(y'tvn ‘cu H " {\ H ¡VP lH '

Ñ. . d" - N. _ 0‘.

dz ¿“md J,muy-M22. í. raultvLP-ixz-w“=
L'T’ LCD ¡5:!

lx F_ =.\ ) ‘s‘ N,""_ 'r "—..¿“Au-0} '- UWQÜ.‘ 9‘. + U“ ¿2191€Láï'uo/
L;u' Lou) \0LC

Para que se cumpla esta ecuación, es necesario y suficiente que
se igualan los coeficientes de sen il} y cos in (i=o,l...),
escribiendo el sistema de infinitas ecuaciones que asi obtene
mos:



'\

WHO :p _C.B.a-;)¿__.7Cy“y¡*c.‘vï‘i.9

-18...

4 2
: k)?__—— Uh J(

z

\ Q Lou)
(EN) :7 h ¿Sfi’gol‘wc :Jzemcl

| .. ‘ 1 D ‘06 7 Lou)
mato-:7 ! 4.9.2 4 ef“? J? “Z‘Ll¿)9aSi : o

g 4 h} 2
! N, ‘ x T

i 2 . LUZ 2

É ' N f 7

(42:) Bulma); il vc, Ru," Tryfl,_,¡n+Sñ:->+%3(;Ln.Z: 0 m
\ N y- f - u' rn

cobmkprs Q s,E.,,,,..+c('(-e- 5:2 —.0
l í 3. I , kÜ P'A

ll ' I

u ' ' . I

; N SyByN#RCN-_‘-E‘¿SÑ Z O
2 ‘I' 'N LÚ. ‘ o e, 1

MW; L, 5¡N—Ní—whyfi+gsN+w0CNd,(x
I l i L. ' | :6! Ñ - I.

.l P l‘ r N I f‘kv l -g ' <' .knL' C.44.“ ZO
¡ M - '

1 E . . Nr ú ¡'Ï.‘ ,- ‘ ‘ >
CAfl‘ÁC —a» l > 4%—==y€5v. = °

Este es un sistema no homogéneode infinitas ecuaciones con 2N

incógnitas (las ey y s, ywx); esta disimetria proviene dc ha
ber considerado solamente las N primeras armónicas de'j . Pero
si el ensayo hecho hubiera sido acertado, la solución dada por
2Necuaciones cualesquiera (con tal que sean independientes) del
sistema (12) tendrian que cumplir las restantes ecuaciones. Pero
como hemos supuesto que N es suficientemente grande como para po
der no considerar las armónicas de orden superior a N sin error
considerable, trataremos de resolver el sistema de 2Necuaciones
con 2Nincógnitas proveniente de los coeficientes de sen 14) y

cos i9(i = l,5,..N) o sea de
._ __ _ 7

( -c.B.1 - ¿{Cyan Jr (¡03.91 z ¡2.9. m‘xxN -. u) "0“)
3X ÏS, Hua ica.- _ Uo und2 L

I O
—C|‘É‘ ¡rn

.24.
K“ r: V

¿- .2»!gy,” 'L' ¿Cm __

l

1 L

l

!_ N ‘?

‘mí-á- (¡IHYM“Pésmx' (¿1% CM :0

O
7, fi 4’'h z
“ nn
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y trataremos a posteriori de comprobarlas restantes ecuaciones de
(12). Se ve que si hubiéramos tenido derecho a poner

u _

VOL“ V ko === ay}; LDA/U(p W)Am LA? ¡_-_2-0. BV/n ¿CU/(q)

o sea, a considerar nulas (o despreciables) las AYAy BK”, Para/As
>N (para todo V éíN), se habrian cumplido idénticamente las ecua
ciones provenientes de cos iq) y de sen ik? para i > N.

Se puede demostrar

o”) A20y21m+4lzl52m12mñ+1 3:0
luego en las ecuaciones (13) determinadas por valores pares de n

figuran comoúnicas incógnitas C2,S2,C4,S4,... hasta owsN si N_es
par, o hasta cN_1,sN_1si N es impar; en el primer caso habria en
esas ecuaciones N incógnitas, en el segundo caso N-l. Por otra par
te, los valores pares de n nos determinan un sistema de N ecurciones
si N es par y de N-l en caso contrario. Luego en ambos casos tendría
mos para n par un sistema homogéneo con el mismo número de ecuaciones
que de incógnitas (N en un caso, N-l en el otro). Por ello, salvo en
casos muyespeciales (funciones W}tales que sus coeficientes de Fou
rier anulen el determinante de los coeficientes de (13)) podremosde
cir que

(15) Cae-cH z: :C'2¡ ; z 25,, _-. 292; E: o .2}{BN
Considerando las (14) y (15) el sistema (13) quedará reducido a

¡ya
- ‘ r . a 3

¡f CIB“ ‘É C2.“ A2.“! +4. 99-"? :99- 00501
(¡la . w o

¿,- SLI+1BZML4 + C19 : 52° ¿Quo?
I Í L

/ , ; °'

“by C 8 ) "m. o '’ . - 2,4.4 Q: ' ' . 1 '
' 'IZJ“ ( J ' (“ZoHAzH1.2¡+¡+°€2'+1+-q)-9. C34“ .—_0

I I “n . F_ 5 uJ‘ ¿;+i
.- , I z C. . ‘izgzüwB2H_,'2j‘+l __wn

l. u)? l
donde j = 1,2,...m y donde m está dado por N/2 si N es par y N-l/2
si N es impar. (16) es así un sistema de m ecuaciones con m incógni
tas. Si además suponemos ' pequeño, podremos obtener otra propie
dad: ya.que si S :20 las ecuaciones pares de (16) me determinan
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el sistema
(vn

É)-' R ' \)
1 2”“ 'Qa-HJ "' ———L'°)Md z: 0.\ u.

M F) 2 . ‘ n")
._ .i (¡+4 ¡4+‘¡2)+' 1'17 ___‘____V__

. h 2 \* 4l t \
J

I I

que es un sistema de n__1ecuaciones con m incógnitas podremos decir
2 2

NU“ ’="-33== 1' su“ :0
En el caso que pero de todos modospequeño, podremosdecir:

El sistema (16) es todavía bastante difícil de estudiar, asi que ha
remos un estudio de él para el caso límite 8:0 en cuyo caso el sis
tema se convierte en

. 1 _ A

{C'C’Eï '81’)_C3 H'g" '“CZJM-HAhzM'\'1 :z a '°
«C1 —C2lgg¿¿ " w? )...5(‘.; “2,5 r. O i

hi) ‘ ' 3‘”? 5:1
( . -< \

_' = r_ h l . ' t

(4 1,2_)+' (2-)* )C;Ï<9214.1} "' _'_Cz\.|—1l\2.)+")AZJ*\ZJ+0 “
I ¡ l ‘

\+í Í}? - "
Teórioamente dc (l8)ipodríamos haJïar cy = cy(Uo) y con ello re

solver definitivamente el problema, pero (18) no es un sistema al
gebraico comúnya que una de la incógnitas (c1) figura en manera
arbitraria (que depende sólo de U) ) en los coeficientes de las 0

tras y de sí misma (los Ally y B¿,y)(x). _
Lo que será factible es hallar aproximadamente ,QL z Shu)

o sea la función inversa de c1 = c1 Lou)
Para comprobar la hipótesis de lz‘íopltgqueñezdc los cy (3).: 2)

tendriamos que hallar éstos en función de U0 para cada función kv
y comparándolos con e1(Uo), hallar para qué valores de Uo (que ló

gicamente dependerán de los parámetros Luny)! LD) efectivamente la
hipótesis se cumple; tendremos entonces en. j: C‘y(pS )’q)
una solución de (l) para el ámbito susodicho.

(x) El sistema es no lineal respecto a cl pero lineal respecto a
c3,05,etc.



-21
Si llamamos zona de resonancia de una determinada armónica

valores tales de Uopara los cuales los coeficientes de Fourier
de las otras armónicas son despreciables (o de Cuadrado despre
ciable) frente al coeficiente de la armónica considerada, los
razonamientos y resultados antedichos nos darían el ámbito en
el cual podremos considerar que hay resonancia de la armónica
fundamental.

Para estudiar cv=cu(cl) consideremos el sistema de ecuacio
nes obtenido de (18) al no considerar la primera ecuación, siste
ma que, si consideramos a c1 no como incógnita sino comovariable,
es un sistema de m-l ecuaciones con m-l incógnitas inhomogéneo y
lineal. Será el

. _ 2 A

-CslrJ 3H33 -—. ) _ 3 (SIG, “Bu 3 (¿la RNV z B"3
I I I I

\ (7' 0€ l\ c j ' ._. + ‘ _ ‘ ¡f

l J ¿á 2,“,3 25+!Ir,\(ZJ+I)Q¡H,I,JH—2.S‘:¿ :BHJH
j: ¡,7... rm

Este sistema evidentemente nos determina unívocamente.E¿llezggjij‘Q)
claro está que para conocer exactamente estas funciones, habríáqque
resolver rigurosamente (19), cosa prácticamente imposible si es que
no se quiere imponer limitaciones estrictas sobre m. El hacer estas
limitaciones arruinaría muchola generalidad que estamos exigiendo
a este estudio, ya que para verificar que dichas limitaciones son
correctas, habria que volver a hacer el estudio sin hacerlas, con
lo que caeriamos nuevamente en la dificultad mencionada.

Rcsolveremos (19) por el método de Cramer, y para poder eva
luar los determinantes, impondremoscondiciones restrictivas a los
elemumosde los mismos. Esto no significa que es imposible hallar
métodos de resolución.que no impliquen restricción alguna, o exijan
restricciones menores de las que nosotros hemosde necesitar.

Dividiendo la ecuación de orden j de (19) por 2j + l, el de

terminante de los coeficientes (Aoserá:
1 ¿

“art; Ass “3'” 95214!"
fl - -- 7 '
55 995 A5} 'H Ani,“

' Z

01.. n31? A};-(¿%J\ hindi a

nïzlJJI Q - ‘t :' ‘ |

Z 5,' i - - "2’11'(ïfIÍ-(ngr
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pudiéndose escribir si ¿4 es el símbolo de Krfinecker ,/’

(2/1 A ': .i - (mi-.- “,3. 2 "f ) 1' mew “ 2;“ Tuxg'l
|

determinante simétrico dada la simetría de los Aij y Bij respecto
a i y j;

Para 03/01 obtendriamos de (19):

(ás; I’liz’hq - —

'45 Hgn:el ¡by ... ..- “5,29! '
5. . .. . l) by 

¡ l

C BlJijf Qtfiz {l —' ‘Á7¿¿{q¡*4-(1—- ngz
4C] ._._._ 1431 _____‘________________ 75' w‘: .___

A4
A"n así el problema es demasiado general; impondremosahora a la fun
ción H) algunas limitaciones (ver apend. 4) que nos permitirán demos
trar:

g Y

(u) B,“; 9.39fi¿LW (Lg]

.51;

1

y por lo tanto

“(FHM gw” %3["’(%í3ïm

“u 1 (Hawk?)om“? dk?ll ..

c‘: B” = :wc, (ALO)WWW?
Las limitaciones hechas sobre ‘y dejan todavia muchageneralidad al

AMP : +1"'7

donde
l.

H

Y

“replema; es además inmediato ver que la función de Dreifuss según

la cual lU" 4. 0“! _ -,.__.._._.-_..

1.küfi(.1. _- 44,1
cumplelas restricciones impuestas, y por lo tanto para ella valen
las (22);

Para la función de Dreifuss, sin despreciar el H frente al
K are tg H resulta: uJ: Li —-i—*--——v;no valen las (22) como se

go La 4+1 w
puede observar, pero los iny y En“ correspondientes se hallan inmedia
tamente a partir de los correspondientes a la función de Dreifuss sim

plificada, sumándoles ézl 2)!V. a '
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Es evidente que p = p(cl) y q = q(cl) son iguales para c1=0

ya que en ese caso WR”): LPU‘ deja de ser función. de 4),'_
p(O) = q(O) = \\)(O) = l. Si consideramosahora continua a
(y por lo tanto continuas p(cl) y q(e1)) habrá un ámbito de valo
res de c1, que seguramente contendrá al c1 = O para el cual po
dremos considerar 2:3 pequeño, por ejemplo de cuadrado despre
ciable frente a la Bfigdad(x).

Comoes lógico la forma y la extensión de dicho ámbito depen»

derá exclusivamente de la función a) utilizada, y se podrá calculo:
en cada caso.

Llamaremosahora zona de influencia de la armónica j al ámbito
de valores de cl para los cuales

2.

m) A; (a)- L (s33) > 4t

Veremosque los puntos de la zona de influencia de la armónica
para todo i :F j

fundamental (primera restricción) que además cumplan la suposición
_ Z

(2L!) L1 \ é 4
FW /

(segunda restricción) serán puntos de la zona de resonancia de di
cha armónica.

A.partir de (20) y (21) y con las dos restricciones susodichas
se puede demostrar

(25) &.__.B_B___=-q ¿:1___L__1
(31* ¿fl -lw} + ¿a -¿w

. 33 s z P q 33 333%
Comonos muestra (25) C3/c1 puede considerarse de cuadrado despre
ciable, para los valores de cl que cumplenlas dos restricciones

antes mencionadas (siempre que no sea q‘zb l)
En el caso de Dreifuss donde “V2 4 t a

w wtnme 4+j A

Q=u°')=-Ï?KW=Ü ', F= Jicrfc‘z
de donde

. _ - . ‘ ‘-

(fi) 4C "3 Via?)¡{me
(x) Comoveremos ahora, tendremos que imponer esa condición para po

der evaluar las determinantes, sin ella la evaluación de los mis
mos seria prácticamente inabordable.
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y por lo tanto '

A)“;2 Mt Z
- ¡u-Y

Á _ "(Lo4)La"! p _ +>’—

)Z ¡Fu-0%.;-guy

) ¿ww- ‘+\ÍÉ-—4)LL] RMWT’JÏTQÜ-(H’WJ

La (23) nos dará

fU-f)(-3(25) __ - 4 z
('1 3 “3,2

Por k1 forma de f, f(l-f) es una función de c1 cuyo máximovale
0,25, vale decir que f(l—f) puede considerarse de cuadrado despre

ciable frente a l. Luego (25') nos dice que cá/cl en el caso de
Dreifuss aun seria de cuadrado despreciable sin la restricción
(l-f)2<3’l. De todos modosesa restricción no puede, por ahora,
ser suprimida por haber sido utilizada en el cálculo (evaluación
de los determinantes). Para 02n+1/b1 se obtiene una forma bastante
más complicada (caso Q) cualquiera con tal que cumpla (22)) cuya
obtención y evaluación dejamos para el apéndice 5. Resulta, siem

pre con las dos restricciones (23) y (24): 'WWJa. D ! 'V‘. _. ‘

(¡5) É_ 4' a LL7m4I u* eÚ 8% 1X 1Hí«¡fgl
C1 ¿w'&1 i LUJ 3 Ïíñ( ' m“ H¿"W ’zïïí'ïï m[Hang-ff

2 - ‘ ¡uuh““¿'- Azmumu r" ° fi" _L’h’L (k1
guzman-Pi %)11Ï92'r-+»,2WÍ-(2M.%

En cl ap ‘ndiCeresulta íue en generalq; m“)2,«4pa1a a zona rcstringida por (23) y (24), (ademas se p “c que no sea p;¿71 o q.¿>l)- l

y que en el caso de Dreifuss se obtendría LÍ’Ï“*') ¿É f aun sini

restricción ((14)2451)
. De(18)obte

usar en la evaluación de (26), la segunda
Estudiaremos ahora la función c1 = Cl

nemos H

“'3 g'ï - Dize“
É Lo'U" _ 2

0 n33' D227 - — "52'.“ -
,' ' , l ; 2

. 9 Ass-5-3) - - -- -

(¿0)64: 0 “3.7.” “5.7.41 ‘Azwusrhxwfi?’
Bu*u¡’3 Eis7: __ A; - w

U)" _ l " ,(l‘i-I __ Í

08'3'3 1_—' HÉ.7.-‘—'-— " ‘
laz.“ (2M En.“ —'¿A Dr.«Iiút-(ï‘ñï.%)2— M



-25

Considerando el valor absoluto

(5|) ¡al4
donde A es el determinante que figura. en el denominador de (30),

y A4 está dado por (21).
Haciendo las mismasrestricciones anteriores que nos han per

mitido llegar a (25) pudde obtener

¡52)A: [(911-%)(933-(%%ï_lé¡3 Elmmum'gï.

y la (32)nos daria: Ïyg—a (,‘HBN_%_Ï7)' É LL
¡3

lo“ g (3%):
' -— 7

(33) 112.:alq- wz - BEL
Low wz 'Hgg-

y como con la aproximación dicta

«w L“) e =
(33') ¿{1.:(3, (1-9293... [ig/2:32 )Lowl w?Una.manera más gráfica de escribir s w

___.Q_.

(zu) c. z LQLLZ i

'Q; (Chao-¡L)LU wt
donde

x - Í \
7- ( %+!q)Dichï) :2C1.- z

Ufl -- 3Q __L ¿En
3 3 «¿JI

De este modo, comprobada la hipótesis C 9-31) ¿{obtenemos para
. . " . 1 .

una solv.01ón del tipo 1-; (v (A9,y Siempre que los parche
tros sean tales que se satisfagan las dos desigualdades restricti
vas (23) y (24). Los ccoficientes cy- están dados por (33) para
V=l, (25) para V=3. (26) para V=2n+l (n}l)_ y (15) para ï=2n.

_Notcmosque si en (35) despreciamos ' 7 frente
a q obtenemosel resultado 3 32*1'

7 ., 2 Z
oo "' “3

C;'3 5L
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obtenido en el 9 anterior pero. el caso 8 :0 (resultado de Zennecky

Schunck). -( .2.
Por lc. desigualdad RRJ)(<‘este desprecio serie. lícito, los

que nos llevaria a la conclusión que en k1 ZJna restringida por (23)
y (24) la solución de Zenneck-Schunckrepresentaría bastante eeertc

damente el valor del coeficiente de la armónica fundamental de la
solucióntotal hallada. = Ï Cubos);

En el caso de lc función de Dreifuss, la (35) resulta

(35')Q‘("-‘%Ï)=Q-¿(“La “(mi._ __...__._.._._—

ana“ 12-96%
el desprecio ah%rcnecesario para llegar al resultado de Zenneck es
de g ,___ frente a f, o lo qxe es equivalente

2 ' C32-3 L
_ 9’ L“ _z sXZÏ- frente a l, desprecio siempre lícito
3933 -- 3 ¡U4

para c ¿ona de influencia de lc armónica fundamental (zona definida
por (23) solamente), dada la pzrticular forma de f.

En el g lO veremos porqué es interesante poder prescindir de la

restricción. ]¿LEL)Z¿É ¡en el caso de Dreifuss, para lc discusión
de las fórmula ágienidas. Alli lograremos llegar a ellas sin esa
suposición, querremos entonces que tanto ellas comotodas las con
clusiones que se desprenden, vulnan para toda la zona de influencia
de la armónica fundamental sin restringirnos c puntos cercanos al
origen.

El termine entre llaves de (35) (aunque pequeño) vendria a re
sultar comouna influencia de la tercera armónica sobre la fundamen
tal(x). Habría entonees especie de influencics, interacciones entre
las varias crmónicusde ïj . Estas "interacciones" entre las dis
tintas armóniccs son sumamentelógicas desde un punto de vista ma
temático, debido a le no-linealidcd de nuestro problema.

Hemosvisto que dos fueron las restricciones esenciales que tu
vimos que imponerpara poder llegar e resultados interpretablés.
La primera fue la necesidad de limitarnos a ZJHuSde influencia de

(x) Ver & lO.
sz'
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la armónicafundamental(23). Esta restricción es bastante justifi
cable desde un punto dc vista físico, ya que dicha zona vendria a
rcprcscntarnos (por lo menos GI el caso de Dreifuss, según.veremos

en el élo) la zona de resonancia de la armónica fundamental. Debi
do a la no linealidad, es admisible qpe haya zonas de resonancia de
otras armónicas y evidente que en ellas no valdrá el estudio de este
parágrafo; así que ya intuitivamente se podrá predecir que se ha en
contrado una restricción que limitara el campode validez del estu
dio.

La segunda restricción hecha (24) fué necesaria para pdier eva
luar los determinantes, y es una restricción bastante másmolesta
que la anterior desde un punta de vista físico, ya que si el punto
B está suficientemente alejado del origen, (24) no admitiría la va
lidez del estudio en él, cosa poco lógica ya que el sentido físico
de resonancia, parecería másbien estar ligado a la posición del
punto B que a la cercanía del origen.

La falta de sentido físico de la segundarestricción se afirma
rá á. estudiar la resonancia de las armónicas superiores, ya que
mientras la primera suposición caracterizada por (23) se mantiene
de modo análogo para toda armónica, la segunda se vuelve cada vez
más restrictiva, limitando cada vez más el campode validez del
estudio.

Por todo esto, no parecerá demasiado aventurado decir que mien
tras la primera restricción tendrá "derechos inobjetables", fisica
y matemáticamente, la segunda fué hecha únicamente para poder eva
luar los determinantes, pero que (en un cálculo numérico por ejem
plo) podríamospor lo menosteóricamente llegar a evaluar el siste
ma sin necesidad de aquella hipótesis, en.cuyo caso se obtendrían
los resultados anteriormente hallados;

Esta sugerencia se confirmará de manera sumamentesatisfacto
ria en el estudio que haremosen los 9 y lO de este trabajo,
en los cuales abordando el problema desde un mismopunto de vista
fisico, pero variando un poquito el matemático, se obtienen resul
tados que prescinden de dicha restricción.

Quedaría así establecida la equivalencia de las zanas de in
fluencia y las de resonancia.
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Cabe decir todavia que si el aparato de medición (amperimetro)

mide el valor eficaz de nuestra solución (intensidad de la corrie n.
te) , tendríamos

“Jah¿VW-ñ z WZCyWJVWÏJ-i :C,
eliminañdose bajo la raiz los cuadrados de las armónicas superiores
por la hipótesis (ya comprobadaen ciertas zonas) de la pequcñez de

aquellas.Valdríadecirquela curvaexperimental ven
dría a equivaler a la curva cl = 01(Uo). ‘

Si consideramos la función de Dreifuss sin despreciar el H,

tendremos que en el A, solamente los términos diagonales van a

quedar modificados y obtendríamos
. _ 4- 7es") o” aiii _ ¿L(ui-M“ L

3933-4.¿4u‘lï ou)
no obteniendo ninguna modificacign importante cn la evaluación de

los 02m1/c1, quedandop.ej.

(23') C3 8,3 4'": y L' 3" ’qú
C. .3 L. 4 33 3 LUZ

quedandoen general afectos los ¿H y por un término aditivo
Ll/LO.

Veamosque significa en el caso de Dreifuss la restricción
(l-f)2 ¿É l: si admitimos 0,1 LL l (error de un 1073)tendremos

que deberá ser y _¿__—y* donde y*% 1,6. La tabla del 53 puede
darnos una idea de la no linealidad admitida por la anterior dosi
gualdad.
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ÉT. Generalización para A ¿o

Trataremos ahora de encontrar una solución de (l) sin hacer
:0. Si para ello quisiéramos partir de (16) pág. 19, nos hallaríamos

en dificultades por figurar expresiones trigonomótrieas de q, que
complican el sistema algebraieo.

Para más comodidadintrodueiremos ozul t+2 de tal modoque la (l)
se convierte en la

v.) Wï ‘J' 3 369:..92 H
t gí +3 + gun S Lou) ¡su e

Ensayaremos ahora m

(gb) 351m, z mas 9 +é.AU19+E(CVCD’UQ*S,MANQ)
donde 3| g;Ci (pg Q jg; S‘ e «5(MZ.chCDSVÜÁ'39 “NW
y consideraremos 51,82,02,S3,C3...,Sm,0m de cuadrado despreciable fron
te a c1.

El suponer sl de cuadrado despreciable cs justificable intuitiva
mente para 8 pequeñoya que antes la primera armónica de la intensi
dad era y cos (ut. +91) donde cosDÍ = O(8), pero ahora tendremos que

obtener y cos (tdt-+9“ = el cos G +91 sen 9 y eos Wt eosq —
- y sen U)t send: -el se:th 4- sl cosWt s1 = y cos ¡4 =O(S).
Este razonamiento debe lógicamente ser comprobadoa posteriori, pero
para ello hemos introducido 6 =00t «FW/2 en vez de Í” =u)t ya que en
caso contrario tendríamos que haber supuesto c1 de cuadrado desprecia
ble frente a sl para obtener un resultado que afirme las hipótesis he
chas, cosa lógicamente análoga, pero hemos querido mantener una con
formidad en el método y nomenclaturas.

Conprocedimientos exactamente análogos a los del é anterior se
llega a la ecuación equivalente de la (ll):

‘o. N qa

-C‘Z: 84/“¿MPG-ví): (-PC), Qw’wfiue)+
Y:1).I:O N

4-Ï Ï (PS, By“CDS/AQMSZÁCWOSY9469411; V9 ) +Yz‘Nzo V:

Kcy wye- izwsye) -_-_“meusv Low+ “LE,
TM?
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Igualando a O los coeficientes de cos y S y sen ¿[e y haciendo las
mismas consideraciones del E52nnmrior respecto a las ecuaciones que
provienen de cos iG y sen ia para i;>‘N obtenemos d. sistema:

k . N \?
m9 z) ¿9” _ 5; CVA“+33, una-“ ; Uo

. yr? wi.
2‘ 7 Lou)

©0399 ¿SyB,,,+SC,-LJ:JJIS. :0
29 vu F ¿L A I_ (“:4 N

(38)¿w ‘ z? ‘g' "2 5:; r" ’2’“52 :0T \'
mzozzasylïyfiácrufi gp —o

f ’=' n” \u)3 Y -

; ‘ N .' 2. <- '

MMO :7 “(‘Ngho‘ ¡“4; CVAun)+8SM+(¿)—Ï, “o9 x -' ' . Jr ‘U ’ 
CDM“:9 ’V¿Sysywx+Éíw- :0tuo.de 2N ecuaciones con 2Mincógni

Considerando comoantes las igualdades
' 1

(14) A2i,2j+1 = 332,741 = 0
las ecuaciones provenientes de senos y cosenos pares nos vuelven a

dar un sistema cuadrado y homogéno en las C21 y 821, luego obtenemos
nuevamente la (15), o sea

_ C21=°" = = S4 :000 = :002 = -C4 = ooo —
para i f: N.

Considerando (15) el sistema (38) se reduce al

wLQDCk(Bs1-"{J—”7Á)—SSI+C¿ “¡g-Fw :__.o__8' h)
3 I O

C0392 ¿.9 +s,(@..-_Lii;;‘)+928,¿.+...za
H" ' \ .«BH +-2 ,wz- +..=o

m) mías , ¡ú l‘ y (¿eggs 3%) Egg 2
w559 :> .<>s,'3>.;4«m«Larga-9L)l )+ :01 ' * 5'“)?

7

L _(r'h'ZIHs“¿HQ? C'gt 2Ai *'(\7Hl)“Hifi?” + 9mm“ "mm¿zm-(7:)
. F; _ '- r. .2- o

QÁW'Z'H PHJ) Skull?”¡+(?‘*‘);3É3'2;1Ï sz.+'(((¡HIBLM'Ï‘HszÏÏÜ *
F KV. 4 A4 :0

donde i: l,2,...m y donde m está dado por N/2 si h‘es par y N-l/2 si
N es impar; (39) es así un sistema de m ecuaciones con m incógnitas.
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el determinante de los coeficientes será:

me C; C3 rD3 C7”! 57'”,
Bu - a Av; 9 ¡3mm o ,. _

. 7 ,

C059 tLgJQg (3 ¡3.3 C) sz.+t.
U) l.

S

M1159 O Agg-(LQJ)1- 3 Agp-H O

o .00526

É\o \Z
u 2'“ -. . \_ muy ETT

Üb'ma‘ o 9.3.“ O 33.7.”! Á. k
“¡hle 0 “¿LH O AMIZHÍÍ|\¡ v

l ' 2.4" 82HIZ'IH’.

' ‘ iztïwf'Érm
Salta a la vista la disimetría de este determinante, donde la prime
ra columnadesentona con el resto de la estructura: por figurar las
B, en vez de las A, cosa que pasa en todas las demás columnas impa
res, y por figurar sus términos divididos por el número de orden de
las respectivas filas. Esta diferencia de configuración puede ser in
tuitivamente justificada recordando la "preferencia" esencial que se
ha dado a c1 frente a los restantes coeficientes de Fourier de la in
tensidad j . Nuevamentepodemosevaluar los determinantes 'sin mayo
res dificultades, siempre que los valores de los parámetros sean ta
les que se cumplan

(23) :LAii - 133 7 L, para todo 1 fi ymi

<2“ 2;; i 44 4P“
Con estas condiciones se obtiene

”“ . Z Í 7A: .¡-Iu.)°\ . _wa.
¡:1 - JH, (7,“)‘0 ¡HIZHJ ¡“mct.

wo{m —%>’-(nn-g%;)7)(Baz-(amm-Jamal)?
s

¿su - (fifKBn-‘fifi -(e.,-w¿)(nsgfi-3)‘)%í
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Para hallar (41) hemosademás supuesto 82' despreciable frente

a m.2.(gq'm_(%%ü?)z)(gmm{rar

Si A1es el menor eo1;1p1ementariodel término que figura en la

Hum

primera fila y primera columna de (40) tendremos

2’31 . c . 2, 7

A 3“ .\ ' 'l Luv. ' “Ei-Lo] “N-l "i .21 1 “¿UH (7'..."’W\) L 2I+,'1I+Í '2dlvu) I q wz h
‘ ' “¿É 4'") - 9.3 - 8.2 '

- - v . - '- ' u? 5y Sl A es el menor complementario que “¿Jorgesponde‘al términ de la
primera fila y segunda columna tendremos

rm

(U3)A¿:.E ng.a,l.+l’fik\f)(8m ¿zm kfiwffi
por otro lado de (39) se ve que

tu“) [13 QE (“5) Si= ‘EQÉ-0 o

Se vuelve a ver aquí que en primera aproximación obtenemos nuevamen
te las fórmulas de Zenneck para la primera armónica de j , ya que si
despreciamos los dos últimos términos de la llave de (4.1)(x) frente

a los dos primeros y el segundo de la llave de (42)(x) frente al
primero, obtenemos C‘ z U3 8,! _,

Low (a. —eBay-J 2

y S‘ :. h ‘ 7 ;___.;..

Lou) (\B.|“%—)9-;)+8w
si componemos, o sea hacemos

sl sen e +c1 cos e = y sen (\Út+d) y sen (Q+o( ¡JT/2) =-y cos
e 9+4)

donde 1 1': UCF+SF d : ’á-L (

obtenemos z __U_o____“_ _...__. u __.._ B \ ..< _ w

W Weir-+87 n
Lógicamenteel error introducido al no considerar los términos para

S
'\J

FJ

obtener estas ecuaciones dependerá de la función“) y estará sujeto a
proximadamentea las mismas discusiones rachas en el parágrafo ante
rior.

¡>39

,. Z

(x) Ambostérminos despreciados contienen factores del orden de
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Q8 Resonancia de las armónieas superiores

Este parágrafo forma un cuerpo relativamente separado del res
to del trabajo, y es más bien un esbozo del estudio de la resonan
cia de las armónieas superiores. El cálculo aquí utilizado y los re
sultados obtenidos son poco rigurosos, no habiendo sido mayormente
profundizados.

Hemosvisto en los parágrafos anteriores que cuando intentaba
mos extender los resultados fuera de la zona restringida por (23),

(24) deléffi tropezábamoscon la dificultad esencial de que nuestra
hipótesis sv,cv el (V)JJ no se cumplía. Parece pues natural, si
queremosestudiar la solución de nuestra eeu;eión fuera de la zona
de influencia de la primera armónica (por ejemplo en la de la armó
nica n) cambiar el ensayo y poner para seguir un camino estrictamen
te análogo al último método seguido en el parágrafo anterior,

. 7- U .

(a) W +3 3+ Siga“¿9 :Toíuuo0
t. N

conel ensayo J:ZCJwSVQ+SJ5UL79
1

donde esta vez haremos 2),: cn eos ne, o sea que supondremos los

ev y s! de cuadrado despreciable frente a en.
En modoidéntico al desarrollado en el parágrafo anterior

m W): Mi) J"“(2%?”
por la susodicha hipótesis, luego la (l) se convierte en

¡ .. \ 2 l

Ww,%Vgi1Mm+3A+24j,+ïl,)+gggm)“; me
tendremos la

m mw ¿esMmz)s,8(in+‘52)+ïáge+ïïz>69¿{ene
«o L wo

pero considerando que según nuestro ensayo

:J._:—mcm&wm9,8169:79ng
. ' m-‘N N I

ts) ¿th 2: y)», ¿vivan? (Vs),cm),
¡rn-H

‘ wn
K

Z , u ,. .

gw zzïemvebïa wwe)
ifrñ‘
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reemplazando en (4) tendremos

xv a” ‘54 '-F“Cn Mum0+ ' "l x _'\ _ _ ¡IQ

Ñ fiw‘ï‘wcywívín (¡San )+
b) «LgíikywweJe-sv¿muehtfig «md-SVXWQ);

: Mu9
Lou)

Poniendo como antes

oo w

m “Wwe: (Oy/kMilito,Wwe :ZRPeoSpQ
donde

QMMKCM)s: Lg'wu) ¿(“me WM 9M
kB 17-2

p'm'f‘k“)7- W‘Mun «¡Bud Wdeo
H

tendremos m4 N N
w , M ' _ K“s CDM/8

. mon: (DIMLwlp 9 tdQ‘éÉDG/í“ CVKDMQ‘Fá‘,y )+
3'- '2 "l _

*S¿_\va\ v9+3,Muy9) + va9-%rcm>/O),
Í .

n: — m” ¿“3' “N N
mC Ï‘; 073M(kw/uQ +ÉOKEFCV LtMU}:9+-:_Sy@u

NN ,

W e) +5Ékcywwm-Svmyeïwgzü www¿mel Q -y

—. 0...,0 un 9
Lou)

Separando los coeficientes de cos iO y sen 19 y considerando como an

tes el sistema proveniente de hacer 1_<ï iii N con los mismos comen
tarios del parágrafo anterior respecto a”las ecuaciones no considera;

das, obtendremos el siguiente sistema:m. .

Ï- « 2W e ‘ r.135"?D‘on‘ *_SS‘ C, :1É
N 4_’.'\H u)" Lou)n .7

005922.9»!www zo
I 'Th' ' x:

W 29» -"‘C‘m@:en-w2'2_C kb“ 93:0
LL.

k ) y?”¡0 ¿3 “1‘” 7
'w'flgïn? 22.8.) Qvg+6C¿ s Q9

. i . ' ‘ w?

+897+

.353. :0
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o,

fh‘tN ‘ Í 7m1.(9-:>_mCm
. 1’YH‘ 1., ¡

N .
‘ '=_-. . 2 _

k0). z24-8):Qv‘¡4' _%‘ZZ

donde La É; \ É; ¡d

Ahora debido a que 005110 es una función par o impar de cos G según

que D'sca par o impar, “¡(cos ne) por ser por hipótesis pir en cos ne
resultará por ende per en eos e para cualquier n. Luego podremos dc
cir:

Q2j.,2j+1 = P2i,2j+1 = o

Las ecuaciones de (lo) provenientes de senos y cosenos pares me
dan

(ll) . °2i EO
por ser un sistema homogéneode N ecu ciones con N incógnitas.

Si n fuera par obtendríamos cn=0 y como se ve rápidamente de (lO)
tendríamos todos los coeficientes de Fourier nulos menoslos de la
primera armónica. Esto lógicamente contradiría la hipótesis hecha so
bre la preponderancia de cn frente a los otros coeficientes, luego
sabríamos que el ensayo hecho con n par no nos daría resultado algu
no que no tuviere contrcdiccionos con el método usado para hallarlo,
o sea, no hay resonancia de armónicas pares.

En el caso de n impar, obtendríamos el sistema:

“ug ¿(‘ÁPn-UÉÉFstCg +....+m(.m0w+¿ :Q-L
. 7 . L

COSQQSC‘A-gfl‘(¿-Mysloflr +540W+ a 0qu
_ Ue: ‘- \

W193C1P3H-Cst (913-75) , ¿Si +cs. 935+._.+n_;_cq.QW+. : o
(0539- Q M ‘ t d

2) ' ¿5043+? c3.LS3(Ogg‘ )+S;O__25+._4-5423.“ :0

's.€ún9;>c«Prn 4-(‘510'42 , P .1 u) V7 -6g lr. U : O
‘ 3 S +6 ( mn (¿KLM

CDM9 áSJle 0.113%-+Cm; F34 0mn_(guy_:2\)¿)+ :0
' l n ’ l v ¡ ‘ ¡U

'É?5)Ï}'ÁLSÏ4 :.®,
ML“9:DC¡RA.*’C3R3+ +(m EDI'm-F..

COMQ¿gabglogj .+5MOM+_+gl(@';_,|

'|::25_5. nnw12,ññ4‘2 "J

/\ f,
‘V
fi;

(
;;C,+- 1:1)
\
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sistema inhomogóneo de N (¿CIBciones con. N incógnitas.

La matriz de los coeficientes del sistema (12) considerando las
c y s comoincógnitas y las P y Q como coeficientes, aunque estos ¿1.
timos sean funciones de cn, o sea de una incógnita, será:

PC! ¡a S' C3 S3 C‘h-Z gm-I c4: 5'" (vw? 31H
Mg n‘ül' 'S o . ._R'm‘2 o m0") o PLÜH-Ï.0

7,

Se 8 Qr‘gfi o Q‘S ‘ ‘ D Own-2 o o“ o QÍMI

39 Ph D 033 913)} ’38 [DZ/".2 {32'03" o PV“? o

39 O Q3 É. Oggülík)? \ .0 lewz 0 Q3,“ (3 09m:
I

. ' v '

| b Ú

"Ag Era-2, 0 P“ -2.3 o en Jm-z Y - map .0o Pm-vn+2O
HM o Om.“ O am-) Sl ' EH'ZHD. “rw-2 W 'n-2_ . ..
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¡'19 pum Ü Pm} 0 " Pm-),’w 0 0mm"%\2 va; Pavo-H
\ Qm- .. o 1e o 0.,“ o z om-)¿mw o
V00 PNH'L!O PMI; O pm”, 0 m__;2Q

U} .7

bmw?Mïm O Pn+1,m‘2(""“\
x Q
m-I'Z

39 o Gan-¡2,1 o QMZQ’“ o Q'“*Ï.“"7 o Q'MÏ'“ S”

‘ v ‘ " 'h+‘¿ 2\ t ¡ | l
l n -nu)

l . l c. q . I Omz'wz
' ' ' 1 Í ’

El determinante A de esta matriz se reduce al (40) del parágrafo
anterior, si hacemosn=l.

. C

81 llamamos al menor complementario en la matriz (13) del e
lemento de la primera file. y de la 21-1 ¿sima columna, y Q\ al
del elemen 1 'x - ' o ‘ " 'to de la primera fila y de la 2L ¿Sima columna, tendriamos

‘ C

ULA = .__._.VoQ; 9'. = :92 ei
LOU) A. La“) ¿5
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En (13) se ve que para. el ámbito de valores de los- parámetros
para los cuales se verifiquen las restricciones:

2 '7.l 7 ‘ . <re. ¡n
(5) ¡«wwwugz>4, MOP/L-\¿)¿_>,,1 pi ¡Lt#41) I.
(relaciones que nos definen lo que llamamos en el 6 zona de influcr
cia de la armónica n), y

(16) way Q/uy de cuadrados y productos despreciables frente a l
para.” y , y si además suponemos (S tan pequeño de modo que se pue
da considerar (17) S despreciable- frcnte a la unidad, tendremos

A3:,”mi t 9.-.-—XO; —(%;)"JÏTÏ(P.J(firm; 4%?)

[(Qmfl,- 7 _(Pm,71m-)'fiwï) i'm_¿-

{9mm-(% rur, (“147.”)*7 -(%%u))2)+Qn‘nÜPM’N)“(m0-?)
T

(vaZm-M -tpmnlfi rhfijwfxomi 'Zl'hi-Z'(ELHÁ‘LÜY)/

(¡3)

¡

{Oman' m pm-7]»fiifiïhzfl'omm —2Pmm-ÁÏ-¡Z'ZXQm-¿’r'\

W] Í
Estudiaremos el A; _‘

1 .

'8 Q.‘\¿í)_9z o 003 o omvz Q'm
x, 2 (‘ 

py o P};- JÏÁ 43's PSIm-z O O PEM‘
. z ñ

o 0'3 \ E) wSim-2Q3".¡o
‘ y | I s l ' .

. -¡‘J)a
m) bcn; gw O Pm“ " ' '81?” (IT-7)“; 0 8”.“

Q”. s O S " "LU;
0 u ,73 Own-4675155 ‘24»,0

pm O Pm; {Dm-7,!" o 'S. PmflH'Z“

O ON“, o o qulm Om,ru_%_:D _.

pmájlq O PrYH-2'; — tZ O O a"
_ c a 1

c ’ ' I
l .
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Este determinante es más complicado que los anteriores y para eva
luarlo tendremos que proceder en manera más burda de como se ha he

cho en parágrafos precedentes.

L‘nel desarrollo de hay dos términos que saltan a la vista
como mayores y que vienen a equivaler para n = l a los que se han v.
tilizado para hallar las fórmulas de Zenneck. Pondremosentonces

N

c / ZN )-| , .__l_..'\e) Am«‘¿ïHOo-a)msn-Et)msgid“ tw)
‘ .002 |uJ

Utilizando solamente el primer término'de A (cosa también hecha
para n = l para hallar las fórmulas de Zenneck) obtenemos

m)cmrlaw "9? Pm
1

k

o“:wei;
. . . .| ‘ ‘

Sl con51deramos que para n = l, los dos términos dea: se confunden

7x

Í)

ya que representan el mismodesarrollo y que PLn habria que consi

derarlo como P11_ 00'07.-y no como P11 (cosa que se visualiza fácilmen
te en el determinante) obtendríamos las fórmulas de Zenneclcpara cl
a. las que llegamos en el parágrafo anterior.

Para. g : O m_) pl.

R T, "J H-7. Pam _ 1(m cm ; o í A' Pu-{tTvfi-Jffig;[www].
L u) _ o° Ómm‘

En (l9) se ve que por las restricciones hechas, el nvinerador es

sumamentepequeño,luego en puntos no próximosa an ten
dremos que cn es muy pequeño.

Lógicamente para que este resultado tenga sentido, ¿9.3. debe ser

tal que el punto an = ELL\2 se halle comprendido en la zona en
la. 013.211se cumplen las rírt‘gi'cciones impuestas.

Conviene hacer notar sin embargo, que para las funciones H} para
las cuales habíamos obtenido las (22) en eléó, obtendríamos con. es
te ensayo (ver apb í) si‘“

“e - ass +(sita un+-(%a,H
m)RWK23-. 0,1»

K

M pdïLWcmmma‘Bde; q=gïS;W(cmcme)/müede

t



y el decir Ruy y Quy de cuadrados y productos despreciables frente a- 1 MJ

l equivale a groso modoa decir ¡:13)'w¡"f3 .ll
despreciable frente a l1

cosa que lógicamente se cumplepara'un intervalo talto más restringi
do alrededor del origen cuanto más grande sea n. Eso quita casi to
talmente el sentido práctico a la zona resultante, pero cabe el caso
qud para otras funciones Mi que no cumplan las (23) se obtengan las

P v y %hm,con.las condiciones susodichas.
Se ha tratado para la función de Dreifuss que cumple las (23:

hacer estudios para valores grandes de la intensidad, pero se lleae
ron a hacer solamente ciertas consideraciones con muypoco rigor te/
rico que mostraban una resonancia, pero eso era solamente factible
para valores de al no muypequeños frente a l, cosa sumamentemo
lesta y de poca trascendencia ya que para que estos estudios tengan
sentido, es menester poder suponer el N tan grande comose quiera,
para ello es conveniente o mejor dicho necesario que en los resulta
dos y consideraciones finales no figura en absoluto el N o que figuu
re en forma tal que para un N suficientemente grande el término en
el cual figure deje de interesar; de modoque a menos de los proble
mas de convergencia que quedarán pendientes, se podría considerar
N ——a;

Nosfalta verificar una hipótesis importante, y es que ci/cn y
si/sn son de cuadrado despreciable frente a l.

Los sn son O(3), luego no nos preocuparemos de ellos. Tendren
C

con el desarrollo análogo al hecho para Zeus
N f\ l mal)“, _.,

1“ Ag : 17 ' — E9°\2) k m-'U).\Z , y Z ' _ _“ ‘ «(un “m eMILíLM-ïssw P
N x 1 JA";

.-- | i: \-7.'>-?.N+e:a el >th+22:thPm
t tu-i’ ”*‘P-‘ 3;? V A Ibz m1

(233) ; =(O,h 32‘?“4%)?LR;)Ï(PH.L:ÉQ&Em "‘U ,n_ _ _¿ .___

Sika fuera tal que estaría acertado el considerar sólo los primeros
terminos en (l?) y (20), obtendriamos

l . _ C n-Z I _: _

(26) 37% :[Q'mm_(g_g(_ï))2);1'zl\íï)i PJLHZ

y si consideráramos solamente los segundos
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(cel ¿40%-¿931 Pm x
‘ “A ) ¡”Tv kHz-(2+3)?

(24),(25),(25') y (25") son para valores de i tal que i <‘n3 para

-"T\

r1

iu> n se obtendrían otras fórmulas. En vez de la (25') tendriamos a
\- , . +2

2h) c', _ ¿3221PLN? 2:63" amiga"
\ 3"" tz ¡P‘ - (LM-V)¡Yu/2\ JJ
y la (25") no cambiaria.

La (25) nos muestra que ci/cn = O para iq; n y para Clnqp:Gááff
o sea para el punto de resonancia. Pero la (25') y la (25") muestra.
con más evidencia que para puntos no sumamente cercanos al punto de

resonancia (para i<n) ci/cn crece muyrapidamente. Para i > n,

ci/cn ¡t O para an = Q#%)Z‘,y está dado en ese punto por la (22')
que muestra que por las suposiciones hechas, ci/cn es efectivamente
de cuadrado despreciable (esta vez aún para puntos no tan cercanos
al punto de resonancia, pero siempre dentro de la zona de validez
de nuestras hipótesis).

En resumen hemos demostrado: Para el ámbito de valores de lo: p:

A
rámetros para los cuales se cumplenlas restricciones (15),(16) y li
hay una zona de resonancia de la armónica n en un entorno del punto

an = 21232 en el cual en está dado por (21) ó (22) y las restanmu)
tes arm nicas por las (25) para i.<;n y sus correspondientes para
i'> ru El ancho del entorno de validez de nuestras soluciones está
dado por el ámbito de validez de las antedichas restricciones y por
la condición que las (25) y (26) sean de cuadrado despreciable. Esto
lógicamente dependerá de la forma de v .

Puedeextenderse ahora la crítica hecha al estudiar la resonan
cia de la armónica fundamental, sobre el sentido físico de las res
tricciones utilizadas.

El sentido físico de la primera, vale de cir de aquella que nos
imponehallarnos en la zona de influencia de la armónica cuya reso
nancia estamos estudiando, es fácilmente accesible. Es lógico supo
ner que el estudio hecho no valga en cualquier lado, sino que haya
algo característico de la armónica considerado que nos "defina" la
zona de validez.
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La segunda restricción, vale decir la pequeñez de Buy y'gp
puesta por el cálculo para poder sacar resultados interpretables. En

V es 1m

el caso que la función. W, permita utilizar las fórmulas (23) para Buy

y Q»), vemos que esta suposición es tanto más restrictiva cuanto mayor
sea n.

Cabería, comoantes, preguntarse ¿ es esta una restricción con sen
tido fisico o es solamente una necesidad para facilitar el cálculo ?
Esta pregunta va a ser contestada para la resonancia de la armónica
fundamental en el caso de la función de Dreifuss, y creemos por lo me
nos que utilizando el método del próximo parágrafo, para la resonancia
de las armónicas superiores, se podría evitar dicha restricción en el
estudio de esas resonancias.
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QSL Nuevo método para la resonancia de la armónica fundamental

Si dividimos ambos miembros de la ecuación diferencial

o Z \ \

u) wj+ïj+.y.gíidt:Ll/T«bwwtu’t.
, U

por NJ y llamamos 49(Í):__iu obtenemos la ecuación equivalente
. _ VU)

j+
A primera vista esta ecuación parece más complicada que la anterior

por aparecer la función.(b que hace no lineal al problema en varios
terminos de la ecuación. En efecto, la resolución de (2) en general
resulta más engorrosa, pero en este caso, al utilizar la función de
Dreifuss, en cuyo caso tiene un desarrollo de Fourier sumamente
simple, se despeja sumamente el problema. No obstante esto, comen

zaremos a estudiar el problema con funciones gb generales, y lo ha
remos hasta donde creamos no demasiado engorroso hacerlo, dejando
señalado luego el caminoa seguir si se quiere utilizar otra fun
ción que no provenga de la de Dreifuss.

Utilizaremos por ahora un.método exactamente análogo al utiljve

do en el g 6.
Comoentonces, consideramos un argumentok9: d que nrs»,

permita agrupar los ténninos de cos UJt y sen U)t de la solución
periódica que buscamos en un término en cos (LUt +4X ). Escribire»
mos entonces

(3) ‘i ; c. om \P +%(Cv (DBV\P+S, ¿UU/W): 34+Ïgdonde14;C¡ z
Supondremosnuevamente a los cy y s\¡()¿;2) de cuadrados y dobles
productos despreciables.

(u) 43(3):4>1(ïv+32)=á7(34)+ ‘12
reemplazando en (2):

e i.n‘7+s(_4>(v.)+a_dsgtw:1?)(v.+1)+w..ï(<bu)+d¿0g>3,)

{(‘LHJdr; u¿(¿>(y.)4. HIM”
y con el desprecio sungÉCho: i
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(6)sin”?5WM“2)*'gw + ¿“MMMát+

+ d ¿g(¿aafin“) uangygpmom)
Reemplazando (3) y sus derivadas

¿”2‘[-ch MMM) + ygngyxp)+.S¿?Ug)%.(CVUJ5)/\1P+SyWW)

(7,)+ S(2%?)¿me ¿(cycmfiuy mNHslfiaÏ ¿Mi

(Eje-mw 45.);MN) +95 ¿(3%)c,W:Z(cuw>v"+€yww€

: ist).¿(3Mwa www 4+ gg 9+417.)¿(cuwymLow J É!

+—s,uuy<9)(«AMM + MM?wm)

(Comoes lógico en (7) y subsiguientes debe sobreentenderse 81:0).
Considerando que = 01 cos

d ÏI) A Ü 1
d a z (¡NV37.: ¿ÉZILÑ

y d 1013 39.122sz 4
7%? ¿7%? a“). DW

_.._.—-— __.

C,w

a) igglfioM’:} Páïlfiuukpzaá
Reemplazando (8) en (7) obtenemos N

"É (’ch WVW+VSyw5V“9)+>SÓÚÜ7,Z(CycmV‘phS, WW?»

b . N . . ' Z N c , _

#Sa 5%ggmivthsv wv€0+wwgcpï‘:(.5.uuymsí;
N .

(CI)(,03VK?).. mzkycowkhs, uan/W): (¿www
(.01 Z N Low

4 uu «95mo!)+ 9.9.0030!El ZkycvaSyáW‘P 5-
L DC. 2 L w

N '°

j; (mva+3,wwLP)
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Llamando .1

a wc.) ¿Jiw.»mmm mw

QWWÜJ): Mim“ «mm/bm.MW“?

y volviendo a, suponerq) (j ) par en y por lo tanto par en ‘(7
y además pcríodiea de periodo 211', tendremos los siguientes desarro
llos en serie de Fourier: Do

«o "T . .1

a)X)J@_-;Z;_Py,“ (LH/“w; “VMy(.021).!!! Y!
ademássiendo Par- on Q ;BÓID‘Vseráimpar enkP , lue
go siempre admitiendo los desarrollos en serie de Fourier, pondremo

ga ‘lï

a???¿myd), ( (es v‘ouu’1‘0d‘MAfiJj/uLP

3% up“y Lp: ’30“VLOCMIU ¿CS/u‘p
pero integrando por partes:

T. , T, .

¿Tíír 23.51%)” MMM-WWL: (PWM’HVLPMUpw-jLLÜÁÚ‘p¿n

(m ¡“Ü M: VLC/¡wwwPy};

gg 003!Wo 1'ng yQ/AÜL‘ 8411):!“ Wap

Muy‘Pzíj ¡1.DW-Va”) upr
PorotraparteindicandocomoPém= dim)? ____

.. Á I nn Wi_ O

375."www?- ‘E-Wq) :‘á’ PQ”Lei/N);

MuvtD:Z 0:,“4me'30 °

m3

(e)

Reemplazando (ll),(12) y (13) en (9) obtenemos:
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N - . . N O”.

-É ¡'—1)CV">QU1V‘VJr-VSVLDÓVW)ivgázjwtfw (Jove? +5VQ/Plyluuml
' xd ’ -/ 71-73" V j ¡A 0

43€; ¿goku CDS/1mah)“Qy/J/Hu {-537fy/¡uvu“.
‘ \ 7.N J fi 

+%¿6),,“MMM?)- {CJVÜVF¡1¿”Hui/Noi no fin.
" " ‘ '9" . ., í A (¡1

--1/Pv/J)UÜS}U+°J .- Fáqu 20:97,wbfld'tf‘íá) uud 20.62.!”WMN
N Dv ' , , ' Lp U ADJUV'J“:‘_ , _ JU «,9. __.-..'_-¿. L

4-gg (¡>80! yP/¡4w5/ILQ+SVO3)“á J}! J Lau) C. z 0Lou)

(Cs/(Y(ly/17"va) WM Lp4*SvUL -—)’ (04,1}

Separandolos coeficientes de sen ixp, y cos if' para i=l,.. obten
dremos un sistema de infinitas ecuaciones con 2Nincógnitas «V,ci
Si).

Considerando solamente las ecuaciones provenientes de i=l,2..
N obtendremos un sistema de 2N ecuaciones con 2N incógnitas que
trataremos de resolver. Son factibles iguales discusiones y razona
mientos, sobre el hecho de no considerar las otras ecuaciones, que
los hechos en el g 6.

Nuestro sistema será entonces:
‘1’. - Í N

MMA?2) —(,¡+-SÉ4'_S,)QW+SC"ZSy
7 N _ u N

,97?¿(VUQVF Ria-¿Lg? o.»uu bl+ (mv-x215,;
u- ¿ V) LOU) Z
I N o

¿32W-89? “JJ-9‘ 2;. CV(O\/1 "VR/I)u)(,
-\ N ' P N "¡N. C‘to P +w.’ s -P ‘mwggï'cyfifioqz uy! wgfiLPm utïfig,

l _. Imw-va,>i M (mas. ia
N l La“) Lou) 2 La“J

Z2 (ÚVKVQ“ r PMI)

1' 4 ‘

J ‘ N I ; "2 'l

“M ¡“kk-.7-mcv\+g:SYQVffl+8029) Oyrn+ulgïg2Qu) 1 y Um“
z N.

-LïïaïgcytyQV/n“ m P110“):gg...uu X Q‘"'*"Lj_ ¿MDLLou) L 245
\)
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N 'V o0 Album Pl - ___, , . C .- ,n

ïïs' “VMw "c7 “¡t-yo” y”) N e
. P SE-‘Pl + n.ZZ<V‘P-Py_\

(LDMYHD;msm ¡r C); ¿smiwchzï C); ym 1.:; 0m NNl.
1 N _. U " _ .' _ _I_

"r’DVM“yPIM)2%. P1""+U0 En”;l ohi

., 93 wie! Ein/(m Own-V Pm)
LM) Cl Z

Por la paridadde se tiene:

“a P1523” 1' Oiga“ Z'Ü
Las ecuaciones provenientes de senos y cosenos pares de (15) se con
vierten en un sistema homogéneode N ecuaciones con N incógnitas; la

s oy c 9 para y pares, luego volvemos a obtener
(17) C21 = S21 = O

Este resultado era de esperar, ya que las soluciones exactas de (l)
(2) deben forzosamente coincidir por ser (l) y (2) esencialmente ide
ticas. Comoel resultado que la solución de (l) carece de armónicas
pares era exacto, este mismoresultado deberá aparecer también como
exacto en la solución de (2), y efectivamente eso es lo que afirma
(17). En cambio, es de esperar que los resultados aproximados ooinci
dan sólo aproximadamente.

En (15) se ve fácilmente que si 5 = O las ecuaciones provenien
tes de los eosenos impares son satisfechas si

82141 = 005 o! = 0 (i = 0,1...)
r‘

Si suponemos J pequeño aunque no nulo, podremos decir

(18) 521.“ = COSal = MS)

N rx 7. N ' .-c +S¿o< Cv ima -c yO -Py - 4-U3 - 7;-c»
\ u)?./T. “"7. Yl 4\ —-——La :(On z

El sistema (15) para el caso particular b = O se transforma en
2 lx

L

r H N \
3x v "1 -uh ' -. 922.111.. Q ’ (-4 Agá-¿4_('\. gy»l'21¡S— i

u u.) Y 0 .

vb) i : : -' «a; ¡
' f4. N a _ ‘

_m( «HMS-C “Í: ""Ñ q "m ¡"mi:4: í -3

:¡ I o f {Voy/{1' AHF]
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Bstudiaremos como se reducen los QA“y Pfinj en el caso de usar la
función de Dreifuss.

W} .—.Wu ¿2M= “fWH}
\

Sl introducimos ahora la incógnita adimensional j en reemplazo

de jrïo tendremos la misma ecuación.diforencia1 (2) donde en'vez de
C crá finvra if n e _ \' k a 

Uodb o. on’ o ydod -Ïíïj?‘ (bfi)__¿+j2
De esta manera los ci de este parágrafo serán adimensionales y

corres onderán a los - = c- 1 de los anteriores.1 1-0
(Mi) :-4+--1ï"eo524’

JM. HC.’ UBÁÉE?; M93. .07' u 4CH», ( 2 ) a +3.“)
Pmm =figü=)w3’m L0003”“?(N)al; nai.) rm+4;)‘thSÍ'M-"WLM

luego

..
n .f. .1 t ' -I’

—.—¿En ( 4“¿7+ c474ZWMMM‘ +m)w+@(m—m)d)d3nSien o m n enteros DOSi ivos ”" '
y ü t y SWWW‘ 4 nn;m

W

emmz(4+¿nm g; ¿(“www-mmm
í 7 ’t --n

4 w] Qltpcoótrm-mypd‘p
luego obtenemos q

2 ‘+ gi: si m = n i l

( l a1 +327 m.m=11=l
(41’) Pmm). 7 L4 . .

.._.Q- 81’11-n': 2

í H en caso contrario o sea si m=nt-(D ylzrnl r2
De igual manera

Qmmz ¿[.¡(ÍDÜrMu mm m WW :ïií.í_fi@(‘1,)[cos(rm—m)<fi—
a“):

W-r.

..g;: (¡Bcn 2kpíigfi («via-«1)QJALP J.
“n m



I, :hugí &.ma:rTI*/1
A

l_\+QÉ’; ¡sb/WH“;
u

1g; y l’rnvml .,. i)
u

:3 O en caso contrario, o sea si mm y
¡m - nl e 2__ . 2 .

Si para mayor comodidad llamamos Q = 1+ ((1.1; A: l + of} B = el,“ cons1
o (17%y (17 ) d.,sistcma (16) se nos convertirá en el

“figure o)- cs931%B= frita Q“ “¿W
7. _ 7 " ‘

(¡(22,8 ‘(3(3*%%A)-Cg%i8;igfi18-2—&5.5 k Cl l
LUL

-1 2 Y - '

w<4
t "O'o É .

. 7 ' 7 ' e ¡j . rx

cM-¡(Ï'ZL‘Éng) _c («1-1191 Lc, 2m; u) -Hb Zs
(¡1-2 uu" m "fi 1.07%] y”? fn+2 {fz'Bv-‘ÏJ

I‘ Í [(m-J'Cnn)

Es interesante observar que en la ecuación do (18) de orden i, además
de figurar la incógnita c1 que está representada en los coeficientes
A,B,Q,etc., figuran salamente las incógnitas ci_2,ci y ei+2; ósta es
una gran vaitaJa sobre el tipo de ecuaciones que se obtenían en los an
teriores parágrafos donde en cada ecuación se hallaban todas las ineóg
nitas, si deseamosresolver (18) por métodos de iteración o por reem
plazos sucesivos de soluciones de una incógnita en función de otra.
Ademas si demostráramos que aproximadamente se puede obtener una solu

ción satisfactoria usando solamente un númerodeterminado de ecuacio
nes, esta solución no dependería en absoluto del número de armónicas
consideradas(x) ya que las ecuaciones consideradas no quedarían afecta.
das al introducir más armónicas.

En los parágrafos anteriores tratamos de evaluar los sistemas equ:
valentes a (18) considerando a Q(cl), B(c1),etc comocoeficientes, con
lo q1e aquellos sistemas resultaban algebraicos y lineales, obteniendo
luego el resultado por el método de Cramer. Eso era casi imprescindibl<

por la forma complicada que tenían las Pmn y Qqnncomo funciones de c1.

(x) Con tal que éste sea mayor que el número de orden de la última ecu:
ción considerada paraobtencr el resultado aproximado.
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En este caso podriamos el mismométodo,pero por su facilidad
oonvendró antes reemplazar en (18) A,B y Q por sus valores en funció]
de el, con lo cual obtendremos un sistema algebraico no lineal cuyos
coeficientes serán ahora parámetros que no dependen de las incógnita:

Este sistema será, llamando Vo = UOÍLÜÏÜQkU2
Z L 7 , - 4-“) un. _- u) 4

(A e“ (SÉ%C¡:V0“4%.L¿;L¿)
3 I 2 Z . 7. 2

C U9 ' 3 ¡un 1C c ¿L z __
4’" -- -+--L — — C cC

3(' 3 Mi. 2)) 5%? oC"V°’«‘ï" 43‘s“
Ó

U

Q 7 -e 7 2

lc3c. 92%..04'3- \).C:Fgr?<5;c,=Vo¿(CH
. _' _, . J .

J4.1

2L21:3(: 7‘)? U}? —- I u)? l 2nm+3¡b)z 1. . fi - v ' -_ . ‘ l C.

:vt') %L(Cm-2—cm+¿). l r
i

Nuestro objeto será ahora obtener de (19) ci en función.de los pará
mctros(¿fi% y‘Vo y establecer cn que ámbito de esas parámetros las
correspóñddcntcs soluciones verifican las hipótesis supuestas, o sea
que las e), para L@;22son de cuadrado y dobles productos desprecia
blcs frente a cl.

Intuitivamente y también en forma rigurosa en las fórmulas puede
comprenderseque para ciertos valores de los parámetros la influen
cia de una detenninada armónica será preponderante frente a las de
más; comoes lógico si esa armónica no es la primera, nuestras hipó
tesis no sc cumplen.

Comoobviamente nuestro mótodo de estudio se reduce a zonas de

resonancia de la primera armónica, tendremos que rcstringirnos a lo
que hemos llamado zona de influencia de la primera armónica que en

este caso está dada por los valores de Qfil y de cl que cumplan que
. "1 (U .

2l4-4—Kï%0_')13.i(4+ («34)
(K)no scan p2qucños, o sea por ejemplo, no menores de la unidad

. Z

x) Se ve que dicha restricción equivale a decir 3-kng1(4#lhz);>47m Ü



Esta es una restricción lógica debida al método, pero en el esta

dio detallado del a6 hemosvis to que esta restricción. no era sufi
ciente para obtener resultados interpretables, o sea con nuestra ma
nera de proceder obteniamos resultados que eran veridicos sólo en cie
tas partes de la zona de influencia de la. primera armónica.

Es posible, sin embargo, que usando otros métodos de solución de

los sis temas de ecuaciones planteados en el 6 o aun con los mismos
me‘bdospero evaluando los determinantes con procedimientos más suti
les se detengan otros resultados o eventualmente los mismos, que sean
justificables en zonas más amplias que las anteriores.

Comoen los parágrafos anteriores no se entreveia fácilmente o
tra forma de atacar las ecuaciones, nos hemos abocado a este método
que en el caso de Dreifuss es sumamenteaccesible. Es una gran venta
ja que no figuren puntos suspensivos en cada ecuación de (19).

La primera ecuación de (19) nos dá (tomando los signos de arriba
frente al Q2 )

Lou.) .fi 1 1 - 7
.- 92 CI I w;

0.0) --Vo : EMifi+fi)K3C' s El?
4*- 93_.. C C. _

Desarrollando en serie de Taylor y no considerando los cuadrados de c

u) ————" — i +- CC" --=‘ “seem-é- 24W“
“U - '1 1 .¿— z“'4 cc,¿Inici‘*%l“tl+93°'rz%hwie*jfiïí

L, W l P L4 q)

C q, Z c7- CC'u-_. A—-J—w¿ +33]
I‘llïv fi<fi+ï)+ Ziugfi) L"w 4 H);

“ki; L4
Esto se puede escribir

donde ahora
1191-. _ 4 2 d?

m) Q; 4+ mmm); Á'ílñl?7(1+ï7‘);
MCÍ‘W,

14/“ECC ¿
P

3

Va

‘04.» W-oï'ÍuJZ’

4-1. ?(4“th “9)
7ara el punto de esonancia

Comoes evidentesi sepone Á/ -42 QC;. . ‘ 4 '
relac1ón que es satisfecha por el punto de resonancia2 ya que, la prime
ra ecuación de(l9) dá U0 = O, se ve que (23) nos dá

Verificaci n
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A
Q s- 4 z

" 2 ' 1 ‘c
A.L-CCA-LMLM} c -C {Julia}.

LI (9“.94, ‘92“; Huá- Jgá 4 ¡A '24“:
i q‘ | 2 fiZ TTF“ 11924. -5CC55 'C!3____- ' (zm -- wzü 13 44-75.¿(“c3

q
resultado efectivamente esperado para el punto de resonancia.

En (23) si consideráramos Á (¿9: (“tg-¿4.2.144 cosa justifica
ble para varic puntos de la zona de influencia de la primera armó
nica, obtendríamos

l. + ¿l 5 . .. 4
q; /_;'___‘ ¡.ECJ—;.;.)_-_'_-_ -Á'É-gl; 4+C‘7zccz

u L4 “""z

La fórmula (22) es la que ahora vendrá a substituir a la fórmu
la de Zenneclc, ella es rigurosa, a. menos del desprecio de los otros

términos del desarrollo dc Taylor de 4’ “€3.55?! aparte de
los considerados, y no depende del número armónicas consideradas
Lo que depende de aquel número y lo que va a ser el objeto de los

estudios u?_-sriores es el 0.3 = c‘3(cl) que aparece en (23) o (24).
vamos a tratar de hallar c'3 en función de c1 y deWo U) y vere

mos si se cumple la hipótesis de que 03/01 era de cuadrado despre
ciable frente a l. Comohemos dicho, impondremosla restricción

'Z z
(Qu') Í4:3—¿—&‘¿L(¡+C.n) >11x l.) L .

que limita la zona de nuestro estudio. Quela desiguladad anterior
defina la zona de resonancia de la primera armónica, estrictamente
hablando se comprobará sólo en el resultado. No obstante (24') es
sugestiva aun a priori por ser análoga a una de las desigualdades
que necesitábamos en el gó, para obtener resultados que verifica
ran las hipótesis hechas.

Comenzaremos suporfndo c5 = O o sea suponiendo que hemos sóILo
considerado las 3 primeras armónioas del desarrollo de j . Multipl

cando la primera ecuacion de (19) por ola/4 y restándole la segunda

multiplicadapor(4+ _ tendremos:q

24143....(4L92 ¿(«AL-“¿Msi-C3K)(HSÍ-QJJ:0L» q u)‘ uL4 L0Z 44 J ‘Z

7 3 Q v- i

"9:30-soewsïíáïscwes(“Sá-(Wengas
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ns 1 . \ ')' 2

Walk“ tglth 9.3.;_.C‘j 1%Qué};c3\x(a+cf)h|7c¿“w
3 2 , í L.

3 C}_ Cl?)+Efeiwufntg‘g) a.CcK913?
Despreciando K032 frente a cl 2 :

N

[25)? Cs e “72,”
í - 1 L C‘l “¡7.

' “(ugflïh’u ‘ü’ ¿a
Si reemplazmnos K por su. valor

(¿6) g; _ G.2!“

C,' 3‘“¿3)- +%.sï,?+afigcn)
La fórmula (25) nos da una primera acotaeión ques según ella

A . c7!

(a?) 4 ——l-Li—-,——K“+CJq)
Si como hemos dicho :‘Lponemosa (¿í valores tales que hagan mante
ner a K mayor que un cierto númerlgüpor ejempl: l ó 2), nuestra cotz
resultará cero para. c1 = O, crecerá p-aula.tin:-.ne.1;;ccon c1 hasta ten.
der a l/K para Cl-¡‘s- oo.

Por ejemplo tomando K=2 (27) nos dc para eli, 03/01 < 0,1 ;
para 01:2, c3/c1 = O,25;para 01-..oq cet/cl <_ 0,5. t‘onxandoK=l,
c’3/cl < 1/5 para 01.1; en. los dos primares cae}; y en el último

podemosconsiderar admisible el desprecio de 8:)4Ïre'1te a l.Lógicamente se obtendrá una cota nz’s afinacd" u(.nnsio”—:rand0el 1:62
mino A L del denominadorde (.35), claro osaá qm es engo‘rr
so tratarlouporufzigvrar en él u)0 w .' Poniendo por caemplr) wal/uf":

, C12 lo qze nos acerco.al punto de resonancia, obtenemos

C3 _ CLI/q .

ET" ¿(4+c.7-)_7(“Hugh-mew“í I (AMR/ur
que en. el peor de los casos o sea. para. C1400 vale 3/8 = 0,375.

Si nos interesara comocon la. relación 03/01 en el punto de rcs'1
nancia tendriamos que reemplazar mg“ por I

De (26) obtenemos w ¿hg‘g‘íizcocï

— ' 2 ‘ 2 1 4 r

Cell“Mi?)‘ “'á'c' +TEC'.)]:93,
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7

Reemplazando‘vda'__
Á+-C d_quc‘(244.2 .

_n -¿ ' q " 2
c 4+1: -1 (H-»-Mc.-+t/m.) j- o
'ÉÉ)-3( ¡L ) 3 l 1igár_muéácn(3 _'-1fi'

. . 2
desprcclando cl fermlno cn C3 :

N .tl * ;>_

¿á Lg“ 4--_%?)1+_c¿_7% - (1 +—¿(fi-ga GU]

_, 22,4’132 4+ _'¿ .v‘
_.%[2(1+%,)4Ï(J ï.c+¿c._)]-%(1+g_),

(2?) E} - Cfilq __ n
l

cm“ ¿Hg-¿“É -.€-Üt/‘C,í_¿cltïií.‘f
Escribiendo x = 012/4 tendríamos

o ><

(23‘) 93.. ..C hur‘ L z o _}» ¡(“10+ ,
función.que podríamos repreEentar en una curva.

c?k|

x c1 03/01

0 0 o a r ...__.._-._---.
. 'e,—

0,1 0,63 0,0930.1L ¡3/
0,33 1,15 0,104 ,/’
0,5 1,4 0,12
1 2 0,116 9/
2 2,820,2 m.
3 3,46 0,213 '
5 4,47 0,226 ¡s'

1o 6,32 0,226oo 00 0 23 ¿, — ——..—«LM-«nt- . 2 _.-f____.,
, _ 4 4 3 LI b C\

El gráfico muestra que la relación C3/Cl cn el punto de resonan
cia (mínimode la curva característica del fenómeno) es pequeña en
cualquier lugar se halle dicho punto. Vimosque en general, para cl

la relación 03/01 no era muypequeña (aunque tampoco se volvía de
masiado grande), pero si hacemos clca-a>y con 61 el punto de resonan
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cia (RÁ%0L.O)entonces 03/01 se mantiene pequeño. Esto es relativa
mente importante ya que lo que especialmente nos interesa a nosotros
son puntos cercanos a la resonancia misma.

Podremosahora hallar rápidamente la condición de resonancia
.24 u)

1-. 4 w: °”
A, __ S C C 4 1.- "_ z

+)( T2 A 3 4' 2%fi Siáhlá -33Ï
explícitamente en función de x, o sea dado alukhu hallar una rela
ción entre xres (o sea el valor de x en el punto de resonancia) yl
o también: dado un valor de x hallar elkügíw tal que en ese punto x
haya resonancia(x)

Reemplazando(27') en la fórmula de arriba y simplificando se
obtiene

‘l 2«¿2134...? 4 ¿Mia
UU 4+1 ¿-_________,_,‘

3+!SKH3x’
Ahora podemos demostrar fácilmente que el punto de resonancia siem

h-x 8+l€K+2xl

pre se halla en la zona de influencia de la primera armónica ya que

Ludwig A 4+. »"'8+|5xHzxz/ 43 '2.131%M‘37€;m\ 37‘05“
luego Kres = 3,4. “¿Ut-XL“) 2,458. luego el punto de resonancia
cumple la restricción impuesta a los puntos de la zona de influenci:

Comopara un uüpugfija para puntos tales que x q: xros, esIC)
>Kres podemos decir que la zona de influencia es una zona que se
extiende desde el origen y contiene ¿lo
seguramente al punto de resonancia.
Además se ve que lo contiene muy có . ' \\ /
modamenteya que se ve (y con una a- // \\ ‘ /
cotación burda) que si x = n xres ïxíue‘/
(n)l) v (v

2 ..

Il mo_(4+x)=¿ má (H-IvvwflLmOSHz
3 L)‘ 3 ‘72

de modoque el punto cuyo x es el doble al de resonancia, o sea n=2
. _."‘ f . . .

(notar que Sl x:2 xres; el :Q 2 clres) esta contenido Siempre en la

(x) Punto de resonancia es el punto en el cual la curva U0=Uo(c1) tc
ca al eje c1.



zona de influencia aún con la acotaoión no refinada susodicha.
VolVeromosatrás ahora a las (19) de pág. 49 y trataremos de de

mostrar que 05/03 es de cuadrado despreciable cuando consideremos has
ta la quinta armónica. Consideraremos por lo tanto la segunda y la te
cera ecuación de (19) suponiendo c7 e O.

Multiplicando la segunda de (19) por es y restándole la tercera
multiplicada por 21- c5 obtenemos

n ' 2 3 .

C; “’á' -—Cz“3—“5“’°9-63-? c c>wz -- - 1-1 - 2 Í
fr 7,72% 3 ‘. 76‘20 27 3 ' --r°2 *‘95—C'--“5*rz¿“fi-(¿K

donde hemos llamado K3 lo que antes era K o sea ' ' :¿D

¡K23-1. 2 Z y engeneral|( :_- -1
3 3(%2_(4+%)) m h m 3

Dividiendo por clc3 obtenemos
7. 7 7 2 rC .. l t 2. L

u w c. C: wz zo 2:4 w‘ c 2' ¡2 c. oo?
Es justificablc despreciar c5/c1 frente a 1/2 ya que nuestra hipóte
sis que tratamos de confirmar es que c5/c3 es de cuadrado desprecia
ble.. €5_.- L5¿g;.ya sería despreciable frente a la unidad..

-.- "4
Llamando 5= 012/4 para mayor comodidad obtenemos:

. Z ,2 N“¡14-91 C'C; Z i’f' ' 7"
wz Q ¡(3-4. wzix-L K__U¿9‘*&>,JÍ-_1+%Éa_gi—xgg:C3 Cc u} b (o u) CS 2 q “y 0

4 1 C

(2/8) 95- 29‘ 5-59:+ t? K; - “w wï'lïmz + “CMC. K3}vv ' . K , v - . ' c‘> le“aim-2.3 ewwaée wea
Estudiar (28) en total reSulta un Éoco dificil,les mg: convenflantea
cotar separadamente los dos sumandosque alli figuran. Para ello con

tinuaremos suponiendo 03/01 de cuadrado despreciable, eso es justifi
cable ya que hemos considerado c5/C3 de cuadrado despreciable; de
confirmarse esta hipótesis de trabajo podríamos despreciar en la se
gunda ecuación de (19) el último término del primer miembro frente

al primero por ser c5 =.Eá .Sthj despreciable frente a c1 si con
sideramos a C3/Cl tambión3de<bhadradodespreciable; esta última hipó
tesis se confirmaría inmediatamente por vohrernos a dar el sistema
formado por las primeras dos ecuaciones con el fllSOdiChOdesprecio,
los resultados de Págs. 52 y 53;
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Si llamamos o" y (Y a los dos sumandos de (28) respectivamente ten2.;

dremos

52 4 Z C3l(.¡ K; (x)
KS

Pero se puededemostrar fácilmente .que E}, <
' 5

. C3

(2“) ‘ 62 4 “ET J
Por otro lado: w 20
¡5‘z “6 < ¿Llei

K + C3 ¿KS

vamos azératag-ud: acgtacr‘ 2x “Joa/wz 7 i

Al decir que exigimosque K3;-3- á»%fl;(\4-%):3- (1+Ïx)
sea mayor que un cierto número (por ej. l ó 2) implicamos decir que

(¿El ¿ dondek es un númeroque dependede la cota jsnfe
r1 r de K3por ej. si K3; 2, k = 3 si K3)/ 1,1: = 6, luego 2di<
<1: - 9L; < k N"——_———

U) .

6', < .—'—(3°)
Luego si imponemos KI3> 2, k = 3 es

KI>5-1_5=5—_3_=_2_2_ 3/ ¿Noam
5 5 5 5 1 \ 44 "’

SiimponemosK>lk=6'KI>5-É=lí‘n - L .]_.
7 1 5 5 5 .6‘ C 19 :3 4

Comovemos las cotas de 0‘. y de 52 pueden ser consideradas de eva

drado despreciable, la cota de 0‘z por resultar pequeña (muypequeña
en el primer caso y relativamente pequeña en el otro) y la de (54
por haber supuesto 03/01 de cuadrado despreciable, cosa que se veraz;
ficaba comohemos dicho si de ello se desprendia que c5/c3 era de
cuadrado despreciable.

Considerando los otros términos de los denominadores de (5‘ y ¡TL
obtendríamos cotas más precisas; de todos modospor los resultados

de pág. 56 podemos considerar comprobado que ¡UV-FUZ'es de cuadrado despreciable frente a la unidad.

(x) Por ser C3/C1> O, o mejor dicho por suponer C3/Cl> O, hipótesis
que se verifica si resulta c5/e3 de cuadrado despreciable, por
ser entonces ciertos los resultados de págs. 52 y 53.
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Entonces por lo dicho antes, si fuera lícito considerar solamente
las primeras cinco armónicas tendríamos en

j: C,005‘P+C3 +t5 5‘?
o considerando que hemos tomado 'sen u =+l en

“J= —C,th+c5 wawt -c5-WÉIUL
una solución particular periódica de (l) donde

el, 0.3 y e5 por (20) ó (22); (26) y (28)o
' Las hipótesis hechas han si.do comprobadas en gran parte de la zona de
influencia de la primera armónica (partes que dependende la restric
ción de la zona de interés, restricción dada por la cota de K y defi
nidas esencialmente por hacer que C3/e1 dado en ’(25) ó (26) sea de cua
drado despreciable frente a la unidad y que están discutidas en pág.
52). No obstante, no es cierto que para muy grandes valores de el 110
se compruebenecesariamente la teoría ya que los estudios hechos nos
han dado en general cotas superiores; dado el circuito y por lo tanto
wal/w250podrá afinar el cálculo y obtener zonas de validez seguramen
te mayoresa las antedichas. Eso es de esperar, especialmente por

las cotas obtenidas en los peores puntos valores todavía pequeños (por
ej. para K=2,c‘3/c1< 0,5 .'.C32/(,é< 0,25 error< 2572)de tal modo
que pequeños meJoras en los cálculos puedan rendirlos accesibles. De
todos modos restringicndo la zona de interós se aumenta el ámbito de
validez de tal modopor ejemplo, que para el punto de resonancia, las
hipótesis se compruebanindependientemente de donde estó este punto,
aún para el floo .

Queda no obstante como inconveniente el haber tomado solamente
las 5 primeras armónicas, trataremos de evitar ese inconveniente.

Considerarcmos para el cálculo subsiguiente que consideramos las
n+ 2 primeras armónieas (n; 5).

El sistema (19) dc pág. 49 so puede escribir suscintamente de es
ta manera

/ F1ICHC3'g; ,Vo):0
LUZ.

53k“ ¿3 ¡C9 Big-Lv"):D
,I F5(CC,C3¡C5,C;¡,QJ_QZ,V0)=O

(46M z W“ 2
E:(.C‘Ic¡'1)C;/C'*Zr%pv°) ’O

¡fm ___(C,l,C..n_1¡CM,¿m+Z;¿[VJ-“O'uU
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Vamosahora a suponer que 01+2/ci es de cuadrado despreciable frente
a la unidad para todo i, trataremos de calcular los ci y de compro
bar la hipótesis hecha.

Empezaremos por tratar de calcular cr¡+.¿./<>:t.1en función de cn/cn_2

c1 y Sá; utilizando para ello En = O y Fn+2 = O. (19) nos muestra
que

. _ ._ 2. 'z . - Z e

Fm'- cin-2% “¿É¿“Km -(.m+2¿LJ LU°C2 Vo,___ _ CI X
k m+2 wtf ï(("‘"
al I ‘Z '-(}n 13 OF e y - L . ' 1'rmz-1%CmSLngkaz-É2GCJ o +

'4 W Lolo '2 3‘

+2_._2____._-m "‘*’=Z_m_:} .. Cn w ..C Brig
Cm m -Z cm 3T}- 33'74th "Hu (rr-¿2,

I.
'2 2

Wo 2! , .. '2

¡fl EL?“- 23+" CMszffiw02+ ""41, ¿ni-:Élw +C1L39T‘__:2K'M-2
L! w q fi 2/ Cm 7'

dividiendopor cn_2 y llamando como siempre x = c1 4 ¿ruinas?

uwo‘l Zm-;3_2N‘{'4)_CnK+Cm+1ïuïtmií-7’hkg)ïm¿zq__.( l 0::3 Em-ï w I "1 ¡“lt
u)?- m'Z m H gwVu"?’.N14-0

Segunnuestras hipótesis C’htz, (¿mil es despreciableirren. _ r CM‘Z- 'm m’2te a l,con81derando ademas que

1'1-3 _'2m«H= . hi1_2m+3:"m+4
m-z m ¡ha-2V m rm-z m + L)

obtenemos:
2 2 _ .

Wo 2 Lg: ‘ raw-{K .,+cm w 2M - ley-PXWWZ)”(«A-zv"* e? me 25:75:52 rm)
. , Cm 2

BZ) Cm“ _._ Cas-2 Ken" 5%)?m m-z
Cm

¡(mm # ga. x Mi ¿421342.
. . . "“1 WL mm 2¿Para verificar que efectivamente enga/cn cs e cu drado despreciable,

empecemospor acotar el denominador de (32) independientemente del
signo de cn/cn_2.

7.

Hemosdicho en pág. 56 que 2x Wa 4 k; por otro lado si cn/cn_2I.

es de cuadrado despreciable frente a la unidad, será por lo menos

¡{fm-V4 , .
l

'l
gm w MH) __ m 2

“(mn“ + mhz“ 13" find)! ¿KMZ gil-2'\X%ÏÏ manoz)
2K _\Q’m+v)_m+2_.4_.w3 4." _ mi.

m2 fifa-7)" mw‘üíW ¿ha >
->m+2—¿7{¿+3(4+e,.¿,¿)>m



ya que en el peor de los casos o sea. n=5 y aún tomando K) l k=3

n-l-l = 1,2 k (1 + (n+i)) = g . 2,2 = g . 2,27 = 13,2 < 2
n n+2 n 7 7 7

Descomponiendo a Crue/cn en dos sumandos, se ve que el primero

vale aproximadamente cn/cn_2 (en genïse puede decird’, <’1L;¡—‘¿SEL
yel segundo¡GI‘I‘G-z<gi É; m‘mÏi) < v1rn m("l-2)
aun tDmandok = 6:-—Cïl <:'l/12 o sea ICÏZ‘ es sumamente pequeño. Po
demos entonces tomar cn+2/cn de cuadrado despreciable frente a la u
nidad si admitimos que también cn/cn_2 cumple esa hipótesis.

Tendremos ahora derecho en Fn dada por (3l)o (19) de desprecio“
-c 2n+3 x frente a 2n-3 c _ x LÜÁI o sea aproximadamente

n+2 q, n-2 LU?
despreciar cmg frente a cn_2 o. sea mt! ¿CIL-L2Égfrente a l. lira-te
desprecio será totalmente justificadázguando demostremos que cn/cn_2
es de cuadrado despreciable.

Para ello: supongamosque lo sea, por lo tanto eliminemos el tór

mino susodicho en Fn; consideremos Fn_2 y Fn y aplicando un proeu“*

miento exactamente análogo al anterior demostrariamos que crm/cn;2 es
de cuadrado despreciable si lo es cn_2/cn_¿; volvamos a suponer esta
última hipótesis y por lo tanto eliminemos el termino en cn de En.n.

y estudiemos Fn_4 y Fn_2 y asi continuemos hasta demostrar que 07/05
es de cuadrado despreciable si lo es c5/c3; volvamos a suponcrlo, e
liminemos el termino en es de F5 y el sistema que nos queda es idónu
tico al.estudiado cn págs. 55 y seq., donde demostramosefectivamen«
te que en las zonas de interes de la primera armónica (con ciertas

restricciones discutidas en pág. 57) c5/eá y 03/c1 son de cuadrado
despreciable. Pero si 05/03 lo es, c7/c5 lo es y elcálculo de c7/c5
está bien hecho, se razona asi sucesivamente y demostramos entonces
con el rigor característico del cálculo aproximadoque (32) es válid
y que sc cumplen las hipótesis hechas sobre la pequeñez de e21+1/ci.

Obtenemos asi en rn
‘d:ï (-4)ch Amwa

donde los cv están do,do\.Js-:p'or(20) o (22) para V: l, (26) para u=3
(necesaria para calcular (l); (28) para \) :5 y (32) para 5 (.ylgtn
una solución particular periódica de (l), (objeto esencial de nues
tro problema) para las zonas de interés de la primera armónica; físi
camente para las zo as en las cuales la primera armónica es preponde
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rante, llave de entrada para nuestro métod aprox'aado de cálculo.
Podemosfinalmente hacer aumentar n cuanto queramos, evitando

así la arbitrariedad de considerar unaspocas armónicas. El haCer n
oo crearía dificultades de convergencia matemática; prescindien«

do de ellas nuestros resultados admiten tal extensión.
Notamos,para terminar, una marcada diferencia con los resulta

dos del éfídonde encarábamos el mismo problema desde un mismo pun
to de vista fisico, pero con un cálculo matemático un poco distir’._
que dada la forma de las ecuaciones era utilizable en este caso. Las
resultados fueron distintos y lo que es más, en este estudio se pu

do prescindir de la restricción (( l - f(c-_¡_))2<< l del é 6 que nos
restringia a zonas cercanas al origen, vale decir que aquí los resu]
tados son válidos para prácticamente todos los valores de los pará
metros. Desde un punto de vista físico, para hacer Hh—.oohabría
que considerar el término en H en la fórmula de Dreifuss, pero LL
diferencia de los comportamientos usando la misma fórmula empírica
en los dos cálculos son interesantes aun desde un punto de vista ma
temático.

Ya habríamos anticipado en el mismo á 6 que la segunda supoaiw
ción allí hecha carecía de sentido fisico y era impuesta por nece»
sidades de cálculo, vale decir tuvimos que utilizarla para poder e:
car alguna conclusión interpretable de los sistemas de ecuaciones
que nos debian resolver el problema.

Asi que a primera vista tendríamos: dos soluciones formalmen‘e
distintas, la una válida para todo punto de la zona de influencia
definida por (24'); laotra válida para los puntos de la zona de in

fluencia definida por (23) g 6 con tal que dichos puntos no distr.
mucho del origen.

Doscosas saltan a la vista; la primera es que dichas solucio
nes deberían ser iguales (dentro del error del cálculo aproximado)
por lo menos en la zona de validez de ambos estudios; y la segunda
que posiblemente habría algún.métodopara evitar las dificultades

de cálculo del s 6 antes mencionadasy extender el estudio restrin
gido a puntos cercanos al origen, a toda la zona de influencia.

Justamente sobre estas relaciones entre los dos estudios trata
rá el próximoparágrafol
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lO. Breve resumen de los resultados obtenidos en los 6} 9, co
rrelación entre ellos y resultados obtenidos de estas relaciones.

En este parágrafo vamosa tratar de establecer un paralelismo en

tre los estudios de losé66 y 9(X), y obtener de esta manera nuevas
Conclusiones que de aquel paralelismo se deduzoan.

Ante todo, resumiremos muybrevemente los resultados obtenidos
en dichos parágrafos.
a)Resvmenresultados del 35(0)

Obtuvimosresultados, vale decir los valores de ci y si (en fun

ción de los parámetros) dc j:- ; ci cos i0+s;5,luí.\'(l)
Para hallarlos tuvimos que hacer dos suposiciones que nos limitan el
ámbito de variación de los parámetros para los Cuales damosresulta
dos“LX ) .

19 suposición) ¡An .-- W,0 >4 para i> l (2)
lu)?“

La desiguladad (2) nos define lo que hemos llamado zona de in
fluencia de la armónica fundamental.

2B suposición) — ¿I (3

3...9 > <4 ,1 )mq
Esta suposición fue necesaria para poder interpretar ciertos de 

xxx . .( ). Para ese ámbito nos referiremos en adelen te. Losterminantes

resultados fueron datenidos para funciones\9(j) generales a las e"q.
les solamente hemospedido la paridad. Entre los resultados intcr'
santes podemoscitar:

(4‘) Si = 02v = 0

(x) O sea ambos con S = O.

(¡camara el significado de Aii,p,q,etc. referirse a (9) y (22) de«5‘16
(xxx) En general puede decirse que (3) limita a valores de el cerca

nos al origen.
(o) En este resumen, cv y sv serán los coeficientes de Fourier del

del desarrollo de j] o , de manera que serán iguales a los cuy
s y del É 6 divididos por jo. Con esto unificamos la nomenclatu
ra con la del a 9 y se obtendrá en ventaja la adimensionalidad
de las nuevas 6V y su .
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quedando luego

a "‘5 —. : Z C C05 y

se obtienen los valores de c2v*1 en función de los parámetros, estan
do dado cl por ejemplo por la ecuación no lineal en cl (33),É<S<pm
para mayor comodidad escribimos si Vo = UOItqflÚ .o

(4°) c 2 vo ' ——

‘ mw mag!“afin
donde

_. _¿

(i) Q,:q_{%g&ïtïéïfi
Los otros coeficientes de Fourie estan dadas por (25) y (26),

¿6 en función de cl y LH}, vale decir en función de Vo ¡{921 median
> 7

te el uso de la (6). u) tu
Resulta cumplirsek3) ¿s4

. v ., . .Para el caso particuÏar de la fun01on de Dreifuss, la (7) se conVJcr
te en la

- ' 2 ‘

(1‘) QLIJÁc.)-— C —{ r ("Du' wl’ 3-3“-L)3__u_)_,_72.,g
w’ 31:

donde como siempre

(Q) Fc‘-2 Mi
( ‘} “' íïí (LV4‘*C] ‘- 4 )

La condición (3) se convierte en la (3 ) (l-f)2.4@ 1 qpe como sc ve
fácilmente por cl carácter de f nos limita a pequeños valores de cl
(p.ej. q14glj. Esta limitación.es sumamentemolesta y quita mucho
valor al resultado datenido; matemáticamente se traduce en una re—
dncida no linealidad del problema, cosa que queremos de alguna ma»
nera evitar.

Vamospara ello a ver donde fué necesaria la restricción (3,.

Si observamosel desarrollo del 6, vemosque la utilización de (3)
de este É? nos permite llegar a la concluLión que la influencia de
las armónicas superiores a la tercerñw sobre la primera y la teroe»
ra son despreciables. Ello equivale a decir que pese ser

j z í cuwwïp
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para el cálculo de c1 y 0.3 es suficiente ensayar MÍ= elcoskp + c3
cos 3\pgrseguir exactamente el mismométodo considerando las ecua
ciones en sen)? y sen.3LP y no considerando las otras. Vendria a e
quivaler a un procedimiento análogo al de Zenncck y Schunck pero con
dos armónicas en vez de una.

Mirando la fórmula (7) podriamos decir así que vendria a ser la
contribución propia de la armónica fundanental, cosa que ya sabíamos
por ser Q1 =q el resultado de Zenncck y Schunck que era obtenido en
sayando ïj = cl cos solamente; y que el término encerrado entre
llaves vendría a ser la influencia de la tercera armónica sobre la
primera, que resulta efectivamente pequeña para la zona de influencia
de la armónica fundamental definida por (2). Las influencias de las
demás armónicas (de la 52 en adelante) sobre la primera vendrían a

ser despreciablesgraciasa la restricción ¿QA
Si de algún otro lado supieramos u obt Éórgmos que efectivamen

te las influencias dc las armónicas superiores a la quinta sobre la
fundamental son despreciables, obtendríamos la (7) sin neceisdad de
utilizar la restricción (3)(x).

Recalquemos que lo dicho anteriormente no implica el conocimiento

de que la solución buscada se pueda escribir 1 = el cosKP + 03 coslfl
sino necesitariamos que alguien nos dijera: "Pese a que la solución

sea,3rjO:2ECb(Dk VLP, para calcular el reemplaeen en la ecuación din

ferencial ‘Ífiozfiüflw Kstnw sigan el mismométodoscomosi las de
más armónicas no existieran; el valor de el que de esa manera obten
gan será el mismoque si hubieran ensayado todas las armónicas".

Veremosluego que para el caso de Drcifuss ese alguien será el

parágrafoé9 .
b) Realmende los resultados deléLg.

En.el.99 los resultados fueron obtenidos solamente para la funu
ción de Dreifuss, así que en cierto sentido tienen menorgeneralidad
que los del É 6.

Se han obtenido resultados (vale decir ci = ci(Vo,E2¿;) y si =

= si(V0,‘%gÉ) siempre y cuando los valores de los parámetros sean ta

(x) Es interesante recordar que en el É’6 solamente era necesaria la
desigualdad (3) para la evaluación de los determinantes que allí
figuraban, no interviniendo por eJemplo en la valoración de cn/cl



lcs que se cumpla
Z

H1) K3:5—L‘_&L‘L(|+-x)>l\
3 7

donde como siempre

(12) x = 012/4

Esa desigualdad nos define lo que hemos llamado en el E 9 zona de
influencia de la armónica fundamental.

Entre los resultados interesantes podremoscitar:

(13) si = 02v = O

quedando luego h;

(W) ‘3:- Cwu wstzw'w)
El resultado de c1 = c1(Vo,UJolu)) se puede escribir fácilmente

combinando (22) y (26) del é 9 como
Vo

“5) C' z 2 uy D2
donde (Üi’c')‘ï%\

( > al?! No) Cu): A :3 ¡«l-x"- ‘1*).75',(Ï3Ï2)
H-x -52"7{""6“1’n%(4H) 3+bx+xïefl1+an3í

¿3H+)Ü".U:’i(_4+31+xl) 3Q)
Los resultados de c2,¿+1 = e2¡)+ïïbb,uq;hp¡) están dados (aunque no
explícitamente) por (26) para »I= l, (28) para »?=2 y (32) para

932 todas del ‘39.
En la zona restringida por la desiguladad (ll) se comprueba

. c 7.M) 444Cum
vale decir, L1 zona de influencia de la armónica fundamental (zona
en la cual obtuvimos resultados) es zona de resonancia de la misma

Ugg 1 << 1).
\ c .

ée comprueba que el punto de resonancia, definido comoel valor

de 01:0 para el cual Uo(cl) = O, siempre está contenido en la zona
de resonancia, por más alejado del origen este aquel.

En este estudio resulta que la influencia de la armónica ely},"LJ

y superiores sobre a cglhbl es despreciable para ¿'¿rl, y que las
influencias de la quinta armónica y superiores sobre la fundamental
son despreciables. Vale decir, resulta que el resultado obtenido en
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N

sayando j v _ZCVC,OSVQ+SV¿1qu da el mismo valor de cl que e'l o":ue
. F . " y ‘r, ' - r! ,o'

nido enSayando 1:C.((‘)3 tp+cá0351g y Siouiendo un método andlooo al
del g 9 pero con N=3.

Si hiciércunos el ensayo 3: el cost y siguiéramos el'mismo
procedimiento que siguieron Zenneck y Schunck, obtendríamos la.(lb)
con

(20) Q2 = 1
l + X

término que podemos considerar comola contribución propia de la ar
mónica fundamental, equivalente al término Q1=f de Zenneclc-Sehunck.

De esta manera, el término encerrado entre llaves en (16) es
el causadopor la influencia de la tercera armónica; con preci
sión la influencia de la tercera armónica sobre la fundamental po
dría ser considerada como

(21) 113m, 9123> = Q2(°1vu..).¿')' _._1__
(¿32 wi l + x

donde Q2 está dado por (16).
En estudios posteriores tendremos oportunidad de evaluar 113 y

hacer consideraciones. entre los valores de 113 y de ___J_.__.
l + x

c)Correlación de ambosestudios y principales consecuencias obtenifig;
Veremosque muchas son las correlaciones de los anteriores estu

dios, y lo qze es más interesante, es que dichas correlaciones usada:
convenientemente hasta servirán para extendernos y ampliarnos antcr1(
res resultados. Veremosasí que cada estudio por separado difícilmen
te nos podrá dar resultados relativamente generales y tan bien inter
pretables comouna combinación adecuada de los resultados de ambos.

Hasta ahora tendriamos: Dos estudios distintos de un mismopro
blema, que dan para cl dos soluciones formalmente distintas (7) y (lt
y válidas en zona; no coincidentes (Suposiciones (2) y (3) en el pri
mer caso y (ll) en el segundo). Comoes lógico, y como constataremos
luego, Q1(c1,kUg/u})y‘Q2(cl,ugfluf) resultan iguales dentro del error
del cálculo aproximado cuando el y Hfif cumplen simultáneamente las
mencionadas restricciones.l Lv?

Pero la segunda restricción del primer estudio es sumamentefuel

te y parece además carecer de significado físico, muchoadelantaria
mos si probáramos la validez de (6) y (7) sin ella. Veremos que en e]
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caso de Dreifuss ello sería posible mediante el uso de algunos re
sultados del segundo estudio.

En la parte b) de este parágrafo demostramos que en el segundo
estudio, las influencias de las armónicas superiores a la tercera
sobre la fundamental, eran despreciables. ¿ Es este un resultado in
dependiente del método con el que ha sido obtenido ? Pareceria lógi

co creer que así fuera: si sé que reemplazandoÏÏ= c1 cosïp +C3cos}?

en o 1 '1 v a
¡(2,2) 1+; 1.+L221.g=—c‘r=r°wsr
s 30 W) .30 ‘V LU o ‘J
y operando como si las demás armónicas de j y de todos los desarro
llos de Fourier que aparezcan no existieran, obtenemosun buen re
sultado de cl, parecería que haciendo exactamente lo mismoen la

mismaecuación diferencial previamente multiplicada por KV, obten
dríamos también un buen resultado para c1, que lógicamente tendría
que coincidir con el anterior.

Si esto fuera cierto, basándonos en los razonamientos que hemos
hecho en a), obtendriamos que (6) y (7 ) darían la solución para cl,
con la única restricción de hallarnos en puntos de la zona de influe
cia de la armónica fundamental definida por (2).

Lógicamente se debería cumplir
1 N Z

C23) (24(('n 923) :: (224?);Éyíl)Lu‘ wz
siempre y cuando c1 y u%}Lvlcumplan (2) y (ll).

Probcmos esto, obteniendo algunos valores numéricos de esas
funciones de dos variables.

Tabla l

2 2 2

tol 3 - 3(1-f)3 w 0,27 2-ff
Q2(O,8l,c1) = gJ73 + ¿,19 x - 0,27 x2

2,73 + 2,19 x + 0,19 x2
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01 x f 01 _ 02 l/l+x 31331535} K3
mi.

0 o 1 1 1 1 >1 >2

0,2 0,010 1,000 1,000 0,999 0,990 ‘>1. >2
0,5 0,062 0,944 0,943 0,939 0,940 >l >2
0,8 0,160 0,876 0,872 0,872 0,860 >J. >.2
1,0 0,250 0,830 0,822 0,822 0,800 >1 >2
1,2 0,360 0,778 0,770 0,770 0,753 >l >2

1,5 0,563 0,714 0,698 10,696 0,640 >1 >2
2 1 0,618 0,592 0,593 0,500 1,73 2.46
3 2,25 0,480 0,444 0,434 0,308 0,543 2,12
4 4 0,390 0,343 0,304 0,200 0,292 1,65

1,0 i clros ( L,2

Tabla 2
2

Mb; = 0,5 Q1(O,52,01) = f —r2 51-f22
w).

3-3(1-f)'> —g_—_r-_
6f

Q2(O,5,cl) = 17 -!-15 3: —x2
17 4 15'x 4 3x2

cl x f Q1 Q2 _l/l+x 314331];ng K3
3 Luz

0 0 1 1 1 1 .>:1 >2
1 0,250 0,830 0,822 0,822 0,800 >21 >2
2 1 0,618 0,595 0,596 0,500 1,833 2,66
2,5 1,56 0,541 0,516 0,512 0,390 0,840 2,57
3 2,25 0,480 0,458 0,427 0,308 0,606 2,45
4 4 0,390 0,356 0,316 0,200 0,395 2,17

2,5< elres < 3
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Tabla 3

23;: 0,3 01 = f - rap-ff __ Q2= 29 + 27x - x2
eJï 3 .2

3-3(l—f) -0,1 _;¿ 29 + 56x + 7xr

el x r 01 02 l/l+x 3453-gw" K3
3

0 0 1 1 1 ' 1 1 2

1 0,250 0,830 0,823 0,823 0,800 1 2
2 1 0,618 0,596 0,597 0,500 1,9 2,80
3 2,250. 0,480 0,452 0,445 0,308 0,713 2,675
4 4 0,390 0,380 0,352 0,200 0,462 2,500
5 6,250 0,328 0,297 0,244 0,138 0,308 2,275

4 ¿clres4 5

Muchas son las conclusiones que se pueden desprender de estas ta
. xblas y de otros estudios análogos no tabulados( ). Por lo pronto, se

cumple con precisión sorprendente lo que esperábamos, vale decir
1 1

Qi<c1.%'2-) = 02m, 1422)
urL Lvl

cuando el yí‘g‘ícumplan (2) y (ll).
En las ablas vemos que el error relativo de decir Q1 = Q2 no

sobrepasa el 1/2 fi, cosa realmente sorprendente por tener mayor error
el cálculo aproximadoutilizado.

En las ultimas dos columnas de cada tabla, tabulamos los valores

de K3 = 3 - l Qflz_(l+x) y de 3A33 - lifik? que nos representan cuan
3 Lul 3 mi

do ambos son mayores que l las zonas en las cuales son válidos ambos
estudios.

l
(x) Nohemospuesto, por ejemplo, más tablas para valores<íeugfiileer

canos a l, por ser los resultados que se desprenden análogos a
los provenientes de la tabla l. Veremosque la elección de las
tres tablas puestas se debe al hecho que los puntos de resonan
cia respcctivos se hallan en la zona de validez del primer estu
dio en la tabla l, en el límite de dicha zona en la tabla 2, y
fuera de esa zona en la 3. Se podría haber puesto más casos, pero
hemospreferido poner solamente aquellos tres y explicitar las
conclusiones que pueden desprenderse de todos ellos.



Comomuestranlas tablas, la restricción 33.33- ) l es mu
. - .

cho más fuerte que la K3> l, vale decir, que el ámbitouáe valores
de los parámetros definido por la segunda desigualdad es más amplio
que el de la primera. La diferencia es notable y puede verse de esta

manera: sabemos que el punto de resonancia siempre cumple K3>al y
eso se verifica en las tres tablas. Respecto a la restricción (2),
vemos que es cumplida para el punto de resonancia en la primera table

dejando de serlo en la segunda y tercera, por una pequeña diferencia
y por una diferencia notable respectivamente.

Esto significa a las claras que la zona de influencia de la ar
mónica fundamental definida por la (2) en la cual es válido el resul

e resonancia cuando éstetado (6) y (7') deja de contener el punto Q

se aleja demasiadodel origen (p.ej. para cres:> 2,5).
Trataremos de probar directamente lo antedicho y hallar de paso

otros resultados interesantes.

Para ello volvamosa escribir el sistema (l8),é6 para el caso
m=3 (j=l), y para la función de Dreifuss. Tendremos

(i'- ‘Pïfiz-z}+ fl 914.). .C_3_.:5];
Vïïïiïfz C0 CWm 7

\ ¿([J) +(3P33_3.L%L)%lzaZ

ya que

(2€) 13.32%; Br; 7-9“- 4)
y siendo

W) “33.th (4‘04?)
.

sistema que como hemos dicho al comienzo de este punto c), podría

considerarse suficiente para calcular cl = c1(Vo,“%}ÁJ5y C3 = c3
(c1}“Éfiú)=03(Vodq;fiul), si son válidos los razonamientos de pág.
66 que juzgaremos a posteriori¡

Si llamamospunto de resonancia (clres) el valor de cl: O para
el cual Vo = O, tendremos por la primera ecuación de (24) que clres
tendría que cunmlir:

tu) Fw, Q
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2
El resultado de cl = cl(Vo,Ü%Áfibes justamente el (6) y (7’) de este
parágrafo.

7'2 . .
Para c3 = 03(01,Lq,fiu) la segunda ecuaCión de (24) nos da

de) S}...¿(li-11...?" LUC 3p”- 3 .41l

Si consideramos que f(l—fï puede Sér considerada siempre de cuadrado
despreciable, vemosque en la zona de influencia definida por (2)(x)

I C 1'
resultara _á ) ¿g l. L

Por otrá1parte, si 03/01 para un determinado valor de c1 yfi¿,hyl
no resultara de cuadrado despreciable, tendríamos que ese valor de e]
no estaría en la zona de influencia susodicha.

;¿tudiaremos ahora 03/01 en el punto de resonancia. Reemplazando
(27) en (28) tendremos (suprimiendo subindice res. que tendría que ha
ber en toda esta página):

Si {LW-"Ü

C. ¿AH-.L;-fi¡;1l—ca—3' 3 HC.2 C:
Desarrollando en serie de Taylor respecto a C3/c1 y no considerando
los términos en(C3/cl)2 y potencias superiores cbtenemos:

2., z__¿_ e;
Si__ty4-f) ___ F (L4) V4+C3 0
Cq' 3 53'44. (3933*-%-'Hz_—.

- 47143.4)“ _- _ m4?)
%[‘* 3V:+-c.3(3fi¿3_¿,ij '—_—3n33-¿;

3

¡(44)01133310 «cu-DWHÉ-W-F) I
(iq) w599 3 mamar)? (2.353+r/3—3(4-r)-?:12+muy

5 " 3 ‘ 33 Mc} V4+c,2«

ñ
v»
l
ñ

Comose puede ver c3/cl en el punto de resonancia puede considerarse
de cuadrado despreciable cuando dicho punto no esté muy alegado del o

rigen (p.eJ. clros ¿f 2,9); para valores mayoresde elres, C3/clres
crece hasta volverse mayor que l.

(x) Cabe decir %uc en el caso de la función degpreifuss, si se cumple3A33 —l u) l se cumplirá iAii - l U) l para todo i ;> 333,91) i wl>
luego se puede definir la zona de influencia comola que cumple
3113321. 929 > 1

3 nui



Damosalgunos valores en la siguiente tabla.
Tabla 4

'es l-f me) finanzas-m3 Li
\——'

+0 Denom. Num, o c

p %de(29) (29) E‘Íw 1m

0,5 0,25 0,0625 0.375 2,125 3 1,50 1,52_ 0.53 0,35 2,83
0,8 0,16 0,0256 1.536 0,864 9 0,0828 9.13.19 0,138 1,51 8,94
0,9 0,09 0,0081 2,187 0,180 19 1,7110 4,41! 1,62 3,67'19

¡0'2 L

Las últimas dos colïmnas de la tabla nos confirman lo antedicho. Hace
mos notar que 23—)NIA l, con este método, cuando por el estudio del
9 sabemosque efectivamente <4 1 no representa una contradic

ción, ya que la pequeñez de c¿?ol fué una hipótesis de partida que de
no confirmarse para ciertos valores de los parámetros, comoen este ca
so, lo unico que aduce es la no validez del primer estudio para esos
valores de los parámetros.

Tendríamos comoresumen: dos estudios distintos de un mismopro
blema, ambos dan el mismoresultado pero la zona en qle dicho resultado
vale, no es k1 misma en ambos estudios.

No obstante, ambas zonas son suficientemente amplias y aún la
más restringida de ambas contiene problemas de fuerte no linealidad.

Observemosahora las tablas 1,2 y 3; de ellas y de otros estu
dios análogos se puede desprender una conclusión bastante extraña: mien

tras f(c1) es siempre una buena aproximación de Ql(oljubfid), no pasa lo

mismo entre 4 y Q2(01,U4389.4'F)K
Esto significa que mientras la influencia de la tercera armónica

sobre la primera es muypequeña, en el primer estudio, es apreciable e?)
el segundo, pese a que los resultados totales (Q1 y Q2) sean los mismos.
Esto significa que los resultados son iguales pero las "partes de los re
sultados" debidos a la armónica fundamental y a la tercera aJn distintas
en ambos estudios.

Esto en el fondo puede muybien ser físicamente admisible,espe—

(x) Nos referimos siempre afilas zonas de influencia.
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cialmente si recordamos que debido a la no linealidad hay que pres
cindir de algunos razonamientos intuitivos y en general bastante arrai
gados.

ComoQ1 representa el resultado de la ya discutida zona dada por

3A33 - %12¿Ï >> l tendremos: la aproximación de Zenneck-SchunckU

c1 = LSÑÉÉQ (x)
ll; - “’02le

nos representa una buena aproximación del resultado en una zona que con
tiene al punto de resonancia, con tal que éste no esté muyalejado del o

rigen (p.ej. clres <' 2,5 lo q1e ya representa una buena no linealidad).
Tenemosasí después_de tantas vueltas que la hipótesis de Zenneck y

Schunck enunciada como: "Cerca del punto de resonancia se podrá conside

rarjijo = cl cos" " es prácticamente cierta, ya que pese a que existan
las otras armónicas de Fourier, sus coeficientes son pequeños frente a

cl, y el valor de c1 coincide con el calculado mediante la hipótesis de
Zenneck-Schunck (siempre que el punto de resonancia no esté muy alejado

del origen), y lo que es más raro: siempre y cuando se calcule c1 con el
máodopor ellos utilizado.

Esto último es sumamente extrañom pero es evidentef ya que hemos

visto que si ensayamosjÍjü: c1 cos‘o en la ecuación diferencial previo
mente dividida por W) obtenemosun resultado no satisfactorio.

Comovemosahora, para llegar al anterior resultado, hemosutiliza
do una combinación de los resultados de ambos métodos de estudio; con el
primero únicamente no seriamos capaces de desprendernbs de la restricción

(l-f)2 <g l, y con el segundo tendriamos una considerable influencia de
la tercera armónica sobre la fundamental, lo mie nos daría para cl un
resultado igual, pero de expresión más complicada, lo que puede traer in«
convenientes varios. El resultado aitedicho será fundamental en los _ro—
blemas de estabilidad tratados en la tesis de A, Sirlin.

Los resultados obtenidos parecería confirmar (por lo menospor el
éxito logrado) la suposición que el resultado "las influencias de las ar
mónicas superiores a la tercera sobre las armónicas primera y tercera
son despreciables" es independiente del método con el cual se estudie
el problema suposición que nos ha servido de puente entre los dos estudi
os cuyos resultados fueron resumidos en a) y b) de este parágrafo.

(x) Recordar que ci son los coeficientes del desarrollo de 1'35.
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Noobstante, entre los resultados obtenidos figura justamente que la
influencia de una armónica sobre otra (la tercera sobre la fundamen
tal en particular) puede ser muydistinta según la manera de atacar
el problema.

Luegoesa suposición que parecia intuitiva, no lo es tanto, tan
to es así que podría haber resultado falsa; pero los resultados fue
ron tales que virtualmente demuestran aquella suposición, por lo me

nos para la zona restringida por 3A'3'3- ¿(gi >l.(x)
3 (91

(x) Para obtener esta conclusión necesitamos forzosamente el resulta
do Q2 del segundo estudio.
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(X)
fill. Algunas observaciones sobre la zona de resonancia

Podemosdecir según lo visto que para la zona representada por

la desigualdad K3 = 3 - ¿95H 1 + ¿12) > L hemos obtenido un re
sultado, vale decir, los3vaÏÉres de4ci y si en función de los pará
metros.

Esta zona, comovimos, contiene al origen y al punto de resonan
cia, y es además zona de resanancia de la armónica fundamental. El
hecho que dicha zona contenga á. origen es sumamente lógico ya que

para j --> O, W (j) —> l y el problema tiende a un problema lineal
representado por la ecuación

+83 +w2 hdr :U cos
j .615 EL: "C

cuya solución es j = cl cos(‘c'*°¿) . En el caso 8 :0 es evidente
que deberíamosconsiderar la solución particular obtenida al anular
la oscilación libre, ya que nuestra solución particular da :1 =Opa

ra 00:0, con lo que obtendríamos nuevamente j = c1 cos hflm),
Intuitivamente sería de esperar que para puntos cercanos al origen,

se cumpliera aproximadamente j = c1 cos('t"+ a) , vale decir, que
los puntos cercanos al origen deberían estar en la zona de resonan
cia de la armónica fundamental, cosa que efectivamente sucede.

En cambio, pocas cosas de interés pueden sacarse en limpio del
estudio de las Z>nas de resonancia de las armónicas superiores, he

cho en el g 8, en el caso de Dreifuss. El estudio del É 8 fué poco
preciso y no hemos profundizado las cosas comopara poder eliminar

la segundasuposición restrictiva (l-f)¿hl4g l, cosa que ha sido
hecha para la resonancia de la armónica fundamental. Dicha restric
ción obliga a considerar puntos tan cercanos al origen que práctica
mentequitarían el interés a resultados obtenidos.

No obstante, por carecer de sentido físico (por lo menos a prime
ra vista) dicha hipótesis, podria ser que con un procedimiento seme

jante al seguido en el.él¿>pa1e,la armónica fundamental, fuera posi
ble evitarla.

(x) Trataremos el caso de Dreifuss.
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Podríamos decir entonces que lo gue esperamos (y que la res
tricción alsodicha no deja comprobar completamente) es que para
un valor dado deu%)A3'haya una serie de zonas, que no tengan pun
tos comunes, que representen las zonas de resonancia de las suce

UozUok.) /___e¿lc.. c,“ ¡3‘05

g r \ 1/. '(slb‘ Úo=UfÁCs UcaUÁcg) p

a " ‘
WLM LIC;\1.D‘MeM.S&ahm\ZONnfi-hM.S“-um{ü¿L ¡gon/rr.

sivas armónicas. En cada zona, esperamos, se deberia encontrar el
punto de resonancia de la respectiva armónica, definido comoel
punto en el cual la curva Uo = Uo(cn) se acerca más al eje de las
abscisas. Tendríamos así una especie de "espectro", o sucesión de
"niveles" de resonancia. Restrinjámonos no obstante, a la unica zo
na de resonancia estudiada con un rigor satisfactorio, vale decir,
a la de la armónica fundamental.

(X)

la parte descendente de nuestras curvas) es debido a que el cir
Keller dice que el salto brusco de la corriente (vale decir

cuito "entra en resonancia" con la fuerza electromotriz aplicada,
vale decir, que la frecuencia del circuito libre vale (aproximada
mente comoes evidente, por tratar de tramos de curvas y no de pun
tos) a la de la f.c.m.

Los resultados obtenidos y las mismas curvas 3:1(W) que son
del tipo parecen indicar, que el concepto 1
físico de punto de resonancia de los fe
nómenoslineales, se ha "diluido" en una
zona, sin tener alIí las características
tan agudas del susodicho punto. 4d

Respecto al "peso"de nuestra hipótesis de resonancia, se puede
todavía decir algo.

¿ Quéherramienta fundamental da, la cuasi linealidad en los
problemas no lineales, comoson tratados en general ? Pues es e

(x) Qp.eit. [l].
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vidente que da una primerisima solución, que es la del problema li

neal proveniente de hacer nulo un factor que en general puede consi
derarsepequeño(p.ej.el M en +k x2 ,t) =O

Este artificio da la base desde la cual hallar la primera apro
ximación al problema no lineal, según los varios métodos (p.ej. el
de Kryloff y Bogoliuboff). Comolos sucesivos refinamientos se hacen
en general partiendo de soluciones cada vez mejores, la pequeña no
linealidad puede dar un métodopara hallar el primer eslabón de la
cadena, eslabón de mala calidad, pero necesario para poder concate
nar los siguientes.

Nosotros, para resolver nuestro problema, carecemos de esa base,
ya que para utilizarlo tendríamos que restringir el problemafísico,
cosa que no qiercmos hacer. No obstante, para obtener resultados in
teresantes, tendremos que "ceder" algo, y nuestra concesión será que
no pediremos una solución para todos los valores de los parámetros,
sino que trataremos de hallarla en un ámbito más restringido de aque
llos, ámbito tal que nos permita abordar el problema con la hipótesis
fundamental de la resonancia.

Era de esperar que aLguna concesión hubiera sido hecha, resolver
íntegramente un problema no lineal, relativamente general y no numóri
co, habría posiblemente sido demasiada pretensión.



...77...

Agéndicc L0.
x

,7 ./.w .

/«.
Demostraci ón de

(l) 1‘: Mtïiïídfi ¿[maf- Ü=;(‘¡)V “>11ch
1‘ 1

w) Ï2=¿EL‘f’fiïwd‘p:
13ml"zarcmos con Ig:

W
‘ AW"

(915.13€ 4+zw? Jolie, .2;-Lg
Pego 1 T; +1w ‘12 ‘¿n-rr 4*ï2CQH-p

g gd. ¡,5 di? ¿P a...-.1 Mica 47 “1sz +171 wow? _;4+1212,+ï7/1mw
donde U.= 2 . Resolyoremos la última integral por integración
compleja; haciendo z=elu.‘. dz = izdu

'fl \

f ¡Aigw gLg d;-. + zw“ 3 14+ 2 2 uz"
T L‘ Í 35+12-¿(‘T'J

siendo 1a curva de integración, la circunferencia de radio unita
rio en el campo complejo.

g“ ¿N? _, u ¿i
. z ¿“7...

‘ï “11cmE “V zum. .1 +4
pero por ser 2:1=*Q%\_3ï)+?-_z V‘fïi‘z la única raíz de

Y.

Z, A»2.)! + ,1 v0 interior al círculounitario,
‘12 '

tendremos :

“ d __ BW .. 2......“

(u) L ngïïfiïï" [2142123519315VIH!Reemplazando (4) cn (3) sc obtiene

1'th 2 _q_2, “4-7-4
Ti“mi: d”T" M12Con lo que domostramos la (2).

Por otro lado

a 734de ¿«ui-“AL..- Q. 4
Ï' ïLu‘zw‘zq} Tr‘nHjïuan’ :2 ¿wifi-195W
2-4:=2l4'“—1Wuohzïufiïw: mi
¿[V-‘17)”l “1 amow‘

ya que
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Apéndice II

Demostraremos la fórmula (3) del é 5 según la cual
\

U) P'(1)=q\(1)+1%;%= ‘á-H(1 ah);

m (NH-Tí:www «W;en):HM) ww
dondeflgs‘tmw . Siendo '

(a) %%=%%cm\0¡ {Maggépgïgwm
tendremos

m %%=ám%z“fm%%
por lo tanto

OMTv ¿292mwwmáïmggi) www:

=H1wu>wwmgaïgwww:

3-3; (1)bmw a Wir#waU)wQLP _M24))A(Q:

:-H:V(ï,\wbwat(= “x”
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Apéndice III

M.chos son los autores que abordan los problemas no lineales
buscandosoluciones particulares periódicas.

Demostrar la existencia de estas soluciones es prácticamente
imposible y la suposición que se hace al adoptarlas puede ser más
o menos justificable por razonamientos puramente fisicos.

Además, desde un punto de vista matemático, el haber hallado
una solución particular no representa adelanto alguno para el hd»
llazgo de la Solución general, por carecer del principio de super
posición. Resumimoslas justificaciones que cn general se hacen so
bre el valor dc estas soluciones periódicas transcribiendo una ob
servación de Kryloff y Bogoliuboff (op.cit.[4]): "les solutions
periodiques a. point de vue de la mathómatiquc et de la physique
ne représentent, bien entendu, q’une classe asscz particuliere dos
solutions et H. Poincaré lui memevoit par ex. le mérito principal
de ces méthodes en ce qu elle permettent d'établir avec une rigueur
mcthématiquesuffisante toute une serie des resultats dans le do
maine ou commeil s'exprime on faisait "bon marchó" de la rigucur
mathématiquc exigée dans d'autres branchcs de l analyse".

O también según H. Poincaré:
"Cequi nous rend ces solutions periodiques si precicuses, c'est
sont, póur ainsi dire, la seule breche HIT ou nous puissions esa:
yer de pénótrcr dans unc place jusqu ici róputóc inabordable".
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Agendice IV

Sea(u(x) una función par definida para todo valor real de x. Si ha
cemos z = eu sea W(x) = Q-(z), de esta. manera (z) está definida
'sobre ¿a circunferencia unidad. Supongamosademás que Hg(z) sea prolo:
gable al interior de dicha circunferencia de modoque regulte analíti
ca en todos los puntos salvo en un polo.

Demostraremos ahora que si
TT

o) “¿gwwfim qzigmwwuqu
resulta

era-ü %+%>‘mïnï\%ï%9máflï

em z {112g[(fi)‘ “35'”.(ww?

K3)9mm:9.12%“+ 8mm:-Rig-“41%)M1
donde ‘n

ÉELW) bOMnxCOIMX',an = WWW/“¡AN
(4) Amn

¿mn= “www” .. Bmï-mflgámiZ

Bm,n Bmim rmá-m ___8¡m—m\,|m-ml
(5)

2- l 92 1L z
será suficiente deducir las \3) y luego mediante (5) se obtendrán in
mediatamente las (2).

De (5) y (l) se deduce

(6) Amm+' Bm”: P+q ==noo
Por otro lado 1,

(7) 9mm- Mim z ¿{TW(w37mx-WÏmx)0\/ï 7.12..“54:90“ '2ka
Haciendo

(8) z = e21x; dz = 212 dx ; cos 2m: = ‘k 3:2
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<9)AMM-BmmzLé Mhm‘n’ MIL
fi: n :5 - (yn -0“

peroporserVOL)par Y IéWbJZáZZLd/ZiO-¡ï

la (9) queda

(11)Il Mmmm” -\Pz 4“M z Aa.
\

_ Z
Si z1 es el único polo de a/\Y (z):

( ) QWM“BMM::Z_ ZI

¿(á-'17,).

(13) 900: L 4 1|THTT
.__t_filma)

rm
(14) PM“ a I. AOOZ‘

(15) DH-B.¡: P_(1-:ROOZ¡

(16) 1, -_—_(12-9pu.) ,m
(17) ¡A _, '_ ' - '

W Bmw-(MWÉÉ)
Combínsndo(17) y (6) se obtiene las (2). Con la función de Drei, Cl . o
fuss, segun la cual qj¡‘¡y|+.,tog+ke halla dentro de las CoanClO
nes pedidos a comienzos de este apéndice (Ver ap. I).

luego

(X) es decir en el caso de Dreifuss:

q = i'(Cn) p = ÉLSEL...

V4+cm‘ï
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Apéndic e V

Segun el sistema (19) del S»6 para'lasrmónica (2n+l) tendremos:

‘QB’\%3%S)Z Q35 ‘ I BP "Alt; Q ‘-LWO 2 \ | e
7' 5? (mi) ¿ Á; ¡
\ S . ‘ ¡

Aislm." “SKIJWH (.- ’ 8'» ML. I
(1)53m1- . v fin ..

C\ - A.
dondeA¡está dado por (21) deléó.

Con las mismas suposiciones con las cuales se ha llegado a (25)
se puede obtener

B e m
(2')É_;¡1‘1—_ '52: “ft-rg‘q_‘Q’ZM-blm-n* F

c' “¡mmH-(ïhfsï [Mm".Z'“"'(‘ékuu¿)qín?m*'3“
m N \

H.“ la?
’ . , _ l u” z

{En Qz'“.¡‘+3 (ïmuïïí

El numerador del primer ermino del segundo miembro de (2) vale se
ima“. i. —(.a %)'J '

gún las (2°),g6 Ajax. k 951%)“

eldelsegundo
yeldeltercero N-m
En los dos primeros casos, por ser los denominadores cercanos a la
unidad, podremos eonsiierar que el orden de magnitud de los términos
está dado por el orden de magnitud de los respectivos numeradores.

En cuanto al tercer término, podremos considerarlo tendiente a
cero para N->a) sin mayores restricciones; esto podría traer moles
tias matemáticas, que no eonsideraremos para probar la convergencia
de los determinantes.

Si queremos mantener N finito, tendremos en cada armónica un té:

minocreciente con n, y que para m:n llegaría a valer 1P- 4

(7% n -(hwa'Nu ¡5
3

en cuyo caso seria del orden de C3/Cl.

En resumidas cuentas, podremos considerar a c2n+1/cl dado por (2
de cuadrado despreciable frente a l con las condiciones impuestas en

el é 6.
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Apéndice VI

Queremosaquí hallar expresiones de

PM: #SHW(C0MW)(mw-WWW
o) —- ,

am». qwqmwmptvwvwaw
‘T'

para funciones L9que cumplan iguales condiciones a las enunciadas a
comienzos del apéndice IV.

Por un lado es inmediato ver que Ppg y Q)“;cumplirían relacio
nes iguales a las establecidas para A v y Buy en (2),ap.IV, donde pyqvendríanaserF “Long? [n
respectivamente. 7! ‘17

Pero interesa a nosotros ligar Pluv y Q“); con

m ngïuwwswmaw; qzHim mwwao
.17

p y q que coincidan con los del ap.IV y con los delgó. Consideran
do que nuevamente se tendrán:

P v :FMHÏ. C)¡ . “aM ‘ï‘; -‘ 310; 2V!

tendremos reducido el problema a hallar expresiones para Pmn y
1

Qm;n. Demostraremos que

(U)Pmmïyáq AL00mm: [4‘(‘;íg)”flm]
a partir de la cual sc (btiene

PNt !¡u»ul,2m+(%%)}ñwhm]
¡»A-w

w z i IF- 3.;_ _ ¡“y/2mo“ WWW“ ]
Tendremospgr lo pronto mn

P m3Lpú‘t-‘ixe‘flJñfaY’\,yw:\0á\D:4 w COAÏQQQAQ
o “‘ vi a!“ - munn

Qmm: u'v PmmzpjQm'b:qmn

L5)

2P00l:P+q
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De (6) tendremos

(q)Pmmdowmzwiwí"Mwoeflosïqgedg_m
Ponemos

2'94”! '
(lo) Zz€| l ¡.(Ï/lzthL'záe
De (9) se obtiene

" WW -fin ._. ¡VN

“n Panm' rrnnnZ-L&w(z)._a———z+2 M3 .15? (¿HazTT. 2 D." Z
por un razonamiento análogo al hecho en el ap._;V para llegar a la
(lO),ap.IV. Aquí la W)(z) representa la mimm1\V(z) del ap. IV.
En forma análoga a la de dicho apéndice se obtiene

¡Th

a; "'L.
l Ïv(ZJ

(13) Pm,c. a: 31...?
52;(m)

(14) Pm‘m" —040m: n00.2:m

“5) PM '0m»«=M 4M) 27'“

11-6) Znz %‘;g+q .

(l7) BMW-0mm-—(P+1?) H1
Combinando(17) y (8) se obtienen (4) y de allí las (5).
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