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.Tesis para optarMal titulo de Dr. en Ciencias Fisicomatematicae.
*” RESUMEN

Nuestro problemaha nacido en la consideración de dos circuitos ferroreso
nantes.El circuito ferroresonante serie consta de un generador de corriente
alternada en serie con una resistencia, una capacidad y una bobina con núcleo
de hierro.Este núcleo convierte a la bobina en-un elemento no lineal.La curva
caracteristica experimental(amplitudde f.e.m. contra intensidad) muestra fe
nómenosde salto.En el circuito ferroresonante paralelo se conecta la bobina
con núcleo de hierro en paralelo con la capacidad.Si se coloca una fuerte re
sistencia en serie con el generador en este circuito se puede imponer la in
tensidad, en cuyo caso se observan saltos.Si, por lo contrario, la resisten
cia adicional es pequeña, se imponela f.e.m. y se obtienen experimentalmente
zonas descendentes de la caracteristica.
El equilibrio del circuito ferroresonante serie fué explicado teóricamente por
Zennecky Schunck, quienes supusieron sin más justificación que, cerca de la
resonancia, podemosdespreciar todas las armónicas de la intensidad menosla
fundamentalpara calcular la caracteristica.Las curvas teóricas muestranuna
zona descendente que no es alcanzada por la experiencia.Zenneck y Schunck a
firmaron que dichas zonas son inestables,
Nuestra tarea ha sido desarrollar, por una parte, una justificación de la teo
ría de Zennecky Schunckdel equilibrio y, por la otra, desarrollar un método
que permita discutir la estabilidad de las zonas de resonancia, aun cuandoe
llas estén caracterizadas por una fuerte no linealidad.
Respecto del primer problema, hemospodido deducir fórmulas teóricamente jus
tificadas por la consideración de las diferentes armónicasde la intensidad.
En el cálculo nos hemosreducido a trabajar en la resonancia, mientras que
Axati, en su tesis, ha extendido estos métodos a zonas más amplias.Una compa
ración de nuestros resultados con los de Zennncky Schunok, permite Justificar

. la plausibilidad de la teoria de dichos autores en casi todos los casos de interés práctico.2ara no linealidades mayoresel equilibrio se explica mediante
«Kc; nuestras fórmulas,

\ _

l .7ción de Hill cuando se le_-¡o.?

Desarrollamos lueáo un métodoAparatratar la estabilidad de las zonas de reso
nancia aun cuandoellas se caractericen por una fuerte no linealidad.Las ideas
esenciales del métodoson #1)se supone aplicada al circuito una perturbación
conocida en la f.e.m. a la que el circuito responde con una perturbación incóg
nita en la amplitud y fase de la intensidad, con lo cual hemosdeducido un sis
tema de dos ecuaciones no lineales de perturbación del primer orden; 2)se li

nunealiza el sistema eliminando los términos de orden cero mediante las ecuacio
nes de equilibrio y deepreciando las potencias de perturbación superiores a
la primera; 3) debido a la lenta variabilidad de las perturbaciones cerca de
la resonancia (hecho que confirman los resultados), logramos un sistema de ed
cuaciones de perturbación a coeficientes constantes 4)la interpretación de es
te sistema demuestra que las zonas descendentes son inestables,las ascendentes
estables.En este métodohemosrepresentado el flujo por una función general
de la que sólo supusimos que tenga derivada positiva respecto de la intensidad

_Desarrollamos, luego, otra teoría de la estabilidad basada en los métodos ma
máticos de Hill,mostrando\las dificultades matemáticas y estudiando la ecua

agrega un término de tipo disipativo. nm,
J ¿ ‘ :71É5I5.' la.
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_Estudiamos.además,el circuito ferroresonante paralelo para el cual hallamos
una eXpresiónteórica de la característica, cuya estabilidad discutimos de
mostrando que, nuevamente, si se imponela intensidad de corriente, las zo
nas descendentes son inestables, las ascendentes, estables. "
El principal interes de estos metodos reside en el hechomde que permiten
discutir no linealidades muyfuertes, mientras que los autores de la moderna
Mecánica no Lineal se reducen, cuando el tiempo figura explícitamente en las
ecuaciones diferenciales comosucede en nuestro caso, a considerar problemas
quaei-lineales.

_ ‘“°Ï::>
Alberto airlin

1}.
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31, Exposición del equilibrio'de los fenómenosde Ferroresonancia.
Teoría de ZennecKSchunn¿ generalización de su formalismo.

Nuestro problema ha nacido en el estudio del fenómeno de
ferroresonancia característico del circuito-serie no lineal re
presentado en la figura l y del circuito-paralelo representado

en la figura 2, prácticamente no a
: MÍ Hi“ " ¿J
g_._l_n_{a;¡“mmmAnnAm__“- bandonado en la literatura. En el
í 'H circuito-serie imponemos o mandamos

9...«¿5ÏÏÏ e“ e43 enmm_e. la f.e.m. En le figura 3 hemos ren
w.. C presentado la curva característica de

F ¿q- 4 equilibrio del Circuito-serie, enten

y diendo por u° y las amplitudes
fínipb"3 de la f.e.m. y de la intensidad de
K;i I WÑE' corriente respectivamente. Con tra

fi j zo lleno representamos la curva caw
(¿ [f V/ racterística experimental que muese

idfinirüm’ z "3 tra los saltos ("jump phenomena" di
“' F t“”“““"””' cen los autores de habla inglesa) en

L_fifiñ,_hzxí los puntos R y b. La no linealidad

EEE / del problema se debe ev1dentemente
FH j" J al núcleo de hierro que convierte a

la bobina de inducción en un elemen»
to no lineal.

En el circuito—paralelo representado en la figura 2 poden
mos imponer la f.e.m. ei la resistencia Wes suficientemente pe

4AÏ ‘ , quefia; si fi es suficientemente gran

de podemos imponer en cambio la in
/ ‘ tensidad.

, “. ""yA En la figura 4 hemosrepresentado la
v. L 4 ! ./’ ‘ ¡{b curva característica del Circuito

s ' -¡

¿;_,-MM,M;J; paralelo de la figura 2 en el caso
rflo de que impongamoe la intensidad.

1:57} ‘
(l) Acerca del equilibrio de los fenómenostratados puede consul

tarse la tesis de D.nmati (ver Bibliografía).



Se obserVun también los saltos. El trazo lleno corresponde a
la experiencia. En el caso de que se imponga la f.eÁm. la par

te punteeda en la figura 4 es obte
nida experimentalmente. Las zonas
de la curva característica compren
dida'entre los dos segmentos-a y b
en la figura 3 y entre los c y d en
la figura 4 serán de especial inte
res para nosotros y podemosllamar
las zonas de resonanc1a no lineal o
zonas de interés, indistintamente.
La denominación de zona de resonan

cia no lineal queda justificdda si observamosque los puntos
Sy T corresponden respectivamente a mínimos de u° y y?

í
en

las curvas de las figuras 3 y 4.
[El fenómeno de resonanCia no lineal, aun cuando este

caracterizado por una no-linealidad fuerte, fué teóricamente
(2)

la teoría de estos dos autores, referente al circuito-serie.
explicado en 1922 por Zenneck y ¿chunk Resumiremos ahora

El equilibrio de tal circuito está representado por
la ecuación diferencial

. ¿4‘ w e "t 0 .
A- - '4 ‘ .

(4) i_..ï.,L%_{.-n!+ W 3 + 4,. ( ¿- dt :: UL msm-7
_d:t L- }°

en que Cbes el flujo del vector inducción magnética, ÏÍ la
intensidad de carricnte, t el tiempo, R la resistencia y C
la capacidad.

Introduzcamos las nuevas definiciones:

"' . ‘_‘ k. -. ._.R.._,:‘.1
PI)L°°(d?)j o 1 LV“)- gig-MGM, S_Ü,U’..L:E
Conlas definiciones (2) la (l) se escribe, entendiendo que

“J(r) seg,

m w) ‘3’+¿7:14-33.;Sidew). ws t g 113056,. 112.2?
.ow

(2) ÏSÉÉGCK Schunk, Jshrbuch für drshtlose Telegraphie,1g,w
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Con esto hemos logrado que las constantes propias del

circuito excepto “5Q y nuestra variable de derivación sean
adimensionales; Si quisiéramos podriamos lograr que la inoogni
ta sea adimensional introdueiendo un parámetro ¿J que depen
derá del hierro y qae tiene las dimensiones de una intensidad.
La ecuación de equilibrio seria:

(30' +S.%+%¿S%Ldr=_LL:_cost
ecuación adimensional respecto a todas las constantes del cir

o o“? o

cuito, a la variable de derivaoifin y a k1 incógnita.
Zenneck-Lchunk emplearon una función empírica debida a

(3)

con el campo magnético H, a saber:

(H) Et: ti4'<2ÍWcfi Güupiiv €5ÉLi' .4 +_8‘W;¿ ¿”uyti t%;

Dreifuss para relacionar el vector inducción magnética B

En los casos de interés técnico, en que la intensidad
de corriente no es muy grande podemos despreciar el campo mag

nético resultando. B :5 BMG,arc tg J_ . El significado fí
sico de las constantes Ma. e 21° se vg’comparando (4) con la
conocida fórmula B = H + 417 M en que Mrepresenta la imanta

ción,
M es evidentemente la imantación de saturación yoo

para Ür'jo vale

(5) Mtjo)s
El significado de ‘39 representado por la ecuación

(5) Se'comprende inmediatamente en la figura 5 y en la tabla
adjunta. Ñ

(3) Dreifuss, Archiv für Elektrotechnik,2 1913.
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Teniendo en cuenta las ecuaciones (2) y (4) resulta que

en el caso particular de Dreyfuss:

1 __ l

_ o

En lugar de la ecuación general (3) gennecg-Schun; estu
,1

> ldiaron la ecuaciónparticular:

311°
Ü) 'H 31'33, '19 wz

.‘3 m3 y?” r=-_5L....”'°.c8...+___( la _ mos.a :1,

Por motivos que se comprenderánmás adelante npsïreférire

mosahora y_en.casi“todo este trabajo a las ecuaciones de equili
brio escritas en la forma general (3) o (3)‘ pasandofcuando nos

convenga al caso particular de DreifussL H':!=»
De esas ecuaciones del equilibrio Zenneck-Schunk'COnside

, raban soluciones particulares periódicas de igual frecuencia que
la fuerza electromotriz (bien entendido que en (3), (3)“y (7) la
incfi nita-es la intensidad de corriente J ).- La idea esencial
de esos autores era la siguiente: en la zona de resonancia no
lineal, aun cuandoella corresponda a una no-linealidad fuerte,
podemosdespreciar la influencia de todas las armónicas de la
intensidad de corriente frente a la armónica fundamental.

Es decir, en la zona de resonancia no-lineal una solu
ción_aproximada de (3) será_ 2me+th°)

¿FT “<5
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Llamiremos a '{' y‘«L amplitudes y constante de fase de
la intensidad de equilibrio, respectivamente.

Decir que la zona de resonancia no-lineal puede estar
caracterizada por una no-linealidad fuerte significa física
mente que ella se obtiene en esos casos para intensidades re
lativamente grandes, digamos, por ejemplo, cerca de la satura
ción.

Ensayando (8) en (3):

(r...) .¡ï ww, wifi» gm zf‘Kprrvcs. 12g); “mui;-_(5ÏL;.¡',t-r’u:s.¿9+1m; _.w.ï
‘ u)? Lou:

Multiplicamos ahora (9) por sen z° e integraremos toda
la ecuación en un período, es deCir entre -'a y v€;; luego
multiplicaremos por cos 2° y promediaremaa nuevamente lo que
naturalmente equivale a tomar el primer término en el desarro
llo de Fourier de y sen z° y separar luego los coeficientes
de sern z° y cos z“

Llamemos
¡ii ¿1;
I.

(le) más): \}{'*'g_‘ur>¡"\,{tu z." A11"; ¡:w, -. ï'. -._M H (e! z“) (ani ¡2° M."
La '0'

Mediante el citado procedimiento obtendremos:

.v pr _‘_a L“? r, _ o ¿o
_ ¡ ¡H )+__-_. 7- ll mi ot

‘) (U? q Lou

v‘

(n) \ "
Ü 0 5

‘ "TS = ¿‘- cold
( tw.
Cuadrando y sumando obtenemos:

“2) Mi z ' "—'""'\"""""" al , ¿1 umm:- - #8)2
Dividiendo: u j
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Las formulas (12) y (13) Qifieren de las correspondientes o. los
circuitos lineales de corriente alternada. (circuitos sin núcleo
de hierro) únicamente en que en estoá últimos en lugar de q(-v‘°)
tenemos la constante 1-. La función q(«q°) tendrá, por tanto,
especial interés de acuerdo con Zenneck-Schunkpues ella tra
sunta la influencia no lineal del hierro.

En el casó particular de Dreifuss demostramosen el Apén

dicc‘ Matemático NQ2 por integración compleja, llamando en ese
caso qm”) = f("1°) =

uu) W).- Lf A3951. d»:=¿[mo--4 J
- w Hafcosz° «1”s11 ,

Se comprende Que en el caso de Dreifuss o cl más general
(3’) se ha ensayado cn lugar de (8):. Ï'Ho =’-"¡0005200

Para abvreviar l’lamcmos a “v. Lou): ¡1,9 , expresión. que
tunbién usaremos cuando corresponda para designar a '

Si se usa. la relación

i") P("1‘-’)=d%o(fl°q(n°)) z q('w\°)+"q°q'(o°)
que demostraremos en el Apéndice Matemático Ml para cualquier

función Wk'vfudkzc’z . . l z z É

ue). ¿51°.. Q“ > (1+W‘Í‘L-9f)”;23,52L» < “HW
:FI ¿("10) P-‘-(Ï’OL)+SZJ o

en que por F12('rf) entendemos una función positiva. de A" .
En el caso especial de Dreifuss demosta'nos en el Ap. Mat.

. o

M2, llamando en ese caso 30‘“) = un):
W

7. c o ' - , o

(11') (¡(rflsLg Mio: CTr; 4+")c057 W
La fórmula de equilibrio que produce lo. teoría de esos dos

autores seré. pues:
cha

W 9: i ¡La
WW) -%°ÉMi



Si se'representa esta fórmula se obtienen'curvas del tipo de
la figura ,3 incluyendo las zonas descendentes punteadas, que
no han sido alcanzadas por la. experiencia. l

Intuitivamente la curva. teórica de la figura 3 se com-Í
prende en la forme.indicada en la figura 6.

decir si componemosla. our
o

“o” , - va caracteristica debida e. la

CS”? C'ÏB‘Ihg'ShÏaá ‘ y imantación del hierro con la‘ ¡muchoo ,e y
¿“y a a la Law“ MMM debida a la capacidad y refle

f "amoslas artes ne ativas or
¿una :;i)mpL-€s&a J p g (p

t" que se trata de amplitudes) ob“

.4

.. q

tenemos intuitivamente una curll

' ¡parteneflejaáa
va del tipo de la de la figura

. 1.

5‘? ¿“o 3 con su mínimo correspondienn..

‘J A te a U..." .—.o. L1 efecto de la

//
¿í t

r;ur va “No.í , ,. mi. resistencia será levantar un
c arec.ren sha) fx, '
¿051653 a Na (DPOth‘a/L poco ese mínimo (punto S) de

gig“ modoque no corresponda a u°=0.

.ls‘nel caso de Dreifuss las funciones fono) y 55(1)")da"
das por (14) y (17) tienen la "allure" representada en la fi
gura 7. Es decir, son dos funciones mon'ótonasdecrecientes

que partiendo del valor l tienden

asintóticamente a O. Además,gh“);
fifmo) para todo “1° . Observando

I (16) se comprende que en el caso li

mite :Olos¿puntos1-1y Squede»
limitan la zona de resonancia no li,. . .

¡m neal se obtienenen la formaindica
w" da en la figura. Engeneralse com
' vw prendequesi la función es

¡2 "r una función mon-(Stonedecreciente de
. para O, {q’mxzfl será

una función también monótona deere
Fi

ciente de #10 para N16};O, pues siendo C037."

/
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donde Sg 9%, significa la función signo de 3%} etc'.
Luego, en ese caso más general, p(vf) y Q(df) dadas

por (lo) serán también funCiones monótonas decrecientes que
partirán de l. Si lím MÑÏI) =Oesas funciones más generales
tenderán también asintóticamente a o, de modoque tendrán la
"allure" de las funciones representadas en la figura 7 y la

zona de resonancia no lineal se halla de la manera señalada
anteriormente.

Una observación será la siguiente: se sabe que, cerca

de y :0, la curva de imantación media presenta un punto de

inflexión de modoque z Á... no es cerca de
j = 0 una función monótona de Ï . ¿s%e hecho no es refleja

do por la fórmula de Dreifuss; se puede discutir sin embargo
cualitativamente en forma sencilla qué influencia tendria so
l bre los resultados de equilibrio

considerar curvas de imantación co
mola representada en la figura 8.

41 Recordemosquesa =

g j *F

WM”) FW¡“Mi W A!"

‘>s,<vmw=ssaway-u9m
i .

Mediantelarelacióndemostrada
y mediantela análogaSi cflwffiïí se ¿emprendeque
las funciones q(qa) y p(fl5) correspondientes a la función

Usando (15) y (lo) resulta:

representada en la figura 8¡ tendrán la "allure" dibujada en
la figura_9. Observandola figura
7 es fácii dase cuenta que la teoM

¿Ï::>'ï\ \\ 3(30) ría de Zenneck-Schunkpredice que
\\“‘&h. _-_ Lu¿z .

.___,_: para 1.61 > l no puede haber sal

i to y para +0)Í. < fi hayuna sola_ 1 ‘ .y zona descendgnte. En cambio la fim3
I gura 9 predice que según sea el va

FigÏ‘l



.-9
. y

lor de fifiá;. podemos obtener una, dos o ninguna zona descén' z

dente. En particular para ciertos valores (Éíï j} 4 se teni
drían regiones de saltó; Nohemosencontrado esta sugerencia
teórica en 1a literatura. '

3’ . _ l}.

a %¿¿

áÏ .: a
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1‘2. NuevaTeoría del Eguilibrio
I

Influencia de las armónicas superiores en el equilibrio de la
zona de resonancia. Justificación y limite de validez de la
teoría de Zenneck-Schunk.

I) Ideas GeneralesJ Resultados y Método de Cálculo
En el g l explicamos brevemente la teoría de Zenneck

Schunk. Estos autores afirmaban que cerca de la resonancia,
podemosdespreciar,para calcular la curva característica, la
influencia de las armónicas superiores del ddsarrollo de Fou
rier de la intensidad. Se trata de estudiar ahora la influen
cia de las armónicas superiores cerca de la resonancia, para
saber hasta qué grado la idea de Zenneck-Schunkes correcta.
El estudio de dicha influencia, aun.en zonas relativamente a
lejadas de la resonancia, es encarado en la tesis de D.Amati(})
cuya elaboración ha sido casi paralela a la del presente tra
bajo. En dicha Tesis se definen zonas de influencia de las dis
tintas armónicas, es decir zonas donde una armónica cs particu
larmente importante, siendo el carficiente de las demásde cua
drado despreciable frente al cuadrado del de La primera. En ge
neral, para investigar la zona de influencia de la primeraarmó
nica se procede asi: se ensaya en la ecuación de equilibrio (7)
del S l una serie de Fourier, es decir:

(1) l S1 km nu) + Sz un 2-1 +A-(‘Z(M214. + 9...1?” n11¿(mms-"1
‘o

y se supone que los coeficientes de las armónicas superiores son
de cuadrados y dobles productos despreciables frente a 812, Se

llega a un sistema de ecuaciones algebraicas en el cual se pue

de calcular ;g; y gg“ comouna cierta función de Sl. En un
cierto ámbito de valores de Sl efectivamente se verifica que

kgáf<<1 y l. Eseámbitodevaloresde Sl define
la zona de influencia de 1a primera armónica. Es oficioso decir

(l) D.Amati:op.cit,
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que de idéntica manera puede procederse para definir zonas de
influencia de armónicas superiores.

En este parágrafo desarrollamos un método oriéinal y
sencillo paraestudiar la influencia de las armónicaesuperioh
res cerca del punto S (ver figura 3 del l) de resonancia en
el caso Á = O. Con dicho método encontraremos un grupo de fór
mulas (las 12(a),12(b) y 14) que explican el equilibrio cerca
del punto S de resonancia, por grande que sea la no linealidad

que la caracterice, a saber; S (.\
i IT... . s, .¿u

‘g’k ; 1:» Í 4+'”E' v “z ' I
I -. U“ 2' I ¡”2 gr S1‘ l“%r+-“Ï'ï] a

(2 

) _ i S.Z}u y.
ÏÏ‘ Ó ¿-tua 'S" Si?" lW‘* Ül'ïg‘t'ï‘ï]

Para poder comparar esta expresión a)n la fórmula de e
quilibrio de Zenneck-Schunk(fórmula l2 del ¿{1), realizamos
luego algunos desprecios y llegamos a las fórmulas (19). a
saber:

(A) ¡ sql 3 «i!° 

|_ 14 -.__.-¿u_¡f_‘q+s,’+25.52 v4)"
donde S3 está dado por la expresión arriba anotada en función
de81y (Jo

Cerca del punto de resonancia S se puede verificar, co
mo veremos, que:

\

un á, - €11.53“) ..
a .i%J4-5834—'¿ (3*TÏ'

La fórmula de equilibrio escrita tiene comoya dijimos
la misma estructura que la deZenneck-Schunk, ya que ésta se
es cribe en el caso S = O:

(2) Todas estas fórmulas , comoveremos pueden obtenerse ensa
yando en la ec. (7) del Srl, previamente multiplicada por
“FIJO” 113,:ï.mng Mu¡1: y despreciando el cuadrado de
de S3 frente'al de Sl. Comoveremos, esto explica muybien
la zona de resonancia.
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' .._w ' ‘¡“SJ te“ _

Para analizar la corrección de la fórmula de Zenneck
Schunk cerca del punto de resonancia S basta por tanto compa

rar f(Sl) con la fórmula:

._____H ¿L-_, iiiïL
mah-22.:; ' s.' " .

Esta comparación muestra un acuerdo muybueno hasta 51:2 (má
xima diferencia del orden del 4%)y un acuerdo bueno hasta Sl:
:3 (máxima diferencia del arden del 10%). Podemos, pues, admi
tir que la fórmula de Zenneck-Schunkexplica bien La resonancii
hasta una no linealidad dada por Sl'\’3. Esto significa una in
tensidad cuya amplitud puede lkagar a ser del'orden de 3 34.81
se observa la figura 5 del gl y la tabla adjunta, puede compren
derse que esto significa una no-linealidad importante ya que las
intensidades correspondientes están prácticamente sobre la satu

(3)

todo de Zenneck-Schunk, es, pues, téoricamente plausible. Para
ración . Para casi toda; los casos de interés práctico, el mé

no linealidades mayores conviene usar las fórmulas que hemos a
notado más arriba.
' En su tesis D. Amati ha extendido considerablemente el
método que nosotros hemos desarrollado cerca del punto de reso
nancia S. Mediante extensiones convenientes y estudios más deta
llados muestra que las fórmulas de equilibrio (2) representan
convenientemente el equilibrio en una zona bastante amplia que,
en general, contiene a la zona de resonancia. De dichos estudios
surge, por tanto, que la fórmula de Zenneck-Schunkexplica con
venientemente el equilibrio no sólo cerca del punto S de reso
nancia, comodemostraremos nosotros, sino en toda la zona de
resonancia, siempre que ésta no esté caracterizada por inten
sidades mayores que 3 Wo. Para intensidades mayores, el equi
librio de toda la zona de resonancia queda explicado convenien

(3) Observando La tabla adjunta a la figura 5 del g l se com
prende que M11. = 3 representa 13/49.”: 0,8 o sea un 80%
de la saturación,suficiente para las aplicaciones.
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temente por las fórmulas (2) o, cometiendo un leve error adicio
nal, por Las (3). .

En esencia, el métodode cálculo consistirá en lo siguien

te: en nuestra ecuación de eqzilibrio 7 del g l, previamente mul
tiplicada por 4 .f 1;(caso de DreifusS), ensayaremosuna se
rie de Fourier del tipb (6) limitándonos a los senos impares
puesto que nos colocamos en el caso 8 :0. Supondremos que los

caaficientes superiores 33,85,etc. son de cuadrados y dobles
productos despreciables y llegaremos a un sistema de ecuaciones
ñ? algebraicas no lineales respecto a

R Sl pere sí respecto a 83,85... En
el caso S =O el punto S de resonan
cia corresponde a u? :0 (ver figu
ra ). Este punto S quedará determi

5 “r nado'porunafunciónF(‘93:
Una de las grandes ventaJas de haber

multiplicado previamente por 4 * 11'1} será mie esta función es
notablemente simple y sólo depende de ‘¿¿ , Sl y Sá no intervinien
do los coeficientes de las demásarnónigas. Esto no sucede si se

estudia directamente la ecuación en ki firma (7) del ¡“l1 Luego
se trata de demostrar que el coeficiente Sgnfil es pqqueño fren

te al 52n_1, éste frente al S2n_¿,etc. en una zona que compren
de a la region de resonancia. Aquí nos limitaremos a considerar
sólo hasta la quinta armónica situándonos cerca del punto de re
sonancia S. D.¿mati ha extendido el método considerando un núme
ro arbitrario de armónicas y estudiando regiones anmlias que con
tienen a la de resonancia. Otras importantes ventajas que acarrea
el hecho de haber multiplicado previamente la ecuación diferencial
por {+1412 son las siguientes g si ensayamos un número I-ïde armóni
cas llegamos a un sistema de ecuaciones algebraicas en que las in

cógnitas son Sl,Sá,Ss,etc. En este métodoen cada ecuación sólo fi
guran, aparte de 81, tres incógnitas sucesivas, es decir 82n.1 ,
Sgn+1,32n13 y Sl lo cual permitirá demostrar G1 forma relativamen
te sencilla que Sgnl3 es pequeño frente a Sgn,1, 82n+1 frente a
82n_1 y así sucesivamente por un metodo de itcración. En Li últi
ma parte de este parágrafo daremos las resultados de otro cálculo
.en que no se desprecian las potencias superiores dc S3. Estas po
sibilidades se encuentran si no se multiplica previamente la ecua
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ción. diferenciql por 44. 17H}

II. Cálculo de la influencia de las armónicas superiores.
NUestra ecuación de equilibrio; en el caso especial de Drei
fuss es la 7 del e}l.'

__1L\J_°_.__.- +‘¡20’ 21:3 z 47° (“.037.’‘¿Ï'jt'lïgz w‘

(4)if.

Simultiplicamos toda la ecuación por ÍH'JÏ‘L tendremos :

b 14m2 1+1: 1M °'° L' W” .‘Ío_,"U 7:2!¿u 1, wrw». u
I .

Ensayaremos (4) 1d, = Sl senI’ +- 83 sen 3'13-85 sen 57‘ y
supondremos despreciables los cuadrados de 83,85 y el doble
producto S355.

G.0» T 4 35.3 cn!- ?¡ I 995w ET:-%Q,1+SÏÁ.(Lt2TÏ+-2€.%Ju. t

uu 31+25,551m¡“1:51.56ch ns; gr 55m5?" t

po} 1'( Á+ 5324”}? + 55:8; ¿tu C5P.“3 ¿ 4- 25.95%» CW:CIT)Mi...

,\ (5)) 8.o":“z+ 35m?“ C'sgca's'n {Kany-((014LU ‘

¿S? S; Mu 2! ¿“[37 + 55' ¿w ¡t M,"(tft _F¿'M3¡.*
EAa.) ...1L; -. (r " — 2u- '\ \¡| n '._r'J( -fi .

+Sz _.¡x (_(,84 +—S__L_-_Í_25¿ MIEL (ali):
"“ : 5'

- ¿49 2 2 
- nudo (EN T +61 ¡"Mr ".7 +18!" ¿1" ¿’t‘5M??? 5.9,; LlllÏÏ ¿“(gd

Usaremosahora las conocidas. relaciones:

(.C‘a'm7'o, m7: LmÍ’W"ÜT-t-«Mm-wïr.“'mruu'nrgí«www dt'
Obtenemos:

(4) Este método Qe multiplicar previamente por 1+ ifi‘parece,
a primera vista no tener importancia, pero veremos que sim
pllfica el cálculo y la interpretación de resultados en for
ma notable.
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f '““Í 1"Ü‘{(41ï%%íï—fizé%tr-_2:C-Qaétzgaf-efiií,
‘ _ _. 14 H L, hMZ'Ï/Luub'l’; CMC- añadí

2. 7.

M27: Aws'cicmyc Qcow't
,F

2 ' z

(6) I' ¿zu-273emm: —_ ¿ELLLL?2:5); (¿2351!¿‘05
\ : €91.31 - 2031. . coa s't:

Z L/ L’,

Aufit C-o/s561:zw. sch Leg/s52:, ams-TIGO“:zz
=fiÉ-%E_-W7T

2 A ' ‘
Si en (5) usamos (6) y separamos los coeficientes de cos 75 cos 3't
y cos S'Ï obtendremos ;a) mmm-Mg

l}. O o

. . LU}! s Si 'u b a t '
- -«zíaiiims Sa- .3)-".1“/—_-s. .s.sm“ Mahawm (a 47°“¿T' “th?

1 S 81- 39. ¿4°
' (1 535 ’&(35.+_‘Ï_’- Sa 3 3’ __L_S'Scms“? ) UO'I T ¡o 1 Low“ 2

Veamoslas interesantes conclusiones que pueden deducirse delexamen
del sistema (7)

[to Es obvio observando 7 (a) que el punto de resonancia
S de la figura corresponde a ;

La clave de ecte tratamiento está en este punto;es
sumamentefácil expresar analíticamente la relación

S

de la intensidad cerca del punto S de interés.Se debe esto a que la

O 2 I
"1 delay/(02en funcion de las amplitudes de las armónicas

consideración de las armónicas superiores a partir de la quinta no mo
difica Lla ecuación 7(a) que es la que nos muestra la condición de re
sonancia (8).Esto no sucede,p0r lo menos en forma visible, si se emplea,
comonan hecho Zenneck y Schunk ,la no linealidad en la deriva
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da de mayor orden. allí si se considera una nueva armónica ella
afecta a laprimera ecuación de modoque modifica la relación de
resonancia.

Si multiplicamos la ecuación 7(b) por - glfi¿ , la 7(c)
por ( 512- glg5) despreciando como antes 832, SÉQ, 8385 y suma
mos obtándreáos:

_ l." r 3' N? 7 .1 'Í ..mmasv s.r g.s3 3.31-.
Comoa.nosotros nos interesa comprobar la correCCión de nuestros

2

desprecios cerca del punt) S, reemplacemos en (9) 92% por su va
L

lor en (8) y despreciando nuevamente los cuadrada: y dobles pro
ductos de S3 y 85:

- O

-—..b

(un _ ‘TÏ
Si 2“ c 1+.

'.'-' of:

a ,ï-_
2»: s,’10

Esta función es muypequeña para todo valor de Sl; por ejemplo

para 81:2: É5l\/ —0,035; en el caso más desfavorable osea 81*»
+00 z ¿s5 Ns3o,o72

S3
i >

Multipliquemos ahora 7(a) por ggz -SJS5 , 7(b) por ï}'+ :La.c H
«¡SLL-í y sumemos. Obtenemos: 4 21

r _ 3 I Ïr 13 7.." ‘ h fi ..(U) r SD=3 435V-S‘"“5_EneSLJ} .S- “3.51:91:3“ 3 20L. l)
Si trabajamos cerca del punto S podremosusar la relación (8).

Además como en el peDr de los casos resultaba de (lO) que 85:
_0,07 S3 vemos que es plausible despreciar 81285 frente a

a Si: - S S: q "S‘ 2 (‘45LL S,‘ , ¿mié frente a y 54...} frente a. :'_. 3' IO o
de modoque en (ll) quedarán eliminados todos los términos que
contienen S5.

Cerca del punto S de resonancia se obtiene pues:

_ (33+ .221.)

13. Sl 4 ‘ LI 3 *5 “rá- c"

Z

NSW- ._ Ï...---..-.__._ww...
0‘ _ 53.15.- Lu‘[8' 57‘ - lha” "¡15%1.3" Ti”?

“23M
¿”L9

En general será:
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Cuando Sl>a> la (12) da g3 a; -O,23; para 51:2: 53 nu -O,l73.
Comose ve si despreciamgs 4 frente a lOO (errorsiáximo de 4%)
verificamos que nuestra suposición original_de que eran despre

ciables 832,852 y 8385 frente a 812, es correcta. Definamosla
amplitud de la intensidad comola media:o j Í.,
mi N?7: V wm a ¿“(Jun¡3435,93’5wï'm3n25.5,:Amr4mí‘on

En lo que sigue consideraremos, para simplificar la es
wn

critura, que Sl representa la amplitud de.la intenSidad. De 7
(a) deducimos:

2
¡- S-,u' \

- ¿.“i l L S a. l
WL \ ¿"3334* a“ ‘75: .

estando S3 dada por (12). Esta fórmula, aunque correcta, no es

w ¡SJ

de expresiva estructura; preferiremos agregar un pequeño error
para lograr una aproyiada generalización del caso de la corrien
te alternada sin hierro. Para ello retomemos7(a) y dividámosla

por ¡4191; 4, 3.73.3

ps) Si. L‘_ -mg }. ¿C
945342315 ¡01' IMSFU. 5.53 " L.¡0‘3o

Ahora bien, comoes lícito despreciar las potencias superiores

(18.5.3:

“353353 u32+?“ -25'sLHSÏ+ZS.S¿4 * ‘73”33)msj g “
I ' (Á __,1:9 " ‘S

L“ S. + ¿a 5 ¿13 T)“¿BME? Lq+33 H+21 414
Consideremos la relación ,.Éh21-. ; en el peor de los casos,
o sea cuando Sl. v a), estalgdnïlán vale -0,0765. Cuando81:2
esa relación vale -0,0072, de modo que cometemosun pequeño e
rror, en el peor de los casos del orden de los anteriores, si

despreciamos 813%frente a 12 + 3812. Luego podremos decir
hLúSSÁSQSScS Í = l y en lugar de la 7(a):s ' ‘ 3

2

ut) sí ”____ ¿ur-H.Hit-+286: “03??1133:
Se ve que si en lugar de la condición_de reSonancia (8) se to
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ma la (17) (Ü; L"-1-
en lugar de 12(a) se obtiene

u3‘43“¡3 _.__ l H\
Z * w

S' "3*+55.2'+ b,“
que prácticamente da los mismosresultados que (12). Por tan
to, en el caso :0, las sencillas fórmulas que preponemosson:

.14." 52

M 5' = ¡JW-3415:”? J “maza-g"? “.513:---{-;-E.‘-1,"¡' x R g4";{24113
w' r2 h

_ ¿ ¿“1; 1‘
Esta fórmula tiene la mismaestructura que la de Zenneck

Schunk; la única diferencia estriba en la función de Sl propues
ta; en el caso de aquellos autores se escribia:

um fl= 373;“¡+23 4-]
Comparemosalgunos valores de (20) con la fórmula correspondien
te en (19) y 12(a) es decir con:

- (sf 4 s}?«¿.533 —_—.__H_____... “L: q “5'
Mathfi' 5' %453u%5ü

Sl f(Sl) q(Sl,S3) Comose ve, la coincidencia es
0 1,000 1,000 excelente hasta 51:1 (error de
l 0,826 0,824 2,5%), muybuEna hasta 81:2(e
2 0,620' 0,600 rror de 3%). Para 81¿2,5 el e
2,5 0,541 0,508 rror es de aproximadamente 65%
3 0,480 0,429 y para 31:3 llega ya al 10%.

Dada la fuerte no linealidad que tenemos ya en 81:3 puede admi
tirse qpe hasta alli la fórmula de Zenneck-Schunkda una aproxi
mación ¿c¿¿ïonle. Para no linealidades muchoma&oresambas fór
mulas no tienen nináún parecido puesto que f(Sl) se comporta a

sintóticamente para UL ¿qa como2/8; mientras que la función
aquí hallada se comporta como 7/812. Comoya dijimos observan
do la figura 5 del. É l y la tabla adjunta vemos que una inten
sidad de amplitud 81:3 o sea una intensidad del orden de 3
representa el 80 % de la saturaci6n(5), de modoque la fórmu

(5) Véase la nota (3) de este mismoparágrafo.
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la de Zenneck-Schunkbasta para explicar casi todos los casos
de interes práctico. Para no-linealidades mayoresconvendrá
tomar comofórmulas del equilibrio la (14) con la (12b). Muy
cerca del punto S de resonancia puede tomarse la (14) con 1a
(12a).*Con un pequeño error adicional puede tomarse la (19)
comofórmulas de equilibrio.

Resultados de cálculos a) que no se desprecian las potencias
superiores de S3.
Es muyfácil desarrollar algunos cálculos de pulimiento al
estudio anterior. For eJemplo se puede ensayar sólo la pri
mera y La tercera armónica sin despreciar las potencias su
periores de esta última. Los resultados son?

, z . ..A cc w F1 7 cr? ‘ “F :1 1 rr'
m :2» - ¡541+ s..¡.¿_q,=¿¿,¿ufi..+ ..u d

añ ( . .| . .,( '- r- -Ï r r —" 'j . . o
í {-31 )." (Í \_ y.. y" ..' —.I ,s 9 ' "2

' NS v ¿1:9- x1“; '—;‘ .._ 1 T75- _'- Ó "3..- .t ,_“ ‘ Q ; —__ ._ Q
4 vn {v-=fl;s H a ¡I a L&uja q

La combinación lineal de ambas:

- fl “3 2 3 1 ur 9 3

n .' z r u4_Sser.)t5 . ¡D y
W s o i 3614+ “¡75’!+- ,12...“ __b

Dado el‘fizlug'de'un circuito podemosobtener así su curva
teórica, damosun valor arbitrario a Sl, mediante (22) cal
culamos Sá, gráficamente por ejemplo, reemplazamos en (21)
y obtenemos,urhfiuL. La amplitud de intensidad correspondien

te será luïïïfïááï'Si en (22) anulama3_hispotencias superio
res de S3 obten remos la: resultados anteriores. Tambiénse
puede lograr una megor aproximación analítica despreciando
en (22) las potencias de S3 superiores a la segunda y des
pejando Sá en función de Sl lo quc'da:

l 2 u __-._._- .__--..- . .;... _ ..... . .-. 2 h...

4-! ¿"Q S iv._sg_14v I ,’ -u)! e“ ¿S UZ.(23)S,,_ m‘..'ïi!i"*a u - h“á ) “¡Lt-fifa É]¿
. _ 2 w _

Avw. -.“_.
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Estos pulimientos son prácticamente imposibles en el ca
so de seguir el método de Zenneck-Schunk de dejar la no-linea->

lidad afectando a la derivada de mayor orden, puesto que es ne
cesario resolver ecuaciones del sexto grado¡
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S3. Significado de la Estabilidad e Inestabilidad de Curvas Carac
teristicas. Exposición del_problema de Estabilidad que nos propo
nemos. Crítica de la Literatura.

El objeto principal de este trabajo es discutir lu esta
bilidad de los fenómenoscuyo equilibrio ha sido explicado en.pe
rágrafos anteriores, en las zonas de resonancia no-lineal, aun
cuandoellas estén caracterizadas por una no-linealidad fuerte
(es decir por intensidades grandes, cercanas, digamos, de la sa»
turación).

Veamos,en forma rápida, el significado físico de la es
tabilidad rcfirióndonos primero al fenómenode ferroresonancia
cuya curva caracteristica teórica hemosrepresentado nuevamente

“o . en la figura l. NÏ'y "j, son nueva
mente las amplitudes de la f.e.m. y

| _í_ p Í de la intensidad, respectivamente.
J [/1 .\ï! 1- Sea P un punto cualquiera de esa
/ \ , curva de coordenadas kof)? y yqqp.

L" - f Puesto que en el circuito serie de’*5 ferroresonaneia podemos mandar o ha
poner la f.e.m., supongamosque la

A l

' perturbamos mediante una variación
1'" .7I'\\\

infinitósima. A esta perturbación conocida, perturbación-dato de
la f.e.m. cl circuito responderá con una perturbación incógnita

de la intensidad. Si para el punto de coordenadas Lu°\,yqu°ha
esa perturbación de la intensidad permaneceinfinitósima para to
dos los tiempos positivos esc punto es tóorieemente estable. Si
per el contrario, ella crece indefinidamente el punto es teóriw
camente inestable,

Nuestro resultado general será que los puntos R y S de
transición entre zonas ascendentes y descendentes son también
puntos de transición entre zonas estables e inestables. Las pri
meras corresponden a las zonas ascendentes de la curva caracterís»
tica, las segundas a las descendentes.

Naturalmente, esta definición del problema de estabilidad
de curvas características se extiende de manera obvia a todos
los fenómenosfisicos cuyo equilibrio se caracteriza por la bús

. N . . - . .queda de soluCiones .' periódicas de una ecua01ón del tipo
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1 rx' (EL 0 ‘

1+“j * ¡L\ 3-.“-':-/Ll“05“¡t La amplitudde intensi¡ - > .5, ' Ethaanu _........

dad<éérá. en generáí, "‘j; i. ' laát y podemosdefinir siem

pre una curva caracteristica r15:nïfljic). La estabilidad de es
ta última se define de idéntica manera que en el caso de la fe
rroresonancia.

Ya en 1922 Zenneck y Schunk dijeron que la zona descen
dente no era obtenible experimentalmente pero no discutieron
teóricamente su estabilidad. Desde entonces muchosautores han
afirmado que esa zona es inestable teóricamente lo que equivale
a decir que no puede ser alcanzada. La inversa no es cierta: u
na zona podria ser estable teóricamente y por dificultades expe
rimentales no ser alcanzada en la práctica. Nosotros nos propo
nemosdesarrollar un metodoo criterio que permita discutir la
estabilidad, aun para no linealidades fuertes. Será condición
sine qua non de este método que en las zonas ascendentes pro
porcione estabilidad puesto que dichas zonas son alcanzadas por
la experiencia , condición cumplidapor nuestros resultados, co
mo veremos. '

El mencionado problema de estabilidad del fenómeno de
ferroresonancii y otros semejantes ha.sido indicado o esbezado
muchas veces en la moderna Mecánica no-lineal.

Numerosasobras recientes estudian el equilibrio de los
circuitos citados no con la fórmula empírica de Dreifuss sino
con:

m 1: Ae—be3
siendo N1y (x la intensidad de corriente y el flujo del vec
tor B. Es evidente que esta fórmula representará conveniente

_mentela curva de imantación media si nos limitamos a intensi
dades bastante pequeñas, pues ÏÍ puede, efectivamente, consi

derarse comouna función impar de #3 . Si sustituimos (l) en
n) gw +Qd+ij ¿”WCÜuT

d??- ° "

'83) +Mñ-‘3Brb‘LÏpL %Lb-Ck©3;->L'wwwt
En el caso R = O la (3) se reduce a la llamada ecuación

de Duffing:
, . 3

m + €- —- _—,-u°¿»MAME



_ 23 

. En esta ecuación la no-linealidad se ha introducido,pues,

comoun agregado en los términos potenciales, o sea losque.co
rresponderian a fuerzas de tipo elástico. Algunosautores, Kryn
loff-Bogoliuboff(l),por ejemplo, estudian ecuaciones del tipo
(4) suponiendo que b/c es muypequeño, digamos de cuadrado des
preciable frente a l. Esta ultima suposición se hace en el tra
bajo de Stoker(2) al estudiar la estabilidad de la ecuación (4)..
Es decir, estos autores introducen en el estudio de la estabili
dad, la no-linealidad comoun pequeño factor correctivo, lo que,
naturalmente, no puede ser cierto cerca de la saturación. En ge
neral, aun cuando estudiamos el equilibrio, el uso de fórmulas
empíricas del tipo (l)_presenta un serio inconveniente. Suponga
mos que mediante coeficientes b bastante fuertes logremos que la
fórmula (l) representa bien la curva de imantación hasta un cier
to valor de la intensidad. Si queremos que ande bien aún para no

linealidades muchomás grandes (digamos intensidades que se acer
quen a la de saturación) debemosconsiderar en lugar de (l) otra
fórmula empírica que contenga las potencias impares superiores

de x; . Pues bien. al agregar a (l) un nuevo término potencial
hay que comenzar todo el tratamiento de nuevo. Ya_considerando

(3) el cálculo se comla quinta potencia comolo ha hecho Keller
plica notablemente. Y si no basta tal aproximación hay que empren
der un nuevo estudio cada vez más complicado. Tal inconveniente
no se presenta con.1a curva de Dreifuss. '

-En resumen. la estabilidad de estos fenómenosha sido só
lo considerada por dichos autores dentro del marco de una Mecáni
ca Quasi-Lineal. Nuestro propósito es, en cambio, desarrollar un
criterio de la estabilidad de la zona de resonancia aun cuandoe
llo signifique una Mecánicafuertemente no-lineal, criterio qua
deberá moStrar estabilidad en las zonas alcanzadas seguramente
por la experiencia.

(l) Kryloff y N. Bogoliuboff (ver Bibliografía).
(2) J.J.Stoker, NonLinear Vibrations (1950) Cap. VI.
(3) Keller? Mathematics of ModernEngineering (vol, II),
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54. Teoria de la Estabilidad del FenómenoResonante Serie. Genera
liZaeión a otros fenómenos. Critica comparativa de los Métodos de
Estabilidad de Kryloff—BQggliuboff.

En este parágrafo expondremos un método que permite discu
tir la estabilidad del fenómenode ferroresonanoia admitiendo la

idea de Zenneek-Schunkexpuesta en el é l, de que, cerca de la re
sonancia, podemosdespreciar el efecto de las armónioas superiores
de la intensidad en el equilibrio,

La ecuación diferencial del equilibrio es la (3) del É l
que derivada respecto a.'r‘puede escribirse:

\’ ‘ ¡[:2 C; - ..._ o
mwm‘i+wi+¿.J+%1;-u°&wr¡ugk; MSA!)

“ Low di

De acuerdo con los citados autores, cerca de la resonancia
una solución aproximada de (l) será:

k2. ‘l -.—a“ Los (r 44*) zafiro-3 z'

en que 3° yol" representan la amplitud y la constante de fase de
la intensidad.

Si imaginamosuna perturbación infinitósima de la f.e.m.,
la amplitud y la fase quedarán también perturbadas, de modoque
no serán constantes sino funciones de T'(l).

En lugar de (2), después de la perturbación de la f.e.m;
la solución aproximada de (l) será:

m ‘J(r) r:su} cat ('t‘Hifi"): aiflufififl; z{r)'.'"r+.((T)
.M'd:- sw: 4 c012rak ¿wz

Comotenemos dos incógnitas (a y .() y una sola ecuación
diferencial (la l) podemosimponerlesuna condición arbitraria.
Ella será que:

(h) á maz -a ¿zM112:o

(l) En este tratamiento supondremos,por simplicidad, que la
perturbación dato de la f.e.m. se realiza mediante un im
pulso. Es fácil desarrollar un tratamiento paralelo en el _
caso que dicha perturbación esté representada por una func1ón.
Ello arroja los mismosresultados, en esencia.
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de modo que

(5} ':_'.'6MJLZ

Este es un artificio usado en la astronomía de antiguo
y modernamente, por ejemplo, por Kryloff-Bogoliuboff en Mecá
nica Quasi-Lineal y Ouochto es obtener ecuaciones diferencia
les de perturbación del primer orden.

(e) WI) z-acmz,¿mz-amm
Si reemplazamos (3),(5) y (6) en (l) obtendremos una

nueva ecuación diferencial para a y 4‘, que agregada a la (4)
nos da el sistema buscado de ecuaciones de perturbación:

. ‘ n I _ o 0

.. r F:(61.13.41): Wa con +-a'su.Lz.+aj.(Q032)-Qaz¿w7¿J. a ¿w 2,

-(Uz ¡it "0
í; ¿CC ó -._Ul¡501.120

FÁ¿%¿É3=WÁM¿3-QÁJNMZ:D
Si se compara el ensayo de chneck-Schunk para el aqui"

librio (fórmula 2) con el nuestro para perturbaciones (fórmv!n
3), es obvio que a partu: de (7) podremos obtener nuevamente
las ecuaciones del equilibrio haciendo en (7) a=.i :0; a=a°;
o(-:afi’eon lo cual dicho sistema se reduce a la única ecuación

.. J o ‘
(x) FAA. u. ,0. o) :0

Es muyfácil demostrar que esta exigencia teórica se
cumplo, puesto que la ecuación (8) no es más que la derivada
respecto a zo de la ecuación (9) del l, que representa el
equilibrio de Zenneck-Schunk.—

Usandola relación (15) del gil se ve enseguida que,
comoera de esperar, el sistema (ll) del g‘l puede escribir
se simbólicamente:

r2. +2.? . .
i F,(a°,.cfo,0) ¿Mzoázrfg o
¡(o

'l‘ia+2W
l

(2)

F:( ¿W? o,o) ¿m 2° dei-.0Jza
El sistema de ecuaciones de perturbación es no lineal.

Nuestra tarea inmediata será lograr, a partir de él, un siste
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malineal que sea fácilmente interpretable. Para ello desarro
llemos F1(a,°(,a,.'() y F2(a,o(,á,cl) en serie de Taylor "alrededor
del punto de equilibrio" (a°,a?,o,o).

'- 2°.'..a.rx.«(a.e -o . .w ea «ew» mx: ¿hs-¿gw “(ri-Siam
mí ‘ +, . :0

Í Hide-¿l Lría‘u‘bóx 3F>x( 4 (vr) o}av ‘. ' r o
v l, ’ i v al * í..-z ¿1-4 . '21»; la l a

\ \ (53/. N °( (Basi;4 ¿"puma
donde el símbolo (95“. significa que la derivada se toma en
el "punto de equilibrig" (a°,q°,0,0).

Si despreciamos los términos indicados por los puntos

suspensivos que contienen potencias superiores de a-ao,a(-—66
á y nuestro sistema quedarálinealizado. El significado fisi
co de tal desprecio es que nos eolcn amos en la suposición de que
obtendremos estabilidad. Por tanto, en las zonas donde obtenga
mos inestabilidad, nuestras demostraciones matemáticamenteno
serán de carácter suficiente. Aunmás, es sabido desde ls. cá
lebre memoria de Liapounoff (2)que, en muchos casos, despreciar
las perturbaciones superiores puede no dar condiciones suficien
tes aun en el caso de que, efectivamente, se obtenga estabili
dad. Sin embargo, las ideas empleadas en nuestra linealizaeión
han sido frecuentemente tratadas por físicos, astrónomosy téc
nicos en lo que se podria llamar Teoria de la Estabilidad Infi
nitesimal, con éxito frecuente. Convendrárecordar, por ejem
plo, que la definición de estabilidad infinitesimal de ecuacio
nes diferenciales no lineales que da Stoker“), está caracteri
zqda por unaequivalente linealización.

Todo esto puede extenderse intuitivamonte observando la
figura 1. El punto de equilibrio es

P," 3m um ¡ahygtáP caracterizado por los valores (ao,
- n .q ’ ' ' t a9€,0,0). Despues de aplicada la per

908311”) mrbación de la f.e.m. este punto P
irá variando con 'E . Al instante a

"-“Ï” "'93 dimensional "c , tendremosel punto
Fu]. 4 ‘

(2) A.Liapounoff:Problene General de la Stabilite de Mouvement
(Véase por ejemplo el prólogo).

(3) Stoker, op.cit.,Cap. Iv,11,pág. 115.
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P'l‘r) de "coordenadas" (magma?) ¿((14) La anterior lincaliza
ción supone pues que P11) quedará siempre muy próximo a Po. A
pesar de ello, si al crecer Í, P'(T) se aleja indefinidamente
de Po diremos que este punto de eq ilibrio es inestable, lo que
está de acuerdo con las ideas empleadasen la estabilidad infi
nitesimal.

Observando (7) es evidente que se cumple:

. o o .¿\

(103 F2(3,4,0,” :_(¿21,0z :0

Debido a la ecuación de equilibrio (8), a las relaciones (lo) F
al hecho de que en (9) despreciamos los términos superiores por
el citado métodode linealización, nuestro sistema de perturba
ciones queda:

IX (El) (a-a°)+(?_‘31) (d—-(°)¿Á.ÜÏJ)É¡3W :079°o '3le {páo ha,
un

. ¿FEF «LG-Eh .. on) (má, Ecko "

De esta manera ya hemos podido eliminar los términos de orden O
o sea los correspondientes al equilibrio (fórmula 8) y además
hemoslogrado linealizar el sistema de perturbaciones.

Calculemosahora, las siguientes derivadas parciales lla
mando Vo z W(a° 0052,") :Kfla" COSLI'4010» 1

9 ° C‘. \

(¡2)zm :Womz¡915wan ¿552%con.)¿e Tuy/WWa. 9.o
Si, teniendo en cuenta las relaciones (12) multiplicamos

(ll)I por sen zo, (11)1‘ por cos zo y sumamos;si luego multi
plicamos (ll): por cos zo, (11)]: por -sen z0 y sumamos,en lu
gar del sistema (ll) tendremos:

I . _ o, ¡F o _ _ “by: .0

(a ) (¿ada “(.590 ’Sulz4'11 a/‘Nïjïs 11.112::0

I) ‘Po6°¿t +(a-a‘)(%:') CDKZOHN-4°) e03z°= o
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Bn lugar de T,”consideraremos a zo: T +q° comovariable. El sis
tema (13) es el sistema fundamental de perturbaciones que se de
duce con nuestro tratamiento de la Estabilidad. Para resolverlo
supondremos que (a-ao),(oL-.(°),a y ¿L son muylentamente varia
bles en un periodo cualquiera, es decir, imaginaremos que en
el intervalo (zo,zo+21r ), cualquiera sea z°,a—ao,o(-—o(',á yéc
son constantes, bien entendido que esta suposición deberá.ser
donfirmada por los resultados. Si integramos respecto a zo las

dos ecua‘ciones de (13) entre zo y zo-I-211:
Z +7“ o o Uv o o

r»w ¿wa-a><%!)9W+H-«°)t%ïo.w}

“th \ ¡»un o. o c o ( c(o) F o ¿to
II 810{vga «(+la—a)(%_á)ocosz+ o( (kayak :0

Debidoa la lenta variabilidad de a-a°,o(_ ,4“, a y ,
podremos sacarlas fuera del signo integral. Es inmediato darse

cuentaobservando(7)quelos factores (Hizo
“tu? Nach." son periódicos respecto dedazgde mgdpz‘)aque la

intoegral tigre zo y zo-l-2‘11 equivale a la integral entre —'n'
y-Hl’. Por lo tanto, debido a la lenta variabilidad de las in.
cógnitas el sistema (13) se reduce a un sistemas de dos ecua

ciones dnáferenciales arcoeficientes constantes, a saber:

f WOCLÏÉ‘LIa-c‘bvl¡ÍlE!\,1lllÏv¿)’Z,o+(J—J')[ [VlF'\Ál.UZ,oAkÚ-u¿31 ¿41'58 díi\D-<o r

m w w W

¿“(20K Wa¿Lula-¿WW (¿ÉMMzoÁ'ÜÜ-fÁG-E)(052.329 o-‘I’ ._¡7wa ' .w No t
En el Apéndice Matemático D93 demostramos (ver fórmulas

. “6‘ 05° o‘ °.." D

5) gmfi‘hïzotw“ ‘)*%‘z°°“ “MJu *

o 1 o . o

KE?z a lÉJWszhÏTïunzHSwh]Ecko

Recordemoslas definiciones (lo) del el:
" 11'

qbo): tu“) ch‘t": Who): Áï‘ (Pocoñïolf
OTÏ

o I
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En el Apéndice Matemático N23 mostramos, aunque son inmediatas
a partir de (16), las siguientes relaciones:

. 1: w. o . Jr

5. ‘— Ñ o) ' . uzbz"; i "añ ' 2° °—“Lunch-pla)+q(a,,i. J ¿sin c ¿lam ¿1
Ub’l u r =‘¿"D("\(’)"‘%Ï?s‘

‘ 3C. ¡ o ¡o 1 uw;. i K *;E¿\ p. xv l o_¿ o¿.LQQIÁ-‘mA..¿la ,1“(J ¿tm dz -¿a
Puesto que las relaciones (16) y (16'), comose verá,son

de gran importancia en el presente tratamiento, convendrá recal

car que son independientes de la forma de la función k\:.war,;zfl¿
Si en (15) tenemos en cuenta (16) e introducimos las defi

niciones adimensionales:

M 82°): 6 212;; gkz.°)=o<(z°)-o¿°

el sistema (15)queda:

'É(2°HV(3’)HH°°)MS¿-(q w? 35:0
T ‘ 1;}

€\\p+q)+(e-%s)í+3 3:0
El sistema (18) se integra inmediatafente con el ensayo euleriano

UC” É: me“); 1 S: B ('PMz

donde A,B y ¡i no dependen de zo.
Reemplazando (19) en (18):

f AYd V?)Ni -- half-9.: ha
} Pl 2 .r. a U' De!I“iv-tlxswíwqwlw

Para que el sistema homogéneo (20) tenga soluciones A y B no nu

MS

las debe satisfacer la ecuación aláebraica:

(m ¡Ñ+2.322.} )+
(W (WW

Si recordamos la fórmula (16) del g‘l que nos daba la de

O

rivada de la curva característica (21) puede escribirse:

(m ¡B figgfi. i Kl(a°) ¿35; :0é
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Las raices de (21) son:

P“ _Psz+ï)+\)\g+q)‘ da“ (¡WN (pq)
r2 í

“b - _ 'ST"”"K¿'?”(;Í>“AÍ@g rgïm lasyï' * \ “‘113' ’3’.<—e‘— Jïí.q ufl(H M a .(Mw . ¡”q
Si observamos (19) es claro que si la parte real de y,

y pl es negativa para todos los tiempos positivos É y g es
tarán acotados y tenderán a O. Tendremos, pues, en ese caSo,

estabilidad. Si, en cambio, una de las soluciones,lfi. 6 }]z
tiene parte real positiva, y Í crecerán indefinidamente
y, por tanto, tendremosinestabilidad.

Para discutir convenientemente las soluciones (23) ob
servemos que

(2L!) p+q>o
pues siendo:

(15) Woz .2: >O P>O, q>0.

Obviamente cuando (E08 > O (zonas ascendentes) 1191,34
4:. O(4), donde por R( ,) entendemos la parte real dell, .

Cuando ¿ao <0, R(}u) > O (inestabilidad). En cualquiera de
los dos cggos R914) < 0,

Luego)A¡ es k1 raíz decisiva para discutir la estabili
dad.

En resumen, con sugestiva precisión, las zonas ascenden
tes resultarán ser estables, las descendentes, inestables.

Nuestra demostración no queda terminada pues para pasar

del sistema (13) al (15) hemos hecho la suposición que E y'g
son muylentamente variables en un período, suposición que de
be ser confirmadapor los resultados.

Por (19) E L g serán de la forma:
' o ¡to ¡12

(LC) Éxoflh e’bz 4410201112" El: C1Bit)! +c2. n29
donde A1 y B1 son las soluciones del sistema (20) cuando en él

(4) Naturalmente, esto se comprende observando el término inde
pendiente de (21).
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se reemplaza ;¿ por,h y A2 y B2 son las correspondientes solu-¡

ciones cuando se hace jA:F¿. .
En los puntos R y S de transición entre-sonas ascenden

tes y descendentes, allí? = O, luego:
(2‘

. _ _> o

I }12¡— -f;a)
Siendo 8 muypequeño en los casos interesantes /l¿se puede con| o

i\_)(EJ) lu, :0

siderar muy pequeño y e ZD muy lentamente variable. Con másP42razón lo es e . Luego en entornos más o menos amplios de
R y S nuestras suposiciones de lenta variabilidad se cumplen
y por tanto alli las soluciones (26) son correctas: ellas se
ñalan, para repetirlo, inestabilidad en las zonas descendentes
y estabilidad en las ascendentes.

Luego queda probado que los puntos de transición entre
zonas ascendentes y descendentes son también de transición en
tre zonas estables e inestables: las zonas ascendentes corres
pondena la estabilidad, las descendentes a la inestabilidad.

Quizás sea oficioso decir.que si P¿¿ fuera relativamenz
2 deberia ser no consideradate grande(5) la solución Age

por no cumplir las suposiciones de lenta variabilidad, pero
ésto no podria invalidar la demostración de inestabilidad de
las zonas descendentes, aunque si la de estabilidad de las as
cendentes. Ello se debe a que la raiz reSponsable de la inesta

bilidad es llo. Como P, es siempre pequeña cerca de la reso
nancia, las soluciones que determina a través de (l9) serán aún
en esc caso, lentamente variables y por tanto válidas, y ellas
muestran la inestabilidad de las zonas descendentes.

Generalización del problema de la Estabilidad
Es importante observar que en este tratamiento de la es

tabilidad sobre la función ‘Fo sólo supusimos la condición (24)
r ‘7 \

(Lu) \ lVo(W ; v + 'I 3 O
‘ TI

Esto sugiere la siguiente generalización de nuestro problema de

(5) Esto ocurrirá, aun cerca de la resonancia, si g fuera gran
de.
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la Estabilidad: sea un fenómenofisico cuyo equilibrio está
explicado por soluciones particulares periódicas de la ecua
ción no lineal:

(22)¿431+un tg (¿m z mame

dondesupondremosque í fi ¿1,2,3-n
De la manera explicada en ¿L É 3 podemos definir la

curva caracteristica:
(qu 5,1o)
donde HC, ¿.(F 37 siendo 1 una solución periódica
de (28). Supngáïgé ahora que estudiamos la curva caracteris
tica (29) para un ámbito de valores de uo tal que podamos des
preciar la influencia de todas las armónicas menosla fundamen
tal, es decir, un ámbito de valores en que la curva (29) se ex
plique convenientemente ensayando en (28),

(3o) 1: ¿P (35 (r +-4°)
En esa región tendremos:
(31) Ao: a° Í ao = a°(u°) es la cruva característica. Pues
bien, el método de estabilidad que desarrollamos en este para
grafo permite discutir la estabilidad de la curva caracteristi
ca (31) y demostrar que, con toda generalidad, los puntos de
transición entre zonas ascendentes y descendentes de (31) son
también de transición entre zonas estables e inestables, res
pectivamente.

El problema planteado en el g; 3 y los resultados de es
tabilidad del 5 4 quedanasi considerablemente generalizados.

Esta generalización tiene interés físico pues muestra
que nuestras discusiones de estabilidad son válidas aun en el
caso en que no se hubiera despreciado 1a influencia del campo
magnético en el equilibrio.

Además,dicha generalización da a nuestros resultados
una cierta prescindencia de la aproximaciónun.tanto burda
que importa la fórmula empírica de Dreifuss.

Critica comparativa de los métodos de Estabilidad de erloff
y Bogoliuboff(6) desarrollados en la Mecánica Quasi Lineal.

(6) Kryloff-Bogoliuboff (ver Bibliografia).
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Los matemáticos rusos Kryloff y Bogoliuboff, al realizar estu
dios de Mecánica Quasi-Lineal, discuten a menudoproblemas de
estabilidad involucrando ideas que presentan fuertes diferen
cias conceptuales con las que han inspirado nuestro método de

sarrollado en el é 4, Es nuestra intención, ahora, aclarar la
naturaleza de dichas diferencias. Desde luego no haremos ahora
hincapié en el carácter quasi-lineal de los métodos a que alu

dimos, ya que esa observación fué comentada en el é 3.
Los citados autores estudian ecuaciones diferenciales

quasi-lineales del tipo:
.7. 2

UL +_ v x +5 C(x,(\«)___gÉU.‘ Tr.

donde E. es un númeropequeño (quasi-linealidad). Primero ha
cen i;=0 con lo que una solución de la ecuación mencionada es

x=a sen (Yt 4 d?) en que a y (p son constantes. Para poder
dar cuenta de la no-linealidad representada por el término

Ef(x, ¿dai), suponen luego que a y fi , en lugar de ser constan
tes, s83 funciones de t muylentamente variables en un período
y obtienen para a y (b un sistema de ecuaciones no lineales de
la forma:

¿É ': íknkaï Ad"‘ )
dt V Kt- "' 0‘3

en que Ko(a) y Po(a) son dos funciones de a cuyo significado no
,4L,”

viene al caso mencionar. Este sistema de ecuaciones definel para
los citados autores,_el sistema de ecuaciones de equilibrio. Es
te sistema se integra inmediatamente por cuadraturas. Desde lue
go, todo esto no ofrece ningún reparo. Lo que nos parece dudoso
es lo siguiente: una vez integrado el citado sistema de equili
brio, estos autores aplican el siguiente criterio de estabili

dad: si las soluciones de equilibrio a(t), 4)(t), soluciones del
citado sistema, permanecenacotadas para todos los tiempos posi
tivos, dichos autores afirman que las soluciones halladas son es
tables. Si, por el contrario crecen indefinidamente, dichas solu
ciones son inestables. Es decir dichos autores discuten la esta
bilidad sobre las mismasecuaciones diferenciales cuyo estudio
abordan.

Este criterio no es muy ortodoxo. Desde la época de Poin
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caré(7), de Routh, de Liapounoff, los matemáticos saben que pa
ra tratar la estabilidad de las soluciones de una ecuación dife
rencial, no hay que estudiar el comportamientoasintótico de di
chas soluciones sino el de las soluciones de la así llamada e
cuación de variaciones. . l

Para comprenderel significado físico de la diferencia
entre ese criterio y el método que hemosdesarrollado en elé;4,
supongamos que estudiamos con ambos criterios un mismo problema,

.por ejemplo el de la estabilidad de la curva caracteristica de
los fenómenosresonantes serie tratados en este trabajo. Para

ls facilitar la comparaciónimaginamos
’ que en lugar de haber realizado una

v, W\ En”) f perturbación impulso de la f.e¿m;,

¡K/dïyfipíGux/ó dicha perturbación está representada
/ ‘\. /\3 ' por.una función ¿(Ï3 lo que no modifi

7/

/
ca en esencia la naturaleza del méto
do. Sea (a°,uo) el punto de equilibrio.
En nuestro método desarrollado en el

É4 pasamos al punto (a,u) al tiempo TÍ después de iniciada la
perturbación, punto.que, en general, se encuentra fuera de la
curva de equilibrio. Es decir, para estudiar la estabilidad,
nos salimos de la curva de equilibrio. El otro criterio, en
cambio, permitirá sólo una variación del punto sobre la misma
curva de equilibrio, puesto que La estabilidad se discute so
bre las mismasfunciones que la definen. Una tal perturbación
puede calificarse de parcial o especial, Y es claro que si u
na perturbación parcial muestra inestabilidad, las soluciones
que caracterizan el equilibrio son seguramenteinestables. Pe
ro, en cambio, si una perturbación parcial muestra estabilidad,
no podemosconcluir que aquellas soluciones sean efectivamente
estables.

(7) H.Poincaré: Les Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste.
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¿5. Teoria del Equilibrio y Estabilidad del Circuito Resonante
PAralelo.

' En este parágrafo desarrollaremos un sencillisimo metodo
para resolver, al mismotiempo, los dos problemas enunciados en
el título. En esencia el métodoconsistirá en reducir dichos pro
blemas a los correspondientes del circuito resonante serie, que
ya hemos estudiado. En el equilibrio de la zona de resonancia nos
conformaremos con la aproximación correspondiente a la que han
tomadoZennecky Schunkal tratar el circuito serie (ver é l).
El circuito paraLelo resonante que queremosestudiar es el for

Cí ' mado por las ramas I y II de la
figura l. Todoel resto del esúnil__._ln_{}ïy,

xx]! n quema representa elementos acce

{j sorios. Este circuito presenta
-_ ‘1 f4 Mi un especial interés teórico des

“.[FmïFCLiJVNÁA-fi :I de el punto de vista de la esta
“ r l bilidad pues en él se puede impo

mme«»-w}R ner o bien la f.e.m. ufo bien la
y intensidad total 3‘, según el va

ujwm“ ' i lor de la resistencia W. Si ella\¡

i a es muy grande, de modo que Cuan._......-._..la.-.“ 4......“_._

Fkr‘. 4

puntos A y B quede prácticamente constante, entonces en el cir

do varíe la f.e.m. del generador'
G, la caida de f.e.m. entre los

cuito paralelo podemosimponer la intensidad de corriente. Si,
por el contrario Wes pequeñ, podemos imponer u“. Las curvas ex
perimentales de estos fenómenostienen la forma de la figura 4
del á la En el caso en que se imponga u‘ evidentemente se ob
tendrán las zonas descendentes puesto que dicha curva es mono
valuada respecto de u*’. Nuestro problema será tratar , en cam
bio, el caso en que imponemosla intensidad de corriente total
y . Tendremos:

(l)> j = «3° Mu mi :p a" Am T "raw.
Nuestras ecuaciones diferenciales serán, llamandoj, la intensi
ded que pasa por la rama I e Ï12 la que pasa por la rama II,

m “y :- +-94'34,, Ü»)"14*; "ÉEl)?“ t (Might-L]2/
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Luego (3) queda:

(5') m z ¿La <-..r-::.m
Comparando (2) y (5):

“ s J ' _ ' \ O

(6) +.Qajs+6 -- :(ÉTJCR?“¡Í

h J _ . .

Llamando = Lot-((#4) donde Lo.. (dd-WL.d’atenemos.
. O

1*. ) o " ‘
¿AB-F: ‘f'3 |'o J‘

' v

Si en (6) introducimos comonueva variable "C: wt y las defini. 2 ".
ciones gp; (<l _ ; KÚQ:4?“ 87:13h ¿xa tenemos:

L h\ . L'O 2.02 .. a J
x )\ si F' (U 7 "o
H) LW»).f.HW (j. ¿a za con
Si comparamosesta ecuación con la (3) del g l, vemos que (7) re
presenta un fenómenoresonante serie cuya intensidad es y cu
ya f.e.m. está representada por EO.

De acuerdo con las ideas explicadas en.e1.él, cerca de la
resonancia, para calcular la curva característica nos basta con
siderar el ensayo:

\ O 0 o
(8) J. 1 a. (03(‘t +w*\) resultando si se recuerdan las ecua
ciones (12) del Él:

-— -->‘49; 9\ Tr 7
(Q) a? = __:'"?_.°_._. ¡ÏW' = “15- 1-1-E------Ï---‘.qta’ "1% MV) M“-¡“(A

" I..O ¿7 u l A ..u‘
Md. hifi 3+\,, ' ¿37 tm.)

q-O yEn una palabra, donde en el Évl decía'üo escribimos ahora a

donde decía "'10escribimos alo.
En el caso particular de Dreifuss si representamos 5° en

función de alo obtendremos evidentemente una curva del tipo de
la figura 2:

Evidentemente alo en función de 5° será
al] de la forma de la figura 3.

Comonuestro método de estabilidad, desa

rrollado en elé4, es válido para estudiar
/ fl la ecuación (7), evidentemente podremos

/ a / decir ahora que los puntos de transición
entre zonas ascendentes y descendentes

¿3 de la curva de equilibrio (9) son también
de transición entre zonas estables e ines
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tables, correspondiendo aquéllas a las regiones ascendentes, és
l' tas a las descendentes. En el caso espe

; cial de Dreifuss, la zona descendente de
' la figura 3, comprendida entre A y B co

rresponde a la inestabilidad, las zonas
ascendentes correspondena la estabili

,' dad.
En rigor, la aplicación del método del

.._9
94 al estudio de la estabilidad de la e

cuación (7) nas permite sólo discutir las perturbaciones de 34,.
no las de uf. Sin embargo, si se observa la ecuación (5), y se
recuerda que las soluciones que encontrábamos en el Éï4 para las
perturbaciones de la amplitud y fase de la intensidad eran de tipo
exponencial (ver ecs. (19) del Q4), se comprenderá.inmediatamente
que, en nuestro caso actual, si 3, resulta inestable también lo
resultará u‘; si Í, resulta estable lo mismosucederá con ud:

Ya sabemos, por tanto, que u” será inestable para las zo
nas descendentes de la curva caracteristica (9), estable para las
zonas ascendentes. ¡Atención! z la demostración no queda termina
da pues a nosotros nos interesa especialmente discutir el equili
brio y la estabilidad, no de la curva característica (9) sino de
aquélla que represente la amplitud (llamémosla uo) de la f.e.m.
en función de a0. Busquemospues la ecuación de la curva caracte
ristica u°= uo(ao). Comoen el equilibrio hemosescrito‘j:¿_g’ut.¡
.?::e°(c..\{’c_.+g¿;\,observando (5) es evidente que u*sera de la for
ma:

(10) u" (Oi (T 4-d5)
. o 9

Veamoscomopodemos relaCiones u con a1 . Para ello estu

uï

diemos la ecuación de equilibrio de la rama I que puede escribir
se:

. * - u Ó g D _ om) JL; WM, lu. =e. cor-Í?mi)
Lhu) 1.:“) o ‘

Llamando ; y reemplazando.3.:4 a. (05 {TL-o“);
Lou;

(12) ü° (¡33(1'4 61,04 317°.MD):
O sea:

__ r

(,33 ¡fvw (43-. 1-,km moi f)away? en“){G.IthW-«3) —=

.: — ÏI ) 6.o L1'1(Cli"(ao)+gfiAGUA(174- ¿0)

W‘Udsf’mlrufihaarmm)
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Multipliquemos (13) por sen(TH+JÏ) e integremos respecto de (4443
entre -1T y +ÜW. Luego multipliquemos por cos(“ï+fly) e integre
mos nuevamente:

“,1 _N_ O O

g H" {MUR-(ü? a yio) :5! da)

(H4) _“O(Ü_\('\/7J—' no): 34° Si

Cuadrando y sumando resulta: __“
(15) 11"=a.° Vi?“
La ecuación (15) y la (9) forman el sistema:

g no ;a,° VHEWTF
(HA , _° ¿F F

Ï a : a.“ b’íj’llas‘) r ¿2.2.32 +-¿F“ ¡ul j
El sistema (16) puede considerarse comolas ecuaciones paramétri
cas de parámetro alo de la curva característica buscada a saber
u°=u°(a°); Conel hallazgo del sistema (16) hemosresuelto el pro
blena de equilibrio planteado. Conviene recalcar que no hemos en
contrado esas fórmulas en la literatura.

Hallemosahora, a partir de (16) dig; . Para ello observe
d

DIOS! a
3- v .- ¿- ‘ Ap ‘ o dl _

¿a = l "Ha-W —_. ::?—_:__._”3Ï:‘.
Mmix“ Mai"? + Z

Q. 8.

Si recordamos la relación (15) del ágl tenemos:
H " w o .

dad: LC wm? (me) amm») =qm, {Jr},V 1- |"u
Luego:

H1) «WI _. _.-.fi.f..
a? ’ w. ¡5752"

Evidentemente: ) l z ?- 1..“ o ._ y ,_ " '

(.8) u‘_.r2_‘.?._¿3_)_ü‘ 351M
Ca. ‘Jí\’-1"L’¿)'+S.¿

De (17) y (18) se deduce: 2 _
- ¡"-"'_—7__}¿' u). Í Í.‘?" "UG)¿unaz.1“)..- L ¡3+"4
3° \1!"1‘+TÏ

Siendo ‘VKÜ;);> O resulta q(a1°) :> 0,9(310) :>.O de modo que:

r r0 ¡2‘ '- 2 “2‘

(lo) &¿L(q-%51(á’-%)+F:-..J
C.

’b
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donde Sg indica la función signo.
.Luego, las curvas características (9) y (16) presentan

sus zonas descendentes en los mismoámbitos de valores de alo.
Comohabiamos demostrado que la f.e.m. es inestable para aque
llos valores de alo en que la característica O9)es descendente,
queda ahora demostrado que dicha inestabilidad corresponde tam
bién a las zonas descendentes de (16). Lo mismo sucede con la
estabilidad de las zonas ascendentes.

De esta sencilla manera, probamos que las zonas descenden
tes de la caracteristica del circuito resonante paralelo son ines
tables, las ascendentes estables, siempre que se impongala inten
sidad de corriente.
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GG. Teoría de la Estabilidad del FenómenoResonante Serie
basada en los Métodos de Hill

En este parágrafo desarrollaremos un método de estabili

dad que se acerca mucho más que el del É 4 a los ordinariamente
usados en la literatura y en la Teoria Matemáticade la Estabi
lidad de las Soluciones de Ecuaciones Diferenciales. La teoría
que ahora desarrollaremos requiere un aparato matemático mucho
más complejo que la anterior y hemospodido interpretar satisfac
toriamente sus resultados para no-linealidades no muypoderosas.

Debemosbuscar, ante todo, la así llamada ecuación de va
riaciones correspondiente a nuestra ecuación de equilflario,

.. . z. .
(1) Si Wu) J) +2 S HELLa! = ¿La ¿mt

dl,“ u)?

Después de aplicada la perturbación de la f.e.m. podemossuponer
que

(2) j _._.dalt) 4- Élr)

dondeÍr(r) es la intensidad de corriente correspondiente al equi
librio. Si despreciamos las potencias superiores de g :

.‘_=]*0 \. i en .e 9-2%); i; "O'f
(3)wm "W )+(.%7E)} qu (girl 1:1“ 1:“;

Mi =(W1°)+í (img) z um”)+ (wm”)s)
Reemplazandoen la ecuación (l)

(u)a(www w) - vw ') «os) «v
fi ‘, CTEÁLyt É)+—( fé «tur-C +1. :-u, 1.14€

La ecuación de equilibrio es precisamente:
. . ' 7 t L e.

la?) Ad; (LM‘ÍV’)j +-S,"J°+ "J": -!.,.I°:.1u T,
Si eliminamos en la ecuación (4) los términos del equilibrio obte
nemos la ecuación de variaciones buscada, a saber:
. 2 . \z

¡H ¿1.74th +Ss + "¿:0i

que también puede escribirse en la forma

m w'g'4 (20m mi“ ¿zo
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El tratamiento de esta ecuación de variaciones lo desarrollare
mos siguiendo ideas introducidas por el astrónomo G.W.Hill(l)
en la clásica memoria llamada "On the part of the motion of
the lunar perigee which is a_function of the meanmotions of
the sun and moon", memoria triplemente fecunda, pues, aparte
del éxito que obtuvo en el problema de aplicación que trató,
es el punto de origen de los capitulos matemáticos: el estudio
de las ecuaciones diferenciales a coeficientes periódicos y el
de los sistemas lineales de infinitas ecuaciones con infinitas
incógnitas.

Brevemente deduciremos las fórmulas de equilibrio que
necesitaremos para emplear el método mencionado. NUestra ecua
ción general delequilibrio para los fenómenos-serie era:

(i) + 4á At :U (MMM

Introduciendo: :- en queLo;}lliat) :‘T=.u'a['.ís:.ígju
la ecuación (l) puede escribirse: Lná’:rí:

‘ ‘-‘ “(ri ¡ Z o \ "2,) ‘i IM <>_ ' __ 29.2 jar: ¿L com
t k “JL-JT + WH) tol. Luu) LPM

En.las zonas de resonancia de la armónica fundamental de

la solución particular periódica de (2) que estudiamos:

(3) 1:0] (ON? k0="c-'.;_g(
Reemplazando (3) en (2):

(H3 A) 'xwk?+ 4. «1wi :1!1.09%(¿QEPD?MWMHÏÏ}
wm LUZ un) Loto 09H)

Para determinar a y c4 multiplicaremos la ecuación (4)
por cost? e integraremos respecto a\Q entre -‘ü yHï; luego
la multiplicaremos por senkF e integraremos entre los mismos
limites. Llamaremos:

(a p“ ¡“(Mm Q(\ \ TAMNA‘P" ) I (í ) \r” _,__)___ .. w-Iz- ___-.— :_.__. A _____._..
n nxú WH) ' 1 “.n‘fli) P 7 P )'| q '

Evidentemente, haciendo una demostración análoga a la
estudiada en el Apéndice Matemático (pág. ), se cumple:

,9: a r \‘ “ (y ‘. - 1.- ‘ d l . N‘l

(e) \ ¿[MQ _Q41 . (43 ‘3‘_miwïaïï\%.l)=%fiLa ecuación (4) engendra el sistema

(1) G._2‘¡.H111,Acta Iaíathematica,VIII, (l886),pp.l—36.



c0\\p=> SN]? - u° PCO’M-X
Loto

E7

JWM‘ 19.0una

o _n"_u.n_w.n__
¿L _ . J- -w" a zLow-W lc" #9‘

Z

‘%d : - (ql"g%%);

Comose ve qlúq) desempeña el mismo papel que antes de

sempeñabaq(q). En d. caso particular de Dreifuss se ve:

C’¡\"7)ec"'b3: L ' P.‘(a), _

Nos interesará conocer la derivada a la curva de equili
brio:

o

a 'r—‘—!—— o z ’ ‘ 2 o' "L
\ . U * JD) ¿ ‘UÏ .10. 7

11:“www M
¿“1° Www

De la relación (7) se deduce:
9 ¡. 7 4 _ ; 7 _ o. l

«¡(1,31' (¡:7- "qdwïounqHJ-flé‘ J. q|+"11—‘}.=
r, 1 2 I 2

2 232M_F'7-9!-1 “ 0- A- ¡'nql+t]oq':' P‘-
l P¡ ‘

Luego: 7 )z sI o N1 _I.(‘_ I.

¡m Mim) _Mr É)(p.-(L¡L_% Mg?

“no VÜ’_(LZÏÏ)IÏS7
En (12) se ve que 9,- HZI'Ü'Z' desempeña el mismo papel que an
tes p; En este segundo tragamiento del equilibrio hay pues una

o

separación en los papeles que representan q1(V)) y p1( o).
Con esto tenemos los elementos que necesitamos sobre el

equilibrio. Nuestra ecuación de perturbaciones en el caso 8 =O
es:

7 3 - "

m d “,f>w——-“;fi=.o;WAV-owzhoU
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Introducimos la nueva incógnita
(14) ¿L :WÉ

2 Z
l l (De -—O(15' 0‘ +- "3 e TP

La ecua01ón (15) es de singular importancia en los estu
dios de estabilidad y en otros camposde la Física. Se conoce
con el nombre de ecuación de Hill y a su estudio se ha dedicado

(2)

la teoría de la ecuación de Hill es de notable belleza.
Inn extensa literatura. Segúnafirma Stoker , y asi nos parece,

Abordaremos el estudio de la ecuación (15) mediante el
llamado método de Hill de los determinantes infinitos para la
determinación del exponente característico(3).

1

En dicho método se supone que EE% EÑ—3) es una función'- z
continua, par, de periodo'“ y desarrollable Fourier:

7 , H

(15) 1.132 4. __,_._.=v°+ 2‘1*¡(o!22+31y¿(mhz ¿”A-21+,“ Los ¿»su
(“z v(a;ib7z°) ao

También se admite que la serie :2: \ UM’ resulte conver
gente. “:0

La teoria de Floquet afirma que una solución particular de
(15) será de la forma

(17) 111:.e‘lzïi(2) en que fx es una constante respecto de z
llamada exponente característico y Cb(z) una función periódica de
periodo T”. Puesto que kP(z) es una función par respecto de z,
es evidente que si (17) es solución de (15) también lo será:

W) “2:5”Z CN-z)
Luego la solución general de (15) será de la forma:

i Z _

UCI) u :0, e u (Mz) 4.c1€ ¡"41(1)
en que cl y 02 son constantes.

Siendo d’(z) función periódica se comprendeque la discu
sión de estabilidad debe basarse en el conocimiento de fiJ. Más
aún, observando (19) se reconoce que sólo habrá estabilidad cuan

do la parte real de l» sea nula (R(P) :0). Este último hecho es
sólo característico del caso 8 :0 que ahora tratamos.

(2) Stoker,op.cit.,Cap. VI
(3) Para la exposición matemática del método de Hill y Teoría de

Floquet puede consultarse:.Giovanni Sansone, Equazioni Diffe
renziali nel CampoReale(Parte Prima),Cap.VI,pág.34l et seq.
Whittaker y Watson, A Course of Modern AnalySis,Cap.KIX,pág.
412 et seq. Si se desea profundizar puede consultarse: Strutt
M.J.O. Lamé—sche,Mathieu-scheund verwandte Funktionen,l932 y
F. Riesz, Les systemes d'equations linéaires a une infinité
d'inconnues (1913).
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Empleandorecursos matemáticos que implican el conocimien
to de la teoria de sistemas de ecuaciones algebraicas a una infi
nidad de incógnitas, y'la teoria de los determinantes infinitos,

puede demostrarse que el exponente característico ¡4.de (19) satis
face la siguiente ecuación:

(2,0) AUN) :

_ ‘ 2- . . ‘ ' ‘ " - u - p e . - . _ . _.

i L'Játï}: vo .191 «o- ru; v. v- z ' 1 " ‘ “ ’ - '
‘4 Aro ü uña ¡un una Law, '

‘1)" "o ¿EL - v1 v3 Í
¿7._ 'Ú'D 22.. ¡vo 2 z_'D-j 2 5-1PQ 2-7576 .

' a
. ¿JL x Ü! k;lt )Z. -3)!'I ‘11: 1' (,l
I 01- “a 0‘-“th 0?. no 02-09 O".v, ,

' ‘ v3 :._"’.‘>_ - V)"... Lng3‘11", . J...‘ï Ï
. 27-11» ‘22.vo 27’- vo 2 -vo 22.15;

. :ÏÏ‘L- ¿3. _ m _ .' -u)-no'.‘ 1'» w-vo me q--vs :

Los puntos significan que este oeterminante debe considerarse
extendido en todos los sentidos a un númeroinfinito de filas

y columnas."El determinante infinito AÚN) se llamadetermi
nante de Hill.

Llamemos15(0) al determinante infinito que se obtiene

haciendo ¡.1= 0 en el determinante ¿(m3 de Hill.
En la literatura matemática se demuestra que el deter

minante AOP‘ cumple“):
'\ |

. ‘ l I. )(20 AMO=Mc)- ML
l hill) 1Tño)

Esta f5rmúla es importante pues permite reconocer que la ecua
ción (20) es equivalente a la ecuación traSCendente:

(ZZ) ÍXlLl'2( s. ¿AUDIk wwe)
En el Apéndice Matemático mostraremos que con leves cam

bios en la demostración de (21) puede llegarse a 1a fórmula:
. \ '

(2.3) bb") z ALA) + (DHLÏ un)
Al'uzt'áT‘

(4) Una bella demostración. de (21) se encuentra en Whittaker y
Watson,op.cit.
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en que A (-l) es el determinante infinito que se obtiene al

hacer fe: i en A (ig). La fórmula (23) es interesante pues
permite reconocer que la ecuación (20) es equivalente a la nue
va ecuación trascendente

(21!) (03% ¿»mm ___._¿\(_¡) 3.1:!(Jíïlfib3

ecuación que proponemospara la discusión del exponente carac

terístico ¡y .
En nuestro caso w

(13€) 1)],z .L,- ¡Jr (lr J-n «(1)
Luegovo es real positiva.

Tendremos pue s :
2 3

(lb) 04 C ; uu. ( ,4-“ m) é 1-. . i.

en que C es una constante respecto de la .
La ecuación (24) se escribe:

24' - . .

Cm {LjíwdaoLÍ-afiïrrlu) =—A(—‘)C2
(243 AM? ( 4.1,.sz - e——¿(AW
En (20) se ve, desde luego, que ¡J (-l) así como también MO)
sonrealesporserlo L

u)?‘ '. (z)
Si A(-l) es positiva cualquiera o negativa de valor ab

soluto mencr que l el segundo miembro de (38) será negativo.

Las raíces ¡1.4,de la ecuación trascendente (38) serán en gene
ral numeros complejos que escribiremos así:

42 ¡TF r ¿y 4,.(3'. donde o( y son reales
En el caso A (-l) J} .-l la. (38) puede escribirse:

e?)Mine.) z viï'rawz'-zmmm: .w
en (me?) es un número real qie cumple

um (B y 1 si LB(-l) > o' 1Q<1si A(-1)<:o
La (28) puede escribirse:

(3o) SDJ'J‘*' =-EL}V {3001121:¿kuifi‘gwffi ot311,15,{sq}?I

siendo o(‘ y números reales caben ¡dos casos:
( ¿field =o .. J af: í Lou " (Estabilidad)

(3'31 L) (¿Who 1.1an: ¡[2'J, (“CBF (Inestabilidad)
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Evidentementese cumplirá (3l)(a.) 5194 l o seaisi A(-l)¿,0
y se cuplirá (3l)(b) sich >l o sea si Á(-l) > 0.

Dicho de otra manera:

Si O) A (-l) > -l, d = R(r4.)= o lo que indica estabi
lidad si se observa (19).

Si A (—1) > o, 01 = Rm) ¡eo (Inestabilidad).
Debemosahora hallar el significado físico de sgA(--l),

es decir su relación con la curva de equilibrio (10)..

Naturalmente para escribirlo hasta reemplazar en (21) i/h.
por -l;

(33) 13(4) ._.

F . . . . . _ . . - - _ , _ _ _ -,

I ¿1211) “ÉL. -—'Ú'z l __ rm,
n H2. v, qu'. 11'0 uz. 7T. HLqu ELN-Í." Iv
' I

c "' 13' A2-?) -(Dl - Q), - (o? ‘
. 22.170 27-41% P’Ïïfo P’Ï vo 7-1i, '

: -732 __‘Ú'c “ivoïg ¿Elm ¡
l 02.70 oz-‘Üo 0€-vb o "y" I
. Iiva -9... 4-2393. v
n ¿”una 2 -0)", 25- o 2 Jvc ¡«z-Va =
' '2

i - 'Ü’u“ .,,V3“ __(UZ -215. (5) -'Ú'o Z

L «bno ‘41. un, ¡42* «¿ya 1121),, qJ-‘WÏO' ,
u - - . . . _ . - . . . - _ . . J

Veamosel valor de los vn en el caso de Dreifuss.
2 s Z. 2 '2

C 4 l.) 2(su) «Unos; —.——_,_—-22:32. (au cm):
h: ) ,4+"°ém’¿ ww «u’ ' 1. o , 2 '

:le. (H w la + ¿{3+n mzwsu
Recordanáo (16) tenemos para el caso de Dreifuss:
. _ 7 7 2 07

(33) (Voz Mi |4 ol). -))-:1¿¿ __. (¡y :0 m)”m?‘ ' Q .¿)¿ï;.— ' m (

Podremos escribnir esto mismo enwla forma:
A!!! A.) ‘ 7 , z'Ü'o :la (0‘ '7' 4'

'.'u’ ‘. ".1.’ Lt) P‘ Í

Esto último si se recuerda (5).
Análogamente

«¿wir-«.22 - .9 4-1.
“(31) vuzfifizgnüvdmü una“;R“,
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En resumen:

(a?) vo= kai?!) ¡ vw-wïafif.)“rm-wth. w ¿w - w ¿WW
En el caso en que vn :0 para n.;>l.la ecuación (15) de Hill
recibe el nombreespecial de ecuación de Mathieu..El estudio
de esta ecuación y de sus funciones asociadas constituye uno
de los capitulos más importantes y menosaclarados del Análi
sis Moderno. En contra de lo que podría pensarse a primera vis
ta, la técnica resolutoria de la ecuación de Hill general es de 
un mismo orden de dificultad que la de Mathieu. Para compren
derlo, basta observar cualquiera.de los determinantes infini
tos escritos en este parágrafo.-Por ello hemospreferido se
guir un procedimiento no directamente reducido a la ecuación
de Mathieu, lo que además nos permitirá logrzr algunas proposi
ciones para el caso do "inductancias H)(j) generales"(5).

En el caso de Dreifuss pues¡ nuestro determinante (44)
adquiere La forma espacial:

(2m ¿(4) =

33:17 o o o E
. h 7. 7to u 7-. 1ra .

- ‘ 73‘ ¿2:19 :1). 1.. O o
' 12"”: (JU, ¿2_ "Uva n

; o un." ¿47,15 ____'u¿_ o :
o2v, au); okm, ‘

5 J 0 0 .112; 37"“: -ïflÏq. '
í ' 27m 27:77,, 27-130I l u '

' í) C) '=;_L. ¿1 .
Í O Liz-1ra J —'ÚO ¡

Comose ve en (39) si nos alejamos del centro del determinan
te, todos los elementos diagonales tienden a l y los no diago
nesles a O.

Ahorabien, para poder interpretar fisicamente (39) re

duciremos la no linealidad del problema considerado hasta’qu
l (no linealidad no muyapreciable).

(5) Whitakker y Watson, op.cit.
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_ Es muy fácil darse cuenta que, en esa zona, los únicos
términos no diagonaIes que pueden influir snn los que se encuen
tran rodeando términos diagonales pequeños, de modoque en las
regiones de interés podemosescribir:

i ¡74’ mi. Í7. \ :1_'
“‘° 4‘ ‘ (¿F-{"9- ’° -—° (¿j-ra. ) M . - m) 4,. me (me) “o,

“3"5“ n...
O -139 07,110

En las zonas de interés es obvio que todos los factores que ro
dean al determinante de dos filas y columnas de (40) son todos
positivos. De modoque podemosescribir:

7
I 4 -’Ú9_ “JU. l7-. l _ ,0).

(tu) SSALÜQÁ zm), ¿7.430 _ {J .¡4 '20
_;'"_... 41-17: ’ ¿ ’ ,1)! pavo04" o 61:7) 3

z “E Min-A2413] z -ggnxvo + '12)I 1-"7-"o*".)
Si usamos las (38) obtendremos:

1

m) 2,8¿(.0= ¿[(1:32) (pl-4533)
En el caso que ahora tratamos ( S :0) según la ecuación

(12) podemosescrdbir:¿Li 2.
Si d Lou)) ' ‘ _ ‘;7 ñ.’.. Z

“3) Í»10.:):=Si“ (¿Ji ‘(LTGIQ
En las zonas de interés LE«_-q_b‘_l__sepuede considerar como

un término correctivo de segundo rden que tiende a O a medida
o

que nos acercamos a :0. Luego en esas zonas:

tu")(a ¿-83¿(-I)
Si reoardamos la discusión que siguúaa (31), llegamos a nuestra
proposición final: las zonas ascendentes son estables, las des
cendentes inestables.
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Convendráobservar que el pvnto q1('r¡°) , en el 08-80
S: O, corre3ponde al punta S de la figura 3 del al, mientras que
el puntoPq- z correspondeal puato'R.

De esta ma‘nerahemos resuelto nuestro problema, para S=Oo
en el caso de Dreifuss cuando la no-linealidad no es muyaprecia
ble. Debido a la generalidad del formalismo 1182.10se adivina que
estos métodos y resultados de Estabilidad puedua extenderse al es
mdio de fenómenos muygenerales.

Estudiemos ahoxa el caso 2)#0. Nuestra- ecuación de per
turbaciones será:4..

dz? w" 5
H : " -= i- ' ’ ' .

agamos É _ . C‘s:1% +14.(
La (45) queda:

7_ C ' 2 l ' -.u. di: ‘22. __— - l u :O
(h íkï 4- LV + L Lu) W)+ 9")
La ecuación (46) es del tipo: \
(47) u +b(z)i;. +c(z)u. =o

En (47) hagamos u = p(z) v(z). La (47) queda:
(48) pv++( 215+bp) +v(‘1.5+bá+—».>p)=o

Determinemos ahora p por la condiciór. de que en (48) sea

nulo el coeficiente de x'r, es decir gl Q0“)
k c b o F)- a ,2“(ua) 2?», ¡>=0 “Lp =‘3 "V'z' .

‘Jt; _‘__g¿,g
5% '- '1 z

11.3 H .-L‘7 g... 7 'z. ' h
uego 13* p+('T4"3 137+“ C 2

culo"
De(49)deducimos:2 í):_-L - :..

P

4°:

Luegola (‘48)quedan p. É
(gb) 1}¿[C—_L:-%—>V;OI‘ u :8 v
Si aplicamos este método la ecuación (46) tendremos

-5g» á;
lg.) ,u z e a o v

donde es solución de:

-‘*’ .ÑZJ
Comofundamentalmente nos inte1¡:sará el comportamiento asin



tótico de É (z), éste estará dado por u(z) puesto cue H)(z) es
una función periódica. Convendrá de antemano visualizar como¿A
influye en d. comportamiento asintótico de u el factor ¿"gïNv i
de la ecuación (51)

*"So ¿m 'sz
_A___ z cme: cmo,“

(523 wm ¿mm
A 'z ¡Foo '

6-3240<%_ :2. Cmezm'uz:C’ t-“

Suponiendolicita la integración término a término, lo que en el
caso particular de Dreifuss no importa por ser c,‘= 0 (Ln':>4)_

(-q)--€\z41- ¿fiZ'ïïm(I‘
‘ b e 2,.0 :e ¡“#0 Mo ie, 210 +m*°

El comportamientoasintótico del factor (p) pues está dado
«¡2 VOZpor e -. Luego nos convendrá recordar que la solución

que obtengamosde (52) será afectada por un factor estabilizador
del "orden" de e- ;¡c°z

Si llamamos

(55) Hz) zar; 1.4.5;(_L>_SiU) v Z Q)
la (52) se escribe:

(56) af +1Lz)‘«“=o J(z+-fi); le)
Es decir, casi tenemos una ecuación.de Hill. Y decimos ca

si una ecuación de Hill pues (55) muestra que J(z) en general no
será par. Esta falta de paridad en J(z) no parece ser en nuestro
caso un problema grave. Podremos siempre escribir

*¿Ïo Zrn'Z
(El) J(z)=m¿:ñcvm e
bien entendido que ahora será, en general, vn ¿ v.n¿

n 2 .z
(Si) JHe ' °‘ (bz,

"D 20.17,
ya que la fax'nilia de funciones .8.

¡ha :

es ortonormal._..—

1 1T .

Por la teoria de Floquet, que se puede aplicar a toda e
cuación diferencial lineal con coeficientes periódicos podremos
siempre escribir:

wm «u: e “‘ ez),- dptzm ... ¿»(2)

É
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¡ves constante respecto a z.
Es fácil comprenderque la teoría desarrollada para es

tudiar la ecuación de Hill en caso en que J(z) sea par,,sir
ve también en las circunstancias presentes en que J(z) no tiene
paridad definida con muypequeños cambios de notación.

El determinantcA(iP,) que corresponde a nuestro caso ac
tual es el dado por (21) si reemplazamos por v_n todos los. vn
que figuran a la izquierda de la diagonal principal. Igual ob
servación que la hecha para (ip) será necesaria para ¿(-1)
dado en (33), o en (39) o en (40).

Las fórmulas (22) y (24) serán ahora válidas con las mo
dificaciones indicadas para A (-l) y Q(O)‘. De aqui se despren
de un resultado inesperado; azn cuando J(z) = J(z+'.1') no sea u

na función par, A4 (ip) y ¿(1%) serán funciones pares de de

modoque si sabemos que” es un exponente característico también
lo será 7M.

Se comprende que el casob O es mucho más complicado que

el anteriormente tratado por el hecho que la presencia del fac
_(I ¿C z,tor estabilizador e °- "

sino a obtener RU»).
nos obligará, no a calcular sg R(}¿.),

Comola fórmula (24) sigue siendo válida nos convendrá

calcular aproximadamenteel valor de A(*' ) {114%¿LT?
Si nos limitamos al caso que antes correspondía a la e

cuación de Mathieu:

(6°) Ávzco+c,,(ez"+(,-7iz); _4'_ za

7

(bl) 0ra : (fisico

g?._ (¡2'
I

2 . 1 _

ruid:(l_)_01p4-ïi(jl ‘ ECDCI; 1J’le'h‘v-oq=
(1) (Í -)C0z a‘ C“z

Despreciando los terminos en S2”frente a
la unidad:

2 2 . 2 '0'Ua:g_)i . 1).: Cl-.“
ul: 0' L0)" ’ U“

‘Z q

87(rn7+.2o?)'“mL-b c, +9“
v lr- ' ’ “¡1.

. . -2.:70(l(e “e z)

Káñzzo: m 201? 4.¿CDC/(e 2512*.8-2ÉL‘)*IC‘Z(e‘-Uï.+ealuz)
7

términos del orden de

04
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En nuestro caso actialz‘

c a“ V 'v'
“93) ¿(JF (Titi) 22-7“ 'z’ï‘wïo 37m, 522m)

' l' xr" - 1’4 l-Üa \.¿72%) (al 176,l ÜOI
En el Apéndice Matemático demostramos usando conocidos resulta
dos dc Eulcr que:

4-0}. 37.1), ’74)”(hu) TÏ Vo . 32.1%- L'Úó -u—-————
--— 77;}; 4)., 21% "24“

m:—ao '-'-'— _
Úruml' 'ero 2.

-Muwát(4+-Wo)m¿%w(4_ñ) '
Maná-11 i

z _ EOS? L]; JÉÉJWW)
Si comparamos (63) y (64):

I

H

ws) ¡AK-4)w121 “fin ama; (yq-,0)“- “(r
La (24) quedará:

, VJ
4’15“)

i _ W. ‘_ 2_ '
ws?(_’í1ï'fl)=,_'2 o) I-q/a) v; vai),cm2

Si usamos las (62): ¿

¿uN-trar» —4-92130 ¿(Wolf ¿Sp-4-“; ¡Ei SÏL

Comola resolución de la ecuación (66) es en general com

plicada nos limitaremos a estudiar su solución alrededor del pun
to de resonancia Cb :‘91í que corresponde al punto S de la fig.
3 de pág. l. Ahora bien, cn el caso S = 0 tal punto corresponde

a Á-HD’J:JU, r #91; í gLFL) cantidad que podemosconsidewz -,p.q.
rar de cuadrado despreciable frente a l. En el caso actual figu
rará además algún término con.g, también de cuadrado desprecia

ble frente a l. Portanto escribamosl —vo:‘) Í ¡ :“rrhh-1;
ws (a- uu¡519wH
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(“3) ruEl
' (Aatt-Jl Ha

Si observamos (67) es obvio que una solución.muy aproximada de

(66) será ¡La i. Comoestamos trabajando en el entorno del pun
to de resonancia podemosescribir ¡u = i+í siendo 8 de cuadrado
despreciable..

.. ' . 4 ' .
w5(12-ïl’.(¡+¿) z C05 1311“ -|E') -_—Mil .2 ‘h'IE , a THE
Luego 7

. _ 1T 2(EW) '—'
La (66) quédará recordando (68) y (69):

X z _. Luc? '2 1.. 4- 4.Ho) atañe; W ww c.- - .4,VE.wq.

Si el radicando es positivo evidentemente tendremos esta

bilidad._Para que haya inestabilidad el radicando deberá ser su

ficientemente ncgatiu% comopara_contrarrestar el efecto del fac.\_'tor estabilizador e
Evidentcmente los puntos de transición entre las zonas es

tables y las inestables estarán dados por la condición:

un rica- xco:0 org-9?}:»(¡-u%;)(I-%;zp)-St-rï
1 7 .2

z -(v —“La-“4-93.0. )_E. zo
‘ [14,0

t
A)q! afro

Pero con el conocimiento anteriormente discutido esta expresión
' D

tiene el signo de . Esta deducción val) igualmente en el

entorno de17punto R de.resonancia correspondienteaproximadamente
a P, g: wo fu) . z

Podemospues decir que, si despreciamoss frente a l, en
los entornos de los puntos de resonancia las zonas ascendentes
son estables, las descendentes, inestables, confirmandoresulta
dos ya obtenidos. I I

Convendráinsistir que esta última demostración no es tan
moderna comola desarrollada para 8 = O pues por los motivos apun
tados hemosahora debido limitar nuestras discusiones a entornos
de los puntos de resonancia. Es indudable, sin embargo, que ambas
discusiones aportan una parecida evidencia al fisico teórico.



Conclusiones y Resultados

I) Nuevométodo para estudiar las saluCioneS Periódicas de e
cuaciones diferenciales fuertemente no lineales en las zonas de

preppnderancia de las diferentes armónicas (Veré 2). Este méto
do ha dado éxito para justificar teóricamente la Teoria de Ze
nneck-Schunk.
II) Nuevocriterio de Estabilidad para discutir k1 Estabilidad
de Curvas Caracteristicas en fenómenosfuertemente no-linealos
(Ver Q4) .

Este criterio de Estabilidad ha permitido discutir sa
tisfactoriamente:
III) La Estabilidad del Circuito Ferroresonante Serie (zonas
ascendentes estables, descendentesinestables). Ello signifi
ca que las zonas.descendentes no pueden obtenerse experimen

talmente. Ver 9 4.
IV) La Estabilidad del Circuito Ferroresonante Paralelo (igual

resultado). Ver e 5.
V) Sobre este último hemosdesarrollado la teoría de equili
brio correspondiente a la aproximación de Zenneck-Schunk.

VI) En el Q 6 y en el Apéndice Matemático estuadiamos algunos
problemas matemáticos.
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¿Rendice Matemático NQ].

Demostraciónde la relación: :cíjï‘abw‘oqh‘o)(a) ¡"LeoASÍ!)

u) MF %í Wim.MW,-W) =¿("VM WW

1"(“5)es unafunciónarbitraria acotadade j
(7°)fi- (ML; ' (u) DK»_ JW) meQ.M'cT‘ï' ' ' W‘ UI" ‘

' o 1 o o . ¿í ‘ ' a F Ï

“(É-¡3M ‘H‘YMJMÜH ‘1{"1"):TJFÉ'WMNAKK}ÉÏMIÏWq¿fi?
—1

De(3) y (4): ¿“le :>%% C0)?" la (5) queda:
é. o o n n J‘; x , |

¿“Amin )) ¿Emir-:2 m0: - ¿(“3% Mu4?ch aW;
t L www.qu ¿ L1.Wmow- wm] a «P;phfi)

To...T¡ v-‘Jn l .q.q .

Apéndice Matemático DE2

n- 11892,02
‘7Tl-HT ' 'yde IT: z: t: (2‘
T'.‘r H "fïw‘iw W'WÏ

Las fómulas (1) y (2) son respectivamente le. (14) y (17) del él.

_ "’“ (" ___

DemostraciónL” ¿w747ch_:32132lmqal; (i)

Comenzaremos con la. (2):
4‘

T 1 ‘Tuün‘ïïï‘faidd‘, ¿ __\ \__--;____.._ _.(a)wifi?” Hevia-Z4“ «¡'91 Fw'ewnnq’ïs“?
«H1 4

(H (“9 ( W _ f __du.h____________,__._: . ----—-———_..- _. fi ‘ Y\ I y l¿1 :\ï: ;,.-“
donde u .-_-ZLQ
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En la última integral hacemos z = elu 5‘ dz = iz du:

gm d . t É r“:
«fiïïm "-« ¡[mg/img Lzïzt‘).¿ ’2.

dondela integral se realiza a lo largo de la circunferencia
unitaria del plano complejm

Ñ

( “¡419.---4 - .14, ¿(a z__- +°.r¿' _° 71V; ' 22_+I-’7z '
y r1 50 m7 z LWMQO .H

la‘única,raíz deZL+QÉMZJ+1flnterior al círculo unitario
es: 'ñoa

.;\

y"“(3924 4-7 Vw"???
O

“7 "Ó '
Luego:

(m CN ¿3.1 - 2" (u)——-;7——_—= - "
_¡ “a? 00,?4’ [afifiszñfj h ” l 2

Reemplazando(4) en (3) sale inmeadiatamente la (2). Il se calcu

+rr

¡HO ñ ‘ O ( a

‘ 1'21 Maf’cíílf’ ¿ f 1747702 MN)” al

con lo que queda demostrada la. (l).

la así:

--—-—._... _‘._.....n-.. .__.... ...._. .. _..—

¿péndic e kgtemático Nu

Demostración de las fórmulas (16) del g 4.

' É? ' 7 --¡1 __ 3 l (.Ln>zgo \ I 0‘. » u n

' ' 7. 's o u) 7 X ° (\ "1m I‘ (35,1): a “73'10” “"2” 7.32¿“Z * “Cm- w 79cm- u° un?
- c , n . | L .2

¿“de (2) F, (6,.oz,a,d)=W(a(fizï4unt+ddfl1n43ñ LU!aga ¿Mt
Bien entendido que el símbolo Q5 significa que las derivadas
parciales se toman en el "punt adegequilibrio"

0 i 
LlamandoZ, :T+o¿ ’se tiene en seguida derivando (2):

v - I ' o ' 0 7 h 91 ‘

«¿fl-3:3) z woman wa«1% Wa a sw¿”44%o ¿af? "a: z°+Ï_ o
a. - 2 °

+0 ¿(Juz°—- (9.1.- cm t
wz
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Siendo j\:¿4 LC'SZOtenemos:

("Hua —'W'N ° W) ('20) N), ¿"El ° QJ'I¿3°34cuz‘°/....6 .Muz. 0;- o c 2+ o .. z ,duo o ' 07.

. , n Q 7, ’ 7

(rs)vgamza ww ¿nuz":_ 4,

De (5) sededuce: . g 2 2 ‘

( b) W;a°cDJ22°--Q)'8° Mujzïo, zoe-91549,10ZCLuego en (3):

(Y, ¡4),CDJ2' °+ (P; (13,2: °A°-%"a J 240.117zo

_. - 0.. 7‘!) c o (Í "_ .- 7 o

.. Wo(.ÜJZ %}257 0 Z + 2. ¿o Mu Z _ -%E_OZ(%LÜ,Z)
con lo que queda demostrada (l)I.

¿87.1. zw‘1aoljuïzag

De la misma manera:

83 Ji .-_- la°Uuz°—%'a°2afl>°w,z°-2tfl'3014214.2‘2az‘4ect ° 0e. o

— '2

+ "¿.93 MHz" 4 Sa°caz°+ 92:22.a°4mz°
o . IU

De (4') se deduce:

Í ’2

(q) (¿Paez MJ¿[glo_ pd. <5o (43)20111120: d? Pia-304m},le
17'01

'2 a

De(4) se deduce:_(10) ao ¿141206320.123gfifiio' ZObservando (9) y (lo) en (8) obtenemos:

V ' u I 2 o“0‘ Voó°üuz°w5a°7uuz°wazv+ wo¿340136.zwaaüouzlof
J

114%30411125 DbAnuzÏ,20599z.“ a; o
o o 7.

a caixa d. (woou z")
_ o All”

con que (1)]: queda demostrada.
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¿Lgéndice Matemático M4

Demostración de la fórmula (23) del g 6:

m . ‘ ¿ L '

Alqfl 3 ¿(-0 4, {ELLJJÏLIIÉW
Silla ¿2rrhh)

en que AHF.) es el determinante infinito de Hill representado
en la ecuación (20) del ÉGy ¿(-1) es el determinante infinito
que se obtiene haciendo ¡1.: i en Au»),

Existe nn la literatura matemáticauna bella demostración
de la fórmula(l):

i

(Z)¿(tm :_- uu 77W!" HOW“ ¿“(11H ÚÏ’J + QKCut'(-1,
mag #7 mi ‘

donde K es una constante independiente de lu, . Para. determinar IC
hagamos en (2)

13(4)z- Um ¿H1( HHJ-wt 'sïrU-“ïrJ

¡EUR¿Fri-"0)
____¿(Dj-CEU‘JÉÜH +“2¡<(0t

'— uuï’ïm‘ïü

¿(3) MJ): MH“

- a «r
+ 2k (Dl- (‘ï'rn' v0) :

K = 4'7 ¡TÍ/'13”)
“Miki-JWJ I

afin) F 2.K(A ( Ji .Tfire)2

Restando (3) de (2):

(14)AGP). AL”: ¿53" ¿”1414775 h“ ¿Whug‘qhfii mtzf 55H\r'{)a)¡‘
“¡PQ n Wa)

_.un 1241(i’l-filoMU i)“-WJ: - [i'm-3,)-10"!L o) 7.

«MRW: uuzl12v¡’34MW gw;;.)-w( W) auf-(17mah
.uLnego (4) queda:_ P I 1 __ 7 N
¿mi m =MMM untgr1p3w3!¿«=-\‘-wn\+eMp)“

wül lzt ño) "

MÏLÉÍEWEIFPÍÏÜÏÏF)+<0?‘ÉT‘W w," é rd») (¿Hgm

‘W'Ï .Ïzïríïo)

:: ¿(-0+
7' 7 — FT:

MU (¿N V10)
2 '! ' '

Los (3m )

un} z-Zïïfio)

que es la, fórmula buscada, la que no hemos encontrado en la li
teratura;

(l) Véase Whittaker-Zïatson, op.cit. Cap, XIX.
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Apéndice Eatcmático DE5

Demostración de la fórmula (64) del 96:

m +7? “Y;- QSLIÉ'JÏ‘É).
mr” “Ü,--"0'" Mu.Z(

Para ello demostraremos la fórmula más general:

*-;|: "¡7.0 __¿tu l‘N4,79€”%ñ(".kí'lrva)
'M“ 2ra-umz ¿mi (¿Z170?)

ur A )7 . z Lnr: > - y“? ’7Tr lÏo 40117;"? __Pto-(113 Ty {Vo-(¿E-‘Ïm _ o Ip+ ¡ML-I _mz-er-"’""T" fl , 2 " “‘ m;A“““ ""‘"""’“""""¡’1‘ -0-5"u n vo ( 1:0
‘ an . — :ÜÍ _, know

—uw +'rr u- “3% w UL? -——)
U’o "

..,, v.

’"' U- “¿i-¡F

Si a este último producto le aplicáramos la célebre fórmula de

Euler: +96¿“11x:fl'
Jn: i \

obtendríamos inmediatamente la (2). Si en la (2) hacemos y =i:

J'“ 7‘ 1 1+ÑÜMUL’I'4-ïmw) v 51(¿‘5’33[3»T1"Waz!Eiza).— z2113-;
m, mw w1me Kw(“3va

con lo que (l) queda demostrada.
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