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¡sum un alarm CuLLrLEIU

uE EUNGLUNESUMTUGÓNALE5(Alfredo naar)

"me "funcionee más simples son las funciones caracterfsb

ticas de interValos,ee decir que valen l en un interva

lo y son nulas fuera. de ¿Lee de01r en el resto de iv,“

¿0da. función continua. es aproximable unii'omemente por

combinacioneslineales de tales funciones características

xor eso,aunque históricamente no fué así,reeulta natu

ral considerar en primer témino sistemas 1’ (1)}
compuestos de funciones carecteríaticaeml niegemámás

simple de este tipo ee el siguientecrngamoa

f, (X): 1 para C's x5 1 ,uennel resto de (sql)
f1 (¡Í Z?1 ¿s X<_l__,v en el resto de (sql;

29 ,7 _
fijan; r: 1 " 1 5x5 J. .9 en el resto de \v,l)

1 . __ ., -2

1’ uu :_-1 ¡1-15 x < L .v en el resto de
k a k - -k

2 2 szJ-I
k

« La decirádividimos el intervalo (sul) en 2 'partes 1

gualea ¿tu "una k y para. cede.1 definimos la.
.1 . 2 .2

1
funcián f (x) comola. función característica. de ¿{ten

dramas puee,pá.ra. cada k, 2 funcionen.
¡.5

urdenemoaahora. las f (x) según laa k e 1 crecientes.

1 ‘ 3 k 1

fo ¡fl ’f2 Q .fz ,f3 ¡nooo-ooo.
NW

el sistema así obtemdo no es ortogonalo

Ápliquémosle el método de ortónormalizacxónw‘ara ello,
.1 l .observemoe antes que f ,f son linealmente 1ndepen

o l

dientee,en cambio 1‘ depende de ellansen general
son independientes las funciones f .ÍA ¡f1 ¡fa

o .‘L 2 2
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1 5 7 -1f ' ,f
3 3 r

y las demás f

3
’Ï ¡OO-oooor ff .000 f

k k

,15 k,dependen de ellu.uuego para.

ortogonalizar la. sucesión \l) hasta. ortogonalizar la sub

sucoaión formada.por los elementos de índice M103 d
dos primeros elemental.

20118811108 pues

L (X) e: f ix) (2I
o. p a

7 , ' “’ l Ï 1 ’ él "

x un: 4; .r M tx1+ f (x1: «J! ldx-F/deCJA(xl-I
_¡. .. o l ".or _, l . V-O _1 , , l 1,

-+ ro xx; .: - _;|.__r UCI-+1 (1:: -_.’|.__+fun)
1 12' C l — -2' 1.

de modo que

.1... en OS x <_.L
.2. . -2

ÏÏ (x1 v;
1.

6% en _É_\<x<l
. , . A

luego Ï ix)“ :_ /4A dx :' / 11Hdans:le
l» 0 l o l

entonces p 21 (Ju, :1/2 y resulta. .
,.

1 .
JL (x) _-_--1+2 f xxl \3) de modo que

l l - .. ,
I . l en es x <l/2 , Y

¿l un) = - , t33)
-1 en 1/2\<x<l

k
alguiendo del mimo modo'ae obtendrán funcioned A (Ju

A

n-l p
con k 1,2,3,....2 (por que de xl) hemossuprimido

J. .

para. cada. n las f de 1 par,de ¡nodo que 9610 exis

ten 2 independientes dad-.3 por las fórmulasn-l
en " - 19321..

‘53._S ._.
2

k 2 2

L (1: al/n-l¡1 . 2 03M53<_2L_..n. a
2 2
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v en el resto de “¡,11
{k . - ,_ n-J.SistemaL =1.49.0.0.2
In _

l es! obtenido,ordena.dosegún n y k crecientes.ea el_m
t o t d

¡site sistema. de naa: es completo,“ decir toda. fix) er
1

togonnl a. todas lea funcionen A (au en nula en cm
,_n

todo punto.(nupondreme fix; continue. o continua sal

vo un número finita de puntóe)

t Wwea fix) eontinnáy supongamosquees fix;
1

ortogonal e. tóda. X (x¡.rfobare1noa que fut); U
n

ror la continuidad uniforme de fix).dndo ¿'7U,e¡iete
H . 9

h un n tal que dividiendo (0,1) en 2 partes iguales

i ,i‘ ,oeoeL n ,es la. oeeilafiión de la. función fix)
, ,2 .2

en cada. 1.1 menor que C? o

Bean C ,C ,4:er n lo: valo
_1 .2 .2

rea de fix) en lo: extremos derechos

I de los intérvfloei ,1 .,...L n respectivamente
’ .1 .2 .2 n

1 ‘ 2 2«ha» f + oooeoo+Unf ='
T _1 n 2 n - __

(donde fn son las funciones caracteristicas diádioa
cae) vale C en e]. intervalo L y por tanto difiere de

1 .1

fix) en menosde Ü .es decir ‘flxi-fg (1446“ para.
1 _ .

tod5 ¡“como cada 1’ (x) ee una. coñbinación lineal de
n

de las JL ae puede escribir también
1

n

2M-\ glad
fa (I) Í. dd. LÁKXÍ‘? coco-um LM (XI



1+.

dende los d. son ciertos números reales constantes
1

1
comofix) en artesanal a. todas las I (x) resulta

- n-l n _
l 2 J . 1 ,fisura (x): íd rm: (xldx:

d a 1 — _nm1 1:1 0
2

:7 d oU ;: 0
¿EE 1

1.: 1

Por otra.parte.por lo v1:to.ea fix) r fa (zh ¿(Ju
uy

con lé’ ¿20'43 .Iauego
4 ..

/f(x)z dx:/4f(x).f(x)dxz/4I(¡)[ r¿ (x)+€(x3dx:0 - a a _ h

4 J ' 4

joflxiff (x)dx_—+/ fix) f(x)dx:u+/flx)c‘(x¡dx:0
4

jfld’tflu 4a ,. A

kero sie-nao ltflxn<f enlL fix) e (INK, 4 c" ¡n
(n: máximode tii) en .(0,1)) y “¿"6 ¿{arbitrario
¿esulta

A 2 f4 _ 2

¿[fiml dxzr.‘ ,luego )r\x)‘ dx: ov0

lo que dá. fix) = 0o

¿analeá { x- 11(1)}

Vamosalmáatrár ahora que la. serie de Jourier respecto

al sistema. ortogonalíil (1)] definido aritea de una. función
continua fishen todo:ll‘iíítervalo (u,1).convarge unifor
mementeal esa funci‘n.

Consideremosla. serie indefinidaü
1 = 4 ‘

x u) j fitil (tldt-J-I (a)/ run (t)dt+ ..° 0 "b . 1. a 1
1 . 4 I 'l _ 1 . 1 ‘

.....+.L (31/ fxtu (t)dt+......+L (ufrmx (tun-f...
.n 0 .n _, _n- __a __ n-_ _

Para.cualquier témino,entences para. ¡LP(u/‘fl'WÁ fk-“dtn 0 . n
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obtendremos una sum? finita,que será designada en ade.¿P
lante con fun)

n
(p) ' . :t , x P . 4. \

rm :x 9a)/r(t)xo'\t¡dt+...,\.¿ (u/fltmp (tuu7 n o . o vn 0 _ .1
un p p

PoniendoK (om = 190)1(t)+--"+¿ (¡un (t)
. n .0- _.o. .n ,n

obtenemos
. un 1 (p)

fin] : "n (nufltidtN n o - n

aa última ecuación define infintaá funciones de las dos

;ariableaapt“ (¡gti¡ll .oooooooymtm.‘ de
.. o_ . 1h

estudiar ahora las propiedades de esas funcione-o

un.func16n n (a.t) definida en el cuadrado U5 x s 1..o. 'n
w

U-St. Sl es cn todo igual alumiunción JL (a) 1. (t)
- .1 - 1“

es igual a l en el interior de los cuadradls

051€ 1/2 Sil/25051
Q _ ar iii _
.,11 ,.22 ¡us: < 1/2 ¡1251:61
en las otros doa'cuadrado¡ '

‘1/2535 1 uss<JJ2
I y D

,12 «21aát <1/2 1/235 1
¡

es igual a -1.Por ello K (¡,t) es igual a i. en q, y
.11” ' 21q

Q ¡Y nula en ü y Ñ
, 22 q 12 - 21



6.

nn las rectas 3::1/2 6 t=:l/2,la funciónL (¡,ti es
.1

naturalmente igual'a la medíaaritmética de los ralorea

que adopta.en los intervalos adyacenteaorara obtener
2

¡2 (¡,t) y K 2ta,t) dlbijamea en la.figura loa valores
. . , . 1, 2 , 2que adoptanlaa funciones X (liox \t) 61 (Ill (t)

2 2 ,_ 2,. .2 w

l 2
nos valores de n (s,t) y A (s,t) están por ello re

2 - 2 N

presentados por las figuraI.Üon ello se ve de inmediato

la ley de formacián

+——%——I6 - F ' '
l

l

p .de las funciones n (n,t}¡kara obtener los valores de
. n . l
n-1

las funciones ha (I,t) dividimoa el cuadrado up
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2n

nidad en 2 partes igualeaien loa cuadrados parcia

leá que yacen en la. diagonal 8:.t de los cuadrados fl'q ,
211-1 n 1

q poo'ooooqn OC = 2 gen el interior de
2 2 .

2n-1
otros cuadrados es 1’ igual a «Mmlas posiciones

en que la función experimenta.un ¡altamente ln media v

ritmática de los valores que adopta en los cuadrados ad

yacenteao
P .

Para. obtener ahora. h int) dividamos cada. uno de los
.n+1..

cuadrados parciales primeros q .q ,....q ¡que yacen
1 '2 p

en la. diagonal a: t en cuatro cuadradoa,como indica. 1a,.

figura. ¿1.1) (1.2; (2.1; x2.2®
q = ¡Lx qa; + qe qa. _

(x21’29000p3'
.1 ' ¿w «w ‘

fix, x

W) (411)
613€ x

u i

Q1.

Entonces B. es dado mediante la. siguiente leye
.n+1 _ i .

Jin los cuadrados parciales u ¡(13€ ea
.P “+1 (1.2) (2.1.)

M3,“: 2 .en los cuadrados,q _,q . _1
igual e, «¡Anteriormente a. ton otro cuadrado en

€8.13) ( ea decir igual.n
P , ‘

n. \a,t¡:. I
J." _ q.

n
a. 2 en los cuadradosparciales q .....q n

J. 2

e- igual a. 0 cuando el punto 3,1; no está en esos cuadrg.
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Juande c1 punto ¡ut no pertenece a esoo cuadrada).
P

1m1“ puntos dondeI +1 (ht) en dtmonthmahn dla

oh: on unen.“ posicionesht dando una de lu nat
tudu s l t U lu dos)n unatrucl‘n “adios. run.

dela forma41...“... +_¡__ Nodetallan” por
2,1 á ’

la la obtenidaanto“
Pm comprobar1a exactitud de nao nyc-manita“: quer1¡un ciertas paraI un)": ontonou

n
¡1 (apt) -_—l a 40.0 + 11h“ 1h)
1+1 ' n 3+1 n+1
Por. cm l 1 h) a distinta ¿a coro ¡{lo on o].html»

-¡1+1
1100<I¿-_¡..utoncul (nt) "Impactos-rdnd

‘ «un -I—Q'1

2 44un. deI: (m) eno).andado 04-4.“
. U.

05' Q¿L nato es en'. .. '
2

1 1 I
0-. ¡4-1. ¡,Mflhumüh): 2 onlosmurmu
(1.1) (2.a); a (1.2) San.)

‘ .q 71 -a en los cuadraditos q ,q gel
l 1 1 1 I

tono” resulta que Ibn) tomalos Valor“¡1+

a n-rl (1.1) (2,") o (1.2) (2.1)en a on
I 1 OQ 1 O q 1 oq I

Dann-u oonth) m Malinuutmhnntmuo un
91 sentido de Lobo-¡nenas “tí “fluida. on 01 into".
10 (0.1).7 con¡:s ¡n pu “uuu-lo de no maru]...

¡a entonces [Hd] (z): K.(n.t)flt)dt
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Admitamompor el momento,un a. no sea. ninguna fracción

diádica finita. de le. tom indicada.antee,entoncee la

función Lp (mt) es nuit.»oen todo (0.1) con excepción

* de cierto;1 intervalos i :_ .cuyas longitudes son 1:23.15,
(p) p 'á

. P 6 _L un eso intervalo i es pues ¿(2,0
. ¡1...1 n .n ' ip}

1nIm)

y obtenemospor ellot flan) ._-_¿_¿_\ f(t)dt. _ —»» p) (p)
d n V ‘n n

¡l si ¡Le: por e]. contrario una.fraooiin diídica finita,
. P

i entonces ea L (ht) diatinta. de cero en un intervalo._ p .n .v—-p
i ,ouyo. longitud 1 _ eo J. 6’ __;|._ lol valor
n n -n-2 . . .n-l

2 2
P . - '

de I te.“ en eso. intervalo ee entonces igual a
. n 

L y obtenemos por ello tambien en este caso
, ü .p

1
n

fl t) (p) i fit) t¡o I ’_‘_ d_ n 4-'
I. (1. . 1
.. n n

En ambos canoa ee por ello la. longitud .del intervalo de

integraciln,q_ue contiene al punto e: a..igual al valor

recíproco del factor colocado delante “(17. integral.(P - P
Ahora. convergen entonces a. 0 1 y 1 paran

na _. n

crecientes,y convergen por ello las sumas paroialen
r( t) ‘p, limit ' f(t)dta. e

La"]n mn" n"
'H-vaJ

P)
Comolos intervalos i _ con n crecientes coinciden en

n

el punto-ñznmntonces eee valor límite no difiere del
4

Valor de la-derivada de fl “dt respecto de a



10.

en el punto 0:85
. olím t )dt:— tu d

“e ' Cp)just- [ Q]aD ln- , ie, , den: s=e
y obtenemosel reaultadoesi sz) es una función arbitra

ria,entoncea.eenvergen ¡ás desarrelles en sumaspercies

les en cade.puete donde existe 1a derivada

(j: fitMt) y temansusValores

Comoentonces .por una.ley de .L-ebeague,¿(Lofitmd
siempre existe,con excepci‘n ¿ie un condenan de medida

nula,y coincide een fiebresultml desarrollo de una.
función arbitrariafinteérable bet‘Iesgueglegfinfunciones

de nuestro sistema ettegensl cenverge en cede punto.con

excepei‘nade un conjunto de medida nula.

o‘i fis) es continua.en.“ punte,entencee es para. te

¿epuntosin excepei‘n-flságt /4flt)dt, A '. ' aes decir!
El desarrollo de aourier de una.función continua cuel

quierúrespeote de nuestro sistema ¡rtegensl L)cenver
ge. en Sede.punto del intervalo el velar de la. funei‘n
«¡am
3.-0trg ¡nniedadee de los sistemas de fimgiengger

«¿aaa share deduciralgun... etm propiedadesde
{mestre sistemas de funcione-nue corresponden a. 1e

yes de 1a. teoría. de series trigenemétriceanbtenidas

aquí por distintos métodos de aumaoión.

ne la. circunstancia de que les funciones ¡ip (nt).n

sep siempre positiïugdedncimoe le. siguiente ley;

Bi se mantiene le. funciónfis),integrable uebeegue



llo
en el intervalo (0,1) entre los límites my m,

m s th) 5 ¡“entonces se mantienen también todas la.
_ n Psumasparciales entre esos límitesmf th) _< ¡aN

. (p) 49

nmefecto,si. es por ejemplo[fín] ;/n (n,t¡f(t)dt\<— n .11

4 p 0

o ..n. _

aaa, ahora. 3:3. un punto cualquiera. del intervalo (0,1)
. . P 

Comopara n suficientemente grande las. funcionen L (en)

cuandoes 05 t < v¿ .0 cuandoens-reg: s Lelijien- '‘
do -¿ suficientemente pequeño.entoncee es

) r ( ¡

[flan-JSP”:[dá p (a,t¡r(t)dt.. _ n Q . n . \-¿ '
tan pronto cuando n sobrepasa. un determinado límite.

Comeen está. fórmula. no es tenido en cuenta. el compor

tamiento de la. función fuera. del intervalo u 5 a 5 u-g
o ¿+54 I 5 l,dednc1noa¡La.unvergincia de la serie
de rourier reapecto de las"; de una.funcián integrable

uebéegue,en el punto a:a,sólo depende del comportamien

to de esa. funcián en un eniorno del punto l=ao

ai. coinciden las funcionel th) y gh) en un pequeño

intervzlo.entonces ae puede incïicar un índice ¡,tal

que.“ 1173,12“: Ïrhï] p) y“; (3)]. (“coinci
den tambián en ese interVaÏo. " n

.l'n combinación con la. ley principal del parágrafo ante

rior ebtenemon‘lLaserie de n‘ourier,respecto de L,de u

función fis) cárwerge hacia-eso. I‘uncián en cada. pugna

de continuicíad de fish

lb-JJLSTllI'L'AS GLBTBLhXÍJZACLONES

Pode'n-Ioaugeñeralizareiiaiatema. ñrtogonal construído a.

rriba en distintas direccionea,ain que sus propiedades.
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l 120" v

principales desaparezcmlndicaremos algunas de asu ge
neral izac iones .

Podemosprimero utilizar del modosiguiente un procedln

¿lento general de division del eje o para. construcción

de sistemas ortogonaleatfiea. otra vez la. primera. funcion

del sistema. igual a. Llnégo elejmoo un punto cualquie

ra. d'el intervalo 0,1 ,acaso 44 ,y constmfmos una. fun.

cion Ïl (a) que'en el intervalo (0. WA).5 4( (14.1) es

conatante i que cumplelas condioíonen"/ÏÍBLX ¿“dog-u..l d 73- .." 2
ju: (un dar-105.1-“ '

#4“). y ds)Elijamoa mas. puntos en los intervalo:

[0, dq. [mii] cualgnquiera.y determinan“lu
funcion" ï 2€.) y ï (o) mediantela. siguiente‘ 2V.

(a) '

reglada (a) se anula. en Liv/"ik y toma en el.1n

tervalo [0, y [día dA] un valor constante.
que puede ser eleJido de modo que sea

A_..1

j: (n)ds:o
O 2 A 2

A'2

A1 -2
, _(X (un do=1

a " -
—-2
X (a) se anula pue. en (0,4.) y tomann volar con.

tante en ha 1ntervaloa[dd, divo] a [mig/1] ,que se
)

¡4,5elijaá de manera que las relacignea alo“2
('X (¡H da

o» .2 «
-2
1; (ahh: o

a .2 —

(4) (1)
-ae cumplaMora elejimoa ¡I-puntoa d.s , 43 ¡4° ,

q

1) (o) LU)
i 9 l 9:1
(o) w)

4° que

- . - ’ n

se encuentran en loa intervalo: L0,4:}... [6450.1]l
y construimos en forma.análoga. las funciones í (0)....

.. 3,
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1

2 , ¡o
JL ke)...1 (a) .y as! eentinuamoadijaremoe ademln'que

A . A

en un punto de salte laa funciones sean iguales a la

media.aritmítiea. de le: valoren que la. mismaadepts'

en los dos intervalos adyacentes.

31 forman loa puntos te! elejñdoe un continue de punto:

bedeiea deducir exactamente en le. misma forma que antes

que el sistema ae! definido en completeei'ara mostrar

que ene sistema. de funciones posee le prepiedad que te
da.funefln cantina; es desarí‘ellable en una serie a lo.

manerade ¡cuna-,1; cual me segúnlas funciones del

intentamofienee que las fimeionea
P l l¿(.ft)= I +oeeoeeoe+ x (¡Mieee

. 7,. .0. _.n _ .na. ..
. p b

......+ 1 (e)! (t) un....permnnecenposit1vasps
_.n .. ‘ _n .. _v

4 un
ra cada.par de valorenn.) y «¡Á I (nu-¿1

’ , (ñ i .

uesignmos también con [rm] - la. ¡uma finita. que‘ . n

obtendrama cuandola. serie de ¡ourier de la funciín fl.)
P - p

ee cortn en el timinol (er “HX (1:06.13 '
, _ o .. _.n - _

y comolas funcione. L _ (ut) ¡en siempre poeitivae
'- n A ..

deducimoede elle que [f(e)](pï' n
permaneceaimre entre

el mínimo y el mínimo de fis).

¿a ordenación indicada. en vii-tad. de la ecuaeián

n .7

P \P . , .

fis) . _;/L. ¿”wfltidt llena todaslas limitado!. n0

nea de nuestn lq de lo que resulta que la. serie de

reurier de una.función cualquiera. formada respecto al

¡int-eme ortegenal considerado eenverge uniformement.
. n
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lha

¿ la funciJn,ouando f(n) yece en el deminlo del ¡inter
ma.ortogonalo \ 

Ahora.es claro que toda ¡uma.f1n1ta de nuestras funcion

¿es artesanales es una.func16n eontinua a saltoa.1nveraa
mente es también cembianación de funciones continuas a

ealtoa,que experimenta en un número finito de puntos un

salto,y en tales puntos es igual a.la.medin aritmética

de los valoren que adopta en los intervalos adyacentes.

un agregado finito de nuestras funciones artesanalelouo

me entonces loa puntos de aañtox ent‘n repartidos en
todo el intervale (v,l) ¡e v6 de inmediatoique una fun.

ción continua.ae puede aproximar mediante funciones con

tinuas en escalera cualesquiera.Uon lo que se verá ¡que
¿1 demini. de nnlntro sistema ortogonal comprendetodas

laa funcionen continuaa.y por ello converge l&.eerie de

tourier de cada funci‘n continuamunlforncmcntcen tal
intervalo.

¡o hay ahora ningún impedimento para.moatrar que la ¡e! Lrie de cada funcián 1ntegrable.con excepoiín de un con

junto de medida nuln,ea convergente en todo el intervalo 1
otra.generalizac16n de-nueatroa sistemas artesanales pue

de obtener.e.adoptando en lugar de una división phr dos

del intervalo una por tres o por cuatro partea,etc,,en

tences definimos de igual modoqpe antes un sistema de

funciones ortogonalea completo,conatruyendo para cada

división del intervalo un sistema finito de funciones

en escalera,cont1nnas,lan que ae encueatran entre las

anteriores funciones ortogonalc. y que adoptan'en el

intervalo parcial valoren constantea.&ní ¡e definegcou

no es siempre poeíble,para cad: divieiín.un tal número

de funcione.
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de las cuales ninguna ea una función en escalera idén

dicamente nula,que se encuentran entre las funciones or

togonalea definidas y qne experimentan saltos 3610 en loa

puntos de división.nntoncea los sistemas de funciones a

:f obtenidos son completos en todo aentido,cuando loa

puntos de división forman un continuo de puntoayaaf que

cada función integrable Lebeague qye se encuentra entre

las funciones del sistema ortogonol se onulo.con excep

ción de un conjun o de medida.nuln.ïodas ellos poseen

la propiedad de convergenciá antes indicada,y finalmen

te vale tambiénla.ley.qne ln.convergencio de lo serie
de Jourlerícon respecto a ese sistema de funciones) de

una función en un punto.sólo depende del comportamiento

de lo.funotín en el entorno del punto.



UNL PROPIEDAD DE LOS SISTEMAS

' UMUGUEÁILES'DE '

(m‘Scñánáexï) 1‘ o

(Mathemathiáche Zeitecchrft 28-1928)

gg“; ui. es flxfuna. funci‘n definida.en el internio
(¿ÁLíntegraBlé hebeaguogcon'ddama. potencia inte

¿fúíe (0 ,1),Íntencea e:
. n .g

fix)- o dx= 0o,- - 1 ‘A 

dondedesignafiee (¡Üel sistemaortogonaldeL .

11m1te
n dvd)

l .
t o los coeficientes de a‘ouriere: t(z)P(xjdx

1 - 1. o . 1-

1.293.000.)
Óonïpí‘obaciígucrtñtrma en adelante e (1') {.mts bre
. . .. . n _

vementefi en lugar “Él 01‘fi'CxJ y ozpreaaremoslan 1: _
mor parte de las vecel la. variable independiente con z

Gamoya. mostrara. ¿merma divide el intervalo (v,l) en

m(n) intervalos percialee (e. .0. bh. ,e. ),...(a ,a )A” :I._..1 2” _n-ln_
a3! que I (t) es constanteen el interior de cada inter

n
velo Moulin" “comment.

'k-H.
(3) I (f) a
- _ .n A 

fix“: apu ‘k t .k'+1.
á' Q.
k+1 k

(k=0,1.2.000000gn.1)

for elle resulta. (4)" ll \pn iq dx:mZ-1Í.Ï;Irfl'i da:0 k=ü a.m-l {3 M _

la no. t(x)dx1+1 “ 
lla-O k

- e. -e.
15+]. k

La. desigualdad de Bésame-holder para. integrales smninia
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4 «-1 g '

f‘.k 1...4 / “¡han
n1:

i l

que“11(4) dí (5) var] dais/l ‘t'q dxO 0

tra entonces

La.ley a. comprobar ei ahora. evidentemeñte amenazando

ía funci‘n fix) en aootadamntoncen¡e obtiene princi

palmente no ¡{Io 1a. relaci‘n de Han

1.-11m a (r) =r un cui tu. 10,1) sino manía.“
n-na n.

no ¡e induce de (3)

Zo-¡iíx‘I (fué k) = conates“)
n .. l. -.

yaeg‘tínl

1 11m \ a -r\°\:: o en m1 todo (0.1.)
n , ,.

(WIFI-92.3900)

_ a
Z II: 1| 41‘15 (¡abunda O no depende de n ni de x

n «9.4. ..

Llevando'ï a. (5) y penmtando 11me/se obtiene 1a.liy
deseada

'51 ¡o trata. del cano generalmntoncol para cada. número

positivo ¡Matan un par de funciones t (x) ,t‘a (x) ta

les que (6) fix): f1 (x)+f2(x)
1'" d"

(W/ ‘12 (tiki ¿6'
, o i

es por ello acotada. en (0.1) ¡(5) I (7) din

fi ¡a [:2]
Bi enipleamoaahora.dos veces la. dangth de linkonki

f
1

d
(3 ¿”<8

Para.integra“



. la...

(/“r--me fm .. “3+_ " o n _Q 1 n 1

+ [f2 -.n “¿Wifi ‘11”! n(1’14"ldx) ++
l .1. l

+—(1‘12 un (24:: ) 2 0“ (r1 "unir “ya
) a .

(/01 f2al (/01? ¿224 u) fr
La.nota sobre funciones aóotammomo f (x) ea unade

1
¿llamó sin más con (7),(8) ¡(9)

1- 4 ' l
. 4 .1.

limite superiOIMf-¡Aflrdg 4 26 An Aro» a a
v

1 q

11m¡up/ \f-l (Ï)}ob(¿ 2‘15,cnmo a ea-posi
n

a 400 o

vo arbitrario. la. relación (1} resulta de inmediato
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'(JXL. ¡Abanj

(ámerican Jóúraháí of mathematiga,i.#5 ,1923)
n

1.-uefiniremos primeramente el sistema de nadamacner
{l any/x/l/a

¿f (1):.
,u, ¡-l en 1/21 x / 1

Orfl. n

Ï (x) ¿»X2 x;n h *" 4-0,

Adoptemoaahora el sistema diidico de numeración,todo

ñúmeronatural admite una y sólo una representación de

la.forma n::2n1wr- an gr-...... -y 2?, aiende ninú
meros enteros no negativos. 

rongemoa ahora

I{)(x)_; l para todo x n/ nu(n32 ¿tooooC‘LZY.)

\XHG‘’

(X)o.: (3);"...QÏ
.. ' nl;

¿u7 (x)

\% nl 2
k

n n':4

¡n purticultr si n::2 ea n:k,n2: .......: n/J: a
1

¿W fl,
y resulta - \f k (x) ;;Ï¡ (x) (2}

¿2 _ .r k - _ r r
na decir qpe el eiatema.de uademacher se obtiene supri

1_miendo en el (x¡,llamado sistema de Walsh.todoa

los elementos de Indiee no igual a.una potencia de atlas

partes suprimidas presentan pues lagunas del tipo de

progresión ceométrica,lo que eXplica por que lan series

respecto del sistema de nadamacner se cemportan comolas

series trigonométricas lacunarea.uomo cadafÏ (¡ú 8610
n ri

’f "1 l

toma.los Valores -1,tamoién las ‘í (x) sólo toma losn

Valores
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i “¡Lares Íthpero los signos 4- - se suceden en el caso \

de las \-P (x) de una manera. mugho más complicada que enn.

las ¿ii (x)
nl. n.

2.-Prop1edadea elementales del sistema de ialah

reo" C ¡1 aisteman “P (x) ea ..orton6rmn1
.. . l '. ni. _ 2
Wa como (x) vale o +1 6-].en \P (x)al

4 . . . , . 4. 5 n l n_ m

y la. normalidad de \P (x7 es obviurara. probar que paran._
1 _ -.

¡#n es P (x) \P (x)dr=0,obaervemoa antes la. ai.u n.-. 1. _
guiente pmptemïe la! Ïuncionu de Badenaoherhi entre

los números duen"... «J haypor lo menu Lupa:
, .. 1 . , ,. . . , . . , , ..

enthnceaj fa' (x)....j#p(x)d.x= O
o nl .- 1111 _ ..

y si todos lo: dc son pares la. integral vale 1

an efecto,ai ahes pu Í ‘=1,de modoque podemosau
‘1

primir todos los factoreemdc par y 1a. integral en cuel
Á

ti‘a'se reducea. í u... Í dx .óea k=ny el
a n nu . k

¡ayer de los n y dividamoa el intervalowfi) cn v2 par

tea iguale- 1 ,1 .....1 1-; ,1 1 ,....I ¡21.1 . k. .2 . 4 .2 .2- .2
¡si n ¿n33 función Í es cantante en
7. r n,r

I + I ¡1:1.....k,en cambioinvvale JLen21.1 .2"
I y -1 en I . o al revén.1uego todo el int”
.20“ .20

grande 'nle 1 en I 11] ol en I g al revés.“ donde.2. .2

resulta In; ‘ 'Iny ¿KW Lo que prúeba.la.
I ¡“ai-Í g .aa- '2

nerqu
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Ahora,“ nin es evidente de la. definición de LP quen

Q‘Pmïymonde la. formaf: fan”.......Í-:R conporn
l 2

lo menosund ¿“Juego “fm 70,,“dx = o.
COHOIARIOlElsistema. de nafdemacher es ortogonal.por que

es aúúcónáunto del de Walsh.

451 ¡interna de Walsh en completo
'. . - ; . 1 ; g , .

¡Sea fix) una'funciín tal que para todo n en

‘Pm U’n:1.2.0.0...yprobare
... n . .

¡nos que fix) es ii‘nticamente nuluuividamos (0.1) en 2n
\ ..n v

¡si mïfinlas 2 funciointervaloa igualan I ,uuol
nea ,niu;1,.....2.n-l un constantesen ca

d; 11 n (1 é an Husa. pues O n el valor constante de

en li (m5 22.1 .1é 2 n ).ron1endo

{1 __ Í fi x) dx tendremos' I .7
_1

1 n

te 1 2 2.m .1 _n .2 xno .2
n

1 2
11168 o I +OOOOOIOOOO+0 .Ï. ¡'20

.0 . l .0 iz

i + á“u 00.0.0000 u I n fl
.1 .1fl- , 1 .2.0....C.....O...I0.0.0000...0...-O...

2
cl I f 0.000... _+ o 1 “:0
_ n-l- 1 n-l. n ,

2 2 2

Vemosque el determinante A: ea “sunt.

de cerouin efecto,de lo contrario existirfan 1a.: cona
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tante! Á. e...” eee-(3152193que
) 1 1 ‘ 1 n

C00 4. ¡(A 01....44‘} n-l'zo (1:1.2....2 )
. \ ..2 _ —

- i
le que eignifica.ya. que C en el valor de LP en I. .n 6'” .1

que X,fl. Á‘f‘+_..+Xairis) para.tede ¡.e le: ‘92“!-l
sen linealmente dependientes.lo que contradice a que

ee un sistema.ortegcnalu'uf pues ¡“luego de (l)
resulta :oeoeeee. :1

. l 00.000: 1 n31; 0 o.1 .2
J:

Si.Fun) 2/0 fix“; ¡e tendr‘ entonces

r .1...) 410)": F<_2_)-r(.¿_) : ......:o- un _.- _. i . .n _ ..n
2 2 2

es decir Nx) en constante en los puntos o. _]__. _2_...
-.. ..n . .n

" 2 2
n

000...... a
..n.
2

Comon en arbitrario y F(x) centinua. resulta. Mx) cemt

entonces3'41) :f(x)=0

Wúcda ee combinaci‘nlineal defuncie- =“_

nea 1.cle y viceveret .
Maha. n z 0.1.2.3se 16directamenteque

ee connïnacícnlineal deJC .I ......IL' l.U . -11
1 2

P°r que ya: ¿o ’KYF ’ szg Caixa “¿2)
. . '2-"- - _,

' 2 ,ya: +¿2"
2 

y la definicián recurrente de k‘vapermite la. inmediata.

demostración por induccián ccmpleta..CcmoLPHee ortega

nu.entencea tambien JLn
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es combinaciónlineal de “Pa “una?”M

Antes de dar una. segunda. definición del sistema. de

íaleh-Kacmerz aéanoe permitido hacer una. cierta. reflexión

sobre la. primera.

Prggera definigig‘n de; eigtema. dg Walsh-Kncmerz_

Ponemos Qfix); X (x). ‘PIÉJÜ: X (I)U y

x1 (x)+x2 (z)
.1

¡ 1

‘%)2(X);;

l 2
l X (¡L-¡K (Jn)

szbn) _: M; - 2 ,.
2

A _1 2
se decir se obtienen de JL ,JL por el esquema2 7. 2 A2

'L
+ +' y por + -,de modoque las dos funcio

se sacan eequemátlcamente pornes KP
2 + + m

4- - -\&?1 (P 2 h? 3 #0 u
Ahora ee definen cuatro funciones ' , , .

3 3 3 3W

por el esquema. ++ +‘"'+4 '
....................... (2)
+- +.. '
4..- -+

El esquema.(2) se obtiene de (l) asf‘la. primera. fila de

(1) se escribe dos veces en la. primeí-a mitad de (2),;Lue

go se repite una vez con los mismos signos y otra. irez

con signos apuestossmldlogamente se procede con la ne

gunda.fila. de (l)..ue este modose obtiene,por ejemplo,
. 3 1 ' 2-41g3 "4_3: “3 “3 343

2
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g
general forjado un esquemapara las funcionea4>1 pa

n
1

ra formar el esquemacorrespondiente a las funcionessí)
n+1

se escribe cada.filla del eSquemaanterior dos veces en

la.izquierda o sea primera mitad del nuevo esquema,luego

se repite una vez con loa mismos signos y otra vez con

signos opuestos,en la segunda mitad de dicho esquema.ai

nalmente la. suma.así obtenida. de las L se divide por

n 1
2 lo que dí nT/

1

¡segundadefinición de las}? n

Iodo número n se escribe en el sistema. binario como
nl n 2 nP

n 2 2 "' 2 4’ oooooo‘ra A

y se pone anx) :; 11(2). Í n Sichufnjx)
2l

(1:17 obrar ejemplo 7 : 22'1- 21+ 2°

nl: 2,n2r1.n3:0,luego‘Xïzhd':Ézsx) ffflïáxi
1 n-l

Teormi han Y (X, 1.2.0.00000002 ) son, .. .- .. n

combinacioneslineales de las L1 (x) (121,2,u2n-1 )
.n _

y viceversa.

bemostració'n ¡En virtud de la. definiciJn primera. de (x)'__‘ ', n
/ 1 1 2 ¿rx-1

: L + l x +poooo LM
- nn} w ' 'n-l nal

n 2 2 2
n-l

2 l 2 2
—- l L 4. l L-i-oooooowj- l A" n-1 " '“fiïi --"n-1'

n 2 V 2 y;OOO-0.0.0.0.0..-OIQOOOQOOOOOo-Oolonlino...-¡IOO

x‘PZW' A: 1 ¿4 * l X'L «r ¡M'vñ| ooo...-1 .1m r7: Aa-..
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es decir 1.3(4? ¡e obtienen por medio de la matriz del

esquemacorreapgndiente.ue la definieián del esquemare

sulta inmedittamente que la.matriz es ortogonal en de.

oir llamando A el determinante de (l) o: AA : 1,1110

go ¡e pueden resolver tu:an las JL1 en funciln de
__n

las {El por ser ¿1:::L7¿<J
n _

Másmimpor aer ortogonal A ae 16 que el inverso,“

decir la. matriz inversa. de la A en la propuestadue

go obtenemoa

gggggggfiflzinten constante! o ,c gooooc n91,.,, ... 1,1 1,2 1.2
0 pc 0000.6 nI-l
2,1 2.2 2,2

.OOCOOOOOOOOOOOOOOCOOOO'

o .0 00.0.0
n91 n91 n-l nal n-l

2 2 ,1

{P 1 1 .tale. Que (x) o (x)
n ¿:f‘ 1k n u w

k:=1

2 .2 2 .2

t 2m"1

y X (x) í o. (x)
n - 2‘ 1::1 1k n-_

Qg;g¿gg¿g_fiül sistema de ialahnuamcarz en ortonormal y

completo. .

i

L

i

í

í

g.
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nl teorema anterior es el que sido llamado teorema l

en la memoriaque J.L.üaleh presenta en american cour

nal of Anthemntica.-l ¿5,l923,con el nomare de nuncio

nee ortlogonalee normálee. a

todo lo visto hasta condensa en au esencia lo visto por

Ialsh en el primero y segundo capítulo de la meoria ci,

tada,actualizade por mi maestro uiecha uotlar.
A continuación haremos conocer tal memoria desde el terr

cer capítulo en adelante,

ueearrollo en tégginoe del conjunto
ununciado el teoremaisi ¡(ni ee continua en el interva

4 _ -\lo \0,l) la serie
. 1 .

¡(xl 'V L. (x) ¡WII kyldy+“4
a ,0 , u -« _JU 

(k) . 1 (k)x- m am «(way
-n - . J _ In” _ \

converge ei valor a(x) ¿i los témninoe son agrupadosn-l
de modo que cada grupo contenga todos lee 2 térmi\k) n-l
nos de un conjuntotln _ ,k::l.2,.o.¡2 ,que el llama. n
l, y aplicando nuestro teoremal,resulta el siguiente
¿HUREMA1135i ¡(1) ea continua en el intervalo

eerie ‘¡Ynhüjn I'Cy)P..(YJÓS+\PÉx)1‘ ¡(ENu- ' 'v‘ M __ U"- - A U .5 _
. _ q A 1 _

(J) 1 J) \Q ooooo+\PA ¡(WA 0'°(5)
l» 1 - _ o .A _ i fi _

converse uniformemente al valor de x(x) si los términos

son agrupados de manera que cada grupo contenga todos
xk)n-l n-l

los 2 términos de un conjunto , _ ,k:l,..2

La serie (5) luego de la agrupacián de los términos ee

precisamente la serie (l) luego de la agrupacion de los
términos.

sl teorema ll puede aer extendido incluyendo igualmente

funciones diecontinuas ¡(x) suponemosque Iix) sea in
n . .
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tegrable en el sentido de uebeegueolntroduzoamoe la.

-.notaciln

Mai-U) = 1m ¡(el-6' ),a’(a-u) 2 11m¡(a-P) , O
A» w- :U QA _ In:- ___ (¡A _ F

y supongamoe‘queeaoe limites exiítan para. un punto para

12101119.:1:1; .lntroduzcamoe las funcionen
H x), (¡a ( 1+6), x9 (6)P x M _ 3‘ x °_

s1 e: a A: F 

{flan-Ou ¡(7/3 "(x) l x 17.
ha menor-inïierpretaoiín cuadí'gtïca. de las sumasparola

les 3 n de las eeriee(1) 3 (5) expresada en térmi

nos ¿e lÏB dá por regula-¡do que si hláïlvfia h
en cualquier intervalogentoncee es también '

h < 8 n <1). en cualquier intervalo completamente

ini-Lens? ei n Ïe suficientemente grandeodeeulta. que

3‘ (x) está estrechamente aproximan. en 1:: por eu sua

1:2.¿ai-cial a n =x) a1 n es ¡uficientemente grandegy

que eeta apí'oximgign ee uniforme en cualquier entorno

del punto xz-a en el cual .í' (x) ea continua.Un reeul

tado similar vale para. .i‘ (3)” 

La funci‘n .li‘ (xH-B (i) ¿there de la. fimctó’n origi

¿al simplemente En s A -(‘flai-O) ¡4 o.Mx): -» .
.A _ Inn-0) x7/e.

La representaoián de tales Efincíínee por euoeaiones de

la. clase que consideramos será estudiada. luego con ms

yor detalle ( 56) pero ee obvio que una. tal funciín

está repreaeáoada'uniformemente excepto en la prozimi

dad del punto ¡€2.80 I

Si. Nx) ee contínua en a. y eu entorno.6 ei a ee recio

¿uqoiádicoJa aproximaoián a Mx) también ee uniforme

en el punto aumtonoea tenmoee h

whom 111381Mx) ea una funoión integrable y si 9
_‘ .og" “A
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xiete lfia ¡(1) para. un punto a,entencee cuando ¡en

¡empadtsáïse féminas de la serie (5) comoee descri

be en el teorema 11.13 serie auf ehïzefiida.converse pa.

ra.¡2a 9.1valor ii. .(x)
Si N1) es eontinuiïra'y en en entorno,entenoee eate.

¿onaréenoia ee uniforme en un entorno de a

¡si fix) ea cualquier funeiín integrable y ei los líni
¡sean ¡(e-0) y ¡(sd-0) axiath para un racional diidi

co x ¿enteíoen “ía serie con le: tárminee agrupados

centergeparaqu valor + (¡(HO)fih-UH 
F ¡un A...

este. convergencia ee uniforme en el entereo' del mii;

x: e. si fix) es continua sobre dos intervalos que ¡e
eztiendexïdeede e. uno en cada sentido.

¿hera ee tiempo de estudiar le. convergencia de la. ee

Ï‘ie (5) cuando los términos no está agrupados como

en leeFteoremas ii y ilmatablecelml el
¿rom ¡vean ¿masa s‘ha)de variaciá'nacetada.

en el 'Ïnieríalo 05 x Slogite'ncee la. serie (5) con
verge el valer fix) en tede punto en el cuela 

¡(e-1»0);¡'(a-0)“y'en todo punto en e]. cual xïa ea
«Hime; ráeioáil

nieta. convergencia ea uniforme en un entorno de x una

cada. uno de eaoe dos casos si ¡(11) ee continua. en dos

interValoe que ee extienden de;&e_c,uno en cada direc
eign.

mente que fix) es a. Variaciín acotadn ¡Na-50): ¡(a-0)

Existenen ¿de puntoedil teorema.IVpresume
mente que fix) está defirnidn. en todo;¡punto de discon

tinuidad e,aaf que Ría) :1 .1... (Mu-0) +b'(a-0))
Ibn- ‘2' ' A.» F- p» h-.

Oualquier tal funcián puede ser considerada. como.la. di
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fereneia de dos funciones mondtonamenteorecienteo,a

af que el teorema. será probado si 61 ’I probado ¡ln

plemente para. una. funci‘n monótonamentecreciente.

Aceptaremoa que ¡“(nd en una tal función,poait1va.

v¡neral-ones! gl lüiie de _- , _

.. 5k) xk) . k) Ptk)¡(ym -(x.y)dy. Ka3. \x)»‘-P\(y)+.. Ag) -(z)
-A ¿n A _ .n va _ UA _ no _ n- _

tension calculado ya. este liniïze para la. euceaIJ-n
n-J.

k a 2 entonces renta. ¡implemente probar (¡te—o

1 (k)
11m ¡(8) Q A ._ ÓIQY)Ü;°
Wo RP - q ‘ R w o "‘ ..

' (k) (1)_ (1), ik (k)
Q- -= k? AI}? AIN-"tf" (X)» -(y)fin ná_n-_ nn_nfl_

cualquiera. nea el valor de k

Considerarenoa la; funcián ¡'(x) ¡implemente en un pum

¿o a.de continuidad.esto caminata-mn esencial
mente las nuevas funciones í y i‘ definida.- por

.1

las ecuaciones (6km lo sucesivo mpondrmt (¡una.
en un irracionaí aiüino.m modificaciín neceam;

para a. racional puede ser‘hech; por el lector.
las f‘mlaa siguientes eatín' completamenthbasada:

2mla definici‘n de ng- ¿ambas ¡gy son supuestas 1

rraglonalea Médicas:

Q g) (Ivy, f: Í 1

f o a1 ¡CL/2,377 1/2
(2) . , .
A_ r usin‘ll/Zy4172

"i 2 hy) 2 si x<1.¿2.y <1];
q h -2 al ¡7112,5' Ïlja

“¡(4) (¡al!) C.“'Ïl
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kfl.) v si x41/2,y'71/2,o si x7142,y< 1/2,

‘" " >. a I
.. FL =_ 2 1. Al 21:93) si x4h2py ¿1/2 on- fl

".

(1 ' . ‘2 q, .. ¿ax-lúy-ljsi le/2,y 7 1/2
qn-ol __

o

.
o n.0..IOOOOOOOOto...IDO...00000.0...IQOO‘I-Ilooooo

(2k)

q- ,(x.y_) («a (six41/2ay?l/2 o si ¡>142.yé1/2n . -: _

24,,¿aoafisi xdfinfi 1/2
al"-..(2x‘ïa2y"1) 51 ¡71/2037 1/2
Í 31h.:c41/2;71/2» ai'x7l/2;y¿1/2

(aki (2k 2)«aki
n ,

w) í ‘ h
: w‘sn -.1‘ e si- x< 1/2.y41/ 21 2

o si i71/2J‘71/2
LD.integral en (7) para x;á. es diíidida. en tres par
tea

Consideramos un intervalo limitado por dos puntos de la.

u, 1: l fi .dondef)‘ sonenteI'2 ' 1,2;

ros y tales que J: 4 a4 8+ 2]. , .mtonces tene
¡nos l (k) , {2” f '(llgl

F (HW _ (amdy: , 5‘WN- (animar 4
0 .1n—_q n f _ u .1- Jn ,.

¿nn/2” (k i (k)1- A uu ‘ a- c ¡w a)
/j’/2" “i: BK,“¿“399mm aeíy’j n :“'°’_ J É

A

foma x:

Estas integrales de la. derecha. exigen una. consideración

por separadaüongamonL ¿- fi+ ¿Mu-«- ¿j
¿al

jjt.‘ 2 U’lo

La primera. integral del segundo miembro de (5) puede ser

¿carnal/xl? ¡/2/+}'z/¿L 12/] í )' —(-. ' ' .n' (wák(aah:
u ¡lá/2' flat“ 1*-4 _' 

(9) ’ ' ff
68.6.8.una. de estas integrales se calcula. facilmente

kk) .
mtonces,aobre el interValo v f y l. ¿.Q” __muy)

’2.‘ a n A
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toma.solamente los Valores j'l á u;es U si k esk
par,y tiene el valor+ . _ siflk es imparn

Sucede ciertamente que ' l _ uk) g

13110»o 99')“ _ ui
no importando que pueda. seí‘ la. funcitfn j \y) inte

grable uebeague y de cuadrado integrableoisquf' tenemosl
- ' k

limite s- w) e- _(a.y)dy = o
= 6’ U .. A _ q n .. i _

aobre el intervalo ¿fi 4; ys ¿”a + ¿g _____,
‘ k ,24. ,21),(
la funcián ü- _(a.,y) tom solamente loa valoren: 0,121,
+ " n ‘ ‘__2,y excepto para. uno deesoe mineros comoIactor c

\k) _
constante,tiene el valor —__ xy).nntoncea sucede que

n r _

( fl1 12. )+( yb ¡21) (k)
11m ' ' ' ' 3 (ym ' (www
11:” .‘1 - n A

11.12' “1 '

ue esta. éorreapondeucia resulta para. cada.una. de las in

¿egralee en (9) y de un tratoaimllar de la última. inte

gral del aegunáo nuembro de (O),tenemoa

,2” _ un
lin ' b‘'xy)'¿¡4n_(3.37ij a
11:30 l 4

1 () (kt ) 0 ' ’11m ’ .u‘ y q, A a. y dy: gll)
n;d> 9941/241__,n-’_ _

Ubtendrenoe-ún límite superior para. la. sxgunda. integral

en (8) por el segundo teorema del valor mediomotenoe

'/'(f’+—1)/2” (k)
f A ” Q n “ (mw! é- .1.

,1 n a _ ,2,

cualquiera. pueda ser el valor de g um efecto,esta.

que

relación es inmediata. ai. n es pequeño y ella. resulta.
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para. más grandes valereede n en virtud. del método detk)
construcción, de las Q,A _

a n
Además,“n7/}) ,y ai 5,. í ,esta integral tiene_. “y
qu 2
el valer:- uu‘or lo tanto obtenemos,por el segundo teo

rama. del 485.91:medio ,n , 3'
\ 1) , .

(jpí- 1)]2 , \k¡ xk) ,
A __.n' kflü ncngIdsV: ag) Q» _ xaayldü+' n Ay B fl A _ A q

2 .fi 12 jo/Z/

l (f-r 11/2” (k) _ n , g (k)
¿(aq “ -. a a xa»y:dw_—[‘4m-a. vii-«em,n- _ «ao A

ter una.aproPiada elección del punto _¿/podemoa
Hacer el factor de esta. última. integral pequeño
como se quieraitoda. Ia. expresión será tan pequeña. oo

¡noae quiera.paran suficientementegr:de 1.-er

ciones (ll) son independientes de la. eleccián de ¿y
entonce; (7) está completamente probada. para. la. Iïineión

11' .u'na érfieba similar es aplicable a. 1‘ ,entoncea

(7) puede ser considerada. como completaxgente probada.

Balta.la funeián original ¿'(x).

ia convergencia. uniforme á; {5; comoae ha. estableci

eo en el teorema. LVresulta. ¿ie-la. continuidad unifor

me de ¡'(x) y será. facilmente establecida. por el leo
tor.

GIRLSrmPW. mu.Wow CuflJUN'i‘v
La.interpi'etee13n ¿ade-¿rapara.iae
parciales y las expresiones de las en términos de

las muestran que si loa táminos de (5) son a."

gmpados cono en los teoremas ¿4;y iii,laixcfiestión de

la. convergeneia. o divergencia de la serie en un punto
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depende simplemente de ese punto y de la, naturaleza de

la. función en un entorno de ¿1.1330mismo resulta. para

la. serie {5} cuando loa término; no están agrupados,“

(U) y (lu; Ei ¿"(xl es integrable y de cuadrado inligra.

oleoniendereno; Este resultado y probarennac

Vcoi¡(x1 en cualquierfunciónintegrable,en
ioncesïáïcongráencia o divergencia de la. serie (5)

en un punto depende completamente de ese punto y del

comportamiento de la función en un entorno de ese pun

tomi en particular Ax) ee una.función a. variación aco

tadí en las veCLndade;del punto l my i a. es diádico

racional 6' si 393w) ¡a u),entoncee le. serie (5) con»
F r

verse pero. x ‘a al'valor

¿b “(a-O) + ¡(ai-0) ).Si ¡(2) es ná eolo de varia.
ciánadcogáda'á'ino“¿ambien'continui en dos entornoa,uno

a cada lado de any si e. es racional diádico o ai

flat-U) 2 ¡‘(a-f-0“),la convergencia de (5) es uniforme en
a A A .-.

el eniorno del-51mm a.

¡1 teorema V resulta. inmediatamente de los razonamientos

ya ¿"dados¡{probados por (lu) sin restricción paraf i
fiJ-¿remos el teorema. a-cúílquier conJunto ortogonal;

normal" de funcionen “EL: acotaduo

Vi aii {flífi ea unconjuntode rancio
nes orionomaleemnifomemenïze aceptada.-en el intervalo

(0.1) y si? (x) ee cualquier funcion integrable,enton—
. _ « _ l "‘ _ I k ' |

ces 1m f (z) k? max: u ue)
¡LJ U ñ ’_ nn ' fi h

yeeignenoe con .¡sel conjunto de los puntos del interva

lo para. el que ¿(fl Í 7 ¡helejimoe n tan grande que

j l ¿(196.1 4 3 donde'é’ ee arbitrarioweeicnel F fi .
A
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nos con .Il el conjunto complmnentario de n,entonceel

Jsxtfisxiu
'1v- a

tenemos 1

fix) “F máx: _fix) P ¿Judeunm ni._ 15\_1A_

neaulta. la prueba ee {lv} ya. indicada que la. segunda

integral del segundo ¿115mm se aproxima. a. 0 cuando n

tiende e. infinitana. primera integral es enuvalor ¡bso

luto menor que ii. . malquiera. ¡en el valor de n.donde

es la. cata uniforme de 1a.- LP .n‘eeulta. pues que
esas dos integrales pueden hacen: tati pequeñas como

le quieramrimere por la. elecci‘n de5 suficientemente

pequeño y después por la. eleccián de n enficientenen- ‘É

te grande.

Ji: interesante observar que el teorema V; no ee vflido

ei omitinoe la. hipótesis que el conjunt; lea. un ji}n
niformemente acotadoonn afectada. funcicïn CP(x); (X._L_. )"

_ _ - ,2,_ l

sea. a considerar.l?< 1
n-2 n

rellenos. l “(,2{En}. F7 1/2(+y2)-u j
“LA: tada; 2 " , I“ dx

_ , .. _ _ ¿a ,
u 1/2 .

f -1 ' _ 1 L f'

F 1/24- Ï/zn ,1/ (21-1)”(15/) ;8 -_L¡ dI:_2c__7 (2 -l ;. n. ’2’_ "l" n _ r
1/21- 1/2 g

roda vez quefill/2.o: ¿lara que no puede valer (12), 4;
y ei V7l/2 han,rtina.¡inacción de la suceeiín en gli)
la. cual efectivamente tiende a infinito.

Llegamos ahora, del estudio de la convergencia de un

tal desarrollo en serie camekE) al estudie de le. eu.

mbilided de tales desarrolloe :3;probarenoe

Viïcai¿(m ee continua.en el intervzlocerra
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de (0,1) .13."rio V es atun. uniforme-ute en md;
ol intervalo a. la. sm 19x)

BI Pix) oa integrable ¡{oí ¡nt-rulo (0.1).y n onl

ian‘ïtiu-Ou ¡(3+0).y si. cash una de ¡fa-OI :- ¡(n-PO)
dond;n il"unhdtádíeorulonlgutoln‘; 1:..¡“6‘9 ¡a
mble para¡:5 ¡1 valor _L (¡Cv-0)+ Ku“) ¡o
al liz) e!continua.onel Quan?“pain
han} finito o ¡1,13.manzana el unifono en todoa

prix!” a on punt»
.1 este"9ra.. y niculentoel “run; mnum ud:
on ¡usabilidad por el primer pmoedininto de Otura

¡Ig-¡unran convonintetener por retorna“. el al
¡alante

matinal.” «¡no1; un.
(b 4- b +.......& b' )+(t +....+—I )+...

1 2 n A - ¡4 1 .. n _
1 ' 1 2

o.....+ +b +......—r b )+..(13)
nkq- 1 ¡k -o- 2 nk 1

coma-Jai; 1a una 3 y. (pl. 19 signo“!

¡1 ¡81+ ¡2 ‘ .357. ¡bz-'-¡3 ¡ooooo" -1Ïb1+ ¡.1

“a . . . 3 . .1 .1

( 1h) cun“. s ¡»Entoncesla. "rte bit- ¡2+ bg...

(15)es mua a.1. un l.
lite lupa comprendestgpIIQ'nanteuna transfomqt‘n do

la; queasignan la; nociones;delímite
Ifieroflqu una e_n1a.¡0:19 (13). ¿If quq los pnl-Gato
a'l'nun reopecttvmnto01 I Jamal n ¿sin
q. n «¿lino téninu de la aut“ caminata :ueva.ne
rle camerge a. la sumaB y por esto eu amable a la. el
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m2.. Do

La. diferencia. término a. térman de la. nueva.serie y

esla.serie .Ocooü-+b + b+voooo
l 2 l 2_ n -l looc+ oolg'w

n -1_ -n+.l n+2 bn -J_.-n+1n-—2l l l 2 1 l

ooo-00*- b 11- 0000.0(16)
nz -1 _ -. __

que se nuestra, ea aumable a. la. suma.cero.La. sucesión

correspondiente a. la ammió’n de (16) ea pí‘ecisamente

(11+) " ’

Una-condición suficiente para. la. convergencia de uh)

es que tengamos,independientemente de m,
11m mb +ooao0I+b :U

n+l n—+ n -+ mktd k '
¡l

n n -n (17)
k+l k ..

por que desde un punto de vista. geométrico cada. témi

no de la. aucesián {11+}es el centro de gravedad de un

minero de términos ‘tai que comoocurre en (17,cada tére

mino pesa; de acuerdo al número b que aparece en él

una.prueba. (É -¿') puede ser efeátuada. sin dificultad

Para el caso del téorema, Vil supongamosMx) integrable

3}que existan b‘(a—u)y ¡‘(a- 'u).la. serie G.5} está iden

tificada. conletseríe ,y con(5) luégoquelos
téminos sean agrupados cómo ¿n él taoí‘efim 4.11.“; suma

que aparece en (17) es.entonces,pa.ra,¡sz
1- (1) (1 {a} '21. ‘Lm 4g“. .. wH-m-ll - ,(a) r Ann-4...

u n. q n . n .. _ n .. ,'n

Cm), (m) n-l
........ - -an .. Ay) muay, o mían n ‘

(18)
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:robaremoa que (ió) tomado. para la. fimcián n (y; de

Ï'inida.en {6) pera-g irracional diádico tiene imita

nfini. u) I )2
m‘P of?“ _(y) i- (m-l'ï _ (a)

A n - _ -n A _

(2) (n) ‘ x (m . .

k? A _'\y)+ - - +\Pa ÁG.) n’P« (Y), dy r: l (19)n -- n 3 p ' na -' A __

nato resulta. directamente de (3) y {Mail valor de la.

HzA

u cuando n tiende a. 1
- l

Notemoa que fi
'l.’ U

integre]. en (19) no ee cambie‘sí reemjlazmos a. a. por
con

b ==2cualquier irracional diidico builedmenu ,aaf

todaslas funcionesq) l 47u l

vas para. x:b.'

son positi-l

mtonces el. integrando en G.9} puede ser reducido sin

plemente am ohhentoncee ei probado 19o

dividida. comoen (bhdoñde comoentes 2 ¿ a4Él

1 y

Í

. s'

Consideremosla, ifitegral (16) romana. para la. funcián í
í

2

,y denotenos con (ZUJÁZII Y (221 Y (23)»JÜ+Á
y _ _ _ _

respectivamente la. integral total y sin trea partes

mtoncee (22) puede ser hecha tan pequeña. comose quie

ra simplemente por eleccifin adecuada. del punto

como en el intervalo ( .313? ) podemoa '._A . . .2

hacer ‘a (y)-.‘n“ (3)] uniformemente pequeñutene-1 ». .1 
nee eat lecide (19) ;y tenemos entoncel

(PH V2” m1) <1) (2‘ 2;.. ng e; »(I)+(n-l¡ a ¿UPS UH"Jo/zp- JJ?»
NP (n) (n), L] ,

Ooeooeo* ' a) ¡bl 2' USi Sin.
n . n A _ .1 » _ .t
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plemente 17/) o
iia. integral x21) es el p emgiio de m integrales del2
tipo que aparece en (Ü) 3‘ (y) ú —, influir.

U ..l- n- - q 

k = 1,29. o.n,

antoncea la. integral total (21; ee aproxima.o. ü cuan

¿e n tiende a. infinitoumtándá de modoasimila}la in

tegral (23) probamos que (2G) se aproxima. a. 0

¡a iguaïmeñte cierto que (187 tomado. para 15. funciín

É (y) también se aprenda; ¡Ícaro cuando n tiende a
2 a. p

infinito.
Esto comphüala prueba.de la segunda sentencia. del teo

roma ‘v'li para un irracional diídicolemotimoa la. prueba.

para. nn'raoionnl diádicoda continuidad uniforme de

¡91' nos di facilmente la’parte restante del teorema,
íiÍ:

H EUNULUÑSBNO i'OÏídJúLN'i‘is CONÏINUAD‘ SUM! SERnmchnm ' ' " "
Jin. del desaffoilodefuncionescontinuan

en términos de las fimcionee \‘P ee otro punto de oe
neJuza de esas funciones con las funciones seno y co

seno de .I'ourier.ï‘a otro punto de eeneJanza, que ¡eri e.

hora. establecido ee que existe una. fimciJn continua cu

yo desarrollo en términos de las no converse en to
do punto del intervalo.

¿{ueatra prueba se basa. eh un teorema debido a. hau: en

virtud. del cual la. existencia. de una tal funcion con

tinïa será ¡{Listnda si ee prueba. simplemente que

ju h 1Lfl i (“why (21+) es no uniformemente
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acotada, para. todo n y ke-¡Íl punto a es un punto de ¡Liv

vergeneia, del desarrollo-de la. I‘unciín eontinuay para

nuestro CEI-3°particular puede eled irse. cualquier pum»

te del intervalo (0,1)Jstudiarenoa (24) en detalle e
simplementepara, ¿"irr'eetenal diidic; ,15. integral

(21+)es independiente del punto (a) eleJide Ii a. es
r". irracional dime.

La. integral (21+)está acotade. uniformemente para. todos¡nl
los valores ¿e i si 12:2 ( ),entoncen será euficie n

te considerar le, integral e «¿tj Q a , (¡fill tvn 0 q n _ _(k)
la. siguiente table muestra. el Velar de e», _ para. va

lores pequeños de n y para. cada. valor de k.

n : 2. l l

nz 3 1 1 l
nsul 1 14-1 1+ 1‘3122 ' ¡t

¡enanos las f‘rmnlas generale

(l) (Zn-+1) (k) x211)(2k l)
en _ _. 0-. ; 1. 0-. r C g" C _ ':.'
n " n n ¡1+1 ¡1+1

[(12) ¿r (k+1_ 1 0 B .11;ñ í n - +- .2,

asique lu c Sheen no uniformementeagotadas
a .

VIII Si un puntoa,ee arbitrariamenteeledido
existirá una. filnci‘n. continua cuyo desarrolle en

no converge en a.

LA LPRUXLIULCLQNA um EUHCLQ‘Nen UNA DISCUNIIJ)
i - s q _¡Ulm/ "

Renee éoneidcrado con un grado pure de perfeccián la

naturaleza de la. aproximada a 119:)del desarrolle f
g
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formal de Lma.í‘unciJn arbitraria. six) en la. vecindaïd de

un punto de discontinuidad de a9xïe'xnátudiaremos este p

problem aimplenente para una.¿uníizn que es constante

exceptopara.¡mariela singularidad,“ salto finite.pero
esto lleva. directamente a. resultados similares para.

cualquier fiinci‘n Mm) en una.diacontinuidad aislado, q

que es un ealtb fidit‘,ei 3'91) es de tal naturaleza que

el desarrolle de 12(1) converáé uniformemente en el en

torno de la. diecorïtiínidad siendo ¡altadzi'eaa diecenti

nuidad por la adició'n de una. fundida constante excep

te para un salto finito k
v z a.

consideremos la. funció'n fix) 
A _ v a. x J.

ei a. earacional diddico,f(x) puedeflser expresada. ce

¿o una.suma.finita de fuentes .y per ello ee
representh uniformemente.“hacen“ la, definici‘n

fly) 2á__ ( rtw) th. U) “este resulta de“a”. A A ’- A "C v .
la'evidente posibilidad de la. eXpansiJnde fix) en ter

A 
ninos de

¡si el punto e en irracional diádice fix) no puede ser
desarrolladoen téminoe de las desarrollo

formal de fix) cenvergeen efecto para valer de x

distinto de ¡“y diverse para. x más. convergencia para.

a: a resulta. evidentemente del teorema.¿VJrocedere-t

nos a. demostrar la. divergencia:

o'i se usa lo. notaci‘n dildioce. e. a. oo... e u,l
nu

(k) 1
la. suma parcial 3-. _ (x) (x) fly) (y) dy

_, n .. Ü 0.... _ u 

k) 1 (k000.000.0000.\-
.. .. _ n _
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es en el sentido de los menores cuadrados la. mejor 8.!

proximaciín a. 36x) que pljeda. ser romania. según laa fun(K

ciones oí n, Pm me por ello cierto que cuann- A
de k:- 2 ¡sobre cada.subinterralo i ¿a l)

A ,2; .2, r
(k)

en el que fm) es conetantefi, il) ea también constan
A ,, n n _

te e igual a Ííx).Sohre ese a‘ubintervale ( .1... 31:1)
,. .- -'l 2'.

2 2 ’¡F n

(k)
que contiene al punto api _ tiene el Valorn -1

2 m- .2nd:l+_u:.L‘+h13 (25’
'_ ....,1 “Hua, “H3 e 

2 2 2
(k)

comprendido entre cero y 1a..unidadmntoncea ü- _ (a)
fl .. n A

n71 es una. funciln con dos puntos de diecenti

nuidndy que ton tree valores diatintoa en la. totalid
dad de sus puntos de discontinuidad.

La.serie infinita correspondiente a. la suoesió'ni25) e:

(a u+ïfiqnuJ+ Eh a, Tuna-e. 2 )_¿ 
“I‘éá .3 .. .á',.3 ..,á2 2.

e. e. a. ...-a e. e. a. ...-e.

+(“Ï*T;3*TÏ* 7'? 73*??? 7‘2‘+' ‘2 2 2 2 2 2 2 2

No todos los números a después de un cierto punto

pueden ser cere,ni tango“ todos ellos pueden ser una.

aa! que el. término general de la. serie (26) no ee pue

de rproxinar a. cero y la. auceei‘n (25) {madeconver

aer.

¡e evidentemente cierto que le. sucesión (25) no siempre

es amable y si ee ¡unable puede no ser suma-¡bleal 1a;

lor mediomtoncee si eledinoa a; 1 ¡ 1 +41 ¡“1,44 ¡L
.z, 2,; 21,9 2.7 ¿.8‘

"he-4A.__.____._—u_4«er.....<_

-.,.4...,......_._.‘__'.....—___-.._..__-de,..
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v J. + ....._,1a‘. sucesión (25) es ¡unable a. 1a.
+ a; + "7 a _

2 2 (k) .
suma, 2/3.ütidentemente la sucesicín a- iz) para. ¡en

.- 4a z- 

y donde consideramos todos loa valores de n y kgea eu

¡able 'aa. Valor 2/3. _
. m

al comportamiento general de o .. Lx) para. fun) donde
_. n a An-l ' '

no haremosla restricci‘n k==2 el obtenido to

talmente con la misma.facilidad que.el comportamien
n-J. _te para. .Iv: 2 y la. religion

U.) t l ¿1; (k) 1 . ‘ (k)
.. (a) e fly) Lyldü+--'+ p _(a fly) Landa.n-_u A" nfl_ nf._v,._n-_

vale para. todos los valores de i,k,n.

un efecto.oclrre un fen‘meno muy análogo el fenáneno

de uibbe para series de .iourieroïara. el conjunto

las/funcionen aproximanteaestán‘unifomement; ¡octal
detail pico de las funciones aproximantea 3,. (x)

.n F
n-l fl

,pero reaparecedesaparece enteramente para, k=2

(usualmente alterado en altura), para más grandes Ver

loree de nube claro que leemechoe concernientes a. las
minasaprth a.fix) valensin modificacilnesen
cial para. una.funciln ar‘váriaoi‘n acotado. en una.sin

ple discontinuidad finitafl que el hecho para. la. auna

cián de la. aucesi‘n aproximante tale sin modificació:

esencial para. una funcion continua excepto en una, dis

continuidad simple finita
LAUNICIMDDELmom

mra‘éstuáiázïéáos} la‘nogibilidafl de una.serie de la.
Ñ.

foma ( ) x) .... ...
noha}- +-al .+ 1-2?.8111- 27).

P

-l___._.,._.._‘.a-.:_—r-7.

,..-.‘__..'—

"un-A.A_......._....._-_A-_.e4....
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(¿ue cenverge eonre u5x51 a. la. suma.cero,con la. po

sible excepci‘n de {m cierto número de puntos x

1 naben; ha. señalado que existe una, serie de funciones
\ Í

X ix; que converge a. cero excepto en un ¡inin

punto ,y que La. convergenc a es uniforme ,exoepto en

un entorno de ese punto

nijaremos comoreferencia. el lema. fácil de compraban-6

Si la. serie \27) convergepara.solo un valor de
x. irracional diádicoZluego lim ¿3.:

n-7ab n ..
¿siete lemalresulta. inmediatamente del hecho que

\k)

w '(x); Í 1 si x es irracional diádico
7.. n ,7

É Usaremos este lema. para, establecer el

T5031 IK ui la. serie i27) converse a. la. suma.cero

miii‘criicuente excepto cr. cl entorno de un solo valor

de x,cntonces a:- v gara, todo n
n

Consideraremos que tal valor excepcional x es 1l
nacional diádicomi x 7 L ,tenemospara.

1 ) I

Oáx‘lJZw. kYÜÚ-Q' al QUE) + 9...2. iXIJÜa
l u A 1 _ i n n... _ _ .‘

(a+a') “¿Pubïfla-ra )\.?(yfi'ia+awf\y)+
... 'u 1 _ UF. _ A 2 3_ ln J l-l- 5_ 2 __

‘ .........-¿ U,para tono valor de y:2..lsntonces te
L .

I nemoe por la. uniformidad de la convergencia.
\

a. a. :2 u a. a 2 0,9. a. :o, (28)
vá, 1 ’ 2* , 4+ _‘ A _

61 1: ¿ykficneuos para. 3/¡+¿.xíl

S. Q UnA-aq) (x).\.. '.....+a (“70,8o 0.. _ 1 1.. _ n n- _ ,_

para. U íyé. 1,Y—_J+x-3,

(a. -e.+-a aa. )\{)(W+(a -a.+a -a ¡‘PUHno 1 2 3_ 0.-._ »’+ 5 6 _1,—_



x,“ fm
41+

......._¡. (a -e. +a. -a.
1m 4n+11+n+2 Lm+3

,

i KF(“:0
- n“ — '

ue la uniformidad de la convergencia tenenoa

n -a 4.a. «:0
U 1 2 3 ’

a— -a a. «ru 1‘ de (28)
4 5+ 6 7 - n n

a.3-31: ¡2-0. li
U J. 2 Aaáúï-aza

‘+ 5 6 7

.1 x Slbgtenemospara.5/651 < y“

a Q +‘ f"o:ooooooo__‘:' para,o 0,. - .;L_1- _ .n r

A: ban-15(a -a -a. o. -a a n_ -0. I o w}
y ,.‘ U l 2+ 3 J- 5+ 6 7-? " ..

(a. -nn -n 1+; -a+l+a “'Híy)?‘“S
8_ 9 1o 11- 12 13 11+ 15

.OOOOOOOQOEO

Entonces deben annlírse cada. uno de osos Coeficienteo.
— — —" 5 Ca n I—

v 1+“ 5 b
continuando en este camino con el lema. se demuestra.
j por ello a Z-alïl: a. z a.

que todo an debe ser nuloubate razonamiento es típi

co y no depende esencialmente de nuestra. considero.

cié‘n numérica. sobre a .Jintonces el teorema. IX es

tá probado.
¡il razonamiento es igualmente similar si en lugar de

la hipótesis del teorema. .LXadmitimos la. posibilidad

de un número finito de pun'íos en el entorno de cada.

uno de los cuales la. convergencia no ee considerada

uniforme.

X661la serie o.“y (¡H-o. LP(¡H-u. nL-Píx}+. U 9 _ 1 1, - n n _
.. .. ... convergea la. suma.cero unifomemente,u¿:51,

excepto en los entornos de un números finito de pun
.—.a "3:000oooo:‘,—v

.—.
1 2 n

toa',entoncea
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i N I n u u u C U i U N

rresentamoe un sistema de funciones ortogonaleo de dos

variables que hemosobtenido al eugerirnoe nuestro maes

tro,el señor hincha Gotlar.generalizar para dos variables
la memoria de Alfredo near,publicade en finathematháachen

¿mnalen' de 1910. °

¿l buscar bibliografía effn,noe encontramos con la me
noria de echander en “nathemathiacheaeitacnrift‘ de

1923,donde (en la página 317 y siguiente.) tambian prev

sento una generalización del sistema de 32a: para dos

Variableo.annqne de tipo diferente ol nuestro.

ochauder utiliza el llamado principio de trenepoaicidn

de y. nieez que entablece una correspondencia ¿cali

biunívocaP entre lo: puntos del segmento l U.Íry ei
cuadrado anitario,qne conserva las medidas.del tipo de

la curva de :eano.entendiendo por correspondencia “cos

ei biunfvoca“ la.propiedad de formar un conjunto de

medida nula Ïoo puntoo de uno de los conJuntoe qne no

tienen correspondiente en el otro,6 que tienen más de

nn correspondiente.

Por tel representaciín a cada función de near { A? (xJk
1 _n

de [u,l] corresponde una..{4 X(x.y) definida en el cuo
l 1 u

A
drado de lado unidadoial{ i (Kay) es el sistema de echan

der.

uomose vé ochnnder define pero no construye su sietema

nl que ofreoemoe nocotros,ademúo de aer definido cone

tructivamente,ea diferente del de ocahnder y sigue la



2.

linea ds ¿mande modoque conserva todas las propie- ¡
dades características del sistema de ¡tanque lo diferen
cian de las otros sistemas ortegonales.

al necesario observar todth que nuestro sistema es

del “ups Eau“ pero nn, es el aistana‘prodnots u ds
East, I (im:a(y) (x) función.on d: una

__n .. ,n .. _ _n - N .

variabls) ¡en el 5 ¡|-estudiaremns 1a relaoiín antic
este último sistema y al nuestro.

¡teniendo a ¡sar definimosnuestro sistsns ortonsma
iizsnds las funcionescaracterísticas “¿Mmmm hi
dlmensisnalïes .y‘ numeradas de acuerdo a la ordenaci‘n

diagonalobetominamos la. lq general de fomacidn de
estas fanáisnss y establecemoasu rslaciín con sl sis:

tema de haar 'prodncts".wetem1nands la ley ds torna

ción de ios nadeon deÏ ¿esarrsllo de ¡cuidar proba

nos qpe 1a serie de ¡variar de toda ruánión integrable

bebescus converse enwcaai todo punto ¡“si la funcián ss

¿ontinua en todos los puntos.

¡finalmente probamospara nuestro sistema la lay gsns

¿ai de sabanas: gps constituye el objeto principal de '
tu memoria.citan.
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lo-RL 318m DE LAS FUNUIUÜESGW’IEMSTIGLB

DEmxmvnrs'BL-ñlmáiom; ' L
Óeneidereremoemelonee ráám de dos variables reelee

¡ e 1,def1nidae en _oo¿ ¡(L-hab , -—cp¿y ¿4.a

¿uporldremoe que lea funcionen estudiadas son doblemen

fieriódiou,de período l,de modoque reticulande e]. ple;

ne zw en audredee de 1m uniendfiee velero: de lee
funeienee eon lee anime en todo: lee cuedredeno

Designeremeeel ouedredemmm een0.4» decir
(0) | 05:51 (0)

0 ..., . 05151 ¡y cen 1...4? función carac0'
terfeticieee decir'r-“ my) -= 1 en 0-

0 K
2-. mi!) :‘E-b en el reste del pl.

A .vne no
Dividamoe cuatro cuadradosiguale- per lee reo
"en x ¿Vilar-U2.

A caidaune de'eeoe cúadredoe parciales le afecterenee
¿en un {dice superior (1) que sirve para. indicar que

previene de la. primera-dini‘n del cuadrado fundamenta

en ¡toperteny de de: aubfndiceeque“netamen
¿edee de izquierda. a. dereohn cual ¡una ¿el intervele

del eje x 3 del eje y deben ser considerado. cell. lea

doahorizontal y vertical respectivamentedel me.
'parcial coneideredee

Maptarenoe le. convención de ordene: e. los cuadrado.

Barcialee de acuerdo al primer eubfndice en sentido ore

o1ente.a. 1mm del segundoaubíndioeg agotada.este.
ordenacilnmor el segundo_eubfnd1ce.;al ordenaoi‘n ee

rreaponde pues a. ordenecián diagonal.

Ue ee modose tiene que (l) 13 á 1<_.L-;l, 2.. ,2.

agua-gr.



1+.

I ‘ 2 2 _ )W) U.con1,3z 1.2, C -.m
3:1 1:1‘ Jl

rara cada. ü . a deaigmremos su l‘unción característica.
1

. _ (l) (l) (1)
con f _(x.y),ea decir i’. _(x,y¡"=' J. en 6.. r

1.1 . 1.1 131 15
(0)

en el rento de U o

(¡JF-:0

A (1) (
Dividmcs ahora. cada G- .on ll»parten 0 .\ _que ordenara“
. 1.1 El.

de acuerdo a lc convenido.
n

Deuna.manerageneralwividma cada.[0.1] cn 2 part“
. n í . .
igualea.obtenemca ¡l- cuadradoa de longitud de lados i

n

sual a que llamaremosen, .ordenamostales cua.
2 \

drados de acuerdc(a ¡l ordenación diagonal. y design-rcn
nonpara. cada G A _',au funci‘n características con

. rl
(n) (n) (n)

r A "(2.1)." decir t. jay) El en G“_ g
1" r- - , ...rc

(n . (n)
1.7 _ (¡JJ-E v mera. de o - - .'rl n ra

hanteniendo la. convención de ordenación impuesta. ordena.
(n .

nos todas la. t- _(x.y) según n creciente resultando
(uï'cí) (1) (11' (1) (n)

la 3110981‘11 g - _,.f y -» 1 - "po-000m _ ¡coco
ll 22 2 _

n)
que llamanos la. ¡uceai‘n {ti 3da las funcionen cusc13

terfaticas diádicas..-'ate sistema.nc e: crtogcnal.

2.-u14Sis'mn miuna un nos“VW
Enel ccaodc ;¿ric.ble culisten;orto
gcnalizmd. el ¡iatcma de lu funcionencaracterísticas

de intencion dialdiccal-dimensionalcl.ïms a.hacer lo

Mimo en el caso de dos variablelwa decir el sister).



rmzrr...W—n-—.... \

5o
n)

que vamo: a. introducir y que deaignaremoa con?) ,. ine, 1.1

rd el sistema.que reaulta ortonomnlizando el cintas
n

f . _ de las funciones características diádicu bi
1

dimensionalen.nmpezaremoapor calcular las primeru fun

ciones de este aistemaduego daremos la. ley general de ‘

Ilas mismas. ‘ ¡
_(0) (o) (o) (0) ¿

tengamos .0 :t entodo uñ ,luego .u,‘_-_1'_. (2) 1
A

¡amamos la..combirmc1‘nllneai
(e) (o) L4)(1) 

ya fi 3: K ¿‘4¡4r* _.1,1 1,1 
1) ‘

e impongámoale a. Bi 11a. condición de aer ortogonal a
. JI 9 .

(o) (o) 1 1 “¡(0) ¿wm
JJ ': Í A _: ‘ 9a-,(39’h’ (Xnï)dXdV-=On
. o o , ' A _.,1.i-. - ,

¿sea (0)]. 1' ¿ll/l (y) (lo) ¡U .7

xl /o andy +4”! O r.. _ rM'dxayzo
_. (o) ' 1) (l),
kero 1.. wt . yaLe 1 en u - _’\cuya. medida. en 14%) y cero
.. 11 l l " ’
fuera,1uego su integral ea’dlatinta. de cero ¡615 en u

(o) <4] ¿(0) Á (4/ 101
¡Entonces1 + 43.130 ,de donde :a 14 (lt)

Reemplqu en (1) se obtiene

.(1) (0) (1) 1/1"",D ,(zoy):- ¿Qtektnlju IDul-, , n ,1 1 . , . . ,

1.1 u (1) , h
Comola norma.de _wen distinta. de cero es posible

‘1.1 I
_ (1) _11) 1 o x1)

nomalizarlambteniendo D _ ¿L _ _ -_.'|__(1'A4+! _)
.1 =41-.- l,l_

—-(1)l.
a1,í

(4)

133-313u1ente función de primer orden que vamos a. cal



6.
41) (o (w u (1) «mi

cular será de le. foma. D, -(x,y);‘ )D.+‘4,4)y. 5+mr l
.2, . W . ‘1,1 2,1

(o) [(1)
(5) y tendrá que ser ortogonal a. .u. y su. _
. 11,1

(o)
Para. que sea. ortogonal a. .u {lebe ser

1 (¡32 A, ‘ (o) (1) 41 1 (y) (1)fi" D-- D A.. dx h r -_
o o . " a “3.16” i .. 2.3"”U U v U'

(o) (1e ., )

Pero ¡leido .9 __ortogona1al) se tiene
I ‘1.

/1/1(0)(l)D _@-; dlll.: 0
0 0 , ,lgl ,

con lo que F

(a, 1 J. (O) 2 J. 1 (o) (1)t-,_ dx t. 1‘. gxw=eU O l U ‘
(0) .. W) ‘" .. - (0) (1) (l)

f :._-l en todo c __nientraa que f.. _t =5 1 en 0.. “ e
29 2.1

idénticamente nula. en el rentanntoncen

(6‘ , 1 1/2 (4/I (h a
/( + 2,4 ' W ::' wluego ¡((84- X2":°¡P°r

1/2 Ü E" ' '

lo que ¡((6): - E6)
La.condicián de ortogonalidad con y di

1 1 (1) (1) .1’11 1 (o) (l)

‘j/f jjl 3: ' 9' axdyzzxflï/l jj, i u didy-+U U ‘2,l ‘lgl Ü 0 ‘ ‘lgl

U) 1 1 (1) 2 1 (1) (1)

¿L L"‘ dxdyflï? ‘Í/l DH ‘ r' ’dxgysro
,1,1 ¿1.1 2.1

o a o o

kero por la. nomallzación realizada. antes

/1 /1 (1)] 2[9» _ dxfly = 1. ,entonoe.0 0 '151



u) u) 1 1 (1;. (1)

A,»¿”(1.1/ / y f- _dxcU:: v \&)Ü Ü ‘ 1.1 201

necordemoe que I
, x1) . (o

u - ihmn: - l (it. 4! —o - 7T _ lo]:

.hlevando tal valor a. (a) obtenemos

K‘f’ -A‘:’ 1' "'1 (u) (1) (1;
4' -fi? Á Á ( t HK- ) t.JRW=u

l onda-‘- 0

1.1_ 2.1.
(1) 91)

¿“ero u _ y U A son disJuntea por lo que
_. 1.1 . 2.1
(1)

i. _ 3 1-. =0 .Per ello
11 2.1 _

1 1 (o) (1) (1)

(f -l+rfi' ) r ’ muy;
- 1,1_ 2.1

o o

1/1 (o) (1)
tu- I _ :j

o o
(o)

en la'parte comín de los dominios de t - ,_y de f- ,1gual2.1

valer de t en

entonces a 1) por la. medida. de ese intervalo común(entoncee

por 1/4) ) ) (A)(A (A
Tenemo'n - ÁLA__; “¡luca- Xm z ÁM. (7’

(o) (4)
demplazmdo las expresiones de Á y de IC], en fun

c16n de ¿,4 en u obtenemos..
.41) u) w) ú.) (1)D—__._-KA(nA_-_J._n—..-I+r_.

.12 l ' ' r" ,9 11 l 2
o 1+ G“ o ’ o 

(12 (' (1) . w) (o)
Y 90m0 D r. - _L (f. 4+1. _ .u g

1,1 ' 1.1
V3“

— u), (u) o) (11 (1)
1,3%.z u ¡(2,4uqe _L(tí,_-¡+f a J-ll‘tm _‘ Í - 1.1- 2.1_

a



6.
. _ (11 (4), iv) (U) (1)
6 también ya A: - ¡zur I-r, -3f— _¡‘

' 1.1 2,1”
y(1 (A) a.

Uomo , J- Á 4 para efectuar su normalizaciónn .1 'I
(1) ._..(1)

A —-; ' _

hacemos 3.1 _ '“ _' ,..1

( ) I"( ) ( )1 _ 0} 1 »l

y obtenemos¿ah Í: - G: (fan-t - ,,-3f F ) (8)w 2. . 1,1. 2,ï_ h _¡3

que ‘es la. segunda. fimcián J) de primer orden,e incluye en
1 .

su expresión a. f _2 ’
-(1) (u) (l) (A) (1) c4 (1)

Pongamos ¿U ‘3W9v737‘229m4'xzfl ¡“+44th (9) J¿.2 ‘ 51.1 ¿2.1 1.2 -- _

Earl artesanal Mad 1 J. (0) Ál)
.. D. M dxdy: o;/ j qA”

0 .0

1 1 (1) ' (15

‘/ / "u"' Í udyso i.l.l 41.2
o u

1 1 (1)_ , (1)

/ j y"’ 3'' mae..2,1 ,1.2
Ü 0

to)" cy como.u ,u l) .081) un ortogonalea entre af
' í.1 ‘ 2;1

ae obtiene simplemente - .I _
1 -(1) 2:) r 1 (Ku) 2 1 1 ¿Wim

‘ D. _ Lu M A3.. __ dxiv _ . _dxdy
¿(o l/‘ J 1 1132

u U 0a

*
U Ü b 0

Q 1

Obteñemoa entoncea v ,de donde - (lv)T ¡F



90‘

¡(4,4 +¡(m / ' ,.1.1 1FJ.,2 — 'de

)vr€'
m- (o) í

dondenreemplazando u * por - (f. gli-f¿.1 a, 1
anita

4 4 , . .1 1

4,34) "' (I‘m-hr!))t {mv-.10' o o a 1.1-1.2
(A (4) A) U)K4"?'I’ L -_-03‘ KA

":5 w:
Wro.‘

luego

il) (l)
y- _ r- _
,2.1 1,2

4 r 1

Ue ‘25,)N- j/
U n

jo

/1 (o) (1) (1) (1)O

a)

¿4 ' 1

K114) "' (tamfl'z - "3 te ) f ' _ “:0
» , .. 1,1 z.1_ 1.2É o

Se obtieneentonces1M: - “¿zmluecefii- [Efighll e.)

C4 (4
annalu-nde lee valoren de K“) "(4,4). ¡(2,4).en funciín

(/1 -'1 r
de ¡(4,1 en la expresan de .‘v‘ ee tendra,lnego de rea, ’ _

to) u) (1)
plaza: n ¡JJ I.u

. 1 . 2.1il
41). Ku) (o) ua (1) (1)_.u.L. -f f

por ¡un expresiones en funciÍn de lu

la. tc ;_-- (t - - - ft. ) quenoma
.1. 12mm 1.1 2.1 1,1

(1) (0) (1) (1)
lizadsai n.- =«-fixture - t- 4:9) (12)

¿.2 . , . . l- 1.í 2.1 1,2“ _

ue las cuatro funciones caracterínticaa de primer orden .5
(1) u) 61-)

io tree r. _ .t _ .f -._ un independientes.“ rentin
191 2|]. 1,2 ..

1
te f ) dependelinealmente de las tree anteriorel pue.

2'2 < > c

sí“: r9“{29+ tla- r 3.3«2,2 1,1 2.1 1.2

¿”ortal cansa sólo habrá tres mncionee uáfde primer or



100

den.

1m el diagrama que sigue representamos los valoren de on

da. una. de esas naciones en cada. cuadrado parcial

il)
«¿atada las funcionen .u - _ de primer orden calculan):
,, - 193

las de segundoordengiara. lo ona].diríamos U5 ¡Shen
2

_2 :- la»partes igualan“; que'tcualmente finca" zm)!' 2 2
05351.36 determina de tu. nodo ¡t 16 cuadrados O A _

1.3
que ordenan“ de mudo a. una.ordenaoi‘n diagonal.

1
Obaervemna que “ha cada U. _

_k,1
están repartidos lt cuau

dradoa de orden 2.mago.defin1remoa en onda. cuadrado de

orden 1 3 fimoi‘nea de order; 2.o: decir 12 funcionenü
en el cuadrado fundamenta]. 0- _.

mgmïu u su) u u ¡u2 ) 0 ) l ( 1 (2 2
y, = Klan ha: a“ a- +Áfi1aa-+,{v?¡A4- ¡(4,4f7‘1’1 “y J.12,1

(13) 1 1 1 (o) (2)
, _ ¿04”(0) .u.. r. _d¡¡w.:uOrtogonalizando K 4M o O 1.1

¿hntoncel 0.1ueco‘ug-¿4K (11+)
, tó)J. 1- ‘ 2

“41+ÁÜ)/l / y; t” - ¿dizeu o
.í 1,1



llo

Mi) A3"1 l (tu; m) ml II ' p " - f .6» dx g ‘
['3‘7 _ e ¿.10 1.1 ay U

v u‘

(4) A”) - (A) Ü)d — O K KA! — o¡(4M _ n ¡ A/l- 1%
(A) L1)A'A: u ‘)

1 1 _ 1 2

x04) ¡”4/ ¿3‘ ) f1 ) 6363.-..0o ,

de donde

2M .4 ¿.1 1:1

AI.) .. lPero cono IL esti dorm“ distinta, de coro en
M ,2. ..
(1) (2) (a) . (1) 41) (2)

c. y t , en c. a DA _ r, _es manu.
2,1". 11 1.1 _1.1’ . 2.1 1.1

camente nula,luego ¡(2331): 0.Ane(logo razonamiento

podemos hacer para. mastrar gue ¡(4‘220 (UI-bl ) (a)Rut d 'ñ a Dash-n 1 16 r )011033 0 emos on“ A -' 9 í - - a ..p p ¿.17 .1.1 1.I_
ReemplazandoD(°)y D(1)por ¡ua expresiones en mnciín de

laa t y normalizme obtenemosDF2): - _z_ (fín-¡b f! 2,4
1.]. 1.1 1.1

ha. aplicación de la condicion de ortogonalidad nos lleva

‘ O

eiempre a. una. suma.de la. constante respectUa de la. fun

cion cuyo producto escalar por la. r (z’se hallamás el

producto de una constante por el, prtátllcto escalar de la

f por la. JJ relativa. a. la. primera. constante

Ms este proáucto escalar es idénticamente nulo a. menos

que f y 4) tengan dominios de definicion de producto no

nulo. ‘ i

Por tal causan]. considerar la. condicion de ortogonalidadg.
?_ ¿habastará poner a. la D como combinacion 11nea1 de las .u de

finida-.0 distintas de cero en los cuadrados de orden inme

diato i
nferior al considerado y que contiene a este
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12.
(2) r, (1) (2) (2)ut obtendremosu .5-2 __a_(r,u - -r - _-3r - _) (15)

_, ,2,1 . . - . a 1,1 1,1 2,1_ . h
F5 .

(2) (1) (2) (2) (2)
n. :: - zw: _-r_ _-r :2 _)
. ,2 e 1.1 1.1 2,1 1.2 _

(16)
« m _(a)
Sobre el cuadrado Oi ne existen ¡nda funciones 0-..9: ea». - 0

(2)
da une de los 0 restantes las funcionen 1)..ge compor

.19 .

tan de una manera.Banega.

Para menorerientaei‘n nos hemospernitide representar

en el diagrama.siguiente las ¡ele primeras funciones
(2)

D- __ e
.193

.. i 1.

g

0' o 0/ 0/ e a
?Ïïw;í' _ r:¿F"““ Ï ' I
‘;fi__É e e 1%. ¿m 45. ‘
¿26h45 0 .Hg’i 0 l 0 i a

(1-) ' C1) . CL)
94,1 32),! Q4,»

a o 0 Í o o

‘ o _ o 31225
.. fl. °

¡ ¡ o .0 1.1”; , L.a '3o ot L
93"} ) pull}, 0‘31 t)

I , . (n)
301+“ Rumores {ahi

Se preliuenterahora. de inmediato la. ley general de foma;

ci‘n de lás funciones ug“;
Q l —



13.

y (0) n _ (n)
nividimos G "en H pau-tea ¡suelen C. _ por las reo

O n-l
tu 1 = _L__’ y: _¡L__ 319.1:1,2,00002,

l .2. , .2.n

hn cadapar 1.4 pone-m [1.421. [La-q: k .de-2 ' »

nodo que 1: 21+p+1 J: 2k<+q-r 1.6.11p.q=-.0 l lo
(xa-1; (n) (n)

mumudcuadradoo .. ._ = - ._-+
_1 1.1: 1 ..21+I,2m .‘21+2.21c+1

*_o (n) + a Sn)

21+ 1.21: +2 - 21+ 2.2k4' 20 ‘
Vm a probar que 1

(¡J (n-J.) (n-l) (n) J
D (ny): (r __ ¿»t .—_) (L) a1 í
. 1,.1 . - - . . -..1 +1.k+1 21+1.gk+1._ ‘r3
¡1 Ps q=°o

) ( -1) (n-J. '
Dsn (my): -2 n En- nt É.)
4.3 _ r3... 11-1.k+1 21+ hat-+1

31’ (n) ) (III) 1 -1 on ,. i p- r:
21+2;2k-\'1 .q

(n) md (n-l) (n)
D (19?): "é‘ )r2(1' — ,_ -f .

. 11(1)- ( Y 1+ 1.k+1 21+]..2k-H.n n
, _ .1 A ) (III) li. p=0.q'-1atraen-1 21+1.2k-I;2
(n) (0) _

D . (xq) = 0 en el resto de 0 N - (LV)

D ’ .. (n) ' -_.

Cono las fimcionea D1 _ son ¡implemente trasladada-a
‘. O

en cada cuadrado de orden n-1.ba.ata.r6_ demostrar la. ver

dad de la. la para. las tres primeras funciones de orden

no

Vamosa. efectuar la demoatraci‘n por inducci‘n,pa:'a lo

Gual supondremoacierta. la. ley para. laa u de orden n-l,



1,1%"

es decir
-(n-l) (n-a) (lt-2) (n-l)
U g Í. . rn .

.1,1 1.1" 1.1""
I’m-1%:-QÁ-nfiuín-a) .2 Én-l) _3 thx-li
. 2,1 - 1.1' 1.1“ 2,1 _3

Bibi); - (¡I-2)mín-2) -rÉn-l).tÉn-l)_2rsn-l)i . L—_‘. “¡Í 1.1 1.1" 2,1" 1.2 '

PÏnÏmi (o) ) (1) (A)(1) ) c) 7M ) ( )«a n ) LA , (,4 4 (. 2 (y 2D-- H- + ' Dr0.00.000
.1.1 _.+ ¿,1 2’”3.1?" "Á"? 1.1 “.23

«¿(3-1) o.) (n)
Ooo+ÁVAD f:°"‘t\f 

N¡al o
_.. n

Al meener a. D o __la. condición de ortogonalidsd re
a ‘ 1’

saltan idénticamente nulas todas aquella, Á correlprnï. n
diente. a aquella-n D cuyo dominio no contiene a c _

. _l,l

WMÏÍ Ïnt°n°°Ïo) ) ( ) )_ n (4 l (4 (n
D 2. D+ noo-ooo 4,1):

’ q \ 1. l ’
.5 n k.)

Haciendo .IJ ertogenal a. .u .. resultal F. 1.1 . .I

¡(0) ‘ (o) 2 a) ‘ {o} (n)D ¿IW-Has y t _ dxdy:u
a o ‘ a 0‘ . 1.1 .fl:¿a Ü“) (“U

entonces Í( Z}. ¿4M _ U,“ decir - o- ¡(dm
,. n ,. , . .n

n ¡t (1) ¡t

Haciendoui artesanal a D resulta.. n ’ ‘ .

1 1 (1) 2 1 1 (1) (n)

(y / n i dxdyfiá/ j D- _ r.,. _dxdy=0
M .1,1 a 1,1 1.1

0 0 0 U

- 4 A 1 1 (1) (n)
5111301106. ¡(124-454) D- _ t _¿muy :u

U 0 ‘19]. 1.1



1‘“

16.- >

(n) A w) (wm u) \2):.u -_\ r -\r-l+r )- ¿ur 4+r ¡
'1,1 '4‘ 1,1 1.1 1.1

- -2 
‘ 000000.0h(n 2er (n )-Hf(n lg“#f (n)

" 1,1 " 1,17 1.1

uperando se obtiene

(n) (n) (u) tu) (1) m (2)
D. _ ‘ t -t. -'+f - ur 161‘ _
.1g1 ' n_ 1,1 1.1 1.1

(2) (n-2) tn-2) ín-l: m-ll n tn;
- f Y 4+ __r _-’+ f f

1,1 1,]. 1.1 1,1

6' también (n) (n) (n-l) (n)
¡ha . f1.l .- h f 1.1

1+

(n: (n) 2 1 1 (n-l) 2.
n _ _ (r Mandy

- . u o

1-1 (n-l) (n) .1 al (n) 2 l
8 r r dquy 16 rr dxdy

0 0 1,1 1,1 U 0 1,1

(n) (n) '2 "

D' " 3
‘1gl n-l

16. ¡l

D(n) (n) 3
.i.1 '

I4’92

hagamos (n) >(n)
Dlil
. n,

13 1:1

(n) n-l (n-l) (n)
ubtenemoa1.11.1 811.1" Jrfl’l ) (L)

3

De]. mis'mo modo pongamos

' (n) (o) u) (1) un
y y D U-ogoo y
.2.í ‘ 51gí 22,1 "lgl



17. -v

2.1 2.1
+ Á (n) tu)

Por ortogonal idad

¿(0) ‘Ñ-i) 1 1 _(U) (n)4' 2,4" 4L- r _. dxdyzu
/u o " 2.1

¡((0) (n) (v) ¿un
" 4' ¿ut-0, "5 .. ISP:

u 1+ '

¡((1) Áh) l 1 (1) (n)'n- ':
1.1 "+._2.1 / ¿.1 gmi mw Uo o

luego S

¡((1) A (n) 1 1 ku) u) (n)
1.:Í.“a gd; " V (tu ¿Lt ) r. " una)

V3. 0 0 «1.1 2.1

Á (1) -Ásnïr3_.
1,1 -— 3.1

¿89+ Mi [1/1 DS" A“?mm1,1‘ 2,1 .1,1 2.1
U 0

(n) n-l m) Í 1 (n-l) (n) (n)
Á _-2 l< . t. gli-r _, f- ¡muro

1,1 2.1 1.1 1,1 2.10 o

K sn! _ n-l Á U
1.1

n-l (n) (n)
2 3- Á = Kn 2.1

l" 3

-n“21'1,1
1+ 3 '

VJ) (1) (l) \2)
-(n) Aún} "' kv)‘ ll.

EntonoenPa’l " ¿in-2.1 Lt " f " r1,1 "'*“1,1"*’1.1’
1..

n-l (11-1) (n) (n)

0...0...“ r,3 1.1 1,i . 1.1

Queda.finalmente
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jn)‘ -2gï) [ n f(n-Il.)mEL-—nr(.113.hnl thu]3
2,1‘ -n 1.1“ - ' 1.1' 2.

3
n

y factoreandn _&_ resulta.
f ¡

“ (n) (n? (n-l) kn) (n)
D :':<,-__ r _ - r. _- 3: _
‘2,1 2,19! 1.1 1.1 2.1

‘3

No: queda. por comprobar la. forma. de la. función normali

zads.

Brocediendo del mimo nodo que en lo. cun anteriores

obtenemos I-(n) (n) ) 2D- .. :_ _._€>._ - ..
.2.J. n A 231 _.

u

entonces “‘ïhfll En)..2.1 'n 2.1 .
2

0btendremos.haoiendo (n) .—-(n) .
D _ .u.
‘2.1_,

xun (n) n-l .. (n-l) (n) (11)]
._ D ':_ -2 t a r -3 r

.2,1 t -. 1.1 1,1 2.1

y la. segunda.parte de la. ley está demostrada.

Pongamos ahora.

—{n) (o) (0) C4) (1) fin) ("‘Nn)
D = Á Dmá-lv-oooooúJáJ/Jh:-
.l’2 .v ¡1.1 w 1,1 ‘2.1

LA) (n)
(“Amr ..

1.2

t Por la. condicl¿n ¡apuesta de ser ortogonal a. todas las Ju

anterioreambtendremon

'- 'i tu)
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(0) (n) ' 1 l W) (n)

Í‘ -*— K ijf' 1/, U f ndxdy::u
1,2 . 1,2

u 0

kn) k(U) U) (n)

Á:- " Á1.2(1.2":0) n
1+ 1+

n

(1 t ) 1 1 (1) (n)

.Á K n / / 9.. w f dxdyzu1.1 1,2 ¡lil 1.2
u 0

(1) n) 1 1 t ) u) (1

K11 / / (f 83-4111)fin?“eu9 3 ' 3 u U -- I l

1 1,2,1

¡((11)4- Í<(n)/1/1 Jn? fui! dxdyco.1,l
U 0

1,1 1.2 1,2

Aka) (n) n-l 1 kn-l) kn) (n) í,- Á _ (r. _-I+r . r. ¿«ndyzü j
1,1 1,2 1,1 1.1 1,_2 j

VÏ' o o J

Á(n)g n-l /
1 1 1 2 " . 

’ ’ u “r3

' ' 1 1 '

I<su) + ¡((11) / Mini rtnáxdyzu2,1 1,2 .2,1 1,2
U U

(n) nal m) l 1 ( -lv) ( ) í )

Á -2 K / (r n :f n_-3rn_¡2.1 . 1.2 1,1 1,1 2,1
ñ- u 0

(n)
f dxdy-= 0 .es decir

1,2

¡(al n-l un)2'4- 2 2 (¡HZ= U



2”.“

'(n) n-l‘r- in} filuegoÁñn ;_-2 N
2, - l l 2

3 )C!“ ‘M111011083 :- " 4'?! oca-0'.m
n 51:2 1PTÏ »‘ A” alni - 31:1

n-l (n) n (n) v3
ü 2 ñ .‘l' A h J.u- r

9.291 1.2T
Reeanlazande las D en funciJn de las f,obtenemoa

—-(n) (ni (0) (o) (n m <2)
1).. _Á _ t,_ -(r .‘h-u 1.. _)-'+(r, Jam. y),1o2; 1.2 - 1. . 1,1 1.1_;...n.

u

"nun" l¡fin-d. (f (¡n-ll), Eni .341 Sin-11 Eni
-A 1,1 1.1 _ -—,- - 1,1 1.1

3
(n) n (n)

"31' ., )"¡+ f ' .
2,1 _ 1.2

Entonces resulta

(n) (n) n-l (n-l) n-l (n)

D" '= 4.3 r - -Q_L-|-_2_)¡|>f” '
,1.2 3,9 , 1,1 fl.:--_ 1.1

\ 3 3

n-l (n) n (n)]
"‘ 2 01+ f A _. I“ f ha _

2.1 ‘ 1.2

.Ue otra nodo

TI;T(n) (n) 2 ,6; n-l rin-1o) (n) f (a)

{1,23 “411” _._Ï. í í,1 ' LI 5.1“,11
u

(n)
a 2:, _

1’2 c ) c )... n n

Dhl) in) rrsn l)-rín) .1; “22AFoz '.m—_ 1.1' 1,1 2.1 1.2
2”.

— 2

Su norma. es ( DÉnï L(l<4¡1(n)v2 ) .de donde,poni.en..Ñ v1.2 1.,“ ¿+1.
2 )a
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(n) An)

do {al’a _: D-1 2 obtenemos

D u

( ) n-l (n-l) (n) (n) (n)
D.n_; -2 W2(rfl gragrñgarnj,1.2 , 1,1 1.1 2,1' 1,2

y la ley propuseto, queda.probada.

meo-13M" DE¡Lua Homo-¿u

hemosSoioñiïlo311.6566 'úri'ííítm ortogonnlmomal de
. n

funciono- D - - (¡.113lv 19.1 -'

n1tar10,y ahora.nuestro pazo primo oo utoblocer
¡e trata. do un sistema. completo.

definido en el cuadrado un

III.

me mostro num eo completopuedetorno directamen

Ïze por el hecho de que ¡no funciono: son combinaciones
n

lineales de lol funcionescoractorhtimít- d1’

que esta: últimas ¡e puede aproximar unifomemento

toda funcion continuao'din embargo Tomosa. dar otra. do

nostrnoi‘n indirecta qúe vi a. resultar de la. rolaoi‘n
entre nuestro síntoma,y avant“ do han producto

0 n
que pasalo: a definir a. coñtinuaciín.

a.

H

9

vivi.de al lado horizontal del cuadradofundamental
‘ I
en 2

n-l
2

hagamosuna división en 2 partos iguales del lado

íertiool por las rectas y : __.1_ ¡.131.2. 2
3

Sobra cada. uno de esoo ladoa consideremos un sistema

ae funciones de ¡unique comoprob“ es ortega

nal.normal y completo) que siga la ley

(m)
A

n51

n-J.
partes iguales por lu rectos L _1_,i:l,..2_ un



22.

__(m¿ \ n-J.
L k1) 2 en 2‘22. ¿ 1 ¿ “:1
v inc“. ,z;‘r ¡1.1
' 2

n-l en au. 5 z 42.1.. 2 12;. --.,-.
2

G en el, rento de Leal]
R A

11-1
a en ¿1-2. 5 “31.2..,..n ,,..n.

L Jr): 2 2
.1 a _ n-l

m 3.1:; É y 4 .21
. . .n , ,n
2 2

O en el resto de Lai]
l 3.a m) (n

Llamame 1 1 J (¡o!) : L _ (ÜLJ ,(7). 7, ’ n _ .., A __- A _

que es un sitema. ortogonal.nonnal y completo por ser

al producto de dos aintemas ortogennlespnomaleu y con

platos.

Tendremos. entonces ( gi-z 4’ x ¿ g1-1_ , . .n “ . , .n.
11-2 2 2

{BP/.1 5124:4213,.,n
2 2

{2194.21.n H.1 ;

2 2

,.;.

__._21"2á 1 ¿Él'27,"
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Ari í x4.214l -‘,¡'1;
2 2

¡hn ¡Tn -2 I
L (mr) _.1:425 v4.4“A: 2 ‘-}'n 0'11;n

n 2 2

ü en el resto del cuadrado unitario

m n

Veamosla, relaci‘n existente entre el aiatemafl. (mw). 143k

y nuestro aiatenaíñ A _ (1.3)]
A O A 

Si logramos mostrar que ambossistemas dependen lineal

¿ente uno del otro.com tal dependencialineal inpu

ca. la. coupletidad Í 1a. no completidad simultánea. de

loa dos ¡in-tm. quedará probada.la completidad de
¡gn

nuestro Bistmgpuesto que.por lo 110110.31JL (xa)
u 1.J, _

es completo.
0.o (o)

Tenm: X, ,_ -_-_.D ..,_;
u _ .0 .1

.. (0)
81 dividima- 0..,9n 1m parten iguales

fl o ú . n) ) n0212 mi“ 1+ es! 44,.“
" a 1.1 a 2.1 a 1.2 ¿.292

(m “¿no x 9a

qn ¡o

oobtendremos las funciones X. _ __,_ t ,1,1 1.a 8.1
Para tal (1111:1311obtenían“ por otra. parte 3 funcio

nen D (1)
* ÏOJ

(1') 09° 19° “¡lo 1.1
Pongan: JD- _._.¡(oL , +Kui 1/14; .f/JJE
.. JJ ..o,o ..1.o ..o.1 .. 1,1

(1) . , y - D . la debe satisfacenentoncu
, 1.ï

W: ¿04' tA+KL+X9
“LL: ¡(a ‘Ü' K\ 4' ÁZ- Áï’ (l)
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: ¡(o+Á4’Á2‘Á3

I<o--Á/I""<'z-+l<o
Mr

La. matriz.

. 1 1 1 1

¿if 1 -1 1 -1
1 1 -i a1

1 -1 ol 1

tiene determinante : 16

Entonces -el sistema (l) es reeoluble y eu reeolució'n

¿t I<o= 0. K4A:-/(7,:Á3;

” (1) 0.1 1,u 11.1
antenas: ya Z J. (L + x +1. ) (17)

,1,I va» ,ao,1 ,1,o ,1,1 _ - _
1) 3 ._ ,.

La D A _ está definida por la misma,matrizoLoe valore!
- . 2,1 

de I< que satisfacen son las raíces del sistema.

que se obtiene al reemplaza- en ll.) r3- . «- 1

a J , a. ¡I ,reepectivmente vor 0 2 r2 g- g¡3' '3‘ IL -’ 3' , l

e. .Obtenemos ¡(.5 U K J“ Á :K "
¡E3- ' “¿3’ 1 ° "1-2742-3(1) 12V Vol ¡al

mtencee D A _, - (L _ uu, 4- LC. )
'v 2.1‘ ' Aqlnü 40.1 __1g1 _

2 (Tí

(18)

máiogas consideraciones sobre Bagua obtiene de la.
Ñ Q

mismamatriz,pemiteneeetablecer' que

u) ¿,0 ¡LAae “w El”



.. 25.(i)
Velas entonces que el valor dc- una. D no depende de

* o0.o (l)
los valoren de X .Tadan las D se obtienen d.

9° 19un ¡una matriz.
(a)

_ . ua
Tn]. D (n) está definida en un cuadrado de orden ¡dual

10.]

(n-l)
C ,31 '¿C pone [13; -_-_1. [o ;- k.1+ lgk+1 -2' -2

con s :- 21+p+1. 4: 2k+q+l,con p,q=o J 1.

Ser‘ esta ley ¡enernlflratcmu de hallar una D

Dh’ldamos tal cuadrado en cuatro cuadrados tamales de

(n-l) (n) (n) (I)
¡raul a O :r c h 4. o u , 1

1+-1,k+l 21H ,2k+1 21+2,Bk-fl. 21+ 1.2»: |

(I) _4- o .. _'

31+Zp2k-‘1'2 1

¡bue-na poner f
(a) (n-l) .(n-l) n .(n-l) (1-1) .n

D ; ,X _ 'lan —¿ALI '_
Q1.3 1*]. ¡Ji-HL 21+lgk+1 .1+1,ZX+1

.. g l

21+1.2k+1

ü 3‘ Pïq’o (o) 2 u) Á c ) ) 1l. 11" II 2 o 
2 Ví, Á 2 ¿K a ÍE+Á ,1“ fiïbáï;

-É A”) 2‘12.4‘“ 2mm Am 2773/5” a“
_I n-l _ ¡((0) ama-Au; anuañ ¡víïiy a»:

n-1_ ‘(o) 2¡-2“((1) 2102/: A2) aware-'13). a n-l.
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81 dividimoa a ambos miembroa de eatas ecuaciones por
- n-2

2 "tïgïm '1 ( > ( )
2 VT: A, +Á4/4S.VÁZÉ‘ «3 2
_. A Á M - AÉ1E+K Sab-ML.“ <.. 2)

KH +ÁÉ11ÏE=ÁÏH+ÁÉ3ÏMr
i... ¿‘9Ï-A‘üz-—Kízkï+xí3i a"
W?

1 Vï V3 2

1 «JE H s2

A: 1 V: J; -2¿
1 -2 4ra- 2

V“: 26;:- 01+
(u) (1' <2) ( )ObtenemoaentoncesÁ-z9' r.

o‘n'l) _(n'l¡ In( ) 3 (n) É‘?(n) n g n

y -1‘ -¿-E¡21+1,k1— J.'-'¡"“"14-Lam-1'24"ji 21+1 ".2k+1)
‘ 1.3 r5" _ .

(V)

¡Dj-31 p:1,q=0

D-Én) se obtiene te ll. mismamatriz anterior reempla
‘ ini

z.me 2 3 ,- É, «¡É , HF? respecti

veunentepor0. - 5/ fio ‘2 (Y; ¡“2

- eo) Ac i" X2) ‘Obtenemoeentonces “S o) 0; m- ' = _z_)r? 6‘
(8)

lí'”;; - I.;
zínfi. m-llnn-l) kn’llan (n) .ín)

[a -a¡ ¡Tin¡Entonces D - - _. fl _ _
- ¿HLB-1 Ibi-1.2121»;..21+1,2k-+1

.. .1...
v1DJ

(VI)

Ned-queda. demoatrar la. relaci‘n para. LA)con p:u,q':’—1u
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, ñ

ucemplazande en \1) loa primeros miembrol por u,o,2J 2.

- 2' 2 ¡respectivamente.ootenemoa

¡((0) _ (2) ¡((1)".2 ‘a l /
(n) (n) ¡(n-1)

H
(M3: "

(n). (n)
Entonces y. = . s- JL .. A

4.3 _21-1-1,k+1' r.- _ ¿lil-1,21941. '2
6 tmbién

“(11) 1m) . (11-12 . _ (n) 4115”“,A.!'
(,5: z. ..á1=\—1.k-\l1 ' _ _

Vemos entonces que nuestro sistema. artesanal es una

combinaclln lineal de nn “cintas. producto" de nur

De esta f‘mulsu sigue tgnoién que el ¡tazas breduc
¿o engendrado e: una combinaci‘n lineal de laa funcio

nen de nuestro ¡lumen decir quealbo. mulas de,
penden linealmente un. del otro.

5.- EN un300mm«¡amore1m.SIS)
Tmfn. (aL. . . .

.1. ¡.3
Vayamosahora. a uno de lea puntos capitales de este traf

I bajegnoatrando que la, lyric de ¡‘eurier con respecto aln Q
sistema. ortocennl rn - de una funci‘n flxg) conuo

(0) L» 133 
nun en todo O- ¡converse unifomemente a en. fúneién
Consideremos}; serle indefinida.

1 1 u 1

D(9)(x.y)j / f(n.t)DEfl)(l,t)dodt+Díl)(x)y)/1f(ngt)e q- _ Ü a -\ _-A . 1 -A -0 o .-. 
1) , (n) 1 .,(n.t)dedt+ ........+ a. (xq) {(¡gtï

1,12.. , 4.3 .. _ o o - _

nD ) + oooooooee-oooo
1 p " _ A ‘

. (n)
31 nos dejenme en el término que encierra. a .u.. _ ,y
- v 103

} 4 4 (a)

llamame[i (audacia; u(o(x.y//f(nt)-D ¿nudedt. A . - a o . _(73'
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(n) _ A 4, (n) , ‘

4"....4“u___\x.y¡ ria.t;q - _ ia.t)dndt \21)
‘igj - d a " -qtÜJ '

quedanan! definidas infinita. funciona“ de la! cuatro

A

, n _ u u ivariables x,y,n,t|K. - _ \:.y.s.t): DA._(I.y)DA._(I.t)-r
v 0 A - a A -s A 
n (n)

Oooooooooo?nn (xau)- (3.13)
1105 R -3105 A A 

(n) 4 4

quesatisfacen la emi‘n[t(x,y)].1%J/f(l.t)
(n fi ’ a a A '

KA_(X.y.l.t)dldt
c 1,Ja _ " ..

Empecemospor calcular los valoren de loa primeros n11”

¿leonluego daremos 1a. ley general

ue time K.?-(x,y,a.t) z: 1 en todo el hipercubo tun

¿amentd ¿Luch aqull'que tiene comoariatas los ¡een
nentoa de loa edu x.y.n,t de longitud unitaniu‘
Para.simplificar las con“ comidemenostal him
);e comoproducto de un (madrado unitario del plano xa,

el Ojïgpor un cuadradounitario del plano s.t,e1 0‘. ji

Dividinïlï O‘ïïireapectiïamenteen¡lvparten;
guaien on _ ‘y ati- _y definirse sobre elias las run

.1DJ ‘ñ 193

ciones K (1) de acuerdo a la. ley
- ÏsJ

K m (zm-n) z: KW (x.y.n.t)—+Du)(xoy)Du)(-.t)
. 1,1 A _ 1.a,“ A J Q A _.1 ,1» _

(1) (1) '
Obtenenoa ¡t en O- .0' 
, 3.1 “a 1.1

(1) (1) (1) (1)_ (1)
K —-_ (Light); .‘Len 0A - 9’» -0 On -W» 
q 1.1 - _ '3' -‘gl .Oagl “2.1.0192

(1) (1) (1) (1)
o- ot, -, o- _c'. _
.2.i ,a.2 .1.2.02.1

(1) _ (1) u) m
o- i o'n -. oa -o'» 
‘1,2 31.2 -1.2_02,2

m (1) (1). (1)
u- _ un _, o- _u', _



39-“(1)
un decir ¡A - e: k en los hipercuboe producto del

‘ 2,1 (o)
primero y segundo cuadrado parcial de orden l de 0-,_.

reapectivanmte por el rinero y segundo cuadrado‘par

cial de orden l de finge 2 en loa hipercuboa produc
toe de los reatantegointerïalee parciales de primer

orden de 0.-Ï¡)3orloa restantes intervalos parciales
\ .

de primer orden de Ofi-._ ¡ha fimci‘n K .. ge nula.
fl 1 2.1

o (o)
en el reste de 0 .40" .,_ e

n .0

4,2" ¿ufff (Ja/21’ c’ 9:)

c l ¡al u)
41:) c4", 0,174

' (1) (l) “(1) (1) ,
PongamosK . _ = E- 4.- .u- _ (.x,y).D- un.)
- . 1.2 .z.1 . 1.2 n -aloá « 

finance: , (1) (l) (1) (1)
(1) c“ ' ‘0' " ' » ° " '- 0' " '

' A :. It en «1,1 -°1,1 ‘ 2,1 e" 2,1e
<1) .41) _ u) _ mo._.o¡h_, c-_u'.

_l.2 .0 1.2 R 2,2 .o2.2

(o) (o)
O en el reste de O -,¡O' .. _
, .‘ .0, l

C433 C151) CM, CM

(4) L4) lu) l LI)
CMA CLM C444 CH"



31.
(1)

Entonces _ es l+en los hipercuboa parciales de
v1.2

primer orden producto de cada. cuadrado parcial de o

por el cuadrado del mismo orden y aubíndicn de 0'. F(u)_ (o) 11
En el resto de 0.-."00' - ,1- ‘ » ——

- .0 «102 ..

nq

rratenoa de ahoralas funcionesÁ de "¡nudo ¡1*
¿enwividamoa (¡Soi 311,1}2 parten igual... 0-2_ y hn.

cano; lo nlm‘con C'í‘lelamando a. este: ¿agrado- par
ciales 0'. ¿2) J

-n 1.3 2
La. primera. tren funcionen L A J pertenecen a.n n_

(1) . (1)
u ,l ou‘ _. yy en cada uno de los restantes
.. 1 J .0 1 J'
(15 (15 _ w .

O. 0‘- _ hay definida: otras truouuego obteneu
.103. "19

(2)
nos en total 12 muonel Lai

n. O2 (1) (1)
Calcularenoe las funciones K A _ definida en 0- ¿Ch _

._ 1...1 .191 .019]
(2) (1) (2) 2)

Pongamos K. _ :: A"; + D w(mir) D» _ (ht)
, ,1 1 .1,i ,1.1 _ .1.1 n ,

C2)
finance. k - _ tm lo: valore:

. 1.1 (z) (2) (2)
(2) 2 a _ . _ F _ _

K. a A _—_- ¡Í en 0 00' . 0 .0. ' -1,1 Jul . .
2 (2) ¿2) (2) (2)

k an 0,. .0 A ' 0 _ g 0‘;
.IZ’Ï .. 2.1-. r. 2.1 Áñlgá

. 3 c2) 42) (a) c2)
0* -‘Q" -. c * - . u?“ 
.2.1 302.2 ‘1.2 ,62,1

(2) (2) (2) 62)
On 0 A _ ¡GL A 
.1,2 ¿51,2 _1.2 .p 2.2

(2) (2) (2) (2)
C,- .U'» . 0 A o ‘. A
2.2 .o2,í ,2.2 .o 1.é

(2) (2)
U .s -00'9
‘232 .023á



. 320"(l) (l)
u en el resto de O- .C' . _

“1:1 .0 191

H en 1°:(hipercuïoc de bailar orden de lal) 1)
forma 0 - _ .0“- _ distintos al ccnaide

A rw ‘._al".

rado. , _
(0 su)

0 en el resto de 0-__ 0' .w

la decir,dívidimca el cuadrídc 0- Ian 4 parten iguales..10
1 (Ii

y haciendo 1o mm con el. ¿«mL-u 1a.mación K . v
2

igual a H en el hipercubo de segundo orden produc
1

to del primer cuadradoÍcrcial de C. Ïcr el primer‘10
cuadrado parcial de C‘.kp loa hipercubea de segundo

, ¿.1
orden r'dncto de lo: cuadradosparciales reatant

1
de 0- por loa cuadradas parciales restantes dc 05.

(21191 2 v .6 o
K- _ Vale ¿L "¡le como1a.¡{lila funci‘n de orden
-1.1 3" (u) w)
princrc en cl rento de u.mguí u‘_

¿o

Í
LA) LA) L4) (4)

C171 cz”, 4:1 Cz/q’

¿z 'u’ .

CAS.) tu) 64,1, I’L CLCÁ)¡4 ¿1' lc; Ií
CJ? C13) ¿4.4 52,4 l

Ia. Ïefundn. mnci‘n de ¡Gamez ïrdcn cad dnd; por.. 2 »2 '2 2
K - _ z Í... _ + D. _(x,y) D. _(..t)
. 2.1 .,1.:L 42.1.. w ,. 2,1 _

2
y se compruebaque ella tale H en los hipercubca de

segundo orden producto del primero y segundo cuadrada
¿4) .

parcial’gde 0¿¿ respectivamente por el primero y ae
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(1)

¡cundocuadrado parcial de 0'- nula 2.1|- en loa hi
.019

cubos parciales producto: de loa restan-te cuadrado:
parcialea_de G- por los restantes cuadrados parcial.

..l,
lea de C'.. _ um el recto de u A - .u‘h la. funciJn R1,1 . _61’I 1
definida. vale v.

un loa restantcn hipercuboade primerordenme”
.(1)

JL

(¿4/ ¡(4)
04,8? 61‘71) C4,» C'ln

r 'L‘r) ILL,

Li) CA’Lc‘llv 2:4
u.) a) ¡,4 la) '(g

c4" Cl" l CAM 61,4

(2) “(2) (2), (2)
calculan“ k- _ : a... _ ua Amy) oD- ._(ht)
‘ ¡1.2 q. 2.1 ¿2.1. ,9 . a 

Se obtendrá entonces que L. w en igual a. ¡I- en lo? ).. q. ’ u. 1

hipercubca producto de cada. cuadrada parcial de Oi- o

por el cuadrado parcial del mismoaubfndice de u'u)
l , .6 93'
k1) x1) (2)

1m el recto de 0- 90'- lai'uncl¿n Ii ,.. _ en nula ,y
o

. m (o) (o)
toma el mimo valor quen A _cn aire-tc de 0-,30‘ -,‘_n . .n

. c ) ¡(4)
LU UV ‘4

C411, C'HL ' C412 Cid
4

e 'u) '11;

en? C23) C“) Cm Cm C'W
u; (.1) 2'" cul vu; 2/4

C4" cz” C". “¡A

. (n)
«Porla; definici‘n de las DA el míclao h. siguiente
“ ’ 19d '

(1.)
ea decir el ¿13M (x,y.c.t) no adoptará nuevos vale
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(1) (1) u) (1)

res en 0 0' n ,ni tampoco en 1030 _ 0' F _
1,1 n 1,1 19d "10 J

siguientes ul considerado.

Podemosdecir entenoeaükara hallar el Valor de una run
2) .h GU tu) 2

cidn K- ; (x,y.a.t) dividimos a. 0. ya 0'“ en ¡Ir
. o w .F

partesima].I 1: 1 Í n =k obteneÏxaï°- J , ’ '
mon que Is. A esta. definida en el hipercubo

, - ¡J ,k1) xl)
0- .0‘ L comodistinta de la.ñ an
_141,1441 ‘.1+1.k+1 .
teriores.

2) 2)
.U‘ a _ contenidos en el

., 80h .A 89h
H.) ll}

_ .U‘ 6 los del mismo orden
a lgk _" l,k 2

que le preceden,la. mución A í J =-_ ¡t lÑ Q

Vale cero en los demás hipercuboa defiïgundo ordenk1 il)
contenidos en el de primer orden 0 .0“ o

1 ,k Al3k

En los hipercubos O

de primer orden U

en los que le preceden.

En los hipercubos de primer orden que siguen al(cïnk1) 1
siderado.entoncee de la forma O . i A y ,

.n l+—a,k4e
(a) (1)

U) 1.5. A _= K » nn.l’J . 14"ng

l-F.I'.k+-n
u.

.noa falta todavía veï el comportamientode la funciánl l)
en el hipercubo 0 a _ .u‘ 

\1*‘l,k+1fin l-Fí,k-+1

comoi== 21+p 1-1, J=2k+q+l,con p,q=u 6 1.

ai p=q=u
x21 2 (2) y (2)

L. = l+ en U .. _ .u'- _
. 1,3 -21*l,2k+1 .021-k1,2krkl

(2) 2
n m 1: k en el producto de los cuadrados de
.1,J ,, .

3
segundo orden restantes de U por los cuadra

1+1 ,k+1

á
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del primer cuadrado parcial de arden n contenido en
0

el cuadrado de orden n-l de G shgn el que está defini
( n)

da D (x.y),por el primer cuadrado parcial de orden
lo

\
( 1

n contenido en el cuadrado de orden n-l de C‘ .donde
An

está definida D (o,t)
5 1,3

en el producto de loa reatanteo cua

drados de orden n del cuadrado de orden n-l donde está
n

definida DF )(x,y) por los restantes cuadrados de or
. , n n

den n del cuadrado dc orden n-l donde está definidaD _(o,t)
-ioJ

(n)
K : O en el resto del producto de tales cuadrados
.1.J

de orden n-l.
n) _ (n)

K ' K» en los hipercuboo de orden n-lq

- 1,3 - 21.21

productos de los cuadrados de orden n-l que preceden al

0 (n'l) por los cuadrados de orden n-l ¡por loo
P

14r1,k +1

cuadradas de orden n-l,de los mismos subfndioeo.que pre
n-l

ceden al 0‘ S )
"nl 1.k 1

(n) (n-l)
K- ; KA en todo hipercubo de orden n-l

1.3 . n n
2 '. 2
(n-l) ' (n-l)

de la forma O 'H ¡0‘ a
1+o,k o A1+o ,k 'fo

b) Si. en cambio,es palmzo
_ (n) ' n

u' Vale 4 en loa hipercubos producto
.133

dek primero y segundo cuadrado parcial de orden n del
n

cuadrado de orden n-l en el que se define D , _(x,y),reo
_ ' l

pectívamente por el primero y segundo cuadrado parcial

de orden n del cuadrado de orden no1 donde se define DLï;/\
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¡n los hipercuoos producto del rento del tal cuadrado
. v)
de orden nal de 0,Ñ-,por el rento de su correspon

kU) \ xn) n-l
diente en c'ela funci‘n A. vale 2.4

na " -1v

ns nula en el resto del hipercubo producto de cuadrado
n

de orden n-l donde se define_DE ¿por el cuadrado de era)\,
den n-l donde se define.D p Last

v . " _
(n) (n)

1L. _;L A _ en los hipercuboe de orden n-J. productos
e1.:, e21,3

de,aqnïllos cuadrado: de orden n-l que preceden alkn-l
0 A y por aquellos cuadrados de orden n-l qpe prece
l+1,kád

(n-l)
den al 0‘ .

..1+lok‘.’1
kn) (n-l)

La 2: KK en todo hipercubo de orden n-l de lav e. a.
ioJ 2 .2

forma. 0 (n-l) ¡0‘ ‘n.l)
.1+á,k 4:- ml-i-¡.k-Fo

0):“. ,en oambio,p=u,q—_-l
-(n) n - __ .

L A :: H en los nxpercubos productos del przmero.9 b
Iegundo,tercero y cuarto cuadrado-de orden n del cuadra

do de orden n-l en el que Be define Dkn)(,y),reapeot1
.v .'- _

vamcnte por el primero.aegundo.teroero y cuarto cua»
drado de orden n del cuadrado de orden n-l donde estil
definida. D . _(s.t)

1 193- 

k? el resto del cuadrado de orden n-l coneiderado.deo
u- _ ¡por el resto del cuadrado de 9rden n-l correl

U KH)
pendiente ,de u' -p¡1a funci‘n A. ea idénticamente

“n .1,
mili» . .

kn) kn)
nm n :: h. en loa productos de los cuadrados de
. 1,3 .2l,2k

(n-l)
de orden n-l que preceden al U . i por los cuadrados :

.1+1.k+1 ï
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, -1

delos miamoasubfndices que preceden al 0' Sn )
_ali-132+].

(n) n-l)
LA r: A ___n-l n-l en loa hipercuboa de orden n-l

o n 2 -.2n-l) (nc-l)
-- n oU -. _ que siguen al hipercubo conside‘l+o.k+l . 1+I,k+o

rado. y
(n)

En los puntos donde L ,_experimenta un salto le atri
« Í oJ

bufmoa comovalor la. media aritmá'tioa. de los valores

que ella. tom en loa hiperouboa que concurren a tal

punto.

fura. demostrar tal ley por inducciín la. aupondrenos

oierta, para. las funciones ii de orden n-l
. n

Para. cada.par 1,3 de mineros naturales 1,3: 1,2...2

Ballenas[fl]:l, [4:43 k.de donde irzl-f-p-l-l..2, .2.

3: 2k+q{-1,oon(p,q:u‘¿lnl
Si p, qzo D - _ toria. en su dominio los mismos

raloreo que y h; en el primer cuadrado de orden
, 71,1

n-l ’
kn)

¡Si p:1,q:v y _. toma.en au dominio los mismos
- 919.1

kn)
valores que 1).. en el primer cuadrado de orden. ,l
11’10

(n)
di pzu, (¡:1 D‘ n tom en su dominio los

a 10.1

mismos"valores que D Sn) en el primer cuadrado de
9 1,2

orden n-lo
(n)

Fuera de aus dominios de definicián las .U- _ son iv
dánuicamente nulas.

uuego los valores que adoptan las ¿xcorrespondientes
M .

aeránmn el dominio de las ver] ¡los Valores de
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\n) kn) (n)

no ,n ,A _ en el primer hipercubo de or
. 1,1 . 2,1 . 1.2

den n-l,y en los hipercubos de orden n-l siguientes
kn-l)

al considerado ,los valores de A n-l” n-l
. 2 ,2

de

(n-lJ
uividumos al cuadrado U - en k partes iguales y
‘ A 1.1\n'll
hagamos lo mismo con el u‘ fi

AF 1,1

ui definiïoa ( > ( )n) \n-l n) . n
A. 1 _-_-_ l- +ü A (xgy) ob ñ _ (ht)
.1.1 . 1,1 , 1.1. . , 1,1 - _

n)
obtenemos para A. _ la siguiente relaci‘ns

n ‘ a r
Vale 4 en el hipercubo producto del primer cuadra
. Ln-l)
do parcial de orden n de U , por el primer cuadrado

l _

parcial de orden n de Oim'h
“c131 

a
Vale E en loa.hipercuboa parciales de orden n

(nvl)
producto del rento de 0 J _ por el resto de

. 1.1 .
(n-l) (n-li (n-l)

0' _ ¡En el resto de U _ .U‘ - 
‘ñ 1,1 1,1 .ñ. 1,1

(n) _
L r es idénticamente nula,comportándone cono1

(n-l} (v) (o)
K n-l en-¡l resto deru A__.u' a _
.2 92- .. ‘ñ

a‘i p:l,q:v entonces el núcleo definido en
-(n) in)» (n) .¿nl
L r k7 +1) - (¡py)D_.A (lot)
.:,1 . 1:1 . 2.1i _, 2.1 ,

y se obtienen los valores

(n) n

R _:r k en el producto de ¡adï.ïno de los dos prip.i,J a
meros cuadrados de orden n de u .,Qor lol OIIIBIÓUIÉ‘IB

(o)
tea cuadrados de orden n de 0‘ A

_ fl

Vale 2oh n-l en el resto del primer cuadrado de orden



¡+00a
(U) .

n-l de U. _por el resto del primer cuadrado de ora
. U)

den n-Ie de 6',
m (n-J.) (rx-"1) (n)

En el resto de 0h h .U‘, lg función.k¿ es idén
_ _ 1.1 ‘01,]. -2.I
ticamente nula e , I |

(sz-1) M w)

Vale lo mismo que k án_1_;n el resto de UAgU'

saben cambiogp:v,q-zl
.(n) n .

A =ï 4 en los hipcrcubcs producto del primero,
'

segundo,tercero o cuarto cuadrado parcial de orden nn-l
de c , _ per.re9pectivamente,el primero,aegundo.

Y. 0tercero o cuarto intervalo parcial de orden n de
n-l)

0' .
.n1.1 ”

in-l) 9n-L) kn)
En el rento de U . 30‘ 5 . _ ee idénticamente

Flgl .Flgl {1,2 \
(n-l}

nula y adopta los mismos valores que k n-l _ n-l
Ü . 2 .2

en el resto de 6., ou&l_.
.o

Ello resulta de inmediato al poner
l(n) n) kn) , kn

_: A . +1». , «mn.» n _ (nt)
. 1.2 u 2,1 91.2 .n w c132 - u

En los puntOs donde la función A experimenta un sal

to le ntributmos como”valor la media aritmética de

los valore. que adopta en los htpercuboa que concu

rren a tal punto.

notamos ademí3,que al pasar del primero al segundo e
n)

cuadrado de arden n-l la funcifin k - _
. igj

toma el valor

. , (n mel) kn-J.)
de la funcion k _ en todo el hipercubo G ,v'u 1.2 Flgl

(n)

7 e-CONVMMCLA DE LAS ¿UEM-J [f(x,y . _.1 . .‘_ ._ - 1,3

uesignemnaahora con f(x,y) una función arbitraria.
..

doblemente Integrable en el sentido de Lebesgue.def1
..

0'



1+1.
(0) (U)

nido. en ü. __',y aeax ¡“y unto de Gb un
. (n) J. l} n) . '

kongmnoe [fimw] . JL. -(ÜoheptHhmMIdtN . 1," o o . 1,3- _ e _

¿dmitamosmor ahora. que ni.“o.ni b sean fracciones diádi

Basfinitasdela.fome. ¿ + ;
.,p.;P 1

(n) 2
La. funcion K- _ (x,y,e,t) en nula. calvo en ciertos
q o , a _

d d A si: É 6 É eh)cue. ra. oe cuya ea. es I ' . ' n“1-; qa ha

En cada uno de ellos ee KE!) ._. L í obtenemos. 1;.1- . ,. (n
O ..

9 1.3
(n) 1

por ello [flow] _:_ L lo f(e.t)dedt,_ 1’ _ . , . _

J 3 :5!

81,por el contrïrïomy b son fracciones diádicu fion
namentoncee k . _ ea distinta de cero en cier

. 1...1
—(n) c

toa interValoe cuya. ¿rea Se]; ee ; 6 Q,. .J .n- , .n
(n) ¡1' _ 1+

En eee intervalo n y obtenemostambién
«ici-#411)

a ._..iaJ
(n)

[than]- ñ; 1 fl f(e,t)dedt- 1.3 n) 7‘
.193 dá?)

En amboscasos el ¿rea del recinto de integraciín que

contiene a (mb) ee igual al Valor recíproco del face

tor colocado deÍante de la. integral. ’

Ahora.convergena «remar: n crecientes ,Sïni y: En)!
c * 1.3 " ¡»DJ

y por ello convergen las sumasparciales
.- (n)

Lflam)" u a limite A. //f(a.t)dedt
a - '¿Lj
- 13.1
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33,.
Dela encantar.ch d quelas funcion“ l ‘d l.
¡Havre ¡anhier dedican-.3la ¿latente 1.03€
81 ¡e mantienela fnmct&zflxfl).dob1m¡entei‘m.
u el penado¡a chanmgeltro los lana-SK: L4!

ene 0) ¡entonces1Mnm: pminlcc n n
“tiene! notaba entre ln una: ¿{uN-6‘‘ “aI¡í dm) 4 Itd ‘

h) l 1 (a)
h efecto. flxq) s ¡I l da“ =I

1.: o o 1.1

M ¡tm nd. te m parala.“tau-Jin.
Sanum m plato (agb) o'mquiem ¡le 6 .
¡hanpus n adulta tc gra-hn mln ¡W

n

¡lite lunMew-u ¡la (mms) m
o: Généa-e ¡+5535 1

9514 be Mars 1
‘ 05‘40“? wsaá l 1

hifi 751 05 14 h-Ï
o. á .J'bltrnrlmnte oomeñzïmíámeigoüïü3:0.

¡lindoll: ¡(6) o [daba 1/ ¡(“QC-dt1-1re
0'. mt “la en tenido al Cuencael comportamimtod.
1! MUI al un enano de (agb) de mella 8 ¡deduci
mfla convergen“.6. ¡la "no lo ¡“le dl unnfun
ct‘n coauuua cn el punto (agb) Illa dependa del compor

tardanza ¿a la tus-¿16.:eu un unan. do un pinto.

Si ha Molano; fina) y daa) coincidenunun utor

lo onpagan. entre; «¿muuy un tual.“ I u).

aln7 I han[mm] y fiwflïluiuxn n
hill-ute ut m1atom. 1
“¡una un "num conLa1:1principal.delpul-
“¡aut-rm ¡DWG!-urloh matan-m ‘

. .



ill0mmmms“
mMMihalesnmzmaw.um

«‘40an dvd1 "mr-mm“mn...”



9.- GM¿W¿ZACLUNunaUNA.LAEY
Si fue”) es una. función definida. en Ü .donlemente

integrable en el sentido de Lebasgue,con 4 -¿aima.

potencia. integrable, d?(l,ehtonoes se verifica

1 1 n _ (ru (n) .1
(1) 11m _]r(xm? l 1-t. D hay” qu0 0 . ¡8:1 v 1:3 .nilj‘ 

nada _

(n) 1 1 l (n)
llendo o a. ; flxmn" . (xonydy

13.1 s _ - 10.1- ..
0

Omrobgitïnt a
T. . , , . . . . ,.(n) n) n (n) (n)

tengamos a A _ f :3 I- “en lugar de á oA _D a, fiMJ 193 ¡J 103.2 19d

y expresamoslas variables indefendientes con m0 n r l
hemos:mostrado que dividiendo 0-,_en i partes igua
. n n .. \
le. ¡A _, uf que a - 1’ oa constante en el 1.a

. 1. 19.1 o
n)

tenor de cada cuaer 0 A_ .Beaulta entonces
r 19.1

n r, .4 fixowdxdy (2)
—T¡íï A __ A _
CCI] ¡i b

1 J

l también (n). a1 .f- 1 b 1-1- J

l / / fixfldey ( 3)10J_ l. i b - J — ..

c a ma ¡t i
-1 1 1-..1+1 .¡_

Entonces 1 1 n-l a/
u o 0,150 si



¿u

no]. l» 4
, 11-1 J+1'(a -9. Hb -b)
J. i 1 1 J 1.1 b r(x.y)dxdya ..uso 4 4 "

(a. -a. Hb -b) l1 l i... J 1.1.,

Utilizando la. desigualdad de César. Holder para intec

¿rales obtenema
a. b d -l a. b

1+1 J'f’l . /{-' 1+1 J 1 d

/ Í(X,y)dxLfl.n‘)/ y <a b .uli g b .. _ ‘
1 .1 1 J

i a. b
á" «1-1 i+ l J+ 1 «l

o. «¡J |b uh l . l f(x.y)|dxdy
1 1-1 J+ 1 .1 a1 bn

Entonces
n-l o. q

1+1 8+1r x,y)dxddy
a. b _1 l 1:.
Ta -a Th» -b) ‘

1,3:0 .4 1+1 1. ¡1+1 J

n-l a. b 4
1+ 1 ¡1+1 a

/ lthin?)th
- É J a b .. . i d

[ (a. -am -b)¡41,3:0 . 114.1 3+1}

n-l a. b
i-rl J‘l‘l

< - un a)“ Iflx >12:
S“1+1‘1_, ¿“11] a. b 'y_ fly
.( 1 Ja -a)(n 4))

1.3;0 .. 1+1 1 J+1_ J.

Entonces 1 /1 l 8(n)__1J</71/1 lina)” dmo o . 1.) “ o o - _

de donde 1 1 '(n) 4
a _ 'Ï(Xo1')
v 1 ¡J r 

O 0

dxdy:o



wm¡n

7*;

y ia ley a. mprobar es mota. en el caso que f(x,y)

seu acotadaqen cuyo caso se obtiene n‘ sola quel n
dxdy o 6 1rm a. _

n .Í-IJ
lim
n

(n)
S» q
51’

-f(x,y)
A

N

(0) .
en todo C , ,sino también,cono se induce de ( )

máx “s
‘

n
(f)

(2) y según. (l) 11m
- 0 ‘
to de c,,_(ï3E

. n , ,_ \ni. dey.De(1.3.90th lili“ e integrmi‘n¡e obtie
I" mi

ne la ley dgaénda,

Pasemos ahora al caso general,entonces para cada núme

ro positivo existen un par de funciones f (x,y) y

f (my) tales que

OCR

es acotada

De

obtenenos.para 12 o

Apliquenoa la deaigualdad de Hinkowski para. integrales.

Pongamos

1 1 r s'ha) 1 l t- s(n)
.ÏoJ' 1 s 193

0 0 0

(n (a)
(r -s. _(r)dxdy r -s.. .(r muy

2 .1.J, _ 1 -1.J. 1 _

1 l (n)
r -a - n (r )dxny

1, 2 ,
O 0

' B
nl: f constante C A _(n 1.2..)

a n -f 0 en casi. todo pun

(20) .dondo O no depende de 11,sz

f(x.y) f (x.3)
'. 1 "

f(x.y)dxdy

en C

1 1 (n) 1 1
3. f dxdy
. ¡DJ

O 0

1 .1 (n) 1 1
Ñ"

o o ,1,J o o

f (x53)
2 -.

.Entoncea f (xd)
' 1

"uz



21...32."
5. l ll: 4.(?%)ddx‘ l [1|1Í‘Hx"¡agili-

Q o 1 ¿193 l_ o 0 2 ¿93. 2_

. “gl ¡

WÏ/ 1/7““HHH/‘l‘ MW..i.J ‘ 1 41,3.“ 1_o - oo

1 "á 1 1""_S<¡1))4%%
¿‘ï .5f : j fl '1.J.rlÏ-Idxmí+2€o o

Pero f era. acotada.,entoncea
x... 1 l l
limite /¡13* o o

Entonces l l (n) 01 4

/ \r- s (fitmou"limite 0 0 ‘ _¡sab
y como 6 era. arbitrario ,13. ley queda.probada

(n) ¡Ar .3 ..(r) da:ch:: o
1 4.31 
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