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Tesie pretentadaípqr el Sr. Félix EduardoHerrera
para eptar el titulo de Doctor en Matemáticas.

El presente trabajo que someto a consideración del Tribunal comoTesis
Fina1,consta de tres partes.

En la primera parte se establece u1 ‘-orema de equiconvergencia para las

.derivadae de un orden entero cualquiera, de series e integrales de Fourier y
de sus conjugadas.

En la segunda Se demuestra para integrales trigonométricae,el análogo de

un teorema de Plessner para series trigonónétrieae.

Finalmente, en la muybreve parte tercera, se mencionan algunas posibles

aplicaciones de los resultados precedentes.

introduccigg

El capitulo de la representación de funciones por medio de series e inte

grales funcionales, constituyeS%Ï Análisis Moderno, uno de los más interesan

tes y.a1 mismotiempo uno de los que mayor significación han adquirido al pre

sente. Dentro de tal capitulo, se destaca en particular por su importancia

la representación de funciones por'medio de series e integrales de Fourier,

importancia Justificada tanto desde el punto de vista histórico, comodesde
el punto de vista de las aplicaciones que ella ofrece a las ciencias que uti

lizan a las Matemáticas, no ya como una finalidad en ella misma, sino comoun

instrumento de estudio de sus problemas especificos.
Ahora bien, en el caso especial de la representación de funciones por

medio de integrales de Fourier, su estugio puede hacerse/o bien presuponiendo
una ignorancia casi completa de 1a teoria de las series de Fourier, o bien,

para quien conozca esta última, mediante un principio de economia, a saber:

intentando reducir,en cuanto sea posible,e1 problema sobre integrales de

Fourier que se considere, a1 análogo problema ya resuelto sobre series de
Fourier.
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El?
El primer punto de vista es el que adopta Por ejemplo Titchmareh en su

obra Introduction to the Theory of Fourier Integrals,donde se plantean, casi
con independencia de todo conocimiento sobre seriee de Fourier, los problemas

de convergencia, sumabilidad, 9to., de integrales de Fourier.

En el segundo punto de vista, se supone en cambio que el lector esta ya

familiarizado con la teoria de las series de Fourier y entonces,probado un

teorema de equiconvergencia que mencionaremos oportunamente, se trasladan en

forma automática¡todos.lostporemae clásicos de convergencia simple y aún de
sumabilidad a integrales de Fourier. Es éste por ejemplo el camino que en‘

forma muyconcisa sigue zygmunden el capitulo final de su conocido libro

Trigonometrical Series.

Este segundo método tiene la ventaJa que cualQuier nuevo resultado que

se establezca sobre la convergencia.de series de Fourier, resulta, bajo las

condiciones precisas del teorema de equiconvergencia aludido,válido también

para integrales de Fourier y recíprocamente, circunstancia esta última que

tiene su importancia/pues eventualmente podrian probarse resultados sobre
series de Fourier, demostrandopreviamente los resultados correlativos sobre

integrales de Fourier, si el caso ocurriera que por la índole especial del
¡problema, el manejo y cálculo de un integral resultase más fácil que el de
la análoga serie.

Pero las ventajas de este segundo método no se limitan a la mera parte

expositiva2pues además él induce de una manera natural nuevos problemas,por
ejemplo el siguiente: ¿es posible reducir,mediante un apropiado teorema de
equiconvergencia, la teoria de la derivación de integrales de Fourier y de

sus conjugadas, respectivamente a la teoria de la derivación de series de
Fourier y de sus conjugadas? ' l

Un tal problema le ha sido propuesto al autor por el profesor Zygmund,
y la solución del mismo, en las condiciones que se especificarán más adslanp

te constituye la primera parte del presente trabajo.



É
Antes de entrar al desarrollo de este último, convendrá dar en esta. intro

ducción algunas nociones previas, que 'aunqueconocidas, facilitarán 1a exposi

ción del tema.evitando digresiones aclaratorias. Tales nociones son ias siguien
tes:

e) Dos sucesiones {unjy {V4}se dicen equiconvergentes en sentido estricto

o simplementeequiconvergentes, si la sucesióniun-an tiende a cero para naco.
Sigtu-mjconverge pero no necesariamente a caroilas sucesiones se dicen equi

convergentes en sent-ido amplion h

b) Sea «wanna función definida“ para xao e integrable sobre cualquier inter-'

valo finito (0.,a). Reef-ibamos¿Minga indiquemosconha), K=1,2,... la integral

deáfflsobre ostsx. Diremos que s es el limite (C,k)de 90€)cuandox,oo , si
MLmes decir si¡a

x

(.1) á f (¡.t)Á'1<P(-e)lt.37/3 flama :rqoo

Másgeneralmente, dada un cierto abc, entero o nó, adoptnremos (1) comode

finición del limite (C,k) de Va.)para X-yoo.

c) Bada una integralfífldt, diremos que es sumable (0,10 hacia el valor s, si

se satisface (1) conflgüffa-flt/es decir si

sai/Z], E.+)¿f({.),if_,s mola ocean.

d) Dada una serie arbitraria (U): unan-n ,sea Un:(td-mwny Um), Um, para
nsx<n+1, n=o,1,..... Si para x,m,e1 limite (C,o<)de U (.x) eiiste y es

igual a s, se dice que 1a serie U es sumeble por el método de ll. Riesz de orden

¡( o simplemente sumable por ‘el método (Ria) hacia la suma s.



El
o) Supongamosque dada une función fix) definido en 91 entorno; de un punto

¡”ella ¡sea expresabïp' pana pequeños valores de , ¡enformer

I‘M) =°‘°*7'47““’ÏÏ ¿79" + 2+ 72/7(“4*ft) 2‘“ »

donde-laso<designanconstanteoy¿galgo
¿ IIElnúmero «¡,1 lá'iár, se denomina 1a 191!!! ,derivedafl generalizada de

fix) en e'l punto'x.. __ ‘

Anilosamente ¿enategmwpícxrg}vagando-¡(5.13 . 3183.696¿(y son ex
presableo en. 1a forma:

Y“ Í‘+---i-..+—————.fi?“ , *?""+(/3;¿+ee)s».-1‘“
,¿x ; ra¿ «La. eo!

3,1465¡w 9+ i“"+_*z'/s‘;¿,.+so
. ,. .. o. ¿Í QflÑl .- _

í 11+!

con constante yftaq para tío, [tie denominala 19'15 derivada generalizada
simétrica de Mx) en, el punto x.

Zygmund,l - Tfr.i¿onmïtr;cel series Warsz'an - Lwoi, ;.935;_-.

I'ltritchmers'h,E.CI.- Introduction tohthe‘ Theory of Fourier Integralsfixford i

1937. y Ï‘ a :

Hobson, E.W,- a general “convergen” tnooren, Proceedings 'orl the ¡London

¡ Math Society,'8, ;9086349-395.- _: 'I fi '

Plessnor, lá Írigonometrieohen Reihen en o]. "Relportoríumder HñherenAm

l lysia' do Pascal, VOLJIS, Loipzig und-Berlin 1929. Iu . _
P1 Calleja,P..-Uber die konvergenzbedingungon der KomplexenForm de;
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I-.- Dada.ïcualqui'er. función f (x) definida para-004113:oo, sol'
.- oO ‘I” 'l .

(4) f ima.) Goo«¿c fina) 4wax} due

1a integral de Fourier de ,t (x), donde.
. .0 oo. .. 

. . ¡4 _

(a) (un);:1.fmya)anda-X ¿(véïfwflfj mudó“:
son respectivamente laS‘transformadaá coseno y seno ¡deif (2),.311as existen

comointegrales absolutaniánte copyer'gentos'si teu-.00, vo _)y en un cierto

sent-1do generalizado; "si. ft.- LP(- 0°,? )j"¿son12 lpS 2. 1 l

En todos estos casos, las integrales parciales” dé (1) está-n dadas por ia f6r-'
mula

. a, _ _ _

.5“, un") :f [aabtíw (un+ 60“)¿exu'acÏclw

; fait) tii"
pero esta última integra]. tienegsenfido' 31'7-"1'

HHHdt.
_ _ -_°°"“¡tz l

aún enuel caso en que"las transformadas (23110 existan.

Ahora bien, es sabido qué-61 probléma de Viarepresentación de f (x) como

el límite de

.50(x3); %-M-f(x+f) ¿zi



¿a

paraCo—;<x>,puede ser reducido al problema de la representación de f(x)

Por medio de una serie de Fourier. Más precisamente, es conocido el

siguiente teorema!

A)- Dada cualquier función f(x) que satisfaga a (5) lgcualquier intgrgglp

M. a+211) de longitud 21r, sea fax) la función de periodo 27ïq1_13_
coincide con {(1) en Ig. Sea además A

ob

(4) Éüo + m:,(amwmx+ ¿mw/nar.) w _¿
la serie de Fourier de f(;l_l_ ‘

¿“(amm a ¡"0, +;m(amwmx +bm/lw0l-I) j (o>,o
una sumaparcial cualquiera de (LH. Entonces la diferencia

AwLI):0a)(Ififiá): óU(Ï/;)w‘¿w(x172)
tiende a cero en cadapunto-x interior a I¿ {gls convergencia es uniforme

U) ‘Mo cerradoI¿_interioraI“.
Mediante este teorema,todo criterio de convergencia que sea válidp para

series de Fourier es inmediatamenteaplicable a integrales de Fourier.

Además,puesto que la convergencia de (5) a cero, implica su sumabilidad

(0,94 ) para 0170, se obtiene de inmediato para la sumabilidad de integra

les de Fourier, resultados análogos a aquellos conocidos pa ra series deFourier. - V

Sea ahora

((9). faïma)max-¿(a)eooux}du
la integral conjugada de (1.). Las integrales parciales de (6) pueden
ser escritas en la formav °° ¿»mi
En) 5o (xr!) =‘ fiifwflx’d)Li" “59
si te LP(-oo,oo), lsps 2, pero de nuevo el segundomiembrode esta igual
dad tiene sentido con solo satisfacerse la condición (3).
El siguiente resultado complementaal A) s
B)- Sea

U) 27W Ti'ïomoueÏrime Sean, y. 306 . ¿16,4110 Sua' aúna/oen ¿saca/¿Lua



(ji

¿(234%¿mas «me ,-
meca

Bajo las mismas condiciones de A), la diferencia
'V‘v rv a)

Ao cx)a 4.900436!).= Saw)- 2%;qu

tiende a un limite, (no necesariamente ogro). en cada punto g integiggda

Ia,y la convergenciaes unirgrme en_cada;interzalo cerrado I; interior
a IQ}
En ciertos problemas de 1a teoria de las series trigonomltricas, se debe

considerar el comportamientode series de tourier derivadas tórmino a

término un número k de veces. Un resultado tipico en este‘Brden de ideas

es por ejemplo, el expresado a continuación:

C)- Sea tmbn) 1a derivada generalizada deux) de orden_]5.¿i_f(k)(!¿)_
existe, la serie de Fourier de r(x), derivada término a termino k vegps,

(3-)
es en el punto x” sumable (0.04),» k, hacia el Val-9:{¿)(x_fl.
Problemas similares existen para integrales de Fourier. Es el objeto de

esta primera parte reducir la solución de problemas de este tipo al
correspondiente problema sobre series de Fourier. Una tal reducción se

hace posible mediante el siguiente teorema:

D) - Sea f(x) una función que satisfaga a (5): I¿==( a,a+2ïr) y fi¿(x) la

función de periodo 21rque coincide con r(;) en Ia. Sea además Swfix,f) la

integral parcial_(3a) y sQ(x,nL) la sumaparcial genérica de la serie de
Egnrier de qL(x). Sea finalmente k:l,2,5,...En39nces 1a diferencia

t I h, ‘“

gli-t 8‘.)(Inc) ‘ ¿(i-¡"t¿to (xfïï)

es uniformemente sumable (C,k) hacia cero en cada intervalo cerrado I¿

Análogamente la__g¿ggrengia

34;”.Su (3);) " Ki. A” hrs“)

es uniformemente 3233310 (C,k), (no_neoesariamente hacia cero), en cada

intervalo cerrado IL_ interior g Ig.
4) ÏÏ Ci” 1 73.. ¿Add ete kÉnv ¡euómiút e»; Oka ÁÉOa. unígbnscflu'fiimúzuuúue
k 4014,55-7q5‘6wujFeat

q\ ‘T'C LAE



Este teorema completa los resultados A0 y B) precedentes. Su demostración

se basa en los tres siguientes lemas:

(i)- Sea g(t) una función integrable en(I-TI',11)y de periodo 217.Sea r>1 y

0<S<7T.Entonces la integral

f {19.412[tp/n I-f)”
converge absoluta 1 uniformemente en cualquier intervalo JS=(-1HJ,If-J).
La demostrac n de este lema es Wiata'pues suponiendop.63. tgïr,
tenemos

°° 1+1)" "° 17

(f auf” t cif: e ¿mas = f .34.“ «1tLa"1-9“ v J)"; eh)" “9‘ -nGM”
Perosiendola serie talque(.16
Í3”"?! é ¿(Jr-wo” glam-M"<M

con Mdesignandc una constante positiva, resulta

no 77 7! 22.. 4 77

(tpm 4:: -n 4-,

con lo que el lema queda probado.

(i1)- Sea 001624". Bajo las mismas co_n_c_1__i¿cionesdel lema (i), la integral

¿tp/n ¿amp-¿MtsIfLw+ ¿“(auf
1. T .7 (4) Leoni)

:¿rw{L+L}%e ¿r
converge :

a) uniformementeen Jg para cualquiera) fijo;

b) uniformementeen el rect_angulo;n+ïsac_slá)7&f'z ¡
c) acctadamente en J; y cualquier intervalo de variación de a) .

Comoes obvio, basta suponer que T='(2n+{)fls Bajo tal hipótesis tenemos

JjT+Jf-7-—Ï%L¿¿W"*)Jttifs“? ¿¿o(8-*){cum" __ e“"’"" PH.. n —r * ¿a -1. . ¿fin +Q-t) ¿111- (3:6)
Por inspección directa del segundo miembrode esta igualdad obtenemos a)

en el caso especial en quea): entero. SupongamOspor lo tanto c.)diferente



.e un número entero. La aplicación del procedimiento de sumación por

¡artes nos da

oo ¿1.276.110 Í Ïejawrio á -I- __ 4 j2;. m = ¿2, ,=, línia-75) “¿+9171;(L1)
_. . ‘ea

_ 21:e‘7m”Z ¿LW
-' 4_ envia) fi“ [z¿n_+(r.í2][z(fi+9¡ïi(r-ÚJ

r en consecuencia para el intervalo JS sera 0., _/

. Í ¿22167160 4" Z p.371..——-—¿—«- 4 __.____—-—.--—- _

la” ¿”11:49] ’4’erzmol ¿a [206977+J
resultado del cual siguen de inmediato a) y b).

’ara' obtener. o), consideremos la expresión í .0 l
. U4" ' . ¿Áflifd e‘l 7"-‘¿ _ #- .—;_.____#-———-s

Zwúkhx)" ;{¿¿w+e;t) Qún_{x.f/í
fl. n- _

a¿,gZ:¿LLÉZL- ¿(tqzwf ameno- arrimeR-Ú
b, Jin- 21:” . ¿2, «M "¡za-t)

Vamosa probar que cuando naco , Zn(a),x-t) existe y es uniformemente

¡cotada en el intervalo Js, cualquiera que sea el intervalo de variación
ie o) . "

Enefecto, por una parte ea bien claro que lim Q,‘(n),x-t) y
a-voo

I - m. .

' «P. _¿ fi" 42.44170 JrÓ‘ - Z 4:42er _.«¿m{m}-z =c=A»;m, z]
tic-700 gra ' A" ¿al Q , [ - “(2-2217

¡xiston uniformemente en JS y cualquier intervalo d: variación de w .

Por otra parte, siendo bien conocido4quola serie ZmT-hima conversekz! 2 77
acotadamente para cualquier intervalo de a) , se deduce que también

¿(capi-t) converge acotadamente:en JS 'y'cualquier intervalo de variación
loco y por lo tanto mediante pasaje al limite bajo ei. signo integra1,_ ae
¡btiene c).

¡iii)- Sea v4:0. Entoncespara cualquier entero q>/l y 51.2.5... es
46.;

¿3. .(Z 4k ¿(01). - fi . _,)3&(4-;)....(4-3,)(3’414'3)!
) [(4.13 e do_EQW¿+ZL ___+I ysb ¿v(“k ¿”H v.>’+’_+2.
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-1 ° .

+5: (St)-I)”(1‘?**9.’¿hay + uu #9! (e‘a’ a1 . _
y“ V ¿á+r+í.g_¡z_’°*"ívb” ¿(húlzfvm-Ï“

v1

donde hacemos la convención que Z?0f)=0 oon>¿()')cualquier función del
entero no negativo Y e y“

Para probar" este lema necesitamos tan solo probar que

(9) f (1-3)ewdu:¿uz +1..3.a;
o “a l Ü y_-o¿”a’*’2r"*¿ .0! gary“

puesto que poe derivación de esta fórmula con respecto a v obtenemos la (7).
Ahorabien, la (8) es cierta para k=1. Paraduemostrarla en general,_
supongamosque ella es cierta para k: n. Vamosa ver que bajo tal hipe

tesis, la (8) es tambiénválida para k: n+ 1.
En efecto, integrando por partes

. .0.

f‘f/.2)“’ewüw= J-¿+ ——.—”‘“f(-/..‘—’—)°‘e¿‘°"do.>

' 01*" - o"¿01m I mms?) 01, ezaw-í

=L¿+__———{_L¿+Z:_,L;)_L_,L -__;_lí- - V I 9|. o .V ¿nv- v m ¿0323" .Q Qu)”
4'" I ¿(2v

. l rn-n h-H-V (OH-12. e _=-L¿1‘-2 f)“ (“2+ 0.41 '“"—.4
D" y=° ¿{a v- __Q (Évjávl-L

que es justamente lo que queriamos probar.

En particular, si q-.-k y A,” Bp y c designan constantes, 1a fórmula

(7) puede escribirse en 1a forma'
, fi 49- 'a,‘ i ¿1 

donde ¿Ii-z l B c .
_ ,L- 4- 4L... +—————(e‘a‘h)

¿at’kvü ...yzzoav+4vy+h+z é; flyvysk+í «A ¡ral-H
Pasemos ahora a la demostración de]. teorema.

Con el prOpósito de simplificar la demostración, supongamosa=0 y escri

bamos en consecuencia to , Io , Ig en lugar de fm, It, I; e Pongamos
además



'l I

<EÏÚÉ>=v<ÉÏCIBfi9== %?4LZÏ. GMLÜÚ’ÏXZÏ‘¿m/uu‘mjc') (03%0
mito

expresión en 1a cual el acento en el signo de sumatoria indica que si

¿o es un entero debe considerarse en ella tan solo un medio del valor
del último termino.

Por consiguiente, para a.) positivo y no entero es

ÁÏ (ac): Acabo)
y asi , en lugar de "considerar 1a suma (C,o() de la diferencia Sm(x)-s0(x),

podemosconsiderar ia suma (0.a) de 1a diferencia Sm(x)-s’:(x).
Ahora, si g(t) es una función periódica de periodo 211, integrable en el

intervalo (0,2n), entonces.

1* _ ¡k 00‘ A“.wa x- ‘ 'r A“ :0
¿“(1,3): ¿{00306)"yt 4+-¿261,369 {5540116

En consecuencia, 1a primera parte del teorema quedará probada si demos

(4}

tramos que, cuando 12900,
4L “' r.A ‘éa-Wwá: Liww} eo7m! o

uniformemente en Iá, o bien, teniendo en cuenta que en el intervalo

(-71.‘rr) es Mi)... to“), si probamos que idéntica cosa ocurre con

LM»)a¿JÏQMWO si f {,ru)-;.a¡}Moe
nn. o dani ¡tp/7, 35-1;

)

Esta sencilla y muyútil forma de expresar szñx,g), ha sido presuntiVa
mente dada por vez primera por G.H.Hardy en una nota publicada en el
¡essenger of Mathematics entre los años 1921 y 1922 y psteriormente re

descubierta por Zygmund,de qien el autor ha tomado conocimiento de su
existencia.

Desdeun punto de vista puramente formal, 1a fórmula podria Justificarse

de 1a siguiente manena:
Seag(x) MZquim‘ . Entonces

_u=-w



Q’

Ahora bien. on virtud de la hipótesis (3) y de los lemas (1') y (11).

la intogral
¿[ú

flv/2m HM“ {i’m} Í ’39»

os, para cada cofijo, uniromomonto oonvergento en I;

Citan-i)
mi f dt

, de manera quo

podomosescribir, x e I}, .

_ ¿L A 16-! ati .1)
Luar)- mai]; ¿1240) doábéf(f)-fi(t)j {Et “¿413161.fdí

y también
¿- 'a' 4- ol‘é 4m -1}

Ja “"9 =aii/WM“ ’C‘f’j‘“31/019“) 'Í Ik%— Í 6’“
encontrando Justificación 1a inversión del orden de integración de nuevo

en 1a hipótesis (3) y en los lomas (i) y (Ii).

Integrando por partes la integral interior, obtenemos

«-— ' .a. í ¿ú

Ja. (ix)=Hub/¿fluqcawt (1-53)[4:1 wrx-{Wo
dí 9- '

¿Bijtl’yfiHM-filfüïé Efi J: (14%)iCo-dwhüfldu

T Too .

[T 30m!) 44%! ¿31€=f Z e..e"’“’“*’_T :1=‘w ¿L+01ali-:2 cmeb‘ifreidfigtdt
1'.Poro ma...” _.¡.

fïe‘u'Í‘Mw-t qf7 (¿Wale¿(q.o)1: ' JWzitQ CH:frwg‘fl ,fT'Mfi-U)fcg¿
Teniendo on cuenta que o t 0 . t

. T oo ¿t

%”IMT*EJ+;1&Ï,¿¿;{
resulta ‘_. 

o A). lhl>aj
7T 44' ¡»quo

71,00 í" (¡11:0

T.' ¿“t/inf _-'
ArjÍTe to

con lo cual la fórmula resulta establecida bajo forma compleja.



6. Á ¿ .
= 7;¿uníafigifiaflafí ¿(EL(4.5:) e mafia/w}

> de acuerdo a (7a)

ja Mi): ¿7L¿”fica-42 (16)}¿a (Mi)
:onsideremos ahora la integral

‘ÍÍLP/n{fm' 7C(6).}¿4‘ (¿LU ¿f
r supongamosque hemosreemplazado en ellaéndfiügpor su expresión (9).
Entales condiciones obtendrámos integrales pertenecientes e. uno de los

¡res tipos siguientes:

¿L Mi) off . _4'_f {(19) ¿WK-Wi. Memü-‘Üou
“(É (tb/1181)“. j ras ¡tb/n el) a ) lt/¿rl ei)“
londe h(t) reemplaza indistintamente a' fit) o e r°(t) según el ceso, y
r y s designanenteros positivos tales que sal, raa.
¡on respecto a las dos primeras integrales es obvior, sea en virtud de

(5), sea en virtdd del lema (i), que ellas tienden uniformemente a cero

an I'o cuando ¿Zn->00 . En lo que e

f Mi) ¿cap-Ucaltlw Qu)"
serefiere, tenemos

f fizieiahiufz 4.Í¡Hen ei) A¿(tp/7’ ¡{MA
= U-l- V

Bligiendo Asufioientemente grande, podemosconseguir, sea en virtud de

(Aquel)
Ï ¿EL e dt

L5)o del lema (i) según el caso, quen/,4 É para cualquier ¡(- I; , desig
1andocon E un número positive tan pequeño como se quiere. Por otre'parte,

siendo para. x é I¿ , Iré MISA, una función acotado y uniformemente__‘L.
x47)“

:ontinua, dependiente del parámetro x, la integral UA, 0 cuando .529 oo ,
4)

miformementeen Ig}, de tal suerte que en definitiva

«i é e¿ütx‘f)¿¿
ftp/71 Q‘Üm h) o

H} TS. - 10-]- 3°;



uniformemente en Ig, con lo que-queda demostrada 1a primera parte del
teorema.

Para demostrar la segunda parte, pongamos
ru N I

43(x)=«ám*(x,fi)=Z (am/Jonmr-¿1a5mac)¡ w>,4
msm

donde el acento en el signo de sumatoria tiene el mismosignificado
de antes.

En anavlogia a sfi(x), la expresión 32(x) puede ser escrita en la forma
,9 ao _ T _( l

¿Joa =-74]¿{o 4-Wwf-Í«¿tnáwïgfacmwmsw x. .T ' x.-t
y el mismoprocedimiento utilizado en la primera parte del teorema nos

permite escribir

¿ 3' ¿44€ 'V w I _
i711]: €0.44)Hísulz)- aan} oía)

‘ I I . ‘a' a, í (MÁS!) w
=- á Wiki?“ ¿“W H [(31) e df

lá“ ol ‘ off) Ji Jau Madhii WÁ/gfqfifiyífiufix)927’ [iD/vr (“#7164 1 '

y puesto que

W, r, {fio-7123;}¿(75,11) ¿t _, o
uniformemente en I; , obtenemos finalmente

N ¿+1 { (f)
4g f“ ¿.1¿ú a M ¿.0 ¿1/ Mfi..._ n- —— 3.,(2:-4 (x) db:

llano ma”- 0L m) ¿{J-¿í ) o } 7T [tb/r) Él) H
uniformemente en I' y esto completa 1a demostración del teorema.

II)- Dadauna serie trigonomítrica

(4) . anw'mx+5m.íounnc
ea bien conocido que si ella convorge en'un intervalo hacia una función.
f(x), entonces f

oo G I+sl> Saint-Z¿ Mol. o;no3¿m_¿mmm/g
I lk=r '



EN

existe comofunción continua de n en dicho intervalo y posee en este

'una derivada segunda generalizada igual a r(x). 4
El análogo para integrales erigonomótricas na sido probado por Tichmarahf')
a saber:

Sean a(u) y b(u) integrables en cualguier intervalo finito e iguales a
cero en un entorno del origen. Sea
W, .

ás:
f (am)Max + ¿(Q/¡uuxjoüa-c-fix)o

en un cierto intervalo g m de x. Entonces“Wii
Fl!)=" Í “a.

existe en J y posee en ¿ste una derivada segunda generalizada igual a Lu],
El teorma mencionado en primer termino, debido a Riemann, ha sido

4-)
generalizado por Plessner de la siguiente manerazL

Sea la serie trigonom‘trica (1) sumable (0,“). 0|:0,1,2,.. para x=nohacia

s. Sea r un entero >00]. y sugongamosque la serie integrada termino a
término r veces, converja, en la proximidad de x“ hacia una función,WAM g _,—_

.——

F(x). En tales condiciones, si 16(1) designa la resima deriVada genera-———- ——-W
lizada de Fix), inf!) existe y es igual a s.
Es el preposito de esta segunda'parte probar que.vale para integrales
trigonomátricas el análogo de esta generalización de Plessner, a saber:

Sean s(u) y b(u) integrables en. cualquier intervalo finito e iguales a
cero en un entorno del origen . Sea la integral trigonometrica

l ¿(2) ivan.) una: + ¿(ej/mex} du.
súa-bl. (c,a), (Y:o,1,2,.'.. para x=x°hacia s. Sea r un entero >°t+1y suga

¿más que.la integral (2). integrada bajo el signo r veces, converja en¿'
la proximidad de xo, hacia una función F(x). En esas condiciones En“)__.—___.-_‘

existe y es igualia_1._
La denostración sigue, coneportunasmodificaciones, las lineas de la
demostración dada por ztgmundpara el teorema de Plessner.

Supongamosr par. Si fuese impar 1a demostración seria completamente

(4) .Tatfcllqum I 71.4.7 0%Fania ÏJGM ¡ /¡a.J_./_S‘6
(1) T75. a [M4 ¿bo



; ¿A

similar. Además, incrementando 0€si fuera necesario, podemos admitir que

r=q+2 o bien que ram} . Tendriamos entonces
¡L C L «¿J/¡max_ a.) +

Sin pórdida de generalidad podemos aceptar que!150, 3:0 y además que

(2) sea simplemente unanintegral coseno"porque siendo laucomponente seno’

de (2) una función impar de x, su r8¿i¿n¿ derivada. simótrica es igual a
cero para ¡[30oFinalmente. , sin que ello implique una restricción, po

demos suponer que el intervalo en el cual a(u) es cero, coincida con el

intervalo (0,1).001‘1todas estas hipótesis simplificatorias¡(‘2') toma la

forma (4) RI): Poífoéamzuezaaxdu
Pongamos ahora

o A ¿ > 4-, Á i

yu): ef}; Í SA:SA‘IQ‘“)°L‘)""JS>=IS«.J”-=¡“1:0‘“) “Goa
X .u

Desde que por hipótesis fiiM-al alu)du.—7o es S°‘=o(Á“) y por lo tanto,l
x I

tomandoen consideraciónque Sir * “¿4da-, .5 tambión_ ed.X“)o oOO A
Integrando (1;) por partes («41) veces

go ' (UH)s s:*—3M«»w
Escribanos a continuación

an" 1)’ 'th f

2%,),¡1357 A66):.ïggv=o ’
En: 

onces gun)
Jazz); Xlux)+

y'en consecuencia
[2% “4' IL N " del”) ax et

th)=(-I)*‘ fix fs [M )+gym

Lux) "

m dá“?

o bien ¿4.: A‘ _' __VJ ¿av-I- IA’RÜ.
7th,)- Z (2),)! ÍVeo

donde

¡4V:Ql)g4vw jajaa-amanquam)! 4



del“)

d“(a

d .
a+o(+/) °t .

p{x)=(-I)({ jguí ')Á(qx)}olu.
1

En virtud de que las integrales que definen s los números Lyconvergen

absolutamente, sigue que ¡{(1) es tambien absolutamente convergente.

Faltarla pues probar que R(x)=.o(1) para xao. Conese fin sea 0<x€á .

Ent once svI i e“) l oo dom).

/P(x)15[75u ÉÑÜÁWIIIOLL¿PL/Su. myñíalvogtz U+ V
Conrelación a V observamosque lafuncibn) (í) es regularpara todo

valor de i y ademfispara u Si- , os

lid-(fl Alan)!S 0x4”did“) '
dond. C designa una constante independiente“ de u"y de x7..Por 10 tanto

.1. - Á. . .
z i ' '. v'._ 1/ r

Us C=’*°‘f¡SÍ/0'“ 01"“f.ocu°‘)9ü=low W
1 v 1 x' -4

Por otra parte, siendo para Iu>í>z 2, lï(d“)(a)/\<C,u resulta
' 41)

¿23) M“) É (:2.t“““"‘ w"' o. 

con cí ,C¿constantes mdependienteshde u y de x. Sigue de aquí que

M (sw-wïssxu-w=¿“’“Ïïwu
_ amm. x ¡»LI _- ¿x OLX ,06!)

y as! el teoremaIquedaestúlecido.

III) Para terminar, señalaremos algunas posibles spi‘icaciones de los

resultados que preceden . En particular) la aplicación del teorema.D)

conduce a la obtención inmediata para integrales de Foúfiar/ de rosal-
tados conocidos comociertos para series de Fouyiorl
Por ejemplo, es sabido que si f(t) es integrable entre .‘Iryn y do periodo

217, el salto. Dx. f(x+ Q) *-für-0) de la función puede determinarse
mediante 1a fórmula“)

O l 'g”¿u 21:13,;
(noo "L.

(í)Sigan5-31 IMM“a‘U’d“rmuúhdj“.10 q.I. 1,1.-1: 1040 Lan ¡09- 3II
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donde ORDQindica 1a derivada de la enésima suma parcial (G.1) de
la serie d e Fourier de la ¡util función f(x).
El resultado correlativo para integrales de Fourier ,se expresarle
asi:

Sea f(t)éL(-°°,°O). Si 03(1)representa 1a Agua; integral parcial de_ _ __l___ _______,__ 44———————

la suma(C,1) de 1a integral de Fourier de f(t)¿ es decir si
) oo 

01(1)ví,- rC/s-‘Í-HufflfiwuxipitJo

‘ I

entonces 277 03(1) l: 1’:
A-eoo '\

Análogamente,el correlativo para integrales de Fourier del teorema
c) de pág. 3, adaptaria la forma siguiente:

C98ea f(t)6L(-a%co). Si 1a derivada generalizada de orden k (a) existe' ie
en el punto 1°, 1a integral de Fourier de f(t), 11 diferenciada

formalmente k veces bajo el signo de integral, es, en el punto x.)ii_____.___ ._______.________________________

sumablefi(C,o(), «>k, hacia el valoryé)(ït.).
La validez d e estos teoremas, resulta comosimple consecuencia del

teorema D) con solo tomar en consideración la definición de sumabili

dad de una serie por el método de M. Riesz de ordenh(o sumabilidad

(R,N) Y el hecho que si una serie es eumable hacia la suma s por el

método (R,«), es sumable hacia la misma suma por el método (C,Q) y

recíprocamentef4)

Por otra parte, el teornla C') y el correlativo del de Plessner de la
pag. 11, abre un camino para la solución del Problema de la llamada

sumabilidad C Je la integral de Fourier, es decir del problema de la

determinación de condiciones necesarias y suficientes para que 1a

integral de Fourier de una dada función {(t) sea sumable, no por un

promedio aritmética de un orden determinado, sino por uh.promedio
‘aritmático de algún orden, cualquiera que este sea. Untal estudio

se inspiraria, con las naturaJes modificaciones, en la solución dada

775. - jm]. 312..



dr

por Hardy y Littlowood al problemá de la aumabilidad de series de y
(11

a Í

A1finalizar esto'trabfio, adamspermitido expresar mi mayor agradeci

potenciaa y series d o Fourier.

miento a los Profesorea'mtoni' Zygmundy Alberto González Dominguez,'

delas Universidades de Chicago y Buenos Aires rospeotivamonto, por

¡las sugerencias y consejos con que no oriental-on on la _nalización
de aquél .
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