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inmonuc'móú

En esta. recio ee eetudiz. 1a Integración en Especies Abetrectoe,pe.rtien—

de del concepto de pedida exterior de Cel-etheodory,que ee une función 70 de
conjunto que posee lee eiguientee proviedadee:

1- Lf(¿\)=o I .1 A=0_

2- *fflll A,_) ¿Z7? (3,.)

3- T(B)5<f(A) s.- Bcn.
Entre los conjuntos del eeprcie ebotrecte B ee encuentren los mediblee que eon

lee A que oetiefacdn le condición

le) = «¡(WA)+«f {w—A)

pero.todoItelque (flw) (+00.
Estos conjuntos formen 1o que ee nene felino editive GE,ee decir que cumple

las condiciones:

1-31 conjunto vacío pertenece e a.

2.31Asa .I-A ea.

3. S’.‘A¡ e a 1:20AM.(62;.

En terna ehsloga ee define le. cedida interior l} cambiando le condición 3 por
le

.a \ ,
3:) jaj/M) ZZ 744;) dHJUnhaI.

y luego tratando de:introducir unn rolnci‘n entre le Iedide exterior y lo in

terior oe obeerve que duda une nedida exterior. 7 o indicando con/A, eu apli
cacián e conjuntee ¡ediblee ,1. función dc-conjunto.

7L(A): Sï.f(X)X A.
ee unn función de IQdidP interior,oue recibe el nombrede medido interior co

Breggondiente e 1a medida exterior .

Lo medido,interior correspondiente a une. medida exterior drde goza de la in

teresante propiedad de que loe conjuntos ledibles rf son mediblee 7L,eicndo



Plr-ntendala cuecti‘n de ei vale le reciprom- de esta nropiedad," obtiene el
para todo conjunto H ¡ediblia 'ja’fio-t

resultado afimtivo para las T reglareens decir aquellas que satisfacen
ln siguiente

Definición: dado un conjunto CC E se verifica:

H ¡.(X) ='f(C)X)C'

siendo 1 lediblee y .¡etacderinicion equivale a decir que para todo c,dade

E>0 arbitrario exiete un Xeedible (,0, X) c tal que

¡[Xhflcl

Un procedimiento conetructivo de Carntheodory-Lebesgne para obtener

funciones de medidaexterior.“ aplica por analogía a las funciones de aedida

interior ebteniendoee resultados analogoenntre los cuales es importate s1 he

cho de que ei es un cuerpo y ee cumplenpara una función r ¿{Üde conjunto

la propiedad FIÑ.sz)3r(e.)+)/’LQL) K R ‘o
(0' ?<«,u«z)s1>m.)+1>mo) ' L"

la ee una familia de conjuntosIediblee jo (0,7”).
Seguidamente ee hace unr erpoeición breve de la integral en un espacio

definida para funciones aediblee (f, sobre una clase aditiva,eiguiendo el libro
de 3.8ake: Theory of Integral.ll.Y.l937.

En la tercera parte ee aplican los conceptos anteriores a Espacios

Topológicoe,dcfiniendo la medida fde Radóna la familia aditiva nenor que con
tiene a la familia de conjuntos cerrados en 2.1.3 integral definida para los

conjuntos aediblee 9 ,ee una funcional lineal P/a ei {(1) se continua ¿o ,

es decir ei ei HX); LT .
Se denueetra la recíproca ee decir el teorema de Rieez que vale para los espacio

tepológocos localmente connectoe de Hanasdorff.

Reta ultima nronosición enunciado en la página '52 del libro de Andre



WeilzL'Intogrotion dans los

manuet Cie.1938.Porio;ha ¡1do el native de este estudio.

Deseo dejar constancia de que este tone ourcIÉIeomo resultado de

lee hrillentee olnees de Seminsriododgepor el elinente ¡ete-¡tico Prof.

Inreholl 3.8tono durante en estadío de cuatro neeee en nuestrr e1uda¿ el a

ño 1943.

Thnbien deseo expresar mi ezrodeciaiento a ¡1 neeefïo y profesor

Dr.Juan Bloquier,qu16n supo elentarae en mie eotudioo3oeí comoal profesor

Dr.AguItín Durenoney Vedia y al Sr.uiochn Coti-r por el continuo cambio de

ideas y sugeetionee para ela‘orrr el tene de este tesis.

La continuación natural de este trebejo será el estudio de le In

torrnl de naor,poderoeo instrumento porn el estudio nrotundo de los grupoo

tooológicoe localmente connectoo;eotudio que nos prepone-oe hacer en un fu

turo próximo.



fiñllbá En ESJAJI.¿ Abjlg¿3¿¿3.

Hgdida gxterior

¡al 8 un espacio abstracto danos una funcio'n de conjunto Tu) 1550,

pudiendo ser (já‘(A)=,bo,aefiuida para todo suboonjanto ACE, ¡e llana ge
uioa extericr, si cumplelas aiggientes caudicionesi

I} Si A es vacío, fm) = 0.

11191 BcA. ee: 37(8)514M.

III) 31 V=(?A¡, es joWKthuï). siando finito o infinito el númerode
sunmmna.

¡em-"lo ae funcio’n ue madura:

¿ea P un punto fiJo uel espacio 7;. ¡cigarros f(3)=1, 31 2¿_¡.; ¿f(¿)._.o

51 "riffs. meverifica fácilmente que ron-rue las tres oona1c1._.nes,
¡"li 'J' es “a °°“““t° “W”! Para to“ °°flJunto WCE. se verifica la rela

ción:
W=WAU (W - A)

y por la oonaioio'a III), tenemusï

TM) 57mm + ‘f(W-A).
Gonjgusgg meaibleg.

.21 conjunto A, se llama meáible lTl’,31 para touo V!arbitrario ae medina
exterior finita (kfüñkool, se verifica:

Ï(W)=TWA)“¡m-m

¿51A. es un conjunto meuíblegf , el valor LrtA) Beti; 111010900con
[(4)

es .¡eoiri (Í (A) = ft ('Aï ¡1 A es mcaible 70 .
Teorema 1.

2:1conjunto 00m;lcmeutario Ge un oonJuntc meoiblo Y?. es menihletf .
yemostraoio'n. ¿en 3'. meqible, A'=’n - fs; para toco 00miqu 'iv‘,se veri

fica: á’s' = ïi 4 A, 12-M -: ".23, ue aonaeí

fut/149+ <fÍW-A‘) = T(W—A)+TÍWA) - 731w)
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recta-za 2.

La intersección ae aos oouJ-utuz-:modibles y’ , es :rseoible

¡ametracióm man fs y B aos oonuutos medibleaïs se tiene por hipó
tesis: 71W)= TÍWA) 4- ‘ffldl- A) (1/
sienao w un conjunto arbitrario de metida exterior finita: también se

tiene: (f (AW)= «chan +<f(AW—B) (a)

que pueue escribirse así: ífW)=‘fÍAóh/) +fMW-A8), [z] pues: m - B: ¿"Fi-Ab;
pero elenac 3' o Abun oonJ-¿ntoae medica exterior finita, se verifica:

WO (flv-AB)=<f[W-AB)A]+Y[(W*A5)‘AJ(l'). reemplazauao en (1')
como (W—A8)A >h/A-AI3 (w sms) —4.-_u/__A

1 Mcwp'alúmclo en (4'): <f(W—A¿)=—t¡'(WA-A6)+ «¡HW-A) (3)Lleotaanao 1a Operacio'ni u) + ¡en - x5):

¿[MH «fumo- <f(W—A6) = «ym/A)+ ‘flW-A) + fm”) +<f{AW-AB)- (I’M/Aws) —(HW-A)

y finalmente! CHW)= CFÍABW)+‘f’ÍW-1‘MÏ

¡gorgma fi.

La unión y la interav0ción úe un nímeru finito ae oonJautos meoibles_}0

es meaibletí .
yemustraoidn. ¿sra la intersección, taaqlta cel teorema anterior y sel

principio ue iauuocián. :nra La unida, eL 11310 y,tomanns los ooïplemeuta

r;Ls, el teorema 1.

Sorclarig. :1 m y b son combates meaiblesrf, \A - b) ea meuible '70,.

¿:¿zessi n' :I’ - b, ¡e tiene! .3 - B ==Ab' y 5' es meáible f .
leurem. u.

L1 BJ) DB3)... es una aaoesio’n decreciente de conjuntos menibles f

X2205,- es medible T .
vemostracio'a. See. W ¿"aGuajauto arbitrario (Vkoo. Si ponemos

..k=BK:E, vgzí). .. , tenütemus: (f(wk)glf?(W)’ ion/g) s 72(W) toonaioiáu 11)

y como BM: En?“ I Q=_Q BK resulta: wkH=BkHKLCu/Ky ¡VFQBKM/ïfl nin/yk

de lo cual le deudos: (rm/k“)Svflw¡)_ (“was
laego existe (flwk):3 siendo! Aznfmg) (4)

Vane: a demostrar ahora qge A: ¿{a/w.). Para ollo observamol que:
W-%=(wAw.)u(u/.-44)v-—. w= nat/(num U (vw-MW.“Lvïír).,.. .u.u-.>n4.¡\'77“?
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pm: (HW-W.)= (¡>(w-B.W)=<f(w—6,)=flv) 146M) e Wü-rmpn , mocible'f)

y en forma análoga: ‘f(W“-,-%)=‘f(wx_,) - 'fÍWk)

luego: ¡0M 5 crm,” [fm —fÍW.)]+[tf/w.)afín/¿3+ =30m) +flm‘—€:«qï’(wx):1ï;):\

ce conce ¿[’(w. casisualcac ¡ue cumpsrccaccu la (l). da! .
A: 7m.)

Ahora aplicanco nievamcnte lo condición III), tenemos:

cf(w-w,) 5 (w- W.)+ «fm-m) +'-- '
:2; lu)- fm.) +fcfm,)-cf(w,)]+u.
:fflv) -,\ = 'fm) -—<f(Wo).

Portanta: (F 2 (gw)+
"¿uecon 1a relación cfiw) 5 (S2W)+ (W‘fl)

da CF{W)=1’(—QW)+T(W‘ÍL) que cemgcstra el teorema.
recrean fi.

La intersección ue infinitos 00L1J..nt08mecibles If. es neuible T .
uemcstrscic'n. San A4, A2’ A“ 3.0.... los conjuntos cauce. Considere

nos lc ecuación

5‘25“ a):A'.A2' 335,414},
los B¿ son meciblessf floor. j) y se tiene: 3,3? D B3)

luce-o :0 A¿ es mecibic(f Hour.lt).
iooren fi.

La cnic’nce infinitos conjuntos mecibles tf, el mecible
demostración. hasta considerar la intersección de los ccmlolOntarics.

morena 1.

al límite aaperior, el límite inferior y el límite ordinario, cucnuc

existe. oe una ucesic’n ce OGGJantOBmocibles y: , es meciblo (f .
4.671)at. ración . '31enóc_ co

Lfm A Inf. Súpt-( 5k 93‘".00-) -== ‘¿«U¿k”‘J-oc)

155111.3. -..¿_cr.inf.( ¿A Amp“) z (Akn¿kn/1...)
el teorema resulta cierta cplicanc los teorema: 5 y 5.

rec:»ma é.

¿si h e. un ccujmw meaible ïy B es un ccaJ ¿“to cu:.=.¡.¿¿:ersce medida



t.-l" 

exterior finita. se tiene: TÍAUPJ)=‘f(A)+r(8) "f
Hamstraoio'n. ¡or la oonoloio’u IIt 190408}é {MM-W K)

luego. ¿L’ü tiene medina exterior finita y siendo a medible f, ee tiene
(fuma) =<f[(4u8)w4]+ kauaLn)

pero \¿Ue).¿=¿, QUE)- A=B-A; luego : fu. Uh) = «f (A)+le - A)

y cama B es de medina exterior finita y A meaible f), resulta:
‘f('8):kf(AÉ2)+7434).

Eeemplezanooahora eu ¿e 13431430 anterior ¡usen aesustrnoo el teorema.

Cor lario. 51 A.B=O, resulte (fotos) :LflAH-tfffi);por tanto, ei ¡t y B

SOn¿eaibleeff.. le unión ee mecible cf (tear. 5) y ea medida ee 13401 e la
sumaae las ¡caidas (noitiviaeo en eentiao restringido).'

30:0;31'10. Si A y B son oonJ-¿nton medular)”, á - B es neoibleï’, eieg
no ¡LH -15) :pflA) -knbl

ggggggg_i¿ (íotal aoitiviaad se le medias7’).
Le neaian de la unión de infinitos conjuntos meuiblee , sin elementos

comunes, ea 134.1 a la 3a.. ae eue mediana. (ver teor.7).

gemoetteoidn. Sea Vsrïj 3k. Eonglnoe V_==H)Ah; eiehao V13 É, lo

aeouoe= /L(V) 2: /u.(V;) leonefoián II) m

i‘ercpor el ocrolario eaten“; fun): ¿74nd, de ¿Gucci/L‘V)ZZ:/4(Ak}
y para n ——>oo fingir/k uk).
puqiencu le serie col segunao miembrose: divergente. :or otra parta de la

ecuaicio'nIII}. resulta quem/¿(V)S:Ï/uv (4‘).
Luego: jun = ¡If/45;.
teorema ¿2.

Si Alcïï c ñ ... ee une sucesión de oonJuntoe meóiblee (f,
¡«(Ü/a) ¡ig/44*)

“manada. ser hipótesis: (jj/412A,U(A,—A.)u

eienao los aunanuoe del eegunuo miembro conjuntos meaiblee f sin elementos
comunes; 14030 por el teorema 91{Akw-
“ 0010 A A .- A
J Í ¡qtk no tien a elementos comunesresuita \cotularic tear, 5}k
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a!“ (Ahi) ¿[‘(Aklo-f/‘(Akh k) L, {luego: ¡(PM=Ï(A.)+;Ü(A4.)7ÍM]= :r’“
Leogena LO'.

gi al) ) .3) es una sucesión de OÜÚJJJtOSmeaiblee (/9, ¡o tiene:

¡1 (¿7M= BH W
Lemostraoio'n. ¿"at'emca por el teorr-ma n que Ü Ak es meaible (f . La

auoaoio‘n BK: 9‘- a,“ verifica las 003010161188nel teor. 10. Sienuol

R'..B,(=A,-¡ÏAKy por tanto L’w (A): (ÜBK)74215,), “¡543: (A);
seoccucei f lu fl

y (¿M7 (A)- QL/A(6.): rw Jiu. ¡{Ar/1K") =/*(m) —¿k0 m.)—,mm.)]ge; fm“)
teorema 11.

¿1 A" A2).5.“ kk, es una 9406810::arbitraria ae ooqutoe meáiblenfsetiene:
OO

Lemostra016n. Pongamos .D = A A A... Lim A =_Ï) Lk Kuna; ———k . k

,ieaao 1¡c 5 ("1 ... , aplicanuo al tear. 1:

¡lala/404;. ¡x(DJ
.or cura parte 816.300 ¿«KC¿mk, uk í S /A uk ), lia/¿UUS ¿ÉL/kak?
resulte el teorema.

¿egremu;¿'.

¿1 ¿L g, ... 95‘32? seoesiég_ae OOGJJQtOSmeaibleatf , se tiene:
¡«(B/u. ?/"“-/' ('41)

¿serena 12.

“1 al, 52'... es una sucesión ae conjuntos neaiblen 77oonvergente
fm.“ A1): (¿L/(At)

‘Ieoremo l}.

¡cua 000J40t0 ae meuiaa exterior uala, en meuiblc.

¿emoetraciáu, ui h es un eoannto oe tediaa exterior finita le tiene:

cf(w) s ¿fumo + «¡o(vu-A)

Henao por hipótesis (“Main se seduce J íj’m. 35 (fu): 3 ‘f/AW):)
¿ero siendo 's'u'Ds» - .-"—,resulta: 500103 77(Aw)+ (fm/AA) ¡Qu/Jn”
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H iïlh Ibi í! 3

En forma nníloga o la definición oe meoioa exterior, no oefine la neoids

interior oe nn conjunto ¿<2 E a tooo función 4D ¡oe conglo las condicional

I) II} oe la meoioa exterior y a la ooooioióu
. \

III" YÚIZÁÜ3 nienoolas conjuntos Ai.oisJunsoo.
Conjunto meoihLQ 7> , en tOoo conjunto A ¿ue para tooo a oe accion

1nterior finita Verifica: Hw) = {'(WA)+«f{w-A)

¡caiga interior cortea)onoiente o una magicaexterior.

¿1 f es una meoioa entrricr, oefinamoa para tooo ACZE la función
Ut) == Mi? MY)f r

oouoe los oonJuütos 2 son meáibleo tf . ¿vicentomouto ¡1 A eo meoihle Y ,

7L(A)=/LH!

La función {(3) que acabamosoe oefinir. es ono meoioa interior.
uenootrooióo. Las ooooioioues ll y ll) son evidentes. ¿n cuanto a la

condición III')l observamosgue sieuoo por oefinioidn ‘f1¿¡)=}3:fivp,\1)
para cada g;»3 existe un X¿< q. tal que

b/L(1¿)>_f'tá,0 -r;
Por lo tonto, recoroaaáo ¡Je los lt-son oiogon
to.

_ _ __ . . __ 5,.
WII/A,»'f/[íwc]fff/U-Z/ (LJ>Z 714.) 2

¡cuando ahora para E;>3 arbitrario 2ï¿-< i results:

Waz/ai) 2 2+ 047-)

basándonos en este teorema podemosdesignar a la función 71A) =:Sup¡*\1)
YCA

ooo el nombre ue función oe ggoioo iatg¿¿¿;_gg;aoo¡onoiento a la meoioaugyto.

cr
reorgmn li.

oi T ea le función oo meoioa intnrior oorresoeooieute a lo medica exteriol
tf , tooo ocujauto meáible 7',ea meoible 7D; la monica fiP eoiooioe con la me

tn



diva 17; u sea si a es un oongñuto meaible se verifica: 17(H):/._{H)

Lematreoio’n. ¿ee 'H un OOthtO medible cf; si (fin')<oo . Se verifica

q) (w) = ¿{’(WH)+ <f(w-H)

:‘nprimer luéar se tleae (57h.)(oo . pues <3?(a).

:31 ¡LC v: , X meeible 1?, zu y X - H también son medibles y ein ele-mentos

comunes; ae tiene: ¡A (Í) :jdXH) +¡«fX-H)
Tomandoshort un conjunto X tal que (1)> 74%") -5 resalta:

+(W)-s<¡c(X)=¡»(XH)+r(X‘“)ST(WH)+Hw-H) rms ‘f(WH)+Ï»LW-H)
por ser ¿> o arbitrario.

dienuo eaema’s 14W) 2 1*(WH)+‘f'(¡ï/*H

resulte que H es un conjunto necible 1' .
‘ ¡.e lo anterior ueuuomce que ei H ee medible

W‘: i111,2*“) W“)
puescano í) C existe un conjunto L C. tí, tel que: /dX)>/L(H)—€
y por otra parte ¡«(XLS/Al”) para tooo X CH y como 2MB) tiene les más

maspmpieemee. resulte: fm =/‘* (u).

Las funciones de medica extarior y su correaponuiente ae medina ¡Met-io:

tieqen propieaades intereeantes o¿unao ae eoneieera une eleee especial de fun

ciones de medias exterior. lee llemaase ¿ancianas no manda extgrigr rggulares.

Jue función (f ne nacida exterior aelllema regular ei pere tado oanuntu
ú C ii. se verifica:

1:11:56}1x) 2 (c) 1 ueoiblesT [VIDVJXÜ
o sea: mino €>-J arbitrariu, existe un IDC te). que: ÍA(I)S‘f(C)+s

o bien ¡un á (fm)
7 pero siendo por otra parto ¡1451) 2 (fic),

f resulte que pen. toae funciónde mentosexterior regular (f , naco un conjunto C, existe un oonJunto

l meaible r, osye medina es igual e la medida ente

tiar oe C: [MAG 50(3)



bl espaeíu total ea meaiblc per ser ogmglereutny¿- .el ccaúuníu Vacío;

lueüü la definición ¿¿ü acaba .s a} car Lieua santi.w.

¿galan 1 .

:1 Y)en una mágica exterior regular y 70M.) es la meoio'u latir-1m
correspondiente a , la familia los 0054.-.at03mentales f ooinoiáe con

la ae los meoiblea (f7 .

“¿vgmtrauiám Sabemosya tteor. anterior; ¿de tooo aguanto medible f

es mcóiblo 1/ . Cea amore A an OOUJJHÉOmeuhlef: indicaremos su means
con mu) y vam-n a uemostrsr que A es medible tf .

Por se: tf regalar. existe un oouj‘nto ment-137,35 bai que:

su D A y ¡num .79“).
Siendo A' cedihle «f , tae-alta que ¡1' es meaiblefy se tien»:

m\A') g /L(á').
(tear. 6. no C. Caratheodory. "iorleaungen über reelle Funntionen p¿¿.¿65)

luego MM) g (fu)
Vamosa demana: ahora que 314M-“ z ¡(30- A) : o

(5' y Is son ¡euiblea f, por Lo tanto to es: ¡kh-A). En efecto pura todo
o A, «- ¿CM- 1, ¡a verifica: /I((X) I 0 , pase si

hubiera un ocrxjmto l C A'- A tal ¡no

(1) >0, com A'- ¡D l. se aoaneeï

¡LUN >/ Lv) -/¿Uï}>‘f“n)
lo una]. oontraaioe la iguala“ /(Us') = 19M);

por tanto fui! = J, para todo conjunto 1C A'- a. Entonces
ïdp ¡“(U a 0 o nea: mu'- a) : CXCfl'-A

y de ¡tan mw) - mu) y finalmeatet (fu) . su).

riacanlmns-re c.:.¡s-r-ïucuvc 1.3!:CARAI‘HJQIQRY-Lt-‘BESOU?PAS-Aels-mm

FUJCTLúfiy" muy...

Consideremosen el espacio E un. faziiia arbitraria {a} de oonJuntos en
la cual está el espacio i; utilizaremos lo. oubrizientos finitos o 1nf1“1tou

numerablea da ¿(2. naciente elementas ae . á toa-o Ref Sc} le haremos
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curreskuncer au número no negativU finito o infinita llüüüuu ¿3:0 ae fi.
que incicaremoa con p(ï)á.c. Eoccmoceutancee cefiuir para cuán AC.E

la siguiente función ue conJuuto=

Y(h) n Info Ïïp(í¡) (f‘h)=40 si l es VacíoAum
Íoéo conj.uto A tiene por lo menos un cubrimiento. guante que el espa

cio total E , que es un E. contiene a á. Vamosa demostrar que la funcidr

f? csf cefiuius es una medica extorior.
Teorema 11.

La función 7(A) g Inf.¿S'p(3;) cumple las couaiaioues 1} II) III).Acqm
remostracidh. I) y II) son evicontec.

Condición III): Se: V :({ A¡ . Para caca A¡ existe una familia finita c

infinita 37-}tal que ¡y C 3,].

Ïflg) +¿L->Z M37")I {.7J arbitrario.
“ngirenoa los¿ï de tal moco¿fic ¿?€-= Z 3>O arbitrario; entonces:

V=U-42'Cl(/(/'Í¡, rrwszzfm¡-2<z(ym+¿) :2 mmJ I. l. lue donde
¿{{V)s Zip/4,)

Obscrvcgián. Evidenteteute 718¡)s plflf)

Teorgmn ¿3.

¿utre tocas las funciones cc medias exteriorggïqce puecen actinirse con

conaicio’n ¿(Mí {Mi}. la (f definiua en el tear-ma anterior es la que ¡a
el ialor máximopara todo conjunto A.

bemostracióh. ¿es A un conjunto cualqiierc ce E y ¿(Elki

¿wsqïwwszépmg s g/ (Ke-2
sor lo tuto: CIDH)5 1n1.g"fip(3‘.) :79 (A)
¿e conce: (f (á) 5 '70 (A).

recrea. 19.
Li para ñ se verifica. para todo cubrimiento ce onde conjunto ¿e la rn

mida “Pdíz M8,). se tieue=70\;ï) = NR).
uemoatraciáu: 31 se cubre con un sistema & g} , como R es un tal sis

tema se tiene: 7(fi) 5.9(R). y cemcpor hifiótesi:i"\ /-, <l/Í)\,--Ifi) " /4¿/Ú)
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COHST'UCJIQn L? UM FJÜCÏVÏLI 121,191 I..I' 74.123.

¿sf como hemos definido el peso p mediante el cual ee 'na couetrofao le fug

cio'zuf ae maine exterior, pcúemcsproceder en forma análoga para la constru
cio’nle una meoioeinterior. dee une familia arbitraria ue conjuntos
que incluye el oonJmto vacío y PH.) una función 32': finita o infiaite.

quiairFMUI le función de conjunto. siendo A un conjunto CE:

“I’M! = ¿Sup BMW) 71H) = si“ si A - o
A>ua— ’

teorema ZC. '

5‘45) e: me meoio: interior.
bemostraoián. I) por definicióu.

Conoioio'n II). ¿Ji Bcn. tooo canjunto oe ooutenioo en B está ooo
teniao en A; luego SupZ ¿(3,4 s SupZE(R¿-)

B>9R¡ A‘Dqgl.

de (¡anne tftfl) 5 fm).
Condicio'n III' ). ¿ee V = Al- í Vemose oermstrar que

fm 2 Z 74m
para cada A; existe une familia finita o infinita {59.}tal que

¿LD fun) - ¿(Zilïxfi 29-9 arbitrario;7

eligieuoo los ¿“¿de tel modoque Zá=2>o arbitrario, resulta:

v : LJ”)qu 3.7-- ‘fmfiï'; ¿(2272); “¡lA-g)
oe donoei 7’(V)>z—fun -8
y finalmente: ÏW) > (AJ

Jbservacio'n. fhg); 2(R¿‘).

Igoremg ¿1.

’mtre todos lee funciones oe medios interior-y) que pueden definirse con

VB); ‘z le foet'iniue en el tie-area;anterior es lala condioián

¡{himn

«eaoetreoio'n. ¿Sea A C y .aDV ¿e tiene:
(FWZIY(vst-lzïï’mnzZL-m)

For lo tanto: QLJÏKHZ Sd;- 23(2’1) = ( 71’“). l v
A l/ . quam.
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La lu ¡de sigue aLríb.-r"T-s a La fu:¿¿.w {R} a; i.iuu a. Cha; ¿DJ ae

las ooaatruoc unes anteriores. nueVAsprosieóüaes ocn las 040198 obteuare

mos familias ae coaju Los neoiblee.

¿gfiuicidn oe cuerno..———-———

¿aa familia ae ceujujtce {á} se llama ouergu si cumple las 8151163

tes; comunion“: :1 S.4 y T22¿{Ej 1°) 1-1”) 212;; 2°) Ei‘n Hifi};

5°] ¿A —31€{3}. Es fácil ver ¡me para que se cumplan las tres condiciones

es 5;!1ciente que se cumpla la primera onda vez qua aaa ¿{q EL; G y la
, nr)

»efiuioián de dloaerggl tribu o clase suiz1Va.

ha un ouexpu en que la unión de teca sucesión de ocujuntos pertenecien

Bas al cuerpo, también pertenece al caergo. Lu este caso la intersección ae
toua s¿cezíán ae c0u3.utua pertfiaeoieutes al caergo, tanbián pertenece al

cgerpo. El sistema ue los canJantos meuibles 7’, forman un‘fiïerpo steor.
¿-j—j;.

Lauren! 2¿.

Ai la familia f5} en un cuerpo y se cumple la relación de semiauitivi
(¡HQ

p\fi,U¿3'2 pxqa) i- p\3¿)- sienno ¿152: e

los ooaJato: 5 reaaltan meaibles Y? , aiouuc Y la función de meniúa es
terior definía” por p\h¡.

¿ametraoióm Loa a un ooaJunto arbitrario con ï'vï'h’ oo . E115

te un sistema {sk-kh} tel .¡aei ((1137) (fm)+¿>z m5,)
ka os e comosttar ;¿e si las} a}, es nenible 79. iviaentemeute:

C .472 r'a'l‘í'(q ¿[Li' gïi' complementario aa :z' 3.

¿((53)íïpúi‘uí} Va) s;p\i‘-E{)

:mmanuoï(r(ï-'í<)+ (ráfi') É: Píïïïï) 1-11“;- Ïi') 5; Mil-EU ¿{5"}€ZPÍ:Ï¿)
‘fum «fura )Of (zi-1+2 E7 c arbitrario.

¿flnld‘l'kí {1.453}2 kï UH
Jorolggio;

«ur el teorema 6., toaa ¿nica {Zfii es meaible ¿f .l
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abserVnoida.

Sieuub Afaf un cuerpo, tuna L¿H¿ es un ñ s ¡tae bs eattnoes eii

miunr la sumatoria ZÏ. en la aefiníoión de ïth) y poner

{1’00}:
La familia ue GOBJJJCOSen l: cual está definian la pta) pucca exteuoer

Ebservaoián.

se al - Glouorpo {R}4- í(¿‘B.j que es el menor que contiene al cuerpo

, 8191160Tigïi¿)SZp(R¿? = Z‘flfifi (tem-.9; . It'sasairá g;
a es un caer o ¿y 4p€31 gg elggoso eubsúitivo en el cuerkü. ag gue

¿5‘2É2}Cugür g %¿_agggg;1&naola substitivianu en el menog_<rloggtgo gue

contigua a 534 .

Sara la función Bxfi) Vale un teorema análogo al teorema 2;, siendo su

enunciazo el siguiente:

Teorema zi.

Si la familia 13} es ¿u enerpo y no cumplen
n 1 "\ 4' a t 1 s ü -.á 
a ‘¿n‘u .1) s - (¡si g + -. (A. 7-) -.l .«z c k,

los OOüJuuÉÜS5 san mecitles yz, sionuo 1—la fJuoián ae medica interi r
uefiuioa por 315:).

ueïostracióu. flan ü arbitraria Y! I<IXDS existes ía} tel que

vb”)(¿30. 7Híï}—8>;rtíï¡)I

2.1 2:8 {a} se tiene:

15‘22DU”- ao-zi - 3.) 2‘. - ;.

1122)zz_;(1¿.21) fm - 21)¿22411, -

fáY-íïc)+\f - 3 Z ¡(:á‘»:u 2,. a», 5:. n13)l.

ïnla aquí una observación análoga a la que siéue al tearemn ¿¿.

Jbsorvaggóü.

Los tsüramas 2¿ y Zj nos una sendas ou-r;ua de oonJ¿ntós meaiblea ae

¿én ¿es reapectlvas 3:11:11 fun01:uea de medina. ha interesante investigar

si Quedahabs: alguna relaciáu entre Las eos acuicaa, especialmente si la P

está aefiuiaa ue01a¿te la p. ¿obre esta lo que se piece observar por ahora
PR la rjxqisnt



-13

¿efiuiua la PH) y resume ¿st-u la TNA),sea 1.a¿mana ue los
¡onJuntqs meaiblea f y aefinamoe

HE") Z/GRX) Z1“ meaiblexf

¿sta 2 nue uefine un; ¿ediaa interior 7Lquees ls medias interior entre;
ouaieute a .ï 3 pues:

. A . “A _ r .x

Tha} s ¿MPR‘CLÁÍ‘) - ¡u )A

¿Laeste caso tono oonJmto medible y, tiene meciaa igual a la necios 7P .

iúaJICAHS !1LIELTS Ps gif KÏrACIT ArïííñCTQ.

La lo no sigue ¡mx-muaun resumen de 1a exposición del libro de San:

‘heuryof integral, aer York, 1957; sabre la integral en un aspaoio abstrac
o.

nda una función de meaidaexterior (f. consideremosla clase nativa ue
caos. lo: conjuntos l meuiblea (f . que muestre-7.09 con CC:{1}.

nn función de punto fin) aefiniua en el oquu-ato ¿í 2L . ae dirá 2001!);9f,
1 G u r. X; f(1)> ¿“al para toco g finito.

or breves}; escribir-emos s lf(¡)>a) en lugar de (x¿1; 141))”.
Lisfácil ocn-probarun la condición u) C (fin) > a) ¿É egshale a oa
unade las siguientes b) i( Hz) 5 ¡Mi í. o) g (fu) < a ¡zñï

«.1
c (fui) a ¡i z . En efecto: a) y b) así ccmc o) y u) son
K

onJ-¿utos 002.191ch“taz-ios y en cuanto n a) y a) por ejeiplo, hasta ver

¿e fiL2(flz)¿n) a, Stfí¡)>a-lln)
comocana GL(fix) >a - l/n ) es medina, lo es también ia intersección
‘ tonos ellos.¡a

¿efiüioig'm Una fJnoio'n se llama gimgle :aaaoo ao'lo pucca toma: un núme
fiuito de valures distintos.D

feorera 24.

Gomioio'n necesaria y suficiente para {ue un conjunto L sea aaúible, es

¿e lo sea su rgwio'u característiü. "¡a general-conte: ooncioio‘nnecesaria
Suficiente para ¡ue un. Función simple sea meoíble, es que para osua valor

e fix}, el conjunto ue los x EX eu que toma ¡lobo vaLr sea meoible
{Y
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ïeorema ai.

Ivua fx!) fiecible un ¿egutivu en L , es r1 1Ím.te ue una sucesión no

ueorecieane ae fuaci;nes sJMÉles, finitas, neaibLes y no a gativas.

pamostrnoión. ¿ara toca a entera positivo y z ¿.L, pongamos:
._ n ,_4 . ‘ ‘ n9.74 ya ¿13h.¡(L lfoí¿.n
2 Z 2*ha) .
0t 3d .ffx)3 h,

ÏJÏÉSH¿L ïx 35 É? .31' ihiíFi3T7.

Zea un espacio abstrato y ninffíx) una función no meciua exterioi

la cual uefine el oonJJnto il} de los meaiblea 7’: indicaremos con fA.le neaiaa.

lï 31 fix} es una facción meúible 3> D, llama/remos intezrnl definida

currespou.1eute a la maciza/p..¿e f\¡) sobre 3 n:
Q1

jfuhl ru) =¿up-ka.)«(tk)
x M

para tous ueaoonposioián finita aisguata ue 1 = Q)zk y aienao
V a Inf. ft!)k lt

¿3 Si f(1} es una función meaïile aefiulúa sobre lsflqoanlquiera, llama

remos integral ggfiniaa de ¡(1) correapunuiente a la MCUidÏ;k_. a:

[finmïfi I [flx).dr\x)- j-fhhu ru)
K g (RUPo) Q (“10(0)

si los ucs términos nel ae¿auau miembroazisteu. 51 este valor es finito.

¡iremos ¡de La función es luteürable. .

5).!31g síy‘, Il; yz, ¡{J es unafunciónsimple2a; en

k;= t.)¡i sienác¿:{M’ se “Báez/34!)er1/,
Lemoatraoióa. m ¿Í

¿É-ür*= ¿dE-2?:ï¿'/L(1%<) 3 1 = ¡{u ¡3\J 1:0...0 ¿L ea una
subdivisión cu311uiera aijuuta de X. Sienna para tuuu k tal q¿e XLII X¡=#v

"r ‘ ’í ' ¿tE/¿14" ,Ïríï"‘3=.ÏÍ;-'pr(x¿nm=
zi?" ¿Ir“¿"0i :5¿Ii/m" 4/“52(7ch



y aieuuu Z ¿INEN ¡mamá lá‘s 55.15543,guzman-¿s ¡or ‘¿at-Liüisiü’h ¿e 3;,
resalta: 0“

Zy¿"/l(1¿)fijéum/Lm.¿”:1

i-royieaaues fundamentales ne la ¡agan-nl “una.

31 i 51:), bh). son funciones simples _>_:G y 'neóibles sobre X y

{3,33)} es un sucesión no aeoreciento de tales funciones. se tiene:

1) ¿(5+h) d/uz) 843arf4nop
2} Isa,» ¡ly/gor+ ¿gd/u Hunt,X'nLIl- 3.1 pnox,

5) 31 11's¿niña hi1} sobre K , se ueducuí lfrajsníxtá/¿{Majhaf3' 3'
n1+)531lfm gnu) = 511}. se úeuuoeilfm/g (maru), = fish) dfh).’ X

bemstraoio nes.

1) s = (g,. G4; st. Gta“: g“. G“); 'a : in” a}; nL, 12;... ; nm, a“)
sean nos funciones simples y l = GH) v6, a ¿ju HLu¿Ju las
nos aeacomposioiones de X en las partaa en que aiohas tanciaaes toman tOduS

sus valores. ¿e ticas:

aga rn).ar=2'1’2¡¿ (3¿+hJ-).¡«(GL-mb.){Ése-¡(um ¡ij-HZijfdGcfl =

¿3328:? [A(ct-naj-H Z/a.\s¿n¿j):ngdsL.) +2 fatal.)=
2 sarc+pf ha,»

3’H4 =Ï MX" r
Mi" ufi'l‘ a ‘%J»'/‘(Xi°5i)*5fi/‘(XzñQFÁM‘ +4960"

5) Supongamos oefinion la función simple- b de tal zune-ru que:
4 ‘ O...
- h, < h¿ < a) <hh

se pasao reemplazar el 516m S Por < pues si fuera h = .; sobre ¡iq . se

tenarfa Jim“: j hd,“ y siendo jandlu2f sho/b ae pueae reem
x X'H’ X X‘T‘;

plaza: 1 por 1 - ú . suponoremoa pues:

U < h ‘ < \ ono < bm .
C "siaere *_s_grimer' b“ ¿00. ¿19'00 lím 'ni1'> hi1} da o E Q_04 mu U _. l u M*°°8 1/. ' u }

a 7 '01. para tono n enter-s positivo ponemos ooosíaeraz- la ¡sm-¿sida ae
conjuntos

q a í ¿“\x)> hi1} -8‘¡
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¿ue es creciente: y 0L.l’1ï6r¿r-nt8a X y se tien 1 ¡lighï-Pfxik}.
Ahora si ¿é {mico ., existe no tal que para n) ng

fi X - Qm)<¿

ga. 7,8..u>,\h-¿)a = ha —€-(.m)z ha -ho -¿.t')}{Járá rá.» 1‘ Piar“
Elba)»-¡“ru 4 1.“)- Errhm) li'm¿aspira? {fu}
y finalmente." bahía“) Z ha nr w L »

:¿i ¡km 0 00" find/t? turn-¡qu límjxgha/AzooÍ n.

¿ea ahoga 'n = 00 . f.ntonoeo límégnolu; k./IAH{")+Zh¡/q(h¿)1

siendo k cualquier valor finito Zu: por tanto “Damn si k 3 hn : oo.

‘H Sea A.) 12) ..., I“ una subdivisión arbitraria ue 1 , tlf) AJ-Ic,
y h¿aIn!’-¿u) yeea n:(h,,14';h“¿¿;...;n ak)Zar; .-I
ce acaae se dengue: Li'rn¿"(al 7 nu)f

8.2.. ‘3 2' d3nd}2 “¿r :2; M y. ¡aZ gli/¿L
2: 2 ' X X

¡or otra parte maja“? sjídr por que C5 ghlz) 5 au).
X X

Jtilizaauo las progieaaaes demosttaaaa para las funciones simples y el

teorema 25, se obtienen loa siguente; teoremae para funciüuen integrsbloe

I) J(g+hloi}ul I86r+jhulu
XX

II) Ita}; = Ifdr+1 fdfl ¡ln XL:J
X,ux, X. XL

III) ¿ii ¡(1 = C jfar 8 C.

IV) Si si!) 8 h(x) eu casi toao A. y una de ellas en integrnble, la

otra también lo es y ‘Ígdr z hdr ..1

) i ir co , F4 X {1) o<>¿)
VI) Ligtributiviaau oe la integral. Si ¿(1) y n(z) son intagrables
sobre Á, 35(z)+bl:ih), a b constantes, es integrnble y:

(hai-bh) a}; a algar+ bIhar



\ "'-¿,

VI“ coddúh‘oï‘ “Cea-"ti" y ¿La¿cy-uta _H€'B¿ue la ‘¿hwdu ,:.«-..¿t¿e "to?

sea intesrzble/u., sobre X, es que lo sea su valor absuluto 'f(xí' .
VIII) 31 para six) meaible sobre X gxiate una hi1) ihtwgrablo

¡L tal ¡de ‘6’5 5 sobrt X , gt!) ea int-stable ; en particular to

da fanoión medible jx y agotan" sobre X de resina/M finita, es integra
blelL sobre x.

IX) ¿eoremq 1° del valor medie. ‘1 fix) e: aoctaaa y aeaiblfj¿ sobre

X y ¿\z) es integrablefk sobre z, fix).¿kz) es integrable/4 sobre 1
y exíabe un númeroñ‘entre los extremos ue f(x; eu X , tal ¿nai

ff'ÍÜI-dlurïjláI-Jr.
X X
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Antas do entra: al estudio de la meoiaa y ae la integral en un ¿synoio

onolfigioo. daremosalgunas definiciones.

ggggg¿g_gggglóg¿gg ea un conjunto de elementos ea el 0431 se puede ae

finir in familia ae los aubnonjuntoo oerrscgg í siendo éstos lo: que cum
plen Las siguientes couaio¿oue3=

l) :1 h y el noujqnto vaofo son conjuntos oarrnuoa.

Z) Ln intersección ae una familia cualquiera ae conjuntos oerracoe, es un

OOuJuutc cerrado.

5} ¿a unión qe un nímero finito de GOflJuntOOcerrados, es un conjunto

09? 1380.0.

una segunda manera ue definir el E aozo I o ¿Ti o es mediante la g¿¿g=

5355 de un oonJanto. 51 A CLE se llama clausura ae A y no inaioa con

I al conjunto que goza de las siguientes propiedaaeli
UE :c: ¿ÏÁCÏSHFÜ‘E-Iuï; ¡“7:1
Si a tono conjunto A CÏIE se le puede hace: corresponder una É} el cau

Junto de ¡qaelLoe que coinoioen con sus clausurae satisfacen la: CGJGÍÑÍO

nes ¡ue ¿efinsn los conjuntos cerrsuoe; definen el esgecio tcpclágioo acia

oice¿te con el cetiuioo fyïmjtivnïeute.

Fianlzente. se puece definir un nspaoio Iopelógioo utilizanao la gggg_

ab¿erta. Se llamu así a un sistema 55 de oonJuutus ub;ertos tal que toco

conjunto abierto ue E es suma oe elemontos de 5% ; en particular la clase

ue toaos los oonJ¿ntos abiertos ue Z es una base abierta.

Toa. base abierta a?)goza ae las sigJentes prupieuacea3

1) Mmm z e 2,, existé U‘eïá-tal ¿se 1.5%:
¿) Si x a E y anemás x su, x a í eieuuc UEJ} 'Vzt3», existe un ele

BEuCO ha} tu que 1 a ‘ac u n V.

Cgüa uno de los el-meutua ae 75 que contienen a un punto 1 se llaman_
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autorauu.
Un ïsyaoi; ïagológico se llama ue ¿gggcorff si la interseouiün ue las clau

sura; de tonos los entorggs ae tone elegggga x 001 esgnoiu ee sólo ¿ . us

tu aefinicián e441vale a la eigaieata: 51 1. J son elementos distintos,
existan un entorno de x y una ae y cuya istarsccción ea Vsofe.

En un espacio topalágico ae ¿aascorff an oougguto se llana 00599232, si

toda familia de subcsujantos no intersección vacía contiene una sufamilia

finita ae 1Lzersao;ióu vacía. sat: definición ce aáugdutu oonpsutu 644118

le a La siguiente: Un ceuJunto sa llama compacta ¡1 toas representqoidq ae
cinta ccn¿¿ntn comounión de oonJlntoa sbiartoo, puede reducirse a la ¿aida

ac un minero f1¿-tc un OOGJQHÉOCextrafaoa ue ¿iones conJJutos abiertos.

Ca etpacit ss 115m5 .¿ggclmente eomgaqïg ei todo punto pceee un entor

uc cexruaa QUWyfiüboü vga“ ei paüefl un enturnu earn clausurá es 0019.0
ta.

¿553919 Jorggi..33y tres ueïiniozuuea equiVnLeutua í E. ¿con 5 ¿species

Jacunpsctue ¿guaia of íathemtics V.jb a.“ Dot. 1957.}:
° ' 2 son subooujantus cerradas ¡tu element“; comunes. axia

.ten nos subconjuutes abiertos 6., S¿ tales que 24€? 31,élcñ gísü.
2) ;1 a , ¿l son suboouJantus oerrquos ein elegantes comunes. existe

una función contínua en h ttl que {(3) : 9 para x ¿ { fix} 2 l
para 1 z {_ .

5) 51 i es un conjunto oerrafo en E y III) {unoíán contínua noo

taae en F , existe una extensián oontfnda no {(1) a todo el espacio

3511119. 1,1. 9.-: .

Consiacremca ahora un espacio tapológioo localmenae compacto. La {931113

de los ocnjuntos ue E oumgaotogegrrndos está acuteuiua en una olaaa sui

tjva mínima“); supongamosdefinido una mediua A541) siendo l perteneciente
a dicha claao naitiva. Gonel prooeaimientc seguían para un ospaciv abstrac

tu se uefiae la integral aefiuias sa tags funciáu meuibLeen diosa clasex



¡«it11a. “en 5’ una menivu Para la caal cagas Las fuuciUHUEe- tíuihü guias
fuera ue un o_u¿4;to ou'5aoto oerraao sean inteïrables. ¿ara tal meaiau

I(f) = 0/ ft!) dsftxi
es una funcional lineal ¿o sabre L+ . {Listameaioa S se llama medi
a; gg Riggn; vale para esta medias el teorema ue iioaz de la teoría de
funcionales lineales. Su enunciaao es el siguiente:

teorema de Lisaz-Rsúdn gara los ggggaios tapalígicce lasalmeggg comcacy
tos oe Sau-aorff.

Ji It!) es una funcional lineal 2.0. es eeeir. Oúfiglfila: Siguientes

coaeioionesï 1°) noch/vs) :oI-IífH-Is-I’sg);2°) rms. c.:uplrl..
par. todas las {.3 {ancianas ae L clase asustituïaa por las funciones+ I

continuan 2.9 nulas fuera de un conjunto OomyBOÉOdel espacio b. tn tal

caso 611g}; 59a meoids__ _gp Ladán un sïl . definida sobre la meno:

clase acitiva que oontienw a todos los conjautos cerrado: compactos, sien
au para t.ao cerrsuo compacto

gm) = Ini’. IU) pum f ¿ A; . ¡a J. para x CC.

ngcgtrggiá .
Para eenostrnr este teorema nos basaremos sabre los ai¿uientes teoremas

tcpulósiuaa. en iva cuales u indica ocujunto oerraao compacto ae E.

a) ¿ata todo c existe un conjunto abierto A Í) O tal que 'ï es un

OOBJJÚtOcompacto. por tanto ¡egin un teorema ao Alexanaroff-dryaohn

táJ p.26}, ca un nubesgaoio normal compacto. En efecto? para eeuu x e C,

existe Ci con Ü; compacto: u pueae cubrirse con un náaero finito ae
si , y el conjunto

" U ' U ' . . . u '
A o UX. UXL UX) U D c

cumple las caudioionea enuncinuyc.

b} Para toas C, :iete f\x)e;y‘ definida en 3 tal que f\x¡ s 1
para z 3. Lemnstraoióni Sen á el oonJ.ntc abierto uetervinado en a];

ESienna C serrano, - A y C son SubconJuutoa cerrados de L sin

elements: comunesy por ser 3' normal existe una función ft!) contínua
“zufïáiüiïafiïñí



.. 2'

¿efiuiúa en 3 sieauo fix) a l para 3 ¿- 6, Nx) = 4..3:. .Ï - A; twau

uu Nx) o a para .‘K¿}Z—Í queen aer::straoo.

o) .31 cdn CZ:1‘, fu) e L+ siendo HIP-1 en existe una
función contínua “Mi ¡“(1) aiauao Mx) - O en c¿ , sienüo “más

II“) -f((l)' <5
¿emosts'acicïno Sea six) ¿ L+ ocn si!) = l para r. E C‘ tal que

\ n

y ¡“más (1} a n. nal ¿e? L3 ‘ a L
T 1' q chüa‘g' «357951

.L-Bfunción mi) a mín (su). Lf’ix}; “¡fl es tu]. no:
b (31) = 1. M01) = h(1)é fu}. ¡(M/35‘s.

y 00'20 h í g , se deu-.109: Ii‘u}<f(C,) -9.
a - J a ' " 1 's .ud U‘ÑPI‘ ‘NC‘vb¿)'€(01,+f\ l)

Lemüettnoión. ïïvidentemeutei gííau (í) éïk61)+)7 (.02).
{ara ae'nostrar la aesiggala‘na eu sentiao neutrario. son fix) una función

pertence/fuente a L+ sieuuo m) 8 1 para 1 e c4u CZy IH’) - giclug)“ ¿y

1‘omemoaahora dos {naci-mea f4 (1) I fit!) ae LF tales que:

ame tu} fzuuru) I(f1) -€G1, “fa-l-ogcz<2
1 en ¡34 C en Cí

Z. a? 1'1 a Ïo ea cz 1 ea 0,),

La función f - f, pertenece o L? siendo 1’ - .f n 1 en P4

I(f-f,) Z? C2. o. donanIU- t‘)+1(f)aï c
por tanto: Ii 1'}¿fc +39

que comparamoco“ la unsigaláaü (1.): u 9:.)¿ ï (q j+ïic7_).
e} y: g 3 c ‘C 3 _ (.1 ) = qu». vu)v A _ 42 o. to v 0

‘ 2 l g . Y CC
Lemcatruoíon. Siendo C cieganto de Jl , se tiencl

3“; '." = u .s , . . : 7‘ í - 'a
gh} g {uz} (y, 2)5/‘v' ue uouae fu.) y\ í) fut)

¿gy :¿ue asma-aunar gue üuOO€)Ü , cuate 9C (3 - C2

tal que: HH) 3401} -g>l32_) oz,

Para. ello, sms r2 2 i. ¿(51) a 1, iií'z} -f\;z(r,í

¿8z (Eiflhbl -
- A¿ (cerrado); aaemáa sea ru) e L+ sienta; fic) = 1



H'É - 5417,; 81631003

f+fz>1- en 34,. Bl=E(f1—fz)l-G)DÜ'

or tanto existe f4 e L+ siendo 1’1- l en C , f a 'J en 5-34, Itf4 uff.
Eonienao hgu) I f, -¿, sieuuo f+sz2 25:1 en 34,

f+f22 1“-¿ , ae conce: IU'H-IUZ )?_ Iifl -2)

como r4 -2-71‘4 . se cecuoe: IifH- JUL)? HL)

gta) +S>(c2)z fm) - 5a. Mhz"

kara semestrar sl Scorsmaae ¿iesz- Aguda, consideremos sacra la siguien

;e función: ‘f’t-L) 2532;}? SH)

mra tono conjuntu X C I., y probaremua que 7L es una fuucicïn ce meúie‘a 1n
serior. Banefecto es evidente ¡de cunple las oonuioimes I) y II). En cuan

:o s III’) sea A -\¡)A¡ (L,—disJuntoa) 5 consideremos la ¡sus suas

A“ : Al. oe un número finito de su
mamos. kara onda AI. , existe un canje..tc

c; c a; . te). ¡ue 19(Cá.)>‘7L(A¿) -z¿

de dondeZ f \C¿)>Z' fht‘.) -20
¿en-ao los Cl- oonjmxoc aisJuntos por ¡serlo los ¿L- se tiene (a);

n n y.

día) >Z fm.)—-;r.
pero \'Jc¡ : c (r. nodonde;Stuff“) , portante: fugifutq -Zg.
( siendo n arbitrario i

YMLZÏfug
Vamosa derostrar ahora Que ocn e ts medida intericr los oonjantoe J ¡un

neúiblos.

acentuada. ‘31 "A es: un conjunto cualmiers de medica interior finita

Varroa a probar que fu.) 5,714710){-‘fhs 4 3)
Para ello sea c .. : " '-. ,C tal ¿uefui)‘fu) Z¡
“orto 010€ C ¡401035 fwd)

Siendo IMC ) -’9(3 G) : 39(0) existe ¡ml I ’
(SC-CI

conjunto C¿C01- ü tal ¡no

ría) > 5’ (C) -;>[C,C/ —g¿
e nonge -ÍÍ‘ ‘ ,l n/Í ¡W - Ín \ - ./,I.-.Ï ft . r \



_ Í ' ... . C
E ° ' 2 :.:oc I.. .

‘ C J .3 .} C." .3°:-5-=-’- iq 4 t ‘ x < \Iv, ,' .I - l ' n _ vw 1 ’ —. --/ I - ’
“ 1 c ‘ f 2' Y’ I Y l

J y ¿SÍÏíeut‘zLuALS‘3'11embto a una?“

“¡v-- ¿1+? «nzgvzugxí
Einslrfut9 caro , uuemás,

fuma: ¿.32= (u).
CCC

rcsalta que la fuaoioa F es yIüCiSSfifutE la meuiaü ue Juratneoucry.

PMA
MM M act/7%.

y S 41328.“);
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