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En la moderna organizecién axiomltica de lea Matemftica,se
propende a sistematizar todes las teorias existentes demi=
tro del cuadro de los espacios abstrectoselLa Matemfitica
aparece as{ como una serie de cuerpos deducidos de diver-
sos grupos de postulados y se comprende la importancia que
tiene dar a ceda propiedad su méximo alcancee

Solamente las demostraciones basadas en el grupo minimo de
axiomes neceserios tienen caracter definitivo.

Multitud de propledades dadas por Fréchet y otros autores
con postulados superabundantes pueden ser deducides de pos-=
tulados menos exigentes,y 8ste es el objeto que nos propo =
nemos en este trabajo.

En el primer capitulo después de recordar el concepto de es:
pacio abstracto y algunos postulados que luego utilizeremos,
hemos demostrado clertas propledades de conjuntos perteneci-
entes at

le.Espaclos abstractos que satisfacen al postulado R, e

2¢ " " " " e los postulados R, Y R, e

2z, " ] L n " n n R4,R1,K.
Tembién generalizamos en 81 algunas propledades de Pos espa -
cios accesibles dadas por Fréchet.

En el segundo tratamos el producto cartesiano de esppcilos
topoldgicos generales.Para introducir una topologia en el es:

pacio producto cartesiano,se toman dos definiciones de entor-:



no,una de ellas da origen a la topologia estricta ¥y la otra

a la topologia amplis.
Considerados ambos casos separadsmente se estudia la natura-
loza del espacio producto cartesiano de:

leEspaecios (V)

2 " " que cumplen el postulado R ,
3. " o " los postulados R , ¥ K
4¢ " accesibles,

En el tercero damos propledades de espaclos intermedlos en -
tre los espacios (V) y los métricoselales como le semiregu-
laridad de los esrpaclos Do,la prolongacién de las funciones
semicontinuas en los espacios D° »1a generalizacibdn del cri-
terio de convergencia de Cauchy en los grupos topolbgicos

y propledades de entornos completos y.abiertos en los gru -
pos topolbgicose

En el Gltimo capftulo que trata de la :1edida del espaclo abs-
tracto de los tridngulos,representendo éste espacio sobre el
plano euclideano,resolvemos ciertas problemas. de probablli =

dad referentes a la construceldn de tridngulose

Agradecemos sinceremente al Doctor Jullo Rey Pastor,Director
del Seminario de Matemfiticas de la Facultad de Clencias Exac -
tas Flsicas y Naturales,la valiosa direccidn y ayuda en la

realizacidn de eczte trabajo.



Cepitulo I

1 Bspaclos topoldglcos generalos.

Nos proponcmns en este capitulo'¢emostrar slfuras vroriedades
sencillss utiles para 10 que sigue y que no se encusntran en
las obras de Fréchet,Aprert,ni en las memorias gue hemos con:
sultado.

Asimismo veremos que postulados minimos 3e necesitean para de -
mostrar algunas propledades que Fréchot probd para los espaci-
os acceeribles,viendo gue no son necaeserios todos los postula -
dos R4 sR, 4R, +5° cque caracterizan tales esracios,

Recordemos que espacio abstracto es un conjunto £ de entes ar=

bitrerios que satisfacen a los sigulentes postuladoss

F, ¢ Cada conjunto X formedo por elementos (puntos) del espa g
cio E determina otro conjunto X°llamedo derivaco de X3y:Ai X
no es vacio,sus puntos,pertenezcan o0 no a %,8¢ llaman de acu g
mulacibn de Xe

F o El conjuntc vacio tiene derivado vacio.

F'5 e S1 el punto a de acumulecidn de X rertenece a 6ste,tem .
bién es de acumulacidn del conjunto X —ejy recirrocamente.
Recordemos también simbolicemente el significedo ce los pos =
tulados R ,R, ,R, ¥ 5%

Poste R, oSL X <X a8 X<y &8 (X + I)=2x"+ Y

(x'f- Y)': I'-i-Y'

Poste R o (X + )% x4+ ¥



Foste R; ¢ Un conjunto de un solo punto caerece de punto de acu -
mulacibne |

Poste 6° ¢ X*°< 2°

Al postulado 5°ppert 1o desigina "condicién d "y al postuledo
que dice:T odo conjunto complatado es completo,lo designa "con -
dlcibn b ".Este es el postulado de Kuratowski que designaremoss

Poste K o

2 eoEspacios (V)

El nombre de espacios (V) dado por Fréchet a los espacios abstrac-
tos que satisfacen el postulado R , queda justificado al probar

la exlstencla de entornos (voisinages) concordantes con la acumu-=
lacibn que defino tales saspacios,

Defe_)_oEntorno de un punto p en un espacio (V) es todo oonjuéﬁ&
del cual p es interiorjes decirsU es un entorno de p,si p pertcne-
ce a 81 y no es de ace U »

Por tantos

La oondic;bn necesaria y suficiente para que un punto sea de acu-:
mulacidn de un. conjunto X es que todo entorno suyo contenga slgin
punto de X,distinto de pe(Suronemos que p pertenece a X)

En efecto,sl p ace X todo entorno debe contener aelgfn punto de X

distinto de p,pues si hubiere un U qQue no curpla tal condicibn
) Y



quedarie X -p <U y como por Defel p no-es ic. 1] stampoco lo
serfa de X-p pog poste R,y por la condicién F, gampoco lo se
ria de Xe

Reciprocamente,si todo entorno de p contiene algfn x +p debe

ger p ace X pues no serlo equivale por Def. 1 Iy que X sea entor-
no de p y por tanto este entorno no contlene ningfn xe
Consideremos ahora gue p nn pertehezca a Xe

La condicidn necesaria y suficiente pars qus p 8es ace X €3 Que
todo entorno suyo eontenga algln punto de Xe

En efecto,si p ace X,todo entorno suyo debe contener &lgin pun -
to de X,pues 81 hublerp ur U que no cumpla tal condicidn,queda
rla X < U y como por D@{. lpp no es dce U ,tampoco lo seria
de X por gosto R, ° P

Reciprocamante,s8i todo ontorno de p contiene algflin x debe ser
p ace X pues no serlo equivele ror Def. 1 a que X sea entorno
de p y por tanto este entorno no contiene ningln xs

Cuando se adopts como Hausdorff el entorno como 1d;é primitl
va para definir la scumulacidn resulta 1nmedistamente;qu01
El conjunto vaclo tlene derivaecdo vaclo (F, )

S1 ¢80 p ace X y portencce a 81,tambiln es p ace (X -a) (F;) °
Que toda acumulecidn definida por entornos satisface al post.

R, spues 81 todc entorno contiens puntos de X,también con

tiene puntos de Y Ko



rerecics (V)

recoréemoe que earacios (V) son los eapzolos abstractos que
satlsfacser al poatulaedo R,

® .
triterio de continuided cuando X 68 un conjunto compacto en

ot .

51 4 &8s un gor: junt:o comrscto on si,la condiciédn necesarie y

suficiente para yue f(x) sea contlnua superirrente en X eg

que 81 gconjunte Ge los vslores de X gue suwplen le gondicidns

£(x) 7 @ s6a ooupleto en X pare tode nfimero g

Direcioell X , a6 ol conjunto de los valores de X que ocum =
plen la condiciln £(x) » a y x __ una sucesidn infinite de pun-
Jos de X con el punto de acumulacibn x_,por el rostulsdo R,

Yy por ser X comrecto en sf,es xopunto de acumulacibdn de X ¥y
pertencce e {1.31 punto x..debo pertenecer & X, ,¢u declr
f(xu):;a,;uee:si fuese f(xl ¢ sypor la continuidad superior

on xoseria en un entorno f(x) ¢ a,cosa imposible por haber

*
i

en 81 puntos Lf ., °n los cusles f(x _ ) » &

2€cirrocoecd f%x) no es continua superiormente en xo.hny un
E oy #ix ) tal ﬁue on oeda entorno de x hay elglin punto en
al cusl f(x 4}3 7 Kyluego x.no pertenece al conjunto X , ,
Gefinido ror./ls condicidn f(x) 7 ksmientras cue los X _ s,
¢8 decir xoei:punté de scumulacidn de X , ¥ no pertenece a
81, |

De manera an@logs s2e denmuostra gued



I1._Si X e8 un conjunto compacto en s{,1la condicidn necesarla

Y suficiente psra gue f(x) sea continua inferlormente en X es

que el conjunto de los valores de X que cumplen la econdicibn

£(x) < b,sea completo en X ,pars todo nfimero b.

Dg I y 11 resultas
Condicidn necesaria Yy suficlente para la contimuidad de f(x) en

Xs8iendo X un conjunto compecto en si,es gue sean completos los

conjuntos de los velores de:x que cumplen las condicloness
f(x)> a 9 f(x)< b para todo a y todo b,




Generalizacidn de algunes propledades de los espacioe accesi

bles dades por Fréchete

I ¢ El1 minimo conjunto completo gue contiene & un conjunto
X e8 el completado de Xe

Los postulados necesarios para demostraer 8ste propiedad son
el R . el K o

Todo conjunto completo F que contiene & X contiene también a
x* (roste R, )

Como por el poste K 3 [E]:E+E”° es completo,resulta ques

[E]oo el menor de los conjuntos completos que contiene & Ee

I1 « El completado de un gconjunto denso en si es un conjunto

perfectoe.
Veamos que son suficientes los postulados R4 oR R K o

For mer X denso en sfix + X%t x°

Por el postulado K los puntos de X’’pertenccen a X § a X’,pe
ro por ser X denso en si los puntos de X°’ pertenccen a X’
Luegos

(X +x.) = “fl’),: x°

III « La frontera de un conjunto &8 un conjunto completo.

Para la demostracién son suficientes los postulsdos R, ,R,

y 5*



S1 X es el conjunto complemontario de X,por definicidn
F (frontera de X)=X o X'+ X° o X
Por verificarse los postulados R, y R, la derivacién es dis -
tributive,luegos . .
F-X o X*°4+ X% X°4+ X X°
Siendo por la condicidn 8 poste S%°completo todo conjunto de -
rivedo resultas

F°.X ¢ X+ X®e X =P

IV o Todo conjunto serarsble X pertenece & un conjunto comple -
to meparable,por eje &l completado de Xe
Los poatulados necesarios para la demostracidn son el R, y el

K

Por hip8tesis,existe un conjunto numersble N tal que:
N <X cN+F¥° (1)
por el postulado R , 1
N o X% N°4N*’
Por el poste Ki
B X% W4u°2 B R (2)
X pertenece al conjunto complet X+ X°,veamos sl 8ste es separa -
blee
De (1) y (2)1
N+ KX +X%N+ XK
X +Xx°-N+ N
Luegos

N<s2X 4X°28 4+ ¥



40

Es decir que X + X° es también separables

V o« Todo conjunto separable denso en s{ pertenece al derivado

de uno de sus conjuntos percisles numerables .

For ser X denso en sf 1 X X’
For ser separebles N X <N+ N
Son suficientes los postulsdos Ry B8°
PFor verificarse el postulado R, 1
NYX"< K4 R°°

Por veri(ﬁearae el postulade 5%

N2 X2 N°+ N ¥*
Luegos

x’-§° y X < ¥

VI « Todo conjunto separable perfecto X:res el derivedo de uno

de sus conjuntos paerclales numersbles.

Los postulados necesariosa son el R, y el 6°
Como tode conjunto perfecto es denso,ya hemos viato em (1IV)
que
x*-x*
Ademfs por ser X perfecto ess X = X°
Luegos
x-n



A4

VII « Todo conjunto X perfectamente separable y no diluido con =

tiene un conjunto numerable denso en si e

Para la demostracidn son nocesarios los postulados R,y el 5°
Siendo X no diluido,existe un conjunto D densoc en si perteneci:
ente a 8.

Siendo X perfectamente separable,tambidn es D perfectamente se¢ -
parable y por consigulente separable.

Por lo tanto,siemdo D ascparable y denso en sf pertenece al deri-
vado de uno de sus conjuntos parciales numerables N (propledad
Vi),

Siendo N . D . N* es N denso en sf .

VIII « El nucleo de un conjunto X es el méximo (sl existe) de

los conjuntos densos en sl contenidos en X

Para la demostrscibn basta con el postuledo R ,
Recordemos que X
Nucleo de X - X y X*:- H
H es pues un conjunto derivedo contenido en X.Luego H es denso
en ale.
S1 existe otro K,siendo K denso en s{ pertenecerf a K’y por el

poste R , estd contenido en X’eLuepgo K estando contenido en X ¥

Pl )

en X’es parte de H 8 coincide con 81,

,', H es el conjunto méximo denso en s{ contenido en X.
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napeclos (V) gue satisfecen el postulado R,

Anillos de Hausdorff formados por conluntos abiertos y completos

Recordemos que una familia de conjuntos es un enillo en el sen-=
tido de Hausdorff cuando la suma y producto de dos conjuntos
cualesquiera de la familia es siempre rosible y pertensce a la
familiae

™ los espaclos (V) no toda fanilia de conjuntos ablertos (sea
finita 8 no) es un anillo de Heusdorff,prues aunque la zuna de
des conjuntos es un oconjuntos ebicertos es un conjunto sblerto,
el producto de dos conjuntos ablertos,pruede nn ser ablerto.

En los espacios (V) tampooco formun anillo todas les familias
de conjuntos completos,pues aungue sn este caso el rroducto de
conjuntos comrletos es completo,la suma de dos conjuntos com _
pleton.no 68 en genersl conjunto complaeto.

En cambio,en los espacios (V) que satisfecen al postulado Ré
ge verificat

a) Tode familia de conjuntoe sbiertns forma anillo de Hausdorff,

b) " n 1L " cmpletO. n n n n
a)
Demostracidnein todo espacis (V) la sums de conjuntos abiertos

es uﬁ conjunto ablertojy por verificarso el roste 3, el produc -

to de ur.pfimepe finito de éonjuntoa eblertos es eblertoe (1)

b)Isr ser un espascio (V),el producto de conjuntos completos es
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completoj3y por el postulado R, ,1la suma de un nlmero finito de

conjuntos completos es un conjunto completoe (1)

confuntos rerfectos.

. Consideromos une femilla de conjuntos rerfectosiEsFpecceepl
jor ser perfectoss E =£; F =F’, eceee, ¥ =i’
31 se cumplon los postuledos R , § 1,
L4+ F z B +F -(8+F)°
Sisndo los ccnjuntos perfectos son comrletous,luego por 1o vis =
tot EeF = 5% F°z (E o F)e Sin embargo no puede concuirse la
relacidn inversa,rues cabe que el producto de dos conjuntos
A ' siln puntos aislados tengan puntos
N alsladose .
Conjunto Ae.Conjunto B,tiene el pun -
to elelado N
Lucgos "en todo espacio (V) que satisface al postulado R, cual -

guier famillae de conjuntos perfectos de este cspacio no forman

yr. anillo de Heusdorfr® .

(1) Ja Rey Fastor ¢ Teoria de los esraclos toroldpicos (1938),

p‘go 654,500
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rropledades de especios (V) gue satisfacen s los postulados

R, 1K
Ye hemos enunciedo 61 rostulado K y es fecll ver que es menos

exigente que el 5°de Fréchet,el cuml no figura en 3l cuadro de

los postulados de Riesze

I « Sodo conjunto X separable donso ggigi.nertenece &l comple

tado de uno de sus conjuntos parciales numerabloa.

Por ser X denso aoa si,ess X < X°
ror ser separuble existe un conjunto numerabls K tul ques
N< X<N +N (1)
ror el poste R,
N X% N4 W02 N 4N® (2)
Da {1) ¥y (2)3
N+WeX+X2N+n
Luegot
X+ X=X+ ¥

X <K%~ H+ N

11 o Todo conjunto X separeble perfecto es el completado de uno

- 80 sus conjuntos parciales numerables.
Como X es perfecto es X=X’ (19
ror la propledad anterior era X°- N4 N (2)

Pe (1) y (2) resultas X - X4+ N°
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11T «_Dado un nimero finito de conjuntos,la suma y el producto

de las fronterss de estos conjuntos forman un conjunto com:leto

Sabemos que la frontera de un sé2j)unto X puede expresarse del
siguliente modos )

frontera de X : [x].[i]
Como por K , [XJ y I_)_( ] son completos,su producto es completo.
Luego por verificarse K la frontera de todo conjunto es un con -
junto completos. .
Puede decirse tambiln quesla suma (producto) de las fronteras de
un nbmero finito de conjuntoa es un eonjunto complo;o en los es-

pﬁoioa (V) que satisfecen al post, Ef_.c‘3 y al poste K
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Anillos con sums,diferencla y producto

Defel 8e llama enillo a un conjunto de entes cuando la sume,dife=x
rencia y producto de dos cuslesquiers del sistema es siempre posi-=
ble y ¢l resultedo pertenece también a 81,

Defe2 Un anillo donde cads élomonto A es ldempotente,es decir

AL: Assellama enillo de Boolee

Froducto de dos conjuntos X,Y 68 el conjunto formedo por los ele =
mentos ¢omunes & los dos,

Defe3 Cume (S)(aegﬁn Stone) de dos conjuntos X,Y es el conjunto

formado por los elementos de X y los de Y,excepto los elementos
comunes a ambos,.
Degignando ror 2 1la suma ordinsris & ggigg de dos conjuntos X,Y
al formedo ror los elementos de X y de Y ,resultat
(s) A+A=0
(2 ) Ava=a

Defe 4 Diferencia entre dos conjuntos X ¢ Y es un conjunto Z,tal

que Y+ Z =X o

81 consideremos la definicifn de suma (3),la diferencia slempre es
poslble,

Ademfs resultas X-Y= Y- X =X+ Y

Si1 consideramos la defe de suma (2 }),1a diferencia s8lo es posible

cuando X 7 Y o

Por consiguiente tomendo la defe de suma (2 ),como le diferencia en -



tre dos conjuntos cualescuiera no es siemrre posible prodemos
decir queilos conjuntos de un esrecio E no forman anillo,res -

pecto de la oreracidn 2 ,pero formen anillo de Stonee

Mientres la definicidn de suma (S) simplifica como hemos vis-
to algunas relaciones,sucede lo contrario el considerar femi -
lias de conjuntos sbiertos y com:letos,afin en el mismo esracio

E- . eBasts fijarse en los siguientes ejemploas

A0 Consideremos el esracio formado por los puntos del segmen
to AB ¥y tor los puntos del segmento CD

¢ 2] D

A
— —

AP s un conjunto completoe
C‘D n w n "
CB :4BeCD " " ® "
“n cambio el conjunto suma (8) - AB + CD,no es completo,pues
'C y B son runtos de acumulacibdn de 81 y no le rortenecen.
Fodemos decir cues

En general los conjuntos corrletos no forman anillo ce Stone,

mientres gue formen enillo de Hausdorff como ys hemos vistoe.

B)Consideremos el esracio formaedo ror los puntos de <iBl y

por los de ICD7

(1) “n 10s espaclos que eatisfacen a loa poetuvlados .

F$ .H“ YR.L L]

MY
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Capitulo 11

froducto corteaisno de espacios to;316picos generales

1opoloria estrictse S1 E:x [ X es un producto cartesiano de

esracios torolbiicos,cede punto X estd determinsdo como rro -
ducto de sendos puntos x 1llamados sus proyecciones sobre
los resrectivos espacioabfnctores X o

rere introducir una torologie en olbeapacio E producto carte-

siano de espacios (V) tomaremos como definicién de entorno la

sipulentes
Defe lsIntorno'del punto x=(x ) de E = 1| X son los produc:
: b b
tos do ontornoscuaelesquiera de sus proyecclones x o
b -

I ¢« Los espacios fectores son espaclos (V)

Cade punto tiene infinitos entornos cque lo contlienen y adorta-
dos rers definir la acumlaecidn resulta un especio (V).

Luego el producto certesicno de sspacios (V) es un esracio (V)

Il o LOos espacios factorea son espacios (V) gue cumrlen el

postulado R, o
E1 prostulado R , dicesTodo punto de acumulacibdn de la suns de

dos conjuntos es de acumulacidn de elpuno de elloselate pos =
tulaéo equivale a la sigulente nropledad (rostuleado B de Haus:
dorff)1"ados dos entornos de un punto hay un entorno de &ste

contenido en ambos.
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sean U’ - 1T (U®) ,U’®. [ (U’’) dos entornos del punto X 3co =
) b b
mo éw cada esvacio X los entornos U’ y U°’ del punto xb tie -
b

b b
nen un entorno comfin U por el rostuledo R =B,y el rroducto
b

X
T U oconstituye por definicidn un entorno de x ol cual es -
té con:onido en U’y U°’,resulta que tales entornos U cumplen
le Bondicidn Be
For tantos
51 los espacios factores son espacios (V) que satisfacen al R,

el espacio producto es un espacio (V) que cumple el R, e

111 « Los esracios frctores ason esracios (V) cue cumplen los

rostulados Ry G
&€l esracio E es un esnacio (V) que cumple el R, eVeamos sl se

conserva ¢l postulado Ce
Recordemos el postulsdo C

Poste C +Cada uno de los ;untos de un entorno U de a tiene un

entorno contenido en Ue0 seatlLos entornos son ablertos,
Dado el entorno U -[U del punto X - (g;) producto de¢ los en =
b _ : ]

tornos US 081 y ;(yb)es un punto de U ,es decir sl cade yb
e5 punto del corresrondiente U ,hay un entorno Y de y con-=

tenido en U y el producto (Y ) es un entorno delbpuntoby'=(y )
contenido og el U’:(Us). ° °

Luego el especio T es un esracio (V) que conserva los jostula -
dos RL Yy Co

Analogamente 81 en lugaer del postulado C se adobta el menos res -
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trictivo K (condicidén « de Appert) resulta que el espacio E
satisface a esta minima eondicidne
Basta en efecto,sustituir esta por el poustulado toypoldgico een

equivalentet
En cada entorno U de cade punto p,hay otro entorno de p tal

que cads uno ds sus puntos tiene un entorno contenido en Us

V « Los espaclios factores son esnacios accesibles.

Se ha visto (1) que el esprsclo E ppoducto cartasiupo de esra=
cio8 topoldricos de Heusdorff es tembién un espacio toroldel =
¢o de Hausdorff,

Recordemos cue esrecios toroldpicos H (2) son los cque satisfa -
cen a los postulados A,B,C,D de Hauadorff,.

Ya hemos demostredo la conservacidn de ceda postulado A,:E,C in-=
dependientomente de los demése

Los espncios accesibles de Frdchet y los torolbgicos de Haus =
dorff difieren en un s80lo postuledo,pues en los accesibles se

cunple sdomfis e loz A,B,C el siguientes

(1)Jeey Fastor eiepaclos y grupos torolbdgicoseCuraso dellol®
y 1943
(2)No confundir con los que Fréchet llama accesibles y que

designa por ( ¥ ).
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Topolosis amplia

En vez de tomar entornos en todos los espaclos factores se to =

man solaments en un nfimero finito de ellos ,dejando libres las

restantes coordenadas.Es decir U -[{U donde casi todos los U
b

b
son los respectivos espacios xb.

I . Los esraclos factores son espacioe (V )

Cada punto (x ) de E tiene un entorno (U )producto certesiano de
b b
un nfmero finito de entornos U por los restantes espacios X e

b )
FPor el mismo razonemiento hecho para la tppologia estricta resul-

ta que:

El producto cartesiano de espacios (V) es un espaclo (V) en la
topologia amplias

Voeamos 8l subsiaten los restuntes poastulados.

Dados dos entornos U.{(U ) ,V. [T (V ) del punto X en cade esps -
cio X existe un ontornobw < V?b:ti cual es de la naturalega sl=
guiengoaSi embos son entorgoa :unlesquiera de x hay por el pos-
tulado B un W contenido en ambosgsi uno U ea'gntorno cualquie =
ra y el otro gs el espacio X ,es cClaro qu: U <« X jfinalmente
salvo un nfmero finito (que : lo mas ¢3 le suma dE los nfmeros
finitos de componentes e U y V)los dos entornos U ¥y V ooinci-
den con X ,luego resulta un entorno de:los adOptagoo o: la topo:-
gla nmpliZ.Quzda asi domostrada la conservacidn del postulado B..

Evidentemente se conservan también el C y el D.



Cepitulo III

Espaclos intermedios entre los (V) y los métricos

Dados dos conjuntos completos cualesquira en un espacilo D°(1)
¢ existe una funcién continua f(x) ,tal que f£(A) ¥£(B)?
Alexandroff llama espacio normal (2) a un espacio accesible
que satisface a la sigulente condicidni
‘L eCualesquiera sean los conjuntos completos C y C ,exia=

tgn dos conjuntos sin puntos comunes a los cualet c 3 C

son interiores. ! 2

Urysohn (3) ha dado otra definicién de espacio normal equiva3s

lente @& la anteriors
'Para que un espacio_aéceeiblo 808 normal es necesario y sufis

ciente gue se pueda definir pare todo par A,P de conjuntos
completos 8in puntos comunes,una funcién continua F(x) nula

sobre A,igurl a 1 sobre By tal que 0 F(x) 1l

. XA
En los espacios métricos la funcidn P(x): cumple es +

xA+ xB

tas condicionese

(1) Je oy PastoreEspacios D‘.Rev. de la Universidad Nace de
Tucumén.Matey Fiae. tedrica.3erie A.VoleIj;Diciembre 19040

(2) Me Fréchetelos espaces abstraits,p. 206

(3) Pe UrysohneUeber dle Mechtigkelt der zusammenhengender
MengeneMate Anne, 94 p pe262






Semiregularidad de los eagacios‘g'

Consideremos la funcidn F(x)- XA en un espacio D;1(D:)
XA + xB
En este espacio xA es funciln conte supes (inf,) de x
u_*_xB L} L " " n L] ]

Luego en un espacio D: (D:) no podemos decir que la funcibn

P(x);___fﬂ—-—- sea continua superior 8 inferiormente,pues en
XA+ xB
ambos casos F(x) es igual el producto de una funcidn continus

superiormente por otrs continua inferiormentee
En cambio sl B se reduce al punto p y formamos f(x).__*A
px +AP

resultet
Si1 x . A es f(x) = O

1 ‘X +p es f(x)“_’ii*o-
Ap

27

y £(x) cociente de funcibn continua superiormente (inferiormen-=

td) por otra continus inreriormento (superiormente) es conti.

nua superiormente (inferiormente)es

El espacio D;’(D:) es por tanto semireguler llamando asi a to -

do espacio en que existe funcidn continua suneriormente (infe -

riormente) que toma valores distintos en un conjunto completo

y un punto erbitrgriasmente elezidos,
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Prolonceciln de las funclones semicontinues en los espacios D
. (]

Dada una funcibn £{x) acotade y continus sobre un conjunto com =
pleto C de un cierto espmcio ¢ es posible formar una funcidn
oontinua y acotada F(x) en todo ol espacio ¢ iguel o f(x) sobre
1 '

Este problema fué roauelto.bor_Lebesguo cuando el conjunto Q¢
pertanece & un espacio euclideano y por Tietze cuendo pertenece
a un ;apncio.(D)o '

Finalnente Urysohn,no 8810 demosdrd la existencia de la funcidn
F(x) en los oapacios normaeles,sino que demostrd ocueila condicién
necesarie y suficiente pare que un espacio ses normal;es quei
Dafa una funcifin acotede y continua £(x) sobre un conjunto com =
pleto C rertencciente a 81,36 pueda formar una funcién ‘cotada
y continua en todo el espacio e igual a f£(x) sobre Ce

Queda asi resuelto questn todo espacilo D_no existe tal funcifdn
P(x),porque los espacilos D.no son en general accesibles,por
consigulente no son en general normalese

Vamos ha demostrar ques

"S1 la funcién f(xif;st& definide en un conjunto completo C de

un eeoaoio'g;'(gztx e3 continue en §1,existe una funcién semi -

continua superiormente (inferiormente) F(x) en todo el espacio

¥ gque ooincide con f(x) en C."
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F(x) =f(x). en C

F(x’) - ndx, * C..f'(x) en C

x x
x<C
§‘<6
Como en C es F(x) =f(x) es F(x) continua en C

Veamos fuere de Ce '

La distencia x°C,es funcidn semicontinua superiormente de x’,
Para cada X,la distancia xx’es funcibdn semicontinua inferior =

mente de x’e.

Luego el coclonte X°C (xx°¥ 0) es funcidn semicontinue su -

nO
periormente de x’.
Como para ceda x,f{x) se conseva constante para cada x al va

[ 4
riar x’, xc £(x) es funcién semicontinua superiormente de
x x°

_x',em‘ decir que para un h suficientemente pequeiio,s! x°varia

de x°a x°+ h,se verificat

[ J [
(x"+ 1) Cprx) o XC p(x)+ ¢
x(x’ h) x x°

Considerando el valor méximo resultat
P(x’+ h) <sP(x°)+ ¢

Queda asi demostrado que F(x) es funcidn semicontinua superior -



uente fuera de Ce
Falta demosirar ahorea (ue tomando x’suficientemente pr&xmo a
X (x’°= punto frontera de C),se verificaré 3

P(x’") <le°) + &

For pertenecer x e un eapacle D: y ssr ¢ acumulecidn de C exis
ten puntos x°de C tales que x‘xotc eLuego como X x<x z‘+x’x°
es § x x>2x X - para z‘x. < £
Ademés por eer x’x°< £ eat.

x‘C < :‘oc +¢

xoC - Xeo C

f(x): I'-‘l‘xo (

l ,g"‘,x'*é XX

+~ % _)e(x)
& X 1;{

LuegosP(x’) « méxe

°
Al toncder & a cero resultat
P(x’) < F"!,x‘)

Msda asi dou_aostrado que?

"51 le funcidn £(x) > O vsts definida en un conjﬁnto ocompleto
C de un espacio D: y s continua en §1 existe una funcién F(x)
semicontinua sugeriormente '_aq todo el espuclo y que coincide

con r(x) en C",

Analogamente se demostraré:



"S1 la funcibn f(x) > O esté definida en un conjunto comple =
to C de un espacio D:'y es continua en 81 ,existe una funcién
F(x) semicontinua inferiormente entodo el espacio y que eoin5

cide son £(x) en C"e

F(x) = £(x) en ¢ -

P(x’)=méxe ¥ € £(x) en ¢
x x°

x<C
1'45
Como en C es F(x) = f£(x) es F(x) continua en Ce

Veamos fuera de¢ Co

3

Fare cada Xx al variar x,x x%°es funcién semicontinua auﬂorior'

mente de x’,
x°C o5 funcidn semicontinua inferiormente de x’e
Luegon?

F(x')i— mxe XC £(x) (xx'; 0) es funcibn semicontinua
x x’

inferlormente fusra de Ce.

Falta demostrar shora que tomsndo x suficlentemente préximo

a x.(x.= punto frontera de C) se verificards
F(x’)> F(x ) + p )
Por pertenscer x a un espacio D* y ser de acumulacién de C
[ )

- o
existen puntos x°de C tales que x x°< &
| J
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Luego como x°x £ x X + x.x' o8tx x°cx X+ &
Adenfs para xOx’u YY) t.cg x’C + ¢
» - &
x C)x.c .

F(x°)s mixe(_To & £(x)- £ 1(X)
:l:x..‘.g 18;\'&

Al tender a cero el nfmero & resulta i

F(x°) » F(x ?

NotaeFacllmente se ve que1

"S1 la funcién £(x), O esté definida en un conjunto complej
to C de un espacio ﬂ.(D:) y o8 semicontinus superiormente
(inferiormente) en é1 existe una funcidénsemicontinua superi,
ormente (inferiormente) F(x) en todo el espacio y que coinoi!

de con £(x) en Ce
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Generalizecién del oriterio de convergencia de Cauchy

)

1. Demostracidén del criterio de convergencia de Cauchy en el pla -

Do utilizando el teorcma de Riesz (1)

Criterio de chaucl_lxoh condicidn necesaria y suficiente pera que
une sucesifn de puntos g, 8ea convergente es questdado un £> 0
ardbitrerio,la diferencia | zh". — z-“;. sea menor que £ ,para to
do par de indicaes superiores a un vzlor Yde ne
DemostracibnsLLamaremos C (..) & la circunferencias de centro gy,

y radio -1 (m =19253p0000)

m
81 damos & ¢ el valor 1,los puntos posteriores a un cierto
valor de g que designaremos s y, Que =
dan dentro del eirculo G () o
8¢ e:i.doedo V, >V, ,los puntos poste -
riorosl a un cierto valor 3 gue designa -

remos £ y quédan sn la interferencia de

Cw yC @)

(1)TeOrema de Riesze.Dada una familis de conjuntos completos xt

sl cualquier nfmero finito de ellos tiene algfin punto comfin sl
tuado en el conjunto perfectamente compracto en sl Z,existe el
ghn punto ecomfin a todos los conjuntos de la familiae

e
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Siz=é,desdeV,>ﬂ,.los puntos posteriores a Zy, estén en la inte™
ferencla de G, 40, sT C,, o

Slendo el conjunto de los circulos C ., ) perfectamente compact o
en s{ y los C.., conjuntos completos tales que cualquier nt -
mero finito tiene un punto comflin,por el teorema de Riesz exls-
te un punto de z comfin a todos los C ., e

Este punto z es el limite de la sucesibn z . ,puesto que dado
un £> 0 arbitrario,existe un valor n =V, tal que para zy_ ¥
todos los términos sigulentes,is diferencia 2y, — 2 6s en va:

lor absoluto menor gue ¢

2 +Demostracibén del criterio de convergehcia de Cauchy en el.

plenc utilizando el teorema de Cantor (2)

El conjunto de los circulos C“),C(L, ,cU) sesee antes defini -

dos es compacto en af.

Si{ llemamos X, a €.y
Xl al i [CW . cu.} ]
Xs al Tl[C . Cw, .Cw,l

(2)Teors de CantoreTode sucesibédn mondtona numerable de conjun -

tos parclales completos no vaclos de un conjunto compacto tile-:
ne sl menos un punto comin a todos.31 el conjunto es compacto

en sf{,el punto comfin a toflos pertenece a 81.
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S.Ceneralizacidn

La ventaje de estes dos demostraciones estribe en su caractor:
topoldgico que permite generalizar el teorema de Gauchy a es )
pacios no mdtricos.Tal sucede por ej. en los grupos tOpolbgi-:
cos en que existe suma y diferencia de puntos y hay una suce-
818n de entornoe V,7V,>V > .esees del origen que caracte-
rizen la convergencia en ese puntojpor tanto en cualquier ot
otro punto,por simple traslacién. .

El teorema generalizsdo de Cauchy para teles grupos topolégl-
c08 excress,pcr consigulentet

Condicifdn necesaria y suficlente parse gue una sucesién x :

h
de un grupo topoldrico sea convergente es que para cada jin

dice m exlsta un indice n tal gue todos los puntos . S

x seeee quedan contenidos en el entorno x V
M*L _——_————— o "~
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grupos torolbgicos

Entornos de los puntos de un grupo topolégico

Well (1) define un grupo topolsgico de la siguiente manerat

Un grupo topoldgico G es un grupo abstracto tal ,que se han defi =

nido en 81 entornos de las unidad que deben satisfacer a los si =

gulentee rostuladost

G T I.La interseocidn de todos los entornos de la unided se redu-=

¢o & la unidade(equivale al poatulado de separacibn de Rl =
esz R menos exigente que ¢l D de Hausdorff)

G 7T II.Dadoi dos entornos de la unidad V y V'existe un entorno
V’’de e¢lla tal quet V'cVA V' (Es ¢l postulado B de
Hausdorff)

G T III.Dado un entorno V he_la unided exists otro entorno V’de
ella tal quelV'(V‘)MQ'V (Implica el postulado 5°de Fré:
chet)

G T IV +Dedo un entorno V de la unided y un x2 G existe un V'do
la unidad tel gue 1 Ve xVx "

Well considera solamente entornos de la unidadePor traslacidn

(producto en el grupo)se definen los entornos en los demfs pun =

tose

(1)Ae VelleL’Integration dens les Groupes Topologlgues et ses
Applications (1942)
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Conjuntos completose

Sea V un entorno completo de la unicdad y x un punto cualgulera
de Gj;puede suceder que los conjuntos V y XV estén consectados

6 IO

1)S1 los conjuntos completos V y xV esbln conectados tienen p

puntos comunes.

2)81 los conjuntos comrletos V y xV no tienen puntos comunes,
no estén bilen encadenados ni por tanto conectadose
S1 V es completos V¢ V ,como tambidn es (xV)’. xV ,resultas

V(xV) + V(xV)’+ V(xV)’- o

Bntornos ablertose.

Del mismo modosSi V es un entornn sbierto de la unidad y x un
punto cualqulera de G,puede suceder que los conjuntos V y xV
estén conectados 6 no.

1)S1 los conjuntos ablertos V y xV estdn conectados tlenen pun =
tos comunese.

2)Si los conjuntos ablertos V y xV no tienen puntos comunes

no estén conectados,pero pueden estar blen encadenados.

a)Si V es ablerto,xV es ablertosLuego todo punto de V no es

de acumulacildn de V;luego no es da acumulecldn de Y < i&por
tanto (xV) V' =0 y analogamente (xV)’V=0

Slendo (xV)V’4 (xV)’V = O resultas

xV y V no estén conectadose






Capitulo IV
Medida del espacio abstrecto de los tridngulos

Froblemas de probabilided referentes a la construccién de tridnsulos

Un trifngulo queda determinedo por tres datosesEn lo sucesivo supon:
dremos que los tres datos son sefmentos (por eje lados,alturas,radio
del circulo inscripto,etce)eSuponiendo que los tres segmentos con
los cuales debe construirse el trifngulo se dan al agar,eparece ol
problema de ver cufll es la probabilidaed para que el trifingulo ses
efectivamente construible y en este caso cufl es la probadbilidad de
que el trifingulo ses acuténgulo u obtuséngulos

En primer lugar hay que definir lo que se entiende por dar tres seg-
mentos (datos del problema) el ezar.Nosotros supondremos que el méto-
do pare ello consiste en fijar erbitrariaemente un punto P en el in.
terior de un trifingulo equildtero y tomsr por segmentos las tres dis-

tancias de este punto a los ladoseEsto

f equivale a representar el esracio abstrac:
‘// to de los trilngsulos sobre el plano eucli.
,// - 5\\ deano y adoptar como métrica @el espacio
/ ; \ abatracto le de este pleno euclideanos

L \\B Como medida de un conjunto de triéngulos

tomaremos pues el gggg qQque en el interior

del trifingulo equiléitero ABC llenan los

puntos representativos.lLa medida de todos
los cesos posibles serf pues,el area total del trifnguloscon ello
8¢ consideran todos los trifingulos semejantes como equivalentes.
Consideraremos finicamente algunos caesos,eunque naturalmente se po .
drien plantear muchos mfs,pues a cada problema de construcciédn de

trifngulos corresponde una probabilidad de que la constrncci&n sea
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:ipoaiblo. Idleoq_“

" 81 los segmentos se dan al ezr del modo diche anteridrmgnto,so im -
pone le condicibn de que su suma sea constante e igual & la altura
del trifingulo equiléteros
Este altura la tomaremos igual & la unidadePor cosigulente,ls medi-
da de casos posidles oa:-lgi °

En lo que sigues
//4\\\ x serd la distancia del punto a AB

\ ,nn (] " = "B‘é

~ 2 non ] " = ®

/ \

&~ ——a

Consideraremos los siguientes casos!
I. ¢Xpy lador,z altures
e) £z altura correspondiente sl lado no dados
b)' " ] e Xe
o) ¢ n L] uy.-
2.x 06 y lados,z bisectriz ocorrespondiente al ledo no dado.
. X ey lados,z mediensa ocorrespondiente al ledo no dado.
4. x,7,2 elturas.
. x mediane,y altura,z bisectrig,trazades desde un mismo vértice.
6-x 0 §y mediana y eltura de un mismo lado,z alturae de otro ladoe.
7-x e y alturas,2z radio del circulo inscrirto.

8.x e y lados,z radio del circulo circunseripto.
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Xsy 1lados z alturae

a) £ eltura correspondiente a8l lado no dadoe

Construccidn.Desde un punto A que diste £ de la recta a se trazan

los segmentos AC y,y AB XComo la altura puede considerarse eoxte -
5("’ A rior 8 interior al triéngulo
ax

: tendremos dos soluciones.

Condiciones que deben cumplir

Construccidne.Desde un punto'A'quo*disto z2 de la recta & se trazen

los segmeéentos All £ y AC yeSobre¢
la rects a se determina el seg -

mentoCBC xe.Seglin se considere

le altura contenida § exterior

al trifngulo tendremos dos solu-

clones.

Condicifn que debe cumplirses
y= £

prob. =

L
2

c)Sil £z es le eltura correspondiente al lado y el problema es anflo -
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€ al anterior.

81 hallamos la medida de la suma de los conjuntos que cumplen laé
condiciones (a),(b),(0) tenemos ques
1; probabilidad de existencia de un
trifngulo siendo x,y lados,z altura
sin prefijar al que &sta corresponde

probe = —g—-

81 hallamos la medida del producto de los conjuntos que cumplen ese s
I mismas condiciones tenemos ques

" la probabilided de comstruir un tris
/ éngulo siendo x,y lados y 2 altura

de uno cuslquiers de los tres lados

|
prov = =
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X © ¥ ludos,z bisectriz interlor correspondiente el lado no dado.

- ~
construccibneComo le bisectriz AD del &ngulo BAC divide al lado o=

puesto en segmentos aditivos proporcionales a los lados adyacentes,
¥ ls bisectriz AD’del 8ngulo exterior BAC divide al lado opuesto en
\segmontos subatractivos 578.57b proporcioneles a los lados adyacen/
tea,utilizeremos estas propiedades para obtener las absclsss Y

xacorroepondientos a Dy D’sobre le recta BC.

Tomando como origen B resultat

Procediendo de ifual maners para obte-z
ner los valores x°, y =x;correspondi -

A entes & M y K’ s¢ tienes

. ~te e -x'c

ey XSGy

Siendo la circunferencia de didmetro

BD’el luger geométrico de lod puntos

cuyes distancies @ B y C estéin en 1la

relacidn -f- y la circunferencia de
e diémetro MM’ed lugar geométrico de
g . los puntos cuyas distancias @ By D
f' . \\\ estén en la relacifin Z- el problema

| : J tendré solucidn cvando estes circun =

ferencias se corten,ksto sucede cuan-:

dos

- xt cx
- e S
(x-o-a)(z-x) -y




uH

- (x-g) )(x-!—g)(z—x)
2(::-1-3)4 2 xg

Reemplazando £ ror su valor resultas
03y e(42X-2V3)Y +3X - 2va X
El punto de interseccibn de les circunferencias es el punto Ae
Refirlendo les coordensdas al slstema XY resulta:
0 <a3Y*,12X-2v3)Y 4 8X*-2V3X

medida del conjunto de casos favora

bleql .
B[ axs B elaXn N+ 3)2X

V3
)

- 3

Luego}

2"
pl‘Obotlv.;] '}-1X+%—§+V3Xl—-§- ix+4)dX =

:z_ifz%’vsx&_%ﬁx*%d_x =

o

= 0'43' .



SeXpy lados,z mediena correspondiente al ledo no dado.

ConstruccidneSe construye el tridngulo ABC de ledos Xx,y,2zeFor el

punto A se traza una paralela a BC y por el punto C uns paralela a

BAeUniendo B con D se tiene el tridn

A gulo ABD pedldoe
4;7//65;:\\3L\\\X LuegosDados X,y,2 el problema tlene so
& . >0 lucibdn si existe el trifngulo AECe
h o ‘\ ,/' ror consigulente deben cumplirse las
N ‘;g’ siguientes condicioness

X<y +8
y< x+ 22
2 xt+y

0 sea gsustituyendo £:1-x-y quedas
2 & 3x+ 3y
22> 3+ Yy

A 2z 3y + x
Refiriendo laes coordenadas tri

éngulares x,y al sistema XY re

’ sultas
g £33 x& V3 ¥

2 >3 yv3 x Y3 Y
2

e =¥ x 2 V3y

medida de e¢asos favorabdbles: <
97y

R
probe = 3
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Calcularemos shore en este caso la probabilided de construir trién =

gulos acuténgulos y obtusfngulos.

Condiciones que deben cumplirse pere que

el trifngulo sea acutfngulos

‘¢ y* a* (1)

N

y¢ X*+ a° (2)

* 2°<c X + Yy (3)

z=4 | 2(x%+ ¥)- &
Reemplazando & por su valor en funcién
a*= 2%+ 2y°- 4p

de x ¢ ¥ ,¥ pasando al sistema XY resul =
tes

0> OX+ 3Y*24XY—-16 /3X-16 V3 ¥+16
0> 3K+ 9Y™* 24XY—16 V3X—16 {3 Y+16

< 9X% 9Y%24XY—- 16 /3X—16 V3 Y+ 16

o] I R ———
S 4
probe.de construir tridngulo ecutfngulo p medlda ARBS
~ 0,866

Y3
medida de om‘s=-”§j RS AXNEX L T X 4 15)d X = 0,285

%3
T FY

medida ORP = medida ORS +2 | (¥ G _aX_ {3 X-1c3X+1¢)dX
253

)

0,0641 + 0,0721 = 0,1362

medida ARBS’:z 0,2895 -C,2724 =0,0171

0,017
. R,— 90171

_ _ 0,0197
0,866

y la probabilidad de construir trifingulo obtusfingulo es:
P:l = 02222 ~ 0,Cl97 = 0.2025

Siendo x e y lados de un trifngulo y 2 la mediana correspondiente






Hy

4¢_X,7,2 alturas

ConatruccidneSiendo s,b,c los ledos del tridngulo y x,¥,2 las al

turae corresrondientes sabemos quat

ax = by = o2
Dividiendo por xy
b _°
X Xey
3

2 -
y

FEl1 triéngulo duscado es semsejan-z

te al trifngulo que tiene por
lados Xs¥sZeo

Se construye el trifngulo ABC de
ledos x,y Xy Yy mobre le altura BH correspo-ndiente al lado x se tr
za BM y.P:r el punto M tracemos ls parelela & AB.Se tiene asi el
tridngulo pedido DFDBs

Luego ls condicidn para construir el triénpgulo de alturas x,y,z

es que se prueda construir el trifingulo ABC.

Condiciones que deben cumrlirset

A ()
4 4 y
.%.f A -+-€% (3)

d

Refiriendo lus coordenadas cartesia=

nes al sistema XY las condiciones

qué deben cumplirse song

aY2, (0X—2V3)Y+ 23X 2/ 3 X420 (2)



syl 2K+ 2V 3 )y-3xsz2 2 x=¢ (b)

sx: (aY+ 272 )x-2¥+2/3Y<=o0 (e)

o

- Hallaremos la medide del conjunto de puntos que no cumplen la condl =
016!1 'b)o

S1 a esta medida la llamamos B rosultas

2v3 i ___
B;i}f “(éh’—;’--y’%x‘—-"—f)(*fi Yd X = Jg_” I’J{xi¥X+%)dX=£i 0, 1717

o

Como los conjuntos que no ocumplen las ocondiciones (a),(b),(e) no
tienen pertes comunes y siemndo la medida de cada uno de ellos igusl

a B resultas
-
medide de casos favorabless’ - 22 (4 -J VEX-2 X +4)dX

Luego prodbe = 0,2274



Sex modiana,y altura,z bisectrisz trezedas desde un mismo vértice.

ConstruccidneSe pueden construir los tridngulos recténgulos AHD y
AHN l0 que da una narte de la figuras

Suponiendo tragzada ke oirounferencia

A
/ circuneeripta al trifngulo pedido,la bi
fﬁ sectriz AD pasa por el punto medio I del
8 My'p C RS .

arco inferior ECeEste punto se puede de
-4 terminar vorque tambidn estf sobre la pe:
pendicular a la recte MH tragada por el punto M.
La perpendicular & AI que pasa por su punto medio,cortarf a IM en 0
La circunferencia de ocentro O y radio OI cortarf a MH en los vérti -
ces buscedos By C.
Como el punto I debe estaer debajo de BC @8 necesario cue M estd a 1
irquierda de D y por consiguiente x 7 ze
La biseotriz debe estar en el interior del éngulo formado por la al

ture y la medianae

Condiciones que deben cumplirses

/"'\, g = y (1)

Reerplagando 2 por 1 X Yy,y pasaen -

do al sistema XY resulta;

HIR 02V X 4+V3Y-4 (1°)
0 < V3 1-+-%§ Y -1 (2°%)
probe =
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SeX © ¥y modiana y altura de un mismo lado,z altura de otro l1t.do.

ConstruccifneLa distancis del punto X al lado AC es igual & la mitac

de le alture BB’,es dacir que el lado
AC a5 tangente al circulo de centro M
y de difmetro igual a BB’,

Luogo una veg construido ¢l triéingulo

y recténgulo AHAsbasta trazar por A una
e i tangente a ese circulo.Fl punto en que
/: ,i’:_}u—- 4’ 1la tengente occrta a la recta MA’es Co
3‘-’/—’-’:'— ‘:;"—-—&';L"c Tomando MB }C queda detorminado B,

Condlciones que dedben cumplirses

>y (1)
x

rS

pln ¥

(2) 8§ bien 0<3x+y-1

Fasando al sistema XY estas condicione:
toman las formmas sigulentes:
X> Y

avs V3
—;_-x+~,—; Y-42 o0

ya _ 13

probe -_-_—E._——’_‘l——-— " —

3 3
3
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Tex ¢ y alturas, g2 raedio del,circulo inscripto.

Recordemos que daedas tres sltures las condiciones de construccidn

aons
—i—ﬁ—‘;—-ﬁ--ih— (1)
; c 2+ 4= (2)
;e — + == (@)
¥ que z=:';+§.+%.

Hellando el valor:de h en funcibén de
X,¥,2 las condiciones que deben cum =

plirse soni

2 L 4 (1°)
b J - Z

= (2)
A4 2 o 2

x - b4 g (3'0)

Reemplazando a z por su valor en tunc16n de X ¢ y y resando al sls:
tema XY las condiciones (1°),(2°),(3°),ee expresan asis
0<3(2x+2/3Y-4 (1°°)
0«2 VIix+3/3Y- 4 (2°°)
0>15 XY+6 ¥+6X— ¢ /3 X-4 /3% (3°°)

2v3
zuﬁ_,csxi\’n X243 X+ ql'_uTﬁ'_z_/_S)dx

medida de casos favornblesalg
2 A2 a5

°

probe = 0,056
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8eX 6 y lados,z redio del circulo circunscripto.

ConstruccidnsE traza la circunferen ©

cla de redio g y desde un punto cual:
quiers se trazan las cuerdas X o ye
Las condiciones que deben cumplirse
sont

X% 2% (1)

y<Z2z (2)
Reempluzendo g por su valor 1 -x-y,
y pesendo al sistecma AY las condicio

es que deben cumplirse song

a3 X+2V3Y-4 % o0 (1°)

avay+2y3X-4% o0 (2*)

Se demuestra facilmente que EE.:4§E&

y por tantoi

érea BiC :-é- T (T = 4&rea del trifngulo tote:
Ademé s
drea BB'C=-'§- 7
DE aquis
EB’C=t T_ L p_2
dree EB 0_3 T— = T-’s_ T

ror tentos

frea AR°EC’ (favorable)=2 T-2 72 7
> 15 15

g
prOb‘ = -‘-g



sk

Oex 1ledo, 2 racdio dol ecirenlsn insericvto,v redio decl) circulo circuns

ceripto.

Construccibn, Se conatruye el circulo de redio y,despus el Ge lad

x,que permite conocer el fngulo A,y el runto medlo del srco BC,don:
de 1a bisectriz IM corte el olrculo

circunscripto.Todo se reduce a constm
ir ess bisectriz,donde se encuentra e.

centro I del e¢irculo inscriptos

Conocienco su distenclia 2 a EC,y sien.

do el &ngulo BIC =60°%« .:_

el punto I so determinard trazendo un
semmento cepez y la parslela e BC que
diste de ella g.

Condlciones que deben cumplirse:s

X £ 2y

z< 1t

Siendo tg(45°—f-:\— )=§-¢i,yse'nA=2£ »01 valor e £ en funcibn de x y de
&

y est

f= g(h-’-fy —A - _y4.._

Fasando al sisteme XY y recordando que £ -1- x- y,las condiciones

que deben cumplirse soni

oz 2Y-X (1)

zV‘
—X’-Y(l/4+;-+|}4__._ ‘b’A——— (2)

L4
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Dividicndo por Y los dos misembros ds (Z) resultas

-9;!_;_ . < X j x* X
v XYy e
y tomando como perémetro t las coordenasdas X @ ¥ que cumplen

1a oondlecidn (2) song

2vV3t

X = —
32t Vit Vit = VAt

2.v3
3(2t +ya st A V4—t*—Va-t

Y=

medida de cesos favorabless

273
N:.@_mcq{, (mn/oy)-’,-—;- TX K

2

»

probe ¢ =NV3
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1, R4 lados,z altura correspondients al lado no dados

Ya hemos visto cue en este caso la probebilidad de construir trifingu=

1o es .
AN ////i Rl trifngulo es recténgulo cuando se ve-
" | a2
x=2 | ‘g\ /:7/ i; rifica elguna de estas condicioness
X-z (1)
=3
/ AN y=s (2)
x zl \_.a

PO \B Vs v - \/x o ],[y*. x* (3)

Zlevando dos vecee al ouadrado y reemplazando z por su velor en fun =

cibn de x y de y,le condicibn () puede exrresarse asii

x* yzz (xﬁ.yz)(x*+ yl- 2x - 2y + 2xy + 1)

Haclendo * .t resultat

3 a4 i 3
x._t'f't +t +1 - ¢ t+1l.¢ _t+t+t+l—tyt2+1
4 3 2 " T4 3 2
t +t2t+t+2¢ + 1 t+2t+¢t +2¢t + 1
Ot <& oo

51 convenimos en adoptar como solucién el trifngulo que tiene altura

contenida en el mismo,el trifingulo es acutfingulo,cuando

( \/x‘-z‘+\(y‘. gl ) « xt4y?

t.fectusndo opereaciones resultesx’ y‘z (314 yl )zL

Los puntos que cumplen esta condicidn son los de la regidn limitada
por los segmentos AC,Cb y el adco de curve AB (fige II ).



S1 consideramos eomo solucidn el trifdngulo que tiene ecome altura ex-=
terior al mismo,la probabilidad de construir trifngulo acuténgulo

@8 nula,

Estendo la altura contenida en el trifngulo tenemos como medida de,

trifngulos obtusénguloss

I uvy 4‘t’+‘tz+i +A-"3V§+—-4 d (t Pttt ﬁ:—:{)
2 the2td a2l 44 TP s at 4

3

Luego,la probabilidad de construir trifngulo obtuséngulo dando x e y

lados, 2 alturgs contenida en 61,correspondiente al lado no dado ess

= 4-4 "Pattdig-t JE:" d Ptrat 4q-1 VE: }
P-d- o 3 T qd 3 )
) A+t at 4y 144217 42t 44

Y en el mismo caso la probabilided de construir trifngulo acuténgulo

4 T
2 Lt t pa L Vg Votryt +4-1 Vs
2w 4+ 4 . d -L
£=-3 [ Pyalrat 44 ( a2t a2t +4 )

R > P



5%

X 0 y ledos,2 eltura correspondionte al lado no dgdoe

Considerando altura exterior al triér7ulo

probe de construir trifinge acuténgulo -0
" " " w obtuséngulo = "S

considerando altura inderior el tridngulo

probs de eonstrulr tridngulo obtuséngulo

P.-.A-HJ4 Pat’stoq -t P54 4 ({ AT I PR X2 LW
! Peatdeatea ‘t“-‘-lt‘-"lt +4

. probe de eonstruir trifingulo scuténgulos

4
Bb=35 - F



X 6 y lados, 2z altura correspondiente & Xe

En este ca30 la probablilidad de construir trifingulo es °

El trifngulo es recténgulo cuendo se verifica alguna de estas con =

diciones:
‘\\
S y=-¢2 (1)
(4)
3’1 \\“ 4 o 3 3 2 2
. ™l Y+ x+28 y-2x - 2yx+x =0 (2)
- x
2x'+ 2 X y-2 X-2 y+ 1=0 (3)
8 (3)
AR
S (2) Haclendo = = ¢ los valores do X e y
Sn 3 E -
A S '&"”’"‘L‘c que satisfecen a (2) sons
. -
.~ x = t -a-ft— Vt‘;-g
; ~ ., a.+2
. . .
zi J\ (3) t pera t=1l..x2g
foe ,x,...m.._._.\.?. ) 12+ -I’t‘—q

3_2 1 (—‘;T,_-v-'l:"...zt)
Frocediendo analogemente obtenemos en funcién del perfmetro t los
valores de x @ Yy que cumplen la condicidn (3)e
S
e taa- Va-t 1

a2t 2t
rera 1> ¢
£ aa VAt luego X<y
g > 212 +at

$1 convenimos en adoptar ecomo solucidn el trifngulo que tiene la
alturas contenida en el mismo veremos cusa =

les son las condiciones rera que el tri =

~ dngulo sea scuténgulo
?6\2\\ Como el &ngulo 3 es slempre egudo; sl
z;
/ ; p)\ . x< /31-2‘ el triéngulo AEC serfa ob
e - Ve g
= = -] 2

tuso,luego es necesario quet x’,\g’-_z

8 bilen x* 5" < x“-&-g"- 2 xyfy22* ()



Como el &ngulo J es complementario del /7 ,el éngulo ~ debe sor
rore@rnoy
que el éngulo /B8 ,8 sea que:
o —’J"‘—Z" =
<
< /;‘?.2‘

(a) Siendo x‘7‘< x‘y"-dx'y‘-Z‘ resulta 1

[

8 bien: /‘—acz < x’-.;y‘_z;c,é/z_‘zi

/"4-::"*—2.:-:’ —23:"-2::? +4 > o0

£l luger de los puntos que cumrlen esta condicién son los de »»»
(o) S1endo /‘—-r‘<x‘+ -2 5:7'7-:':‘ resultat

2x"7"-+ 2::/ ~2x -2y 44 so
£l lugar de los puntss que cumrlen esta condieiédn son los de .

medida del conjunto de runtos que determinan trifngulos obtusén =

guloss
b 23, 255 'f#-i/-f’ BRI t"i/z.“-/-i—_@ o L2t -vZEs
N AR 22822 Lfeteat) | Lowttead
Frobes de obtener trifingulo obtuséngulos
L%
B' 7+2M
irobe de obtener triéngulo scuténgulos

_— -.4._._-



X 0y lados,2 alturs correspondiente & Xe

3 Considerando alture exterlor al tri _
- ‘\‘ \. fngulos
AQCQ§\‘\;\ Frobe de construir tri&ng.obtua&ng.=7§
\\\
. W\
// \\ \‘ " " " " acuténge = 0
/ AN

Considerando altura interlor al tri-

&nEIOo

Irobe de construir trifingeobtuséngulo

¥
A D=t 24
AR ¢
//i Frob, de construir trilng, acuténgulo
/ B=-Z-27
slendos

/+/—N- Z(J-/-// Zz 2p z’l,«.g‘_/é ./ L’ E_VETT
/7 T 2% 28 / zéj L gty 22
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