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En la moderna organización axiomática de la Matemática,se

prepende a sistematizar todas las teorias existentes denhs'

tro del cuadro de los espacios abstractosona Matemática

aparece asi comouna serie de cuerpos deducidos de_diver=

sos grupos de postulados y se comprende la importancia que

tiene dar a cada propiedad su máximoalcance.

Solamente las demostraciones basadas en el grupo minimo de

axiomasnecesarios tienen carácter definitivo.

Multitud de propiedades dadas por Fréchet y otros autores

con postulados superabundantes pueden ser deducidas de pos:

tulados menos exigentes,y este es el objeto que nos propo =

nemosen este trabajo.

En el primer capitulo después de recordar el concepto de es:

pacio abstracto y algunos postulados que luego utilizaremos,

hemosdemostrado ciertas propiedades de conjuntos perteneci:
entes a:

loEspacios abstractos que satisfacen al postulado R4 e

2. " " " " a los postulados R4 y R¿ e

3. n n n n n n R4'RUK.

También generalizamos en él algunas prepiedades de los espa =

cios accesibles dadas por Frechet.

En el segundo tratamos el producto cartesiano de esppcios

topológicos generales.Para introducir una topología en el es:
pacio producto cartesiano,se tomandos definiciones de entor:
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no,una de ellas da origen a la tcpologia estricta y la otra

a 1a topología amplia.

Considerados amboscasos separadamente se estudia la natura:

leza del espacio producto cartesiano de:

leESPGCiOS (V)

2. " " que cumplen el postulado R ¿

5. " " " " los postulados R ¿ y I
4. " accesibles.

En el tercero damospropiedades de espacios intermedios en =

tre los espacios (V) y los métricos.Ta1es comola semiregu:

laridad de los espacios D.,1a prolongación de las funciones

semicontinuas en los espacios Do ,1a generalización del cri:
terio de convergencia de Cauchy en los grupos topológicos

y propiedades de entornos completos y abiertos en los gru :

pos tOpológicos.

En el último capitulo que trata de la medida del espacio abs:

tracto de los triángulos,representando éste espacio sobre el

plano euclideano,resolvemos ciertas problemas de probabili =

dad referentes a la construcción de triángulos;

Agradecemossinceramente al Doctor Julio Rey Pastor,Director

del Seminario de Matemáticas de la Facultad de Ciencias Exac:

tas Fisicas y Naturales,1a valiosa dirección y ayuda en la

realización de este trabajo.



Capitulo I

1 Eegacios topológicos generales.

,Noepreponemos en este capitulo demostrar algunas propiedades
sencillas utiles para lo qua sigue y que no se encuentran en

las obras de Fróchet,Appert,ni en las memorias que hemos con:
sultedo.

Asimismoveremos que postulados minimos se necesitan para de:

mostrar algunas prepiedades que Fráchot probó para los espaci;

os acceeiblee,viendo que no son necesarios todos loa postula =

dos R1 ,R¿ ,R3 .5° que caracterizan tales espacios.
Recordemosque espacio abstracto es un conjunto E de entee ara

bitrarios que satisfacen a los siguientes postuladosi

F40 Cada conjunto x formado por elementos (puntos) del .Bp845

cio E determina otro Conjunto X'llamado derivado de xsyusi x'

no es vacio.sus puntos,pertenezcan o no a x,se llaman de acu s

mulación de Xe l

El e En conjunto vacio tiene derivado ficcio.
F e Si el punto a de acumulación de X pertenece a 63te,tmm=_

3

bién es de acumulación del conjunto X-a3y reciprocamente.

Recordemostambién simbolicamente el significado de los pos =

tulados R4 ,R¿ ,R3 y 5°.

Post. R4 .saauy ee x’sy’ 6 (x + Y);X'+ Y'
(My); x’n'

Post. R¿ . (x + 10211; Y'_



Feet. RBe Un conjunto de un solo punto carece de punto de con =
mnlación. i

post. 5° . x”< z’

A1postulado 5°ápport lo designa "condición ¿i " y a1 postulado

que dicesï‘odo conjunto complaimiboa completo.lo designs "con :

diciónjs ".Eete es el postulsdo de Kuretowski que deeigneremoe:
Post. K o

2 .Eepacioe gV)

E1 nombre de espacios (V) dedo por Frechet e los espacios abatrncs

tos que satisfacen al postulado R 4 queda Juetificedo al probar

1a existencia de entornos (voisineges) concordantes con le ecumu:

lación que defino teles espacios.
292,_1_,Entorno de un punto p en un espacio (V) es todo oonjuáte

del cual p ee interiorges decirtU oe un entorno de p,si p pertene:

ce e 61 y no es de ec. U o

Por tonto:

La condición necesaria y suficiente para que nn punto een de een:
nnleción de un conjunto x es que todo entorno suyo contenga algún

punto de x.dietinto de p.(suponemos que p pertenece a x)

En efecto,si p no. x todo entorno debe contener algún punto de x

distinto de p.puee ei hubiere un U que no cumple tal condición
P



quedaria x-p (U y comopor Def.1 p no ee ¡no Ü. .tampoco lo

seria de X-—ppo: post. R1y por la condición F:5{empece lo ee
rie de X.

Reciprocamente,si todo entorno de p contiene algún x:#p oebe
ser p no. X pues no serlo equivale por Der. 1 á que Í eee enter:

no de p y por tanto este entorno no contiene ningún x.

Consideremos ahora que p no pertenezca e x.

La condición necesaria y suficiente para que p eee ac. X es que

todo entorno suyo contenga algún punto de x.

En etecto,ei p ec. x,todo entorno suyo debe contener algún pun:

to de x,puee ei hubiera un U que no cumpla tel condición,quede

ria X <iñ y comopor Def. lpp no es dc. 5- ,tampoco lo serie

de x por EOBte R4 e p

Reciprocamente,ei todo entorno de p contiene algún x debe ser

p ec. X pues no serlo equiVele por Def. 1 e que Í sea entorno

de p y por tanto este entorno no contiene ningún Xed

Cuando ee adepte comoHauedorff el entorno como idee primiti

Ve pere definir 1a acumulación resulte inmediatementeáquel

E1 conjunto Vacio tiene derivado vacio (Ft )

Si es p ec. x y pertenece e 61,tamb1én es p ec. (x..e) [Fa]

Que toda acumulación definida por entornos satisface el post.

R 4 .puee ei todo entorno contiene puntos de x,tembién con

tiene puntos de Y X.
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Recordamosque espacios (V) son loe espacios abstractos que

satisfacen al postulado R4 e
o .

Critegig_gg ¿ggggnuidad cuandoig o un con unto comgacto 29

¿1.

condicion necesariailá g gg conjunto comento ¿g ei,1_e_

suficiente gara gue fgx) een continua augerirmengg1gn5_gg

gue¿l conjunto91 loe Valoresgg 1 guem lg gondicióna
r x Z'e een completo ¿2.5 gara todo número¿o

Directo.Si x14 ou el conjunto de los valores de x que cum=

plen la condición f(x)‘7 e y a M_unasucesión infinita de pun:

ios de X con el punto de acumulación 1°,por el postulado R4

y por ser X compacto en ei,ee ¡apunto de acumulación de X y

pertenece e ¿1.El punto 1.,debe pertenecer e X4 .eu decir

f(xu):;a.puee si fuese t(x¿ ¿ e,por 1a continuidad superior

on ¡“serlo enkun entorno f(x) ¿ e.ooae impoaible por haber
en 61 puntos fi; wen los cuales f(xfiv ) a e e

ggggzggggodi Íáx) no ee continua auporiormente en 1°.hny un

H 7 fix“) tal fine en onde entorno de ¡ohay algún punto en

al cual r(x ¿jÜ a k,1uego x.no pertenece el conjunto x 4 .
definido porlhe condición f(¡J 7 k,mientrce que los xa” si,

y no pertenece e,I’ i ' .

ea decir ¡ocn punto de acumulación de x 4
61.

De manera análoga se demuestra que:



II. Si ¿g_e_a_un conjunto compacto 2 ¿3_i_,1_acondición necesaria

1 suficiente Earn gue fix) sen con“!!! interiormente 2 gg2

gue _e_1_conjunto .d_e_los valores .d_el gue CEP-lan 1_a condición

1’53}é b,aea coggleto ¿n 5 mara todo número Bo

13%I y II resultas
Condiciónnecesaria l suficiente Egg ¿a continuidad2 m ¿g
¿,aiendo gggg conjunto comaoto a _s_i_,2_s_¿ui ¿Lan comE-letoa lo_a_

conjuntos gg ¿(a valores .d_e:'g933 emlen 1.33 condiciones:

tu}? n y fix) é: b para todo a y todo b.



Genorslizsción gg algggsn graniededss gg los esgscios socosi

plan dadas gor Fréchst.

I e gl_m1n1moconjunto comglsto 323 contiene ¿_gg confianto

5 2 g; completadogg ¿o
Los postulados necesarios para demostrar este prOpiedsd son

01 R A y sl K e

Todo conjunto completo F que contiene e x contiene tembián s

x' (Post. R4 )

Comopor s1 poste K t [E]:E-+E’ es completo,rssu1ts quel

[EJss el menor ds los conjuntos completos que contiene s Ea

II o _E¿complicadagg g conjunto denso 2 ¿í 2 pg coniunto
Berrscto.

Veamosque son suficientes los postulados a4 .R ¿ y E o
Por ser x denso en slsx + x2 x'

Por s1 postulado K los puntos ds x"psrtsnecsn s X 6 s X'.pe:

ro por ser X dsnso en s1 los puntos ds X'Ï pertenecen o x'e

Lusgo¡

(¡+X’) : gif-X’í; X.

III e Lg frontera gg_gg con unto gg_gg conjunto comlata.

Pere 1a demostración son suficientes los postulados R4 .R¿

35°



si í'ee el conjunto complementariode x,por definición

F (frontera de x): i e X'+ Ï' e X

Por verificarse los postulados R4 y R¿ le derivación ee die =
tributiva,1uegot - l

FÉ:Ï e I"4-Í"o X'4-Í'o X'
siendo por 1a condición 6 post. 5°comp1eto todo conjunto de =
rivado reeultel

¡"4 í . x'+ i’. x=r

IV e Todo conjunto sonarablo‘g Eertenece ¿.35 conjunto cgggle ;

¿g se.aruble.gor e]. g; cggpletado33.5.

Los postulados noceeerioe para 1a demostración eon el HHy 01
K

Por hipóteeie,exiete un conjunto numereble N tal que!

n42: ¿8+N' (1)
Por el postulado R4 l

n’¿x’¿n'+u"
Por el post. X:

11'41? N'+N’2 N'+n” (2)

x pertenece el conjunto complet X1-x',venmoa el Seto ee separe:
ble.
De (1) y (2).

3+ N'z! +x’¿n+ x’
x + x2}: + n'

Luego:

u .4 x + x’z ¡I + n’
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Es dscir quo x +-X' os tanbiin sspsrsble.

V o Todo conjunto sogarsble denso 32_g¿_gertonsco ¿l derivado

gg uno gg sus conjuntos gsrciales numerablss . '
Por sor x dsnso sn si a X4 x’

Por sor sopsrsblsl N4 X¿ll-+3?

Son suficisntss los postulados R4y 8'

Por variriosrss sl postulsdo R4 l
N21" “¿Hr

Por verificarse sl postulado 5°:
n’4 x24 N'-+ 14"4 N'

Lusgos

VI o Todo conjunto segun-ableperfecto ¿:2 L derivado gg uno

gg sus conjuntos parciales numorsbloso

Los postulados necesarios son sl R4 y sl 6'
Comotodo conjunto perfecto ss donso.ys hemos visto on (IV)

que l

x’-N'
Adonis por sor x perfecto es: x = X’

Luego: in.
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VII e Todo conjunto L perfectamente eepereble 1_22 diluido con :

tiene gg conjunto numereble denso 25.2; e

Para 1a demostracián son necesariol los postulados R4‘y el 5°
Siendo x no diluido,exiete un conjunto D denso en si perteneci:
ente e 81.

Siendo X perfectamente eepereble,también es D perfectamente ee =

pereble y por consiguiente eepereble.

Por lo tanto,eiendo D eepereble y denso en ei pertenece el deri:

Vido de uno de sus conjuntos parciales numernblee N (propiedad

v1).

Siendo R 4 D 4 N’ ee N dance en ei e

VIII e El nggigg'gg_gg conjunto x gg‘gl máximo(si existe) gg

¿25 conjuntos densos gg ¿i contenidos 22,5

Para 1a demostración beete con el postulado R 4 e

Recordemos que I

Nucleo de x : x y x': H

H ee pues un conjunto derivado contenido en X.Luego H ea denso

en si.
Si existe otro K,eiendo K denso en ei pertenecerfi e K'y por el

post. R 4 está contenido en x'oLuege K estando contenido en X t

en x'es parte de H 6 coincide con 61o

H es el conjunto máximodenso en e! contenido en x.
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asgscios (Y) gue satisfacen ¿l postulado g¿

Anillos gg Hsusdorff formadospor conjuntos abiertos l cogplstos

Recordemosque una familia de conjuntos os un anillo en el son:

tido de Hsusdorff cuando ls suma y producto de dos conjuntos

cualesquiera do la familia es siempre posible y pertenece s 1o
familia.

En los ospscios (V) no todo familia do conjuntos abiertos (son

finita 6 no) os un anillo do Hsusdorff,pucs aunque la zumodo

.dos conjuntos ss un conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

el producto de dos conjuntos sbiertos,puede no sor abierto.
En los espacios (V) tampoco forman anillo todos las familias

do conjuntos complotos,puos aunque su este caso el producto do

conjuntos completos es oomploto,1s suma de dos conjuntos cms:

platos.no os en general conjunto completo.

En cambio,on los espacios (V) que satisfacen s1 postulado R¿
so verifica:

a) Toda familia de conjuntos abiertos forma anillo do Hsusdorffo

b) ' " " " completos " " “ "

Demostraciónfán todo espacio (V) ls sumado conjuntos abiertos

os uu conjunto abierto;y por verificarse ol Post. R¿ 01 produc:
to de unnfiüfios3131nitode conjuntos abiertos os abierto. (1)

b)ror ser un espacio (Vï,ol producto de conjuntos completos os
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completozy por ol postulado R¿ .la suma de un número finito do
conjuntos completos es un conjunto completo. (1)

Coníuntoa perfectos.
. Consideremosuna familia de conjuntos perfoctosaB.F.oo...,u

¡or ser perfectos: E :E: F :F', oo... H=m'

si ao cumplen los postulados R 4 y R¿

L+P = E'+F'_—(E+F)'

Siendo los conjuntos perfectos son comfiletoa,1uego por lo via :
to: EoF: E'o F'z (E o F): Sin embargo no puede concuirae 1a

relación inVeraa.puea cabo que ol producto do dos conjuntos

A ' sin puntos aislados tengan puntos
m aislados. l

conjunto ¿oConJunto B.t10ne el pun:
to ¡islado N

Luego: "En todo espacio (V) que satisface ¡1 postulado R¿ cual :
Aguiar familia de conjuntos perfectos de ente espacio no forman

un anillo de Hausdorff“ o

(1) J. Rey Pastor o Teoria de los espacios topológicoo (1985).

p‘go 543550



Proniedades gg oagacíoa gvz gue satisfacen 3 los gostuladoaLu
Ya hemos enunciado ol postulado K y es facil ver que es menos

exigente que el 5°do Fróchet,ol cual no figura en ¡1 cuadro de

loa postulados de Rieazo

I o 2222 congunto z sonarablo ggggg'gg'gi.hertenece 2¿ comgle

¿292 gg Egg gg ¿gg gggjuntos parciales numerabloa.
?or ser.x denso en 31,001 X4 x’

Por ser aeparuble existo un conjunto numerable H tal que:

N 4 x 4 N 1-N' (1)

Por el post. R4 t
¡1'4 xv. N'-+wz un!" (2)

Da‘ll) y (2):

N + wz. x + x2 N"+ n’

Luego:

x + x'= R + ú'

x'4x‘=n Jr N'

II o Todo conjunto Á aanareblo perfecto g¿__liggmpletado qa uno

_gg sus conjuntos garclales numerableao
[Comox es perfecto oo x::x’ (11

Por 1a propiedad anterior ora X': N.+ N' (2)

De (1) y (2) resulta! x : B-+ N'
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111 ._p¡g9 gg númerofinito gg coniuntos,lg sumal ¿l producto

gg laa fronteras gg estos conjuntos forman un conjunto cggpleto

Sabemosque 1a frontera de un oóngunto x puede expresarse del

siguiente modos ¿

frontera de x : [XLILÍ J

Comopor K , [x] y [Í ] son oompletoe,eu producto ea completo.
Luegopor verificarse K 1a frontera de todo conjunto ea un con;

Junto completo.

Puede decirse tambien queiLa suma (producto) de laa fronteras de

un número finito de conjuntos ee un conjunto completo en los ee=

paoioo (V) que satisfacen a1 post. R¿¿ y a1 post. K
¡.
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Anillos con sumaldiferencia z_groducto

gg¿¿;_ Se llama anillo a un conjunto de entes cuando la sume.dife:

rencia y producto de dos cualesquiera del sistema es siempre posi:

ble y el resultado pertenece también a 31o

ggg¿g Un anillo donde cada elemento A ee idempotente,es decir

AL: A.sellama anillo de Boole.

Producto de dos conjuntos x,Y-es el conjunto formado por los ele =

mentoewponnnes e loa dos.

ggg¿g gggg (S)(eegün Stone) de dos conjuntos X.Y ee el conjunto
formado por los elementos de x y los de Y.excepto los elementos

comunes a ambos.

Designando por Z la suma ordinaria 6 ggiég de dos conjuntos X.Y

el formado por los elementos de x y de Y .resulte:

(S) A+A=0

( Zï ) A td==A

Def. 4 Diferencia entre dos conjuntos x e Y es un conjunto z,ta1

que Y-rZ :X e

81 consideramos la definición de suma (S),la diferencia siempre es

posible.
Adonis resulta: X-Y = Y - X : x + Y

Si consideramos la def. de suma (Z’).la diferencia sólo es posible

cuando x3? Y e

Por consiguiente tomando la def. de sume (Z ),como la diferencia en =
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tre dos conjuntos cualesquiera no es siempre posible pedemoe

decir queslos conjuntos de un espacio E no formen enillo,res :

pecto de la operación Z. ,pero forman anillo de Stone.

Mientras la definición de suma (s) simplifica comohemosvis:

to algunas releeiones.eucsde lo contrario el considerar teni-r

lies de conjuntos abiertos y comrletoe.eün en el mismoespacio

5-,W oBasta fijarse en los siguientes ejemplos:

Ao Consideremos el espacio formado por los puntos del eegmen

to ¿B y por los puntos del segmento 55 e

c F5 DA
\ . l¡7 I l

KE ee un conjunto completo.

C‘D n u e n

¿5:11.69 " v" w n

En cambio el conjunto suma (8): Kb + 55.no es completo,pues

'C y B son puntos de acumulación de s1 y no le pertenecen.

Podemos decir que:

EE general loa conjuntos completos gg forman anillo gg Stone,

mientras cue forman anillo gg Heuedorft como¡g hemosvisto.

B)Conaideremoe el espacio formado por los puntos de ¿ABI y

por los de |CD7 eM
(l) En les espacios que satisfacen a los postulados F‘ .F¿ ,

H RF¿047¿°
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Capítulo II

Froducto cnrteaiano gg canacioe toyólógicos generales

Tgpolonia estricta. Si E = H x ee un producto carteeieno de

espacios tcpológicos,cade punto ¿_est6 determinado comopro-s
ducto de sendos puntos a llamados eue proyecciones sobre

los respectivos eepacioebfactoree x _.
Para introducir una topología en el espacio E producto cartez

eiano de espacios (V) tomaremos comodefinición de entorno le

siguiente:

Def. innatorno‘del punto x-=(x ) de E = H'xb son los product

tos de entornoscuelcequiera de sue proyecciones ¡b q

I e Los espacios factores son espacios 5V)

Cadapunto tiene infinitos entornos que lo contienen y ad0pta:

dos para definir la acumulaciónresulta un espacio (V).

Luego el producto cartesiano de espacios (V) es un espacio (V)

II e Los esnacios factoree son espaciog {V2gue cumElenEl

postulado fi¿ o

E1 postulado R L diceaïodo punto de acumulación de la suma de

dos conjuntos.es de acumulación de alguno de ellosofiete pos:
tulado equiVale a la siguiente propiedad (postulado B de Haus:

dorff)tDados dos entornos de un punto hay un entorno de éste

contenido en ambos.
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Sean U’=_ í (U’) .U". fl (U") dos entornos del punto'g ¡co =

hb en'cadn oaanIO x los entornos U' y U" del punto n tie:

nen un entorno 00m6: U por el poetzlndo R¿=B,y el progucto
TÍ U constituye po: definición un entorno de‘g el cual eee

ti contenido en U'y U".resu1te que tales entornos U cumplen

1a Eondióión B.
Por tsnton

Si los espacios rectores son espacios (V) que satisfacen s1 R¿

el espacio producto es un espacio (V) que cumple el RJ e

III . Los esracios factores son estacios SV)cue cumplen los

postulados g ¿ 1 g e

El espacio E es un espacio (V) que cumple el R¿'oVeamos si se
conserva el postulado Ce

Recordemosel postulado c:

gogt¿‘g .Cndn uno de los puntos de un entorno U de'e tiene un

entorno contenido en U.0 sestLos entornos son abiertos.

Dado e]. entorno U = ¡TU del punto g -.-(É) producto de los en =

tornos Us ,si y ;(yb)e: un punto de U. ses decir ei ceda yb
es punto del correspondiente U .hny un entorno Y de y con=

tenido en U y el producto (Y ) es un entorno del punto y :(y )

contenido e: el U:(U ). b

Luego el espacio F es un espacio (V) que conserva los postuls-=

dos R¿_ y Ce

Analogamentesi en lugar del postulado c se adofta e1.menos res:
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triotivo K (condición d do Apport) resulta que el espacio E
satisface n esta minimacondición.

Basta en erecto.aust1tu1r esta por ol postulado tapológico een
equivalente!

En cada entorno U do cada punto p.hny otro entorno do p tel

quo cada uno de sus puntos tiene un entorno contenido en U.

V o Los anaclos {actores son osnacios accesibles.

Se ha visto (l) quo el espacio E producto oarteslnno de espa:
cios tcpológicos de Hauadorff es tambián un espacio topológl =

co de Hausdorrf.

Recordemosque espacios topológicoa H (2) son los que autista:

cen a los postulados A.B,C.D de Hauedorff.

Ya hemos demostrado 1a conservación de cada postulado A.B,C ln:

dopondientomento de los domáao

Los oepncloa occeaiblon de Fróchet y los topológicoe de Haus-=

dorfr difieren en un solo postulado,puea en loa accesibles so

cumple además de los A.B,C el siguiente:

(1)J.Rey Pastor .Eapncioa y grUpos topológlcoeoCurao 6011939

y 1943

(2)No confundir con loa quo Fréchet llama accesibles y quo

designa por ( ?€).
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Togologia amglia

En vez de tomar entornos en todos los espacios factores se to =

nan solamente en un númerofinito de ellos .dejando libres las

restantes coordenadasoEs decir v=;nu donde casi todos los U
b b

son los respectivos espacios X e
b

I e Los osnncios factores son espacios 5V )

Cada punto (x ) de E tiene un entorno (U )producto oarteeieno de

un númerofinito de entornos U por los restantes espacios x e

Por el mismorazonamiento hecho para le tppologis estricta resul:

ta que:

El producto cartesiano de espacios (V) es un_espacio (V) en 1a

topología amplia.

Veamossi subsisten los restantes postulados.

Dedos dos entornos U=n(U ) .V= fl 1V ) del punto‘g en cede espa:

oioux existe un entorno wL VÏ“ÍÏi cual es de 1a naturaleza si=

guienteaSi ambosson entorzos gualeequiera de x hay por el pos:

tulado B unvw contenido en embosgsi uno U es Entorno cualquie:

ra y el otro es el espacio x .es claro que U <.X ¡finalmente

salvo un número finito (que a lo mas es 1a suma de los números

finitos de componentes de U y V)los dos entornos U y V ooinoi:

den con x ¡luego resulta un entorno dehlos adothEOI e: 1a tepo:

gin amplia.Quede asi demostrada le conservación del postulado Bm
Evidentemente se conservan también el c y el D.



Capitulo III

Eagacioa intermedios entre los {V}z los métricas

Dados dos conjuntos completo- cualeaquira on un espacio D.(1)

¿ existo una función continua r(x) ,tal que f(A)=tf(B)1
Alexandrorf llama espacio 92522; (2) a un espacio accesible

que satisface a 1a siguiente condición:

T .Cualoaquiera sean los conjuntos completos c y c .exia8

ten dos conjuntos sin puntos comunasa los cualat c S c
son interiores. l 2

Uryaohn (3) ha dado otra definición da capacio normal aquiva'
lento a la anterior!

¡Para que un espacio_acceaiblo sea normal es necesario y auris
ciente que se pueda definir para todo par A.B de conjuntos

completos sin puntos comunea,una función continua F(x) nula

sobre A,igua1 a 1 sobre B y tal que 0 F(x) 1o
XA

En loa espacios métricas 1a función F(x);- cumplo eng
. 144-13

tas condiciones.

(1).J. Rey Pastor.Eapacioa DooRch de la Universidad naco do
Tucumán.uat.y Fis. taórica.Serio A.Vo1.I;Diciambro 194o

(2) H. Fráchet.Les capaces abatraita,p. 206
(s) P. Urysohnotïeberdie Méchtigkoit der L"; ‘

MOMODOMBÜQAnno, 94 p p.262
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Semireggleridad.gg oo espacios 2'

Consideremos1a función F(x); z‘ en un espacio D;‘(D:)
IA-+ ¡B

En este espacio ¡A ee función cant. cup. (1nr.) de z e

U W I fl B l O

Luego en un espacio D: (DÍ) no podemos decir que 1a función

Plx);___55————een continua superior 6 inferiormente,puee en
¡Afi'IB

amboscaeoe F(x) es igual el producto de una función continua

euperiormente por otra continua interiormente.

En cambio ei B ee reduce a1 punto n y tomemos f(¡:):__’_‘L_
pz-+AP

resultan

Si x 4 A ee r(x) = 0

Si -z #p ee 1110225,“)
AP

y f(x) cociente de función continua euperiormente (inforiormen:

to) por otra continua interiormente (auperiormente) ee contii
nun eupericrmente (interiormente).

El eepccio D: (0:) ee por tanto eemiregglar llenando asi a to:
do espacio en que existe función continua euperiormente (info:

ricrmente) que toma valores distintos en un conjunto completo

y un punto arbitrariamente elegidos.
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Prolongación de lee funcionee eemioontinugg _g los eepecioe‘g.

Dada una función {(1) acotado y continun sobre un conjunto emm:

plato c de un cierto esp-cio ¿es posible former una función

oontinua.y eootedn F(x) en todo el espacio e igual e t(x) sobre

o 9 '

Este problem. fue resuelto por Lebeegue cuando el conjunto 0

pertenece a un espacio euolideano y por Tietze cuando pertenece

e un espacio.(D)o _

Finalmente Uryaohn,no 3610 demostró le existencia de le función

F(x) en los espacios normalee,eino que demostró quesLo condición
necesaria y suficiente para que un espacio eee normal.ea que:

Dada una funciñn acotado y continua r(x) sobre un conjunto oom==

pleto c perteneciente a 81.3o pnede formar une función ncotada
y continue en todo el eepacio e igual e f(x) sobre Co

Quedaasi resuelto quennn todo espacio Donoexiste tal función

P(x),porque los espacios DonoIon en general aoceeibleo.por
consiguiente no son en general normales.

Vemosha demostrar que:

"gi ¿g función ¿Lgifostfi definida ¿a ga conjunto comglotog_g¿

_u_1¿eeoaoio g: (2:11 ¿g continua ¿g Q.gi_e_t_g_-_u_n¿función ¿em-i ;

continua eugeriormente {interiormente)_gig)_gg‘gggg'gl espacio
1.3ue ooin_¿gg 222 f(z) ¿a g."
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FUE) =f(x) l en C

F(x’) :méx. x c¿f(x) en C
X

H rx

CIÓN¡H A

Comoen G es F(z):r(x) es 19(1) continua en C

Veamos fuera de Co

La distancia x'c.” función oomicontinuasuperiormento do z'o

Para codo ¡.111distancia n'oa función aomicontinua inferior =
mente do 1'.

Luego ol cociente ¡,0 (n'ák 0) oo función aomicontinua. su =no
periormente' de x'o

Comopara cada x,f(x) se consevo constante/para cada x al va
0

rior x’, L2 . fix) oe funcion oemicontinun superiormento de
x x’

_z',om‘docir que para un h suficientemente poqueño,ei x'varia
de z'a x’+h,“ verifica:

(¿110. fix) é 11 ug)+ ¿
¡(1'1- h) 1 1'

Considerando o]. valor máximoresultas

F(x'+ h) 5F(x')+ e;

Queda asi domoatrado que Nx) oo función aemioontinua superior =



monto tuora do c.

Falta demostrar ahora que.tómando:‘Mioiontmnto próximoa

x (1°: punto frontera do c)... verificar! I0

Hx‘) ¿Fr-t.) +¿

Por partonooor 3.o un "paolo D: y ser ¿o acumulación de c 0x1:

tán pu’ntoaz’de c tu“ quó z’xoce; .Luogo como_: z: a z’u’z.

oa a x a?! 30- ¿ para z’x. < á

Ademáspor sor ¡3.4 ¿ ut .

¡ic < ¡.0 "+-g

¡oC - ¡o Cm): una - +_¿;)r(z)
,¿gilx°*¿ 3 x a x ¡.1

1106301341.)4 muy
8

A1tonéor á a coro result“

Nz') < F18.)

Queda n31 donostrado 'que:

'51 la función flat) 7 0_anti dófinidn on un conjunto oanploto

c dd un espacio D: 'y ¡teorth en 61 existo una.función Hz)
aomieontinin angel-inner“ 'gn todo el espacio y quo coincide
con t(x) en C".

Analogmonte 'IO demontrnr‘s
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"Si 1a función fix) z 0 esti definida en un conjunto emple =

to c de un espacio DÏy ee 'oontinue en 61 ,exiete una función
Hz) semicontinua interiormente entodo e]. espacio y que ooiní

oido con fix) en C".

¡"(3) E fix) en c _
P(x')'=mix. {(1) en 5

a z’

¡le
¡'¿E

Comoen c es FUI) ¿f(x) es Nx) continua en c.

Veamosfuera de c.

Para cada x a1 variar 1:: z°es función eemicontinua anterior.
mente de x'o

x’c ea’ función eemicontinua interiormente de x'e

Luego:

PUR): mix. 75° flx) (31'; 0) ee función eenicontinua

interiormente fuera de Ce

Falta demostrar ahora que tomandoz eurioientemente próximo

a ¡.(x.= punto frontera de co ee verificará:
mi» F(;°);¿

Por pertenecer x a un espacio D" y ser de acumulación de 5
O 0

existen puntos x’de C tales que x z" ¿ e
Ó
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Luogocomo¡'35 z a; ¡.3’ un: 3’43 30+ i.

Adonispara 1.12608: 8.0!. 8'0 + á

' 9 é8 C) ¡oc

me), maja}. {(2)-.LÉL’Q)
¡arg 1831

A1 tender a coro el número 5 resulta a

F(z’) 7 Fu. 1

MoFacumonto se vo que!

"Si 1. función rtx) , o esta definida on un conjunto compis;

to c de un espacio domf) 'y ob semiconth superior-mento
(interiormente) on 61 existe una hmciónsomicontinun oupori ‘

«¡x-monto(interiormente) Hz) on todo el espacio y quo coinoiz
do con :(x) on o."
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Generalizaoión del criterio 93 convergencia gg Caucy
i

1o Demostración del criterio gg conver encia e; Cauchl e 1 ¡31a:

¿a utilizando e_1teorema gg Rieaz (1)

Criterio gg ¿JM-La condiciónnecesaria y suficiente para que

una sucesión de puntos en aea convergente ee queidadc un ¿> 0

arbitrario,1a diferencia I mi“:—2;}. Igea menor que ¿ ¡para to
do par de indices superiores a un valor l¡de ne

Demostraciónobnameremoac u”) a 1a circunferencia de centro ¡9M
y radio-J"- (n :1,2,3.....)

m

Si damosa ¿ el velar 1.103 puntos posteriores a un cierto

Valor de z que decignaremoc s v. que :

dan dentro del circulo O h J e

8a e=i.decde ‘7¿>91 .loe puntos poste =
rioree. a un cierto Valor z que designa:

remos z ¡Lquedan In 1a interferencia de

cu) y c (¿j

(1)Te0rema de Rieezonada una familia de conjuntos completos xt

ei cualquier nfnnerofinito de elloe tiene algún punto comúnei

tuado en el conjunto perfectamente compacto en si Zpexiete a1

gún punto comúna todoo lee conjuntos de 1a familia.

W
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Sitïá,desde95>¿,,loe puntos posteriores a zvó están en la inteÉ
ferencia de C u, ,C(¿¡ ,y Gta) o

Siendo el conjunto de los circulos C un) perfectamente compacto

en ei y los C‘KJ conjuntos completos tales que cualquier nú =

mero finito tiene un punto común,por el teorema de Riesz exis:

te un punto de z común a todos los C “w¡o

Este punto z es el limite de la sucesión z.K ,puesto que dado

un. ¿> O arbitrario,existe un valor n :J‘tal que para zvk, y

todos los términos eiguientes,1n diferencia zofi_—z es en Va;
lor absoluto menor que é e

2 .Demostracién_q2l criterio gg convergencia gg CauchIgg el.

plang utilizando el teorema gg Cantor (2)

El conjunto de los circulos CHPG“, ,CU) ,o... antes defini=
dos es compacto en si.

Si llamamos X4 a (2‘U

X1 al ü EC“) . CUJI

X5 al fiLCh, , c (4.,. CuHJ

(2)Teor. de CantoroToda sucesión monótone numereble de conjun s

toe parciales completos no vacios de un conjunto compacto tie;

ne al menos un punto comúne todos.Si el conjunto es compacto

en si,el punto comúna todos pertenece a 61.
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3.Generalieación
La ventaja de eetee dos demostraciones estriba en eu caracter

topológico que permite generalizar ei teorema de Cancha a ee 

paoioe no metricoeoTal eucede por ej. en los grupos topológi-:

coe en que exiete eumay diferencia de puntos y hay una euoe:

eión de entornos V47‘V¿:vV7 eeeeee del origen que oaracte;

rizan 1a convergencia en eee puntozpor tanto en cualquier es

otro punto,por simple traslación. _
E1 teorema generalizado de Cauchypara tales grupos topológiá

ooe oxnreea,pcr consiguientes

gggggción ggceserie y suficiente pggg_ggg_gggsucesión x;

gg gg Eguno tonológioo ¿gg convergente e¿_92¿_ggg¿,g¿gg ¿g

¿12 g exista M indice g EL];333 podes ¿193puntos ¡MM ,

XM*¿Ieeeeegungg contenidos ¿3.31 entorno zh, Vfi».
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gngpos topológicos

Entornos gg los Euntoa gg_gn grupo togológico

Weil (l) define un grupo topologico de la siguiente manera:

Un grupo topológico G es un grupo abstracto tal ,que se han deri=:

nido en 81 entornos de la unidad que deben satisfacer a los si =

guientes postulados:
G t IeLI intersección de todos los entornos de 1a unidad se redu=

ce a la unidado(equivale al postulado de separación de Ri =

esz R menos exigente que el D de Hausdorrr)

G T IloDado: dos entornos de 1a unidad V y V’eziste un entorno

V"de ella tal quel v't:v/1 V’. (Es el postulado B de
Hausdorff)

G T III-Dado un entorno V de ls unidad exista otro entorno V'de
ella tal que¡V'(V’)“2'V (Implica el postulado 5°de Fri:
chet)

G T IV .Dado un entorno V de la unidad y un ¡g a existe un V'de

le unidad tal que a v'c ¡V3“ .
Weil considera solamente entornos de la unidad.Por traslación

(producto en el grupo)se definen los_entornos en los demás pun =
tos.

(1)A. Weilon'Integration dans los Groupes Tapologiques et ses

Applications (1942)



3?

Conjuntos comBletos.

Sea V un entorno completo de la unidad y x un punto cualquiera

de Ggpuede suceder que los conjuntos V y xv estén conectados

6 no.

l)Si los conjuntos completos V y xV están conectados tienen p

puntos comunes.

2)Si los conjuntos completos V y XVno tienen puntos comunes,

no están bien encadenados ni por tanto conectados.

Si v es completos v'¿ v ,como también es (xv); xv ,resulta:

V'(1V) 1- V(xv)'T v'(xv)’—_ o

Entornos abiertos.

Del mismo modozSi V es un entornn nbierto de la unidad y ¡lun

punto cualquiera de G,puede suceder que los conjuntos V y xV

están conectados 6 no.

l)Si los conjuntos abiertos V y xVestán conectados tienen pun:
tos comunes.

2)Si los conjuntos abiertos V y xv no tienen puntos comunes

no están conectados,pero pueden estar bien encadenados.

a)Si V es abierto,xv es abierto.Luego todo punto de V no es

de acumulación de V,luego no es de acumulación de I'< Íñpor

tanto (xv) V'=O y analogamente (xV)'V:O

Siendo (xV)Vïf (xV)'V = O resulta:

xV y V no están conectados.





Capitulo IV

Medidadel espacio abstracto gg los triángulos

Problemasgg probabilidad referentes'g l construcción‘gg trifiggglos

Un triangulo queda determinado por tres datososn lo sucesivo supon;

dremosque los tres datos son segmentos (por ej. 1ados,alturas.radio
del circulo inscripto,etc.).Suponiendo que los tres segmentoscon

los cuales debe construirse el triangulo se dan-a1 azar,aparece el

problema de ver cual es la probabilidad para que el triángulo sea

efectivamente construible y en este caso cual es la probabilidad de

que el triangulo sea acutingulo u obtusangulo.

En primer lugar hay que definir lo que se entiende por dar tres seg

mentos (datos del problema) al azar.Nosotros supondremos que el meto

do para ello consiste en fijar arbitrariamente un punto P en el in;
terior de un triangulo equilatero y tomar por segmentoslas tres dis:

tancias de este punto a los ladosoEsto

Ó equivale a representar el espacio abstrac;

fl/l to de los triángulos sobre el plano eucli1

// 5\\ deano y adoptar comometrics del espacior‘ .P 

/ ¿ \\ abstracto la de este plano euclideano.

t d 1-.1CJIU“HMM w__t;>x8 Comomedida de un conjun o e r fingulos
tomaremospues el area que en el interior

del triángulo equilatero ABCllenan los

puntos representativos.Ls medida de todos

los casosnposibles ser! pues.el area total del trianguloscon elle
se consideran todos los triángulos semejantes comoequivalentes.

Consideraremos únicamente algunos casos.aunque naturalmente se po:

drian plantear muchosmas,pues a cada problema de construcción de

triángulos corresponde una probabilidad de que la construcción ses
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imposible. Idle°ïn_'
¿“si los segmentos se dan el si; del mododicho anteriormente.se ha:

pone ls condición de que su sumases constante e igual e le altura

del trifingulo equillteroo

Este altura le tomaremosigual s 1a unidedovor ooeiguiente.1n medi:

de de casos posibles es: í} e
A En 10 que siguen

//4\\\ z ser! ls distanois del punto e ¡ñ

' z y e n e e n n É’é
‘G‘:\\JZ/\l z e n s e "s e ¡Ó

1 \\

' ¿3 \\
|

_/. .___,É____.s_kc
Consideraremoslos siguientes casos:

I- .1.y 1sdos.z altura.
e) z altura correspondiente s1 lado no dado.

b) ' ' " e x.

°)z e s ey.
2, z e y 1edos.z bisectriz correspondiente a1 lado no dado.

3- x‘e y 1ndos,z mediana correspondiente s1 lado no dedo.

4- x,y.z alturas.
5- x medians.y e1turs,z bieectriz,trnzndns desde un mismovértice.

6- z e y mediana y altura de un mismo1ndo.z altura de otro lado.

7- x e y s1turse.z radio del circulo inscripto.
8..x e y 1ados.z radio del circulo circunscriptOo
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3.1 lados z altura,

e) z altura corres ondiente el lodo no dedo.

gonstrucciónovesde un punto A que diste z de le recto e se trazan

ios segmentos AC y.y AB ¡.00mo 1o altura puede considerarse exte =

fi{'Y' A rior 6 interior el triángulo
tendremos dos soluciones.

w-w- Condiciones que deben cumplir

Construcciónovesde un punto.A que diste z de le recta ¿_se trezen
los segmentos AH z y AC y.Sobre

1o recta e se determine el seg:

mentoCBc ¡.8egün se considere
1o altura contenida 6 exterior

e1.trifingnlo tendremos dos solu:
ciones.

Condición que debe cumplirse:

c)Si z es 1o altura correspondiente el lodo y el problema es anfilo:
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go al anterior.

si hallamos le nodida de la sms do los conjuntos quo cumplen las

condiciones (a).(b),(o) tenemosquo:

la probabilidad do existencia do un

trilngulo siendo 3.1 lados.s altura
sin profijar al que esta corresponde

probo _—.á

31 hallamos 1a medida del producto do los conjuntos quo cumplen osa:

/ mismas ooñdicionos tenemos que:
i 1a probabilidad de construir un tri.

/ angulosiendox,y lados y z altura
de uno cualquiera do los tros lados

. prob = ;—



#3

x e l ladoslz bisectriz interior correspondiente a1 lado no dado.

Construcción.Como1. bisectriz Áï)del ing-no Bïc divide a1 lado o:

puesto en segmentos aditivos preporcionnloa a los lados adyacentes,

y la bisectriz ¡b’del Anguloexterior Éíb divide al lado apuesto en

‘segmcntoa substractivos 578.676 prOporcionales a los lados adyacen/

tes.utilizarsmos estas propiedades para obtener las absciaas :1 y

x¿correspondientes a D y D'sobre la recta BC.
Tomandocomo origen B resultan

Procediendo de igual manera para obte:

ner los valores a: y 11ccrrespondi =
.-’X'.‘ entes a H y M' se tiene!

—:x:"c

(x+g)(z—x)
o ¿le

x4: (x+g)(x+z) 3;?

siendo la circunferencia de diámetro

BD’el lugar acomótrico de loa puntos

cuyas distancias a B y C estfin en la

relación -;- y la circunferencia de
a..- ‘ _ diámetro Mfl'el lugar geomótrico de

¡y Ï*\ los puntos cuyas distancias a B y D

f, "MH \\\ estan en 1a relación É: el problema
' tendra solución cuando estas circun=

ferencias se cortenoEsto sucede cuan:

dot
-x‘ c3:

(x+3)(z-J=) < zac-g
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-x >(x+g)(z_x)

Roomplnzandoz por su valor resulta:

045Y‘+(‘42X—2\/—5)Y+3X2— 2VÉIX

El punto de intersección de 1es’éircunroronc1ns oa el punto Ao

Refiriondo 1.5 coordenadas a1 listen: XYresultan

o <5Y2+{|2X—2V3)Y+QX‘_2V3X

medida del conjunto do casos favor.

blog: .

g-gjzïíïzx-t-Q-thï-É ¡FSX+—;)aLX

Luego:

3:2.

pI'Obotl-‘ïj (-1X+¿3-3+{3Xl—% dx =“I

1——____..——.
:2-ÉÍ y/sxïá-fiX-o-i alX=

= 0'43. .



3o: lados z mediana oorreeyondiente el lado no dado.

Conatrucción.8e construye el triángulo ABCde lodos x,y,2zoPor el

punto A ee traza una paralela e BCy por el punto c una paralela e
BA.UniendoB con D se tiene el triñn

A gulo ¿BDpedido.

x 2\:Ïr::::5 LuegoaDedoex.y.z el problematiene ao3 ‘\ ¡ ',D lución ai existe el triingulo ABC.
‘ “ ‘\ II, Por conaiguiente deben cumplirse los

‘ ‘Ég' siguientes condiciones:
8 é y +—z

y's x + 2:
2záa+y

o eee sustituyendo z :1-—x-—yqueda:

2 s Sx-+ ¿y

2 z 33-+ y

‘ 2 z 3y-+ x

Hefiriendo las coordenadas tri

insulares x,y ¡1 sistema X! re
e Sulta'

2 ‘í-i-VÉ x ¿É_ f3 Y

medida de canon favorables; —¿—«¡í
' 2.

pl‘Obe ——a,
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Colcularemoaahora en este caso 1a robabilidad de construir trifin :

3310: acutánüoa z obtuaánfloao

A Condiciones que deben cumplirse para quo

o]. triángulo sea aoutinguloa

xzc yz+ az (1)

yaa: ¡1+ a“ (2)
(L ¡’4 z + y (3)

=1V2(x’+ i)— n‘
1 Reomplazandoa por su valor en función

a“: 2xz+ 2y‘- 42
de z o y ,y pasando al sistema XYroaul =

ta:
o > 9x1 ¿ya 24XY-16fáx- 16 fé ¡+16
o > 311+9Y‘+24XY—16Fax-16 fé y+ 16

< 9xz+9y1+24n- 16 f3x- 16 F3 2+ 16

o L
S B o

prob.do construir triángulo aoutingulo P_m°dm‘ “BS
" 0,866

L5 ______._
medidodo 0As’s=-*’É]Win/1344; tgfixwïgpx = 0,2875

v i.
medido 0RB:medida ORS+125} %fi—4x_J4sx-JGJ3X+IL)OLX¿fi

0,0641 +0,0721 = 0,1362

medida ARBS': 0,2895 432724 :0,01'71

P _o,o1714 _ 0,0197‘
"6,366

y 1a probabilidad de construir triángulo obtuaángulo es:

1:;l-. 0.2222 -—0,0197 = 0,2025

Siendo x e y lados de un triángulo y z 1a mediana correspondiente





AX

4o'1¡1¡z alturas

ConatrucciónoSiendoa.b.c los lodos del triingulo y x.y¡z las el

turna correspondientes sabemos quo:

en: by=cz
Dividiendo por ¡y

¿.=_b_=°_
y l X0,

z

El trifingulo buscado es semejan:

te a1 triángulo que tiene por

Indoe x,y,z.
Se construye el triángulo ABCde

lados x.y xy y sobre 1a altura BHcorrespondiente el 1ndo z ee tr

za BH yorgr el punto Mtracemoe la paralela a ¿8.30 tiene cai el

triángulo pedido DFB.

Luegole condición para construir el triángulo de alturas x.y,z

ee que ee pueda construir el trifingulo ABC.

Condiciones que deben cumplirse:

(2)+alo
l'2 í

(1)
"lam1.;é

H*92‘:

H\¿
+

É; 4__%¡ (5)

Refiriendo las coordenadascnrteeie:

nos el sistema XI las condiciones

que deben cumplirse con:

3Y1+(9x.. 2 Rana. 3x1 2 f5 x1-o (a)



mi (314+2ra. )ï- 325+st xic- (b)

rxí (81+ 21-3 )x—zy+2 JE Yso (c)JU

¿Hallaromoa la medida do]. conjunto do puntos que no cumplen 1a condi:

016D vb).

Si n esta medida 1a llamamos B resultas

¿1-? ———— 15W r
3:1}! ‘ (¿+g4%X¿_LÏX+iMx: Qui =¡¿xa_f¡ix+g)dxhléqm?

Como10a conjuntos que no cumplen las condiciones (n),(b),(c) no

tienen partos comunesy siendo la medida do cada uno de ellos igual
a B resultan

¿gr J
medida de canoa favorable: s1?: 4-2-3(4 J f5 xïgx +J¿)oLX

Luego probo = 0,2274



6.: mediana altura z bieectriz trazados desde un miemcvértice.

Construcción.8e pueden conetruir loe triánguloe rectángulos AHDy

ABNlo que dc una norte de 1o figura.

VA Suponiendo trazado te circunferencia

circunscriptc el triángulo pedido.1e bi

eectriz ADpeca por el punto medio I del

-nrco inferior BC.Eete punto ee puede de

terminar porque tambicn está eobre 1a pc

pendiculer c 1a recta HHtrazado por el punto Ho

Le perpendicular e AI que pnen por eu punto medio,cortar6 e IM en 0

Le circunferencia de centro o y radio OI ccrteri e HHen los v6rti=

cee bueccdoe By C.

Gamoel punto I debe estar debajo de BCee necesario que u está a 1

izquierda de D y por consiguiente x 72o

Le bicectriz debe estar en el interior del ángulo formadopor 1o el

tura y 1a mediana.

Condiciones que deben cumplirse:

z e y (1)

z í: x (2)

Reemplezcndo z por 1 x y,y poenn.=

do c1 eieteme X! resulta:
'u"

w!cali 1+ñ‘1-4 (1’)
osx/“31+? Y-1 (2’)

DPObo = ‘Ï
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5.: eg} mediana y altura de un mismoladolz altura de otro lado.

Conatrucción.Ln distancia del punto R al lado Ac oo igual ¡iio nitac

de 1o altura BB’,oa decir que el lado

ACes tangento al circulo do centro H

y do diámetro igual o BB’.

Luegounn voz construido el triángulo

rectángulo AHAíbaatntrazar por A una

tangento n eso circuiooEl punto en quo

1a tangente corta o 1o recto HA’ooCo
Tomando MB HC quedo dotorminndo Bo

Condiciones que daban cumplirse:

¡3! y (1)

32.fix (2) 6b10n0551+y—1

Pasando al sistema XYesta: condiciona:

toman lao formas siguientoa!



703 0 y alturas z radio del circulo inacri to.

Rooordemozque dadas tros alturas las condiciones de construcción

son:

¿Fai-+4},- (1)

ÉÉ-í-ÉF 4--%—' (2)

íïeáw m
y quechida? + 4h
Bailando el Valor do h en función do

x.y,z las condiciones que deben cum=

plirao son!
__2_¿ _4_ (1‘)

a: - Z

fi-í ‘É— (2')
_»1_¿ .22. + —2—2 - x g

Reemplaznndoa z por su valor en función de a o y y pasando a1 nie:

tomaXYlas condiciones (1'),(2’).(5').oo expresan no1:
053VÏ<X+2ÍBY—4 (1")
osevïx+a/_3Y—4 (2”)
0315 XY+6yïsxïH-á x-4 ¡3 Y (3“)

1.5 ——*—.
¿un -45Xiy/3'1Xï2m/3 X+AY_u_fï_z_r_í)¿x8 45‘medida do casos fnvornblesnáí Al

probo = 0.055
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8.1 e y 1ados,z rgg;o del circulo circunscripto.

ConstrucciónSE traza 1a c1roun1‘oren3

cia de radio z y desde un punto cual:

quiera ao trazan las cuerdas x o y.

Las condiciones que deben cumplirse

son:

xí- 28 (1)

y e 22 (2)

Reemplaznndo z por su valor 1 -x— y,

y pasando al sistema XYlas condicio

es que'deben cumplirse son:

36X+2V3Y'—4í o (lo)

¿{SY-4-2V-SX-4é o (2')

Se demuentra. facilmente que ¡É : 43-5,

y por tanto:

¿rea 1530:? T (T :.- ¡rea del triángulo tota]
Además:

¿rea BB'C=—%—'1‘

DE aqui:

—o -J. w__|- _¿
¡rea ¿B G-3 1 6. T..l5_ T

Por tantos

área AF'EC' (favorable):2— T—3—T zi T5 ¡6' [5'
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9.1 ladglz radio dal circulo inscrirto,y radio del circulo circune

cripta.

Construcción. Se construye el circulo de radio X,deapuéa el de lad4

x.que permite conocer el ingulo A,y el punto medio del arco Bc,don1

de le bisectriz IMcorta al circulo

circunscripto.Todo ee reduce a conatr1

ir esa biaectriz,donde se encuentra el

centro I del circulo inscripto.
Conociendo su distancia z a Ec,y sien.

do el ángulo BIC =GO°+ .2.

el punto I eo determinarñ trazendo un

segmento capaz y la paralela a BCque

diste de ella zo

Condiciones que deben cumplirse!

x e ey

z 5 r

Siendo tg(45°_í\_ ):Í:—É,gsenA=2í .el valor de f en función de 1: y de
y es:

= ¿{4+5 —4+ 4-5Í- _—ÏÉ

Pasando el sistema XYy recordando que z :1.-x-.y,1ae condiciones

que deben cumplirse son:

o¿2Y-X (1)

¿L5_ 4 _x__ xl
3 X-Y“,“2y +‘¡J’471‘bl4—57 (2)
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Dividiendo por Y los dos miembros de (2) resulta:

zzu/ï__—*— : 4 JL. Í X1 Xsy x Y-ï/“zy +“"'Iï*“’/”_ï7
y tomando como parámetro t las coordenadas X e ï que cumplen

1a condición (2) lona

2xfiïtXz. __—
3 (2t+m +i/4_'L"—¡Cl-:1;

y__ 2/3
_ .3(24: + M771: + /4—b‘.. V4-1;

medida de casos favorables!

af
Nzlgofiwcdlonápnyg Xtík

7))

probo o =NV3
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b

lo 1’ lados z altura correa ondiente al lado no dado.

II hemosvisto que en Gite ceso le probabilidad de construir triángu:
lo ee e

r\\ ////Í El triingnlo en rectángulo cuando oe ve=.l az
x-z a /;5/ ¡y ritice alguna de entes condiciones!

x = z (1)
g.
.f‘:\

///// .\Á Y = l (2)
= z: *--a

._ J Vxïyl=V:l- z¿+y yï x" (3)

Elevnndo doo veces a1 cuadrado y reemplazando z por su Valor en fun =

ción de x y de y,ln condición (3) puede expresarse asi:

x¿ yz: (xÏ.y¿)(x¿+ y¿—2x - 2y + 2xy-+ l)

Haciendo ¿Lit resultes

5 ¿ M ¿ 3 z "____¡Lt'f't+t+1-t -t+t+t+1_tyt‘z+1
4 3 z ' 4 3 zt +2t+t+2t1—1 t+2t+t+2t4—l

O‘t Soc

Si convenimoeen adoptar comosolución el triángnlo que tiene altura

contenida en el miemo,el trifingulo ee acutángulo,cuando

( Vxíz¿1-Vyï zz) < x¿+y¿
Efectunndo operaciones reeulteax‘ y: (114 y¿ )z¿

Loe puntos que cumplen este condición son los de le región limitado

por los segmentos AC,Cby el etco de curva AB (tigo II )e



Si oonsidornnoscomosolución sl triángulo que tisns esta altura ox:

torior sl mismo,lo probabilidad ds construir triángulo acutfingulo

'zz É;e
A

os nula.

Estando ls altura contenida en sl triángulo tenemos comomedida do,

triángulos obtusángulosl

[3:_m’ï 4t3+tz+i“JNE; dl 'L’+il+‘t+4—‘t
5 3 t4+2t3+2i +4 ' L“+1‘L’+lt+4

Lusgo,1a probabilidad ds construir triángulo obtusñngulo dando x o y

lados,z alturg contenida en 61.corrsspondisnts al lado no dado es:

P=4—u[4_————wv+fi+i“‘t“EL ¿(L
. ‘L +1‘L’+}i +4 ¿44.113 +330+4

-y en el mismocaso la probabilidad do construir triángulo acutñnerulo

1z ¿mat +4A V0“ own +4.1 ü“z-.. 4.4 . d 4,. )
P1 5 I. U‘+1‘¿’+Jt +4 ( t“... 1134.11: +4

e>g
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x o y luciana altura oorroagondiento a1 lado no 2do.

Considerandoaltura exterior El trifin'mlo—_
prob. do construir triáng. acutingulozo

" " " " obtuslngulo = .‘5

Considerandoaltura interior a1 triángllo

prob. de construir triñngulo obtuaángulo
4 ‘- _P ’ t 44"?“ v ¿1 t -t w1,2,9-“7.__*_'__t¿.___. + + +4 +4

o J. t‘+1t’+1t+4 ¿a t“+1t‘+1t+4 )

¿u |l
bol»

|
:6



x o} lado": altura correo ,ondiente a xo

En"to caso la probabilidad de construir triángulo u o
E1 triángulo es roctángulo cuando se verifica alguna do esta: con =
dicioneu

‘\\ y = z (1)
"‘w H)

9,1 \\ a 4 3 3 2. g1 \"'\_ y+x+23y—2x —2yx+x=o (2)' x
2:‘+zxy-2 x-2y+1=0 (a)

É‘ (3)/
' (Z) Haciendo 5 = ‘73 los valoren do x e y

n 3 _ a 
A ¡l ,.._'_.7. -._-.."_'_-¿c que satisfacen a (2) son:t __.

x=i4fi_t:\át_:_1.
ll :5:+ +2 ¿- -> . .

zi (5) para t 1 x- ¿x
e _ .. 7x,“ _.._._.\.:. 3-: 1143!. _ tz._‘

‘t(¿á-{2’43}
Procediondo analogmente obtenemos en función de]. parámetro t los

vnloroa de x o y que cumplen 1a condición (:5).

‘t +A- ILL-í"=v- .
RIF-+115 t

para 1-: t
f á.

g ¿+Á_VÁ__¿:. luego x_y
g Zt‘J-nrt

81 eonvenimos en adaptar comosolución el triángulo que tiene la
altura contenida en 01 mismoveremos cua:

los son las condicionaa para que el tri =

ánguloson acutñngulo

Conoel ángulo/3es siempreagudo:a1
' 14/37.}; o].triánguloABCseriaob

¿”Mi a c tuao.1uegoes necesario que: xz>gï 2‘
6 bien ac"-5‘ <I‘+g‘- 1 x Val-2‘ (a)



(oc

Cano el ángulo J- en complementario del‘fi ,01 ángulo f debe sor7’70fio)’

que el ángulofi ,6 un que:

x- {-2 z
Z

2
6 bienn/ía: <x¿+J¿_2x'íÍTz:-3< ——'

i/i‘ízl'

(a) Siendo¿87% x‘yl-¿x'j/¿z‘ resulta I

/"+x”+2x>r—2x’—2x;7 +4 z o
E1 lugar de los puntos quo cumplen sota condición son los de-nvn o

(b)siendo/‘--r‘ <15/41 (¿T-1‘-resulta:

2x‘4234 21/ -23: —2J+1 a o

¿1 lugar de los puntos que cumrlen esta condición son los de .

medida del conjunto de puntos que determinan triángulos obtusón r.

guloat

v%?+%¿ï[ “42.1% Müg4/°%z+t—¿/Zïrd í1+t_/tí/]zihnzt 2z“+.zz‘ . 14-:+t‘+2¿) ¿“son
Prob. de obtener triángulo obtusánguloa

.7¡3'
Trob. de obtener triángulo acutfingulol

z 5/3- 2/3' _ ¡(Í-ó"ÏÉ ,1 -T/’7/-"¿—=.-7‘2"7



z o l ladoalz altura correspondiente a Xo

.__\ goneldermdo altura oxterig a1 tri =
" '\‘\\"

. \ ‘.

.\ .\l)\ . .x.
yV)“:f“ i'‘ \\ \ '\. '\ I

\ _\\\.‘\K\.\ Prob. do construir triáng. obtuaáng. = 3.
\\ \ \ ¡ "¡l -. ‘_ . .

.1 \"¿yk k
1/ .\'>\‘\\/ N

4‘...-.. .

” " " ' acutángo: O

Congidernndoaltura interig‘ al tri:

¿ ángglo.

¡‘;‘\-\:\
I'rob.de conatruírtriingmbtuaángulo. a \,. \..\\\ ¿+24

x‘é'\\.<\\á\“\u\‘á\”’ ' y
¡li . r/*\ \

/ Prob.doconstruirtriáng. ncutfingulo

_".....___ W - h e = - 4‘ ‘

siendo:

¡7: “¿ad í¿/-//-Zf¿+/ïz*¿z_/¿¿—¿d ¿2+¿_¡/t:./
o 2í1+2t 2í1+2t o ¿(É+¿2_I_¡¿j É+¿z+¿¿.
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