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Dsda upa funeibn Dy » pvede ocurrir que su mo-
dulo estd aootado en un semiplano R(z)} 2T ; en

e8s 0800, 00 llana sbclsa 39 zeotezidn Ade:

o0
= (e 40
0
al nimero @ o extremo inferior de loa T , es
deolir: _
C_,{: fnj. (
tales que:

le (2)) < = W) para ® (8)2c

E) gerilplano R(z);¢b ee lluris semiplano de aco-
tacién. |

Bntramog & Oousiderar lu 1'6lad 0L que exisuia
spire ias abtolser de nootucidn, de oconvergencia
uniforms y &8 soavergencia absoluta, y al3zvnoa
Cas08 en que pueds Jatertinarere sotre clevtes ki-

potesis, el semiplano de aocotasida,



Carce en que le scotacién de £ (z) en vn semi-

L L R R XX X X L L R B 3 L £ A2 L & A & L L XL LA RELT EF X X X ¥ ¥ ¥ ¥ ¥y X X J

pleno ez inmediate.

Iz 81 er el punto 3,= x +'y, la integral D)convcrgo ebsolutamente,

esif £{z) agot=ds on 2l aemwinlans k(z) = x .

En efesto:

| fer]= | ﬁ‘“‘""““e-“@o\«m
J

/AN

0o

< S‘ex- (X- X)) AG) Q“XDAG))do(&)

i~

{
o0

e

0

-~ X, ).(Y) )old(‘f‘)l

que converge por Hipdtesis, y llamendo entorees K 2 su vslor, es

If(l))SK psra x zx,

22 81 la 1ntefiral D)eonvergo unifermements nars h(z)2:x, f(s)

eatéd acotsde en el mismo seripleno,

in eteato, segin un Teorema ya demostrado, s! la integral converge
en x,,f(z) tiende vniformementa a care on cudlqu'er pvnto del é&n-
gulo are.(gz — x)¢ 9<1%; ,0uunéo &l punto tiende = 3x infinises por
tanto, converge hac'a oaré en lss reatoa qus forman gon el eje real
un énguleo, menor qun%%

Ademas, up Teorema demostredo en 103 trabalos de Seminarioc, estatle-

ce: "SI la intezral converge vniformemente para F(z)> x, f(z) tlende



de unitormements scero en las lineas verticales"
Por lo tento 60v0,consecusncia de los dos Teoremas enunciados, on el

semiplano R(g)>x , e8 3
| £(2)]< £(x) = K

Teniendo en cuenta 1as dos oonclusiones anteriores, es inmediato quo,
designando por A, X Yy a » respsctivamente, a las abscisas de aco
tacibn, de convergencia uniforme y de convergencie absoluta de f£(s),

g8 verifien:

Veremoe eshora otras ocondicionss que aseguran la acotacién de f(z)

Tendremos en cuenta para 8llo, lo# eiguientes Lemas de Andlisias

General: ( Doetsch pag. 56 )

LEMA 12 Dada une funcidn ¢ (x) regular en un &ngulo simétrico cmm

respecto al sje real, de vértice s(x ; 0) vy amplitud 20 <27 , ot

en 1o lados del éngulo la tu%oién (=) estd acotads |¢()|<My on
€Y Za

el interior es Yy (%)= O(e ) siendo r :Is —sol (esdeocir de or

den % Y tipo minimo ) entonces es|¢(t)|<M en tode el &ngulo.

Este Lema es aplicacién dsl Prinecipio general de FPhragmen y Lin

delofrf,

LEMA 22 8! ¢(%) es regular en el semiplano R(z)>x , y cumple las
signuisntes condiclonen:

19) lﬂf(%)’él‘/l pare x- X,



k
!yl)
II ) ILF(Z)’:O(C uniformemente en x>x , con k>2 , es deocir ,

?(Z) e8 por lo menos de orden 2 an las lineas verticales.

111 ) |?(Z)\$ M » on el &ngulo | are. (s-x)/< 6

k-2t egcd
k 2 2

Entonoes ou[qNZH$M en el semiplano R(z)z,xo.

Utilizaremos ademés @)l siguiente :

Teorema Auxiliar

W

, donde es

s1 f(z):-SefL)h)dd67 converge para z=5_, f(s) estd acotada en

cade ingul% |e] < %- con vértice en s, ,

Demostrac!én.

En efecto ea asf{, pues, de acuverdo con una transformacidn demostra

da en los Trabajos 4= Seminario, es:
oC

%(z) = (% %) Se'“'”"m S (7, %) d A@r)

0

donde 1T

Sz A6
5 (T,Zo)z Se A d a(r)

0

y , como en z,1a integraloonvergs, es:

| 5] em

Luego:

= (%= %) 0

Para r=0, lsa exponencial vale uno, y para r >

Yy x>x, la expo



pencial tiende a cero. sn consecuencia :

l fea|< M('xz-—:j

y a! @l punto s o9 interi!or al &ngulo 6< % s oomo el cossno o8 4@

ereciente en ol primer auadrante, aos:

g(z)l < c/:lo

lo que demuestrs el teorema,

TEOREMA
81 la funcidn reguler f(s) , definida por

Ee-b)ﬁ)ddﬁ)

0 uede
ds abscisa de oconvergencia o . se“prolongafnnalitioamonto en 2l se

miplano x>Jd (T<C ) y eumple las sigulentes aondlaiones:

a) |f(z)]< M sobre x=¢

b) pr(:)|=o (e“i' ) uniformemente para x>d , donde k es fijo
pesro arbitrar'amente grande. (es deoir, es de ordenfinito en
las rectus vertisales)

entonces es |f(z)| < M en el semiplane x>,

Demostracién,

81 elegimoe ¢, >C , on iodo dngulo 2 6, <7  oon vértice en & y



Ao

simétrico con respeoto al aje de las x, se verifica,segin el Teorema
auxiliar anterior, que
|£e)] < m, (1)
Coneiderando eon vértice on J
¢l dngule simétrico con respeoto
el ejoe x 26<26, , en la regién
de 26 goomim oon 26, , uu} F(‘L)I
eootsdo, segin (I), y'la regién
fin!ta restante de 26 eatd, natu
ralmente,acotada.
Teniendo en cuenta esta conclus!én
Y las oondiciones impuestas en la
Hipétesias, resulta que la funeién
£9z) en @l éngulo 1€ satisface
las exigenoias del Lema 28, y, en
consecuencia esté socotada, es de

cir:

| f @) <m

en ol semiplano R(z)2q .

TEQF SMA

C )
&
5@)=§e-’~ dacr) :
0
estd acotada sobre una reota interior al eemiplano da convergencie

81 ls funeidn
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a 1a derecha de ests recta, la funcibn se mentiens menor que esa

misma cota.

Demostracién
En efecto por HipbHtesis,en la recta R(z)-o 'Y ]f(z)Ls M.

iLdemis seglin un Tsorema que hemos dsmoetrado, que d'ce: "Sila inte

grel B_ converge oan z,, o6

A ol
je' A% ) < o (1)

0
y per lo tanto es:

uniformemente para todo x> x +b, "

f)=0 (™)

verificéndose as?, las condiocionss del Teorsma anterioer; en conse

e

cuencis es vélida la conolusidn, y es ya
’ /
'§(2)]$.N1 en todo e) senipleno.
ereewcere-ovovsss-o
TEOREMA o0
'LA(f)oL a(r)
S1 la integral f(z)= ¢

0
t!ens un semiplano de acotacién ( x>0 ) es : log ¥(x) una funeidn

convaxa de x.

Denmoeatrac 16n

En todo el semiplano de acotuoldn es f(z) , una funcidn regular y
agdotada; por lo tanto, eumple las condlclonee del Teorema de las
Tres Hectas, que dice "8! f(z) @8 regular y acotade en la fajaqsXx<dy

y llamamos ¥M(x) al €xirémo superior de ‘f(z}l on la recta R(s)=x



A2

(1{mite que #s fi17to por ssr acotuada la funo'dn) se verif'ca qus

log l(x) aa funcion convesa de x ; eimbéliocamente:

X, logM(x) I
x log ¥(x) I

by

X log H(g) I

\\v
O

Q soa! »

u(xt)x;"ﬁs u(x’)";"‘a«. '(S)“t‘ﬁ

En consecuencia el Teorema queda demostrado.

OBSERVACION
S1 r(z) tisne un semiplano de convergenoia sbasgluti, tiens uh se
miplano ,de acotacién que comprends al anterior, y por el Teorsma

anterior eslog M(x) fune'én convexa de x.

L X T L L X X X % X ¥ J

TEOREKNA
81 o(r) as orscisnte, en ol semiplanoc ds convargenc'a es log f(x)

622 func'dn coaonvexa.

DEMOSTRAC: 8K

Para Rlz):x , es:

o

\ S'('b)l - S’oe"‘lmdd(r) < Se-xxmc‘dh’):‘scx)

o O
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UR. CONDICION SUFICIENTE PERO NO NECESARIA PARA QUE

(f(z) SBA UNs FURCION DEL TIPO D

}

Orden y tipo 4e uma fumcién omtera.

Unos de los problamas us se pressntun sa la ‘Teorfa de las
Func!ones 4:terminsntca e¢s ¢l de establecer las comdicionss
qus debe reurir uns fumcibm f(g) , para ser una fumoién D}
Nosotros estudiamos el caso, en que pop ser f(z) snelitios
v suls en el i1rfinito, puedas asezurarss >ue s una fumaién
DA , 3lazpre gus 1¢) cumpla olertss coadicliomnss.
Pero veriTos lvezo, que esta condicién sufiaiente mo siampre
e8 neeesaria, salvo el caeo en que la fumcidém determimante
e8 antsra y de ordem umidad.
La coéggéifn del tipo de la fumcidm o(r) permits determinmar

la region de snalitleidad de f£(z).
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T<QREMA
S1 £(2) es una funcién analftiea y nuls en sl infinite, ¥y A (r) es

son-.inue ¢ 'nfitaments ereciente, es ¢
o0

f(z): Se'“m da(r)

0

desie un x on edelante ,

Cemostracifn,

For lss condie'‘ones que f(x) dedbe eumplir por hipbteeciec es

- 1
a, n .
5“’«)12 —
e
e
donde — Iy %
(1) [1im (’anl Mr-) -k zo pero finite
de donde ss deduce
, g
(a) ,)m Ia,‘,) * =0
h > oQ

Formemos la serie

i a, ™

que oonverge,puas

Lim \ EM A" = | Vv \8‘,1]7‘ A(r): o)
R~ 00 " 00 por (2)

y ls convergenc!a ¢a uniforme en todo intervalo finite,

S1 multiplicaros seta ssrie por e~ =M

o0
_x A(r
(3) in e.z ( )én )@)n

LY}
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sespecto de d(r)
¥ la integramos térrino e térmlno, vereroe que la serie gue resulta

¢6 uniforrerents convergonte; er: efe:to -
oC <0
(4) -2 A
ane (™A ()
n:dJ
]

tiana por mayorante

= - xA(r)
(5) Z EN RN ORI
n:o0 0
Intezrando por partes < ) e
- o0 ~-XA(r)
Zla;lje'“('))(o"dﬂ(r)'-z la, | £ bt | F
N n:d =X ¢
0 oC

+__&_ Je-xl(f)n /\(y)n'ldﬂ()‘)

)

Fara x> 0, 8l primer t8rnino se anulu, e intearando por partes nue

vamente \ o
o0 _x Aln) oo
. " e n-i | -XA(Y') n-g
(<) =Z[an T | == }+7 e n-nde)” iy
W0 0 0
- -XxXAb -
Z la,| =2 e ™ d A
Xz;
hW:o0 0
v repitiendo la Iintezraneidn por partes, reault.a:“n
e 1
(C) - ' lanln
) i Tl
n=0

serie que es independlente de r y que, para 2 ayor que el radio

PEES————

*

LAY

Fo poldrls avitas 2Ly il ovor wedlo Jr oo 22Ul de veriable, per

ge in se dijo en la introduceldn, preferimos deducirlo direetamente.



7

de conv-rzencis k, convsrgs sezln (I) .

51 la serls m.yorsnt: converge, la (L) converze uniformemante, lue
go es licita la integrasifn térnino a tir-iro de (3) ,

51 repeti—os con la (43 le reiterads integracién por partes reslt

z:da con la (5:, results

s 0 -2 A7) n S "}dﬁ—-: f(ZQ
“ Z a, e Ar) dW):Z Y
n:o - n:e
ror otra parte sgsdba~os de ver que
® o P n
D> ane ™) d a6 |
n:o

0
converge uniformemente, luego, podemos permutar la sumatoria ocon la

integral, en oconsecuencia @

o > ‘. " _ X AM) = n
f(x)=Z ah &-L)())b’) dﬂ(r)~ (2 (gah /('(Y))d/l@1
- 0 d

{

v 6om0 la serie del intsgrando converge uhiformsmente y representa !

por tanto uns func!én econtinua, existe para cada r la integral:
S

al) - (i In )(r)") dAr) J
n=¢

0

y por l»s propledades de la int=gral de Stlelties: l

resul ta oa

\J..(z,): jg‘b A0 daf)

0
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Orden y Tipo de uma Fumcidam emtera

- RS AP @R E ® SRS SRS @@ G o e e oS e

Recordamos eatas Aefinmicbones para spligarlas em los Teoremss gue
figursn a contiruecidnm.( Ludwig Biebertsch "lehrtuch der Funktionen

thaortie " )

Ordsn Dade la fune!d:- enter: f(z), sea M(r) ol méiximo 4s su valor

stsoluto psre |2|-r,
S1 exiete un mimero positive ¢ tal que, dsdo un ¢ arbitrariamenm

ts pesvefo, pars cuslquisr r es :
g+6
T
Mm<e

nara 82 °n r sTiclentamantes grande ss verifica
Y 3 2

¢-€
M) > e’

se dlce que lu fumeibén es de ordea Q .

os immadiato que

lay tambiém funciomes de ordem nmulo y de ordem infinito.

Plpo Dada uma fumcidn de ordem ? , 81 exlate le agotacidm:

AvS
Monr<e

para A>0 y r suficleatemente grande,y ¢ 28 ¢l l1{mite Amferior de
los mmeros A que cumplem esta condicibém, ls funoidnm se llama 4o or
dsm © y tipo O j e particular, si G >0 lafumcién se dloe de ti

po mormal; 8! 0:0 de tlpo minimo, y 8! mo ex!sts migin A que vert



fiee la acotenibn anterior, ds tipo mfximo.

Es imnmediato aque

- ’og M)
G - ,)m ——”——

Sxtende~ce sstaa defin‘ciones on la siguleats forae:
Dadas las funciomes ds variable real o(v) (fuz=ci3n complejs ) yilé)
{ resl e inf'ritamen-te craciemte) , si existe um nimero posisdivo f

tal jue, dado um £ arbitreriamente pequefio, para cualquier r es :

e
,d(r)\<.€2()

y pars slgiie r suficientemente grande

2oy

()| >e

ge dice que la fumeién X(r) es de ordem g eon respecte a 1(*) .

S1 ss verifica ademis que:
AAe)S

]d(r)]< €
pera 420 Y r sufielemtements gramde, y d es sl limite imferior
4e los mimerod A que cumplem esa ocomdic'ém, la fumeidm O(Y) es de

ordan ? y tipo 0 o©6on respecto a A o) .



e

TEQREMA

me comdioiém meoesaria y suflolarte par: gue la fume!dm definida

v

For: = _ (
j M « fe)
0

sea analftica y mula en slinfimito,v tenga ums simguleridrd sm la eir
cunferencis de radio lz[:k. 83 que o (r) ses uma fumcidém entera de
ordes unidad y tipo k (k 20 k:f: R )eom respeato . A(r)elendo

)CQ)esnrgptamenbe eracisnte ,
Demostracion,

Coadleidn nsceswria- oupongamos que f{(z) se« amalftice y nula en el

iaiielto y k su ardio de convorgo-oia, por lo tanmto:
n!
(1) §(2') Z TH’

L
n

(2) Ilm ('a"l ')

v d9 acnuerdo cen @) Teorems =«nterior, ls generatrisz oorrespordiete

o0 la fumeibn x(v) tal que

oo

oLy = Z A, Al
A s

y come

lllvn _n_J:—_—. e

n > o0 (rn_')’\
(1}

= %
(39 lim  mlan] "= ke
Por otra parte, siemdo:
, d, (T) = Z a )(T)
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!

“

(0):30

x n-19
oL M=/ man A
) Z

o (0): 18,

" OS mnen an A"
o()(r)hZ:O (n-1) @y A

o("i (O) = 2.1 dfb

Reemplzsndo en (3)

3=

—_ O((M‘)(o)
L) (l/m n )n! = L'e

Eata es de aguerdo com la definsicida, oomdic!é6n mesoesaria y sufil
ctomte para que O () seu urs fumeion de ordem usidsd y tipo k

con respecto a /‘(Y‘) R

Coadleilm saficiemta - S. supomemos gus X (r) verifics las gomdlele
nes Ael eaumolado, se satisface (l}), -~us implies (%) y (2); en con
sscuvencia k os ¢l radio de oonvergemeia de (I) y, por lo tamto f(s)

es aalitica fuera del efraulo ]z[:k .



2%

TYQRA
Tna condioidn mecosaria y suflioiemte pars que la fumcidmn definida

o0

j e-Z. 1(T)dd(7')

0

por :

g0a aanlfitiou em tudo el plsmo excepto ea el origea es que A (T) eea

ums func'Om sntera, y satlsfuge la dssigualdad

\d(ﬂl < e&)(ﬂ

para todo &  positivo tam pequefio como se quiera,

Km efecto: Segim el Teorems anmterior, la comdioidn necesaris y su
figcienete ;@8 que X(r)  ses uma fumeién emters de ordem un!dad ) 4
de tipo mimimo com respscto a A(r)

)

Pero esto squiwale s la desigusldad

o] < e

cex lo ~rue el Teoremu gueds demostrado.
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SUMA DE SINGULARIDADES

L B DX L X T & L X 2 - L L X 2 KX L & L L X 1 4

En la memoria "The singularities of funection de
fined by a Dirichlet Series "By D.V.vidder(ime-
rioan Journal of Mathsmatics =1927) el autor he
demos trado el Teorema gue snmunciara en C., R,

del miamo afio(pug.1038) qus es una gensralizaoidn
del Teorema de¢ Hadamard relativo a la multiplicen
ci16n do singvlaridades de funciones definidas

por dssarrollos sn series de potencia. Rl teore-
ma citado, de Hadamard, da un resul tado inmedia-
to para lss series de¢ Dirichlet del tipo ji ane‘dn'
, pBro deja de ser vilido sl oonnid;;:r las

series generales de Dirichlet

< -5 0¢h ¢ de -
a4, €

n

oM

T;M )h.’oo

ne n> 0

vidder demuestras sl Tecremsa corrslatiso para series
de =zste dltimo tipo, y lo extisnde, establec!endo
que: Si E(Q y $(¢) adriten respectivaments las
sing-laridades < y pj , cumpliando clertass
condtalionas (qnus Aetallavos més adslante) la Inte-

gral:



LH

CHLoo

A . ‘/{(5)(# (1-5)d5
LJZL sr'}l

C-teo

edmite a lo sumo como puntos singulares,los puntos
A ¥ ditp
Nosotros splicarsmos esta aoncluaidn para el estudio

de las singuleridades de la funcifn:

F(z)- jeju“’ D, wt) d p(r)

0

Demoa traremos luego, untTeorema relativo a la suma
de singularidsdes de dos funciones definidas por
series feotoriales; psra ello estudiaremos previa-
mente, la condicidn necesaris y suficiente para
que una funoidn f£(s) ses Aesarrollsble sn serie

factérial,

.--..-O--‘.-



TUEFEKA
oo A0
. Btw: Je : d a6)
(1)
0
eonverge para x>s , ¥ °c
" -2A ) d s
(@) ¢()Q: e g

0

converge sbsolutamentse pars x>a , llsmandos

o = a)+i o
b < B+
Yo Tett Iy
sums Ae puntes ; oor puntos ﬁj
ledos y sdemés existe un nimero r

las proyecoiocnes de dos puntos

a los puntos singulares de f(s)

a los puntos singulares de ¢(Z)

a los puntos obtenidos por la
3901 todos estos puntos son ais-
tal quo: las 4istaneias entre

cuvalesquiera sohrs los sjes es

mayor que rj; la distancls entre dce puntos P y entre dos puntos

Y o8 tamblén mayor que r e® decir se satiefeacen las condicio-

nosi

PIRCAN

(3)

la® -yl >

| ?k “fﬁl >

VeVl >

S1 ademds pars un nimero ! erbitrariamente pequefio , existen fL yVv

talse gues




2.4

E(m): ()(\y\r) uniformemente para |z -a, | =1
(4)

( v) .
y C\) (2) = O L1yl uniformemente pars \Z—le zn
( que son las condiciores itmpuestas por Widder en el Teorema ¢itado)

ontonces se verifica que la fumeifdn:

0

F (Z): e-ZA(") D{‘?

(1) d?(r)

<

tiene a lo sumo singularidades, en los puntos f; y d*+P H
stisndo f>f1+\) Y F>/u.
Demos tracibn.

Sea Z=X+ ry un punto en que oonvergan las dos integrales }(z) Yy
(j{') (2) | tal ques

X>o,ta, b 4 X>a,

por 1o tanto es posible encontrar slempre, un nfimero h tal que sa-

tisfaga :
iA-h>a, b § h>”
-h
\ : VY
0 S az C'f'dz X
~h
_ LN




l

Formsmos la tunoién:

i
7-
(5) F(Z) - zjw ;mzﬁff 2 o2
h-ioco .
donde ?>H+v 3 J)>H )\ 4 J)>0 .

ksta intagral 2efin= una funcidn holomorfa en el semipnlano x > X.
Ev «fucta , como h, sexin heros visto es'f a la dereatn Ae ¢, , eon
respecto s £(z) no hay nuntos exeepcionaies, y somo X-h >.:z,' la
Cb(Z-Z) eata’conelderida 2 la davacha de 4y Y por lo:tanto, con res-
pecto a ella tampocc sparscen singularidsdes; teniendo en cuenta gue
loa oraezss &e JECZ) y C#)(Z) con regpssto s [ y| son (u TV
y qbe Q:((.uv » ia invazral converge uciicrmenients ex el semiplano
inélcaco.

84 esta funcion ¥(Z; se prolongs tneliifcererts on el otro semiplane
los fGnicos puntus singulsres poeibles son loe p v ( o -}—fb )
de acuerdo oon el Teorems d¢ Widder que hewmos am recordado,

Vamso & transrormar lu funcidn ¥F(Z) pars darle ls forme gon que fé-

gura en la Tesils.

Reemplazando en la (5), la funcibn d) (Z —L) por su valor
resul ta: biien _
y ) _(2-2)2m
(6) F (Z): Iy J z,}f” sze dj%(r)
h-feo 6

Teniendo en ouenta que R@E):h o83
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[, o]

o _(X-Wam
je‘ (2-2)A0, (1) € Je i [dpn]

0

0

que converge , ya que x-h.>13 y oomo ademés:

(soneiderarenos la intezral 48 O 8 00,0 ¥y en lugur 4s g, puss intse

gramos soore la recta h-Coa , h+leo ) convarge dado Que
f > p , converge tambian:
oA o0
] KXim | | o) eh}ﬁni
) e
| f@\e 12| J
0 o

por ser productv de dos integreles eonvergentes.
Por lo tanto, 8s lfeito el eambio dsl Srden de integracién en (6) y

regulta:

o0 1\,+(oo

-1 At by, =40
A Py | L cl
F'(Z): — e dP() T ¢ z

h-too

Pero , segiin se ha establecido en el Teorema rsferente a derivedas
fraccionarias de o((r) es:
htteo

y f(z) ez)(r)dz =P1—yd(f)

—— e

L 7 P+
h-too

para V> 0
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B consscvencla

F (Z) :Je-Z 1(?)Dr’fd(f) dP(r)

y como P(Z), segin hemos visto, tiene e lo

lor puntoa ? Y oC+§a

suto singilaridades en

yel Teorems jusda Asmocetrsdo,

-----------0--------.

En forma snilcda , puse devostrsree que, cuznde S): 0,-1,-2 ...

curplidasoss lss dands condiclones de Hipbtesls, el Tsorema subs/ste-

en |a formd:
o0

-Z)(r) '? o -
F(Z) e j)r x(r+ );rOL(r O)Olfa(r')

LYY LT Y LT -o-------.-.

T<OREMA

Uns condfcidn neossaria v suficiante para que una funeidén f£(z) pue~

da sar Aszsarrollada sn una sarie factorial gonvergente de la formas

- !
. 4, n:
j(z) i Z Z(z+4)(242)---- (2+n)
n-o

o8 que sea une funeidn D)
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oC
—ZA(T) d
. MZ): e o (r)dA(r)
0
tal que:
- Sde)  yn
o((r)-Z an(e —1’)
(2) n-o
donde los coeficientes d, cwsplen la condieién:
(%) la.| <n*

para algin valor de k y n suficlentemants giunde,

Democe trecibn,
VYeremos primero que ls condiciodn es sufieliente,

Consideremos le serie de potencias

©o

. Z anzn

h:()

cuyo radio de eonvergencia es, por le menga, iguls a 1 « En efecto

stlendo por HipStesis:

)anl<nk

. RREN <Un—)

k

¥, en oonsscuenaias
n

i N 18a] < 4
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Luego, la serie de potencias eonverze para todos los valores de ’Z’

menores gue | y., en consecusncia, la (2) converze para:
- 2(r)
}e, —4]<1

es dacir, para todo 0<P<co , puss para sllos 1 (r) osté definida
y a8 positiva o nula,

~2A(
Probaremos que, al multiplicar le (2) por e’ " re rucde inte-

grer términc a término con respecto & Ar), 600 O & <o .
La ssrie(2), converge uniformemente en el intervalo srbitrario

O<r £ I, pues para cuslquier r de ess intervalo es:

= AR
o (*)-—Z an (e‘)m— Z a, (e )"

n:é

que 8ouvarza,

-2¢)
Al wmultipiicarla por el factor decrecientes C- (

%ﬁ)>0)oontlnﬁa
siendo uniformements eonvergente ¥, por lo tanto, sl considerar su
fntegral con respecto a L), d¢ O a R, puzde permutarse la sue

matoria oon el signo intecrsl , v resuvlta:

R- o %)
..z)(r) A } (
oMy d A () = E € e -1) 440

. 6_116) [":M)’ﬂ AN ()
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Arore bien:

0 R n
NI j&-z)lr) (e*)")J) dar) &
(L) /"
n:=o 0 aa
o T aw. A Loy < N ol e_xﬂm[{_e')('ﬁlff)
<5 afer e J
S ; no 0

Integrando , t°rm’no o término, por parfee, retlteradsmants, la seris

meyorante{ paso gne mis ndslante Jurtiftgemimos) rasulta:
o3

oo <
‘ XA MY g 3] n!
(5) Z[an\je (1-"7) d2e) Z TR
n:o ° n-o
Bn sfaoto, conslderemas la intagral socrreapondlente a un término
cvalguisrs, por ajsmplo pesra n:=3
oQ ) 3
5‘e‘x)(0 (4-6- M) dl(ﬁ:
0 oo
¢,
X0 PR - g2 = A1)
N [;r- e'n“”] Lo \e ey (1-¢€ )‘”) e dip -
- X X
- _ 0 0
2
-3 e (0 A (4-6-)“)) dAr):=
X
0
()M S NG ey A6
3 1o (x+1) (4—(’:“))1 s 5 ,2,(4-6 (r)e dﬂ@}
P 3; _(x+1) A+1

<
<



i3

e

0
Jra o 20 7- ¢ M))/ 4 2 . -0’”)'7"/ -0 44
d = >,
7722D) e / , ~
o9
[ _frr3
- Jxr2r7 Ie (s )J/r/d)/r} -
) x/xu)/xu) v
[4)
%
Jrxrex 7 e " ) ]ﬁ// _ JX2 4 4
- X(x¢1)(hr2) ~(X49) i X (X1 (x s r3)

Luezo, 1la Intezral correspondienta g3 tédrming Zeéneral es de la for-

ma:

2/

X(xer)(rse). . [JH:)

con lo que se Justifica 1la igualdag (5).

o Jon) n !
=

//1#/)/zfz}-—-[1»“‘}
)

ILa aarie

convergs parg X>k 44 ; en afecto s COmo

) Jon) n ! /nsl [t ﬂ/7 -
/% L3 . .. =
e [X/XJ/)...[X* «) ‘V[/’L’)"'f'(/a")

/r (o) 2 gp 1P
—_— Im -
) 21 > oC /07“.,/ X #£M n o> /u—l

Su radio ds convergencia es:
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) la,..]

'm
n-» 0 lan|

es decir, el miemo que el de la serile
el

(3,

nx
n-i

!
pusato que, para ssta:

-

l'IM l 13,] . \an-v| :): ,)lm | anl '['n-l

n- @ n* (n-1)* n>< |a | e

¥ 8. Gltima gerie ocunvarge, segin la con@letdén (%), pare x > k+1
L8 2=0ly, la seris nayoranid curverge uniformemente , y quads justi.

icads asf, la integreoidn teimino a término.

Lvuego, le series(li) converge vniforme w sheolvtamente para cualquier

F© tan grarde comn se cuiera , r pvede escridbirese:

o0

oo oo n s -2A(7) “26) n
Z dwje—z,)(f)(e-)(r)__ 4) ol;\(f) = Z a,e (e _1) d}(v‘)
n:=0
n:o o ;
O 8u&.,
-2 M(r) 2A) 20\
e 2 o) dAlr) = a, |€ (e -1) ale)
0 P

y repitiendo pare sl sezundo mismbro, el precedimianto seguido para



ls irtegral re moéulos, su valer resulta:

- dn 1!
Z Lxrt) ... . (z+n)
n:=0

en conseguensgiat

o
o0

(6) e-z,)(r)oc(r)d)(f) . Z a,.n!

L (2+1). . - ()

o )1.:()

¥y, 6omu por Hipoissis

C
@ fe)- Je"’”"’acwdz(r)
0
de (3) ¥ (7)
f(z})_ < a, n!
] Z/(Z+1).-~--(L+n)
n:o

ocon lo que queds Gemostrado que le condicidn es suficlente,
Psra ver que #s tanbidn necesaria, suponzamos que la serie

(= o

apm!
D T o

a0

converge pare x suficientemente grande,

Por lo tanto la serie

nx

i_‘a_ﬂ

35
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converge para algirc valor positivo de x , por ejenplo,para x:-k ,
Luszo, su téirming general tlende &« O y para n suflicifantemente grande

EX
—k <1

es 4e03ir, los coefiolentes d, curnlan la sondisifn

ENPE

Yy por lo tanto

HORDY an(e”-1)"
"o

o+ une funeion determinante de la funclidn gensratrig definida por

la serie factorial

)

oC
Z L (x4) - - ()
n:9

L L L L 1 1 2 Z J 0-.- L L 2 1 1 _JL J
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e lcs Teoremss anteriores,se obtisne una consscusncia relative e
la sums de singularidades, en el ¢ aso en que las funciones generae

tirces seotén definidas por series faotoriales.

Suponzamos las funciones f(z) 4 4>(;) definidas respactivamente

por las series:

L) Z z,(LH)-“v_ (2 +n)

4) 2k Z‘ L(Z,H)

<1+n)

amtas zonvergsntiss para x  saffclyntements grande,De aauardo con el

d1ltio Taorena, estas Cuaclinues son ganrsratrices:

j(z): jeib)ﬁ) ap) dAg) - 5(;‘2/)0)61 A(r)
0 0
; - <
(P(z):j -2A0) pdie) - J e 480,
0 0
donde
{
lq(,'):jol(r)dﬂ(r)
‘ 1

! B () - 5?(!‘)&)(") )

y tales que:
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f@):f b, (e77-4)"

n:o

81 las sinzvlaridadse Ade Jta)y ¢(L) gue llamemos & y PJ' respec.-
tivarante, swnplsan las 6andiziones (3), twpusctes sn sl Teorems re-
12%7va # g eums Ay cinmlaridsdes , v lae funclon-a f(l) v (P(z) son
oun reerecto s |:;| dal orden esisxtlecidu nr cqe mirvgo Teorema, pa-
ra poder aplicerle nos falts ver uniocerenise cue (]S(;z,) converge

ebrolutamente, y an a”noto en ag?, pnes.

» 2 X © YO
5\8-1)0)0\?“)'5 e Zlbn|(4-e ) d i)
n:-0
0 0
a0
Sl X (R - ()

serie qus s3din hovos visto s conzergaate,
Lusgo, st f>rl ty ’ .F> F Yy [3> o o 3¢ verifioa gue:

F () el D T A ase

]

tiene singularidades a lo sums, en los puatos (55J- Yy o+ Pj .
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FUNCIOHN -8 DjDESARROLLABLBS EN SERIES DZ FRA@CIORES

)..-------—.--n-‘-—------o-‘----’--.--.-----—---------.

w“n logs tsorsmas relativos a este tipo 2¢ £ 3'ones, haremos uso
49 3irios imgramuas jeusrales, psics cuys Je:ust-2e.0n, en el o
20 purticular “e asriee unifornesuts gonvergsntes e integrales
de Kiemann, Pronwieh, remite & mreriss doLles; Fyrburger ( K, Z,
L4 pig. 92 ) loa denuestra unicsmente pere seriss de potencie

o interrales da Riemann, a!l blen 4firmz qus s- pmads zenerall:
zur (A, .. 7).

Losgtroe h=mosa axtandido los resuvltados, s intsgreles de Stielt
jes y atin en ~) 0e80 de convarvengis no unitorms, mediants el
gorams de 083004~ ’rzeld f“)
.n ba2se 2 estos resul tados demosramos por ns ps—te que: da
da una funeiédp r(s) raromorfa, 4ssarrolladls en seris Ae frae

ctones s'mples, ovwplifr’oee adamfs olartss hipiteasis es:

-0
\}(2): @'2)6%10)d20)

0

. @4 cealrParet li exprosldn de a0) cerrsspondticuts,

for otrsa yue: partleado dy clertes sondlalones ds o) , se pue
de «smgurur lu existecia de 1lsx £{2) correscconélents y que es
desarrollable sn serie de frscociones .,

---------0------‘--

(%
)Cme generaligaroa para dicho tipo de integrales,
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TEORENA
Seen Iinfinitas funclenes anX) sontinuas en el intervale ( 0; =~ )
31 las series

oo

foo= 2 oo

n:0

foo- 2, 1,m)

\

n:=¢

convergen unitormenente pars tode x , y Y“) es una funcidn de va
riecion acotaca definldu en g X < == » L&l que cenverja una de

las dos expresiones sigulentes:

() J | dyp (0] Z [ §, 0]
0 neo

)

(b) ;?i gl‘fn(x)}\d<f(x),
untencens se vorifica:
jz &n(x).dtf(x) = Z J’jna)dq(x)
; n-0 n:o
Demostracién.

12 Supengames que converja (a),

€1 considerames unc suma pareicl , de O a n es:

i | f.o] [dpeo)

M:0

(1) i lfw(x)Hde(X)l <

oO
0 b



Hi4

per se¢r tcdes los $érminos poe!tives,
FPere 61 primer miembre express una ‘ntegral de una suma finita de tér

mines, puede per tanto integrarse térnine a términs, es deoir:

04 oC

(2) &Z?”h“)\ld‘f“)\ :f; 5 }fn(x)l |dye]

] 0

de (I) v (2)

E H.n(i)|~‘ d\f(’(){ S S Z | gn(X)Hd(ﬂx)l

ggta igualdad es vflida pars ouslquier n, v , come la intezral d4sl
gagundo miambro aonverzs per Hipdtesis, o1 1{mite para n —>oC

del prims> mismbre, cumplird tamhién:

(3) f_ H“(X)Ho\q‘(x)’ < Z )(n(x)lldso(x)

Come hemes supuesto que lz eerie converze unifeormemente, en un in

tervale finite O< x <R , pedemes integrar términe & términe :

R R
(L) JZHJOHMPWI = Z lfu(x)ljcltp(x)
0 L) h-p /
Yy Come: R - o
Z lfumI-lo\sO(x)) éZ thx))'ldq)(x),

(5}
0



Ha

por eer el intec indo poeitivo, polevos =soribir:

R

2 Hn (x)”d&p(%)[SZ Hn(x)] ldgo(x)j

Como eata deelgualdad se verifics psra todo ~ y la integral del pri

mer r'iembro convsrge por hLipdtes's, para R - es:

(5) 2} ) Z jnoo”dc,(x)[
n:o .
¢e (3) y (5)
) Z\ oflagel= ) | [ 5,000 |49
n-0
0

Covo A+ niegrel dal priviar misrkery 33 gohvaritail, .dg58n hemos supuas
to, 1 &oria Ae valcorgs absslutug 301 se vado.misnoro, tambiém oconver
., ¥

oq

}P § 0 de)
< n

n-o

converge sbacvlutarente; en efeéacto:

Y\ Sgh(xwm

o SZ “h(x)\\d?w'

0
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Considecremos la suma parcial:

S,,U‘)=i f oo

S,Sn(x) dy () :Z J fn(x)c\tf)(x)
0 0

0

S8s verifice:

y tomando l{mites:

0 o

(7) “m an(x)dso(x) - Z/ J}n(x) o\(f(x)

0 Y

Varics a demostrar jue:

[ js,,(x - Sf(x: d ¢ ()

En efecto:

[3 11l jaren <

R n-0
por ser el resto Ae una intezral que converze por Hipétesis.

Dado que ;Ex) es mayor que lﬁ(x) ) Y Gue }5;1 (x)] o8

od

(9) o
\ J U(x)- S,,(x)Jdtf’(x} <2 J%r) ldsv(x)léz—%

R R
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For otra parte, siendo ?(x) une funoién 4de¢ variacidn scotada es:
R

j\dtﬂ*)\?K

0
y por la convergenois uniforme de SF(x) en sl intervalo O<X <R e

desde un n en adzlante:

( (X)) < _,5
] (x) S \ 7K
y por lo t.nnt,oz

J 0 =S5, 0]dg x| <

0

(10)

&
¢sl f(x)— Sn(x)l Id(p(xﬂ <

R

_,E’ CISOX < .__8
< K JI ()’ =

‘ f[f(x)—Sn(X)Jdcf(x>

<
- R
¢ Ul;(xkg (x) dtf(’() J (X)‘Sh(x)Jd‘f(x) < &
b R
Es deocir: -
- J Um .S, (x)Jclcp(x) =0
o seat

0o

lim SS,, () de(x = Jf(x) dip(x)
0

0




Ls

que 88 la (8). Surstituyendo en (7)

o0 [

S(x) dcf(x) :Z E" (x) d g (x)

0

28;: 31 supomemon, en cambio, la egavergenois de (b), se ve facile

mente que converge también (a). Hn efecto:

R - R
1 [ f0o] Jayeo 2\ o] 149
0 "o "

por la ccnvergenoia 4e la ssrie sn el intsrvslo finito 0<x <R/
Psro alando el int-grando positivo sn guda vno de los términos de
la serie del segindo miembro, dioha seris ez menor que la que resule-

ta 2l oxtender el intsrvalo de intexracidn de¢ O a,

Luego: R
5 Hn(x)“dcp(x)lfz j fn(x))ldtp(x)’




Hé

Coros el segundo miembro econverge, por Hipltesis, y la desigualdad

o8 vfilide para todd R es:

i Z fn(">|“"‘f’<">)32 fawo [detn)

0

En oonsscuencia

ol

o0
423

h-

fn(x)) EXEEN

c

0

tembién convarge, que es la condiaién (a), por lo tanto, por la

demos tracion antarior, queda estableoide tumblién 21 Teorema en este

segundo ¢ado,

TEUREMA

Si admitiroa les mwiemas ocondicionss de Hipbtecis que en o) Teorema
Aeforior, con oxcopoiénﬁ?o Que l& convsirgenaols de :; f"‘x) y

zi \fn(n] hacia‘fa) y‘fg) revaypeclivaranis, no es u;;formo.
I:wconolusioén de &’cl.o Teorema es lgwsl rmecnte vélida.

En efectd: La demoatrroidn er éxuctarerte iguul a la anterior,

salvo en el razonamiento que permite establecer la igualdad (4) y al

desigualdad (10).
Para salvar estas lagunas tenemos sn cuenta que:

R v R N

i 2, 1B} el -t D

h:e n:=0

0

f 0] |dye |



by

¢ N £
j }\/":“ Z !fn(x))ld¢(x)|:;|qu JZ IRONErIGIE
¢ e 6 n:o

R

:n‘/iﬂm ZNJ J H,L(X)HdWX)J

n-
0

{ por =1 1:gra=: 723 ..rzelf, generuliza o pars integrales de Stielt

Joi")
U sen 3 2 . A
| = L) |dex
;\}nw\ldcp( )) Z | fo 0] ]d 99|

e as 1» 1gvaldsd (4) .
rsre obtan~r 1. dea’gusld.8 {I0), como Aa agusrdo ocon el Teorema de

Arzelé es :
R R

J fa) dg@ = 1 SS,L(X)dLF(X)

n =23«

0 ¢

podemos esoridir:

R

J [‘f(X) - SK(X)J d ¢ (x)

6

-

< &
z.

que o8 la desizusldad (I0). Por lo tanto,el Teore-a queds der~ostrada

ooeaen .,o.---..--
(¥) _ :
Teorsme generslizaco de ~irzelf : 31 un: svcesién “e funoiones inte
grsbles {,(x) y scotzdas en su conjunto en un !ntervalo (ajb),tienden

hsoia vna funcib- W(ﬂ integrable op el misno 'ntervalo, severifiea

L rwn_(x) d p(x) > j Y(x) A p(x)

A3 R

%g sabldo que Osgood encontrd azos después el mismo Teorema en el s

80 particular ds func‘ones continuas ,
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TEQREEA
Sea f£(z) una funcién meromorfa, tal cue todos sus polos z estén af

tuados en al semiplano RA(x)<6” vy desarrolladle an la serie:

(V)

< )
4 a
5(2) = ! 4 e + my m
2~2y (l-zy) v
)

(donde loe af‘ gon los reslidnuos ds las funotones ,f(z).(z-z,,)f‘"

(g4 2,3,--~. ™, ) en los polos =& )

Supongamos ademis gue la serie

-1 <
f) 7 + - +am', (m,—l)', € v )
. V=0

ssa un!formemente gonvergsnta, ign«)l nus la serie 4de médulos corres
ponéientes, en ou«fa 'ntervalo rinfte O<F <P<cR, » Y qus conver

j& una 4de l:zs Ados expreriones siguisntec:

S - A S ot (1)) o A ()

0

Z e a, (0] d A
V-0 g
sntonces es para tods A (¥ infinitamsnte cracisnte:
o0

S(Z): j e 2 V(1) d ()

0

para QQIL) >0 .



Ly

Demcatrao! fn

[
Por las eondlciones duaﬂip&toaio o8

oo o0 < >
. g ~2A(
e_ﬂ()z VIO ? o2 r)d,(r)d)(r)
V=0 V=0 o

0
para s yg{&) positiva ( de ascuerdo con el Teorema general que
acabamos de demostrar)

O s08;

5 e_z,')\(“) 0((1‘) d)(f):
<0

my-i
o2 [a, 3" )(r) T MJez")")cM(r)-_

(m,,-l)'. ™

-
[~

= (2~ Z,)'A(f')[ W A 5@ 16 my-
— - d A
Z j a ™ T, /)'] v

V=0
Oo
0 oo _.(2,-2,)2(") o) Z(Y) my~1
. ) A
1'2 Je-(z 2,) A0 é’,")d A b - - F —fe T, (! d )
0
y=0 LY
Integrando el término primero:
(= o]
> ) o ~(2-2,) Alr) 2.
- (2-2) (r) “’d _ Y 2 - ‘
a Alr) = 8
J € ! f -(2-2) x-1,
0

e e e e s
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Integrando por partes el segundo término:

o

—(2-2)) A€
Jc (2-%4) )azfna‘lﬁ LVIOE
’ (2-2) @) 0 i )AG
S22 A6 S (2-2) A ()
. ab”) e )(Y'), + _'1_,_. e dg(rf]t
- (22,) 0 Lty
0
)
: ’jv) e ) - cLb(v)
L-z, -(2 -2y4) (Z,-Z,)z

intezrsando ror partss ¢o8 vacee 2l ternar términe:

0
d;v) J e-(?—-lu))(r)j—(rl,z_‘ 416 -
!

v

_(2,-2,))«) v |7 _(2-5)A(r)
_aml e A" | . A Je ) 2 A d)(r)] :

R P ¥
oo 2l T (x-1,)
9275 , A 2
) ol
w) - (2-2) Al) >
g -(2-2y) Ar)
d3 & ")U)l + A e ” dA | -
Z -1y - (22y) (1- 1)
~ 0 M
_(2-2 ))(f) o v)
8l & | . a3
= - 3
(Z'Zv)l -(%-1y) ' (2,-2,,)

v

y sof sigulendo con los demés términos @&e (1), se obtlane en defini-

tiva:

oo o0
L2 A(r (v) i)
[ : )Ol(r)d)(f): a'Z + . iy .
N (2-2,)
V:¢
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pero @) segundo miermbro es , pro Hipdtesis iguel a £(2) , luego:

o

Se_zﬁ(f)a(()d)(r): }(Z/)

0

para R):>qe
..-’-0.--...

OBSERVACION

G e ey ED A P G = A T Gn

Comc humes extendfdo ¢) Teorema zenersl] utilirclo, pers el eeso

on que 1xg seriss convargan sinplerante, el Teorema o8 vdlido

-
tambidn cusndo 22_b1,(79l converge simpleman te¥
Y:0

-‘--.'0---‘---

TEQREYA
SL o (r) es uns funeidn que puede exprecarse en todo intervalo

finito ( K, R) medlante la eerle

[ %
oW ( }(r)
ad(r) - a, + a, L -- -+ 4 vo.
() Z Z ' T T (my-)!
Vvs/
que o8 uniformensente convirgante, suponlendo que lo son:
o0 cQ
Z allb’)e 21)(") Z‘ az’(v) 3—(,,—) 6242(,,)
) q! )
Ve Vo

1

(v) i(,) ™y ]62,)(»') 1



sl ademisi

(1) '“mz ]a,v g ¥ A 2, dAlr)

y:1

es convergente, entonoces la o (r)

de una funoidn ., deilnide por la serie convergsnte:

A
oy
(v) (v)
a; v a4, 2
(2) : '
j‘ ) 2-Zy * (Z- Zu) *
V:]
0 seut
W d(u) a(\’)
: -4, +2 — 4 =24
5(2) 21 ' (Z~% (2-2,)"
V-
Taros trac1on,
D; cgrerdo con la Pindtesies ee:
%4 = o] oo
Y -2A(r) )
2)( dog) = e d a, +
v:l
0
Y For la oconvergenocia uniforms de la aserie:

o0

5 e'Lha)dd(r):

0

+

v

Am, 2 )

(Z z")mv

(v)

14

S

o8 una funcidn de reparticidn

(V)

Am,
.

m’-’

Ar)

(h’)y—l)!

2,()
)e




$3

oo ca e
W) 2yA(r) 3
i e“"ﬁ"‘)d ? a e’ e ZA(r)dL Mﬂ(f) 2y A (1)
B vir * +
0 3
_ ) z Ar) -z,,'l{r) v
< dZ )” t-o-— dZ ) A" ez')
(mv").'
v
i} primer térxmine, 4é por reeunltado:
o0 o0 °0 f_o
e-Z)(fc)jZ a{(”elvh(ﬂ: Jen?/) (V)Zl 84(9)62')')(") Z,, d ) (r)
; Ve p V=)

por la coavargencia uniforme,

Pero segin (1) , da acuerdo 0on ¢l Teorema general demostrado

o o0

J'C-L)(rz 34“’)6”'2(%, d A -
Vi o 0
S (2-2,)A(r)
:ZJ 84“)2’9Je V) d)(?‘) =
V2 0

0

o0 x =
)
_ d,m 2y e/_(z "lu)/“")} _ ? é?‘(v 5,
4 -(2-2)) -2,
V-4 v V-1

para K(2)>¢

Integrando por partses el segundo término:



'L)”)dza;j) 2(,‘) ,)(!‘)
V=]
)
od
= -(2-2,)A("
) Z . (2 z)?\(r) (V))(r) . 3;”6 /q,) d}l(r))
B < 4! !
NP 0 0
Intagrards nuevemerte Por rertes:
0 o0
(v) N
g 2 |6 o C 2O 40y d A -
!
y ! 1
0 o0
I o) 2
L a e‘(z ZV)A(r))(r) + z d, e-(z":"v) (r) 0’,1(1'):
2‘1)4' (2-2,) 1!

v

oo o0
(z-zy))«(r) ) i al sy
~(z “ (22! ., (2-2,)*

que 88 8l vialor del sezundo términe,
Fepitisrd#o los pascs antariores para sl tsrcer término, se tiene

( Interrando tres vecee por partes) 1

J -Zﬂ(r) dZ (v) )(r) zﬂtf*)_
. Z. a;" e-(z-z,)ﬁ( A+ 2 SZ iL Ar? e‘(z-z’))(r)dﬂ/r)z
2! L

\):l v




~LZ A A e_(z-z,),\(r)J +
] 2 - (2-%) 0
V-
= (2-2,) M)
~(2-2,) ALr,
cg(}') e
+ Z 2 .
. SZ ) T 2 A(r)dAey) -
0 y- 1
2 (V’ _(2: Iy))(f)
)
7 o ) e-(z-z,)i\(r)
G d .
+ 2 Z E) TERE A(r) -
0 V=1

(v)

“” (z-zu))(r)Joc _ Z ds 2
ZZ -(2-2 )3 o (2-2,)°

qus &8 el valor 4el tercer térmirc,

Y as{ siguienéo ocon los demés tidruinoes , haats el de orden

obtiens en definitiva:

o =) “a n

0 V:1

o0

<
_z AN ' m N’ (v)
ngu(dq(r):z ’“V.,.?.a*f'b*_......}. Eﬁ"_v_z_';
2-Zy - (L'*v) (z-2y)
Vi o

m,

-

v

v (v)
. a, 2y _’_ az’(“)z + - SR _a_""_'_:z’
5 -2, (z-2,) (z-2,)""

v

que @8 convergents y define f(z) para @(z)>(.

r—

DI .




TEOREMA

S1 £(z) es una funoidn wegular en todo sl planc excepto en los polos

(N de orden m ( v:0,4,2 .- - - ) situados todos en el semiplano

R (2) < Y ¥ tal que:

S A(r)
(1) f(z) = )€ ol o)

ctmplisndose la cond‘cldén nesescria para le inversién, de que unﬂ(r)

satrictamente creciente , v, on Gonsecveneia

h +t00

o (1) = e ff/) ez/)(r‘)dzl

h- 00

S! ademis exists un k £1j0 mavor qus ocero, 4de modo que! ’Lk }(2,),
es té eootado scbre los crccs J:z,] = S’n (n =42, .... f,_, — oo ),
H(z)< Y 3 entonoces ent

o

RO ™) ) (ry ') ' 0
- Z(a P S mr (r ,))

V: 0

z, A¢)

v)
donle los 8; sor. loa cocflclantes 48 l:8 [ovlenslas S5e exponents

negativo, fel Asssirrcllo er rerle ée Lsureniz 2e £(z; sn el entorno

Qe £ ,:
my () Oa

}”(z); (22),‘ Z 1-1,){“

o Fe

mwy

(V)
(=) 4 (x Z,)
J: 2z 2 A (X zv)r Z ¢ /“
fl'—l



Demos tracibn,
AW )((L)

—

Z

El residuo de ¢ en el polo s y ee!

my
a'Za.))(f) Z a”) 1(1’)(1-1 (*)
b? . ,‘L (rA-4) !
ru

Sieddok, el nuimero de polos de f£(s) en el circule ds radio {)n

aplicemos el Teorema del
res to de Cauchy, consider

rendo el resinto limita-

do por el aroo Cm v el _\7
asgmento § , resulta:
n Cﬂ III
'
e
gn 0\‘ ¥
B\
.._/
K 2 A1) 2 i
- Z o A
-
(2) Z % Fen!
Voo M=
y 20 f@) R LN O
T amd j(’, x OF T I ©
S Cr
®)  Resulta de desarrollar e on e1 polo 12,
220 2026, (2200 mwg (x-2) At
e 1 e .e =€ _—

Mzo *
mul tiplicar por f(z)e integrar, entonces se anulan todos los términos

menos la expresidn indicada,



58

Frobaremos que la Iintegrel, a lo largo de C,,, tiende a oero
para ¢ >0 YynD - 00 ,
Hasamos:

%= yLio < g:(cosef—i 2enfp )

ycose Ay

-

§(z)= }(fefe)

o)z: fedet: do .

lez?@l

Ahora bisns

| | } )]
ez)e) }(m dx | < lex)«w ;

| d 2.
. 2]

o)
>
~
&

7 » &1 vearplezwr en la Intecrs) trter2ide cchbrr ol arco C,, , los
1iniges e intrgiaelén sen _6n 7 32T 46, 7 eonstderendo
2

lus imusldAades anturiores e

’Z;l :_S)n
]dL, z S),,dB

Luego! J’e-blﬁo F(L) du "
* b4

Ca ke,

IN
)




Ccmo por Hipéteais ss:
IL". ]:(Z)] <M

| foy) < 2
J

340,
nto (r
\Je—z)(r)}(b)dx‘ <_:4_K m ej? so Ar)
n
Cn .
7 On
1309,‘
2
-k 0s r)
S I 3 G TR
L o,

dé

Constleremos el intervalo de integraocoidn, como el duplo del areo

( 719-6,, , * ) 3 se tlens:

T
_k ncoseafr)d 6
I : Q,Yn M ef
L s,
2
y eplissrée sl srne Se fategricife um 3105 23 —-%
tos B = - Sen 94
.3
” At
_k -pSen b,
e 2,5>,,, M \e ¥ d o,

—en




—y

Teniendo en cuenta que .E {senb < 6 para V< 0 « I
2
2

consideremos:

12 550

ol

~—

_k -,,o—'?-(r)
J-‘< LSH, N\.S Q’J> 2, d 0 -

-0,
. 4M [ef" 2 f i ﬂh)]
z l(r) j)nkH ?

eomo

en = 3re. sen __Y_

fn

ynen > Y
n —>0o9

Y por lo tantot

J— 0 para n — o°

28 y >0 .
Jl n
z

°
©
=
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que tiende a ¢ero pa ra n tendlendo 3 oo ,
Luego @1 segundo miedbre de (2) tiene por limite su primer término
para n —> <0 .

Fero este término para m . <o o8

h+co0

A _xn A
e ey,

2T L

h-tc

que de acuerdeo eon la fdrmbla de la iaversién os o (r) .

El primer misembro para m —s co @88

oo

12 -1 2, A7)
E (af)fa,f” 72(") G g B Al ) e :

((r').’

Y:0

0o ” " 2(,‘) Cq(v) A(r)t“-" ezvﬂ(r)
-
d(“):Z (a' M 4! o T (u-n! ) 7

occvcnafocacas



¥

mms HEQULARES DE 14 PUNCION D, BN LA RECTs DB cavm.m

) ) ) ’ )...-'.--.-.”.’...-.....-..-.”,.q.....-
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TEORLKA
51 1la funoidn definida por

=]

r)
§(z)=Je'“( d o) (=)

0

es regular en un punto de ls recta Jde convergencia R(z)=e¢ ( e¢>0 )
la integral converze en dicho punto y la converzensc'a es uniforme en
todo sexzmento de la recta R(z) = c constituido por puntos de regulari
dad de la funoién ,

Demos treoibn .

tuesto que la integral ( 3 ) converge para R(z)>e es ¢

ede)
0((1)-_0(8 ) (4)
- (
o8 decir a('.) . e (.) T') —> 0 (3)
r— =
v
Consideremos ‘Ie'-kQ(') d o)

0

intezrando por partes:
v

, Alr)
1!—2,jo'l(ar)€'1 lrdﬂ(r)

0

Y
_23(7) jd(r)e,-z/\(')o")(r)
0

Y 1 4

AWM

0
2

= d(r) @ + 2

.demdes integrando (3 ) por partes

o0

1)
S(z)x 3 ja(r)e'ﬁ( d Aly) (H)

0



o

Sea 2,20 +y,. un punto de f(g)=c en que f(z) es frneidn regular,
Conslideremos el recténzulo z; z,', '.Z g’ entorno del punto 2; en
' [o]
81 1z funcidn f(z) es re
AN < SRS
gular, . !
Formemos lu funcidn: L X . ‘
) [ )
et TRy,
E ' {
I .

v
olen) - e)(v) (2-¢) (2-2)(22,) ( f(z) } )’6- v A(r) d a(r))

(2]

Vamoa a demos trar que, en el rec Lé:}gulo es:
Pe (3 ) resulta ane dado un

nimero Y tal gue para todo f>f 08

’g(r,l)'(f )

>0 arbitrsrio, se puede determinar um

_c Alr
la(r)ec ))<3 (6)
hora blen, pur: todo £ tul que FKR(gz) - x> 0 es , tenirndo en cuen
ta (2§ y (4)
‘ - 246 -~ 2A(r)
l }M-je"““)da(r)):’i d(r) € dA(r)~afr) e
0 Y
-3 A el - (z-e2A(r)
e - e
y como
es,teniendo ¢n cuentas (6) -
1
_(x-¢) A(r) ~(x-¢) A7)
\;(l%je_z)“)c’dﬁ)’<llléje di(r) +é¢€
0 Y Para LY >S»‘
_(X~C)1(() o -(X-C))(f)
z '2,’ (5 F (3@.
~(x~¢) y
- (x-926) ey Air)
= |2,| 5 e 4_5 e -y AT
x-e
Y
1 % _(x-¢) A 1 2]
E(l)' J-e * (’)c]d(r) <é € (4 * x-cC )

<
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y llemando K =) méx‘vo de médulo.de z en el recténgulo es:

Y
| fer - je'“") dae)| ¢ oo AT (4 ) @)
.
Ses, ademds, 11 el méximo de [2-2] |2-2, | para todo g del rec
téngulo.
Constderaremos ahor:a el valor de | Q(Y.b)] en los lados del rec
téngulo,

I& rara todo punto ¢ Jdel sezmento (2 z',) es |z-z)-x-e¢

y teniendo en cuenta (9 ) se deduce:

A (x-€) S (x-¢) M(T) (1 xﬁ‘c )

\g(f'z” < e (x-¢e) HJ e

o (x-¢) 'l+(4+ &c> < OH (A,-c,f-k)

22 Par- todo p nto del segmento | z, zl) wale un rnzonamiento ané

1080.
32 Par. todo £ del eegmento z' z', o8 :
(d-¢ _(d-¢)dx) K
|gernaf<e g et (v 32)
- Y (1+ K >
= 6 HY (1r 5=
Sea N el méximo de ’f(z)] en el rectinzulo vy A el m;a;dmo de

[a(r)] en el 1nt.ervalo(o()o) ; para todo punto tel gue b<xc<e
Y ¢y<y, es decir del rectingulo o ee~tentorno T , 88 verifiosa,

tenicndo en cuenta (2 ) y (6 )
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! (x-)h) Y
(12) U(z)—j‘e‘”“’da(r)l<m+ 0 K SJd(n@ "4 )6)
o ’ .- 0 f)
(c-x240) -xAtr)
+Kjld(r)e'l)(r)ldﬂff)</v'+ée +’\’H/r€ d )+
[/
F K '_(yx-c)ur) 5 (e-x)AE) Yerce-¥)  Kd  (c-x)A¢€
j& dag) < My oe +Kﬂ)()p)€ +c__—xe
I
48 En el sezmento (z; z,) es \z._%‘:o -x
) ) - A@)e-x)
Q(z c) Al (2-2) (2-m) | & e (c-x) H

y coms 6-X = 6-b tenilendo en cuventa (12)

(1) | germ <le-x) g M (m+Kn Mp) AOC Y E S H(cbak)

“AMNw

51 considerumos la funcidn cf)(u)w?— g6 ve gue s mixiro corres
1
nde a usz— ,
ponde T
in efecto s;
! -
?’(u) Le AUy lir) e Aty u =0
es ,{_u)(r):o u:i’T
r)
T A ? (3ea) = s
; ) -A0)(c-x) y
.n nuestro caso el méxivo de (o -x) e corresponds ac-x=§_()
a
y su valor es:
A
) .
11_—’ e }\(h - L e"’
ACH) T Ao pare x<@
- Afr) (c-x) 1
. e <=
(- %) A(o)
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£n consecuencia para r suficientemente grende ss en ( z| z )

(1) lg“'”]<él“H (c~b+'\’)]

8 para todo punto del segmento 9 2, 2, ) se razona andlognwente,

52 Para los puntod de Qg§ g, ) e8 o -x:0-b y ee obtiens, de (/1)

K3 o )(r)(mb))

c-b

e« e XD (U150 Lien dp P

-

i e_)(r)(c-b)HL(M*KH )(S))e?\(j’)(c-b))+(§Hz(4+ ?K__b)

d
Laseiguuldadea (10),- (11), (14) , (15) per—iten afirm r que en el'p
eontorno del recténgulo £, 2! £, £, la funeidn ¢(+.z) eumple la ocondi
oién (5),y como es regular en el recténgvlo su mbdnulo alcanza el mé

ximo en el contorno; por lo tanto es :

, g(nz)|< £ en todo el reotén

gulo en_torno del puhto s, .

Por lo teanto

parn r suflcientemente grande. Ee decir , 1s integpal converze en |

el punto considerado .

Si existe un segmento (2, £,) de la recta R(z) =0 tal que todos sus

puntos son regulares, la acotacidn (I5), expresa que la oconvergenoia

es u-iforme en dloro segmento,
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“n el resumsn ~us figurs al f'nal, se ve qu- en la trsnsformecién

funcional D, ls integraeidn de la fumeidn () se treduee en una 4%

vig'én por s de la funoién ocorrespondiente f(s) .

Vare--o8 en el siguisnte Teorema, unr zensrallizuiciédn ‘e ests propile

dad, p-ra las transformaciones 92, auaque 38 mucho menos sencilla

y 6til gque squells,

TEQFENMA
s1

ol

J e‘bAO%JdG)

0

/
gonverce para un nimero resl x>0 y ex'ste A E) >k

ver ‘e pars

y e8 1

13

22

23

x_ la integral 1

o0

J‘e‘ixa)d&)dr

d

oA
oo

Ae)
%o M) - %o al),
X, J e «g)dr s 12 d A0

2 Al

_2A0) o (r)
. | e )dav oy = e d 2

¢

0[0‘) 0 (e )

M)

s también oon

AG) 2. )'G)) para r—> <
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v por lo tanto
oo
/3 —Z)[’/a’/r} dr
0
converge absolutuamente si A b)< H.

Demos tracidn.

Llamemos

/
¢f’:/e“°’”’a/r/ 4

(4

v expresémosls como coclente de las funcionas

G(p)-¢ CP}X°¢677 G/p)
‘// : /<7/1; ?69%)’ :;7é5

splicando el Teorema de Stolz es:

App 7y [ 47
6w GO, P i de e d]

Hip) g~ /v”f) fe PR p) 1,
0
;:Zn ¥, Z};¢(P i it ]

/1m

[ dai

Ahora bien

f _ zoifv
/ _1, A6 ; ap)
xo;b(f)+i’5¢)_-)ro/e K [o/(r/dri_/! # € f

A0 Ap)
0

Integrando por partes:

- X dp
. ¢¢)+ cf/ff/ . - 40 A0 al(r) / _xe Al L V4 fyép)
” 1p) 7 G %)




7o |

que , admitiendo &(o):=0 se transforma en

f
/ - Oli,
X 5//// * _,_Z_d N & a4 27

gque convarge puesto que ,?f//) K ; v por lo tanto:

o0 oY
_ X A)
X, a'){'”' w61dr: |e " A
A1)
0 Y,

. * p .
22) Si1 ambas Integrales cénvergen en ¥, , también serdn conver-

gentes en todo 2z tal que %{z}zyav v rep!'tiendo el razonamiento

y , 2 A6 at) dr , _2 A0 dﬂ/
A%)
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De jamos aquf conatancia &e¢ slgunes dsfinieiones y propledades fun
damentalss, qus son necesaries pars el desarrollo de nuestro tra
bajo. Ellas fueron tomadas, de la recopilscién del SBursoc completo

que sobre el Asunto, dessrrollara el leotor Rey Pastor .

Lefiniaién: Se llame funcidn D, , & 1a funcién £(2) definida por

la integral:

e_z,l(t) d 4 ()

(o]

donde A(t) , funcién resl de variadble real es inf'nitaments crecien
te para b0 , y A(t), funcién completa de variable real ees conti
nua; o blen A(t) 4lscontinua de variacidn sdotads y AUﬁ eontinus
pudiendo ocurrir afin que la integrsl exiasta atendo las dos funoio

neg de variselén scotada con diseontinu dsdes no coincidentaes.

Lbscisa 4e convergencis

La sbscise de converzencia de la funeidn DZ , e8ta dsda por le fér

mala

_— o At
¢ = ],lm ,_’__g__'_.-.l}.

t >0 R(t)



7‘4

y se Jeruestirs gue: 51 ls integral convargs on un pu-to Z,» CORVATgS

en o1 semiplane H(x)zx.

---.-----O----.. -

_Oonverganais unfiorm

S1 la iatsgrail D?- o CONVerge en um punto 8, , oonverge aniformemente
on todo rasinto interlor 2l dnguic menor que T , de vértioe en s o

y s:mStrico con respezto & lz parslels 2l eje reel,

La ‘ntezral Dﬂconvgrgo uniformemente en todo dominéo scotado interior

sl semlplano de convergencias,

8¢ le econvirgsincla e le {ntegrul D) » €8 un'forme sn l1a recta x - x_

er temdblén vniforse en a1l ssmiplsce XX,

Lo L 4 d --oO---.- =2 J

Convergencia slzoluts

lLa férrule de le 2tciae 40 oonvergenols abscluta de D 1 es:

$

——  log Y AL

a = llm ———
t»>x ,1((7)




s

8 la Intorgral 32 , oonverge absolutarents en el punto x- b , en
todo 21 seniplane x 2 h &8s verifioes que:s

o0

[foale | reele™ ae

a.rdec(t)as tel que
t

Al : | a(t) at

o

“nire las ebelsas Ge convergencis a'mple , uniforme gy sbsolute , ee

varifioa la siguiente relscién:

----------0-------

Fumero D
£l ordan da oredimilsnte de le funoién A1) respecto Ael loger! tme de

t, puede medirss por ls nam:ro ;

y caracteriza las droplededes de lae fursiones D) .
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Se oconsideran tres tipos de funclones D;L s
I£ ] (t) ticne crecimiento superior al de Lt es decir D:0,
28 1 (Y tiene cresimiento logas{trmico es deoir : C<b coo,

32 )L (t) tienec creoim‘ento inferior al de P E es deoir D : +ro0.,

Las agbllna de convergencia 6lisple y d8 ecnvergendia adbscluta &g lsas
ini.graiee D)_, de intezraendo que tiende a cero ested ligadas por

le acotacién:

- ww O eooopewn

La fureidn analf{tice f(z)

La funeion £(s) definida por la integral

a0

_LA(L)
}(l).‘ e d A ()
0

o8 holomorfa en el interior de su semiplano de convergensia y su
derivada estf expresads por la integral econvergente:
o

}!(z’):— )e-bk(t)l(t) olﬂ(t)

0



1

La derivaiea n-sima de f(z) estéd expres.da por la integral:
O
(n) n -2 A n
f (»): (-1) Je ”)1(6) 4 A)
e

que tiene el migmo semiplano de eonvergencia gue la que define f(s).

51 la in:iegral converge en el punto 3 [d¢ la recta de convergencia,
su valor 2n €l es el 1{mite 46 la funcifn £(z) al tender z a z,

dentro de un dngulo de vértise g interioer al semi lane,

-..-..---“-...-..

Puntos singulares

S{ la ru..0ién de reparticion &(t) es monbtona, el punto real del

s je do convorgencia es singular.

L
L 2 2 2 1 L K MR X T ¥ X ¥ 1 ¥ ]
e

Condioidn suficisnte para que una funoidn anali{tica sea funoidn D

PO st P DOOPOTRVRT PE P TP POF TR PPOP PTPRDPPROw L2 2 e 1 2 2 1 ¢ % 1 2 J

a) f£(s) regular y acotuda para x>0,
b) f£(z2)—0 para X —>o
¢) l1Las insegrales parcisles de¢ la integral 4e Rierann estén asotadas

uniformemente,



]8
La 0oncioidn ¢ puede ser recmplazada por:

6’) Las componentes de f(s) tienden mondtonamente a 0O

psra x_ h
Y Iy‘—>a= .

Lee funciones v, , de reparticieion crecients son sompletaments greolsn-

tes an todo Intsrvale finito de convergensia; por lo tanto

Toda funcibn D) , cuya A(f)

sea oreciente es cxpresadle por uns
serie de polinomios del tiroe

o

f(z):.éZ; (x-x)(x-x) -- - .. (x-xn)):42“. .hj

n-14

Operador ﬂ)

L ¥ o L X 2 T 1 L 1 2 J

Aplicar el operador D,1 e una furoibn A(t) es encontrar la funcidn f£(z)
tal quo:

o0

}(L) = J’e‘“mo\ At)

(0]

En 1lc p€3 ¢ pe stzulente figvirs un ouadre

és propleAndes 4o oste
opsrddor,



-
e

funeioén a(r) func1dn f(z)
a) Produeto por k rrodusto por k
~h2(t :
d) Frosuoto por e 1 () inoremento d¢ 3 en h
o) iredusto por - A(t) Lerivaeidn
n
Frodue to por [-l(fﬂ Derivazidn negime
D) Divistén nor - At) Intagrasion

e) Intcgravion

£) Derivaciin .

Les dos C1ltIm-s cpersslones se refiern sl tipo D

Divisidn por s

¥ultiplisecién por s

D] ,:de - k f(z)
p)[g““’d]:f(uh)

by [FAb-4] - [
D, [Jﬁ)"dj: f""m

Dy [o: (A )

p[A] - 1)
D [a'] :Z.j_(l)
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