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Sobre la Ifisnlformucián de Laplaue, no incluída en lo.

trntsfoe gcnarales ae infilisis t atlvo un Capítulo quo
la dedica S. Pincherle an "011 alsmenti della Teoría

delle funsioni nnaliticha') existe ya una obre de con

junto publiasds por Deetach ’THeorie una nnwendungdor

anleeo-Trenaformation” en que Iiatemattza los mts 1m

portanton relultadoa conocidos, pero refiriéndose e:
cluslvamente a integraleo de Rlemsnn.

Sobre la íategáal ia ÜEJMÉÉ‘oitr3ltjfg ¿»o tenatïtuye

su generalignotón inmediata y n vacas indispensable ,

no existe obra de conjunto análoga a ia do Doetech,

aunque a! vemorfae díepersae/nnpevïnlmante de “idear,

y e! Curso sobre Series e Integrales D drl Doctor Roy

Pastor. pero faltando una teoria listemática.

Fay además otra genovïlfzsc’ón,que a: dicho “urna fu‘

desarrollada para iategrnlen de Ríemunnparaanamonto

con la Queria de Series de Dirfchlct, que consiste en
al”)tomar como tnabor exponencial e “¿ren voz 601 e

de la transformación clásica y que ea el adoptado por

ïidóer en en generalización para 1ntegralec de Birmann

stieltjee.:n clarc que en ese caso la infingral de Stigli­

joa ee reduce 2 un: á: Rietczn perdisnAc por tanto inte­

rés, mientras que la introducción de eso tactorihjquo

da orígen a ls tr matorraclón D) parfiite organizar una
teoría más general que cangrende s laa ferias do Dirloh ­



lot y one no es reduoible a 1a clásica iranaropmaoxón a.

LaplaOOpor mero.aambio ds variable o? no II imponen a

X(Ü condiciones restrictivas, que, lolo oxoopclonalmvn

to nos hemos visto precisado: o ouponor.

En tun sencillo ol desarrollo ae cata Iberia, que aún en

los enana ¿n que se supone fito) derivablo oc útil dor

las tcoremaa en torna general pues ali resultan aplioc‘

bles a las transformaciones del tipo Hornitfi y otral ,

sin necesidad á: cteutuar cambio do varioblo.

Agrodeoemoaal Doctor Julio Hs; Pastor 1a dirección en el

desarrollo del tono por 61 propuoato. y la atención banevdï

lento con que guió nuectro. primero. pasoo on la invelti

gación. l,"

-----.--- 0--.-­

WW'f
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¿omiplnno de anotación do la función DJ . S

Una condición aufictentq pero no necesaria para quo
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Sumade singularidades. ¿3
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Una propiedud del operador Da . 6g

Rolumon do 1a Tborín proliminlr do las runc1on0I D 73
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BJLLNLANU DE ACOTHCIQH
n-.--—---------U- u-n_n._--q----.

Dada una función DA_ , puede ocurrir que eu mó­
dulo este eootedo en un aemiplano R(z) 26/ g en

ese oalo, ae llama sbclsa de acotnción de:
00

í®>=íe"‘mdw>
o

e]. número (4 , extremo inferior de los 0' I, ee
decir: _

(A: .Iln_i- C

teles que:

Ir (a), < X = E(d) pera R (a).¿0'

El aomíplsno R(¡)¿fb se llama aemipleno da aco­
teoión. '

Entramos n oouaiderar la relación que exisun

cubre lee nboiaay de aoobución, de convergencia

uniforme y e: :onvergoneie absoluta, y algunon

celo! en que puede datorminsrse cobre ciertas hí­

potelil, el eemiplnnode tentación.



Cueca en que 1a ¡oct-ción do t (z) on un ¡omi­

plonn un inmediata.

18 Si en el punto zo: x¿+f¿, ln integral DAconvcrgonbeolutarante,
.¡L¿ fgz) agotada en al aeviplnna H(z) Z XO.

Enlofeoto:w-\
t)

S

\
á 590€]-Lx-X0) e-“ g

6

< je “m WM\
0

que conversa por Bipótelil, y llnmundo entonces K a su valor, el :

¡paraxzx

28 81 1a intogral ononvergo uniformemento para R(z)2 3P ((2)
esti acotada en el mismoneripleno.

En nfzoto. según un flooromaya demostrado, ¡1 1a intagrnl oonvorgo

on xo,f(z) tionae un1formnm-nt-a coro on outhuior punto del ¡no

gulo ¡1"er - x) s 9 <2: ,ouanóo al punto tiendo -:.tu infinito; por
tnnto. converse hacia onró en la. rachas qua forman con 01 ojo real

un ángulo, menor qun%%
Adomña,un Tboromndemostrado on loa trabajo. de Sominnrio, estable.

no: “Si la integral eonvorgo uniternomonta para F(z)3.5, {(z) tiende



dc uniformcmcntcacero cn Inc linccc vcrticclcl'

Por lo tanto co*o,concccucncia dc loc doc Tboremacenunciados, cn cl

Iomiplnno H(z)azxo, cc z

¡r(z)]< {(xb):: K

Icnicndc cn cuenta Inc doc conclusiones anteriores, cc inmediato que,

dccigncndo pct/u , y y 51 , rccpcctivomcntc, c lu cbcciuc dc ccc
tación. dc convcrgcncic unitcrmc y dc convcrgcncic cbcclutn dc {(3).
cc verifica:

P,é]’á<í

Vcrcmcc¡hora otros condicioncc quc cccgurnn 1o ccctación dc {(3)

Tbndrcmcccn cucnta parc ollo, los ciguicntcc Lcmncdc ¡nilicic

Gcncrnl: ( Doctcch pag. 56 )

LEIA 18 Dndn un; función <Q(z)rcgu1cr cn un lngulc Iimttricc CII

rccpccbc cl ch rnl, dc vlrticc cake; o) y amplitud ZméZJïL, ci

on lol lados del ¡ngulo la función wz) cctl acotadolesmy cn
(ccdccir dc orc1 interior cc kf(z)=()(eer%1) Iicndc r :lc-—so

don ga y tipo minimo ) cntonccc cclqünlsflfi cn todo cl ingulo.
Esto Lomocc aplicación dcl Principio gcncrcl do Phrngmcny'hin

dclüfñ

LEMA28 Si Q(%)cc regular cn cl ccmiplcnc R(z)2:xo, y cumplo la.

ciguicntcc condicicnccn

I’) IW(&JJéflA por. x- ¡o



mk)II ) Iif(z)lzo(c uniformementeen z>xo, con k>2 . ee decir .
?(Z) ee por 1o menoede orden 2 en lee lineee vertienlee.

III ) ¡VQL)\¿pq , en el ángulo ero. (¡‘x¿ s 9 , donde ee
3:2: IE<6<1E

k L 2:

Entonoee eelqflzflsM en el eemipleno R(z)2_xo.

Utilizeremoe ¡donde el siguiente z

Teorema Auxiliar

Si r(z) : Se'z)h)ddü? converse pare z: no, {(3) eetl acotado en
ende ángu1% |9I< %- eon Vertice en no .
Demostración.

En efecto ee eei, puee, de acuerdo con una tren-formación demoetre

de en los Trabejoe de Seminario, ee:
oC

&(z) = (2-700)Se’n'hflm 5(ï,lza)dA(T)
0

donde .f
- le)

5 (Tv1:0): Se 2‘ dd“)
0

y . comoen zola intogreloonverse, ee:

\5(T.zo)\<m

Luego:

O

Pere r=:O, le exponencial vele uno, y para r->°° y x;>x¿, le expo



neneiel tiende e cero. en consecuencie z

“mk M[mol
( x — XD)

y si el punto s es inter‘or el (ngulo 9< g: , comoel oeseno es de
creciente en el primer cuadrante, es:

A4

Cos Ügm] <

lo que demuestre el teorema.

'IEOEEMA

Si le función regular f(l) , definido por

o

de ebacise de convergencia e . serprolongefeneliticemenbe en el ee
ueáe

mipleno x a 0' ( (TéC ) y cumple las siguientes condiciones:

e)

b) ¡r(z)]=o (em J
pero erbitrnrumente grande. (es decir, es de ordenrini to en

lt(s)l5l sotkwe1:0“
uniformemente pare x><f , donde k es fijo

las reeme verticales)

entonces es INN] S l en el semiplene tu“.

Demos treo 1ón .

«Leo< JL con Vertice en 0;81 elegimos (o >c , en ¿odo ingulo Y



A0

simétrica con respecto al ojo do la. x, ¡o voritioa,aogún 01 Ibor-mn
auxiliur nntcrior, quo

¡r(z>]< ¡A (I)

Considerando con vórtioe on G”

01 ingulo Iimótrico con respecto

al ojo x 219<260 . on h rogión

de 2‘9 común con Zea , esti/FÚWI
acotado, según (I), guía región

finitg restante de2/6 “tí, nata
ralmente,acotada.

Tiniondo on cuenta esta conclusión

y la. condiciones impuesta. on la

Hipótesis, resulta que la función
(92) en ol ¡ngulo.b9 outiltaoo

la. exigencias del Loma23, y, en

oonaocuonoin anti aootuda, ou do
cir:

www
on 01 ¡omiplano R(I)26” .

TEOFEMA
0° A )_ 6

Ï@):Se L daÓÜ ’
o

está ¡dotada sobre una recta intnrior al aeniplano da oonvorgonoia

Si 1a función



44

e 1a derecha de esta recta, 1a función ee mantiene menor que eee
misma cota.

Democtreoión

En efecto por Hipóteeie,en le recta R(z):o’ ee ]r(:){s I.
Ademáseegún un leorema que hemoe demostrado, que d‘oe: 'Sile into

gral a) converge en zo, eeoC

Je' “(T’dacrfioÜW
0

y por lo tanto ee:
uniformemente pere todo x3 ¡0+b. "

fm =O (W)
veritioándose net, las condiciones del Teoremaanterior; en eonee

l/

ouenoie ee vllida le oonolueión, y ee //,f’
,i(2)]5.fl1 en todo e] semipleno.

----—--—-°-------­

mom“ °°
‘LMÜoLaM

Si la integral Ï(Z)’ e
O

tiene un comiplnno de ecotaoión ( ¡2:5 ) ee : log M(x) una función
convexa de x.

Demoetreoión

En todo el eemiplnno de aootuoión es f(z) , una función regular y
aootade; por lo Lento, cumple las condiciones del Taoremede lee

tree Rectee, que dice '81 {(z) es regular y acotado en ln tajeqsxsag

y llamamosM(x) ¡leahcmo superior de ‘f(z)l en la recta R(I):.x



,12;

(límite que en rinlto por lar ¡dotada ln función) so ver1rtca que z

log l(x) es función eonvenn de 1 3 simbólicamente:

x4 logM(x) I

¡y los “(x9 I 2 0

x3 los H({) I

o ¡Oli ,7
XJ-X4 Xfx» ‘1-X1

M(¡J S "(1) . ¡(5)

En consecuencia el Tborema qnodn demostrado.

OBSERVACIÓN

Si t(z) tiene un namiplanode convergencia ¡bsoluta, tiene uh l.

miplano.do neotnoión quo comprendo al anterior. y por 01 Theron.

anterior celos H(x) funo*ón oonvexa de x.

TEOREHA

Si dtr) es oracionte, en el nomiplano de oonvnrgoncïa oa los f(x)
fina función oonvoxa.

DENOSTRACIÓN

Para B‘z): x , es:

\ 800] z Se'ïlmdau) S Se'xamdahfififi)
o o



;. .> . .,g .. . , .r- ..

É'Cono or; aor'ol(1")vjáneionu',kol¡altiplan do convergencia-I'n-plo oo!­

n
F .Ó

¿ácidocon 01 do bonvergonoin absoluta, podamos¡punt 1a «¡inflación
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UBA CONDICION SUFICIENIE PERO N0 NECESARIA PARA QUE

(f(z) SEA UIA FUNCIÓI DEL TIPO D
}

Orden y tipo de une función entere.

Unos de los problemae que ee preeentun en la iberia de lee

Funciones determinentce ee el de eetebleoer lee oondioionee

que debe reunir una función f(z) , pere eer une función D}
Noeotroe eetudiemoe el oeeo, en que pan eer f(z) enelitioe

y null en el infinito, puede esegurersa nue el une función

DA . siempre que 1(Ü cumple cierne! condicional.
Pero veramol luego, que este condición euftoiente no etempre

ee neeeeerie, eelvo el celo en que le función determinente

ee entsre y de orden unidad.

Le coágïéíen del tipo de le función d(r) permite determinar

le región de enelitioided de f(z).
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TEOREMR

Si t(z) ee une función analítiee y nula en el infinito, y Á(r) o.
conxinu- e infitemente creciente, ee t

ao

fu): 56*“) dom)
0

deede un n en ¡delante .

Demoetreeión.

Por lee condicionee que f(8) debe cumplir por hipóteeie ee
ao

la n.
Su): É ¿fi?L

¡»:0

donde 7‘ | i
(1) ¡»rn (lanl Mr-) ; k Z 0 pero finito

de donde ee deduce

, l
(a) IMM la») k : 0

h->O<‘

Formemoele eerie
23

L aw Á(fin
"w

que converge,puae

hkr’dlanl )Ü)¡= “un Lan]á Áú)=o
71‘500 por (2)

y le convergencia ee uniforme en todo intervalo finito.

81 multiplioawoe eete serie por e"‘¡fi7
oO

_ 2 r

(3) ¿Ei 6.! ( >6n )Ü)n
k o



tarado clLMr)
y la integramos término e término. Veremos que la serie que. resulta

os uniforrzemenw convergen“; en eí'e:;to x
oc OO

(h) -z)0
ana ’)(r)"d)(r)

71H)
0

tiene por mayorante

{5, Z ¡anlje‘fimhrfiduo
“:0 o

Integrando por 'partes
—XAH) wo Ñ 4

Z ¡alje‘flhhófdhmz [ah] 64 M) ,L
11:0 o

14:1) 0
OC

+_%_Je—7(1(f)n lourrldah)
0

Para x) 0, el primer término se anula, o integrando por partes nue

vamentc; x woo _x (r) 0°
. M e h-I ¡ -X;\(T) mz.

(:2) lanl‘; _ (r) [+7 e (vu-02m«mr;
11:0 0 o

zz la," 11:2 ¿JCMÜ/“ÜnúdAU)xv
h:o 0

HL
v repitiendo la integración por par-teo, resulta:

w I
(5) : ' _____—lanlm'

xn+l
‘h'-0

aer-ie que es independiente de r y que, para 1. Mayor que el radio"'­
H. . x a .,

( ts podria avata" ?€T.‘, 73-311..)por 'T-cjfo ¿3 u: 3.1: de variable, DOP!

sejún aq dijo en la introducción, preferimos deducirlo directamente.
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do convergoncia k, conVargc según (I) .

Si 1a serio m.yorsnta conversa, 1a (h) convorgo uniformcmonto, lu.

go o. liotta 1a intugrnclón tórmino a tírvtno de (5) .
Si ropotivos con 1. (h) 1a reiterada integración por parto. ronll

Zldl con la (5}, relultl

m ú —29(T) n m _Ïiïfl_ : f(29(6) ¿ne ' Mr)¿(Mhz zw
71:0 o ¡1:0

tor otra parto ¡cab-"oo do vor quo

C0 am A I

Z ame,“0’M)"de ‘
n90

o

convorgo uniformomnnto, luogo, podomoo pormubnr 1a sumatoria con 1a

integrul, en con-ocuonoiu z

oo oo Y n ‘_2,ñ(Y) 0° n

. -0 o d

y coro 1a serio dol intugrando convorgo uhiformomontó y roprolontn l
por tanto un: función continua, oxisbo para cuán r 11 tntogrnlz

,(
I

our): a" La“) daa) J
“:0

O

y por lo. propiodndoode la integral de Stíeltics: l

resulta (n

Mr je‘” M”dm
0



AE

Orden y Tipo do unn Función autora

Roonrdnmonesta: definicbonea pura aplicarla. on los Tboromnlquo

figuran s continuación.( LudwigBicbcrbaoh 'Lohrbuch dor Funktiolol

theoríe ' )

Orden Dada la función entera f(z), ¡en H(r) al máximodo su valor

absolutopir¡ |z|:r.

Si existo un númeropositivo y tal que, dado un L arbitrtrianI
to poqvoflo, para cualquisr r el :

9+6.T

M(r)< e

y para aïgfin r anfïclontamento grande la verifica
{SPL

MU)>€

lo dico quo 1a función o. do ordon Q .
OI inmadiato que

log ‘09 MÓ’)

9‘ ¿me '03f

Hay tumbl‘n funcional do ordon nulo y do ordon infinito.

Tipo Dada una función do ordol y , ¡1 existo 1- anotación:
Av?

M(r)< e

par; ¡2:0 y r suficientemente grando,r G’ si c1 limito inferior do

lo. números A quo cumplen esta condición, 1. función lo 111m. do or

dan 9 y tipo (Í g on particular, si 64><D lafunción lo dico do ti
po normal; I! «:0 do tipo mínimo, y :1 no nxlsts algún A quo vori



tico la tentación anterior, de tipo miximo.

El inmediato quo

f“- Ïog M6)
Ü‘: ¡mw ———;í—“

Exttndevcn esta: defin'cSOIos on la siguiontc forms:

Dldll la. func1onol do varitblo POII do? (fnacíón compleja ) yilú)

( real o infïnitnmonrto cracionto) , oi existo un númeropositivo f
tal que, dado un á arbitrariamente poquono, para cualquier r o. :

r e“
’d(r)\<1632()

y para algún r cufiotontomcnto grande

Mr)“
’OHTH > e

lo dico que 11 función dCr) OI de ordon g con ronpootg a 1(ï) .
Si ¡o vorificn ¡domío que:

A M1)?

lo((r)]< 6

para AZ0 Y r suftoiantomonts gra-do, y (f o. .1 limito inferior

do lo: nümorol A quo cumplen ona condición, la función (10) o. do

orden e y tipo U‘ con rolpooto a R 6) .
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TEOEELEA

Una condición ¡cae-¡rin y suficiento para quo 1a función definía.

por: -zlï
e UdeMM ÏGL)

¡un analítica y nuln'ol’slinfilito.y toágn una singularidtd OI 1a oir

cunforonofin de radio lzlzk, OI quo d(r) son una función entera do

orden unidad y tipo k (k 2 o ', k2} oo, )oon rupooto lor ¿vendo

XC®)esnrgptamenLecreciente .Demostracion.

Condición nacosurito supongamosquo f(z) ¡en analítica y null en 01

infinito y k su ¡rdio do conversa-ein, por lo tanto:
°° l

m four-Z “Si;
n:o Z

m­ :k(a) IT; (¡6”an

y da ncnnrdo con 01 Theron: anterior, 1a goneratriz corrospondieto

e! ll función “(T) tal quo

CX)

d'o):2Ï anñu)
A nm

y como

lllyn —n—J_'-: en-ïw
o. x +L

(36 |(WI 'n lan} : k.e/

Por otra parto, lio-do:

I ' ""
z an Mr), a) (v) Z71:0
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0L'(0)=aa
ll u _ 0C >n-1

GLAM-MZ“;nan )(T

d3(0):154 Ïnn- x“
08020 < nan tr)

0C; (O) : 21.1, (31/

Roomplznndo on (3)
I

(11H) í
7- CX2 (o)

TL.

Eat: OI de acuerdo con la dofinioión, condición IOOOIIPII y ¡url

atenta pura quo 0:0) son un; función do ordnn unidsd y tipo k

con respecto a A(Ï).

Coadición Infiel-Ita - S; auponcmos qua <X(T)varifio- las oondicto

la. dol anunciadO¡ la satisfaoo (h). jua implica (5) y (2): on con

¡0690101. k OI 01 radio do oonvorgonoin do (I) y. por lo tanto r(z)

o. ¡«alítioa fuera dal circulo [alzk .



2%

TEO‘ÉHN

Unacondición ¡causaría y suficiento para quo 1a función Gorilla.

por : °°

j8-2.
0

nos nenlltíoa ol todo 01 plano excepto en 01 orlgon oa quo CIO) Ion

una función autora, y satisfaga la doligualdad

\a(fll < ¿ENÜ

para todo 8, "positivo tal poquofio como no quiorn.

En orocto: Sogún ol Tboromnantorior, la condición naco-aria y lu

fioíonoto ;o|- quo dïï) ¡oa una función ontcra de orden unidad y

do tipo mínimo con roapooto a 11(Y) .

Paro coto equivale a lu do-igunldnd

¡ml <M“
cc: lo que ol Thoromnquod: demostrado.
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SUIA DE SINGULARIDADES.-------.

En la mamaria'Tha Iingularitial ot function da
rinad by a Diriohlot Serial "ByD.V.liddar(nma­
rioan Journal of Mathematics -1927) al autor ha

demostrado 01 Tborama que anunciara an C. B.

dal mismoaho(pa3.1038) qua aa una ganarallzaoión

dal Tboramado Hadamardrelativo a 1a multiplican

ción da aingnlaridadoa da funcionaa datinidaa

por desarrollan an aariaa do potoncia.31 teore­

ma citado, da Hadamard, da un raaultado inmedia­

to para laa aoriaa da Diriohlat dal tipo ¿É ¿ne JYL
, plro deja do aor valido a1 con-16a;:r laa

aarioa ganoralaa da Dirichlat
w os) s)¿s--­’)n5 '

z; ahe ,‘4 1m l”: 00' ¡199°

tiddar demuestra al Tear-macorrolatito para serial
da esta último tipo, y lo extienda, aabablaoiando

que: Si Ï(9 y ÓG) admitan roapoctivamanta laa

aingnlaridados (Ñ y ¡fi , cumpliendo ciartaaa
condicional (qua dotallamol mas adelanta) 1a Into­
gral:



LH

¿Híao

’1 7[(5)'(#(l'5)dsr'F' 5
C-Cao

¡anita a lo ¡uno comopunto. IIDBUICPOI,10Ipunto.

db ’ Of“+15

Nosotroo uplioaromos ¡Ita conclusión para 01 alzudlo

do 1.a aingularidadol de la función:

F(Z): jam” Dfaw diam
0

Demontrnromolluogo, unthorcmn relativo a 1a ¡una

de oingulnridndoo do dos funcional definida. por

¡orion factorinloos part ollo ontudinronon provin­
monto, la condición necesarin y quioionto para

quo un; función {(3) son delnrrollnbld on ¡crio
factbrial.

-----.0----­



L b”

'IUEPÏEHA 0°

Si EL»): Jexúmd “(Ü(1)
0

converse para ¡>o . y 0°
A ‘Lufld (r

(a) (tu): e f3 )
o

converse absoluumnu para x> o) , notando:
ax z a'k“; (¡("K o lol punto- oingulorn do fl!)

PJ : (bliH o lol punto! Cingular“ do 45(1)

y Í! z ÏCH ¡Í o lol punto- obtenido! por 1o

¡um do punto. (Y;<con punt“ PJ ¡oi todo. "tel punto! Ion ¡il­
lodoo y ¡demís nieto un número r tal quo: lu anuncio. entre
lu proyecciones do doo puntal (X cualooquioro sobra lol ojos u

mayor quo r; lo anuncio entre dos puntos ¡b y entro doo punto.
y u tombiónmayorquo r,“ decir,“ entiafneon ln condicio­

BOI!

www
" _o{' >f

m ¡dk ¿l

¡53k “531] >r

lla-MW

81 odomh por. un número YLorbi trol-tamente pequeño . cai-ton {4. y v
tal“ que:
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EG) : OU‘jHL) uniformemente pere Iz —akl 2 rl
(h)

( v) .y q) (z): O M uniformemente pere \z—ij 2Q
( que Ion lee condicion" impuestas por Iidder en el “leon-emeeitedo)

entoneee ee verifica que le función:

00

Fa) z e-ZÁU) DY-S’al?) d?(r)

C)

tiene e lo eulo einguleridedee, en los puntos F; y d'+P g
a!uMo f>F+v y f>f1.

Demoetreción.

See Z =x+-Í7 un punto en que eonVergen lee doe integrelee ';(2) y

(b (1) I tel ques'

1>enez y X>e¿

por lo tento ee poeible enoontrer elempre, un número h tel que ee­

tietese :

1-h>ez y h>%

—h

. . //Ï"“‘\
o e! az CPáz X

ah4X
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Forman“ la función:
Mica

z_

(5) F.(Z) :—E%ÍÏ _iZÍLí%€r_ÍZ_d

h-Lao s

dond. 9>H+v z Jn“ y JDJ'O .
Esta Intngnl Safina una función holomorrn on al “mich!” x 2 X.

E22creerlo , como h, según hemos visto «su! a. h concha de e4 , con

rupooto a ru) no hny rumbosexcepcional“, y comoX-h>a¿. 1a
Cb(Z-Z)enta'cone!.der1dn n la flex-¡cha de az y por lofunto, con ron­
pecto n 01h tampocc ¡parecen ninguhridsdoo; teniondo en cuenta quo

loa ¿ra-nu ¿o JCCZ)y 49(2) con respecto a “¡son {L4 1 v

y qa. QX(L1+\J. la lnzognl conversa unliormomonto an 01 umiplnno
indicado.
s: “tu runnión MZ} u prolonga z.nn11‘.,5cumenuon el otro somiplano

los único. puntos singulsru posibles son los P y ( d 4-15 )
de acuerdo con ol Toorom do ¡idear que homo. n "cor-dado.

Vunloa transfomr la función HZ) para darlo 1- form con quo ti­

gurl en 1- ‘hul.
Roomphzando on la (5). la función d) (Z-L) por su valor

resulta: ¡W

( oo-(Z-L)2(T)

(e) HHH?“ JÉÏF’Ï-¿zje 615w)
¡Mao °

Teniendo on cuanta que (Roy):h OI:
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°° 0°_ X-Mrr)

jeraMmdFÜKJJ ) law
0

que eonvorgo , y. que x-—h.>%J y como ¡domina

oO

¡{mi ¿“mdy
lllïií

(aonnidornromon la intogrnl de O l a7,o y en lugar de a. puoa into­

grnmoo sobre 1a root. h-¿cn , h+—¿oo ) convnrg. dado quo

y > Hz , oonvvrgo también:
oa oo

d sXMr) Hu)! ¿“md) H
i JW l e lzlï y

0 0

por ser producto do do. integrolon convergontOI.

Por lo tanto, o. lícito ol cambio del órden do integración on (6) y
resulta:

00 Lujo

-Z2(r) Hz) Z“)4 . __ d
F (Z): ¿EL 8' dPÜ) Z?“ Z

h-¿m

Pero , Iogún no ha eltlblooido on 01 montanareferente l dorivndnl

fraccionarinl do dïf) oo:
hrtw

Á 2](r) x ip r

uu; We Oil-DYd“ p“. Y“)
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En conaacuencin

sze‘21(r)pr'19d(f) día“)

y cono ¡(2), según homo. visto, tien. a lo Iuwo singularidad-I on

1o. punto; P y 05+? ,31 han!“ quod. domoctndo.
-----------o--------.

En forma análoga , pudo dowootraroo que, cuando P: o_-4,-z'_._
cumpliénóolc las demás condiciones de Hiñbtasln, c1 Tboromnsubs/sie­

en la {OHLHI

-ZÁ(r) '? o _
ej)’

...---..---°--'----.-­

TEORBMA

Un: condición nooostrin v Inficiont. para quo una función t(z) puc­

da car desarrollada on una ¡arto tintorial oonvnrgontode la torna:

5 - d."_ Z(2+0(z+z).--.(z+n)
¡1:0

OI que son un. función D)



-2)(Ü
m 5m: e Modan)

o

tal quo:

ac _)(r>d(r):Zl an (e —_
(2) n=o

dond. los ooitioionteu ¿”L cumplen la condición:

(5) ¡aq <nk

para algún valor do k y n suficientemento grande.

Demostración.

Veremos primoro que 1a oondioioón OI aufïeionto.
Consideremos la ¡orto do potoncign

OO

. Z 6'12”
“:0

cuyo radio do convergencia os, por lo monos. lguln a 1 . En ¡{coto

¡tando por Hipótesis:
k)anl<n

.. "W 4”)"

y, on oonoacuenain:

lín h kanl <4
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Luago, 1a aeria dc potcnciaa convarga para todoa loa valoraa da [Z]
manoraa qua 1 y, cn conaacuoncia. 1a (2) convarga para:

-1(')_ 4] < 1¡e

ca decir. para todo 051-00 , puca para anos l (r) oa“ daflnlda
y aa positiva o nula.

_ )(
Probaramoc qua, a1 multiplicar la (2) por € 2' r) rc {nada inte­
grar término a tarmlno con raapcctc a la). 6a 0 a oo .

La aur1a(2), canvarga nnifcrmamantaan c1 intarvalc arbitrario

Osgr s t, puea,para cualquiar r da aaa intervalc,aaz

É oo -MR) rL

OLU)'-Z—Jan(eflm‘1)n5; an (e _4)
71:0

que couvorgc.
Mr)

(fiú)>0)cont1núa
ciando uniformcncnta convargcntc y. por lo tanto, a1 conaidarar an

-L
Al multiplionrla por cl factor dacracianta 8'

intagral con raapoczo a 16), da o a R, pueda permutaraa 1a au.

materia con c1 cisne integral , v rcaulta:

K Roo 1“ y,-22Ü0 - r

e-z)(r)d(r)d)(r)__ Ze ¿“[6 4) 0’11“)
YLro

O 0

R

a e-z)6)[e‘2(r)*1) CH“)
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Ahora bien:
oo R n

ï a (Nm-4)dw><<L. n(h)

0 oo

oo “JM M) n A / 3 ¡al e—xÁ(r)(4_¿')(’D:Úfi)

«ZMMJQ (¿_¿ )d (r)\< n
'h=o o nzo o

Intogrnndo , t'rmino n ttrmino. por part-a, retternñsments, la serio

Inyoranto( paso que más ndslnntn juatiffioegkno.) ragultlg
oo

oo aC

‘ -xm «Md _ Ianln!
(5; ¿[anúe (4-0, ) ¡(O-ZMHHÚMUUM)

71:0 o
":0

En ctaoto. conlldorcmos la inza¿v¿1 aoprdapondlonto a un tírnlno

Cualquiorn, por adsmplo pura n=3

oo 5

JQ‘XXH) (4-¿-)Ú)) Dll“):
00

_ M) .« 3 _ - L JH)

-.X.

L

z L ¿"(x+‘n(r)(4se'3“)) olñrr) z
X

o OC

_ M) «+on - ) M)

3 e (1+4) r (Ire/45))?» + 4 a ¿(+6 ¡6)6 GUM]: 3; —-—:Ï;:7í—' X-+4
0 0
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0°
«a

_ 2 2

-:_22:í_- e ¿rfï_fz l/i t- Já:&/ f. ./ ¿-47:)J%2-Ákyá¿¿x//i{) sílí ‘r*z
ó Ó N

- fe “MW/"cum­
X/Xl-Ij/zrht) t/I ­

L)

jx¿17 J no

— ¿_pr+a) 61/- ¡Le/,4Xfxuj/ÍH) -(143) x (“amy/na)

Luego, la integral correspondiente al término general ec de 1 f.. ., a or­ma:

72 .’

1/14/)[/¡¿). -- (JH!)

con lo que se justifica la igualdad (S)
La serie

/°7n/ 2-"

¿“a X/lJQ/xfzj-UÍJ"“J

converge para x>k*1 ; en efecto , comoM[mmm ­
¡”>60Zar/14d” . [1* a) . y[x*/)“'/1/«‘l)fl/

_ M» L“ ” —/h; N“
u-yaf' /°7m,/ ¡»tu v "90° /Ju-I/

su radio de convergencia es:
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’ la“!¡m
'n->°0 lan]

on decir, 01 mismo que ol do la IOPiO

OO

lan}

n!
ni,

I

puaato quo. ptra esta:

, ' , x

I’m El‘—2 \a""| : ¡nn la“, 'FYIJ)n-sda nl (M_|)X “9,0, ‘ahfll 71,

y uaha última ¡crio oonvnrgc, según la condición (5). Pura 1,> k4_1

bl decir, la ¡crio mayoranba Convergo uníformomonto , y quod. justi­

ficada noi, la integración término n término.

Luego, 1- ooriolh) convorgo vniforno y ¡benlvtamonto para cualquier

n tan grand. como.ao quiera , y pvedo escribiroao:

oo 0° n OC _22(T) _)(r) n

Z an58_z1(r)(e-Nr)__4) ANT): Z ¿the (e 4) 426.)71:0
11:0 o o

0 las".

’ ) JAC") mr) n
e l)“ 010mm) : an e (a 4) 0|jm)

o wo

y repitiendo Para 01 segundo miembro, al procedimiento soguido para



.J-a intogrtl ¿o móduloo. ou valor resultas

°° an n'.
2 L(LH)....‘(z+n)
hu)

en conioeuonoitz

(e) e‘za(r)oc(r)ol)(f)zz JLLCzH). _-.(z,+n)
o n20

y, como por ü1pótalio
OC

SCL):Je’mr)d(*)d3(r>
O

TL=0

(7)

do (6) y (7)

aun!
Z/(z+1).- —.-(L+n)

con lo quo queda domootrndo que 1a condición OI luficiento.

Ptrn vor que os tambiin neoosnrin, supongamosquo la nori­

oo

anwn'.

Z zu“) . -.. (1+n.)
hao

oonvorge para x outlolontomonto grande.
Por lo tanto la noria

35
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connrge para algún "lor positivo de 1 , por cj.mp10,pll‘a x: k .

Luego, su término gon-n]. nando a 0 y pan n uuflclontomonto grand.
es:

Ianl
nk <4

u decir, los coeficiente. an cumplen1a condición

184m"

y por lo un“

our)’Z ¿(emo-4)?”
“:0

os una {macióndenominan“ do la función sonaratriz definida por
1a ¡01'10 fue toricl

0° 1

Z L (1+4)---- (un)
YI.=0

nv
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Dc Ica TboremnnantorioroI,-o obtiene una oonnoouonein relativa a

la ¡umado singularidades. on ole ¡lo on que la. funcionen ganara­

tirocl ootin dotiq}duopor ¡orion factorial...

Suponqnmoola. funcional Jlüj'y<+(z) definidal roapaot1Vnmonto
por las Iori-I:

oo aun.)

{(2) ¿(“WWW (2,+—n)
)

°° 1o“ .

43670:;10 Z,(Z,H). —n" (1+n)

ambn: :onvergantza para x sjfiniyntamentu 3raado,Da auuardo con 01

último Thoromn,esta. funcionan son aanaratricus:

ju) : jam” «(1)01M): Sed“)ch An)
0

y oo 1‘ oc ­

Mz): Je‘w >j3<r)d2¿r)=je ¿MMM
o o

donde
J

A“) : 5 d(r)dfl(r)
U

í

15m: 53500133M ‘
o

y talco quo:

(“mz 9n(e'm*4)
“10
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«a —)(r) n
(r): b (C "4)fi 4 "n=o

Si las Iingularidador do ÍÓJy<Rï)quo llamamos CK'y PJ respec­
LLVunonto, cumplan Inn Gandizionea (3), impucstso en 01 Tboromn ro­

lctfvo n 1a Qumsde ¿insulartdedon , y las funcionan flv y 4M¿)Ion

con retracto a ly] del ordnn ¿stablecidu uh ¿se mismo Thorcma, pu­

ra poder aplicarlo non falta vor uniotwenbe que (F(z) convergo
absolutamcnto, y nn n'aoto o! nat, pues,

Ñe'lmüánl s {me ¡M (4- ¿“WOWOMG»)
0 D :0

oo

_ É Ibnl'nÏx (¡+1)- .-(x+h)“:0

torio quo según hemos visto se convorganto.

Luago, al F>f1+v . F>.P y F> o . ¡o verifica que:

F(z): e'z’“)D,“”A(r>drae>
1)

tiene ningulsrldados a lo suma, en los punto. (gi y d¿+ PJ _
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FÜÑCIOIaS DJDESARROLLABLES EN SERIES DE FRÉBCIORES¡..—------—---w-—O---Onu O-n---”---’-.-----n---------­

un los taornmna rol-tivo. n coto t1po ¿a funcionen, haremos uno

da oïrtoa tauramae 53u2r2103, para cuyg de us: 10Lón. on 01 oo

ao particular Re ¡arica uniformcnante conversantcu o 1ntogra10|

de Riemnnn, Eronwich, remito s noria! dobles; Frmburgor ( I. Z.

h pag. ¿92 ) los dtmuostrn unicamente para oeri». do potencia

o integrales de Riemann, It bien ¿firma qua n" puedo gonernlir

Zar ( H. w. 7 ) .

honotros hemosextendido los resultados, o integrales de Stiolt

jos y nñn en el caso de oonvargonoi. no uniforme, mediante 01

'Uorcma do Oogood- Arzell fi)

.n bano n esta. resultado. domootramoapor una p¡"to que: da

da una función r(z) woromorfg, dnl¡rrollnblo en serio do trae

cionvo ¡Emplos, ouvpliírfoze naomi. aiartss hipótesis oa:

.o

\}(z)= ¿'z)vn1«)d)U)
0

y en cgatramoa l¿ oxyroslón da<fl0 correspondícnto.

{or oLrt quo: partlando da ciertss conilaiones de dGÜ. Il puc

de asegurar la cxlatecía de la {(1) corresponólsnt. y quo OI

donnrrollnblo on Iori. de fracciones .

_ 0
(*

>cme generallzamoa para dicho tipo de integrales.
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REGREMA

Sean infinitas funcionen ÍnXX) continuas en el intervalo ( O;°0 )
Si las series

)((X>=Ï La)

y N m0

fi<x>=2;\{nu>)

convergen uniformewente para todo x , y %{x) es una función de va
riación acotndu definida en bs x < om , Lai que ccnverja una de

las dos exprenionel siguientes:

(a) Jldyh), Z “"00!
o "’°

(b) ¿ÏÏ í ‘Ïn(x)}\d<f(x)’n:0

untoncel ao verifica:

JZ ín(x).d<f(x): Z th0)dq(x)
o nd.) 7150

Democtrnoi‘n.

IR Supongamos que oonverja (a).

Si consideramos una suma parcial , de O a n en:

Íï\fnufildvüflMD
(I) É lfw(X)Hde(X)lÉ

0

oO

ó



Hi

por ser todos loa 36rMInospositivos.

Pere el primer miembroexpresa una integral de una suma finita de ter

minos, puede por tanto integrarse término a término, es decir:

<2) Sílfihufl‘áwx)‘ z: 5 “nun Hgm]
D

de (I) y (2)

É Hn(í)I-‘ dKHX)‘É S I Ek(x)Hd¿f(x)I

Esta igualdad es válida para cualquier n, v , Como1a integral del

eogundo miembro converga per Hipótesis, 01 timite para n *><fl

del primer miembro, cumplirá también:

(a) É “¿muaqufi e Z {nufildww

Comehemos eupuesto que la serie converge uniformemente, en un in

tervale finito Os x:<R , pedemeeintegrar termine a término

R R

u” JZHJOHWI =Z Humjaw)
v 1-.0 Mio o

y come: a oa oo

Z HN>!-lds0(x>)¿Z MMM-law”,
w=o h:o D

O



Hz

por lor al integ ando positivo, podemosescribir:

fl m o»

Z LOOHWOOISZJ Hn(x)||d¿¡;(x)l

Comoesta desigualdad no verifica para todo F y 1a integral del pri

mor miembro convargn por Hipótesis, para R—9co OI:

(S) É “noo, ’dtflx)!SZ i100} ‘dyml

o bw w o

¿a (3) 5 (3)

(7;, Z LWHWM “WOHd‘P‘MÍ
m0 M20

° o

como¡a'ntuqvel del primer míshbro as aúncargantg, .Jgün hemos lupus!

¿0, 1g ¿aria ¿e valores ¡hsslwtua ívl se uado.m1:muro. tambiiu oonvor

qu, vu

í í (x)dw)PJ TL
V110

O

converse ¡bnolutnmont03 on efecto:

¿thuww ¿Z &h(x)“d‘f(")'



AB

Consideremos 1a ¡unn parcial:

Sn(%)=í fina)

SSnCX)dufbc):¿ J fn(X)de(x)o o
L)

80 verifica:

y tomandolimiten:

‘7’ “m JSAüdyü):¿ZJjíflÜdï(U
0 nro o

Vamol l domoatrnr quo:

(8) “m anmdwfi Síazdwx)
° o

En efecto: c”

6

J :Ï; l;n(x)"d?(xfi < 7;
R “1

por lor 01 rento de una Integrnl quo aonvergo por Hipótonlo.
A/

Dado que jcí)on mayor quol5(X) ) y que }5¿(x)] ou:

(9) M

\Mmmm)
R,

OO

¡V 6

gzjhnwwmsz
R
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Por otra parte, siendo foi) une función de Verieuón ¡conan en:
fl;

jwwn K
o

y por le convergencia uniforme de Mx)en el intervalo ostsfl ee
u

desde un n en “alante:

Ismssmssx
y por lo tanto:

FL

me)»an
O

R.

(10) 5 JH(x)—3n(x>Hdcp(x)]s
0

R

E, _ 8

5 27K chlsom] . Z
De (9) y (lo) 0

S]f[f(x)—5n(x)]dcf¿x)
0

. R no

SUHHFSHXÜMÚ) + JÜUFSJUJ‘ÍWX} <¿
o n

En decir: oo

Dm JU“) _ S"(njcltpoc) = o

o en:

MmSsnmdqfix) = JÏÜ‘) CW")
0 o



#5

que ee le (8). Subetituyendo en (7)

jm 3%) zz an (xmwx)

OO

o mo °

0 SOC:

<3í -ï j/ (x)0\50(X)-¿’J ÏnUMQMX)
n

b Vho ":0 o ‘

28: Si euponemoe, en oembio. le convergencia de (b), ee ve feoil­

mente que oonverge temblán (e). En erecto:

{mlwm) “MiMM)
por le convergencia de le serie en el intervnlo finito 0:5: SB/

Pero eiendo el integrando positivo on cada uno de 1oe terminal de

le eorle del segundo miembro, dicha serie ea menor que le que resul­

te el extender el intervalo de integración de O e.

Luego: R

3 vaHdWñlÉZ S EnÜOHdWx)’
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Como. c1 eegundo miembro converge, por Hipótecia. y 1a deeigualdad

ee vfiliáa para todo R ee:

ao

¿1'30 Z Ïn(X)Hde(X)}SZ
V “:0 ¡1:0

0

fm“), MSD“),

En consecuencia

oC
(m

¿23
h:

Ïnm) Mew)
C

0

tambián convergc, que ea la condición (a), por lo tanto, por 1a

demoetración anterior, quedo establecido también cl Tborcmacn este

cegundo coco.

C-----°----.­

TEOREHA

Si admitimos las mismae condicioncc de Hipóteiia que cn el Teorema

Anotcrior, con excepciónfide quo la oonvsrgcnoia dc É) fn (x) y

2a \ÏW(D‘ hacia ía) y fa) rucpootivamantc, no ec uniforme,
lzwconolusioón de dicho ïcorema es Igual mente válida.

En erecti: La demoetrnción es exactancnte igual a.1a anterior,

calvo en el razonamiento que permite eetablecer 1a igualdad (h) y a1

deeigualdad (10).
Para ealvar ectac lagunaa tenemoe en cucnta que:

R N' o N

{m d z ’m

En)“ «M ¿.900Zn=0
o 0

L“)! 1mm)!



(fi

ll7

R“ 2 ¿N

5x3“Á “unlldwnlüfi ¡MQWWWz
\ ob a

JandeWX)’
O

N

I‘lim Z
n=o

' por al uncravr ña arzoli, gcnorultza o para integrales do Stiolt
m

10‘ )

U ¡el a
{L oo "L

¿“nufllmfln’ “¿nudwn
i no sao

que .. 1g igualdtd (h) o

vtr. obzannr 1) daeÏgu-ld.d (IO), como de ¡cuerdo con ol Tboromndo

Arzoll on a

Jíor) ¿“({(x): “m Sn(x)d(.p(x)
o o

podamos¡acribirz

R

J [3700—im] clson)
O

a<.¿.
z.

quo o: la deiigulldnd (IO). Por lo tanto,ol lborofin queda deroltrndn

ooo---.o°.ooao.-­

ïboromc gonorulízndo de hhzelá : 81 un: suculíón fio funciones into

groblocq;u), acabadas on lu conjunto on un intervalo (¡3b),t10ndon

hacia una funció" W(Ü int-gr-bl. o? ol mllmo intervnlo, Iovorition
¡”m
n->°Qfwníx) d <P(X):J51P(Y)dso(y)

Él subido Quo Olgoodaonoontró .aO. d..pu¡. .1 m1.m° Thor-m. .n .1 o.

¡o particul¡r do funo‘onen continuan .

1

J

l

J
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TEOREHA

Sn {(z) una función moromorh, tal cue todos ¡un polo. zv "tin ¡1
tundos on al somíplnnofRü)<( y desarrollnblo en 1a noria:

a”) a(v)562): ' ms!m
ZyLV (l-zy) v

V: 0

(0 .
(donde loaar, son los rosidnoo ds laa Inno‘onos ;(z)p-z,)f '
(r:_h ¿’3,._s_ an ) on los polo. l y)

Supongamol además quo la soria s
M -C__ "W"

. k m M 2m m WL d+81] +""""+amym)e ¡(r)
4:0 ‘ Vs!)

una uniformemente oonvergentn, ignul quo la sort. da módulo. corro.

ponaiontos, ¡n osda tnt¿rvalo finito O«<R05r¿rR¿ , y que convor
Ja una do las dos oxpreaíonoa eigufiontou:

oc :3

53““) > 101W)“A(r)
o VM)

“‘ -4Alfl

Z e pvmjd Mr)
Vu) o

Entonces o. para tod. l(r) infinitamente creciente:

Ím =jguwmd Mr)
O

partÉRHJZG’.



¿{9

Domo!tración
lPor las condicionandnaflipótuil u z

a) gc oo

r É" - M6-2,)“ :>:dy(r)d)(r)___ e r)dy(r)d){r)
“:0 v:0 0

oo

o

parnalüáf 13(2) positiva ( de ¡cuerdo con 01 Tutor-¡mageneral quo

acabamol do demostrar)

0 son

_ 1 (r

Bel )o¿(r)d)(ï’)=
ao °° o ,

- Mr) u) ¡n 1mm" M 2M")

(mv-I)!
QV:

U

0° 0°_ - 'M) (v) U) (v) m,-I

: Z Je (ZZ!) r [s‘ha 2729+“‘+amüM\]0H(r)-_(mu'l)!
V:0 0

ao 0° _(¿_Zi)2(r) (y) )(r) my‘:_(- WT)u) _ ¿m ha A“,
Je 22v ¿4“(')+“"' Jrje "(rm-1)! )
u ÓV20

Integrando al birmino primero:

OO

oa A H _(z-z,)2(r) a (y)-(2-z,) (r) Md _ " 6 _ 4a Mr) - a

Je 4 1 -(2-z,) 1-7.,0



00

- -z 2€)

JC (L v) ¿zinaíálfldmvr

o (z 2.016) °° ao )3(.. ‘ -(Z'¿y r)

:aÏ) e )@))+¿ï-'je dflfijz‘ 32’!) o L ¿y
0

N 33” _¿Z::Ï1ÏÏ )w - di” _“v Www (z-zm

integranda por partas Goovecen al tcrcar tirmino:

3

a0

aw)J¿-Owúfl0jg; d)“:
U

1:0

— 'Ú'MÏ) v 0° _ - r

ami ¿(zz [jm l Á Jeaumk M) Cum] t
: a ‘—’--’-*‘-- "7--—-—­_ . .2! I l (L-Z)

¡gááñí o /¿. y 0

‘A OO(H -(LG Ü) W// -(z-z )2(r)
8° e " Mi) + Á e y OHÜ) -'
7.-)”; 50/3) (1-1,)

/ o o

-(2-l))e) oo v)
aa”) e v l - a;= —— ———‘— ' s

(La? -(bzn I (2-2»
o

y ¡a! liguiondo con los demís tirminoa do (1), no obtiono on antini­
tiva:

oo oO

- ¡(r l" (N
C 2 )Ol(f)d)(f): a‘z + --..._,_ arnv my2' ' (24,)

V:o



¿7

pero o] segundo miembroen , pro Hipótesis igual e {(2) , luego:
oo

-L?
Se mamá”): fu;
0

para ¿emer­

-----0---.-­

OBSERVACION

Comohomes extendido a1 Teorema general utilizado, pare o] ono

on qus: ha ¿crias convnrgm sinplemerAe. el Teoremaee viudo

í La,(r)!
7:1

tambión cusndo converse simplomonuï.

----.-0---_--­

TEOREïA

Si 0/(1') ee una función que puedo expresen. en todo inurvelo

finito ( Ro f2) mediunLo le serio
aa m’_l

' N) N>)¡0 N7 jp) J .bÁÜ)r : a __ - —- - c7 —r-——'— e
d{) Z ¿al f- JI 4-, 'Í‘ + m (mp-I)!

V’l

quo o. uniformononto oonvargonte, suponiendo que lo Ion:

) Mr) 0°(v 2: (fl

É a, e , a), 246”)6’42”),

00

Vw V3!

1
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ei ¡damian
oo OO

(1) (¿J/¡(02 ¡alvehhn zyldafl) .
v I

ee Convergente, entonoee 1a d'(r) ee unn función de repartición

de una función Y), definida por 1a eeríe convergente:
a.

lvl (v) (v)
a 2V <9 2' a z(2'): ' + " + L

í z-z, (2-er + (“mw
V:|

o seu:

<n )v

É (v) ¿“M a“) a (
2,: ’á —‘—z My

5 ( ) l Z‘llv (11.20% (z-z_')my
971

Demostración.

De acuerdo con 1a Hipótesis ee:
00

no M,-I

c-z)({)d°((r) _. e—LA(r)dZ <8'H)+- - . . . . . .+ 64:) 36') i e zv)(r)El ("W").
0 o

y por le convergencia uniforme de le eerie:
oO

je-u(r>dd(r):
0

ALA..\



5.3

ao en ao

- M (v) 2, Mr) - 2

e z del Zé" e v + e lll/“00'24 ¿(fi/1h.) ¿”(0: . 2’ * e +
V:I 4"

o o v2,

OO OQ oo

_ r (v) 1 11)”) “zalfl m ) mri'

+ e 2,20 ¿Zea NY) e + _____+ e ¿Zag 26') en)1,! y ("U")!
v, V:I

o 0

El primer “mino, dá por resultado:
oo

no oo °° _

6-2)(¡32 al(v)e2lvh(fj:JENL) (¡02] a‘(9)¿2’y](r) Z], d l"(r)
V=I V:¡

o 0

por ln convorgoncia uniformo.

Pero "gún (1) , de acuerdo con ol 'I'oorom sonora]. domostndo
OQ oo

Je/JJM 84“)¿""Nr)zvd M"):
v=1 m ao

-(z-L 71H)

:ZJafflzvje y) r
V2: 0

0

ao °° “a

1 ¿4m zm ¿{2, :2» A(r)! z É ¿.(szV¿ , —(z—zv) L-Zv
sz 0 7:,

para 93(2)>r
Integrando por part." al segundo “mino:



.57!

á> 00

_ (r) * (V) (f) MM") _m m ¿Fe ­
v=t '

o

oo

h A oo _(Z.2J)(r)

_ 4! 4!

vn o 0

Intogrands nunvcrsrto por partes:
¿o cw

(v) _

E Z EL. e‘” z""1”)fl(r)c1:m)=Iv:l
0 00

- z, a”) -(z-z.,)A(r> oo z a m -tz-zv))(r)
- z ¡e Am + ———‘i , cum.­-(2-‘1,)4. (2 1,) 4.

v-I U
' U

w ) ) ))oq a) (W= a_í'¿_ ¿”1” “. z 3g
«min lo (um

:' Vu

quo en al valor dal segundo término.

Hapiticnao lo. patos nntsrioros para ol toroor tirmino, no tlono
( Integrando treo voce! por partos) a

Je-zflmd 2 83m1;) eznur):Vzl
o 00

oo c¡0

) _ ) (Y) _ _

z! 1!
. |/-.I

V-I o



) 2, °°

:LZ 33‘: Mr) e-(z-zvfiur) J +2' ‘(l'Ï'Ú 0

00

“Vjí 83m ¿(z-wn) 2 d. o M z! 3L(7‘)Mr):

1' ía“, e_(2,-zy))(r)A oos y”3 (r)o

+2mía“ dm):J (¿wm
U Vzl

(v)oc

oq ag” -(z—z,))(f)J _ Z 33 Z: ‘(Z-lv)3a o (2_‘zi)3
vzl

qu; u 01 valor del torcer término.

Y ni aigulonóo con lo. 69m5! términos , hasta 01 de ora-n m, . u
obtiona en dormitiva:a

de zlm "' m 30" (v) m (”

- É aje, dd(f):¿u+ .._a"'_?_'_m+_....—+Ají”:Z'ZIY (Zl'd‘ay) (1'24!)
0 V=l v" vu

00
(v) )

z üJr ¿»Mz+......._+ ¿"(112/
2, 2-2» (z-zm (2-2u)m'
Vzí

quou convergen“ y defino th) para Q(2)>(.

A.)-L4.A



'IEOREMA

Si {(z) o. una función nogular en todo 01 plano oxOOptoon lol polo!

3‘, do ordon mv( V10,L2u --- ) situados todo! en 01 ooniplano

93(2) 4 Y y tal quo:

) 6'12”)dd0)
(1) (z =

O

ctmpliindoaa la condfción nnnesnr1a para 1a inversión, do que cen1(r)
ontriotamento oroeionto , y, on cone-cuencia

¡“(oo

z Mr)

(1(r):;—z€%7__j __íáïz el” d.¿
h-án

Sl además cxiata un k fijo mayor que coro, de modoquo: IL;(;(L),

está acotado sobre los arcos Ji]: Y" í n : 4,z,.-. . Í; Ï>oo).
g€(z)í X 3 ontonooa en:

m
ñ m,-I 2

(v) (v) (y) z, (r)

o((r’): (a4 +31 ¿Lïfinhuam Mr) )e4. I (mrd)! Z,
9:0 ’

v

donde los«3; son los coeficientoa d; 1:5 potencial 51 exponento
negativo, en} destrrcllo un serio ¿o Laurentz ¿o I(z} nn 01 entorno

do z ,z
V

ID): m ¿9.2:_ + (y
la.

br’(“nf
“NE(2'21 r

., ) p a

}(z) _ ¿_ .¿í¿v:_ + ¿Ei b un (1-1,)f‘Z, ' Z _..J (x‘zrnu lu

F1! /M'-O



W)

Domotbrnoión.

2,10) {(L)El residuo do e ___ on ol polo o y oe:Z

) ww

2'" )({ É U) f) -4
a ti (1‘)

Z F ( -4)!
r“ r

Sioúdoknol aún-ro do polo. do f‘l) on ol circulo do rodio rn
oplicomoo ol Tboromn dol

recto do Couchy, consider
rondo ol recinto limita­

do por ol arco Cm y ol _—‘\\7

Iogmonto S , resulto: / ï
n Cfi III

9,;
III

gn 0\\ b’
9,;

—/
kn Mr) m“ .

e»? Za‘“ Mm”­l ­
(2) 7" r U“)­

V:U (M71

,1 LN") HL) d ,4 ¿LMÜ fa) d- _——— ———— -———— L

zm ja L Z zm 2'
sn cn

Rosulto do desarrollar 61A”) on ol polo z,
8233): ¿zune/(¿40103.5 enla) É (z-mH/yfit‘

¿no '
multiplioor por t(z)eintogror¡ ontonooo ao anulan todos lo. términos
monos 1o expresión indioodo.
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Probar-omo:que 1a integral, a 10 largo do Cn tiendo t coro

para r > D y n 9 oo .

Hagamos:

ZJ: ÏLEO _¿S,(co_r,e+¿ 99,100)

[emm] z e ïwseuo

gu): },(S9¿EB)

dz: ye‘md 019.

Ahora blan:

t)
¿um {(2)¿L pum] HL,

1 ¡z!
//\

7 , al Peen‘plnzuren la íntegra? ¡trtrrñfee ecbw al arco en , lo.

limites de mugración son 7%_ en '7 37’}+0" :7 Considerando

las ¿mamaria mariana-pc el main J)" aa l

[2,] :Ïn
lolL'3

%+9" (O)“0059”” rhc

Luogoa Je-“(Ü -F—Ï)—012 é e? y yaa

Cn .g-en



Comopor Bipótoala es:

[Himk M

MMM-Mí
5’

ég+en

J‘¿—z,)(r)}u)dx < _Á_kM fuese/¡(0dan

C,1 kz‘en
1309“

-k o P)m M rm“ a“

Consideremosel intornlo do inugrnoión, comoo] dupla dal ¡roo

( T19-en,n lau tiene:
7L

_k "¿05920) d e

I : 2;?" M es)

L9,,
a,

y cpliosrcc ¡1 arce Se Integración un ¿ir-o fa —-% en:

¿05 e = — Sen 94

'13

b Mr)_ k _ .Sen 9.

I: 2; 5)" M e y d 94

-9“,
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Toniondo on cuanta que game ( 9 para 0 < 6 < EL .
con-idoromoc a 2/

18 5 s 0
1L

3, e a_k _ n __' (f)

JSZïn ¡“Se/“f” de:
-9"

9.. _ ,. ÏÉ 71*)

z 4M ïer"2ïam_?f H j
x”) jlnkH

como

en : are. sen X
f»

y" en —-> Yn->°°

y por lo tanto:

3' ——>0 P‘r. n 6 oo

¿a X> O
Jl o"
3: , 1

_yn%a(r)deó+ erne| boda]

e 00,1 M) _

¿-fnjhr)d9‘+ Jefne. rola]
(1'

11 f "af/U?)

:————2’Mí4-Zenïnqxf)+e’? :l
ynkumv) 1|

L
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quo tiende e oero po re n tendiendo a oo .

Luego el eegundo miebro de (2) tiene por limite en primer termino

pero n -—+°° .

Pero eete termino pere o ._+ co eo:

hubo

A 84M") fa)
ZKL 1, OIL

h-¿oo

que de eouerdo con lo fórmile de le invereión ee d(Y) .

El primer miembro para n —>co ee:

oo
M -1 2,2")

É (ajuaf) al.” +g#_flfr)f‘) _¿_Z_i (tu)!
V:0

Luogo:

0° (V) (V)2( ) a“, fr] iva”)f f e_ a +6)q. _L___)_,_
dm‘; (' z 4.’+ + ([W)’. su

Vil)
0----.00.....­



,, ‘\ V

ca. 'oi"búho; '
¿anar-í

rum,I F

.g..‘.1..‘.¡,*-¡..¿.;::_
n;

hlgtiv. cpu“.¡o“¡ahhhlnnt
_ , . . . .. 1, .1 l u 4- ._‘ A ­.. 7‘ ' v - .,.

su? li _sam

¿enqu
‘¿*

x
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TEOHEHA

si la función definida por
OO

r)

S(z)=Je'l“ Oído) (a)
0

el regular en un punto de la recta de oonvergeneia R(z): e ( c>-o )

1a integral converse en dicho punto y la convergencia en uniforme en

todo Iegmento de 1a recta R(z): c constituido por puntos de regulnri
dad de 1a función e

Demostración .

kueeto que la integral ( 3) oonverge para R(z)>>e el z
ch?)

a (Y)= o (e ) (4)

— (e.decir r) -—90
¡9 °°“

'Í

Consideremos \Ier-i](’) d dé")
0

integrando por parten:
fí . M)

-120) +Ljd(ï)e_z rei/ur)
0

Y

-11“)
claim = C1006

(2,) Je o
9 r

_ (v

_ d(“e/HHH) + 1 íd(r)€ ¿A )0¡](r)
0

¿demás integrando (a ) por parten
w

1)

5(2)1 ¿joHHG/‘LN OVA“) (H)
0
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Sea zozc +y0L un punto de E(z)=-c en que f(z) es fvnción regular.

Consideremos el rectángulo z’ zz a; zj entorno del punto z; en
' O

61 la función f(z) es re
z'LL______. ____.

gular.
Formemoa 1h función: I l

I

I

l

l

l
l

1'

Nm)__¿ama-c)“www (rar jaqjuuam)
O

Vamosa demostrar que, en el rectággulo es: lgCr,¿)’<’€ (5)
De (3 ) resulta que dado un 5>c> arbitrario, Se puede determinar un

número Y tal que para todo 1'ár es:

-ch) <8 (6)lMÜe

¡hora bien, para todo z tal que R(z) z 1 > o o. , tenipndo en cuan

ta (MyM)

f oc r —ZA(’)

“(1) e"wr)ola(r)): IZJah) e‘ZhUÁhhour) e j
o ‘Í

-22“) -920) -(z.e)1(r)
y como e * e e

ee,teniendo yn cuenta (6 ) W
1 -(x-c) Rrr) -(x c) 2(r)

“bySe'umdue),<lzláje dm) +59,
o Y Para _.Y>S)

-Lxsc)1(¡) 0° ‘(x‘c)2(r)
z ll) (5 —_ i. (SC

xuxa) 1
-("“AÜ) “c Ai): .e—__ ¿’or) Y
Ï‘C

YT - ) ¿»aim ¡u
JC(>.)—Je i (“cum <8 e (4 +—x_c)

0



6 .‘ï

y llamando K al máxïvo de módulo.do z en el rectángulo es:

fHu)- m
O

Sea,además, H el máximo de [Z-ZJ |Z'ZLÍ para todo z del rec

tángulo.

Conatderaromoa ahora el valor de I9(Y.z)] en los lados del reo

tángulo.

IS rara todo punto z del segmento ( zfl z: ) oa |z—-q):x-—o

y teniendo en cuenta (9 ) ao deduce:

M )(x—c -(x.c))(r) 5T e (H 7))(x-c) H á ¡o
1g(r.z)| < e. ' L

—.5(x—c)H(4+x_c)<ÓH(¿ k)

28 Para todo p-nto del segmento ( z1 al) ¡Ilo un razonamiento anñ
logo.

2 Para todo z del segmento zz. zi oo :

(cl-c _ ol-c)3(í) K
|€<r.2>l<&“') “+25 e f (“a-.6)

_ b 4 + EL. >_ á H ( M

Sen Mel máximo de 'f(z)] en el rectángulo y A el mga;1mo do

Id(n] en el 1ntervalo(opf) g para todo punto tal qúe bs 1:50
v’éyé y,_ el decir del rectángulo o semientorno I', no vorifioa,
teniendo en cuenta (2,) y (6 )
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f _( -c M9) Y _2 ,

kf(z)-J‘¿‘L)H)do((r)l</VI+ ¿e X ) +kí1dmc N44”)(12»)

° P(c-xmr) r -xMr)

0

O f "

+ K51d(oe-“”’ld1(r)<M*¿e
5°

' c- — N

muy x)+c¿(_Íe(c r1 ;+ Kéje-(X-C) ¡”33120)<M+Ó€(C- lóïk/JASP
J°

14.3 En el segmento (24' 11.4) el lz —z‘|—.o—¡

— YUI-Ü
< e M) (c-x)Hs

12(2-c)7\(n(z-2l)(¿_21)

—o -b teniendo en cuenta (42;)y 00m3 0-!

(qa) |g(r.z))<(c-x) Hemm“) (/VHKH¡(32)¿”MMM 6 H(c-L+K)

— u.

51 conaidemmoa la función (fluMLC se ve que av máxivro correo
4

nde a u = ——
DO )(r)o

inn efecto ,5,‘ m
50’“);e'¡(”“*u1(r)¿’ '“Ho

es Á-ul(r):o uzL
Mr)

= , L _ '
(17(0) (far) o (rom) _ max.y Como

_;\ _

La nuestro caso el máxirco de (o —x) e “(e x) corresponda ac-x=21—()Í

y su valor es:

4A! hL e‘,’
¡m ' au) 9"“ ‘<°

—A(Y)(C"‘) 4_ e < —»
(c X) Mr)
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En consecuencia para r suficientemente grande ee en ( z; :4)

(m |g<r.>>1<éy*'+(cw>]

58 para todo punto del segmento 9 a; al ) ee razona análogamente.

63 Para los punto! de {o} 2L) ee e —x:o-b y ee obtiene, de (IL)

lgu'wl4 e- ¡(r)(c—b)HL(M+5¿')(r)(c-b)+ ¡(Pr)(5))¿NÏXC-b) +_fi eA(f)(c.b))c-b

s e- X(r)(c-b‘)HL(M“(A 2(ï)ea(j’)(<'b))+áH1/(A+

d
Laseiguuldaüee (10),-(‘1). (44) . (15) perviten afirmar que en el É_

contorno del rectángulo z; z; z; z; 1o función g(nz) cumple 1a oondi

ción (5),y comoee regular en el rectángulo eu módulo alcanza el má

¡ima en el contorno; por lo tanto ee :

l €(”2JI< a en todo el reotán

gulo en_torno del puhto ¡o .
Por lo tanto

fm- <_a__
o IZ'ZIÍ IZ'ÏLI

para r suficientemente grande. En decir , la integgel converge en \

el punto considerado .

81 existe un segmento (a| z¿) de la recto R(z) zo tal que todos eul
puntos son regulares, 1a anotación (16), expresa que la oonvergenoia

el uniforme en dicho segmento.



GZ

R011

5m 01 rolumnn bue figura a1 f'nnl, no vo qu- o; la transformáción

tunaionnl D, 1a integración a. la funeiónafiú ¡o traduce en una a1

visión por s do lo función oorroopondionto {(I) .

Varona. on 01 sigui-nba Thor-ma, una gonnrsllzaolón “o esta propio

dnd, para 11a transformncionon 92, aunque a. muchomano. sencilla
y útil qu. ¡qu-110.

mama oa

31 Je-»2(r)dd@
0

convnrgo par. un número real xw>0 y existo Q %)> k' , tambián con

vor-o para ¡o 1a integral a
00

“Sefzxg)d«)dr
0

y oa z M

w M)
-XOMY) -x° digg

13 &))¿ «mdr: e Nm
0 o

a -zACr) 0M)
es 2, ¿"2 how) olr = e d v:

NG)

O
0

XQ) Z. ' ' en r ‘_> oo

3: DKQ‘): 0 (e A 0)) ¡o
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converge absolutamente si 2 ,6} < H.

Demostración.

Llamamos

69

y por lo tanto ‘

/3 —Z){’/a’{r)dr

f

¿ía/:/E-1.Í(U”/Ü d,
0

y expreséwosla como cociente de las funciones

3 o

áffi=€ ’f’“ ¿92/ 55/2- á/p
H///: 6 Á/fhro . H6”)

aplicando el Tboremade Stolz es:

2 o fl I

¿”fis/x", ELE/4,; migmodáwd’m]
'+@#A;

Lin

fed. H/f) ¡ww H’f) f4” ¿MKT/fu,
_ ,;,, 4 \ (¿75)

-fí-yoo 7;[/096/f/+ 277)]
Ahora bien

f _ JÓÍÏV
Man/f -4,J(r)dmd,¿@+ 5,4%

xoW) 7‘ 7'7)" 0 e ¡gn M)
a

Integrando por partos:

[o X ?'
/ ‘Xv’NÜa/r) f _)./Ï/r) ¿F "fix/1¡om L_, ,4e ¿yu/f

55f N72 Mr) 27/) 2 77/
0 o



7o 1

que , admitiendo Ü/fi)=0 se transforma en

f
¿{75/ _ Jo ¡{U a/r/la "e

a

0°

, 7/ } - _I Jo 1/" m//m ¿flodfflf ¿725) ‘X, á al”X0 ÓV”

que converge puesto que Jfr/> k ; y por lo tanto:

00 oo

-xJ/Iya Mmmm/.- e uu!)
No

o a

. 0 , ,29) Si ambas integrales convergen en x0 , tambien seran conver­

gentes en todo z tal que Wa);an ,Vrepitiendo el razonamiento

Q, OO

l e _z)(r)GTI/dr ; e -2){') dí?!
17/)
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Dojcmolaquí constancia dc ¡Iguala dcrinlcicncc y proptcdcdcc fun

dlmcntnlos, quo con ncccccricc para cl dcccrrollc dc nucctrc tra

bajo. E111. fucron tomcdcc, dc 1a rcccpïlcción dcl Ourco completo

quo cobro cl Asunto, dccnrrcllcrc cl Doctor Roy Factor .

Definición: Sc llamo función D1 , c 1o función [(2) definida por
lc intcgrclz

8

epz,A(t) d ¿(t)

O

dondcl(0 , función rccl dc VlPIIblO rccl cc int'nitamcntc crccicn

to parc b+«> , y A(t), función complot. dc vcricblc rccl cc contl

nus; c bicn A(t) diccontinua dc vnwinción ccotodc y ÁUÚ continuo

pudicndo ocurrir aún quo lo integral cxictn cicndo lac dos tuncio
noc dc Varinción acotado con discontinu'dadcc nc coincidentcc.

Abccicc dc conv-rgcncic

Lc ¡bocina dc convcrgcncic dc lc función DA , oct. dod- pcr lc tór
mula :

o H(tc: “¡mM
f-Pao
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y no demueltrn que: Si la intogrnl oonvorga on un puáto z¿, oonvdrgo

on 01 nmiplano R092)!“

(D

_gqnxgrgancln nnfinrmn

Si 1a integral D 1 . converse en un punto aa , oonvowgo uniformemente

on todo roolnto intcrlor al ángulo menor que fit , de vértice on z o
y oimátrïco con raspezto n 1a par-101- al ojo real.

La intogrnl Dleonvergo uniformolento en todo dominboacotado interior
al nomiplano do oonvorgoncia.

Si la couvzrgenctt de 1a integral D) , el untformo mnla roots 3 r ¡b
fl e ttmbión uniformo en 01 scmiplnno xarx¿

O..-- ooooocooo-0

Convorgcncin ¡bzoluta

La fórmula do la ¡Leila do oonvorgonoio nbaoluta do D ‘Á ol:

f
¡ogVoñ_,—a ; IT;

t-Poo
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Si 1. intargral El , aonvorgo abnolutnmnnto on al punto x = h , on
todo el ¡suiplano x 3.h a: verifica que:

oo

Hu)! s ¡«(mieih dt

dondedif)on to] quo
t

Nh: «(HOW

O

ïnaro las ¡63199: óo convergencia aïmplo , unlformo y absoluta , ¡o

verifica 1. oiguionto rolsción:

---—------0---.--­

Fúmoro D

El orden do crecimisnto do 1a función ÁÜ) respecto dal logaritmo do

t. puodc medir-o por la númnro :

-(THLL
D“ Mt)

y c¡ractoriza la. propiodndon do 1.o funcionan D) .
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Se coneideren tree tipos de funcionee D), s
13 1(t) tiene crecimiento superior el de Alt ee decir D: 0 .
28 ¡.(t) tiene crecimiento ¡Osetitmico ee deeir a c.<n (ao.

53 1/(t) tiene crecimiento interior el de [b ee deeir D :‘Foüe

Las ¡631... de convergencia simple y ¿e eonvergencie ebeolute de la:

inLugreiee D)_, de integrando que tiende e cero eeteñ ligadee por
la anotación:

no--- 9--...

La función analítica sz)

Le función f(l) definida por le integrel a
no

_i1(t)
}(l)= e d A(t)

o

ee holomorfe en el interior de eu eemiplano de eonvergeneie y eu

derivede está expreeede por le integrei eonvergente:

ÏI(L):—
0
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La derivada n-eimn de {(2) eetfi expreeade por le integral:

no

(n) mi) n

í (1,): (-4)nJC (01(6) d AÜ’)
o

que tiene el mismoeemiplano de eonvergeneie que le que define {(1).

Si le inzegrel converse en el punto ¡dde le recta de :onvergenoie,

eu velar en él ee el limite de le función {(3) el tender I e zo
dentro de un ¡ngulo de vértice zointerier el eem1.1eno.

Puntoe ¡insulares

Si la ÏUJ°16Üde repartición A(t) es monótone, el punto reel del

eje de convergencia ee singular.

Condición suficiente para que una función analítica eee función D ..-----6---- ---’------ C--- 0-- --- v --_ --------.

e) {(I) regular y eootade para ¡>o.
b) “nao pare x ->°° .
e) Lee integrelee pareielee de le integral de Riemenneetin eeotedee
uniformemente.
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La condición o) puede ser reemplazado por:

o') Lao oomponontoe de f(z) tienden monótonemento o O pero z z h

y ly‘—>ü= .

Las funcionen o; , de repertioioión creciente Ion completamentecrecien­
tes en todo intervalo finito do convergencia; por lo tanto z

Todo función DI1 , cuya A(t) eee creciente eo exproeeblo por una

eerie de polinomios del tipo

a9

f(2):.2Ï; (x-x0(x-x¿)..... (X-Xn)):12“..hj
ni,

Operador B)

Aplicar el operador D,1e una füroión A(t) oe enoontrer 1o función {(8)
tol que:

00

¡Em= jeta“qu mt)
0

En ln pta 1 na siguiente figvlre un cuadro de propiedades de este

operldor.



función a (r) función ¡((2)

a) Producto por k
-h (t

b) Producto por e ) )

e) ¡reducto por -—)(f)

n
Producto por [-1(ÉÜ

D) División pOW -1(t)

o) Integración

r) DeriVsción¿

Producto por k

Incremento do z en h

Derivación

Derivación u-aimu

Intagraotón

División por I

Multipliaaelán por I

Las dos filtra-s operacionea se refiera al tipo D .

p)[kof]:k
D)[C-h)(t)d1:f(2+h)

D)[Amd]: Hz)
_ En n,

%1¡AU)4J=Í((L)

p) [d-.(—Am)]: ¡“'(z)

DM] z {(72)

J) [d'] :7. {(1)
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