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La clásica iranrformación de Laplece, utiliza exclusivamen

te insegrnlee ña Biemann y cue propiefisdes más importantes

figuran en el Kratnño de'ïoetech 'ïhecrie und hneendungder

LaplaceoTrenefcrmnticn".

Unageneralización inmediata, coneiete en adoptar integra

lee de Riemann-Stieltjee y ee ee' comola considera B. V.

tidder en divereae merorize( ñ generalization of Dirich

iet'e eeriee and cf Laplace'e integrale by meanscf a Sticlt

jes integral- iransactione of the AmericanMathematical So

ciety- i929. ¡he inversion of the Laplace integral and re

lhted mounnt problem- Íraneactícna of the American kathema

Lical bociety- 1934.,enc.).

otrageneralización radica, en referiree Iolamente a integre

lee Riemannpero reemplazando el factor exponencial eimlpcr

¿“Nuzzcneeta torna y paralelamente con la iberia de Seriee

de Dirichlot, fue desarrollada en c1“Cureocobre eeriee e

íntegralee D” (1923} cel Doctor Rey Factor, quien ultimament

te coneiderera le generalización que incluye a las doc ante

rioree ee decir: 1a transformación que correeponde a inte

¿rales ñiemann-Stielijee y con el factor exponencial é-A“)¿.

áuestro trabajo veras sobre esta traneformación generaliza

de, que tiene la ventaja de comprender e lee Series de Di

richlet y que eólc cuando ee imponen a Á/z) condicionee ree

trictivae (comopor ejemplo Á/u) derivable ) ee reduce a la

cláeica de Laplace por un cambio de variable; pero aún en

AAA-eu“



los oaeoe en que noe hemoe vioto obligodoe o aceptar tale.

oondioionee,d1moa la demostración de lol teorema. corre-pon

diente. en 1h forma general, pues no! la. conclusiones ee

_plioan sïn previo osvbío de variable u otra: transformaoio

nea como por ejemplo las del tipo 7'c1'wite.

Lejamos aquí constancia de nueetro etneero agradecimiento

¿1 Doctor Julio Hey Pastoruuo fue quten nos propuso el tema

y que en todo momentoto: preetó su tan valioea guie .

-o-C-w-OO-O-coon
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UCNV'HGSNCIH UNIFUHH¿

Los teorema: relativos a la convergencia simple y a la con

vergenaln absoluta Aa las funciones DX, están expuoltol
bravemente en 91 Resumende 11 Teoría preliminar que figu

ra en lue notas finales, donde ee transcr'bcn tambtón, 1a

fórmulas de las ebaciasa correspondi=ntes e y a 1 on lo

que respecta u la convergencia uniforme, no recuerda allí

el teorema qua la asegura en un ángulo que tiene por vór

tica un punto da conver¿anolu simple.

Nosotros ¿st bïace os “4:03 ‘1 rue vx‘ste 1‘ aúnver «noia

unlforma y consideramos lun¿o í» Convyrgenci; de funciono.

DZ, de Variable compleja parabólica, pues en ellas se pre
lenta 1a partíonlfir’ñad Ge Ooïnclóir las abusiva! de oonver

gencia c!mp11 y untforwa .

En alguncs de las teargTas que davel, la ñamostración o.

paralela a 1a va conocido pn'a la transformación ordinaria

de Laplace e igualmente sencillas a pesar de lc doble gone

r&11z ción del tïpo ña integral y de la expone*cial que f1

gura cn el integrandc, resultan sai,con el mismoearuerzo.

propiedades más generales que covprenden a acuellsa ya co

nacidas cono cusco particulares de estan .

-vvoh ------0--—-.. nano-ou
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C30

Si la integral
(4) 364%)dd6')

0

converse absolutamente en a =no: ¡ua/wm,eonvergo también unifor
memente en el semipl-Jo 1 ¿10.

H) oo LM)e“ ¿01(1) conv. absol. en zo=xo+53vo
0

T) oc
_ z NT)

e ddb‘) conv. unit. en xzxd,
o

Demostración:

La hfpótaalc implica que, dudo un 8 cr zzrgrh-xonbo pequeño,
existo un ra tal quo

T
21

S‘e-Z°A(r)dd(ï)1<¿ rara rL>r4>To
T1

ono. {L

r1

Ahora bien

{1, fi,
r _ MT)

Jgúudam s Je x HW)!
r1 r1

vpara 121°
4-11

É
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que por (t) es menor nue E para r1>q;>n3; por lo tanto
fu

-LNH

) El d GU) <8

r!

para tod;

(*)TEMnhin

312M0+oee decir, e! ee decrecient? deede unValor de r en adelante

y oonverge a cero y además existe 3%1 y ee oreo1ant’ desde otro va

lor de r en adelante, 1a integral

e‘zqó) (X(T)dï'
(3)

0

converge uniformemente en el eemiplano 12:0, con enolueión de un en

torno arbitrariamente pequenodel origen .

H) qU)Jo para r ¿R4

A'Ú) creciente para r2 Rz

.. L (

T) S e Ar)dÚÜdf converge unir. para x 0, con exclueión deo un entorno arbitrariamente pequeño dol ori
gen.

Demoetraoíón.

Coneideremoe el punto
z=x+Ly donde x20

y loe númeroe ua y Luztalel que

st.<w¿ y Ran]; 2221
Veremoeque el módulo “e la integral entrntfily wz, dende un r en ade

lante ee menor que í . En efecto ee verifica que

flete teorema puede rodwcirse el oorreopondiwnte da l;
ñ'narïa de Laplace por camb'o de var'able,pero preferimos demoatrarlo
directamente para dar unidad y autonomia e 1a exposición.ïeta obIerVa
c‘ón vale para el siguiente teorema y p;rl algún otro.

ttl que h(z)3 ¡o y un conloaueaole ea verifica 1- tee!e.‘

traneformaoión or

1

1

1

z

1

4

1



wz, wn

wi “’4

“’b
-fo)

_ Se—X)(f)cO5Mayamdï-LJe “mseümdf
w‘l

Si multiplicnmoo y dividímoa los integrandos por ¡(flotan virtud
del segundo morena 601 valor medio:

“JL

“’4

(WI >

lu). ,

Je-11(T)d(7)o\r:e-X ( )O¿(w4)4,, coayhfldv _w
w

WWW
dond. w": W”son dos punto. de). intervalo (uu‘mil).

Inta'grando. para bl >0
w

SAU) Cosy Mr) oh = ¿fnjyjjl Z 33/ _u)
4“4

Por lo un to

} [Ma CoSJA(T)dT/|s É!

Anúlognmon to: wu

J j M1)sen 3,“de S 3H!
wi

w,_ M ) zT _ wa ‘

Je-2)()d(r)df sex d(w4)’1 ,_
“1 J Mu.)

I'Í (-2 (X0104)

_ lYl XM)

[sen y/Ï(u)!)-sen j/le)

Ju“ + ,2. _
xo”) LIX! Mi} '
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Para ¡91-9 'ï es, según 1a Hipóteeiez<x(ufi)s_o ; 1/{u¿)>x; como J<99

ee infinitamente creciente, para todo xzio y jylzï. el módulode ee
ta integral o cea el módulo del recto tiende uniformemente a O.

Obtenemoaaai le convergencia uniforme para x320 , salvo la zona

-;X<íy<:Y

Pero por el teoremÁfiquedice : Si 1a integral convarge en un punto

Ü, converse uniformemente en un ángulo menor que'fl, , con vértice

en dicho punto y cimétrico con respecto a1 eje de lac x , 1a zona rec

tante puede cer incluida en uno de estos ánguloc, excepto a lo sumo

una parte arbitrariamente pequeña a la izquierda de<ï>>0.

El Teorema queda asi demostraáo.

¿n el caso particular en que 1a integral oonverja en el origen, por

aer (wr)>o 1a convergencia simple ee absoluta en todo el eemiplano

y. por lo tanto uniforme en todo 61.

x" "ami+311". .. 1".“ ,

1

A,_A_A

‘
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TEOREIA

Si dóÓWL>c,ec decir,ei ee decreciente desde un valor de r en adelen

te y converse a L >O, y además exiete Á/á) creciente para r 2 R,

1a integral converse uniformemente para x >’T , ciedo a“ poeitivc

pero arbitrariamente pequeno.

Demostración

Repitiendo el razonamiento del Ieorema anterior, llegamoc a estable

ner 1a relación (1)

nujb —- j/“Ü
\ K _ 2A Ü) < 4 e X ( )x(ua)e wm \ “H —m———

v [3) AM)
ul'l

Comopor Hipótecia üv'e>L , desde un valor de r en adelante. eu m6

dulc está acotado y ee, en particular y Hp4‘< A4 . Luego, pa

ra todo x .a ”’> 0 y todo y tal que ïyjá Y > o , eerá

ee decir, arbitrariamente pequeno , puesto que ÁKr el infinitamente

creoienete. Como1a integral oonverge para R(z);>0, elegido ", tal

Que0<fi\(, con vértice en 61 ee puede considerar un ángulo de oonver

gencia uniforme que abarque 1a zona anterionmenee excluida.
/”\\

\ \\\ \

''\:\"\\:\"\‘—Ïfiï\‘fi“

‘I

| l l l l | ) I I I I |\.
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TEOREMA

Siïfiñic para r ?v< , y son ïfiïy AG)funciono. continuas, la integral
fi>o
í F ) \leZ

x/

o

convenga uniformamonto para ¡310.

Demostración

Consideremosla integral

Jr e-ZMT)L17<’Y‘>=Seix)“ [chjhfi -¿ ven UM] d Mí) :
w4 wi

L \ L lv

2 íg“xxrc:5\Á&)dx@aLJ‘¿"Xk‘)aeny)Ü)dx@)
w

LL‘ 1
1

Aplicando a 1o primera integral del segundo miembro el Tborema segun

do del valor medio, demostrado on nuestro. trabajos de Seminario, o

integrando por parten: ’
usb u.1

Se‘mficcs ykówd m) z c" MM); C05)“ d “m 1
wi

[,L‘

f ¿U '

íx’g’) 56h) ÁU)
LU,

Mr)
¡J

_ {-y 
(U'

' X) (LW) c705 y MY)
L

e

nuevamente ol segundo ieoroma del valor medio:
u

‘ Iu,

+ X(Lvl)y jócnjhn Ci -.
“UI

I w"

_ x kw)ccs])ú) _] :
LL}

eixlww Eosyuufl_qu_chjá(M)J(WJ —

aplicando

_XA(\/Uf)¡C05
L w,

\ 6-”(W') [ces 3M) our)
Lb'

_ x (w4)ct‘o y ) fu”) + d(w,)po.sy)(w',)



“_______q
1

1

de donde

2 1 3 _/\A(uq‘ ‘ I y)(w’)-o((cu') Jr, d(w4)cob\y)(w”)]

e-Áxïrcoá é e, Ït k *l

U4

y por lo tanto l
u;

‘ . _ M n‘ .

je- AmusfimddJJ S e x u) [a (u))+—d(uhï]
4

Si uh y por lo tanto, w' ienden a 60 ,o((w¡)y(HW) tienden a O por hi

(I)

) póteais, y A (“má-0° e

En consecuencia, para x30 . le expreeión (I) tiende a cero unitor

memente. ‘

u‘lognmen te , reeul te que 4

LOL A

J e-x Óqsen_yÁÜ)ddúfl

UL, {

tiende e cero uniformemente; luego:

Ñ M)

Se” dom) ‘
É,

converse uniformemente para x 3 O.

EOREHA

Si. uh”) —>L,>0para Teo-o cumplióndoee las demás condicionee del {Teoremaanterior, ln integral converge uniformementepara ng> 0.



/f

En efecto ee ani, pue. en (I) ;d(uh)ycihv7tienden a L:>o y resulte

WL

Í (“(10005 jNYMO‘W
Wi

s e-X)(W4)21L

Expresión que tiende e cero para x >Í;>O.

/ ,

COFOLI‘RIOS

SINÜÜes,además estrictamente Fonóionn la integral de Stieltjee ee

transforma en integral de Riemenn y ee deduce:
00

je'bkq)dw)dí
o

converse uniformemente para x2,0, ei awiy )v\eon funcionen continue.

17 ) La integral

y an)to aiado estrictamenee monótona.

2°) La integral a?

íe‘z)fi)dfi)dï'
\
0

oonverge uniformemente para x=>f)>0, ei:XU)y)(r)eon funcionen eonti

nuse y QÜÓ¿IJ>O, siendo estrictamente monótnna.
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TEOREHA 00

'ZAG),Ú)dTSid(fl y,ÁÜ) eon derivablee para r3>0 y la C a
U

tiene un oampade convergencia uniforme ( que en particular puede
Kcer absoluta ) eiendo J 20 1a abeciea de convergencia uniforme, Ii

ademie ¡[(7) ee creciente y > K>o, desde un r: R en adelante, ee
verifica:

1°) Si a’> o la
00

r
0

converge uniformemente para x 20/.

2°) Si 6:0 y xh)—>o para r T—ó<n1a
x‘

Je‘z'Amamdr
L

converge uniformemente para 1:20 con excepción de un entorno er

bitrariemente pequeñodel origen.

Demostración lu
_L)Ü)eConsideremos la integral S dfi)df

“’1

multiplicando y dividiendo porÁ%fl,aplioando el segundo Teoremadel va

lor medio, integrando por partee y tomandomódulos, eetiene:

“JI

n+42 Ie-zlwd'mdr

LU z x‘

'\

l

“’1 ‘
Je-ZA(VA)d(T)df í
“4

‘ ¡UL
I

KC'LAU)XÜ)É_4_ .

X0») l Z” ‘ U
L 1

w);

w!

, - .1.‘ / "
L S G-xk‘w*‘¡a(w.)|+e x w {muy 1+¡zm

si x ¿u >0 , será con mayor razón ]z|2E[>O, y:
wn

J6‘m)d'(v)d’l
u.)

Mi,

íe- i ¡(fidwhjï
l L1

_ Mula)
{61)wm)1hqfl+ex [dú%fi+1< ._._

\ (J. k
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\ .

-2,)(Y) 7
Aplicando el Lemaque dice ' Sila JC a %)droonverge para x-a).0

el ‘X(TH<ZK,CUAÜ)' ¡los dos primámoa términos son menorca quehr“””%”

y por lo tanto infinitáeimoe para ¡>4'y (u¿n>uo¡ el,teroero es el
rento de 1a integral que, por Hipótesis, oonverge uniformemente para

x 2,4’ .Luego el reetode nuectre integral VYÉÏ‘¿JÚÏXájzdr tien

de a oero uniformemente. w‘ {
Le primera parte queda ae! demostrada.

Si (9 s en tambSo of o, debemos imponer In condic1ón lala f) 0 por el

factor -{¿] y, además x EV 1’ O que, agregadas a la de Hipóteeiemï&01

aseguran la convergencia uniforme en 1a región resultante. 4

c <f;/// 4 l j

‘ '/ 1 t
J ' / r

'IEL‘PEFÉA

Si la integral Cv d> ü
_ . >t ) ¿Mr

0 o C

convarge “ntformemente para x ¿O'> o, 1a integral

5672”) AU)(HU)
U T

[en que ¡{5): J “67 daüj J también converse uniformemente
0

para x 2 W eiempre que lAfr)L<K.



w í ¿J

ïaïoanrnoíón.

ñons‘ñnranon lu 'ntogral owvn convergencia uníformo queramos probar ,

on ol intorvnlokugu5,} o intogromoo por partOI:

“5 uh “ü

Je“’“)("ficr)o¡2(r): —%edlmflml + ¿”mamá Mr) =
wÍ M un ua

. — (, - l

¿alma/‘(wbhá ez) w)4(w‘)+_;:Je L (Ud/M)
:-i.

2

U%

ïomnndo módulos:

Wa

(1) x Je-W’MMMJS
w. w,

_ M z JAM) JM”

w:

Para x ¿0' o. : ua A )w -2 Ü
‘ -UAUU») JerDK e/ cl A (r)-Z)(Ï)r <L e 1' J

Je Andkr) x (Tí w,
w.

Lomopor hiñótesis en V>O, los dos pr‘msros tírrtnou tiondan unifor

memontea o para u4-aaaytq99cn ; al tercrntlrwtno tiendo a coro uni

formemente, pues. por hipótesis, convorgo uniformomontela int-gral:

58'“(‘)a@>dA(r>
0

Por lo tinto
wi; -Ï

Je z “AMOÜHÜ

tiendo a coro uniformemento y .1 ¡boroma quod! domoltrldo.
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11905.25‘191

la: oo
-1 (r

o

ccnktrgu unifortcnnnte pays i-ax-y la int-¿ral
r

Achjolwolhr) «a o
0

entonces la Inbogrwl
oO

(ZM) Am d Mr)

O

tsmbtán convargo uniformemente para x 20, con excepción do un poque

30 antorno del origan.

Demostración.

H¡zonando en forfla análoga a la dal Tboremnanterior, ¡e llego c ln

oïpfl»9‘31 ' ) w¿
“a ¡(w J/HM) - -zMr) l

_ ) 4 ‘x b) —L L f r
) 5 e L mmodlú) S a e IH(w&)l+me (A(w,>)+wwe dad)?

W4

Para [z)2f > O y x 20 oa;
w WL x

nglm MH)S É (Wg)+ 'A(w|)l+ Je- ZAMdÓ’)dAÓ‘)L w,

w.

«¡prisión que do acuerdo con las condiciona; a. Wipógggig. tiand’ . ‘
caro uniformamonts.

Luego la integral Q0

e‘lM” Am a Mr)

0

convorgo uniformomonto para ¡:20 , excepto 01 entorno del origon q".

corralpondo a ln condición impuoltn ¡2]¿19 ,v comof o. nrbitrnrin
mento pequeño, ol entorno excluido tamb16n lo OI .



TEOREZÍA

SidúNO, o: dooir osfiïrooionto doade un valor no r en adolanto v con

vorge hacia O v d(0) ¿"(Ñ , 1a integral

je'“(r)a(r)d)<r)
o

converse uniformemente en el aemiplano ¡2 O .con exclusión de un

entorno arbitrariamente pequch del origen. (Demostraciónaplicando el
Criterio de Dirichleb )

Demostración (w i_ (

La integral j e Z) r)d,103 es convengfirfe para [z/>j>

o 1

Multiplicando por dUÚWOel integrando, resulta:

je_lAmd(r)d2(r) ‘(

que Lambi‘nconverse de acuerdo con el Criterio de Diriohlot: 1 ‘
n Si 1a integral Scflfldr converse, v sr wnlziglizn si intagrnndo

por ol faonor decreciente bh¿'0 , la nueva integral tam

bién oonvorgo." t

Intnqrando por partos no tiene: ¿M ‘"o -zMH
_ Mr) -zür

Se L a(ndñ(0 ;._É_ _ÍÏL + _%_ e ()da(w
Ó -zMr) x\’ 0 {

e :X(f) 1 0 X{D)

El módulode ——;:—-/ tiende a ‘m pan todo220L)

al módulo del otro término:
00 fl, ao V oc

e'zxfiliam < L ¿Jamddm + 6:2de 01(r)< l 1K+ Jlddmf: 4.-íKrdMfl
lzI A ¡7‘ K ¡2! 1

E
i.

\ z
ó

Luego:

Se‘zhflamdMr) M»< fura ñdo {2)3P yXZO.

D



00
c —zlúü

Si car) ¿Iat >o 1a integral j C “M ¿“(Ü converse
O

absolutamente para x==h>o y por lo tanto la convergencia ee

uniforme en el eemiplano xgzh . En efecto es se! pues:
oo

:Je’xxmaovdkfi
S )€-—Zx(f)d (r) OI)(r)
0 0

Como:
N)

_ HM
Se dlh)
L es convergente para x:=h >c

81 multiplicar por dCf)->Va>() , al integrando,

1a integral que resulta ce según el críu;rio se «Lcl convergente,

luego 1x integral dada converse abaolutamente para x::h:>o y en
consecuencia uniformemente.

¿n el ieorema ( 8 ), si se aplica este procedimientozdemuóatrace

la convergencia uniforrs ¿e la
0-0

5e—z)fl>a«)d)w)
para x ¿h >o , ec decir , excluida una

faja a la derecha del eje y .
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TEOPEEP. <9
r‘

31 la intogrul ¿'LM) OH!)olr
V

oonnrge uniformomonu para x aq”>o, y exista Ah) La]. quo k s Mx!

la integral ‘Ñ
- 3

Se k mAHM/Hr)
o Y

Convorgo tambión uniformemente par: x24”, siondo A(r)=Jïïú)dr.
L

Í'M’L‘tí. " r'xc 5.3!. .

. 1
. 1 u ¡, . nu- ¿L ¡LÏJ4 un.

r U.)

" . . . - nsanz; .. w: ¡Lp
JJ

Jigzlú)A“)
“4

o. tan poquoña como oo quiero. parau%yuu unrtclantgmnntn grand-I.

En efecto integrando por partes:
LU

LU; w 2/

-zNY) i 2!

SG'ZMMMAG):e «FHM. Jri “ej OMG“—;¿ ' / Z J

U), M1 w'

y tomnndo módulol:

w» _ x)(w¿) - X hau!)
- M r ’ ‘

l j e k “mmm s 6-“ x JAWH 6' WWWlll Z)
w.

WL

L {f _z)(r)
+ m \ e dm vlr

Aplicando 01 Theron. qua dico: 'Si la intogrnl D) conversa para un nú

moro raul xoxo . y cristo Hdbfi , tañbión oonvorgc para ¡o la into

r‘¿_z)(v)d(r) o“ Ygra} 9! J(r):okex(‘o%,1’m)plra p ...>oo ."
u: “ó

(A (Y) x/ ‘\
¿(11) e c e A (n;\ /

y roaultn 1a ¡uma do lo. del prim-ron tórminon monor que:

I

Í



_)(A(W4)
. ( yz————9mw); 1 Ju w io

Ill 1 [Z] ¿X)NM)

uniformemente pare x3( m-tanicndo en cuenta los condicionee que por

Hipótesis debe cumplir ÁQÜ. Eltercer termino tiende e cero unircr

remonta por Hipótesis, por lo tanto el Teoremaestá demostrado.

Si no ec impone la existencia de Wa), aplicando el Lemaque hemos de
ü _1)Ü)

mostrado, que dice “Sie integral j 9 dlflú)
z_ G V)(Ü n

converse en
0

es [A(r)]<K e resulta 1a convergencia simple de
la integral de Teeie para x >q/ .

COROLARIO

Si*í:o y Aír)-=>ü, la convergencia uniforme se verifica en todo el

semiplcno x 20‘: 0 saIVo en un pequeno entornr del origen.

En erecto: enla exprelión (I), e! leíf arbitrariamente pequeno, 10o
dos primero. terminos tienden e cero por 1a condición A(r)w> 0 ,

y el tercer término, por la convergencia exigida en Hipótelil

TiO‘ïMá

Si ln integral m

Je‘fimam dMr)
D

converse uniformemente para x ¿2(,> 0; también converse uniforme



mento para a ;<T)>O, la

-z
8

0

1'siendo:

o

y 1: ¿AMS

¿¿

integral

Mr) H (1701)”)

Am r 5d“) ¿NM

h

yCL (p) de variación acotado, de acuerdo con las oondioionee de Hi

pótesia.

Demostración

Consideremosln integral

“JL

LenLcndo un cuenta queY

A(J'

A(Ü 6-2)”) (
6-2

:)_—

wentre ua y 2 , e integremoa por partes:

¿a

—2,2(r)e our)dim
iz‘ Í

Oíe (TMF)2 ¡(r))

la demostración ec continúa en forma idéntica e 19 del Teorema¡nte

rior.

UCLCLAEIO

Si /=L/ y

0a en todo el semlplano

rigen.

¿(r)—e’o , laoonvergenoiu uniforme también ee veriri

x -2V': o , calvo un pequeño entorno del o



CJ

ÏÉOREHA

51 la integral ao
-L)(")

Je dorm
0

convargo uniformemente para x ¿<r> 0 . siendo:

a“) z o (¿MM?

zambiénconverse uniformemente para x 26' la integral
w

_ Mr

Je 2’ )o¿(r)dñ(r)
o

DJMUÜ'I’LACIÓN

En efecto: Uh,

w % 26'l —L)(r) nz )
_ M . e L e dot(r

e 1 r)ac(r)d9\0): _L eur) Z )
w!

w. w!

‘c: lo tanto.
“’11

w!
“ü

¡«(m [on»! 4_ e-Ú‘fidour)
\<W) IM¿mimo ¡1,1

¡LI e

y (-3. Shoremn Queda demostrado, pues da acuerdo con las condicional

ir;- Z‘mtSÍ-ssis , los tres términos Son (¿5 desde un ¿JI e'nH'qñelante pa

rr: toño xy/ 7-".



CON? RGENCIA DE INTEGRALES D) CON VhfiIABLE

covPLïJa PARABOLICA

Cono ya anticipamoa,ver mol que: Dada li función
OO

jm:
-.Llh)

8

da variable compleja parabólica, la abaoiaa de convergencia unitor

dom)

0

me coincido con la de con" rgenoia ainplo .

Eara llagsr a demostrarlo, nos fué neceear‘o demostrar primero, al

Lamada Parron genarnlizado, qua dice asi:

Fualquiera quo aaa al valor de la variable compleja parabólica :

z x-kjy . se verifica:

ler)
¡115d[961W] = Í 9) e

n afecto: siendo oomplajoa parabóliooa, ootiane :

mdd z: Mo’d(HH) = IX!

Poronra parce :
gb 6-z)(Ü: _Z'¿’L)“ogb 1Ü)

---___-_—__.—_.-_.



¿FT

Luisa : M) x1“)-1, r l _

Maid [Qe J: Mod2.6 0916)

(I) '
_ Moclz. g)8*12(’)

X

y, de acuerdo con el móduloadoptado, resulta. “gún que z un pool

tivo o negativo

Mold[Qe/-fifij Z 1:® eijr) ‘

Si on cambio, u “optan comoMunición du módulo: í

[2| : + Vinyl

e“ gana): -Ze‘Ú‘TÚBMr) i

QJMM
\ (¿be- ¿16)?1 [Zwe 41)“)

y, corro

6-1)(r):e-“") (4-)mjj)

y. por oonoiguienta

ej-z)(f)‘:e_x7\(r)m .‘



¿¿

reemplazando en (2)

Sfieimr)‘: Vx’wjz 64M) WH”); yz EN“)

1 L —_—"—”"' _ 2

:-JEg;í;_ «4+ ¡mLyL 9)e x Ü)

-x)«)
:i es x:>0 es 336 nogstivs y los demásfactores positivos;

teniendo en cuenta el signo monos, results positivo el valor.

Si es x< 0 oe ED®“X)Ú) positiva y sl signo de x oon s1 monos

quo sntsosdo,da más .

Comolos dos primeros factors! son 2 4 ss:

L; -120)
\ É¿)e ¿Je

(

-zlf)) é

--_-------°--------

Pasamosentonces a1 ïborema quo nos intorssa: ' Si 1a intsgral

Se; 13m d om)
0

convorgs on un punto

@ï(z)2 Ú{(%)

z, , converge uniformsmente on sl ssmiplsno

Domostraclón.

xrimsr oaso se: O



ï

Para estudiar 1a convergencia dobomoccalcular ol módulo dol recto:

T

53-M“) dom
F

que integrando por parten resulta: 1
T

C1 cr _z,)(r)

CLM“ dom): ¿(we'zh‘ — ol(r) 21m\

v

,r, 1

v Sl: módulo

¡90+
‘T . r

jour) 93H“ >)
I’

- M) n;

JÏZ-LNÏ)CJ(X(Ü\5 “(MQ x GÏHOHMB
I’

06

5 -110" d (comopor hipótesis 0 e d r) convorgo on 01 origen
y on ou punto G'OW :4 , coto impltcn quo z 4

0° ‘T

3 04dm converse y en consecuencia t ICN/r) l< E
o I’

para p 3Q , y teniendo en cuenta que 1o exponencial (que OI 1a única ‘
que dopondo de z ) o. menor quo uno pon todo z de para real pollti

va, ol prime:- término ee "niformomonte menor que 5 para ÉÜZWÏO ‘El valor absoluto del Iogundo término eo calcula aplicando ol Lomado

Ferran. (Con sizno - porqcïseconsider-nerg x ¿o ) _| c} _ f1 C1 k - —
Mad Samk‘DG’l “’EWge'M“ “E rá,e'A(r)x:¿/€ “Htc '

.o 1 j L x
r r



¿Í '

¿FMJQÓÑ'
Comolas oxpononolalea no: menores uue.nno, este termino ae también

auficienetomonte pewuoñopara pa po y x positivo o nulo. ‘
Luego 01 rento eaarbitrnrlamonto pequeño y por lo tanto 1a integral

converge uniforwomente en al semiplano Éfl(z)3¿> i

¿egundooalo za>0

Siendo zoio . por medio do la sustitución 7'rzo+ L. , 1a in ‘

togral dada le roduoo n :
,« 0° l

Sk _ (zarz‘HL/Üdd“) _ 58-2“ Mi) ¿"bh/“TJ dó‘)(
e ' .A

C.

o ¿Ü ‘6' ¿lam ely/Mr)

Esta integral converge un'formemente en el samiplano J?(2) >f?(7©)

que resulta ser el de oonvorgonoix {Tati-ta de la intngral dada .“(jof‘mc

ID



IJ-TB»CCNV¿“ÜENGIF

¿Itablaoemos aquí. Las definiciones do vltrneolvor

goncía y de ultraconvargsaeia ¡otriotn para las fun

cional D1 , como. una citan-ión da las cOrrOlpOIdiOl
to. plrn cortan dq Diriehlot. Acontinuación, conil

dor-mos ojomploo de funcional D) su. no Ion convor
gentes, para ¡í ultracoavcrgoatol, con respecto a lu

cesiones do interVulos oonvoniontomontoelegidos.



3a

Recordandoquo on ol estudio do las Soria. de Dirioglot, a. llama:

I; ¿belen Ce u;Lruccnvorgenoia do

(l) harías-¡"S
ul antromo inferior de los números 6/ tales que, existo una Inco

sión de sumasparalelas de ln sorïo anterior:

mk l) 5

(2.) ¿km : ane

qve Convsrgt uníformamnntc en cada roofnto ÏÍL‘LO ¿nbsrior al somi

pluno x >0’ .

23 “beis. de ultraconvcrgcncia estricta do la mismaserie (I) ,

al extremo inferior do lo! nümúroa d” Lali! que existo una nue.

oién del tipo (2) quo aatlutuoo esas mismns condiciones y , ndemil,

le verJIiOA:

’ TVI -7Yl¡Jrn ____ÏLL___JL__: 0
k——>°0

1mmle

Ï

J’ ¡Amin! Inn ———————— - 4

k‘)°° ¡m
k

Para las fntcgrelns I} , extendemoseaten dof’n'cíonaa en ln siguien
te forma:

Se lluMu ubcisu de ultraoonvorgoncís de
__..—

0C

fu): ¿“fimdam
0



Jl

¡1 nümsro t=extr.ú’ , a'sndo sata? G' toïes 1ue oriote una suav

Iión de las Integrales

On

3 H(

xjmríeJIÜdWÜ nwauu
F o

qua convergen uniformemente en todo el aamíplano x >0’ .

Si , adomána: verif‘can la! condiciones:

ll;° “¿"‘PMI :(J

“m ¡(Jam

¡m Hgm.) :4
n-)00

1. nbe‘nn J que ¡si resulta, so llnñe es “IÍPRCOGVQTQDDOÍloltrictn.

-O-UCQ-n-uwolun-gonn-o- c -0

Ahora bien. auf como la serio:

1 -4 + 4- 4-+-"-—.

no converse, pero ¿grvpondo su: términos oonvnniontevonte:

(4-4)+(4«4)+-»

result: convergente, vcroroc rn ajerplc en aus, una integral D) ,
no convorgenbe. posee sin embargo, vn samiplsno 6o ultrasonvorgonoin.

Consideremos 01 onto on que:

A(r):f y O({r):€rs€n r.



Luego:

w DO

-736)

S (10:56 d‘w) ’
0 v

00 oo

—TL 'f - u“
z e e sem” dr+ e

0 0

converse pere R (z) >/1 pueeto que:
ao,

Je-a-’){5enr dr
0

y
00

_ "f

Sa (2') cos! dr
0

convergen pere R(z}-4 ) > 0.

Pero par-e Z :4 , ee reducen e:

oo 00

Seníoh' 5 C°5Y 01’y
0 o

CD’S IBM. no OODVOPBO

l

fe, Cosr dr



AhOrabion,n1 ao oonoidornn 1.o cuco-iones do funcionen:

%+¿hn 4a)

j“) : (Senr+cosr)dr (k,=0,4,2,,.__..)
k4

o Tïc+lkflt

í U): Senr..cosr : z
k,

o Í

‘nm Íklh) z 2/

k49oo 1
b)

¡(“Jun

g (4) : v5(Senr+005 r) dr (¡É-¿”24,25 ‘h
O

n+zhn

5_(4)zsenr—005r :2,
k1 4

U 41;;ww
1

o)

11% l

Eh“): J(s¿nr+605 r)dr (k3:o,4,z.-..) ‘
Ó

¿gl
(4 : sont _ ¿05" ; O

hs > o

\i'nln fks (4) : o
oa

h—>



d
) g+2kv7l

ik (4): (Senngos r) dr (kvrolfilh‘) +u

0 ‘

[álukyfl

.7)ka(1); benr - cosr : —/]
l, h

)|;n fk(4): s 4 4
¡(Hem u

El decir, ontonnoa, quo,ln íntegra] dndn no convergo en el punto 2:4 .

poro en namh*n un 61 al ultrasonvorgontn non rampante a nada “no fio

las aucasïonaa do inur-vales:

[Ü 3+¿kn K+LkK an %+¿kñ eh. ‘l

Obsórveac que an onto caso la ultranonvorgenolo oa estricta, puos se

verif’aan las condiciones f1), en efncto:

lfm. "* y" o. on onto onto, por ojomplo para 1. ¡noo

h—>t-0 A Íïnu) .16" b-) ‘

‘hn L1+z(k+0ufl-(u+zkn): hkfl ¿1 : 0 J

k_w 31+2,(k+4)1( [(+00 ¿(WMP/1‘ 1

y 11v. A “*J es en la misma oucooión b) ‘

“W My“)
' 5L+;(kw)fiIm _—:_——_—

han K+Lkm k%wL LLn k4-+ ———¿gí———l= '1K+2Kn¡



Para R(z)<.4 , la int-gral non-idOrada no-oonvorgo, pero puld.

voruc que existan ensuciansu de Lazacvuloa, cgn flc3p13t1 r los c"fïea

rosulta ultruconvargente.

¿1 ejemplo considerado, quod: incluído en 1a función mi. general:

OO

6-2 la) d [gano sen AGO]

que pued. tratara. cn forma ¡ná1030, resultando entonces suoaoionca

de ‘nlaraaïon, en qua loa vuluran (I) . corraapanaea a ,1(r) y no

9 Y‘ o



- IHVHRSIÓNh-->_-----------.

“221532912631mc cum" DE sus DEBIVADAS EfiAGCIus-nfims.0------------.---.-O----------------------F“---U—.

En la Ibort‘ de los funciones D}, uno do los pro
blemas fundaïonhnlee que se prosentan oa el de la

inversión,cuc Cofile' en? Dada vn. función D)oc
- 3

¿(2): je “‘rdour)
0

encuctiár la cxyrasión de d@)enfunción dofuyvl(fl .
Nosotros, para las integrnles do Luplnce-Stieltjoe

zonsrnlïz¿dus, hemosresuelto sl problema. suhonien

Go primero; que Xfi)aa eunLínuu y ¡strictamonto cro

‘cionte,1uago 1%pon16nñolesolamente 1- segunda #ondi

ción.

¿Lcdnríb por es'ud‘ar el caso sn cuoÁÜ)no oe estric

tamente creciente; esto Dodrin resolverao, consideran

do una sucesión de funciones Ánü) estrictamentn cre

cSentee y teles quzkmflelíh aplicar la inversión n al
de una de ella. y luego pasar al limito.

radianta un p¡oac¿°nïcnto que nos ha aldo sugerido
por el Doctcr 3t¿r*n qORthES Luminávcc, ¿ari resol

ar cn forrt más amplia esta problema, utilizamos las



v' ¿te ¿o Lebeegne-Stikttïys¡ nue premiten gonnralízar

todas laa demás fórmulas de 1a inversión.

Para intngrulaa ordinarias da Laplaoa-Stialtjes, wtddor en

eu mamoria" Aganaralization ot Eirlchlat's Enrico and o!

Laplaca'o integral. by mennnof Stialtjae integral"

( Trsnsaotiona or tha Amarioan Mathematical Society-Él

1929- pag. 69h211aga a la fórmula do la inversión mediante

late¿rnlec ño ?ourier; nosotros home! ensayado es. camino

para lts integrales D) , sin lograr un resultado satisfac
torio.

Une vez oïtcnidedfi) ooñufórmula do la inversión, encontra

733 en un teoremapodberlor , la expresión do sua darivadaa

fraccionariue do Biomannde orden f2 ,
\

--------’—-C-—- g. no-



'Ï'EORÉH f‘

Dada 71(2): /(_2/)(¿á/dn)

QÚSOOJVOPSGP3Pa ¡É’On dond? Á/h)a! Continua, estrictamente ero

exento y,hw;a¡ la funciónaxh} de variación sentada, eltlozpronadn
¿7‘50

por z 2/“)

ffifi‘ z
é-¿“f

para h)>o .

Demostración

Por eorÁQ}continuay estrictamente creciente, haciendo /lÚ/;k ,

existe la función inversa 7t-Fïfl/ tnvrifin continua y estrictnnnn
te creciente . Suntituyerdo en (í)

)[(2) = g “Z ’°a/¿x/¿?Z¿¿%¿/

Huerto que {(3) en un» función El, por la condición de existencia,
daba aer¿%(z) de vcrisción acotada, como decimos más arriba (o con

tinta} Y Por lo tanto 0(¿}7¿¿7 también lo en .
aplicando la fórmula de la 1278r616n conocida para esta integral ,

67‘64“

41W] ¿3323/
35‘ 1313€;

4160
f

ácnd: biie y ¡(“MPG .
. . óftécIn consecuencia:

Z ¿JV‘,.om ¿m /
ó-c‘ob

Lu. es lo que quzr11133 esmnntror .



fi
S!1(f)no es continue, el teorema e. también válido, stribuyondo l ln

fvnoión invernc, en los intervalos do discontinnidad ){Q‘)4)é )(nv
de 10We] V"1or cónsrun'a r: r¿ .

ln; oduoimoa ahora cama yu babíúrua anticipado, 1nbe¿ralea do Lobo.

gua-Stielties .

Recordamosquesdnfllla interral 4
b

(1) S %(t3 d u(%) 4
c9



Si so han.

odkhu uw
t : Q (a)

y existe qï

(2) [90(u>]du
0( í

"um: fn‘agral ¿e chuague, La (L) oxtate por Sefin‘ción, como

integral du Loboague-Btieltjea. Comono nabo aa condición su

iciento para que exista (2) quo f(9flu)) no. sentada y modiblo.

Ahora bien; auponomoallns funcioncnaW)v lu>tu1aa que:

1: d0)ns mcnótina¡ 1; que no restringe en nada la genornlidad ,

pura la ona ccnsidarur;s comunmenba.da variación nootldl, pu.

de expresarsa cow: dircroncln da dos croclonton.3uponomol ado

mie que:

0do) :0 y «(OOFCo

23 A(fl o. infinitamente orocicnzo y Á(o):o .

Si COHEIÑG?’flOB1; integral:
c

- 7.) [WM]
e du

0
alpha]

exista cowo integral (LA, pves Í[Q(UÜ=€I ¿e ecnardo con la.
x

oondicínn«s impuestas a 1€) ab sentada y modlble, luego ha

ciendo m3 agrtiu da var¿;L;c

q;fi):u
T : LP (U)

(7€)’Ïam‘raífiï‘exist.» cow ’nteqr'ul (¿'- por' ser el “'n-tmr-‘nrio Wonótono.



í/

la integral

9-2A(Ü(ia(r)

o

existo según hemos dicho, comointogrnl Lebeegue-Stioltjoa.

Observaen qwe e) sarc10)creníente aa enftcïente, pues aunque
son diecantinuo:

__J

como M, monótong y 3303.5” al número de saltan puedo lor a lo

sumonúmornblo, por lo tanto de *nd{da null, áraanreciablo on

la integral da Leboagnoív tav%ié: (Y) por s;r "onótonn 12 fnrc¿ón)

¿xlsttrín entonces, infinitas funciones que ouaña adoptar como

inversa, según el vnlor atribuido ‘ dicha inversa un los puntos

corrnepondicntaa aaúhepïpor a1omplo al promedio ds los vnloros

a. r ¿.195 qua d(fi;Cn).Saa¿u función f=cf(u) una do 311.3.
Podemosescribir:

Á [WWF WW)



qu. comocubano. OI oroeionto y con una do ¡un infinita. inversas:

LA,= ÏP ((4))

Luogo:

e.2)(T)do((¡.): e-ZWOLLF(UU):Í‘(Z)

o o 1

esta ¿s uta integral ordinaria da Lupluoo-Stloltjoa, por lo tanto
os válida 1a fórwuln do invarsión conocida:

H+l.00

Zu)

W (W) : Á . su) e OLZLJLL z

h-Lw

o son:

k+too [ 1z) W(u)‘ i d
WÏMWMÜ: zm z Z

hJoo ‘

es decir;

H+Loo

2A“)
A S(z) e

OCU): mu z dz 4
k Zoo

que es la fórmula buoCuda. 4

--- ------.---° . -C. . . -. . ----



W-WW]? í: PUC/.101. ‘ 1 .x. rr; (XÚ') ,
0--- -0-------- COD---------_----

En ol Iboramaquo figura a continuación, utilizamos las derivadas

generalizadas de RiamannLiouvilla, sobra las cuales hemos leído
1-9 publicaciones:

A. ¡archgud- “Sur le. dáriváaa ot sur les diffársncen dos fonotionc

da variables róallas" ( Jaurnal ds L¡th6mat1quos puros et appltquíee

1927 - pag. ‘57)

C. V.L. Smith- ' Tu. fraotloual derivetivo of Llplues integral"

( Duke ïnthamntLCül Jonrnaï -3—JSQI- pag. h?)

Transcnibtmos un nucintu rasumJa le Lu ¿nata 1a L: primera que

nos intaraax:

¿1 autor estableee úvlmero, la“ condiconcs necesa313a y suficien

tan "nvr la ext-ttncin de derivadas 94;;1n;.n Last; el orden cx .

entero u no. y su nxpresión yÜPuna intogrnl definida.

Gonaiflvvaa 1; ñariïadü 3330 una intagrul de ardua negativo, dol

pfi‘rÏ'S -.' hat-JP transformada .‘a .--.(91611513 '50 l? U1trar“). de 01‘60!) OOO

de mara?! tuo pueda conservar un aentïdo nunnño se reemplaza.por

un número no positivo.

ire _u:’on?p fc inhuqrg} v anwivnda nenernïizvñv. 0v7n primera

¿¿?K fl¡ no” dablju a b¿;bn¿;¡, {kh :‘¿o pracïazñts tor Lfiouville

y noure Vaio 09* Rïamq“nú. Esa: último llana inthral do oreden<h>0

X X-a
-1 a-J

ffiwg, om“ jmdr:L t Jiu-Mta r (d)
a O



equr/a na
donan ¡“(d)dssignt lu funciónfldc ¡abunda espou‘e,

-@) .
Guiné? a, e: fhffivo, la cc r: rwenlfisño oHtenido al inzugrur'
[(x) (x veces consecut1Vas a erfilr de a.

¿duna

L3 derivada de orden d{d>o> el auza*Pnor la relación:

(d) m) Uva) _ dn (n-d) a
Da f<x)=l>Í fmïr Ia fu) (n>)-3 XD

que es C‘nfiGJPOHÓLGDÍhdel entero n y sc roduoo s la derivada

ordinaria para (L estara.

Si se tratara ¿a derinlr GLPGCCA13136la dertvndn de ordon ¿x ,

comoinbagral e: orina -a , pqéritmüs;

x-a

Da faz; t‘“"5(x_t)ott

;u9 JinPgH , por lu Lun¿u,hrut¿ de ¿sr otrn nrpresión a 1a

integral du orden d., pirk cve OUFPHT"Üs>nt*óc , cuando 0C<0.

hiempro 1x una la derivada nan covtinuu, se le pnade considerar

cure una integral da ordon negativo

(Y!

(OL) (-06) -4 _<x-1 Ou;
123foozL 5mm t w.)

donde:



_k¿t

W(t): á qe

(P(x,t): i C¿fU‘kit)

siendo c¿; constantes y k¿conat9rtee pceí‘ivrs crecicntcs.
financia y demuestra:

La condición novelnria y outioionto para quo f(x) continua on

( a 3 a!) admita en esto interv110 derivadas continuns hasta la
dc orion a Lac;uaive es qua z

00

thu-Iq(xi)¿t

son u irormnmcnboconvsrgcuto en todo intervalo interior nl dado.

Liouvillo ( Journal ¿G.Ealyb.aan.¿1) defino:

H“ ("Mi t t-(9+‘)dt( :______ (x+ )
DX &X) ['(- ) Í

0

Para (a 5 —4

c.V.L.Sm1th en la memoria citada, adopta comodafiníoión:

M

(LL-x)”fwfmdu
DXMJ (x) = -1mv)

><



Para en lt fórmula que aplicamol en nun tro nnso par. 01 TOM-om

quo consideramoses la do Idem
w

D-gd(W):%(__) d(t)(w_t)€‘4d,l¡
S)

0 í)>o w2o

TúOh‘EHA

Si 1a in togral i
-2 (1

u) fm): Je ¿“5)
0

Pon/3aMr)ss cantina y Weir-2224411312;cantante, converse para

¡bel mms tasa h> o. tt verifict que:
h+íoo

-f Z ¡((02
D a (ro)_—_Á_ EL dz

(o lTLL le“

La»
para r0 > 0

y S>>°



_ f - l

donde [h d(m)e: la derivada fracciunuria Je “¿unann an r0
expreSada seqfin snhefloe por:

¡o

0Jyr.s)oz(1ü,)r—L «(r)(ro-Y)ï—'olr
Hp

D153qua por Eífiótesia aalh:u continua y astriaamnnbs craoionbe,
exmïe bfuncidn ¡nvgrSa ¡:p(u) tan1hén eonhnua yeshhmamenh cmupnie.Subatibuyando en (l) ‘

3103:) e‘zud or[ww]
(1

dondo<iüflufle! dc variación aootada por serlo dá? .

Aplicando al Thoremaque Kinder expona an su mamoria'A ganaraliza

tien of Dirichlot'í Sariaa and of Laplaoe’l integrala by maanaof

a Stialtjea intagral" (iransactíons cg AmericanMathematical Society
31 «1929- pag. 69h) quo dice:

"¿1 la ¡abc-gral

5 e-stcl da?)
0

ouñvsngw para G>fi; y a1 c es una constante positiva, mayor que 0;

GS!

¿44:00

ws _
4 e 5m ds: 1) goma)

5‘44 LU
, w>o

C-LOO ï>o



\r_n. u;gnJÏ,‘ el 4p"ru PVQSGPJ

¡Lt/'00

[h
¡ í(7\ ( ur) 1 >‘ \

; ¿“_Ï_. n.__,4ñ, ¿7 Ï L) d ¡qítm
nl 1 ¿ ¡y uo l/ h

” para u0><z
Hu /)>C/

7 . J “Ju P¿ x “F‘u N “.r=¿;;sl

}\i¿<

Áír‘o l
1 H >n 

; a l) i fo)
+1 IO

¿:3 ss la 11:13.
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ALGUNOS C SUS EN QUE SE DET¿RHINA ¿L CAMPO() --- . . . . . . . . . . . . --(
DE ANALITICIDAD DE D
ov- cc- 0-- cc cO-0.-- a

Comocs sabido, toda integral de Laplnce-Stieltjol gone

tullznda, dafine una función holomorfa en lu eemiplano

do convergencia; en algunos casos, el campodo annliti

cidad puodo ampliarlo, llogando a comprender cua‘ todo

el plano. cono ¡e vo en los teorema. oigu1ontoo , ano

incluyen una gonqralizaotón del Tboramade ¿aan .

-_------o-------- ‘



“¿Ubflm

e; a 00 ce una función de VAPÍQCÉÓIacotudn en todo intorvnlo f1

Biz. os r5 R y coincidente con Iph) pvrf ri'k , tal que 1P(T)

¡a analítLCs en la reg ón \rl2k v Is nnwl; cn 01 infinito, y 107

c! vas función ponitivu infinitom-nte rrnciento: ontonoon 1a función
(‘O

—z)(r)

(3) í(2)=J¿ CIÓN?)
b

a. analític“ aa tudo el plano cortado ¡ lo )=rge 521 Iomiejo rsal

mcg-tivo.

Domoabrución.

'_au‘_,g.¿_r-.u:!ju¡yc,” plt';::‘., 5-6 +.¡"Hw’.

«Ü (WO

_ZIX(7«) —ZA r

S>(Z)__d(r)ej +ZJOHT)€ dlf)
x o o

El pr‘mcr término la anula Ii auponamer vuo ÍY(u):cJ , y: que

d __W'(‘\¡)ro .
Lrltbiu

V (NC

#(Z): Z, d(ï)€-2A(T)dl(f>
J

D

Descomponumosthor. ol intorv¡lo do integración y r?an1t¡
, k «a _-21“) -226)

(a) fimaz‘ jam: (“07+Wwe 011m]
I .L0 K

Few: 1L(1J «a unuï’t'vz y enla en al Élflnïto 9" según tooromn ¡Is



tcr‘or, una función D, e! dacir:

w -tMr)
xp“): JC dfMt)

o

donde @(t) oa un. función do orden unidhi y vípo k, por lo tanto

dudo un t ¡rbitruriamonco pequeño, puede dBtGPMÍHaPIOul B tal quo

(|<+2)I¿I
l:

)’ < e p'Ira {UBH

Eeemploztndo en (2)
k "<" ‘”

_zA(T) -z)(r JM)

(z) “maswve d/WYHZ 6 MMÜJC (¡FW
o o

Dc ¡cuerdo ce: 1:0 conflic'enes uno daba cumplir úflT) , donde r : k *
en ¡finlante debo Verificarne

\LLÍ(V')|< M

Luego 91 segundo térano da (3) canvorgo ¡blogutamouto, por lo tan

to en líc Lx JP pormubnc.óu do¿ orden da integr-ciól
°° “¿Am "a m¿“mwJM” t : d t ¿“(r

28€ (“mía df“ ZJ (suje ) 1
k b o

_(z+t))(ï)r” e -(2+t)1(*) l= e a t :2 ____a d (t
25 -(“tw [k (5L) z+t (a )

Ü O

Y, svotútuyendo on (3) l( ) (o —(z+t)lnq-z r e

%(m):zSot(T)€Mmm} WW“)
NL o

la primera Integral dofíno "la función ¡nalfticn on todo 01 plano. y

ln logunda an el plano cortado nogún ol ojo real nogntivo, luego 01
teorema quod. demostrado.



Muhn‘hm

Si af?) es una función :cob;ds en el intervalo ( 03c</). de Vl

rieoiól ecotede en cede interv-lo finito, definida por le serie

uniformemente oonvergente z

(I) OM?): Eli/1’.+ Z ¿ln (‘05 nA(T)+ Bháen.)(r)_n
m“ mw; ¡bm/í“

ELihdo ,ÁCï)>0 infïnï ¡nante uracionze, le función:
oo

(2) 5m: Se’zmuum
L

tiene a lo sumo comopunto: singularee en el pleno. pelea de primer
oráqn en 1)h pwatos i nï.

Demostración.

Le integrel que.define {(2) converse pare x)>0 , puse por Hipótelie:

o 1m
\o¿(r)5<MzMe

que ne 1: uuadfció> uxtgld; pa». la convergencia , según un Leme ee

tablefiio rm Trabajo: de Se!.1lx-.¿;".o.

integrando por partes (2)

w _ >

jm: ¿“uma/(r) + z e “(r amd/1”)
0 ó

de donde:

“M” no!)
(3, jgfir‘oqthZ e on (r)

Ú



i ‘

v -220“)
Multiplicaldo la (g) por 6 o integrando do 0 a no con ru

pecto a 10?), u una: ‘

-21“) CW _ -zMrfaU + 2 q cosn)(r)+l7 sennMfld/ïár)
Ï e our) r>- e ï * n _ 1

0 0 I

UF)
docrociolu , pue-230)Por 1- oonvorgouh uniforme de (I), y lar C

de intogrnru término a término, y manita:

Sedmkawflv):56-2)(rZÉLd/1M‘FZ e_z/\(T)[¿1hcosn)(r) + busen nh’rfld 10') ‘
0‘ ‘o "" e

no

Z ioZe-LA(T)" Se 'llcfli'ancosnlff)fbnfiennÁfi?]al)(f) 4
lo n-4 ‘

- o

: ¿a + Z an z + bnn
2LZ h 4 ZQILFTLm (para x>0 )

dr.de "1h

_ Mr) -z/Vr

anís; Z Cosn)(r)d/ïrr)=auge 3 ¿“:6_ Ou“):
vu l ‘

V _ ¡«Mz-Lu) _)(Y) ( z +Ln)

:‘íe [e + c J dim =2,

Ó oc n
JW) (z-Ln) _ A(r)(z+in)

_ C5114. G __————————.+ ‘_ 
7“ Í -(z-tn) _ (2+Ln) ]

..:íg_ Z+ÁJLTZ-Lït _ (anrz

- 2’ Lun,“ - ZL+ n’“ ‘(fi) Crihrío de Abe!



finalogzmtnoto
(X\

L —L)(Ï)e sen nNT) 0|NT):1?"
n Z’4YÜ

Poemplsz¡ldo OI (3)

_ C10 M anzl+ b" TI?“ (5h)- d(0>+' + É xpll‘lX)0)
71:4

Damcntñqramosque ent¡ soria dorlno una-función analitlc: on todo 01

p1;¿¿, 11:19:) ï.1 VIE, on lo: punto! h.¿( 11::14¡ 1L; ).

E: ornato, consldtrlcfli ur QÜTtWÜm ¡rbitranafaabt grande:

fü):—dw)+áfi- '¿kfiifiig+ Chz+hnzZf+nf' Ñr— ¿’+71”
71:}on

*4| :

-2 función rrcíorzl

w a, 2%}2"nzdu _____________21,4711
M1!

t'.¡e a lo ¡uma polol do primer orden, en los puntos z: ¿L¡32¿, IïnL

dentro del círculo do radioR; m S Rsïm+4 por ojomplo erzkflnvá
En evanto a ¡1 sería

oo 7 l¿Ruz-+bn7Lz
27+71L

“¿M44

¿eriga una func‘ór analítica en el miomocírculo, pro! oonvsrgc en

¡1 uniformomcnto. Er otooto: siendo (ió? una función tostada, un,”
ooaficiontel deben ouMplir 1ta condicionan:

\ cin‘<( 1%: I bn, <_JÉ:



I

y, en consacnoncin, para [2)5 m+í

A 00 K Z (¡o

g. anzïbhnz< ïZ+KZ < thKz
LJ 2,11412 20+ nl 2,11+_711,Gun“ ‘M:mnm-m#v

Á

ZÚ<11+K1X¿:JÉÉE;:.(KZRLKzQZ; ¿a +(h+m+l)¿

47:77:3ï<[mmm www]Í
71-0

y como CIL! soria o. indcpondisnto do z y conv:rgo,

m
an1+bflnz

Zb+n1
71:7714'l

converg" uniformamOEúben al círouïo [zjsmn+l

probar.
Por lo t:nto,f(z) tionc n lo sumópolen da primgr

toa vii , dentro del círculo

te grande, ;1 inorcma queda dcmootrgdo.

TEOREHA

Si la función esti dafinidn por la serio:uff)

_.k“)óñ
<1Ü):Zí‘an€ (Oíkod‘K

la noria:

...khám)

¡ir

, como queriamos

ordon o. lol pu.

|q5¡n+á , y comom ol nrbitrariamcl



absolutnmantr oenvnrgonto para r3 0 v :Xfr)oa cantina: o infinitn

montocrmionto, la función

m )

fa): Je‘fi“ dom
L

Mm: v.lo svmoppüoo de primer orden en los punto. Jah-k1,”

Domeltrnoiól.

ComoJu derivada. con respecto o 16“) do ln "No dadl- u otra del

mismo tipo, al Teoremano pierda gonorzlhhd, a? 3.-.ucribo

yz):yse_zmfidh)dlw)
U

Por ln tante. rn M k A“

fm: e-zl<r)2ane— n d M)

o -,

A“ -(z+kn)l(r)

: ¿(“8, 4/10")
‘0 n:o

r‘uuto que 1. "rio dudaro: ablolutumonta oen'nrgonta, al multiplt
-zMr)

(urls por quo u usa función poníuva y danrociolu para
x > 0, la ¡crío su. resulto u absolut-monto convoy-sont. y, por 10

tanto, 14‘3‘13-¿71520 ‘Ïtïu‘v'r""’ '

¿35onto-cu Malta la integración tér'rine o firma-o, y

m:2an m
¿e o -(LHnJWT) OQ

: Z ah ___—___.
nzo — (2+kn) O

para X) 0.



a"
m ¿“(M Pm x> 0

para este eer‘e por ls cbnvergolcla ebeelute de le eer'e de Hipótesis

N8Lpnreca ¡e! {(z) reprevantldn por le FPPÍO

converse en todo el plane exoeptoen lee puntal z :- kn 1 por le ten

te, f(z) pueda sar proLoaguduneelittOvmente e: toño el plane, tenien

do a lo eume peloe de prïmer orden en lo! puntos —ku,—k4......

- u - ———. -ng - o . a —p -

TEOREMA

ss ee "o h

M: gti-ww
L

dende \} _Aú>t l

oumse ¿Fm No)”
(,

ee nbeelutemente oenvergente peru r¿.0 , entenoee !(l) ee eneliti

oe en tede el pleno, excepto e le enmeel eemieje reel legetive.

Demeetreoiel.

Integrelde per pertee: fl

¿load Q_ZA(T)0((T)c410“
Wwe (T) +7“

elulindeee le primera parte pere cx» ,y tembien pere 0 pues supone

mee 61(0):0.



En consecuencia:
Y‘x

5m z Z Se‘Z/‘(Ümnclhm
Z)

y Iultituyondo dÜW

no lr“; (xo-t/VY)

SE), 56-1 «' deÉ)]cH(T)z - 0 1
L

(*)
Permutaado 01 orden do integración

fi-C

m -(Z'Ft)1’r)

iii: 5d¿(t)Je ' cm.)
h \ c0

"" ¿(uh/M) “v d (h
_C____dpü):

—(2+t) Eb " V
0 para x>O.

Esta tntogrnl existo puesto quo 8(*)dobo lor do Varizoiin acotndn o
K

contilun, y -ïi— raul. la. de! OOIGIOÍOIOI.+t

Lu función ké?) y por lo tanto f(z), npnrooo definida comofunoi‘n
an¡líbion on ¿í aomipluno do la derecha con ralpocto al ojo imngina

rio, poro por prolongsción analítica puede oxtondorlo a todo ol pla

no, oxoopto a lo num. en ol nomiojo real lognttvo¡ puede ocurrir quo

¡no corto on al plano lil ficticio, o bien quo corresponda orootivn

monto, do ¡cuordo con las propiodndos do.@d¿

(*)
La pormutsción del orden do integración OI lícita dado quo la into

gral convorgo ablelutnmonto pura x;>0 . En croata:
“° °° _ T t N

jldwm Se MW“ gm) :5 Mgmt)!x+
o B o

quo conversa para x;>0.



COTEOÉTMVIENTUÉ: LL ÏNïFGRAL EN LnS LÍNEAS VEFÏTCALEB
)

On

Lel mismomodoque on la. Series de Diriohlet, on lun fun

ciones DAcs important. 01 comportamiento de 1a fvnción
cuando x c y tiendo o infinito .

So establece inmediatamente que Ï{1)-ÜÍÏ)Ü , luego ,

¡tinando más, vemol quo }&)>0(Ul) y, on otro. teoro
mua, cómolas caracteristica. de dÜ) y Ï U9 influyen

cn el orden de crecimiento da {(2) a lo largo de la. li
nea. vorticnlon .

Finalmente, consideramos la integral on un inhervalo f1

nitoy vamosque cuvplióndoao ciertas condiciones, onta

integralea tienden uniformanonte a coro on los linonl vor
tioeles .

------.0-------



ÏEOREHA

‘1 1: oo

a Jeqzïcf)dot(r)
o

tien. e por ¡boisn de convergencia, lo verifica que:

<f(h+i3):0(l7l)

En afecto; da utwárdo con una transformación que hemos ontnblooido

para h > n,

sn quaetron trabajos de Seminario, 01

zzth y e<h:x
on:

ao -G

r _ . M)

¿”Am d our) = (HQJS (mo) e (z u) r alA(r)\/
c C

que center-,50 nba o! u ¿nmn te 7 r‘onde :

ï

S(r,x,)-. J e ¿"Amaldúfl

on oonaoduoncin 00 ’ (H )- “x. Y

¿(fis 31-71, HGM)?“ ) ¿“m

_c 1 1

llfuúwfl [(II»XL)¿+ÏÏ1i
M“ ‘ “I

0 5‘41

[1“le :CLISI) plt'l ¿.u>o.
J



'¡J'S'O¡"LH A

a6

Si la inbogrul LA“

g(23 : S 8' )Cid(r\
t

eonv::¿o para z: ¡o a;
r .

+(x+Ly): 0(Wl)
u iforrilaáta, y.rs x 2 x.+ l siendo l >G.

o en otros Lirmiuoa,puru k S h <°° en:

}]Ï(xo+kng))
——-r w-— ;——> o

IM

Denus.vaolüa.

Connldoramaa o¿ punto JL)BÜJUJ Jl 044 ¿a ¡bailan ¡a decir gégzo)
inagoz

3-202‘11 +13!

.xo+h,ty

k
.———ñ y KÏ‘ *cx. ¿1x

Eodamooescribir:
oo

Í(x°+h+¿y)l 1 \ e,(xulmwhr)J‘“ï¡’““ïfi 5
a

z L e-(on+¿y)/i(r)

HI ¡

r
0

r °° .‘ -(x.+h( )(r)

adoü+ïïi e +9 dam
í

Damuazruvomos pv.mbro que al segundo término es wnnor que É pura
2.

C sufic'entomentu grandc. Para 0110 tenemos quo:
oox

¿ __(h+( Mr) -(XCMT)

jef(m+ k+3)AmddG)_ e 33 e ddog
ü

L}, - ii



fi
Inzcarando o: artes y Lealtad: cn ¿:enta a!- qf

5'(rl>.o)_-S€'b)(r)d0/Ó’). n tiene:

ao -o "° ‘

5¿_(X°th5)M)du(r) = SCr.xa)eÏ(mmm - J5(nxo)deffl’“y)ma
a

a 1

y cama para r—>¿)1&exponacinl tinndo a caro y ln S(r¡i) anti noo

tada aa:

-(xo+k+¿y))(r)
Je dama: 1

d

-( +LL A i 1

:_ S(alxo)e h J) (<3)_SS(Y'XO)de_(h+Lj)Á(r)_
a

°° &N 1 4M -(h ¿ ) m

"sume Wfihwmjsínxoe w 4am
ó

Lanmndo Y a la Gotta del módulo a. S, al dividir por y lu oxprooión

nnLerior, y tomar móduloa,rosuliu:
.o

l |_ r -(X,+h+¿y))(fl l
l: y ‘91 ' d.d(r): </\
l cïd

k A() ' w ( )g >¿__ - a ‘ h+tg y C - h+iy) o)

¡w Ke 1- I lju(r,xo)€ 01)“)
a

y tomnndomódulos dentro del signo {ntsgrsl en c1 último tórmilo .

la caprozlóa Anterior rsaultaz



rx. ,n
- - )U)‘(.h+n Mr) 33(3) MH} h d

‘hL (e x+ M dwfi É íál<€í .+k vs e. MQ
‘I j WI a

a

-k’Md) [mty ¿HM*—i. _ \.-' 6.
‘ mkc fr y l a

ïaa

. j__ k e..k)(a)s K "Ïíïlíí: CI-h)(r)i
HI “7‘ La

_kñh
y teniendo noevamento en cucntu nue Q, a o cuando Y —9°° OI:

°‘ ht r
{re-(XOJF +y))()d0¿(r)‘<

\ H I
a

_k}\(a) 731;? -Hm
x x1"- + K -«n¿-— 8 SI hy:

‘ l r—"“’ __k¡(á)

<L /\e‘*‘/“‘”+K vivi-L e

danesa yA a
u; :JSLÓRcua para a auficíoatomanta guinda, como307 su infinitnmonto

nm-tjlokttc ¿su 2‘ y lo: dmaiús Lénnanuc' ¿on cot'nu'..m.‘,-=:—,puede hacerooUd

MÑROP flflü í

Consideramos ¡hora 1a integral entre 0 y a

¡ a a‘ _ o+h ' )( ‘ 1 o
_:!__..i (x +(y) r>dd(r) é l- xo VarlácfiÍÚ‘
HJ by ‘Y'

C
t

who)esta desigualand oa inmodtnt. si so observa quo e o. 01 máxi



4,1

mo del módulo do 1a exponencial, y ¡o recuerda 1a ¡popiodnd expresa

fin P‘mbóÏlsunrnLt por.

b

r F(r)d dG) é N1 \%r¡ui%b+al ¿e do) en ¿,5)
¿JJ (

Ls cxprooión cbtonidn es hace sntoxce: meno? que gi para |y] 2» yo.
:oCcrsiflav1nfio a“ mayor catre 74 a 7 . la incogrnl.2 tal rcaultn Honor

quo E su ¿ao'rv

f.

L)(X.+}\+Ly
_ — < a 1

13‘ {

y el TUOTCPRqueda dancsfivtdo. ‘
i

.---.----o-'---_.'----

Pigi-[.31

Su a(r) y ¡(r):ïcnon dorivsdun eont nun. Dust. la. do ordon n que 1
ccmplaa ¿no condlsfunea (I) , le C(X+L3): C(lyf'") OI decir para

toi...- X>5¡+(u-1) yk OI:

f‘ x“ )
T H ,

J..( )—¡ < K
NP“ ‘
j l



... . p
U 09008 LI'aC .'.OJI

Our)Para es ñorflvahlc, se Llano:
OG

e- b)(r)dd(r) ._

no

—z/)(r)e a’(r)dr

o
Intngv-ndo vor partos:

00

- LAN)e

ao

¿g LA”) OL’H)-33“)
e AW)

owr)
A’m

Mr) clr :
< v'dr—ÏL¡

e,

El pr‘mer término Liendo u cero, punt para r —\>oo 1a expresión

al“) está accteéc por hipótesis do ¿al menor. ono :
A,(r) l -XQÜ’) ¡[11(7) "(x-(’")A(r)

-LAÜ') < M46 e : M4e

qu: Liendo a o al erocor r, pürt z >51 , v para r::0, según la hi
l

{6'9-15 es ¿22;0. Luego:
ÍA”)

m - (Y) ol'(r) '

‘74)“ ' oir-1L e 2A dfe d(r) ' Z AI“)

5/ 0

¿5’



(K

Integrendo nuevemente por pertee
00 m

- A (P) I
-zMr) - z .4 d'O‘)

d (r :— e ___ (___
6 ok ) LL 1,“) wm) ‘ +

o

0 WO

-1){T) D f ’d'H) J «f ¡“(M "

+ 17," ¿i’m MH Mr) X’U)

«a 1

y rezan-¡do comoen el ceso enter-lor, el primer “mino ee anule y

quede: {

_ " ' ' UAel “¿uuu w.)¿r4
zz Mm A’m/ Mr) A’m

o c

Repluendo le integración por pex-te.
00

WA”) JM) 4 E A 'É ’(r) ' A d’fm n Íe d a(r) ; _ 6/ _ ( \‘ al ) , ) .í 7‘ Mr)! VÁ'lr)/' WH) + M?) ¿gm 4*
L , ea.

c,

A-Ag..._

b (XI

-bA(f) 4 Í — I I

4. e (e) L wm L (dm w‘r ¡a j {No Mm) (wm) + A’m wm) +
O

,4 4 " d’(r>\' 1 ' ' " w '/' " '
+ h H * +(—>(M) l W 4 our)

Á’U)l Á”) (WW Mr) 3'”) +\Á’(r, (XML AT) W Ji
dr

Nuevamente el primer tel-mino ee enule, puee, pere r- : 0 el(á1'(”)'_—(Ü’:o|( A]!

y pere r ‘soo ee tiene I) (0/

f ‘ 'Auüá _ x- g + L

Í (<(i'm/“¿emm?'vheY‘Wfiï J:¿/‘74MZC[("WM")



á’ í

<

expresión nue tiende a 0 cuando x >x¡+¿5¿

Cuandoee ha realtza6o(n _. I) vecee 1a integración por parten, el

primer termino general está tornado por 1a Inma de N terminoe(N nú

mero finito) de 1a forma

l (l (m5 

1 (¿ju? l y) h, 4 \( ) d'm m 6-23“)
I'm-1 ¡IL/l.) [164/ ( Al(r) j} 1| (r)

. . . . 1

en que Lb+(,r 4n5 + J =YI"Z ¡Joe A¿ varian deede 0

haeta (n-3) y 1a J desde I haeba (l-— 2): teniendo en cuenta las

oond‘olonee de Hipóteaia, esta auma ee : *

, n- n-m)1)”) LR“) —)‘)(r) _

I 1< _L ¡HILL ( 5' ¡111€ e —w
n72 _;.X_hi+(n«1)jzl};l AH)

-. '1 N M1 M ’ 6 1

que para r—9kvy x >J.+(““L)í¿ tiende a 0.

En cuanto a au valor en el punto 0, ee anulan todo. lo. terminos en

que aparecen laa derivadae de ggíïí haeta 1a de ordea(n -—3) . ‘
A'H)

quedando solamente: í

_ ( (n-s) ,/ ’ (n.
e 1M Á r a (r) \ 1) 1

Ln-n al“) RIN.)

cuyo módulo ee menor que 4
z n- _ 'xs ¿(hanL Á(fl

—_1' w ¡m ML 5 e L h HE\n

y como l(o):o ee reduce a

4 n-z
M4 nu



‘fi
¡usemosehore s oossiderer le segundo parte; en le integral figures

N'tórminos(N'número finitp ) y rezosesdo 00"o pere le primers per

te, results su módulo menor que

"O

n- -ÏI*("‘¿)Ï2] A(r)
4 ¿“km N’flhhlz l (al dr

L7” / Í
O no

_ x- Ï+%n-M)& EJÚÓ, ,
\ 4 \ ,1 "’x C í y i J Á/(r) f2‘ d'n

: ‘ h ¡i m M4 “L, l Am

2 i ) 11 i

Le ‘ntegrel es oonvergente siempre que X >>ÏA+(“ Úïz, luego el

coeficiente de 14 7 tiene un vslor finito y comoocurrio lo mismo7"‘
con le primers perte., results que

15(2))? ¿1.3K 4
o see 4

(M)<KZ l-n
l

que es le tesis.

OBSERVACION (n
4

Les condiciones impuestas e/jïí) pareceríen superfluss pensando quer

Á(r) es infinitemente creciente, pero en eleejemplofinqufl% r se vs
que no es ssí, pues

xt(r):_‘4_ 4__;r_logr 4ríosr A’H)

y pere ouslquier a existirí un r tel que se verifique:



de donde:

¡loglogr
r’og" >€

f |08|" > ¡og f

3’ __á‘09"

Por lo tanto, donde ol valor III dotormilndo do r on ¡dal-nte, no

voririou que

OI dooir:

y ¡og los r {)(r)
> e e

¡I’m

5%?) cumplo nur deliguxldad do sentido contrarior
a ll laptoltn en 1a Hipótosin dol Tboromunntorior.



¡20

'I‘tSOi-Iúhli‘.

‘ ao

51 1%): Sanmddw
o

convorgo para xao y u fu): O/¡Ï'm ( 5) < —n , siendo n un

número nnturnl ) pnn Mz) =hac ; ¡1 Mr) n nutrietnmonto oro 4
ciohm, existe hnsta su dorivnda oniaimn 1 cada Mmm (m tz,» nr)

u de orden unidad y“; lo sumo de tipo vnhcon respecto n KH) , OI

tono" ¡o verifica quo o<y(r)«u función continua lo mismo que sus n

primoru ÓOPIVldlI WWW) ( m ; 4,3, n/ ) y ¡on do orden

unidad 7 tipo a lo Inma (MH) h con respecto a ,1(r)

H) _ (\

}(\¿) ._ e La r' d Our) convu'go para xao.
u

É (7V)3 Oï/lyl?) gon Mondo n ¡atun-¡1.

kk) estrictamento orooionto

>A6m“) J < e mhl/r‘)

T)
11(7) con tina». y doriwabln hasta y “1)(1‘)

(m 1 '+I}L;\(Y')
ïoi ‘(r)\<!<mem) (m;o,A,g,, ._n,)

Domo.trnc ión .

aplicando un gama mn hamol establecido on nuestros trabajo. do

Seminario, result: quo . si la integral converg- on R(z)= ¿v u:



i/

Por otre porte según le fórmula de le invereión ee:

h una

A ¿(74)6sz
«(7'31 . —————-—d,z,

ZITCL z,
y/

h-Loo

Pnrn ver que dir) ee continue y ave ae puede derivar , derivendo el

integrando, demontraremoo que la integral es uniformemente convergen

te en un intervalo arbitrario (63r1).

consideremos el módulode le integrel, en el inetrvelo/A.¿glh+¿aq

h+ïeo 0C (“I
3 l h)(r|

fu) e22(r M ¡7¡F e )dz í —__———
Z ; ('11

í h+Lg É l

pu0.¿° que por Hípótesie

dv

‘ . ,3

(4) l ;(2J] < fl1 (y)i

y XU1) ee el máximo de Á(f) en (osr4).

Le integral del eegundo miembro ce independiente do r y oonverge pn

ra 9x -Tv .

Por lo tanto, convorge uniformemente la integral del primer miem

bro: en ooneeouencie, m{r> eet¡ expresedn mediante unn integre]

uniformemnnte oonvergente, por lo tento no continua y ee puede de

river bejo el eigno integral, y no:
h+io°

2M)
OC’KÜ- Á 51(1) e Fix/(r) olx)
A1277 yz

h-Loo hifi-00

* 'X H5
‘. ’ A La, 1,0{1/
’OC < 6, 1

h-im



Fc

Luintogrnl conVOrgo por (1)

. y ¡1 vhlor do
¡»ari-o

j lf(z)l dz
h-¿ae

índopondiento de r, lo danignaromou por ¡f ga: M

I ¿hlúü
¡oc (r)[< K4 e

Para la aogundn dor1VaA.
h+ico

21H) I 2, H

o<"(r);_Á,—— JC(;)e (L1(r)+í\(r>)dz,LIKL

h-ÍCÚ
Mr). 3h,1(r) r _ Á 3k

[MWh/¿e J|5(x)|m+4]dz_ñc M]x
1K L {

h-Loo

RÁU)

1 oL"(r)\ < K2, 65 4

nnllogamsnto,aiondo:
harian

"Y A Í (z)9am} Mr)(LMÜ¿*W)) “VIA ¿Wow+ H0] d z
r :x

oc ) sunt A

hltao

result.
u h l(r)

la On sonora 1
(mn) h Mr)

‘ulmnfl < Kme,

con lo que 01 Eboromn quod. domo-trade.



Dada una función
“4

SCL):Se'ZAÜ)d(r)dY
Ro

donde X(T) en derivahla salvo en un número finito de puntos y tal
Mr)que I'ma)” f d(r)I

7: < e ; micro
PRsalvo a: otra nñfiflvofinita ñe puntas (distintos

A, iwtv2rable en e]
‘ntervalo ’30

de los antiríoWQS) en los cuales í Iü0)hflï Liendo a un 11
w

mite cuande los extremos de ty tienden a los puotoe excepcionales,
entoncsn lo

R4

glamour) dr

Ra

Liendo uniformemente a cero para x gxí' , lvl _q>oo .

l

l

_m'¡ ,
%JH fl;

h W.M Rv l
(“V

Demastrecisn.

Contidcremog prtmnro los intervalos nue correspendcn a puntal excop

cionales; lu integra] extendida n la suma6+ giles, puede hacerle

tan poqveña comose qviera, cansióernndo e dichos íntchalos euti

cientamentr pequeños; cn Greene: Llamando L

(XQ) e LL.” L;
punte: excepcïunslcs de

n los

que eerrsnpcnécn a puntas txcefcíonnles de

ua qye CUTPLtpÜEÜCP*.IC;

[Ag...jm.

“_....—‘—¡—

AWI“_L__A.



g

kJazmwdfk

f7

-211) - ¡(VI

‘Je (amd! +\ Je z )°((*)0lr‘s
L4+.+i,+i,'+v-K" ¡1+“HI, . «¿,1

_ x MY) “¿un

í Je, laml'd*+ [e WO“ <
h _ ¿:+--+L'?

un“?. )6'I R1)

mMR.) four dr4 e ¡«(mah + e )
\ ll+--HI.|

un." e OHT) er. lee ‘r;t. "Matus ¿IV , el segundo térmí

'=I 1': “13': 29*“: b': ‘2‘Jícfv’- para g ¿1, suf‘lcínnhemrntr‘ pu.
'I

',;\“‘ 1;. condición img-uuu; a 01(7) 5:; lot? íntñl“.‘-IUS La,

uc'. - lu mi¿”'t cen el primer Lérfír‘c p: ru: í ¿V ¡suficienternenL1
Vuun“

«¿mi *"3";.; ‘ o 1.- irn’ .-o: SF ¿me .L's-¿lhan al wt'dívmtr

-- inter-s o | 'clu (o la! ¿P » ¿,7

n 7‘ _

¿Am JM") s'

e omar = É e mf+{d(r)-m()“l
(I) _l:| '

f‘ Sr r 5P

siendo m e] 1'! i'm de “(Y)”;
1

14

1 - 'Ar - ¡(Y _ ¡(‘0

(2)Z 6 z HOMMEZMKel )dr+Z¿L [Mrymddr
(y.

Sr
r” r Mr

'A—I—A-u_.s.n_'



—_———————TÏ

I
¡.1‘H‘..;"1‘.-?andcy “INN-mhz por ¡1 (1‘) el intñgrsnñn en la pr'Ws-ru

sumatoria .9 ir“-te'5r::x:1dapor partes, se tiene:

—LA(") _z)g) ,

-z)(r) 7 . e, > ¿a e ¿L df 1
je Ch ' —zk'(f> 8 + Z J (No) !

5," Í‘ Bl‘A

¡(Ro (rw) Á(RI)

-zh‘)d em L Je ¿f1 je f < IZ'L + Izl

are: tcc‘e x g 0’ : 1.a íntegr-¡l tiene un valor ¿star-minado

¿((+X))(fi')¿P=Ktïuy por lo tanto:

"7 WÁÍRI)

jo‘zmdr<L L +¡<5HI f f‘
Br

“n h

-zMr) L pr!) (Hp)m e dí < m .1. “7€ [(5 E y
‘u Z (“mí 2 F f‘ <3; i

f1! r (tu

(5)
(

__..__._¿_...

n

‘ u

para x 210" .V |77|?!

¿gncuanto a la sum-¡Loría del segundo tfir'minv de (2)

\í Je-ZMI‘)[d(r)_mr]d'i< ¿(17)((341% mr) j
t‘" a),



__T

Mr en ¿SP'W

La sumatoria :5; ("Ar"h°r)5r es, salvo el factor constanteLRI

dende es el máximo de d(ï)

RAR 1a oscilación media de dü)en el intervalo ( 303), queI'O '
puede hacerse menor que EL] para un número n de div‘olonofl Iuri

cientomente grande.

Fijado así n . es:

¿(VM (R4)É
E

F,(Mr“mr)fil< í
(14)

De V

ZI J e‘Z)‘”a(r)dr} < a
r” sr

para ly já! independienumontn de x.
Y cena

R| TI-236) ‘2

¡Je/¿Num ¿7/\< Je dCï)¿f + Z JC 0(6’)dí<6,_ ., f‘" 5
RD i+--Lr+¿'+--1.¡ ¡L

result: que f(z) tíande uniforrement: a C para x ¿N1 Iy)_1>oa 3
‘“¡má-lm-LAAluï

-AMA...



n

:r. .CF :‘Ï'I'L.

Supongcwoa d(Ï) de verinoíón anotndn o intezrnbla con respecto

ü AU)

to 3» purtoa sirgvlnrea
e

17-“jloth‘fl duo
a

on e] intervalo o S fins r s RA, salvo vn un número fini

'V , en Ice rue se ver'fina.

tf-ne vr lfwite finito cuando 6 -e>1;
no centrngr vuntos singulares

910m

pre que (ale)

23 sn un entorno ue ellos enlace 1,6) bil una X’ú) < x .

nn tonces la integral

«a

¿'¿Mfiamd Mr) —>o

Ro

x>f/upïformc*ente pvrc ( 6') c) y [y] á? oo

ÍamobiHucfón.

uunaídertmus lc& irterv41ct ( ¿4, LL.- - LP) correcpodion
tas s 24.9 bnntou P)?"e-p!“.0.’“1-'F.

a. 9." r» .a»

¿JA- ) _ fi

je, Mmmm g e, x Hem] 61M?)\<

¿n .. .w'J' ¿.,___,¿r INR)í a
url/HR.) r ' K z L

\< CWHWÚJIA/ “Hd/My) : e Sid?” A096“ \< e“ ¿y ‘v’
' ' 4....H'(¡ha! ¡ I’

líg'endo los y su¿.c‘#a:cmvrt¿ g sueños es decir ¡{y ¡bauticien

.3_9uL prótl”3! 4} su ¿í L¿ tun poávoña como ae quiera.
li J



Y!

l Je-z)wd(r)o\/\(r))< á2;

(¿1'"+¿r

¿1 nur-velo {no .4) exclafdos los LP , lo dividimoa en interva
los 8,(V=4.w--- “) v Consideramos lr. anwa '19 1-1-9intejzmlea lo

br-e las intervuloa 5
V

n - Mr

Z Je L )d(r)d)(r):
y“ 8V

Z e.züó') Lmfiwrymv] o!Mr) 1
V1:

8V

(.la'ntmáo My‘í'mybl milk-no '-'1 ’Kïrf‘i-ïc 3* (10") ¿'L'.¿y y M zur-¡l mv )
TX

Z J¿_Zl(r)d(r)d1(ï)=zm” ¿Quad/¡mi'zl {[dhymjc'ÚÓdM):
y“ 5V V1. y Vu v

n -zMr) T” _ -zAm

z Z mv_e_' JrZ Lam-mk, olla»)
V;l “Z 5V V:I ¡y

n mm.) " "

\ Se‘mhumm g nMï__ J,¿"’“R')Zfirm-mod“)Ill
Vzl sv J ¿y

asta último Mraz-thomuedehacerse ternermeño co*.o.se quíeru para un

núnzerode divisiones suficientemente grande.

Por lu Lul‘tu.‘

(2) ,5
» 4

¡.r
-l Sc-zk(f')a(r) ONU)<É Mm xau“n 'H"°°

v

’Penien'ïoen cuenta tu jr (2; , el teorema queda de'oatrado.





Dojnmonnouí conntrncit do alguna. dofínïctonon y rpopiedados fundl

mental... quo con nooounrino para al donnrroilo de nuestro trabajo.

Ella. fueron Lomndna.do 1- recopilación dol Curso completo quo IO

bre ol Asunto, doonrrollnrn o: Doctor Roy Pastor.

9--

Doffnioiónx So 130m0fuaciér D1 , s 1- función f(z) definió: por 1a
integral:

«w

€_Z/¡ ) dfi/Í)

donde1(Ï), función raul a. varivblo real OI ínf‘nitamanto oracionto

para?9m . y w (L), función complot. wnr1¿blo roal en continua pu}

o bien discontinuu de variación ¡dotada y jlíf) continua pudiondo

ocurrir aún que 1- integral exista ¡iondo lo. dos funciono. de vn

ri-cfión sentada con átocontinuinadon no coincidentll.

-------U--—---

Lbïilu ño convorgonoin

La ¡bciul do conVcrgonoin do la función DJl , oct. dad. por 1. fór
vruh :

T 195 ¡MHC: ‘lm
t—>°° 1%)



——_———w—ï
1

l

y IG domuontra que: Si 1a integral convorga en un punto zo , convnrgq

en ol nmiplmo 7%,)230

a------0-----

gogzgggoncin uniforme

Si la intogrsl DA , convergc cn un punto zo , convorgo on unípormo
monto en todo roctnbo interior ¡l ángulo manor qu¡TI, da v‘rtioo

en z¿)y ¡imttrioo con respecto a 1. plrllOll ¡1 ojo raul. 1

Lc integral DaconVcrgo unitormomonto on Lo*o dominio acotado into
ríor al semiplano ño Conve Sanvta.

Si 1: convargono'a da la intsgrnl El , o. uniformon en ln root.
x: 1;)“ tambi‘n uniformo en ol lamiplnno 12.1"

Convoraonoia absolut:

La rórrula de 3a ¡bella do convergoncín nblolube do D; oo: +

t
¡o L/ ta: llIVY'“Sé-o

t-—>°° ¡{(t)



. ¡L!

Si Jr integral DA , convorgo abgolutsmonto en ol punto x : h , oñ

todu al Iomiplano x 3h do ver1f1Cu que: l
00 h-t

Hans JW“ C“ 1
C

donde a(t) a! tal que

s
Entro la. ¡bei-¡o de convergenc1¡ simple, uniforme y absoluto, lo

verifica la rffuïent» Panl”‘6rt

Número D

El ordnn ds cracimicnto dc 1| función ¡(t) relpcctc del logaritmo do
í

t , puede medirse por ol númoro z

:1; LL
D ' Mt)

y car-aturizu 1;: propíod¡doo do la. funcionnl D.ll.



Se coneideren tree tipoe de funciones D) :
12 l(t) iene crecimiento superior 21 de Lt es deci" D:0
2: 1 (f) tiene crecimiento logaritmioo es decir O«<D<cn ,

3; )—(f) tiene crecimiento inferior el de Lt el decir D:+oa

Las abïisae de convergencia simple y de convergencia absoluta de ‘
las integrales D¡_, de integrando uqe tiendv a cero están ligadas

por 1a aooteoión: ‘

-u-OCOCwa-CGJ

La runoión analítica {(3)

La función f(z) definida por la integral:

fa) =Je"‘“t’dfl(t) 1l)

ee Lolomorfn en el interior de eu lemiplano de convergencia y eu

derivada está expresada por la integrel convergente: 1

fín!) = - j ¿'LHHQHM Am

o 1



f7

La ¿erivaaa n-slwu ü: fín! está ex-rJSada por la integral:

ÏWM; (4)"Jc‘m“ HH” c1Mt)
O

que ¿lane el níemu semiplano de ¡anveráeuala que la que defino ¡(2) .

Si la integral conver¿o en c1 punta no? e la recta ¿a oonvorganuia,

su valor en 61,55 el limítO ¿e la función {(3) al tender z a lo

dantru do un ¿agulo de vértice zointertop al aoviplano.

u-----u-0------.

Euntos singulares

Si la función fis rapartiaión :(t) o. monótona. 01 punto real del ojo

de convergencia aa alngulur.

-n----C----.

Condición suficiente par: que una función analítica son función D .

w ara
a) Hz) rogulnfi y ¡con-a; ¡>c.
b( f(z)-> o ¿A ra x-áOP

o) Las integrales paruoinlaa de la integral de Riemunnestán aeotaQno
uniformemente.



¡y

La ¿erivaiu n-leu de fín. está expresnda por ln integral:

m

Emu); (—4>“jc‘““’HHH! Am
o

que Llame el níemu semiplenu de Convergencia que la que defino tía) .

Si lg integral canvcr¿o an al punta no? e la rasta de uonvsrgenuia,

su valor en 61,55 el limite io la funoión {(3) al tender z a lo

dentro do un ¿agulo de vértice zotntertor al covlplano.

--------0--- ---

¡untos sinqnïqres-----00-00-‘-----

Si la función fis raparttaión :(z) OI monó&onn.ol punto 90.1 del ojo

de convergencia aa singular.

------o-----

Condición suficiente para que una función anslítioa son función D .

ara
a) Hz) rogulufi y ¡cuantasP¡>o.
b( ru)-9 o ¿Ara 1-509

o) Las integrales parucinlea de la inzogral de Riemsnnestán aeotaQno
uniformemente.



La czndicíó: c} puede cer ruenpiezuda por:

c‘) Las componentes de {(z) tienden mbnónotonamente e u pere x - h

y lvlaoo 

tae funciones D; , de repartición oreo*ente son completamente cre
otentee en todo (ntervelo f’nito de convergencia; por lo Lento:

ïbde función lll , cuya A(t) eee creciente ee expreeeble por una
seria de polinomios del tipo

a

ffi»i>(rnflxn) (ikfiyb.n]
71;:

operaáor D;

aolioar el opardador Die una función AQt) el ennontyar le función
f(z) tal que:

CZ? -z)(f
Su) Je )dfl&)

C

En 1a página siguiente figura un cuadro ae propiedades de este

operador.



fé

función al(r) función ja)

a) Producto por K i'roduc no por lr. P) [kw] =kf(2)

b) Producto por 43’th Íncve*-ento¿e z en h Dal-e-hufld]: f0“)

e) P”°d“0‘0 POP —1(Ï) Derivaelón LHIÉWÁU74]:fqz)

Produoto por [;Á(Ï)] h Derivaclon n-eim DÁ[‘¡(Bndj " fu“)

a) rwmtón —A(t) rmsmsan Dllflolr(*/1{¿))]:f'1(z)

o) Integración División por z 7) [5.] 1 };Ï?

f) Dorivación '.Íu1t1p11cnc16npci z J) [d‘] z 2 fíz)

Las dos últimas operacion“ nc refieren al tfpo D.
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