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Este trabajo oonsta de tres partes, Ia primora,en guyos tcoremas se
basan los resultados obtenidos en las restantos,estd dedicedn a sistemne
tizar y gemeralizar los teorcmas sobre pase ol Afmite bajo el signo de
integral (oon integrales de Stjelticn). Para ello comenzamop por demose
tror un teorems general de Odleulo Funcional {Zgorama 2 ),que da condie
ciones necewnrias y suficientes para la convergencin débil de funcionas
lee lincales definidas en el cmapo de las funciones continuas, Hete teo=
remo contiene,come caBo particular,un teorema enunciade (aungue no d emos

trado) por Riges en une nota famoea (Rigaz,l)e los teoremas reetantes

del capftulo (Zgorcmos 3.k 5080Ze802.720) o000 casos espeainles del Teore

W

"/a.y congienen,come capos particulares,a conocidos teoremas de JLgbeBiug.

En el segundo capftulo de la primera parte damos una nueva denosty
¢idn de un importante teorecmn de Sarathdodopy (Carathéodory,l) vasada er
nuestro teoremn 2, Reotificamos luego con un ejemplo una asercidn do\ epe
te gran gedmetra,lo que nos conduce al Zgoremn A2 ,que @ una generalds
oifn del teorema de Corathfodory., Para ello nos apoyamos en el Fcorema ]
en el que se consignan condiciones para la comver cncia de una sucenidn

de funciones iguanlmente continuae,

En la gegunda lartg,dedicada a sietematizar y generalizay los Teox
mas Limitee del Cdloulo de Probabilidades,considerdndolos como correlat|
vos del teorema de Carathéodory,comenszamos por dar una nueva demostraci
del Teorcma Limite de jaul Idvy,que creemos mds seneilla y natural que
lag dends conocidasi acentuamos aqui el nexo que une al teorema de Jaul
idvy oon el de garashéodory mds de lo que hemos hecho en otra parte (Gg
28ez Donlngucz,l)s A fin de genoralizar el Teoremn Limite de Jageb (Ja
89B,1),8enou tramos los Lgorcmas A4 ¥ l,que constituyen Sambién amplias
generalizacidnes de teorcmas debidos al miumo Jagod (log. git.).

fiacemon luege varians apliocnciones del teorema 15, s la primera la
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4 ’ . . - .
demostracion de una famosa formula de inversion de Stieltjes,que ha ad=-
quirido recientemente fundamental importancia en la lecdnica cudntica,

Aplicamos luego el teorema 15 para obtener una formula de ;nversién,que

nos permite determinar la funcicn,definida en un intervalo finito,conoci:
dos sus momentos (com integrales de Stieltjes). En el parrafo siguiente,

. . ’ - L4 . .
siguiendo analogo camino,obtenemos otra formula de inversidm,para el casc

. ’ s . . . .
en que la funcion esté definida en un intervalo infinito, Cerramos la se

gunda parte con el JTeorema XVII,que constituye un Teorema Limite muy ge=-

neral ,que comprende como caso particular un teorema debido a Jacob (lec.

Cito)o

Ia tercera parte consta de dos capftuloe. En el primero establecemos
condiciones necesarias y suficientes para que los coeficientes de una_ se=

, (Teoremas 19-25)
rie de Hermite vengan dados por las formulas de Euler-Fourier4 Estos teo=~

remas ya los hemos puonlicado en otra parte (A, Gonzalez Dominguez: "Sobre

las Series de Funciones de Hermite; Rvista de la Unidn Masematica Argen=
tina,Vol. 193 )., Los nemos reproducido aqui en razon del {ntimo nexo qu
los une con los teoremas que demostramos en el cap{tulo segundo, Bl prime
ro de estos ﬁltimos,que es el Teorema 26,es un teorema sobre integrales
singulares de Stieltjes,andlogo al teorema 15,pero de mis diffcil demos=-
tracidn, Corolario facil del teorema anterior es el Teorema 27,que consti
tuye un teorema de unicidad para series de Hermite-Stieltjes, Finalmente,
apoydindonos en los resultados anteriores,demostramos el Teorema 28,que es
un nuevo Teorema Limite de Cdlculo de Probabilidades,en el gque las funcio.
nes de reparticién se caracterizan de la manera en cierto sentid mis na=

tural,a saber,por medio de sus coeficientes de Hermite=Stieltjes,

No queremos concluir sin expresar la impagable d euda de gratitud

que nos liga 2 nuestro guerido macstro Julio Rey Pastor. Ya antes de cono-

cerla,sus excelentes libros (ﬁnicos en lengua espafidla y comparables con

los mejores extranjeros) y la bibliograf{a en ellos contenida nos habian

A
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introducido en la Matematica moderna., Luego,la frecuentacidn durante afios
de sus clases y de su trato no ha hedho sino aumentar esa deuda,y es aegu
ro que sin sus ensefianzas,su ejemplo,e inclusoc sus 1nstanciaa.es‘% tesis
no se haor{a esorito. Hay ciertas deudas que ni presoriben,ni pueden pa-
garse, De esa clase eB la nuestra, Yue 1o dicho val ga,suando menos,ocomo
ox;prosién de nueetro profundeo agradecimiento,

A, Gonzdlez Dom{nguez,

f.m;. e 193F-
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FRIMERA PARTE

Sistematizacidn y generalizacidn de teorcmas de paso al ifmite bajo el

8igno de integral gon integrales de Stieltjes.
CW . - %)’“”“M Ae Aovewvos ok %bm‘-l

l.,~ Sean f{(ﬁ/? ). -‘}funcionu gontinuas definidas en el intervalo (G,H

y sea gl.(ﬁ) una funcidn de variaocion acotada, Es sabido que la condicidn
w02 fa),

para. todo X do L ,b),no lleva aparejado que se verifigue
' = K\ BLU)
4) Mﬂy_v;,«; ifmmot—e»m (l )

ni siquiera para el caso particular f(x) = x,en que las integrales de S -
tieltjes se convierten en integrales ordinarias,

Una condicidn suficiente,aunque no necesaria,para que se cumpla la
es la convergencia unjforme de ( tn(x))haaia £(x), La demostracidn es
andloga a la del teorema correlativo para integrales de lijemang: en vir
tud de la oonvergencia uniforms de (fh(x)) ,se veriﬁda que,dado un £>O/
existe un%(&) tal que,para n >na(& ),

¢ :
2) [t -fn| < Sldﬁ(ﬂ\)
A-

8e e cara por ¢t o, "‘\Ct
l fi:;)d.ﬁm—:f(ndﬁ(d h{t\—fm\ &\dﬁ(ﬂ)\ <
con lo que queda demostrado el teorema,

2.~ Otro teorema del mismo tipo,aunque de demostracidn algo menos senci

lla,es el slguientol= .

81 las funoiones (f,(x)) son conti nuas y uniformemente ucotadas

(1)."' M‘P&B. 7.
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y la sucesién {/f(X)} converge en todos los puntos hacia una
funcién eontinua ) , 8e verifica

/Zm /f(x)dﬂ(ﬂ /?@dﬁ(")

para toda funoion »&(7{) de variacién acotada.

Més teoremas del mismo tipo han sido demostrados por Bray ('')p Da-
niell (*'') y otros, A[/(

En todos los teoremas anteriores, la funoién 7,) , eon respecto
a la ocual se integra, era FIJA, mientras que el primer factor del ins
tegrado era una funcién continua VARIABLE. En esta primera parte de
nuestro trabajo, nos oguparemos de teoremas de un tipo distinto, en
que la funcidn FIJA es el primer faotor del integrando, mientras que
el segundo, e8 deoir, la funcién de variacidn agotada con respecto a
la cunl se integra, es VARIABLE., X¥n otras palabras, nos oouparemos de

la cuestién de la vn.lidez de la 1gualda.d

@) %(x} dh. () = /f(%)émf")

m,—;>oo

Helly (') demostrd, en 1912, que, para que se verifique la (1), es
SUFICIENTE que se oumplan las condiciones:

1) /g/rn 4‘(')() = %(z) , en todo el intervalo (oorrado[a_ ﬁ]
i
2) // G{Q';H(X)/L K para todo n,

También demostrd Helly que la oondieién 2) es NECESARIA para la va-

lideg del teorema.

Bray, (") ba demostrado un teorema mis general, substistuyendo la con-
dioién (1), por la sighiente, menos restriotiva:

(*') ver Wiemser- (1) pag.2%
(') H.llyo (1,) pag. 265.
() ver wiemer, (1).

(1) Nou Broy, s 180
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/h,.)go

, % %
2) /évwv »&}“(2:} = (z) , @ todos los puntos de un gonjun-
to denso en [

o ’g—] sque comprenda ¢l punto a, Yy al punto

b. El teqrema de Bray, ocomo el de Helly, da s8lo condiciones sufi-
cientes,

Estos teoremas se designan oon la demominaciéfn genérica de THOREMAS
DE HELLY; tal denominacién no es del todo justa; pues si bien es ociex
to que Helly fué el primero que DEMOSTRC &1 primer teorema de ese ti-
po, tembién 10 6s que unos afics antes Riees (') habia ENUNCIADO (aun-
que no demostrado) un teorema anflogo a los de Helly, pero que daba
ocondiciones NECESARIAS Y SUFICIENTES. Rl teorema de Riess e»s ol si-
guiente:

IEBR. 1)- Condioidn negesaria y sufioiente para que, dada una suge-
#i6n de fumciones '&M(X)g y una funcién fﬂ\, (%) , todas de

variaocién acotada, y tales que zﬂm {a.) = ((L):D , 8e verifique
4 y3
Aiim //(:o) G/A,“(") ‘—‘—/ o) o Ay
T s *) *

para toda funoién CONTINUAY son:

4
L //C{,&m (’x)/é M para todo n;

2) %ZZ(S()QI}( =ﬂ€(;0{9( para todo X dt[a. é]

-y oo

De este teorema no se ha dado, que nosotros sepamos, ninguna demos-
traoién.

Damos a continuagién un teorema, que gomprende, aeomo demos traremos,
al de Riess, al de Helly y al de Bray, y del que en la segunda par-
te haremos eplicaciones al Andlisis y a la Teoria de las Probabllida-

des.

(*) Riesz (2)




alpe
TROR, 2, CONDICIONES KECESARIASY SUFICIENTESPARA QUE, DADA UHA SUCR-

SION DE FUNCIONES { X,,\(l } Y UNA FUNCION 4, ¢¢) , TODAS DE VARIA
OION ACOTADA, SE mn-xq.un PARA TODA nmcmn CONTINUA, LA IGUALDAD

/ém/%mo{/f //(%) d At)

es que se cumplan las gondieiones:
4
1) //dé\(k)/( M para todo n;

2 /&m/czm /azm
) /(,-;/a//iw /(xfs) dhw

para todo 0L<5</&

Otro juego de gondiciones es el siguiente:
1°) igual que (1)

2y A /% df () = /ﬁ“dg(k)

o

para todo ’LSO)-f 2, -

- - e -

. Podrfamos demostrar este teorema aiguiui%b un camino anflogo al do
de Helly; pero la demos traeiln resultarfa muy larga y engorrosa.
Preferimos pues, apoyarnos en el sigulente teorema de Banach (')

Para que una sucesidn Fh (%(k)) de funcionales lineales conver=-

(') Banach, 1, pag. 123.
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jan débilments haoia la funcional F(‘f?m) ,e8 neoesario y sufi-

ciente que se oumplan las condiciones:

1) La sucesién {/,[Fn//} o8 Rootada;

2) /é/"\ f:(%] = F/%/ para todo elemento f de un conjun-

to donso en ol espacio considerado,
Recordemos que toda funcional lineal definida en el espacio de las

funciones continuas en (CL #/ , puede expresarse en la forma

Flf= /M d hix)
eon // ,L_// = ///dA (’){}/
Resulta de esta roprcuntaoién, que la sucesidén de funcionales

/&) d jf)

c mverge DEBIIMENTE ha.oia la funcional

//(x) dhpe)

euando se verifioca

N /@r}d%@c} / Dty

n —y oo
Ahora bien, nuestro teorems (2).‘&v—m—(——L,L-} d4 condicimes neacesa-
.rias y suficientes para que se verifique la (1); es decir, da CONDI-

CIONES CARAOTERISTICAS PARA LA CONVERGENCIA DEBIL DB FUNCIONALES LI-
NEALBES EN EL ESPACIO R.

En otras palabrag; el dar oondigiones neceesarias y suficientes para
la validez del teorema de Helly, y el dar condisciones necesarias y
suficientes para la convergencia débil ds funcionales lineales &n el
espacio de las funciones continuas en un intervalo finito,son proble-

mas equivalentes. Abordemos pues, este Gltimo prodblema.
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Le ocondieién (1) del teoremr de Banach anteriormente enunciado, es, p

para nuestro ocaso partiouln.r

//d//l (x)/< M

para todo n;

en efecto, los nimerxos //dﬁh(%)/, son precisamente

la® normas de nuestra -uceo;:ldn de funeionales.

Para ver en quf se convierte la condicibén (2) en nuestro caso (del
espacio 0,) habré que encontrar alguin conjunto denso en el espacio
de las funciones continuas. Pero esto es fholl; en efecto, un oclési-
o teorema de weierstrass afirma que toda funcién continua se puede

aproximar uniformemente por polinomios; por lo tanto, las funciones

0
X_, X / ?(j * /- ... eonstituyen un conjunto denso en el espa-

cio C; eligiendo este conjunto, 1la condioién (2) ese transforma en

Aim / é"_oéﬁm(x) - Z e clh

n — o0

para todo L = O, 4) L

Pero esta es precisamsnte lo oondicién (2°) de nusstro teorema (2)

de phg. ( Y )

esta otra:

5~Para el intervale ( 0, 277) » €l mismo teorema de Welerstrass nos
asegura que el conjunto de funciones (J)L %X ) Semtx r-=24<

es d4enso:

por lo tanto, la eondicién (2), para este conjunto denso especial,se
transforma en la siguients:

o /SZ?M k) = /;W dht

6~ Demostraremos todavfa que el gonjunto de funociones definidas como
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siguse:

0, pora xel§ (a£5<£);'
H) /Z(lxj x-S ;n,afuau’)c

oon.juntmento oon LA CONSTANTRE 1, es denso 6n [C‘- £j Jin e~
~ AN

footo, toda poligonal definidea en ~ O ffr/ , pusde expresars® @o-~

mo una gombinagién lineal de funciones tales gomo 1a (%) ; pe-

ro es sabido que toda t‘unoi}6n oontinua puede aproximarse uniformemen-
te por medio de poligonales’

La oondieién (2) ee traneforma, apl:ldmdoh al conjunto denso (1).
en la siguiento:

/déﬁ) / a’A(xJ
v /'x s) O(,ﬂ,{*)‘/gC’S)C{ﬁ(")/

pare todo t«l ffwl a ’-SC'&'

Pero éstas son precisemente las condiociones (2) y (3) de nuestzo teo-
rema principal, ocon lo que el mismo queda completamente demostrado,-
Demos tramos ghora que de nusstro teorema se deduce f4cilmente ol de

Riess, onunociado enla pégina ( J ), Para ello, integremos por par-
tes en la exprou6n

yl
3%/(7:-5)0(% ) = /(x—f)a[ﬂ(x)/

’h.—)eo

que no es otra cosa que la condiocién (3) de nuestro teorema. Regul~

ta an{:

/&m[[rw 5) M'XJ / mec)dﬂ (o SM- /xw&%

)

o/,ﬂlo que o8 10 -[1("2 5)}\ &) - /,ﬂ ()()d,# ({t-s) Al /A(x)cé

N
En virtud de la ocondiciém (2) de nuestro teorems, se verifica:

3) Lo (- A.0) = A -

e L




Como una de las hipdtesis del teorema de Riessz e

fo-he =0

resulta, teniendo en cuenta la (2)

Lo () = h 1) [3]

My O
De la (1) se deduce pues, teniendo en ouenta la (3)

ya
L. /QM@‘)M:!%(@ ox

“n >0

0, 10 que ¢8 10 miamo:

Ao /Am(x)d%-:/%@c) dx

0% LAY
que es la condicidén (2) del teorems de Riess; este filtimo queda,

puss demostrado., Se vé que la hipbtesis ’gm(“) = 'A(&) = 0

simplifica notablemente las condiciones de validez del teoremm;es-
to es, seguramente, lo que deoidid a Riesx a hacerla. Pero esto no
obsta para que el teorema més general tenga su interés, aunque sea

de aplicacién nfs dificultosa.

"}~ Pasemos a algunos casos particulares de nuestro teorema,
Hagamos en primer lugar, ,A(,x) = 0.
Resulsta asi:
JTEBOREMA 3.~ LLAS CONDICIONRS iLECESARIAS Y SUFICIENTES PARA QUE SE

VERIFIQUE: /&/m /?(X,) dﬂm("’) =0

Nn—>yod «

PARA TODA FUNCION CONTINUA, son

4
1) // d}}h(;;)/z\ M} pera todo n;

G-
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2) /%/o(ii\()c}‘o’

n—y 00

3 /dwn/(xs)dﬁﬂ(") =0 w.uaog/

Ponliendo en este teorema

Ny 4
4.69= _O/Fnéc)cbxr

resulta el siguiente teorema de Lebesgue (') :

TEOR, .~ Af:lndoqm/%{%) )dzx 5
_tisnde-a-aero gen-3 , pera toda funcién continua 7/@:} »68 ne-

D e
oepario y sufigiente:

1) F(x) munoy

para todo n;

2) G / Fodx =0

Ao [y F9Ax =0
o0 s

§-Pasemos & otro caso particular. Pongamos en nuestro teorema (2)
& (’)‘ ) *7 %’

Resulta asi:

TEOREMA 5.- oonmoxoms NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE SB

VERIFIQUE /%(x) CZK (x) = %(’Xo}

o —p o

(') Levesgue, (1), pag. 63.
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son!

&
//él’ﬂ m/éM para todo n;
2) ’&/m 0{% )C =

" —rod

'Q

Ko =S W§<xm
/(74 5) iﬁ(x)’ S 7%

»
n—yb

Poniendo en este teoremm:

NGRS

resulta un teorema anflogo a uno de Lebesgue (').-

(') Levesguy (1) pag, 70 (en la parte que se refiere a las funcio-
nes continuas),-
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q-0tro oaso particular se obtiene, eonsiderando todas las funciones
oontinuas que se anulan en el puwnto af E1l oonjunto danso gorrespon-
diente serd el mismo que anteriormente, menos la oconstante 1,

Obtencho- as{ los siguientes teoremss:

TEOREMA 6.- Dada una sucesifn de funciones ’AM(Z)} » Yy una fug
cién /ﬁ\,@b) , todas de variacién agotada, les condiciones ne-

oesarias -y suficientes para que se verifique .

rs
para toda funocién OONTINUA que se¢ anule en el punto a, son:

v/
1) Z/Q’éw(x//< M para todo n;

¢ y
o Mm99 dht) =) ) ARt

Ny>c0 S
para todo S) a < b < #—
o también:

18) igual qe (1);

27) Aim /@'xf‘ OL&(’XJ "Z %nd%ﬁ?)

m—=> 2 o

para todo ,L:A' Q.)B,,.,c,.-
Hactendo en este teorema . (X)= 0,

se obtiene un teorema de isbesgue (').-

(o - OPERACIONES FUNOIONAIES LINEALRS, QUE TRANSFORMAN FUNCIONES CONTI-
NUAS EN FUNCIORES CONTINUAS, =

(') Lebesgue, I.S.pag.63,teor, IVH,
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Se oonoce la forme candénica de las funciones lineales definidas en
la mayoria de los espacios interesantes. En cambio, el problema de
la forma canénica de las OFERACIONES funcionales lineales, no habia
sido abordado hasta hace muy poco tiempo, En el siguiente teorema
estableocemos la forma canénica deo todaroperacidn lineal que trans-
forma funciones continuas en funoimo*ontinuas.

Damos a eontinuacidn un teorema que coumprende, como caso particular

a un teorema demostrado resisntemente por Fichtenholz, (1),

m,_'q..- La forma general de una operacién limeal v s« u (x) que

transforma funciones continuas en funciones continuas, definidas en

(0,1), esth dada por la integral de Stieltjes.

M) =[x At (1]

. /”'/' s ‘s
DEPENDIENTE DR UN PAROMETRO 8, /< ¢ -7

LA FUNCION fl ESTA SUJETA A LAS CONDICIONES smumn'ﬁ”s:

1) /ﬂl, ( 5 £ ) IE VARIACION ACOTADA OOMO FUNCION IR ¢;

14405 0] 6 e
3 /é,m//l d, A5 t) /444@(5049

Ya.—) oo
pera todo s , , y pars tode sugesién -§ —> §, para todo =9S¢
DEMOSTRACION:

Las condiciones son necesarias., Sea (y uflj una operacién li-
neal que haoe gorresponder & un y un '/) E C .

Para un valor fijo S, d.n. Sj (SJ es una funcional lineal de-
finida en C. En efeoto.u aditiva,y, ademés satisface a la desigual-

(') Fichtenhols, (1),
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J s = liogl < [/

Se ve, pues, que la norma de esta funcional no supera & la norma

dad

{ U/\ de la operacién dada.

S8iendo una funcioneal lineal, se tiene:

(&) = [ =) dh(sg) L)

siendo (S‘,J{:) una funcién de variaocidn acotada. Je vexfioa tam-

bien, en virtud de la observasién anterior:
[4/044(50, t)] < /A (2]

de modo que qusda satisfecha la oondioién
4
J 14k (54)] < K

Como la funcion (U $" es continua; se verifiga para toda suce-
i} -
8idén 5 oonnrgento haola oo @

Lo [ ) dh (5, 4) = [ %G dh (55,4) (7

Por lo tanto, en virtud de nuestro teorema fundamental (2) de pag.

M- oo

( Iﬁ ) sobre oconvergenoies débil de funcionales lineales definidas

en el espaeio de las funciones continuas, se verificara, para to-

do. L = 0 ) 4 3
L s dh Syt = /4 dh (o t)

P
para todo 50 » Y para toda sucesién Sm, —F o

_Lal ‘eondiciones son suficientes. Consideremos, en efeeto, la expre-
sién (1), de pag. (1f), definida en el espacio C, estando
restringida a las condiciones (1), (2) y (3) de pag. (1£). E1 teore-
ma fundamenta)l sobre oconvergencia débil nos indiea que la funoién y(:
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., es gontinua). 3¢ ve inmediatamente que también es 2ditiva. Ade-

més, de la condiciénm

/}d&£(i*)/5m,

se deduoe:

[Y (5)] s max ’X(e)./}dt h(sH<lx-K

(Yl = max /8y (s)] < KUl

De esto se deduce que la operaoién lineal tiene una nomma:

L] < ¥
Teniendo en cuenta esta igualded, y 1la (2) de pag. ( /3 ) se dodu-

ee que, si la oonstante K se elige la mas pequeiia posible, se tendrd

[Uf<K
El teorema ha quedado as{ completamente demoetrado,
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11) Algunos corolarios del teorem 2

Haremos shora algunas apllicacioncs del teorema II, que volvemos a

enunciar para mayor faeilidad de referencia.

TEQREWA 2.-

Condicién necesaria y suficiente para que, dada una sucesifn de fume

o:lonué }I-Lm ('7()5 y una funeién A fX) , todas de variasién

asotada, se verifique, para toda funoién eontinua, la igual-

dad {r f,— \
QMWJ %ax)dﬁmm = j %mdﬁ(ﬂ )

N —»oc
N ..

es que se cumpla cualquiera de los dos siguientes juegos de condi-

ciones, a,; '

nfiah, X'IL: M ;Mmm
0y bom 5 ok, (x) = Sdﬂl(x)

->°°f, 1
Lom S(x -9)dh ) = ﬂx s)dh (0

3) bodo S
(Si las funoionos{ i\h UQ/ AKX} son tales que /L/n - h@i)-—
para todo n, las anteriores condiciones 2), 3), se transfor-

man, en virtud del teorems de Riess, de pag ( 3 ), en las siguien-

OL"" ;{tniqk( ﬁ(@); ><
{g‘) L § b 0 da= ) o)

O
m —o« A PM(MKM [“"’]




6

1" igual que (1) D:
Voo i gx NE Sxﬂi
L A

81 el intervalo de definioién es [0,2,7"] , loe juegos de con~

diciones a), ?ﬂ se transforman en los siguientes:
27T A
(ﬂ ([lak ool < M ppoee Tods
A 0 XX oy
& 2) Lo 31 X\Mm = ga,wv,
i o
0

\ paratod.s 0 <= s< 2N

(31 las funciomas &m k’q J{ L(x) 8¢ amilan en el punto o,
W TN

las condiciones 2), 3), se transforman en las siguientes

2) Afﬁ“; b (2702 A (27)

A? X X
M SL (%) Axs gk\ (xd X,
W,

a‘)’) A = o0 !




|
€L 2{“?0 MtAWM B,M,J.‘ %?mt“’:

1) igual que (1)
B 9 7 2
3 B
e L X ‘ ’ ' \
- /4;“ ",‘\ p /\'{(1 Cx)
’ll) f/wvv s :Ozm"”
L\\ m‘-—#d) :)r"k c¥ X _/' [
o para tede r = o0, 1, 2, v
La equivalencia de las condiciones a) y P)') ) P;) y %)

nos gonduce inmedietamente




e e

a los teorcmas sigulentes:

TEORBIA .8._- Dada una sucesién de funciones de variacién uniformemen-

te acota{la{ %(X)} y wa funcién de variacibn acotada R ﬁX))

tales que se verifigue:

f}%(\");{lv =0 | pee b
M — =< S X'Lotﬂtm'()() = xzd ﬂL (X)
a

a
para todo 1 :O,f’ l/ .
se verificarf tambien
¥ X

e b (dx= b (0dx [1]

0

[0\ of_
para todo ')() OLLXL@

S1 las funciones TQVM(*) de veriacién uniformemente acotada, son

L
MONOTONAS, la 1) implica que:

Qwvuf» (#) = ‘L,(X)

en todos los puntos de continuidad de ()()

'.['LOR.EL'A%.. Dzda una sucesién de funciones { f‘L OQ } y wma fun-
¢ién

(X) ,de variacib: wniformemente acotada tales que

k. 9= h(o) =0 /,mw m

que cumplan 1a condicién:

j“”"otlh (%= J"‘”“dﬁx

dem "L x

m—r® g

fe
|




para todo 2:0/62/""’/

sc verifica

jh (%) dx= ﬂumdx [2]

m —r P

[
8i las funciones f/l/fn (X) son’ademas, no decrecientes, la 2)

M _/{Z\_m’(x) = /{LL ()()

) * ZL
para todo PUNTO DE CONTINUIDAD de 1L (X)

{4~ Dewostremos esta dltima asercién; €sto es, démostremos el siguilente
TEORLLA 10.
DADA UKA SUCESION DE FUNCIONES IO DECRUCITNTINES ,’L’n (X } MIFORME 2
MEKTE ACOTADAS,Y UNA FUNCION ;L (x) TAMBLLL, NO DECRECIENTES,TALuS
QUE Sk VERIFIQUE:

X X
e % (0 dx-—-j%(x)dx [4]
m=re o " a w7 , ﬁq .‘k en /{
PARA TODO A DEL INTERVALO (a,b,), SE?V(/EIE%I AI;BZIPE‘I?: 6‘ Y,

b b (0 = b 5]

ey

PARA T0D0 PUST0 DE CONTINUIDAD dle &‘@

DEMOSTRACION:
Supongamos, por rcduccién al absurdo, Gue ello no sucediera; es de~
cir, que siendo ,S un punto de continuidad de ,1 CX)) m ( S) no
tienda a (S) .- Como la sucesién n (5) es acotada,
podrenos encontrar una sucesion parcial 4]_ ( 5) tal

!

— P . <l




fim. /7(9 sok = FEh
J‘}%

Supongamos, por ejemplo, gue

FLfL(S)‘

BEn virtud de la continuidad de A (X) en el punto S ,exis-

teunzl_ tal que, para S-h foS

la diferencia A (X)- [l ;()()

se conserva mayor que un cisrto nfimero A, a partir de un J.,en adelal-

te, Por lo tanto,

| SS [he)-hy o] i >A h
Ss~h

a partir de un cierto;, lo cual coutradice la (IP, pues, de acuer-

do con ellz, dd)e " wyerificarse

I ;H‘U)JLM()()]dx ! N

S_

a partir de un cicsrto n en adelante,
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Seguimcte CW

AD . EL TEOREMA de CARATHFODORY

)
Sea {/L X ]3 una sucesién de funoiones monotonas no deoreeiontes,
m>™

definidas en ol inservalo | O, 2 7(] uniformemente acotadas, ¥y
sean a,m, an’b’ a«m)_b) sus coeficientes de Fourier:
2T
LN y /}l 0(,
Aoy = 1 j fﬂ (x) chX an_.f;:j qmcmx X
2N 0

27
= ——Jhm(x) dem . x ol X 5

Bl tecorema de Carathecdory, Gcue demostreremos y generalizaremos apo-

yéndonos en el teorema general I'sobre paso al limite bajo el signo de

integral, «:c anteriormente hemos demostradc, es el siguiente: (')
TEOREMA . A4

condioidn negepuria y suficiente para que la sucesidn U (ﬁ)
$ienda hacia una funoién {’L b() no dearcciente en Y_O 27N
todos los puntos donde esta iltim2 es cmntfnua, es que se verifi-
~ que: Q/M/Y" A 0\0“7 Ql/m, OL =a W a :

n - =< m > 9 T— 'L n >

los nfmeros a,o, 0(. 1 o g ) 800 entonges los coefioientes de-

Pourier de la funcidén {’l ( X)

La oondi cidn cs negesaria., un efegto, sl se verifica

i A ’X)*ﬁux '

m—r M

se tiene inmediatamente en virtud del cldsico teorema de Lebesgue

(') Ver Zygmund, 1, pp. 62<83,
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sobre paso al 1limite bajo 6l signo de integral:
29T a7t

. : 4 Jert 7-)(
! iva ’_»J —_ .
i 4 o v, o= 7 Sl
O 7/: I‘ll )'-2/7
fo T
kbm’ J 11 X/ d X = — d))&
n —= = 2T

La oondioién es sufioiente. Empegemos por demostrar que 8e cumple la
d18ima aseroién del teorema, ésto es, que los numeros &0, O‘—'.L’ o M

son ocoefigientes de Fourier deo y’L (X) o= Ello es gasi immediato,
!
En efegto, de la sucesibn {hh()o } de funciones monotonas,

uniformemente acotadas, pucde extraerse, on virtud de un olésico %e0-
rema de Helly (') una sucesién parocial {fl (X j que convergs ha-
cia una funcién no decreciente ;) (/() 3

Aplicando a la sucesibn parcial Zh (A)} el teorema de paso al 1lf{~
mite de T.ebesgue, resulta:

- 2N X | &}greyn, LX
thvm/ 71_{_ & 3;/:: le} ) A x ;%g A(x)o(X
1‘6"‘} 0 @:074’2’ 0

Pero el primer miembro tiende por hipdtesis haocia CL,L ) 0 Aay:a ajb

respegtivamente, o sea

1 ,
OL::;( h(\x)cm’LXGZX)

n

0

0]

n .
ol,ﬂ:—;? § ﬁt(x) omlxotx,‘/”w {o

(*) Helly, 4 .
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nisze rason 23
e (_)5 hoox, oy,

Pagemes a demostrar ahora que del hecho 2 71
X_/\] zcglxvq, (x) X = j wixxﬁ(x)dx

M8 ) gem Xl M ) dem

0
se deduce b .
g J} (X) = /'/)_ (x)

m—pr R
on todo punto de continuided de f/l, (X\
Para ello, :I.nt.roduzcamos las funciones

A/L ) = J 41 (X)OLX Al (X) = ) }L)Q/’

0

Bestas funciones cumplen las candiciones:

1)4/4.%(6):: AL (o) = O ./mfrw ﬁ‘b n

2) ’L’l/(n (X,) ya /\A :  pera todo n, y para todonol interva-
lo

Con les funciones {'L,n (X) ) » 128 igualdades ( 1)

se escoriben 7.( /9/)10 X
(A
M'onlu(x) d w (X),
’)'[21 M‘QgZS am 4 X 20n LR ( |
° 0
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9

exro, de &ouerde coy nuestro teoron}/do peg. | § , de las igualda-
dee L«QJ , 8¢ deduse .

X . ,{

: / ) — AL N L
N S n
0 0
para todo ¢t del inverva-
EO 7 )

lo ) & \ﬁ» , igualdad que a su ves implica, de asuerdo ocon nues~
tro teorems'lde pdgina ( |§-19) , cuando las funciones Al o Y

? AL Lx) son monétonas:
{'/un Mm (X)) = 4L L\’
rn
YL == o
en todo punto de continuidad de L (X) es decir, en todo punto

de [O, 2 F],yg que AL {7(): siendo una integral, es continua,
Es degir, se verificard, para todo X de [0/ L 7(‘] )

- X X

/

Jorene | }L Xl x = g /f;,_ X) d X

Sy m %

3

oon una nueva aplicacidn de nuestro teorema de pag. (|3"°l ) se de-

duce:

—

Livere I () = LX)

%\g

en todo punto de gontinuidad de LL()() . E1 teorema de Oaratheodo-
ry, queda asi{ campletamente demos trado.,

Rl Prof. catsth‘odory,_ después de haber demostrado el precedente

!G..'.orema, “{AMM,%&L/V.W 562 da A mMmumprLa (Vﬁ—!-,-
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el teorema subsiste inte-

gramente para funciones uniformemente acotadas y de variacién unifor-

memente acotads.
. V4
A menos gue hayamos interpretado mal lo que dice el Prof, Caratheodo-
ry, consideramos que su afirmecibén es inexacta. Bl siguiente ejemplo sim
, ]
ple (') varece, en efecto, invalidar el teoreme ie Caratheodory.
Sear. los intervalos cerrados (OITT)/ (T, Q.TT) y

%), (F 4F) (4F,am) (2, %),

vy definamos una sucesidn de funcioues {E‘n\( I)} , en el interva-

lo Lw/ Q-]T\I , de la giguiente manera:

e\ln\. (’() = en el intervalo endsimo,y e'vm()() =0
en el resto del intervalo [0/ -'LT]:] .

Estas funciones cumplen todas las condiciones del teorema; pues son
uniformemente 2cotedas, ya que su méximo es 1, y tambien son de va-

riacién total uniformemente acotada, pues la variacién total de e'.., (f)
es & 4 . Se verifica tembién

oW

M '?r gﬁ,m(x)dx =0

e 2T

P
b L g&mu)mmx dx=0 ,
m —) F T 0

11

N | . -

a/vw FS&JMH)W’bﬂdK—O ) "L:O(,,/ll__,._ .
o

~n PR

(*) Titehmarsn, 1, pag. 39.
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2¢ eumpler, ruos, #,2:s las hipStesis del teorems; sin embargo,la

P
sucesién {)WM\‘)( ! ‘fno tiende, para /. > = a ninguns funeiém 1£-

mite de variacifn acotada, pues se vé inmedistamente qhe dado un
\ * . ..]
punto arbitrario S ¢ del intervalo [O, A !\(‘_[ » la sucee=

sibn L m {5 ) tisne los dos puntos de acumudeeién 0, y 1.

Ho aquf el teorema a que hemos llegado, como subetituto del de Ca-
ratheodory:
 IROREMA |1

b (A
30a una sucesidn de funciones m / , uniformemente
acotadas, y de variascién total uniformemente acosada; la existen~

ela de los limites

2T
CL n-
fors x| i
Lprnn A o(x)ax = )
=P g e X s [/]
’b: O),.’,?\, g )

o8 necesaria y suficiente para que exista una funocion A (X), de
variacidn acotada, cuyos coeficientes de Fourier son 2, y jrn ’

que oumple la condioiém
X

y
’MS?‘MW dx = jt?;uq 4 X
0 v

para todo X del intervalo { 0, £ " J

La condieién es necesaria. Esta parte se demusstra de manera idénei-

o6& a la parte oorrelpondianto_dol teorema de Caratheodory cuando las

!
W {&,(‘)} son mwonotonas, utilizando, en ves 4ol teorema de
Ledesgus, el teorems de Nelly de paso al limite bajo el signo de in-
tegral, Rn efegto, las funeiones .




o= nxodoi

son uniformementc aeotadas, de variaciln uniformemente acotads, ¥y

G PR - T
0= =Gy, (A T) T L 2T
m ‘
por hipétesis, por lo tanto, em virtud del teorema de Helly:

5 W T
{/J(w%'bx i

RPN e MO
an o 2x o
_ [eom R A.u(x) = f 02X D () kX,

Jsem X p 2o
La eondicién es suficiente, kmpecomes, como en el teorema de Qara~
tehodory para funoiones monbtonas, por observar que los numeros ¢ /O;L,Q
son los coefioientes de Fourier de una tuneidu%\,(x) de variaeifn
aeotads u{o,zn} Bllo se demestra de idéntica manera a como 10 hie

oimos para el teorema de can!l;oodn;gx, ouando las {‘wa (X)} son mo-

nltonas. Pasemos <k moatrar que se verifioa

x
[ | ; 4 .
B T P P G
N \ L\R,v, )¢ { \I X A X
J J
5
Pure ello, consideremos nuevamente lag funciones X
X
. | X)) = *R, ( X)GZ X
Mo, (8] = "evm(x)dx' M%)
') e

Rstas funciomes son uniformemeonte agotadas, &3 varfhuiln vnifursenen=




te acotada, y cumplen la gondicién

AL (O) = ,LL(O) = 0

M

% g, (%)= (2 T)

, A (%)
Introduciendo las funciones L{;“ (x) M. y teniende

en ocuenta que los O’,L; Q}L , son los coceficientes de Fourier de

'2\, ( X), obtenemos oomo en la demoetracién del teorema de Oarathsodoxy

LI L

€0 L X oA ¢ )
ki b, (%)= | Gk 09 (R=0ds
M=% | st X

b o

Poro. de estas igualdades se doduce, en virtud de nuestro teorems (‘

de pag ( (8 )
X
G | Ay () X = \A(x) o X
=7
O o

para todo X del intervalo [O,’{ TT]
Poro la sucesién {'U;“(X)} es un conjunto de funciones iguslmenge

—

econtinuas. En efeote, dade un — arbitrario, positivo, puede detormi-

narse un 8 tal que, para todo n, se verifique

| A (X") A (X)) < E ]

para leL X‘[ <. 5 Bn efeeto




X"
"Wm()"')-— /U/M(i(')\ - \ g&«(’()‘t’( é()(“’)(\)M'
. 0 [‘2}

pues, cor hipbétesis las {ﬁm(f]} son uniformemente acotadas:

l &14\()‘)! é M nara todo n._

£
Tastard, pues, tomer l)(”-—}(' ‘ £ T !

para gue se cumpla la (4).

¥os apoyaremos ahora, parz terminar lz demostracidn, en el siguiente

teorene,
reorEMA 1D
Sea {‘u’a‘(x)g una sucesién de funcione: igualmente continuas y u-
Liformemente acotadas en un intervalo [Q; 6-} , que cumplan
la condicién
X X
‘ - Q4K éfr}

Y_S] M ,u,m(,()d;)( M/(X)D(z)(/ [

n —r K o do

Wo,d.«.
siendo '&L(ﬂ) una funcidn continua¥Yen el intervalo consideradgo.

Se veriiica entonces:

I M, (k) = A (x)
m—p P
para todo X del intervalo [Q ! L] o




Haremos la demostracién por el absurdo. Supongamos que existiera un
punto S , del intervalo Ca" Dr-] ; , en que la auooudn{M'vSS)

no tendiera hacia AL (S) . Podremos entonces extraer una suce-

sién paroial /U»/ ()() , de la sucesifn dada, para la ocual se verifi-

&
que

for g 15) = Afal) )

de
De la sucesidn { ( x) } \G'gmlmente continuag por hipbtesis,po«

dremos extraer, apoyhndonos en un olfsico teorema de Arsela-Montel,una

sucssion parcial '{/{R (X ) , que oconverge uniformemente hagia una

funcidn o_ontinua ,{7, ()() /’

b 4 ()= T () (5]

para todo )(do [Q. Q-] .
/
Aplicando a esta sucesién uniformemente convergente de funciones eon-

tinuas, el oconocido teorema de paso al limite bajo el signo de into-

gral, ob‘tenlmou '. o
Lo o dx= (moods 8]
o(; o
para todo X de (Qy, Qr] |
Pero 1la sucesién {UR ( )‘)} es una sucesién mroial u{%(x}lm-

g° 8e verifica, por hipésesis




A

X
Liven SMJK(’()‘LK: SM'HW(K P"—l
K—e e
paera todo X 6!.9_ [C\,L‘}
De (&) v (‘]-) se deduce: y
(ncodg= §mmdx [eexs?].[s]
g o

Como M(ﬁ) ‘] M/Cl() son continuas (la prirera or hipdtesis y

la segunda en virtud del teorem= de Montel), la iguzldcod g imgpli-

N MA(R) = M (X) ):?‘stﬂ’] qu

Por lo tanto, reemplazanido en [S-} obtenemos
K—>

Yy, en ecrecial para el punto 5
S M, (5) = M (5) L]
R—a B

Por otra s2rte, como{M.P\(ﬂ)S 8 uns sucesidn parcial e {M}(‘)S

ce verifica, en virtud de LLF_) "\

M%(S): AF W(S) 92].
T

Pero esta iguuldzd estfd en contradiiceidn con la anterior, v o a
& a ante r, 7y cl teorema




gqueda por lo tanto demostrzdo,

Arlicendo el teoreme demostrzdo a les funciones i‘uﬂr\(")s
|Jue apartearn . matshrno Lesuma 12 .
y @ la funcién 4&,(#) X que cumplen todas l:.s condiciones en &1 exi=-

gidus, se obtiene

D;,‘S J MM“]: AL () ) on Avtlo

~m —Pt

punto del intervalo [0,3]{_{ . Recordando la menera como hemos de-

finido les funciones Al () , A(x) , 1 towlded (4 5]

equivale a ls siguiente:

A A
Q{/m g&m(ﬁ)p(,(: g{«’»wc@x Tau] |
A, )

Yuestro teorema queda as{ completamente demostrado.




.—!5~ K1 1lamado Teoress Fundamental, o Segunds Tesrems Limite del Ohlay
1e de robabilidades, s8 enumcia ocomd sigue:

Deda uns sueesién de¢ funeienos de wepartioién(l) {QI»WCX) } . oue
yos momentos tienden hasia los momsatos de 18 loy de oa_uf_s; i

. =< | _i,"c 2 ;
MQ”_;”; Xx"‘ol, k'm,(ﬂ: DA )(LQ XOLX 204,2,
(1) vg_ggn'; . » ’—oia

Koo L, (=27 g
M — oC ~oC

Es mumerosa la lista d¢ grandes matenétiscs que han ejercitado su imge~
aie en 1a demostracién de oste teorema; baste eitar los nombves ds The-
bieheff, Luapunoff, Markeff, Sonine, Levy, Cantslli, Zolya, vou Miges,
ete.

Regientemente, ggg;m. ¥y Prégiet-gueas P nan dato una formulseién

en olorto sentido defimitiwe del Teorsma Limite, on l.on eiguientes Vr-
mines:

Dads una - '{'P\«m(x) } » SHRS

mementos tienden hasia los momentos 4 una funeidn de repartisids ewpe
preblems de momentos o8 determinado |

(1) Bs deoir,funeiones no desresientos, definidas e 6— =<, —+ °C> /
W8 sumplen las condieiches:

b e (=0, e (2 =
&%(X)-‘-MX_HE'* &X-o)

(X) wintner, 1 ,
(XX Fréchet-8hoag, 1




88 verifieo

Cown A (<) = £ (X)

M—?M n

oa tedes los puntos demde /L ( X\ es sontinuwe .

Gemo ge ve, estie teoreun as ¢l eorrelative pave intervalo infinito, de
ausstiro teoremalae pigim ( |3 ). Nuest¥e teowena no cs, en efeeto, si-
B0 01 teorems limite pare intervale finito.-

Ea el teorema limite olbsieo, 8@ carasterisan las fumciones de repaitie
eién por la sucesifn de sus intinitos momentos.~- 8¢ dsbe a Paul Le'vﬂn
feounda idoa de caracterisar las funciomes &8 repartioidn, no por ews
momentos, sino por sus transforasdas 40 PRAFRieR;: 10 que ha oonduside &
este profundo mtombtico a 1a eiguiente vereién del teorema Limigs.

8es una succsilén de funeiones de repartieién ‘{J&, (K) } v,

funeidn de repertioién )@k_’q 3 esndieion neceseria y sufieiem~

S e — e ——

%¢ para que ee verifique

Jnnnr J&X\(xj:’e\(ﬂ

=S o2

e» $0do punte de eontinuided uﬁ»(xb 8 que se gumpls la

figualdad




- 35~ /fg‘

o oC
b, - Axy .
m— o= o L

Cems st ve, ¢l anterier teorema de Paul Levy e8 ¢l corrciativo del tee~
n-n%fo Carathfodory, emuneiado en le pégina ( a4 ).

Preeenta & nuestro entender, gran interés esta eorrelaciin, pues hassa
ahora loe teoremas limites hadfan eido abewdades per witodos ad hoe, de
gran dificultad. Ba 1o que sigus nos propomemss wm 4odle objete, 12 Dar
uns demostracién simple del Teorsma de Leyy(X), wtilizando exsetamente
1as miswms ideas que emplea Carathecdory; ' . ,

2?) Demostrar un nusvo teoress limite, caraacterisando a las fumoiomes

de roparticién no por sus msmantos, ¢omo en ¢l teorema limise elbsiee,
84 por sus transforzmadas de Fourier, oomo haoce Paul @, sino por lee
eseficientes de su desarrollo de lmlte-sﬁol.tju.-

(c"Oomensaremos por demcatrar ¢l teorema do_!_'gy. resaloando, més 40 1o @®

(%) La versidn primitiva que 4ié Lavy de su teoremn, no es la arriba
eonsignada, sino un poco mis restrietive, pues exigfa la convergenais
wniforwe de las integrales \:’f_l . para tede imtervalo finites el
teorema [0r nesotres eemsignado fué demostrade por Olivemye (ver Gie-
venko, 1), por Boolmer (Boghme?, 1), Zor Cpgmer (Cramer 1), por @2

mismo Levy en eu reeiente lidro (L_'l_vl,_jl.,*] QWL masedros (M
Q,_\VW"._L?‘_"-" 1) -




’:

heros hechs en otrs perte ('), lea relseiores que lo Ligon oon el
de curcirlodory (#% ),
De:ootrereros primero que le condicién (1) de psg. (35 ) ea nece-

saria.
\C/LEX\ <4,

y tanto los gvm(ﬂ; eomo la 9\, (x) son iutci i< e resrtie

kL efccto, como

eifn, poird elegirse | o | sufiedentoenante 1. ude para GUe
S - P
R e R e d b
X
Vo' b0 Jo db)) /
ay
-

sean coda ung, OB valor abasoluto, menores Q@R wi ¢ positivo,arble

trariamcte peo_uen:: Tendremos, por tanto @ o
(g (A cwe | (U dRw-l oy
— " — R [:21 - - O

E11janos el ntmerc|s|de mansra que eumple,eds:als, ia coudiocibu

Qm Jﬁ(-«) e\(-w), b 4”@)— h (@)

o
. —> o0 m—7
A 12 integral entre limites finiws m7ngura en ¢l segwndo mism~
bre de 2, podemcs apligar el teorema de Helly Briy, cnunciado en la
pleine 2,3, pues is cucesiln {&M(ﬂ} oumple todas L6 cundielo=

nca en €1 exi;idas, Podenos vues, elegir n suficientcmente grenle pae
ra que e veruhn a,

i3 %) ko= § M«)'< £ . 1
Tenemoa. ,.vor 10 hnto.reemnlazmdo en [23

| e o ()- Se‘“@wm ¢ 5t

—-—cR — R
can lo cue .ueda demostrmda la necesidad de la gundaicién (1) .

(') A.Gonzfles Domingues: tur un tueoréme de il Gliveln..o.Couptes
Rendus de 1'somdcuie des :eiences, t. 203, pe 9577, 1936,

(#%) Guizfs se nos dispense meneionar que mueetra demostracifn ha
sEresido slogiess julcio del Prof. Carathfodory.~

il N




La condicién es suficiente. Antes de demostrarlo, y para hacer ver cla-

ramente que el teorema de L€vy es esencialmente idéntico al de Carathéo
¢

dory, recordemos los tres instrumentos de que este se vale para demos-

trar su teorema. Son ellos: 1°) el conocido teorema de seleccién de He-

lly“): dada en un intervalo :. [5‘ £rs ‘Q"t& una sucesién de fun
ciones ig/’“()‘)} de variacién uniformemente scotada, o bien

existe una sucesién parcial uniformemente acotada, {ﬁ% ()‘) ZS

que converge hacia una funcién de variacidén acotada en todos los puntos

en que esta Gltima es continua, o bien e"n (X)) diverge uniforme

mente 2 of para N -7 A :

2¢) el conocido teorema de paso al limite bajo.el signo de integral,de-
bido a Lebesgue;

3®) el teorema de unicidad de las séries trigonométricas.

Basaremos nuestra demostracibn en tres teoremes que son los correlati-
vos de los anteriores, para el intervalo infinito.
El primer teorema subsiste sin modificacién. El segundo tiene el si-

guiente correlativo, debido a Bochner (®: gea {‘ev,,\ (%) \ una suce

8ién de funciones de reparticién, que convergen hacia una funcién de rg

hix)
particion¥en todos los puntos de continuidad de esta Gltima; si se vg;

fica,
L

LE K
b \o db g = A

m—> £

— A

(*) Helly, 1.

(M) Bochner; 1, pg. 71.




siendo AAC)() una funcidén continua, se puede pasar al limite bajo

el signo de integral:

L AL

, Lk Lhx
S &/L xiﬁ.(x): e OL&.(")‘
n—y = ~

— A

i

Bl tercer teorema admite el siguiente correlativo, también debido a

Bochner: (n
R —————

Condieién necesaria y suficiente para que se verifiqge_

<
LEx R

o dhuwy= %z oﬁgfﬂ)

es que las respectivas funciones de repq.rtic:lén sean iguales:

o

AGE 4 (%)

Pasemos ahora a demostrar que la condicidn

< Lk Ak 0
,Qx‘/m SQ d.a-,,\(ﬁ)= \Q 0( ({) )
M’_I\QQ‘OQ - A

es suficlente para que se verifique

Goen Hm ) = LK)
M = R
en todos los puntos de continuidad de %« (-’() .

Supongamos, vor reduscién al absurdo, que la condicidén no se realizara,

(X) Bochner, 1, pdg. 67.
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7 que exista un punte a de oontinuidad de %— ¢ ) , on ¢l oual /ﬂ.ﬂm (&

~

) \
no gonverja hacia ’;‘» L oo / . Bxistir& entonoces una sucesién pareial

J,’ v\ ) ,» tal que, para f.._> o= 86 verifisaréd

?

U »“«:L (a,f_—: :}_"— /] ‘o]
G AR

¢ i
\

/

N
Bn virtud del teorems de Helly, se puede extraer de ls sucesién ( r)m ];/X,? j

i

una sugesidén parcial { rl\/ ( 3() ) , Que converje hacia una funeién

K

acotada no decreciente 51 ( )(\ , on todos los puntos de eonti
nuidad de eate dltima. Es bien sabido que la funcibn '2\« . \)

puede normalizarse de manera de tener
\r\i A
_ ¢ AX~0) F i X0
ﬁv (x| =

La sucesién de funciones caracteristicas
>

tiende, en virtud de la hipétesis, hacie una funeién continua, (a sshen

)
eondiciones exigidas por el teorcma de Boohner eénunciado en la pégina

la funcién T;L + t ’;., 21 (_)() ) . Esta suecesién eumple, pues las
— D>

3)‘1_ » 46 donde se deduse




- 40 -
% n LLx ?Q th“ ?‘@fx !
¢ dhy, w= | e 9»(%) e d

h ).
K =) I ‘

-Oe

Por lo tanto, apelando al teorema de unicidad de !gr_m_e_r_. enunciado em
1a phgina ( 38 ), se deduce gue

[LX)E A_;X)

8¢ tendré pues,

{z/m/ %KM = /@fx
K — o

)
en todo punto de continuidad de L (X) . ¥, en particular,

f@WYL &/LKLOL) = {1 5*)
|J\—><>Q

Pero, como .{ %) } es una susesién parcial de {h} X) }

se tendré tam'bibn

{lh\/ 2\*( (OL) = {t’f Q’L () = A + %(“
N> oo 2/00 2

Pero esta igualdad e¢s inoompatible oon 1la anterier, y ol teorema queda,
per le tanto, demostrado.

Acabamos d¢ ver que el teorema de P. L‘g se demuestrs muy sencillamen-~
te utilisando las ideas fundamsntales de Carathéodory.




_11.1_

El tcorema limite cldsico, eun su versién general dada por Frechet-
Shoﬁdghue heisos enunciedo en la pédgina 55 / se puede demos=
trar tambiédn siguiendo el esquere de Carathéodory,

La demostracibn de los citados autores, utiliéa fundasentalmente,
las mismas ideas ie Caratiiéodory.

De lo arterior se deduce que la idea de Carathéodory perrite demos-
trar de ma;nera simple, uniforwe y genersl, las dos verslones del
teorews 1imitg]y que aunque no hays exyresado su idea en términos

de Cdlculo de Probabilidades, es justo asociar su nowbre al de los

grandes promotores de esta disciplina.

INTEGRALES SINGULARES DE STIELTJWS

lfl-- EBn la teorfa clésica de lzs integrales singulares sistematizada y
perfeccionada Hor Lebesgue en su famosa memoria ('), v expuesta
por Hobson en su conocidec Tratado (*'), se consideran las integra-

les en el seuntide ae iebesgue, Denjoy, Perron, xhintchire, ctc,pe-

rc €l caso de integrales dae 3tieltjes no ha sido abordudo,.

Kos propouewmos en esta narte de nuestro trabajo, demostrar dos teo-
reres zenerales sobre integreles gingulares de Stieltjes, que nos
permitirdn luego, dar un nueve teorema limite muy general, sobre

chlculo de Probabilidades.-

Sea RM(“‘) funcidn continua de u parz todo n, deriveble, y tal

que Km(“\ —2 0 para \u:\-)& JHabn ('*'') ha dado condi-

(*) Lebesgue, l.-
(**) Hobson, 1. tomo II, pdginas 425-%75.

(***)Eahn, 1. pégina 61k,




ciones para que se verifiquen las igualdades

L @Km(t—ﬂ)&ce)o& = hey,
mr L (A
Do \( (c_——x)gu( H\dt = ﬁ/ (’()

para extensas categorias de funciones, entre las que figuran aquellas

que sélo tienen discontinuidades de primera especie, y tienen limite pa
ra |E] 2> A . Bn estas esté&n comprendidas las funciones de reparti
cién, '

(8§ Sea ‘e'-(&) una funcién de reparticién.
bt det

Supongamos qmm ((:"‘) cumple las siguientes condiciones:
se cumplen las igualdades (1), y tiendea O para XK 1

£ijos, 4 ‘| —2> L.

Se verifica entonces el siguienfe
TEROREMA 1Y . —
AL

L Hk(e—ﬂ)d&(e): K‘({)

M =2 R
—- A

en todos los puntos donde la derivada existe, es decir, en casi todos

los puntos de ("" °°/"°)

Demostracibn.

Integrando por partes la expresién

W (t-1)d b (E)

- R




ﬁ)”

L
se obtiene . SK”\- (t"’() d‘ e" (6_> —

ﬁ(e)_o% Ko (E=%) d £

—_ R
S
La parte integrada se anula en virtud de las hifotesis, y nos queda

‘*>¥<"~(,t"")‘ifflﬁ(éz) -

— R oQ

m; DK () dk = Lok e dt

oA
— o0

La integral singular de Stteltjes ha quedado reducido a una integral

— A (K

———

por lo tanto

singular ordinaria., Adem&s, como el nucleo K (f: )‘) cumple, por hipé-

tesis, las cundiciones pera que se cumplan lus igualdudas ( 4

de phgina (42), tomundo li{mites para m —) R resudta

R T A M)
" —7

e A =~ am s A 4 r——— e R

en todos los puntos donde la derivuda existe, es deoir, en oasi toe
du 2l eje real,

|“~Hemoa obtenido asf{, de manera sumaumente sencilla, un teoreme que oom=
prende, como ¢aso muy particular, & un teorema enunciado (aunque no
demostrado) por Jagob ('). Este cunsidera, en efecto, aélo nfdoleos
positivos derivados de 1la awmoio’n de l2 integrel de Fouriler.

|\4-88a nuevamente ‘%U’-‘) una funcién de reparticién, que supondremos

normalizadu, es deoir, tal qQue en todo pgnto de discontinuidad (nece-

:a‘QObo 1. pégina;l' 55




esriameute de primer: esgeaie),se verifigue

hip=t { h(boFhit-0)}

Supongams que el ndglee condinwe KM( &-—-K) cumple las

eondicio:ws aiguientes:

0 ﬁm&-x}mt)dk: MK

Mo F

-ol
») M Kﬁn '\_gt—-x)_: O fpare Lele 4 /;ow#om% X

| pl—>=<

2 %k“(’r@ lirder eomme funscs St Ky pre £ 2

Cralerqund )

*

d) ogc\ %Km{t—x) \ d.?‘ L M paka esda B fijo ypure gae

- gl todo t

‘S8e weririaee cnt-nces el sisuimmte

2. .0R-MA x v ‘

g2oa h&b) una .uneion de reparticié Ry Y eumpla el ndslee

las cordiciomes a), b), @), y d4). Se senird ontonces
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G ,id’ﬂ%o{\,(m(e—x)olﬂ(é‘): £ 10y - fCo)

M 7R

DEMOSTRACION .
Integrando nor partes la integral del primer wiembro, obtenemos, co-

mo en el teorema anterior

&R (t-2)d k) = S(D;V& ) “0%\

— &R

Ahora bien, esms el nficleo Hm(t'ﬂ) cumple la condicién d), en
virtud de la cual ce demuestra fécilmente, recurriendo a un teorema

de Hahn ('), ocue existe la integral coble

A 5 ) .
g | 20k ddt
o ~F

aplicorndo pues, el clédsico teorema de Fubini, se deduce que existen

y son iguzles, l:s inte:rales

[ﬂ}g oim ek dk

S&(e) K 5 Ko (e | L

') Hahn, 1.pefgina 666 .
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D _
Ahora bien, la finitul e integrabilidsd de FK“(t 7(,) s Que

s¢ oumple en virtud de las hipbtesis e¢) y d), nos permite asegurar,

en virtud de un conooido teorema ('), que se verifica

3%&(@«)&;« = K (k=)= K (£-0)

©

Por 1o tanto: g&(ﬂ[ D’,{" X ‘ﬂ\d\ldt—- 1
. < 4
_ S\»«M(w)ﬂh(ew{f gK%(f-o)ﬂ(e)i{_— .

L
— b -

Obtenemos pues, de (4 ) , (2 ), (3 )'Y(Lf'),
oL

X
S& K SK,-L (-ydf (£) =

° —-&F
R

_ OSQK (e-0h©dt = \K S (-0) 4 (£)dt 15

—

- 4
‘Recordando ahora que el nficleo K“ (6——)() cumple 1la condicién (a),

bbtenemos finalmente, tomando limite- en ambos miemhbros:

I X &

Jim. golk (RM(H)M({-} = fot) - 0)
W‘MO ~ |

Nuestro teorcme queda, pues, completamente demostrado,

"Wer s POor ejemplo, Titcehmarsh, 1, pe'.gi.na 369,




Bl teorema general que acabamos de demostrar tiene miltiples aplica-
"ciones algmnas de las cuales consignamo:s 2 continuacidn. Presenta es-
pecial interés, a nuestro entender, la que consignamos en dltimo tér-
mino, que consiste en un teorema limite muy general, que comprende

a uno dado por Jacob (')
E———

LA FORMULA DE INVERSION DR STIELTJES

920Stieljes demostrd, en su famosa memoria (/) , la siguiente fér-
mula de inversién, que despues ha adquirido wwe importancia fundamen-
tal en diversss ramas del Andlisis, y en especial, en la formulacién

matemftica rigurosas de la Mecénica culntica (rrr)
Teonremma XVI.

. Sea ﬁz(‘f:) ‘una. funcion no decreciente, acotada, vy consideremos la

d R &) E41
S -t

funcidn
————————

Fes) =

- R

Siemwdo & un complejo cualquiera

S= ptiq ,

tal que C’ * O . En tales hipdtesis, 1la funcién a, ((")
puede expresarse por medio de la F (S) , de la siguiente menera:

X

&.(uo)fﬁ(k-o)_ A arho) . L g,jﬁ:“)liﬂ“)

- T
2 2 3(?)7‘0 )

_— , .
') J2eob, 1,pagina $5¥ .
1) Stieitfts, 1 vhgine 81 s
"'')Ver, por ejemplo, Stope, L.
) Stieltjes considera las integrales definidas entre los extremos O &b
' A3

Le extension al intervalo (—o, ao) 24 inmediata.




— 4=

P\(S): 2 %(S) significanlas partes real e imeginaria, respecti-

vamentedﬂ_ S

Mostraremos gque la anterior fbrmula de Stieltjes es un corolario inme-
EE——————

diato de nuestro teorema (XV ).

Parg ello basta con multiplicar el numerador y denominador del inte-

grando de (1), por el conjugado de S— t , eon lo que obtenemos

o

aLHiz\ _ (¢E) Lh(e)
F(s)= % (2]

- | s-k\ /

cuya parte imaginaria es

(R0 -

2 .

%qd.en(t-\ 13

(-6t q*

‘Ahora bien, el nftcleo

1 i /
K(q)p-t) = T (pti+g

que no es otro que el de la integral singular de Poisson nara el se-
miplano, cumple todas lus condiciones de nuestro teomma fX, Que la con-
dicién (a) se cumple, es bien conocido. Vease por ejemplo, la demostra-
cién de Hahn ('). La (b), lo (c), son inmediatas; y tambien lo es la

d) teniendo en cuenta que se verifieca

L)
., ) ™ (et a* )"
(Haxn, 1, pasina 63 % 4 u«awwlu. .




eon lo que la integral d) se caloula inmediatamente, con el cambio de

2 .2
variable M/'; (Y”&\ *'CI -y resulta finita para todo 8,
Resulta pues, en virtud de nuestro teor%tipncando ambos miem~

A
bros de (3) o - — Mz?nwdn con szs/}uda «
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2} liaremoe ahora una apliosoion 48 nuestro teorems (XV/), & lu resolu-
cion del problere @6 los momentos 46 Hausdorff, pase Antorvalo finito.

dea une sucesiln de numervs rezles

fw\,o,f}'n{,q/n B AW 4ue sean los sucesiwdeémomen=
tos de uns funcion mo decrecicnte inoSgnita . ( &)

m - jtootgx(ﬂ
i, - St A (#)
0

4
oz JETL R (E)

Damos a continurgion una formmulu qQus nos permits expresar l& funeiom in
segnita /"L (k) (*) , en funcion do suzs mcmmntos (dms), como aplie

e.0ion de ousstro tesrem (X V)
Considerewoc B expresion

(e ]

n

—d




- -

S%\W-%WM W‘Jm.o.

m“(la funeion ‘e\/({f) / de modo que se verifique:
/L.(o):‘— 0]
A (£) = %i&. (t+o)+£.(f:-0)\(s .

H, (£9) = \}?F:‘ L" } (t"qll

gatisfage & la condicion (a) de nuestro teorcma ()(V) . Se verifi-
*

Rl nucleo

oa, en efecto, como es bien sabido:

/ .M
bty = o \ﬁr; g{"- (Hﬂ feydt |
para todo punto de [0 ,11

A
= 1‘{:“‘ e {w«w
0

i—rg v X '“’"ﬂ (Ot = )
— \j—w - ,«\]KU) —-r |1- | k(o) +

- r H\[“ M} }MHM
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Comp hemos supu.eato &‘(03 — O ) nos queda

[ jielaro =
£ [4 (- Aﬂ ?\(4)-1—\] LU gw [1 (t—ﬂﬂ&(ﬂ&t'

=\ o

Integrando esta c.presion entre 0 ‘] X obtenemoa

— -

QKW%ASY_«““‘*\WEM(G): W g&(‘l)\] (1- x\} d X+

By
° A

N = gol/)’\g%[/(—(t-ﬂ)fl}-(f)dk [2)

Ahore bien, como le derivada o e

" m _ w?
— D) 2| — lm\/ﬁ ‘kt'*)% (£7)

\#‘ —_ &" (t‘ﬂ)

v Q/\

verifics la rclacion A
A m= M
_ a
[ o Sl 9 m. Q\ - (t'ﬁ)?-> (¢ ﬁ]\
w 0

para n fijo y todo t del intervalo (0,1), (esto es, se cumple la gone-
dieibn (d) de nuestro teorema (xw)
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4 )
se pusde invertir el orden de integrncion eu le Tesula (MR, edte~

niendo

)i i‘\/ S(‘ (t—x)) dd(t)= \/—,'1:T S{““'*fﬁmdx -

0

) (, W (e-ﬂ&(ew: - (3]

ks 3[4- R

muembino  Tienole qwn—o‘,kdfl‘t"“”

el pwm umondo del £egumde
Tomando en esta uuuadAuntt.u pazs B W |

o

Do SOL'\[{F 5(4-(&-&))0{?»(6)‘
v 3 [4\.3
-~ ’e“(ﬁ)_&(u) = %(.1\)

Es decir, os obtienc ¢l walor de la funeion en el punto X, e~mepes—Ae
- _ - —

-

Ahara bien, integrando fermino a fermin> la expresidn

. T;;_;- g[ Ao (t.‘)frolﬂ({-)
O

( chservemss qu'['\‘ ((-X\,I] es un plinomio de grado 2, , ob




| ) 2w 2
VT%’ 5(44(6-)()”@,;,(/5]: AMX + AM X 4o ke
= 7 (N L2) |

siendo las A:LM combinaciones lineales de 108 momentos dados

4 S
q’nol MT Pt m

9Qmu
Bestos pelinomios, que son los bien oconovidos polinomios de Stieltjes,

L&M——/M
caloulando las potencias simbélicas

L:N(:‘—M——(M/X/L/T

entendiendo que deben ocaloularse segun la regla del binomio do Newkon,
recamplasando, en les -, las potencias por subindices, y multi-

plicando por fmb los ferminos en que oomo coeficientes de X i

no figure ningun o .
Obtenemos asi, reemplasando (2) en la fé6rmula (1) de pdgina 53
— y }
— Do /
/e\/-(ﬂ) TR Em}- (XJ dx /
S 0

que es la férmula de inversiln deseada.
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22- Daremos ahora una férmula aniloga, para determinar la funcién, conoci-

dos sus momentos, cuando el intervalo es (—-aﬁ, +e= )

Sea, pues, una funeidén acotoda no decregiente '@( t) normalisada de

la manera siguiente:
h(-2\=0
R () =4

h(L) = {%(Hv\ rR(E-0))

Supongamos que 3e nos dan sus infinitos momentous:

F AR (E)

ad(e)

{WZ:'-—J'

__ft"‘ctlé(t),

Supongamos, ademas, que la funcién '#5. (1:) sea tal, que

s¢ pueda integrar término a término 1la mtegral.

=1,

—

que no es otra que la famesa integral singular de Weietstrass. Come €l




nusleo %
_ o (t= %)
nes

. - =2
W (67K = 72
Satisfage todas las oondieiones de nuestro teorema (XV ) ge ve-

rifloa:

i _m.l((:’x)&
il dbE)=hw-Re) L[

—&F

L/W\j_?

Ny — A
0

Ahora bien, la integral

a
- rwa' ( t-x)

2 d (£

— 9%

v
T
- L
)
fupotons
s¢ puede integrar fermino a término; efestuamdo la integraeiln, obte-

nemos [11 .

D 1 2
- (67 oy 3 Qem, X + W )(2_ +
e\- U: - == {M’Lo—% (’ml‘ 1 0
oo Se d b (t) =
3 4‘1 -
o~ [’m‘f'”m%" 5 6y K=Y KMo
2\

- Pm (%) [1\3

T _»

. v v

Reemplasando, ebtenemos finalmente:

‘e\,(ﬂ)—é\(o): Do S\:’M(")dﬂ [51 l

~m—2 R 0

e ————e




Como 1la funcién Pm, (7() .e conoce en funcién le los momentos,
de zcuerdo zon la férmula (), hemo: obterido la funcion ’&, ("e)
a2 menos de la. constante aditiva 'e\,(O) en funcion de sus momen-

tos,conocidos por hipétesis,

W‘LM a Lo Tw‘*""“'

do Las (roboldidaded

2% Haremos una dltima aplicacion de nuestro teorem (XV)

reormma X V[ .

Sea ievm({-\}una sucesio’n de funciones de reparticién, y 2,({:) ung

’
funcion de reperticion. Sea Hm, “."’() un nucleo de una

integral singular gue cumpla las condiciones de nuestro teorema

(XV ). Se verifica entonces: condicibrn necesaria y suficiente pa-

ra Que se cumpla.

Jirve '&.m ()= b (€) L]

=&

e'nztodo vunto de continuld:=4 Je ‘&.(e) ) es que sea vilida 1la
izualdad ’

I &Km(e—;qd&l(e): SRM&"‘)ML“)

2 L -~

—

|

L2 condicion ez neces-ria. Suponcamo:, en efecto, que se cuml- 13 (g) ,




|

Debemos probar que,dado un & positivo arbitrario,ese verifice,para ca-

da ny x fijos,y a partir de un r suficientemente grande:

\ °§Hm(t_qmw(q -—?Km(g-qdﬁ(q\ < g

Para probsrlo,dividsmos el intervelo de integracidn en tres partes:
(“d’;’ﬁ—) | GQ"Q‘\/ (al"e)/

con lo que la desigualded anterior se transforma en la sigulente:

T T, e b

[4] a

Ahora bien,como R,,‘_(E"‘\')Opara cada n y cada x y |&E| —>»,podemos e-
legir (“/I suficientemente grande para que loe dos primeros y los dos
dltimos integrales que figuran en (1) sean en valor absoluto menoses,

cada uno de ellos,que {% ,Y tal que

\ _ - Lo 9» (a) = ey(&) .
3}:‘;\.& f, (-a)= i (-a) ) e P )
Obtenemos, pues,

(. (el <

wﬁ

T (b




Ahora bien, como la sucesidn {g“n_(é)% cumple todas las condiciones

pars lo validez del teorema de Helly, podremos tomar /{. suficientemen-

te grande para gue se verifiogue

\- gum(t—qdﬁm(e)-CSLHM('c-%)Mx(é)\ < %

con lo que queda demostrada la necesidad de la condicién.

La condicidn es suficiente. Suronramos, en efecto, que se verifique, y

que exista un punto .S , de continuildad de e'- (‘é') en el que
'e\',-,_ (S) no tienda a ‘e\. (S) . De esta sucesién podemos

extraer una sucesién parcial {’e\/} ( &)% tal que

Spren. e

()= AF ns) .
&ﬁ&

De esta sucesidn parcial podemos extraer otra ‘i‘e"K (E) g / en vir

tud del teorema de seleccidn de Helly que tantas veces utilizamos, que

tiende hacia una funcién no decreciente 'ev (E) en todos los puntos

de continuidad de esta ltima. Demostraremos que la sucesidn &K(é)

cumple le condicién

Lpoen ogv\ (t-#)i&K(e): H,,\(HMZ(L)_(N
KA _ oo - P

&n efecto, para ello basta con repetir, para la sucesién ?ﬁ‘ﬂ(é)}'




idéntico ng2onamiento al que acabamos de hacer con la sucesién 'Q’,, ({')

para demostrar que la condicién ea necesaria.-

Por otra parte, como {‘f"-v\(e)} es una sucesién parcial de {?‘«,,_ ("’)}/

se verifica también, en virtud de la hipétesis

S me(t—x)oL h (€)= SK () d ()=

K> —°

2L _

- ?Km(t-x)dl (e) . L2

- R

“Por lo tanto, de (1) y (2) se deduce
L

OSQR (e-x) d o (£)= SKM(E-X)J,E(E) [5)

- R
para todo n y para todo x.

Integrando ambos miembros entre 0 y x, resulta ,tmrncvndzo

Pmkes Joara m—> oo |
X
Liren. gmg AR A (6)= b S“ “"‘)d&(‘)

m —K 0 — R

Invocando ahora o nuestro teorems (XV) .» resulta pues,

bi)- hio)= Rix)- hio)

Es decir, que “el« ({’)__ ¥y e\‘(e) defieren sollo en una

’
cdbnstante, Pero, meme 9., (6’) » como funcion lfmite de funcio-
nes de reparticién, ee 2> 0 y & { j. de la gualdad anterior se

|




\w;lo tctho

deduce}a‘(que esa constante es necesariamente nula, y por lo tanto:

o)z A (&)
Se verifica, pues,

B, P (£)= A (E)

K7 R

en todo punto de continuidad de e\- (‘é’) y, Y, en e special

Ravo &.K(s) = «9\(5) _

KR— &

Por otra parte, como {g‘—“(é)g es sucesion parciel de {‘?\-}(4‘)}

/
tambien se verifica:

Do dn ()= Dime &\.m - AE NG,
4}

K - &7

/
Contradiccion que demuestra finalmente nuestro teorema

&L Aerermna Gure acalb-arma, 0(4 Aoty ar <o -
M'W'WM }OM; CA A /twﬂ-mk

Dk bl d-j,oa-ﬂf

——

3’0‘“‘}' 1, poy 155
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TERCERA P/ REE/

LAS FUNCIONES DE HERMITE Y EL TEOREMA LIMITE

Esta teroera parte comsta de dos oapftulos. En el primero damos vario
teoremas que permiten establecer cuando loe coeficientes de una serie a
Hermjte vienen dados por las formulas de Euler-Fourier, En el segundo
demostramos un teorema l{mite andlogo al de Lévy y al de Liapunoff,pero
que no utiliza la funcidn caracterfstica ni la teor{a de los momentosk,

8ino un teorema de identidad,que creemos también nuevo ,para series de H

Hermi te~Stieltjen,

Primer cap{tulo.

Al o8 teoremas sovre series de flunciones de Hermit

A Y-Lllamaremos serie de Hermite a toda serie de la forma

(A) iﬂw Y. (%)

sonde las er(ﬁ) son las funciones ielﬂermitb xz
m = _mn
(] v ) £° D&
.y )
T T
Como es aien sabido ,estas funciones constituyen un sistema ortonormal

en (-2 &)

Diremos que la scrie de Hermite (1) cumple la condicidn ®,cuando su

coeficientes tienen las forma




o, = (LEOYL(DLE,

(3)

pertenecliéndo %(é’) a una cierta categoria de funciones,

A /
Le serie se llamard de Hermite-Stieltjes, si los coeficientes Q,,W

vienen dados por las férmulas

(g, () d k)

() O =
-~

siendo ep,(t) wna funcion de variscion acotada en el intervalo C-vﬁ,ﬂo) .

Pcra las series de Hermite valen, como es bien sabido, los teoremes
de Parseval y de Riesz-Fischer.

Teorems. de Parseval., Dada una fancion f (&) Ol.n. L , cuyos coefi-

cientes vengan dados por las férmules (3), se verifica:

v 2
oo .
_ Z 2 1
~=0 —
Teorema de Fischer-Riesz. Dados numeros Gy, Q- &, ... - tales
que la serie 3(&., M_]Q' sea convergente, existe una funcio/n f[’é),
._’___._—-— Mzo

X

perteneciente a L ) tal que se verifican las férmulas (3).

La validez de los teoremes de Parseval y Riesz-Fischer, permi-

te enunciar inmediatamente la siguiente proposicion: Condicién necesa-

‘ri.a y suficiente para gque una serfe de Hermite cumpla la condicién f

i

A
-4
coni(f) 3 L_ , €8 que los coeficientes cumplen la condicion
‘ et e o o

+F

S ot

m= 6




— Y-

El teorema anterior resuelve completamente para las funciones de 12,

el probleme de saber ouflndo una seriec cumple la condicibén F. En asfa
ke d‘ e trebajo abordamos el mismo problem& para otros categorias

de funciones; sumables, acotadas, de variagion acotada, de variaoidm

acoteds y oontfnuas, y monétones no decreeientes acetaedas. Damos, fi~

nalmente, una expresion del salto de una funcion, dado por su desarro-

110 de Hermite-Stieltjes.

%AWs* Antepondremos algunos teoremas que utilizaremos a menudo en lo que
sigue:
Toorema'é(').- rara | E| 44 se verifica

K (kb)) = 3—“\’(*)* (e =

Y8
P - G R B
— 2
(=) il 1 -

La funcion K (x,t,r) es evidentemente sifletrica respecto a x y & §}

—

o-,adem-/ poeitiva y goza de las propiedades siguientes, que hasen

de ella un mic:éoo poeisivo de una integral singular

g K (xut)dt

- (-n ) — ¢
= () | e | o L

Anélogamente

L

°§Ku tryd =
A AT g [

2 -
:(4%’“) ed'r 20(14n?) |

e KWE)=D0 T_Q]

21

(*) Ver wiener (1),pag. 6% y 69; ver tambien Watson, 1. Ver asimismo
Ti{tchmarsh, (15 peg. 28,




uniformemente pars todo x y todo t tal que f}(—{?| 2 e .

’
Se verifica tambien, para r —3» 1:

£ €

ﬁ,i_/_v;: SK(K‘(:.’L\GL{: = 0 ) [‘[‘3
T 0)

Limw Sg(x‘t,m)d)t =0 (4

2 e

(]
Sea £ (t) una funcion perteneciente a Ll. se verifica, para n "4 ’

B (REAED) FOVdE= F0) L)

n—>A4
—oe

en todo punto en el que se verifique

Dren. A g\f‘(ﬂ*‘t)—f(’()\dk:o- N S ”
h—o i 0 \;\/J/\‘;U ’ 17/’"’ -

4
Estos resultados nos seran muy ﬁtiles, sobre todo para la demostra-

cion del teorem 25-

Otro resultedo que utilizaremos repetidamente en lo qgue sigue es el

siguiente:

TEOREMA {Q.- Los coeficientes de una serte de Hermite o de Hermite-

Stieltjes, tienden a cero para /M e -

A

La demostracion es inmediata; tomemos el caso de una funcion de L

) [ TV

T
/
.......... ; ‘ o , ey v’/‘v"‘ A~
(2) Kogbetlianz, p. 153. ‘I.\ Aol
/ / (//A (!.,’»/[', s




oL

[40") o= S RGO

Utilizando la conocida acotacién

Sy Y
H(ﬂ=O[U‘V2 ot )

(-

resulta para le funciones de Hermite en virtud de 2, la acotacion sigui

ente:

4
(11) t{/,,L()‘) =0 ( V

Como la funcion f(t) es sumabvle, y por lo tanto absolutamente sumable,
resulta fefcilmente, dividiendo el intervalo de integracion en 10" en

3 partes, y utilizando (1), que a,m—-) O para n~ —> R El razo-

L 4

namiento es valido para coeficientes de una serie de Fourier-Sti H
L
o = YYu&)d R(t)
"~ /
-~ AR

siendo le funcion A(t) de variascion acotada en (-90, oQ) .

XXV |- TEOREMA XQ. - La condicion necesaria y suficiente para gue una serie de

Hermite cuyos coeficientes tienden a cero cumpla B condicibén de F
/

’

con ‘cL({:) de variacion acotada en (~ ok ) dE) , es que se ve-
rifique: <
— R

2K Hoal’retﬂlqwz, /}0“8 153 .




— b1~ A

S @ ™
Aur) = & ~t, (T rosner) [13]

DEMOSTRACION,- La condicion es necessria. En efecto, si

:EE; CLavg Lf;~(:,() [](4]

cumple la condiciébn F: ) esto, es, s8i verifican las infinitas igual-

o,

dades o0

o = awdhw) , [reon

- &L

' 4
se verifica tambien

[

A (k) = (Reye Bk (8) B

bbb

/
siendo K (r,x,t) el nucleo de Hermite cuyas propiedades hemos ex-
puesto anteriormente.

Se verificafa, pues:

?\*‘4(“/"'&) 1 fece)] I13)

A

|a@n| &
Integrando esta desigualdad entre limites finitos a y --a, obtenemos

g(/\('b/ﬂ}\ob\é oLxSl/\(’L,A,{:)\oW‘.(Hl\ [8)

- L

—

’
Es facil ver gue en el segundo miembro es lfcito invertir el orden
¢
de fntegracion. Para ello basta observar que, en virtud de la forma
exponencial del nucleo X (r,x,t}, las dos integrales ¢

a -N
@ ax

(e Sranbyidhl ),y iR aidael




_cs- |

pueden hacerse tan pequeiias como se quieri,eligiendo [W|suficiente-

mente grande. En la integral

% v )
g A SK(M&)I& A [17])
e %

siendo la funcién K (u) continua, y lds limites de integracién fini-

tos, no hay ningun inconveniente para invertir el orden de integra-

cion, y obtenemos asf

@ a < {
&\A(’bﬂq ‘S@d&( i\*(x e [203

4
Tomzndo ahora limites para [ obl'f>°° , obtenemos

'f\f\('t,)()\dx € g\da(e)‘ ('C,)(lii)C{)(  [o4)

on
— R
- ol

Bn virtud de la scotacibén uniforme de la integral
QR

g Kk E) d X

-
S (férmula 7), obtenemos de (21)

R L1 ZA |
VA dx & tFS\d&(e\\ K 922]

con lo que Gueda demostrada la necesidad de la condicion, !

La condicioges suficientes Consideremos, en efecto, la funcidn

X
F(rx) = S A('L,x)i;( [23)

I




- 64~

Les funciones Fyp (x) son, er virtud de la hipdtesis, de variacidn
uniformemente acotada con respecto a r, y por lo tanto constituyen,
en virtud de un conocido teorema de Helly (3), un conjunto campac-

to; es decir, que existe una sucesion parcial Fry (x), tal que

o Fwim = 40¢), [24)

e

donde g (x) es una funcién de variacién acotada y la igualdad se ve-
rifica en todos los puntos de continuidad de g (x).

Consideremos ahora las integrales

S‘VM(#) d qu,(") [§z023 } . (25)

Aplicando el cldsico teorema de Helly (4) resultas

R
) L Swmu) d Fn} (#) = S»“VMW d j(’() , [26)
>+ _ 7, —oh
por otrakarte R
AL ct .
(v wd g () = RASKICYOLI M)
> -

en virtud de (23), y la segunda integral es igual a

OSQYM( £) Li% (A ")’C}ﬂ dx . 128]

S
Demostraremos que es licito integrar esta expresién término a fer-

“~

mino, es decir/qpe es exacta la jgualded

(37 Helly, 1
(4) Helly, 1.




_.',l,o-.

“V.giasﬂ)‘ﬁ;si)cég}

= g7

Pera ello: s gondiciém suficiente, en virtud de un clésico teorema,

que converje la serie de médulos, es degcir, cue se verifique

e

S ﬁ%na‘”ﬁna) B PA SRS

=20
Acotemos lo integral que figura dentro del signo :E:.

Aplicando la acotacion de Kogbetli 5), comsignadu ¢bniau40~uauihr

“:, o aun la menos preclsa de Cramer (6),
I &
I H, )z Kmy 22" o

© 1o que es lo mismo

1< [12)

V:M(X)/L T

resulta

-
g‘l‘f’(ﬁ/ﬁ“(xldxéﬁ/ j/yfo&) dx = C
a I3%)

52) Ko botua.nz. « Po 153
ramer, er Charlier pp., 52 y 57




-~

En la segunda integral, m es fija y la integral es por 10 tanto con-

vergente, dado que ‘1’,,,\ eés el producto de umn polinomio per
- X
. 2
el fagtor L

Resulta pues,

2{ 7, Wmlwm\ix’\

Z C Zl“m\"’/;\- [31{3

Comp por hipbtesias los ocoeficientes ap tienden a cero, y rg_c 4/
tambien por hip8tesls, la serie de rotenciass del segundo miembfo es
convergente y por lo tanto tambie’n es convergente la serie del pri-
mer miembro, con lo que queds demostrada nuestra asereién, y por con-
siguiente la exaotitud de la férmla (24) Volvamos a considerar es=
te misma férmlq. kn el segundo miembro de la misma figura la inte-
gral

sl

(ot o

~ P

que en virtud de la ortogonalidad y riormalided de las funciones de
Hermite, es igual a ocero para m# n, y e uno para an — n. la fér-

mula (29) nos da, pues

LV (”[Zq AL X_
[a_ Sww (M| T Gty [3¢]

Substituyendo este yalor en la £6rmla (26), obtendremos‘
S‘f’ md& (\) = b a1 =
‘&—) }-—-} P ]’
o

S Tt ) A g’ (%)} X L]

/W\.—.__J::




Q= Hawd o) 5 T

con lo gue queda demostr.da la segunda parte de nuestro teoreme,

X XV| |- TEOREMA 24 - Condicion necesaris ysuficiente para que una serie xmm

de Hermife’cuyos coeficientes tienden a cero, cumpla a condicién

F con f (£) mosiotona no decreciente y acotada en (- o2, °Q)/

ea que se verifique

A X)=0 pen ¢,
T ‘ (34
(AR dx 20 o5 )

/
Este teorema es facil corolario del anterior,

Las condiciones son necesaries, En efecto, si
4
s £
4@\¥~\(ﬂ)
N=0

es una serie de Hermite-Stieltjes de una funcion acotada no decre-

ciente, se verifice

0

Ay = SROADAR () (4]

Siendo X (r,x,t) positivo, y la funcionﬂ(t) no decreciente, el in-

tegraqdo es positivo, y obtenemos
~ -
A (L k)2 0 [42]

/
La segunda cordicién se verifica tembien, en virtud del teoremm an-

terior, pues ﬁ,(t), mofiotona no decrecienfe, y acotada, es de varia-

cién acotada.
Las condiciones son suficientes, Bn efecto, todos los razonamientos

que hemos hecho para demostrar el teorema entertor subsisten, Pero,en




- -

el caso sctual, las funcionew

X

F(ur) = SA(’L/'()d‘x / [43]

dado que el integrando es positivo, son , no sglo de variacién uni-
formemente acotada, sino tambien no decrecientes y uniformemente aco-
tadas. La funcion limite g (x), que en el teoreme anterior resultaba
de veriacion acotada, es en este caso no decreciente y acotada. Re-

pitiendo todos los pasos del razonamiento anterior, se demuestrafi-
nalmente que
R

a, = \Y bd g (+), Cud)

—

con g (.t) acotada no decreciente, con lo que queda demostrada la se-

gunda parte del teoremm,

C AV/I).~ TEOREMA22 Condicién necesaria y suficiente para gue una serie de

Hermite cuyos coeficientes tienden a cero cumpla ls condicién F R

con &.(&) continua de variacibdn acotada, es que se verifique

a) &\ aceo\dx ¢ M 0 <2 <h,
R % £H3)
Py b wx -2 Alyr) =0
n—>1

Este teoreme es facil corolario del teorema 44 . En efecto, la con-
dicién (a) nos dice que la serie deda es el desarrollo de Hermite=-
| 8tieltjes de una funcion de variacion acotada. Veremos que la con=-
dkcibén b, determina que esa funcion de variacibn acotada, es contf-
nua, Para ello, nos valdreros del siguiente teorema, muy andlogo a

un teorems de Knhintchine (‘P
-("1-5 Khintchine, 1.




- 4=

Sea una funcion S (x,r,t), que satisfaga a lus condiciones .

0| SCRUEN £M,

)

A

Q)QMM/ _S (X%t) — O Dpara todo x tal que l)(-t'l>‘y/
nr 4

ime SO =4 pere AT

Se verificard entonces, para > 4

Liren. OSQS P AAGERICERACDY

R4

siendo ‘v(t) de variacion acotada en (= o0, OQL'

Comprobemos que la expresion

\ y 4
T (=) K (6 £) - L)

satisfoce a las condiciones del teoreme anterior,
Le condicién 1) se satisface evidAntemente en virtud de la férmuls.

(5). Tambien estd ssctisfecha la condicion 2), pues

ot (_"_'_‘_9.) [48)
1=t /0

YRk k) = o (L

Para IX‘El >S » €l exponente tiende a — o para 7z —> 4 Y,
Y por lo tanto

G TT‘/&(q-n_")‘/lK('l,K,{:) =0 iloa;w. \A—t{>c§
S [44)

Pora x — t, la expresion (48) se reduce a




~ %5- 54

i a2 ( A= ’?-2)

TT/Jk.(“_’l_z) R(/{,/)(,I( ?/k,‘/DL /1 !

o xz(f*—’ﬂ(“"?'ﬂ —
—W‘F\ (4-n) (a+) ) 2 [50)

L

Se verificard, pues, en virtud del teoremm recie/fyv enunciado:

- 2 (K xt) doh(¢)
fj:—m “ (4 ) g " [ 51)

f, /) ,_P )
= fom T\',Z(A -re)"A(n.,x) = e\(}(+o) h(K-9)

>4
8i en todo punto x se verifica que a ﬁ«()ﬂ'u) - 'el(" 0) = O/

qQuiere decir que la funcion e._(x) es continua, ya que su salto es.
nulo para todo x,

La validez de 1la condiclon a) de 45, nos aseguraba que la funcion
e\,(t) es de variacion acotada. Acabamos de ver que el verificarse de
la condicion b), de (45), es necesario y suficiente par que la fun-
cion L(t), de variacién acoteda, ses continua., El teoreme 2R queda

a8l completamente demostrado.

[XIX — TEOREMA 23- Condicidén necesarie y suficliente pars que una serie de

Hermite Cujros coeficientes tienden a cero cumpla le condicion P

f—(‘:) ¢ L_P ) (Pa 2)/ es que se verifique

Po()( ¢ M (0517,44) .[71]

—

°§l A (1K)




- 3¢ w

Le condicibn es necesaria. Sn efecto, si la serie

Oia""-\'l)mu) [ 6‘6]

cumple la ccndicién F , 8e verificaré:
*

G, = f%.(é)f'(e)dk )
SK(«,,)(. et Ls9)

[r%]

A (LK) =

siendo K (r,x,t) el varias veces mencionado nficleo de Hermite,

Psplicando le. cl4sica desigualdad de HOlder a la férmula (55), obte-
J
nemos: P

( R(&xe)ou
A < (S\l«(w,,«lu\\(n\a% ( "
(-Lr1:4) . [5¢)
O AT
g‘ SRC’L/M 1
%.

w
( g K X (‘:)M) ¢ C P,:-' WM\'Q [5-3—]

en virtud de la férmula . 6—) varias veces citada ¢

De (57) y (58) deducimos




—rT

Cﬁ ()ldx<T # S‘* "SW%XE)WW .
) L 59)

Le integral deble del segundo miembro (de integrando positivo), cum-

ple las condiciones del clédsico teoreme de Fubini, y por lo tanto es
[©0]

JorJutrt = Ty SK(&x)c)on
¢ (dwre 00

Substituyendo este resqu?a%.o en la férmula (59), obtenemos en defi=

lficito invertir el orden de integracién, con 1lo que obtenemos:

nitiva:

3t (£+4)
[CA()L/X),PA/X :E:Z(Z )M(ﬂ\ ot -@’[C : M

con lo que quede demostrada la primerz parte del teorema,
Le condicion es suficiente. Supongamos, en efecto, gue se cumpla

la hipétesis, esto es

T\A (’L,X)\eotxz M (02h <4)

—ob

[63]

Entonces, en virtud de un clédsico teorema de Riesz (8), el conjunto
de funcionesA ("L)X) contiene una sucesion parcial débilmente conver-
gente A (’L X \ , €8 decir, tal que para toda funcion

Oa ()C) & L (P 2 ) se verifica:

(8 Riesz %,




_}J_

B\ Al gl dx= | 4 70045

: (o4
—D —od

$iendo £ () una fukoion de L . Ahora bien, las funciones

C’K\(X) son acotadas e integrables en (/ o2, oo)

P
lo tanto pertenecen a la categoria L , cudlquiera que sea

(___.A. Por lo tanto

- Al X)dx=\T (4dx.
N> gﬁr ke ( )X~w\t“4 [e)

Una vez en posesion de este resultado, el resto es fécil. kin efeeto,

y por

aslo queda por demostrar que la integral del primer miembro de la

igualdaod anterior es igual a Q';“ w: Pero los razonamientos que
hemos hecho para demostrar idéntico resultado en el teorema (40),si-
guen siendo v8lidos ein modificaci’n alguna en el caso actual, Nos

queda, pues

D go V)A ,)()0[ x_‘@;wv o "™

S QAwM\ 4 —

— - ?C';(x)i((@dx,

eon lo que gueda demostrada la 2a. parte del teorems,

[66)

X“.TEORELLA-UE- Condlelon necesaria ysuficiente para que una serie de

Herwmlte QO

> o, A0 %)
=0 o




auyos coeficientes tienden a oero sumpla la eondicion F  com f’(é
acotada e integrable eam ( o0 QO) , 86 que se verifique

‘A (LHY)I<N\ o< n £ 8]

Xa condigion es mecesaria, En cfecto, razonando como en los teere-
mas anteriores, resulta que sl el desarrello (6?) es 1la serie de

.Hermite, d¢ upna funcion acotada. s8 verifica

A (v x)= K (i %)‘( Ay b e

Ahora bien, comp por hipatesu \ ' ;V) l i M . 86 verifica-
,5 =
VA ()£ M LK(’m/x{ 7&})’&{—4; MC /M

on virtud de 1la propledad fundamental del nugleo de Hermite, que tan-
tas veces hemos utilizado, Le moesidad de la eondicidn queda asi
demos trada.

Ea eondielon es suficicnmte, Ll rasonamiento es idbnsico al: de los

teoremas anteriores. in el caso actual, 1a hipltesis

CA X)) & (/\ ’) 1)

\

nos permite asegurar, en virtud de otro conocido teorema de Riess (&)

que el gonjunto de funciones A "L‘ﬁ‘) contiene unme sucesidn paroial dé-

bdilmente cunvergente,

Upa ves asegurado e ste pungo fundamental de 1la demostracidm, la parte

(9) ntess, 2.
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restante es 1déntica a la de los tcorecmas anteriores,

}1-‘1'EOREMA',"5-_ condieclén necesnaria y suficiente pare que una serie de

T a ¢ i
m=2~0 o

ouyos coefhcientes tienden a cero, cumplala gondicion F con ﬂ/t) su~
mable, es que se verifigue paras 1 - 1) )3 > 7

[;51 [AH() A/f/k))cb\ 0

L

La condici&n es suficlente. hn efecto, si la hipbte.is se verifiea,
existe, en virtud del teorema fundamental sobre convemgencla en pro-

medio, debido a Riesz /10), una funcion g (x) tal que pars

[, 4 »L X)~q (4 [dx=0°
{s&’:il ! j /

Pero segun es bien sabido, la convergenoia fuerte lleva aparejada

la oconvergencia debil (1Q); por lo tanto se verifiosré para

15 bom a} JLICRIECS ocj(x)_ fie)dx

| "7

para toda funcion g (x) sumble acotada, y en purticular

iy i Ty Ay g prod

- R
a ke

- O

(10) nices, 2,




R\

La dexwstzacibéa & la sufisiencia sigue ahora idfnticamente que em
canos anteriores,

1e condigidu ¢s ueetswria, »n efeato, 8l la saxbe
>
S o ¥ [¥1)
n =20

o8 ol deserrollo ds lermite ¢ uma fumeion sumable, se verifiea

=<
frew= [kepxtfchdb. o)
v

Regordando las pro.ledades 6, 7, S, 1 y 10* del deleo = (x,t,r)
eons ignadng MW 2 oompruwebR qus sl nisno satiofo~
ee a todan lns eondiciomes del siguiente tecresm de Halm (41)

Sea F(t, X,n))mdlble en todo ‘el plano 5( t ) pera todo n, Sea
F(tx)m) integrevle oun 1eapesto L 9w (—‘E ) %) ; bae
ra $0do x, cun eneepeilfm ecumndo m‘; de un oconjunte Jde wedida nula,
igualzente sea integrable gon res,egto & x en ( — o y,oo) pa
re todo t ) oon exespei&i cuando mas de wm conjunto de medida mulaj
ademnfu s tizfaga F( t, )‘; /n) a las siguientes condicionesst

1) Fxiste wn & tel qus, para oasi tedo x y tedo mn, ss wverifios
oG
[IFCEx ™) dt 2 M;

— g

2) Existe un K tal qus, para easi tode t': todc n se verifican

_Il F(t %, ) [dx LM')

L 4
(i) Hakm, L. pag. 667
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3) %(X) =7{AT%-ZF(+'X’%) Q’(t} At [S—X

para ‘YL -0 ) en todo punto donde se wverifique para

Lom 44_‘. S |f(x+t)—{(7<) dt= 0

— 0 0
h)'Para todo jl,j> O y todo {} se verifica
bom s

@Fﬁmwﬂdx‘“

Y -

N = <<

Lvm T' ]-‘(t,xjn/}ol)(t 0

" 900’1:#!»

Entonces se verifiea, pare tods funcion f (x) sumable eu (_.<>c~ st))

la relacidn

Lom rl “x;-fﬁ (t.x,n) f(f)abt]dx: 0
m — X o

Del anterior teorems de Hahn, aplicado & nuestro cuso se deduce:

k 1&/;:1 T‘ t ()= A(y,0))dx =0 L]

K

es decir que: la funcion (ryx) eonverge en promedio de primer or-
den,hscia £ (x). kn virtud del teorema fundamental sobre convergencie

en prome.io, se verificard también, en virtud de 12 relacién anterior:

bom [\ ps)- Ale0) ldx =0,

'L-%‘, — o

£ —1 30

Nuestro teorema queda &as{ finalmente demostrado




.

34- Sea ‘fjm,“)h enfsina funcifn de BonL}u: _X

m X
0= (OmT) “e “Hatx, I
donde (Tes ol polinomio de Hommite de grado n 2
M P R ,
ta= "¢ (ax)¢ - [F]

La sumatriz jhal de una serie de lamile-Stielijes ,

ﬁ;.a'm“rm()‘) P Eg 3

6, = i*m<x)atﬁ<x) ) f4]
/\-(*L,{:)::. ia’m‘fm(e),z—%. [5]

M=y
Roemplazando (4) en (5) se obtiene

o> 2 T Y ARG) =

Mm=U

_ (2w Why) 4]

R
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!

Rl mmolee

$ oy Q=Ko

ha sido objeto de miltiples investigacienss (9}

Mos proponerws demestrsr en 10 que sigue el siguient¢ tcoremn cock=
ea de sste nideleo:

sea &(X) una funeiln de repertieilén. e verifica entonces:

Tromms (26)
o o |
] Y[ keryldhey = ha-ho

!
|

L dificultad de este teorems resids en ghe ¢l ndcleo 5o es de la

K. (4—7)

es deeir, no es funeiln de 12 diferenais ‘} — KX, eomo hemos
sSupuesto en les tecremas demoetrados amtesiormente: y por 1o tante

forma

e80s teoremas no se aplicsp. Doremos de §1 una democstraeiln direeta.

(*) Ver Mille, 1. Valson,l., -iemes,l,
Titchmareh, 1,
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Consideremos, pues, la expresién:

IK(MMJ) dh ()

- KL

Integrando e sta funcion entre gg&y @1mdo el orden de in-
tegracion, 1o curl es l{cito pues se cumplen con exceso la2s condi=
ciones del teoreme de Fubini (ver, por ej. Saks, 1./pégirﬂili3:.. ,
donde figura une generalizacién del clésico teorema de Fubini, para

integrales de Lebesgue-Stieltjes), obtenemos:

EAJ_ZK 18) dh(x) JH ﬂ w 3

B 'Integremos por partes la igualdad anterior:

o

\f [ K(’L ]OMX) / (X)Ja /xd(‘/‘io-
_\ihumigf(u,/,x)d]]dx [4Y

La parte integrada tiende & cero, pues, introduciendo el cambio de

variable

UO] Z_:‘/- IX 1 2103

b2

se obtiene, despues de cAloulos faciles: : 2z L
o - 4 4t | 1rt S
e

] [ epd) S5

0




— %6 1

IX| = =<
Easta expresién tiendie evident t¢ 4 cery para
(_.Oo): ) ("Q =

Por otra parte La parte integrada

o ]a&w-
AL
- fh) 3 eyl o

Efeotuando la deriwaeifn indicada, teniendo en ouep §14), ovtene-
(1-1 Z

o “X(1- UUCP 2(1+1)).
_SK(X ) |~ (OM)VT’U-'L

Ao
o — LKL
r JZ%L{-)Z y % Y)XZ
o] e dz + — > {-.z (1+1%)
2 XN VT(U—T—L 2 3
- . _axn _ -
- T T




L

Al primer sumando del s égundo miembro de (13) lo llammremos A(K,a,'t.)

y al segundo, 12 (X CL,'L)

a.

| VT o
0 gl{i\(x;hq,)d‘f]: A (5,6, )+ B ‘(LC> Uﬂ
VR

0

Reemplasando en (1) evtencmss:
L

( Tntaqod b=

~&
N

J -
1 LY a b / ' ’5
= SA(}(,a"‘)a\(MiK‘ g:"‘f““)e‘(”d‘ [15]

—-R

Tomando lf{mites en esta igualdad, obtenemos, siempre naturalmente
que existan los limites considerados

1] o ? ?RO*/MM(“:

- &
7 AL X c
N (\':!.»W»if‘%’&‘(K'G'i)e\“)c[q-{zr -.o(ma.u)f\( ) .
Tayl e — d*
Regordsmos :qm e ﬂxutu 3\ d}( .
mx %Amm (ax g %
/ (44'1

'~

- A

(%

X(4”Lt)€7L°L 1_(4,;,11) K 2(4"’1) dx
{A( )w’“)m“

{'
| _TEe _4,




_sg- 1

L\%} = aib(xﬂ'ﬂ)&-(ﬁ)d:)( =

S m)l HLL)K;;
N Lt 2 (A
et ,. _ 'L X X1
f xu n:) Sl "}) M b

\_______,——-—

et(x](hZL -t (4;1)\)“-(4_@) |

sideremos la primera integral, Résulta evidentemente

)

.

(H)‘ﬁmMAumﬂddé

aale\(f)l |A<§.m\dx g
< et [ 1dx e ) 14K

Calculemos la primera 1ntegrar’”!%n1e1do en cuenta que

S

[a0] % 2t

g < 2
- 1%5; 0t .12:.7:(1) (fa}) /
tenemos por 1o tanto <
211 §\\ax< e
-F o ’(1 o 2(4—'1‘- (lf‘f')

; (4-7) @ g)( L dK
La integragg 1-1 )llﬁ(ée av 14 fécilment , ¥y obtenemos en defi-

nitiva:




— 89— 1
g\&mHA(%.H’”\d" <

(1-2") G - [22]
2 v

. 1 A=-h + (A4’ )/

<L 2 ) (-

LAV T U-nY)

y el segundo miembro tiende a cero para ‘U 7 4 .

Con razonamiento perfectamente anflogo se demuestra gue también %ien-
de a cero la segunda integral del segundo miembro de (IQ), y por 1lo

tanto:

M1

L iA(x,m,m)ex(ﬁ)dx=O Dﬂ

-— D

Recordando la igualdad (l‘,'-) nos gqueda, pues: 2

Yo ci[ Z;K(w.))dﬂ d &(#) = l:_f’:"’"“ g?_)(;('a,”c)h(ﬁ\dﬁ:

-

| e R
n—4 (1t V-

e &(na&

o " |
L 4—«,"-)& _aent ( _ 2X’L)
2 Ay L(A=1E) At
'3

-L
A-t A+t ( _ 2_'(;
:1,(4 %) 2074 w:.

b onadx
- [24]

4
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/9
LlikeRoa \'z( ()(,'L/CL>/

(7(; F('l O) / ‘108 fastores que mmltiplican a
b4t 3
T 4 R* >
‘Z/ en les nfielecs de las 2 integreles que apareeen em
el segunic miembxe de 2‘* .
% o N A+ )T (1-12)

At ( _axe \L
2(4-n%) A+nt) )

'y . {:1{;]
% (4 0) = e T (a )
2 . v
1t /A XT
A (2

v £

LA £in da calemlar los Mmites (21‘). mestraremos primeramentc qus se
vorifica

>

ft,fr;]((4+ml)\ﬁ(4,m2) |

7 t
C (4+'(,2') (CL—* _%if._)-) —_

/

— - _
L, A0 T o doA

J
— R

L ohemihe gy [26]
T 2




— q1—-

Esto es casi =vidente, pues el nficleo cur npaorece en (’.6) s¢ coL~

vierte, con ¢l cambio de¢ variable

a. — M

A \/—"Tr At = ! [2'3:]

en el siguiente 2

A A
X B R ——
(o) = W;%’;' m /

tue ne esg otro gue el nlcleo de . lz integral singular de ’.’IegttSt'b&SS,

(**) 2 menos ¢el factor, - ue tiende @ 4

A

2T

- Por lo t=zuto, se verifice:
L R !

1+ %

At

< Elﬂ /

Yy »or lo tento, tambien se verifica la férmula 2.
Volvamos 2 la fdérmula 2Y), que puede escribirse, con las aotacio-

(*') VER Lebesgye, (1),1),q0 , (‘ar
Hobson, (1) N‘VZ_]I'/ 10‘;3‘”‘“' H—LO .




nes (2§7;
£
‘ o &‘\'d
. \[3 Kxa) "“\]M‘“ &m
—wo -
i/\-m,’* ﬁ’(n‘/x'(f)a’(ﬁ)%x
h.—M
- R

-4%-

Investiguemos sobre la bacc de lo que antecede,

sl primero ae 2506

limites, Como, en virtud de la equivalencia de nuestro n{wleo con el

nﬁcleo de Weirgrstrass, se veriiica

Q/\fvw %(N"‘l“}d"( < & )

n—y4

a,+
a-S
Ui g%(ﬂﬂ/“)d" A

>4 —»o

L
también se¢ verificafa, teniendo en cuenta que

fbll
_£ 4_‘1—)<
A 1 54 l

£

[31]

[32)
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a8 I ".'f_‘:?.—_, 'S

[ ge, * ”"’zi(m,@)ﬁ,(x)a@x =0,

=>4

[33)

2 a-n 2
M‘ g‘e‘ L 'H'»z,?- Cj((,(?,/ &(;()O(X'
n—>4

a9

Fos queda, pucs, el limite

Q_+J 2 )\
1-"v X

- gL‘l - g(*i"/“)ﬁ“’%{ [+4)
o

o.-HS
| %'( XLy “)ﬁ'(“ oAy = &C b
% %

h—>4 a-9S
kN
-
vy la funcién K4 4
‘&‘ 14% L & (x)
tiende uniformenente hacia la funcién e\«('ﬁ) ern todo el inter-

/
valo (Q‘Sl chg) ,tambien se verifica, en virtud de un co-




LR 2SN

T 15
nocido tcorema de Lebesgue ('')

CL"‘LS. / 4-/(,1 ,\

_ LA g
g ot g(x,i,a)%cx>dx=ﬁ(“)
[s¢]

I
n—>1 & ]

Por id¢éntica razon, Heiw 21

- ——— - 4
= | P

, Co 125 férmlus 56, 3% el tcorema queds final-

mente denostrado,
El t=oreme que acebamos de demostrar admite el sigulente corolario

importante:

l% XAV
Dos funciones de revarticidén cuyos coeficientes de Hermite-Stieltjes

B T S

[

gon izusles pars todo M, , s=on iguales,

. e h b 4 < e o i .,

N

En efecto, si se verifica, paru dos funciones de reparti-

(*') Lebesgue, 1, vag. '1-6;
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eifn

también ce verifigaxd

A

od
— : A T:—_ ~ VANRY: o
A C L‘p (Y) = /0 C (‘(/ X ) X
L T m W 0 M
W=z D

donde Lt;\()()ea 1a enfsima funciln de Hermite, definida en la pé-

gine ( Y4 ). Se veru'icarﬁ pues, tnhndo en cuenta la f8rmu-

la de atson, oonnlgmd‘ en la pigina ( )
A
o : )(- _, Oz
Ny (- Y z /-i’ 'T“% i\
- - ~ ——
; = < ) 3 :
X‘-{ X =T, b |
= VI jf : Q/r — = (\‘—{J—” 0{‘ N (X)
T ) 2 A=
—_— D B -

WWMJoe«WO‘Q&WM;Q’E_?") &

olt eresmed .




Rt : , / o I
0 -oc 0 -t : |
¥, tomando u-igoo p-n/L ->/ s ObteIBMOS, de aoucrdo o:n

ameatro teorem 26

|
(a) - /i.(o) - ﬂ(a)._ h (o)

|

Para todc—a, 10 eusl fuplice que les funcl [

§ e~

difieren 234510 cu una enstmic; per., cauo (
resulta, parz - :% )

0 = ;_L(o)- A(’O)o

Luago la constante os nule, y 20r 0 tauto

—

ﬁL (x) = ﬂu x)

Rexoe demostreds, jpues, el teorems de wnisidad parxe los seriss de

€ Stie 8.

UN EUVO TRORKMA LIMITE

Como aplieacifn del teoremm anterior, dmostraremos, como Sltimo re=
sultado de muestro tredajo, el alguiente

romm 2%
Condicibu ussesvaria y sufisiente para que una suwsesidu de funciones

A

. ~ . ) a———— AAJ




Tt ——

9% -

de replrtioiﬂn{f)—,m(f)} » tienda haois %{6—;1_’/ ,{L(\q
que

.8 que se verif

donde \f/’t LX) es la funcibn de Hermite de grado , definida peor

nuestra f6rmula ( 2 ) de phgina ( 61 )

La oondicién 6s necesaria. En efesto, como las funciones de Hermite

satisfaoen a 1a asotacifm (*).

YO | £ K= q,0 g3

podré elegirse l CLI suficientenente grande para qus se verifique

S

1T ¥ 0d .0 -j\,i(xM{L(x)JL ¢

-0.,

Ty o9db0 - [y mdpea)ac

— o0

!
)}

(") Ver VitalisSaneone, 1,pagine 204




—q3-

yort e o-;.al;.:—l f @)

N —> 08 M.

Mo —p o> £1, - O) %( a)nnutra sseredifn estard, -uves, demese
trada, sl logramos mostrar qus

e j ﬁ(&)dﬁ(/‘)j J p o) f®)

10 courl g8 verifica, en virtud del tantas veees utilisado teoream
de Helly, para intervale fimito.

La eandicibn es suficiente. Supongamos, en efecto, que se gumpla,
S (£) (S
y exiata un punts de eontinuidaed de donde - 7. J

no tienda a F’( $) . .xtraigemoe de ‘fn_({:) und suse=

s8ién parciai F ('é_'_) ) tal que

] — f'/)S

Ve iu aucesion {f (é}} le funcionce mondtenas, uniformemsnte ago-

catons votemtn et oo ma susceten ,,mm{il(é } at e
i ¢ SOE %(f

en tedc punte

. |







{00

Blijamos l 0(.[ de msnera que se verifique .

:{(0-

K”"‘

n

! ' y suficientemente grande pa-

ﬁ*«gx

que

Pl Le, e (X120

se verificard entonces:

T g ag- e
H‘r’wah j . XM*“‘)/A),&

a

22t
[2]

Nos queda por asotar la expresiénm

X/ d‘f (X)"

9‘\——-*\?

|| d ﬁ“)'

- (A -

Pero, en esta expresibn l a' es junto, y fijo; y la sucesiém

5{ fK(x) ‘} cumple las céndiciones




fo4 |
o) > Feo @ Fe),

L (R} = —(‘)
(a) . _?A %K g'
_(&) p(gigafod?'_p&njo;de gon~

tinuidad de % interior al intervalo l , 8e cum=-

plen por lo tanto, las condiciones del teorems de Helly; tantag, ve-
ces utilizado en este trabajo, y por lo tanto, puede elegirse

suficienteunente grande para que se verifique

Tt s
Y)—ww/ R>HK(E) Esl

Teniendo cn cuenta (1), (2), y (3), resulta

& ‘( A '
; =\ d o), [
bmv g&ijﬁ_(ﬁ)d‘h‘(ﬂ] )Y'L €' /
I~ 7\#“ —_ ok
como afirmamos en la pfgina ( q q ) )
¥
Pero, por otra parte, como Lﬁ"‘(’\) % ¢s sucesibn parecial de

{(E'v\(x\s se verifigca tambiemn




i SY’L(K)d' ‘ii‘\“) = ’:5‘]
KH—2® —n S |
= b \p0d [0 = Y, (1) F ) 5

- R

por lo tanto, teniendo en cuenta (4) y (5)

oo oo dFe

Es deeir que las funoiones F(X) / F (K) tienen igualea todos
sus goeficlentes de Hermite-3tieltjes; por 1o tanto, de acuerdo eon
nuestro teoremn de unicidad que hemos demostrado en la pag (q b )

entas funciones difieren cuando mas en unma constante

f(/\)_?(ﬁ): corih oG (6]

@3
Pero, como % )/ siendo funcién limite de funciones de repar-

A Z 0 < .
tioién {a' 1 / se vé inmediatamente que esta cons-

tante es nula y se tiene

{v(;&) = E(ﬂ) {ﬂ
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Eor lo tentn, en virtud de 1= relacion (a), de pagina ( {04 §, ce

verificard
L
5 i b S
s AR £
(a0, 000 = 00
| ¥
K—) @
e todc ~unto e continuidad ‘e fv(fl} vy °s esecizl
i .
A - \ ~—~ .7
. B _ < S/I \ 8 ;
i\,".'v"-f -~ (S'> li‘ ) -
CA
oy
( [ CEL I8N
Fero, siendo K ~€', una sucesibn parcial de 1 é.\c-' /
también se verifica:
14 2/ A
' N — - [
- . N s ( <) = Z¥ ;t 12
; . T \ /: -— '/‘l \,,'\_‘\.- ‘\, J ) ¢ \ \ y. Vi
AU AA- / / - % '
(W }J\ ;

W | kfﬁ

Pero esta fdrmila es corntrocictoria con la siterior, * nuestro teo-

rem2 Limite cueda finalmente demostrado.
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