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demostración de una famosa formula de inversión de Stielt’es,que ha ad­

quirido recientemente fundamental importancia en la Mecánica cuántica.

Aplicamos luego el teorema 15 para obtener una fórmula de inversión,que

nos permite determinar 1a función,definida en un intervalo finito,conoci­

dos sus momentos(con integrales de Stieltjes). En el párrafo siguiente,

siguiendo análogo camino,obtenemos otra formula de inversión,para el cast

en que la función esté definida en un intervalo infinito. Cerramosla se

gunda parte con el Teorema XVII,que constituye un Teorema Limite muy ge­

neral,que comprende comocaso particular un teorema debido a Jacob (145;.

_ci_t. )..

La tercera parte consta de dos capitulos. En el primero establecemos

condiciones necesarias y suficientes para que los coeficientes de una se­
. ' (Teorema: 12-25)rie de Hermite vengan dados por las formulas de Euler-Fourier Estos teo­

remas ya los hemos publicado en otra parte (A, González Dominguez: "Sobre

las Series de Funciones de Hermite; REvista de la Unión Matemática Argen­

tina,Vol. 193 ). Los hemos reproducido aqui en razon del intimo nexo qu

los une con los teoremas que demostramoe en el capitulo segundo. El prime

ro de estos últimos,que es el Teorema26,es un teorema sobre integrales

singulares de StieltJes,análogo al teorema 15,pero de más dificil demos­

tración. Corolario fácil del teorema anterior es el Teorema2Z,que consti

tuye un teorema de unicidad para series de Hermite-Stieltjes. Finalmente,

apoyándonos en los resultados anteriores,demostramos el Teorema 28,que es

un nuevo TeoremaLimite de Cálculo de Probabilidades,en el que las funcio.

nes de repartición se caracterizan de la manera en cierto sentid: más na­

tural,a saber,por mediode sus coeficientes de Hermite—Stieltjes.

No queremos concluir sin expresar la impagable<ieuda de gratitud

que nos liga a nuestro querida maestro Julio Rex Pastor. Ya antes<ïe cono­

cerlo,sus excelentes libros (únicos en lengua españhla y comparables con

los mejores extranjeros) y la bibliografia en ellos contenida nos habian

44441
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introducido en la Matemática moderna. Luego,la. frecuentaoión durante añou

de sua clanes y de su trato no ha hedho nino aumentar esa deuda,y n aegu

ro que sin sus onaeñanzao,ou eJemplo,e incluso aun 1natanciae,es‘% tesis

no se habría escrito. Hay ciertas deuda. que ni prenariben,n1 pueden pa­

garse. De ona ola" es 1a nuestra. «¿nolo dicho valga.oua.ndo monoa,oomo

exproaián de nuestro profundo agradecimiento.

A. Gonzáles Domínguez.

jim}: 0Q 1737.
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PRIMERA PARTE

sigge “zación 1 generalizaciún de teoremaede Eco al límite bajo cl
oigo de integal con integrales de Stieltjee.

CW I.- ¿(,49anok¿«"1141.
1.- Sean f‘O‘)¡€1H)'-"¡funcionee continuas definidas en el intervalo («HH
y eea (Is)una funcion de variacion acotada. Ec sabido que la condicion

2M”. U“!:' 1"ña-h» Fm

para. todo ¡ dc &,b),no lleva apare ado que ce verifique
‘ en : (Hd KU)

4)mus; ¿bind H of I
ni siquiera para el caso particular (JO-5.:,“ que las integrales de S­
m ce conviertenen integralesordinarias.

Una condición euficiente,aunque no necesaria,para que ee omnplala

es la convergencia uniforme de ( tn(x))hacia fix). La demostracion ee

análogaa la del‘teoremacai-relativopara integraleacc' W: en vir

tud de la convergencia uniforme de (f¡(¡)) .ee verifica que,dado un ¿>O/

existe 1mm“) tal que,paran>n(¿ ),
¿ .

2) “Mm -(_(H\ é “¿mm )

TÍñiu 9x(im high?!“S‘dKb“í C(o.

a

f
con lo que queda demostrado el teorema.

2.- Otro teorema del nicmo tipo,aunque dc demostracion algo menos eenci

lla,» el eiguientel:
Si laa {uncionee (tn(x)) con conti nuae y uniformemente acotadac

(1)o'MOP“. 7o
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y 1a sucesión {foü} converse en todos loa puntos haoia una
función eontínua (3k) . ee verifica

fifa) (13(2)=/7%(2od¿(1)
para toda funcion devariaciónaootadl.
¡6.o teorema. del miamotipo han oido demoetradoe por Bray ("ha Da­

niel].("') y otros.
3- lln todos los teorene anteriores, 1a runoión 7,) i , oon respecto

a la. cual se integra. era FIJA. mientras que el primer faotor del 1119

tegra'ño era ¡ma función continua VARIABLE.En esta primera parte de

nuestro trabajo, noe oouparemoede teoremae de un tipo distinto, en

qm 1a función FIJA ee e]. primer factor del integrando, mientras que

el eegundo, el deeir, 1a función de variación aootada oon respecto a

1a cual ee integra, ee VARIABLI.ln otras palabrae. nos ocuparemo- de

la oueetión de le. validez de la igualdad

(1) [52m díaz)s/Éwdápc) ._
Belly (') demostró, en 1912, que, para que ae verifique 1a (1), ee
SUFICIENIEque ae otmplan las condiciones:

1) :: . entodoel intervalo(oerrado[a_
L

2) K paratodon.
Tambien demostrñ Kelly que la condición 2) ea NECESARIApara la va­
].idea del teorema.

Bray. ((m) ha demostrado un teorema mie general, eu‘oetituyendo la. oon­

dioión (1), por 1a siguente. menosreatrietiva:

(") ver Wimer- (1) pa3.2,‘f.
(') 3011?. DEE.265o
("U'ÍVerIiener. (1).

Um)Joe bum lso.
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. ’7 /g2) = [2) , entodoslos puntosde unoonJun­«¿ao
to denso en í Q... ,que comprenda.¡el punto e. y el punto
b. El. teorema de Bray. oomoel de Kelly. da ¡610 oondioionee euri­

oientee.

Retos teoreme ee deeignan oon le. denominacióngenerico. de nome

DI KELLY:tel denomdneoión no ee de]. todo Junto; puee ei bien ee oie;

to que Heny me el primero que Duosmo el primer teorema de ese ti.­

po. timbién lo ee que unos eñoe entee Meu (') hable. ¡NUNCIADO(eun­

qm no demoetrado) un teorema. enllogo a los de Belly. pero que debe.

condiciones NEGISARIABY SUIIOIRNTES.El teorema de Rieel ee el e1­

guiones:

Mb Condiciónneoeearie.y suficiente pero que, dada.une euoe­

¿“(MX y una.función (X) . todae de

(KL):Ü . ee verifique

É: joa/mafia emm
w a L

para toda función CONTINUAeon:

¡ión de tunel onee

variación acotado. y teles que m (0.) =

para. todo n;

flv

1) {/dflmmk M

2) =fiafïddyperotodo7(¿[a'YL-áaa

De este teorema no ee ln dado, que nosotros eepamoe, ninguna danos­
tración.

Demose continuación un teorema. que comprende. comodemostranmoe,

el de Bien. al. de neny y al de Bray. y del que en le eeglmde.par­

te haremosaplicacion" a1 Análisis y e le Teoría de lee Probabilida­
dee.

(‘) Rien (l)
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M,- connIcIonns mansmnsy SUHCIENTISPARAqua. DADAum sua:­

3101im: runoxons {A60} Y mn rtmclon Zu66} . roma DI vam
OION ¿coma/x. a: mumun. PARArom moron CONTINUA,LA:IGUALDAD

fi}: /?m amm?)/?pó)

¿2.

1) M paretodon:

a,k/dámz/azám
g “¿­

fm (1-;alma: (xau/¿wvW/ u Z
5 1;peratodoa55< '

Otro Juego de eomlioionee ee el siguiente:

1’) igml que (1) ,

2., ¿um/ía dá(x)=/É°dle(x)mean

peredeiso/4

-Podrime demostrareste teoren. “¿un? un camino¡ahogo e]. de
de Kelly; pero le demostneión resultaría ¡ny large y engorroaa.
Preferimee puee, apoyarnos en el siguiente teorene de Benach (')

Para. que une eueeeión a ({(XÜ de funcionales linealel conver­

(') Jamon. 1. pag. 123.
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¿en debilmente haeie le funcione]. FHZM) ,es necesario y sufi­
ciente que ee eruplen les condiciones:

1) Lseme-16:: essentada:

2) = gentodoelementor deunconjun­
to denso en el sspeoio considerado.

Recordemosque toda funcional lines]. definida en el espacio de las

funciones continuesen (0.) . puedeenpresareeen le tom

Fw:- ¿?Md/1M
//F//=Www.

a
Results. de este. representaeión, que le sucesión de funcionales

z 4%) .c/ÁAM
omverge DIMM)!!! heeie la funcional

/Í(x) ¿MM
cuando ee verifica. , y.

Ahora bien, nuestro teorem (2),1le-ptg-(——¿,L—)-dá oondieimes necess­

. rias y suficientes para que se verifique le. (l); es decir, de CONDI­
CIONES CARACTERISTICAS PARA LA CONVERGENCIADIBIL m FUNCIONALJB LI­

NEALES EN EL ESPACIO lo

ln otras palabras; el der condiciones necesarias y suficientes pero.

la validez del teorema de Kelly, y el der oondieionee necesarias y

suficientes para le convergencia“bil ds funeioneles lineales en el

espacio de las funciones continues en un intenelo finit0,son proble­
ms equivalentes. Abordcnospues. este último problems.
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Le condición (1) del teorema de Bennh enteriormente enunciado, ee. p

pere. nueetro cano particular

/¿/aL/zm[7r)/< M
_¿_ para. todo n;

en efecto, lo. núnroe //dfih(/X)/; eonprecisamente
lee normar de nueetre. euceaeión de funcionales.

Pera ver en que ee convierte le condición (2) en nuestro oeeo (del.

eepeoio 0,) habre que encontrar algún oonJunto demo en el eepaoio

de lee funcionen continues. Pero eeto ee “.011; en efecto, un clási­

oo teorema de weieretraea afirmo. qu toda función continua ee puede

aproximar uniformemmte por polinomioe; por lo tanto, lee funcionen
q L TL

'Xj 'X j y] - ‘ - u . eonetituyen un conjunto deneo en el espe.­
oio o; eligiendo eete conjunto, h. condición (2) ee traneform en
esta otra:

g. 4
. x “‘L

¿m / xfoMmíxh/ooMW
n a oo 0,. a“

peretodo¿15024)
Pero este, ee preeieemente la condición (2') de nueetro teorema (2)

dop‘go( LI" )

5'er el intervalo ( Q,9C”) , el nieno teorema.de Weieretraee noe

asegure.que el conjunto de funciones M’L’X J j-¿n’bx 7’ = o,
ee denso:

por lo tanto, le. eondioión (2). pero. eete eenJunto denso eepeoiel,“
trenei‘om en le eiguienteï

Mïïdñmvc2=o/m;dflm
6' Demostruemoe todavía que el conjunto de funcionen definida. como
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sonJuntsments son LA CONSTAN!!!1, ss dsnso sn

“¿5‘ Ca¿5<¿)).

¡la .­[%¿J
i’soto, todo poligono].dsrinids sn ¿É . 'pmds e: rossi-ss son
no una combinaciónlineal ds funciones tslss sono ls. ; ps­

ro ss sabido qus todo función continua puede aproximrss uniformsmsn­

ts por mediods poligonalsst
Ls condición (2) ss transforma. spliómdols s1 conjunto dsnso (1).
sn 1a siguiente: ¿4

¿VM =[ ¿“Mi
¿tati/ÉX- 5)OCÁÁÜS/(í's)
pan todo Ss tal qu a—“¿en
Pero ¿stas son prsoismsnts los condiciones (2) y (3) ds nuestro tso­

remo principal, con lo que s1 mismoquads.oomplstsmsnts asustado.­

Demostrsmos ahora. qus ds nusstro teorema ss dsduoe i’áoilmsnts s1 ds

Risss.WW Paraeno,integrsmosporpur­
tss en 1a exprssión

3, 4€­

[WW/mwdfiwsffifidflmb
’YL—)eD

:2“: ss otro. sosa quo 1;. oonïsión (3) ds nuestro teorsmg. Resul­

¿v'mflcx-s) ¿“(72;- [ÁMdfiz [(+-S)€mt%-//Á(7cj(ix;
m-SW'O S 5 3 ¿_

o. io que ss lo mimo ¿r

¡n virtud ds la. condición (2) ds nuestro tsorsn. se verifica:

2; ¿3.: (LW-¿(uk ¿(H/¿(«a­
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Comouna de las hipóteeie de]. teorema de Bien ee:

filma») .,. ha) .—_o

resulta, teniendo en cuenta la. ('2)

¿”4% z w). ¿3.?
De le (1') se deduce pues. teniendo en cuenta la (3)

¿a ¿

É: [Apodwzfiwdx
o, lo que ee lo mimo:

7K

Áímém /Ám(x)cl%=/:ÁÓÓJ 0195/m-fiw

que ee le eordieión (2) del teorem de Rieee; este último queda.

pue demostrado. Se 7‘ que le. hipóteeie ¿MCM5 = 0
simplifica notablemte las eondieioneede validez de]. teorema.­
to ee, eeguramente, lo que decidió e Rieel e. hacerle. Pero eeto no

obeta pare. que el teorema más general tenga. en interés. aunque eea.

de aplicación másdificultoea.

T‘Paeemoa a algunos eaeoe particulares de nueetro teorema,

Hazme en primer lugar. Á (’32)7- D­
Reeulste sei:

m3» LASconmcromasmensmns Y smxcmms PARAQUEsn

mznqm: =O
n-yoo '61

PARA TODA FUNCION CONTINUA, son

1) pantodon;



¿9.4.42) =D)
¡IL-r 0°

a) MÁádflflÁ’Ü-"roWww/f
Poniendo on este tOOIlI;Cfiw 1mm,
result; e). siguente tenen. de Loboan (') :

Wenn nn deque
/?!fi¿)¿(vdd/x:on+00

M , paratodafuncióncontinua. ,u no.-—I-­
ouari o y suficiente:

1) ¡“2.0.3/ M,
para. todo n;

€­

2) ¿»n/fimdx‘ïo

3) ¿dm /¿(7F’5/amd“ SD
run-yoo 5

truenos a otro nano pnrtiouhr. Pongamosen nmatro teorema (2)

Á a) = 0 fvw» 74‘ "‘°­
ÁÚX)z: 4 n x 7 xo

Re¡una ali: ­

m5» common? NECESARIAy swmmn Pm qm a:murqm ,
¿“"1 , r: Ó?»I'm-7m¿%) “(w

(') Leboague, (1). pag. 63.
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son:

(í

1) para.todon;
“ ¿­

2) ¿wn/olÁ‘ÓCJC7}m-yoo

Á «0/5W541”
¿54”/(7€"5) 0 57%nos-700

U

Poniendom ene teoren:
‘75

¿mph/{fx} dx}
resulto. un teorema análogo a. mo de Lebeegue (').­

(') Lebeegm (1) pag. 70 (en la parte que ee refiere e las fmoio­
nee continua).­



q-otro ono particular so obtiono. considerandotoda. la. funcional
continua.- quo u ¡num cn 01 punto ¡.1 El. conjunto dnnno con-upon­

diente su" o]. mismoque anteriormente, menos 1a constante 1.

Obtonmosui los siguientes teorema:

Món Dadauna.sucesióndefuncionen , y unafun
ción . todas de variación asociada.las condicionalno­
ouarin xyeurioiontoa para quo se verifique .

¿m /:ÍM (sz/¿(2:21/ fm Mx)
para todo. tunoiln CONTINUAque u ¡nulo On o]. punto n, son:

fi

1) M para.todon;
á ¿1 \

a, ¿gm / (1"V¿¿m@)=/('X'5)CHW
01.-)00 I

para todo Sl, CL5 5 4

o también:

15) 13m1 que (1);
É

2') xá'xm[2" allí?!’Z

pu“ tOdO [LT-"Á;’l)3,,.,c,..

Haciendoen'ente teorema. ekfifi): 0/

no obtiene un toorcm de ¡guagua P).­

ÍO-OPERAOIONRS FUNCIONALES LINEALIÉ, QUE TRANSFORHANFUNCIONES COMI­

NUAS EN FUNCIONES CONTINUABo­

(') Lab-agua.I.S.plg.63.to'óíï'íiï.
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Se conoce la forme. oanónioa de laa funcionen lineal.“ definida.- en

le mayoria de lee eepeeiee interesentee. En cambio. el problem de
le foma cenónica de lee OPERACIONESMe'ionelee lineales, nc habia.

eido abordado halta hace muypoco tiempo. ln el 'eiguiente teoreme

eetabieeemce 1a.fome cenóniee de toda'operación lineal que trene­

forma funcionen continue.- en funcione7lcontinuae.
Demos e continuación un teorema. que comprende. comocaeo particular

e un teorenn demostrado recientemente por Fiehtenholz, (1.),

mhq.» Le.fome. ¡enel-el de une curación lines]. l e u gx) Ec
trancforn funcionee continuee en funcionen continua dei'inidee en

¡z

(0,1), eetfi dada.por le integre]. de atieltJee.

“gmz [uthgkfi 4
'anmnmnm mn un PAROIETROe. Á

’\
7] ,

l 1‘un!, ,.

LAmatan ESTA30mm A LABconmcxoma smumnfi's;

1) ji [ 5, ¿j m: VARIACIONAGOTADAcom moron m t;

,,2) Pmromfig
4 mi 7

3) ¿M [fit ¿away/¿wifiwy
’WLfi oo

EL.._¡to“ lo . “mmm «SM-93.9 33.25.1939.M9115
Dmsmcmn:

= unacpeiraciónli­
C un E C .

'Pare un valor fijo 5° dl Sl (5. ee ¡mefuncione]. lineal de­
finida en c. En efecto,“ editive.y, ademáseetieteee e le (inigual­

Lae oondicionee eon neceeariae. See (ym/
nee]. que hece eorreeponder e un 8

(') F1chtenhole.(1).
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/ ‘WV/ s 1103/1s mmm
Se ve.—pues. que la nom de eeta funcional no supera a. la norma

de 1a operacióndada.
siendo una.funcional lineal, se tiene:

Éfio) =49r{6) ¿{(53,0 ¿7](aut) una función de variación contada. Se vernos tam­
bien, en virtud de 1a observación anterior:

¿74%(50,¿1/ s. /w/ [2]
de modo que queda eatierecha 1a condición

[MMM/M
Comola funcion 5‘; ee continuan ee verifica para toda luce­
sión 5h convergen“hacia :

4 7

¿m [7475) CU»(5,,7e) =/'x({;) ¿A (so)xt) ¿3]meca o o
Por lo tanto, m virtud de nuestro teorema fundamenta]. (2) de pag.

( ) cobre convergenciadébil de funcionales lineales definidas
en el espacio de las funciones continuae. se verificara. para to­

doo/1:24)2‘II

¿M 15“6¿A(5,E+)=J/Q"atá(so,/c/¡1.700

para todo 50 , y para todo.sucesión “3’ 5»

¡Lae¡condiciones con suficientes. Consideran, en efecto, 1a expre­
eión (1). de pag. (1a,). definida en el espacio c, estando

restringida a las condiciones (1), (2) ¡{(3) de pag. (la). 31 teore­

ma fundamental sobre convergencia débil noe indica qm 1.a función yc
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\ ¡ ee continua). Se ve inmediatamente que también ee aditiva. Ade­

mte, de la condición

/}d&¿{5/‘)/ÍK/
eededuoe: i

Muy: «M "Mu/Mt ¡L(¿¿)/s//z//./¿

//“¿1//= "mm/WW s. K ¡Mc/1

De esto ee deduce que le. operación lineal tiene una norma:

"ILL! s K

Teniendo en cuenta esta igualdad. y la (2) de pag. ( 15 ) ee dedu­

ce que, ei le. constante K ee 01130 le m pequeña posible, ee tendr‘

[LL] s K.
¡1 teca-em m quedado ae! complet-mente demostrado.



[5'

11) Algunoscorolarios del teorenJ
Haremos ¡mora alguna! aplicaciones del teorenn II, que volvemos a.

onmciar para nyor facilidad de referencia.
¡[gifq

1221:2191 2.­

Condición necesaria. y suficiente para que, dada una sucesión de fun­

cionosé ¡JL/n 5 y unafuno16nA . todasde variación
notada, se verifique, para. toda función continua, la. igual­

dad {r f

QLWJ #NÜL¿muy: J “Mm )’YLaoc a

es que se cumpa cualquiera do los dos siguientes Juegos de condi­

cioes. ' :

1;

a 1) 5Loúxncx):5 ¿9100)ob

n—>°° a

(¿m jtu-SMH wzhx-SMLÍL (X)
5) s '71 5‘ n

(Si las funciones{¿ïh LX); sontalesqueA,“(a): (
pura. todo n. la. anteriores condiciones 2), 3), ne transfor­

man. ei: virtud del. teorem de Ricas, de pag ( 3 ), en las siguien­

GL ¡XQ/+0“ x t

{3) bm» 5 ¿a (mu: L/Nx

{’L(X) 0L X
n] x l jL" Ymeca a quwáuwïalbi'9



Ní"
1' igual que (1)

5%» ‘ y m ._¡ ’Lot:\¿\g_.><'

2., law SX dk“) x Ï‘- [MI-¿oo
ou gs

s
81 el intervalo do definición en [Oylfij , los Juntos de con­

dloionea a), " se transformanen los siguientes:

UT _\

(4) “¿Mm 4 M ,Yawa04M,A o ¿F gr
z) bm ¿a NA Lx) = o», mx)

MA; oo M /
0 'Jl’

\ ' V 7T (x..g)¿ï:x()<)

fino É(X'Sï OkQNMQXB:5 ‘
paratOGIS, 06:1 34 '27?

(81las tunning. [LOGnoamlanen el puntoo,

k (Ó):D\.(O);O’ w)
'k ' ‘u

la. condiciones2). 3). ¡o transforma on la. siguientes

¿9 px»(27W: ’5\(27Ü3
¡“Ao-Q A“

A? _ x x

SL (x3 oLy:SX (xd XxM

3’) m «á °<3 o



l‘r

ü y“? 5,124.4“Mi
i") igual. que (1)

á, ¿2 7‘

B 2 , ('N
¿61" X l a (X)

1|) M '\ “ H ‘
me? 0° 36-91, ¡Í J am Í' '

d‘ 'Ï' para todo r g o. 1, 2, (o

La.equivalenciado las condicionesa) y /, y
noa oonduco inmediatunento



a los teorems siguientes:

TEOBEM(8.; Dada. una. sucesión de funciones de variación uniformemen­

te acotafia{f'L/TL(X)} y una.función de variación acotada. R
tales que se verifique:

¿Fm‘fikilfir-O W M”
M Wwe WLM)
para todoaI'LZOMH1/“7a,
se verificará también

x X

MSBL (x)¿ix;H(x)dx [41nnnbrao ’n O

paratodo'X)

Si las funciones ÏKMC'L) de variación uniformemente acotada, son
L

MONOTONAS,la 1) impíica que:

Qinwa ¿L4&Cfi);:: LL (ig)
(vu-r7 oo n

en todos los. puntos de continuidad de ¿l '

HOW '.- Dada.una sucesión de funciones í ¿L } y una.fun­'n
ción (X) ,de variación uniformementeacotada,tales que

¿Law t: r O/7M;L,¿¿,01’
quecumpla;la condición:7T

1,mzxdihw: m Xaliux)
n»——+‘9 o 2071 Z'X rn 'óeol WLX‘ 7"

f .
l



paratodo1:0/L22""’/
se gerifica

RW (x) OLX:- ÍJ'LLX)ÜLX. [3]
¡Vw-70° o ’n Ü

I

Bi las funciones KLM (x) son)ademas, no decrecientea, la. 2)

Mo: ¿LW
Nuv7 0° 1L

para todo PUNTODE CONTINUIDADde (X) .­

11- Demostremosesta última. aaerción; ésto es, ddmostremosel siguiente

TEOREIMÏÁi .­

DADA UNA SUCESION DE FUNCIONES HO DECRECIENTES Am } UITIFORHÉ)
ACOTADAS,Ymm FUNCION (X) runsm. no DECRECEHTESJAIES

qm: SE VERIFIsz
x x

gw, ¿“(y dx: J Á (x) 0L7k [q]
M174“ I /‘ , .0L L M /¿”kk/C"a“ z ¡«(L(y, l/

PARA TODO X DEL INTERVALO (a,b,), sm VERIFIC TAMBIEN "‘41

RMN?» CX):#L(X) [5]’Y'L
‘7 (VN-7%

1mm TODOPUNTODE COII'I'IITU'IIJADdle , l

DEMDSTRACION:

Supongamos, por reducción al absurdo, que ello no sucediera; es de­

cir, que siendo ,S un punto de continuidad de OO) 01(5) no

tienda.a. .- Comola sucesión es acotada,
_ _ ’71.

podremosencontrar una.sucesmn parolal ( 5) tal



W [17(5) ¿ALLÁ/bi:F (5)
33°C;

_ _ _ F4 PL(5%Supon¿m;1os, por ejemplo, que

En virtud de la continuidad de Á (X) en el punto S ,exis­

teunEtalque,paraS-h

ladiferenciaÁ,
se conserva. mayor que un cierto número A, a partir de un ¿yen adelan­
te, Por lo tanto,

l (¡icxykjugotxj >A L5%
a. partir de un cierto , lo cual contradice la. (IF, pues, de acuer­
do con ella, debe ” verificarse

l í[LLX)“Lm(X)]dX Z. E
S­

a. partir de un cierto n en adelante.
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343M“,CW
A 42)..WWW

I

See ( XII} une eueeeión de funcionen monotonaono deoreeientee.,n . _
definidas en e]. internio 0, 2 7T] uniformementeaootodae. y

neonamo, ani) EMD) sue coeficientesde Fourier:
2/ n

1 ¿RJ ¿L ci- zh (neon x GLX

¿TÍ o "n o
2, X

e , 4 J Y OL .
_ ——— 4

(¡v/nl 7T 0 hay) mix 7K ¡
El. teorema de Carameodogz, que demootnremos y generalizaremoo apo­

yándonos en el teorema general. sobre paso al límite baJo el signo de

integral, (¿1.0anteriormente hemos demostrado. ee el siguiente: (V)

norma . A'l.¿__

i e rio. suficiente- ra uela sucesión
tiende hacia una.función no decreciente en ‘ [0,171 en )
todos loa puntos donde eeta última ee continue. ee que se verifi­

_gue¡gt/WLano-11%? film» CL :OL Wa2qi
’71,a ec m“ + OQ (n 'L 7' 11-)“ ¡“.6

ioe.nfinoroe_ ¿La ¡ 0L,Ll a, ,L ) son entonoee los coeficieLtge/u

Fourier de la .i’unoián ¿L x)

La oandición es neoeearia. En efecto, oi ee verifica

¿WZÍÏLW'
¡yx-'Ïwd-‘I ’71!

ee tiene inmediatamente en virtud del oldeioo teorema de Lebeegue

(‘) Ver Zygmund. 1.. pp. 82-83.
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¡obre pelo ¿1 limite wo e]. eigno de integral:

,v ' a.” I , fi) 4 ¿ÑDML 1X \

TF 7T j Cm ¿X

0 7/:: “2/, ..

. ¿JI I ¿Tí
“W L J ¿1 w dx : —« J A (MMM

0L e: 0Q A O m ¿WT 0
Le condición es suficiente. Empecemospor demostrar que ee maple la

última ueroión del. teorema, ésto ee. que los nmeroe a,“ Oti, a n

son coeficientes de Fourier de LL (X) .- E110 ee oaei inmediato.

l r

ln erecto, de La.sum-ión i Ih(h(x) É de funciones monotonle,
uniformemente aootadae. puede extraeree, en virtud de un 01‘8100 too­

rema«¿x321 (') una.sucesión paren). (Á j que oonvergehe­
ela una función no decreciente 71 _

Aplicandoa 1a sucesión parcial (Á)},e1 teorema de paso a]. 11­
nite de Bebeegue, resulta:

JL U " j ¿g "A o!
1‘ 130mm _, ng mi. ¿ XWiKi/¿12(X)OLX7Ï W'LX X)

Í m:0,4,2,.-­
Pero el printer mueble tiende por hipótelie hacia (lt , 0 ¿wtf/¿0'0-30
IOIpeotimente , o eee

4 71

ÜLszït hLMCW’LXÜKX)

o

4 71 ..

@.m:—fï¿L(x)OW1Xd,X)'}/gdigob_.___ o
(')no1u.4 , '*
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ntst-n. ¡uan 4 2 71' 0La i v/ ( ,
0 .27Í ¿5 h X

Puan“ _adanesa-ar nhora que de]. hecho 7T

J“ 7T 1 coo z x n
un ’L x l x 0L X

"V7.4; (¡mix 'n o ­
0

le deduce r? o(X):¿fu/x)
mfia m. ­

.11“do Puntode continuidadde ‘

Para 0110. introduzoamos lu funcional _
x X

M KX)-:— J ¿”L (WÜLX, 41,35%): > x' \
¡"TL 0 mi O

Intel funcional cumplenlaa condicion“:

“¿L/n (o): x“, : O ./3Ma¿ab 4/1.

2) 4111714 l paratodon. y paratodonol intem­
1.o

conlasfuncionen 1 . las igualdaan

7T 2/” 'Q, ¿OO ZX

Q ontxduw-ï duX>,
n escriben

O



—2Lr—

‘1

Pero. de acuerdo con nuestro turca/do pag. ¡8 . do in- igualda­

d" Lvl] , no deduce y

,-\' . 4'y. 1 ) : /LL \ l‘ _¿

[al {vw 54/1; (X FLX í,mfioi n
0 0

para.todot del inan­
[O y v")lo ) J , igmldad que a su "I implica, de acuerdo con nue.­

tro teorema¡dá plgina (IS-WI) . cuando las funcionen Á/L7L

7 la; sonmnótonan:

¡n y

¡VL"’ (K

on todo punto de continuidad de ¡LL(X en decir. en todo punto

de [0, 2. FJ,“ que 4L (Á); siendo una integral, en oontinun.

Badecir, se verificará, para todox a. [0/ v2 J

' X X

9m ‘= ¿'LÜLKX‘CM= ,í 4a (x) 0M
O

¡»A-vw“- J
o

q
con una nueva.aplicación de nuestro notan-Yo pis. (¡3'19 ) n do­

duoo: ¡a

on todo punto de continuidad de LL . El teorema de mamando­
rl, queda nai ocnpletamanto demostrado.

¡1 Prof. Cuatháodorll después do habs; demostrado el procedente
I wm- ':‘ 56Qdammm4ywm rm..­fsorema I (
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, el teorema subsiste inte­

gramente para funciones uniformemente acotadas y de variación unifor­

memente acotada..
. I

A menos que hayamos interpretado ¡al lo que dice el Prof. Caratheodo­

31, consideramos que su afirmación es inexacta. El siguiente ejemplosig
I

ple (‘) parece, en efecto, invalidar el teorema de Caratheodory.

Sean los interValos cerrádos (0¡TT)/ (Tr, QTÏ) /

(01%").(¿5 List-r),(¿É-rx”), (al I

y definamosuna sucesiónde funciones I)} , en el interve­

lo L0} Q-ÏÏ] , de la siguiente mnera:

Eu“ (Ñ) :4 en el intervalo enésimo,y ¿UM(K)= O

en el resto r¿el intervalo [0/ 171:] e

Estas funciones cumplen todas las condiciones del teorema; pues son

un formemente acotedas, ya que su máximo es l, y tambien son de va­

riación total uniformementeacotada, pues la variación total de al“ (í)

es S 2, . Se verifica. también

lIT

Ma | a :0— “¿deW mg /
_ MT

bmw l- Sendammxdxïo l
mfice Tr a

tu

¿NW #gflgmmmxdxro I FL:0(4/;LI_..
W’Ïd.‘ o

(') Titchqpersh, 1, Pag. 390'
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ar. cumplen,puma,toa};- ¡ae hipóteeie del tenen; ein abusan];
n

eueeeión Ïno tiende, pere xx. 9CO,e.ningunofunción 11­
nite de variación acotado. pues ee 76 innedietamente qte dedo un

punto arbitrario 5 , de]. intervalo [0, ¡LW] , 1a euee­

eión L m (5 ) tiene los dos puntos de eoumuheión o. y 1.

le aqui el teorene a que hemos llegado, comoaubetituto del de On.­

ruth-adorar:

.ngnm HL
2L á x > 5Sea ¡me sucesión de funcionen m. / . uniforme-ente

eootadsa. y de variación tots]. uniformementeacotado; le. exieten­
eie de los límitee

¿TF
CLn/,me

.QA/vw ¿2L VW”: j
(“‘76 ¿{WW/X m M“ [/1

"b‘-‘O,4,2\,...,.,,.,

ee necesaria y suficiente para que exieta una funcion Á (Á ). de

variación sentada. cuyos coeficientes de Fourier eon CLI;y ¿a ,
que cumple la condición

X x»

IMSKWÍM OLX= jÁLX) aLx
O Ü

para todo ¿4 del intervalo L OI Z- " J

La condición oe necesario. Reta. parte ee denmetre de manero.identi­

oa o. la parte eorreepondienteoel teorema' de Caratheodory cuando las
I

W801! monotonee.utilizando.envendel.teo". de
Langue. el teoren de leuy de peeo el. units bajo e]. signo de in­
team. ln efecto, ¡u hneionee '



. {7 x

¿y ‘ : ¡”7.(X Á/ /
f7

son uniformemente eeotedns. de variación uniformemente acotado. y

ill-tm.o)z: i =—_<2; un (a. ur) a xr)

por hipótesis. por 1o tonto, en virtud del teorema de Holly:

¿V .- TT

l De?) ’UX , \ ‘ .3_—_-_',mr‘94” 2
mg: \MMCLM<Angmfiux) x

ur Ó 175 0
(>00th z Marox .—mw ¿“(a (mmx'py(x)d'x'

b
La.condición es suficiente. Empecemos, comoen el. teorems de 593,:

tehcdcry para funciones mcnótonae. por observar que los mueres GÉ/Oaflf

son los coeficientes de rowier de une funciónx) de variación

eectedo m[0,21f] 3110 se denmeotra de idéntica. manera c como1o hi­

cimosparael tester. de Ogggngodog,cuandolas sonnn­
nótonos. Pasemos oo mostrar que ee verifios

X
/' o «e / .

¡(AAA/x. '\ Jr? ’f [j \\. \( X 1 I q h‘ .
_ e , VK ‘V ° ‘ \. 'Áï JL K

N 3 tu Z , x, F. v
'J' 9

Para. ello. consideremosnuevamentelas funcionen

><

-. . ' x,:1’ ‘
una: 'Ja‘zladx‘“¿y k

6

¡sus funciones son uniformementeecotadas, do “tinción vniïoumn­



.- 1C

to “onda. y mplon la condición

MMO?):2 ::

¡Uvm(afin-u, (1*.rr)
v w (7‘)

Introduoiendolas funcionalLg“) ¿aunq-nm. y teniendo

en atlanta que los Ojb 8k . con los coeficientes de Fourier de

«2» (X) obtenemos comoen la. danoatraoión de]. teommn. doparutyqqggg‘

MT ¿Tr
W "JX __ ¡ui _ f

RW (¿ULA-X)” MMKÚLM“) (“‘0'” amá")vax
.0 o

Para.de "tu igualdad“ no deduce. en virtud de nuestro hurón (í
depag( ¡9 )

x

Jam/u MMDQOLX:7 \ '
¡»u-#8“

O 0

paratodoXde].intemlo
Peroll ¡muda enunconjuntodofunciono-M
continuo. In efecto, dadoun S- arbitrario, positivo ,. puedoanom­
nu'n un tu]. qm. ¡ara todo n. se verifique

¡»MÉX/It)-%(xf)\<í Ü]

pan ¡XIL 4 ¡nerecto



xll

\MM(A")-—¡tx/¿WH 1‘ SAHMÁ q u’ W.. IU.
[23

pues, por hipótesis las sonuniformementeacotadas:

l ¿ M paratodon._
E

Bastará,pues,tomar IAN-X, i T I

para que se cumpla la (á).

líos apoyaremos ahora, para terminar 1a demOstración, en el siguiente
teorema.

muy; L3 .

Sea {MM(X)E una sucesión de funciOnes igualmente continuas y u­

Liformementeacotadas en un intervalo [aq , que cumplan
la condición
w

x x

‘ ' = y oC ¿xd­

DÏJMW Sum,“ny (LM/(x)x, [a ]m-->Jl a,
.Wfid’“ ,

siendo una función continua.en el intervalo considerado.————-— K
Se verifica entonces:M...­

)wau MMÜQ Z ¡“‘00
¡vw-7.o

Para.todoXdelintervalo o



fióoq

Hemos 1a dmeetneión por el absurdo. Bupongemeque ext-tien un

punto , del. intervalo Ca, ¡[y, en que 1a suooe16n{MM‘(S)
no tenoiera hacia JA, . Podremosentonces extraer una ene.­

¡16nparcial (X) , de la euoeeióndede. para la cual le n81“­
<3”

que

kw» _ _

39% zw?Ls) _&A+n(5) [1Q
Deu sucesión{ ( x) } ngmente continuaporhipótuumo.
dremos extraer. apoyándonoeen un clásico teorema de Areeleí-llontet,m

euoeeion parcial (X) . que oonvergeuniformemeníehacia une

funcióncontinue ¿7/ l”

K,¿M K( ) ( > [5]

paratodoXde [0», ,
Aplicando a esta. eucedón uniformemente convergente de funcionen een­

tinuee, el. conocido teorema de peso e]. limite bajo e]. signo de inte­

gral, obtenemos:

para todo X de (no, 7

Perou sucesión C u unasucesiónprom de{%(x}lue­¡o se "rifles. por hipótesi­



x Á

¿"K/wwSMMÜ‘LX: SMÁÜGLX (4]
Rene a, 9/

para todo X Gb; [CH

De (‘27 y (1») se deduce: x

ÉMxWx= Emma“ [MM ir] ‘[g]
a, o;

Como MÜ‘) ‘1 MJCK) son continuas (la primera. por hipótesis y
la ¿segundaen virtud del teorema de Montel‘;, la igualdad 8’ impli­

ca ¡tt/(K): 47/00 [éíxdr] [0']

Por lo tanto, reemplazandoen obtenemos:

M MM“: Apu), ¿“S‘S'Ü E40.K-w
y, en especial para el punto 5

4¡(ü/mmm:“(5)
Fw“ K

Por otra parte, COMO{M4H(‘)3 es una.sucesiónparcial de
se verifica, envirtud de '.

MM“): AÏMÁS) [423‘
ha K

Pero esta igualdad está en contradicción con la anterior, 'r cl teoremaJ



queda por lo tanto demostrado.

Aplicando el teorema.demostrado a las funciones {MMÜ‘ÚW M
y a 1a función f que cumplen todas lLs condiciones en él exi­

gidas , se obtiene

053M MMM]:Mi) , M m
nu-—?at

Punto del intervalo [0,2111 . Recordando la manera comohemos de­

finidolas funcionesMMÜ‘)l I , la igualdad C1
equivale a la siguiente:

A Á

M SQVMHMLX:¿(fiüx {MCL
Wfi} o 0

Nuestro teorema queda así completamente demostrado.



._- ví "EYE; Y ‘ .s .Px- J. . .‘ ! ha. 'b 2... EL; '

“¡5'-n uma.han. Mmm. osegunrm una. m un.
lo deRebajan“... a una“ comoum:

M unamonthdeMoton-domanuela“1) } . II­
yol “mas tiendenmi; los mm. do LaIcy deGana-:1:WWW-aunar!­

. oc ) _i,°° _ 2 _

mk Xxmol. Exa/(X3: 'h/ ‘¿ . 26'49, XÚLX )’¿:O,’Í¡2)

I. Ymfiiflflj' -i K "-0‘::2

¿MÁMW ¿Se OHmax -‘oo

lo “rosa la una a. grande.automático.un m “cuando su tn.­
nioenh duo-unióndo"to tonto-n:un“ ett-r lo. nm d. a­
una. Luaptmotf.Maruti.92511.m. Outuu. 2393.3.mm'
o“.
looientmnto.M06. yM004 ¡undadounatom
enciertosentido«mas. w. m 1.1.1".en flauta." “l’­
¡lll-s

nmuna' } .a
Lun-¿unostienda:Inicio.Losnomasa unaMW
problemdomutuo o. doth

(1)la decis-Juane-noMunt“. 0mm- u 6-°<‘¡+ /
¡UA‘Ilmplen las condicional:

.kMCX);o/2/1.xau
¿nf x)= ¿4-4ero; Mío)(X) una". 1 .

(no Montt-Shui. 1



_ 54­
% 0C

XM Sxmomw: gxuhx),
(¡v-50° MC M —06

¿iO/4:2 ' ' ' ' v,
o. verifica

,-’,¿,.M, Á (x) = 'Íï ( X)
M950 m

o. todoslo. pu". En Á ( XN o. nominal.

Cononove, este team es o].umun un Intervalomuito. ¡o
m nur-2P“¡kimi |8). m "mas noen.a:dos“. oi­
noo].Mm 11m1“¡un um tutto.­
h el.tom una. omiso.u mandan lu {unionesderm­
Ounporla mouth ¿oun infinitosmanicu- lo “bo a Paul.
inunda 1do.unmm“! ln funciono.a repartición.noporun
"nos, ninoporm casaron.“-60m: loquehaemm a
ost. prïofmdomtu‘tioo a n aguanto Veran du nos“ Lili”.

“a unasucesióndeMotonet}.manu“. } ¿fl
25599“ “mi?!” 44X) _!ÉP“!?°‘L°°9‘3.‘ÉEÏJFE"‘
¡o un quenomítica.

«Vaca “N

¿todopuntoeomm a “gggghggmgmnh
maldad



OG oc

‘ ‘ 7‘ kJÏ'X r 7

kw” ¿WQJXCKF Q 0L MK) 53';
¡»x->66 “o ‘06

00-... n. o).camu: uan- do¡un un u .1 oorrelatlvodelm­
Wó Catarina-y, matado en la página( a” ).

"canta a nucatroentender.gran interés esta correlación. pan mu
¡han lo. teoremauna» habian¡1doW por¡[todosM. lo
¡un dificultad. ¡in1.oqu. “sus nos¡al-m a nm chanta.12Dar
m mumón ¡1.91.0durom enun“). ¡tun-rmW
¡no¡ln-o 1do“ quemln Othodoryg r .'

2.”)Dcmntrarunnue” "crm nm“... cuaeuriando a la. funk-¡s
¡o rupu’ticiónnoporm “son. mo Onel teo":- una. 01‘01...
al por m transforma- do msn. comohan. Paul.¿611, amo por ¡no
¡»asumen a. In duo-rrolloan¡ma-ningun.­

Ic'cma pordama-trarn nom “¿Inn "cuando.d- aolo­

(K) ¡aversión primitiva qu. “.6 15v: de su teni-m, no en la mi“

consignada.sino¡mpino¡lo aguanta. no. c131; 1aemm“
¡num deunmmm [41 . puntu-mu magma
m pornom mln-lo M ¿um nuGlg'vfio(ver!!!
mo.1).mrm(m_u. 2-gmicrm 1). mp!
¡amé-¿gensurestantemm (W174) 12WWWWM)­

L,
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hemoshecho en ctm parte ('), las relacionen que 19 ligan con el
de Ccrsthóodory (JHKÏ.

Demutmrems pri-aro que 1.a condición (1) de pag. (35' ) en nooo­nuria.

\C/LEX\54,

y tanto lasgvMU); como la gb C¡<)
ción, podrá 016312.0 I W‘

m.- efsbto, como

00h ¡imei 3...2 «.e 1°e¿:art1­

nwictomemante grume para qu.

ab

las integra-lens oe JL .e" ¿tx

_a'LtX SJCÉLK(x) Se; dan), Se (¿auq/
a}_aO

0° a,

«un cada una. en valor absoluto. tumores que un E: pcs.it1'o,e.rb1­

trariamnte pacman:a Tendremoa,por tanto a, a,

Sthowur gz}Mu) Uri 1- 8%Méü'i ML“)
_A val -0' "a,

¡alumnosel. :¡únorolaldemn «un mu.dnmfia. La anunci“

M il,(-m):e\(-a,)/ gasa): afin)
m,

¡VL-á oO ¡“r-1 oo
A la integral entre 11m1th finito. ¡patient-a en e]. segundolil.­

bra de 2, podem» aplicar el teorenn de kelly Brazy, enunciado en lt

pfigine. ?,3 . puba ¿a «¿sucesión{63‘00} cumple todzm Las calido­
IIC‘Ben 51 Pxïaídas. Poqmnoapues. engu- n micientcmcnte grua. pa­
ra que ae verifica­

\ ie,le ¿Mu? 216%“), 4 E - [5]
Tenemos. por 1.oantoweomülazmdo en [.2].o

‘ ïfitk’aámífi)‘ Seúxoïeum ¿ {a /
con lo que Huedaaumentada la necesidad de 1.a condición (1).

(') A.GonzlusDominguez:Sur un theoróne de LS.614”anqu
Rendun de l’Aoadonio dos sciences, t. 203. p. 577. 1936.

(ii-J Quizás a. nos ¡llenen-e ¡ancianas que lle-tra cimentación nEresmachauu Juiciodel.Plot. manden.­



La condición es suficiente. Antes de demostrarlo, y para hacer ver cla­

ramente que el teorema de ¿fly es esencialmente idéntico al de Carathég

ggry, recordemos los tres instrumentos de que este se vale para demos­
trar su teorema. Son ellos: l?) el conocido teorema de selección de He­

lly“): dadaen un intervalo r. [a í 7‘S una sucesiónde fue

ciones í_eme(*) 3 de Variación uniformemente acotada, o bien

existe una sucesión parcial uniformementeacotada, í ¿J? (f1) í

que converge hacia una función de variación acoteda en todos los puntos

en que esta última es continua, o bien leLñt (74) diverge uniforme

Para“W'7‘0° =
29) el conocido teorema de paso al limite bajo.el signo de integral,de­
bido a Lebesgue;

33) el teorema de unicidad de las series trigonométricas.

Basaremos nuestra demostración en tres teoremss que son los correlati­

vos de los anteriores, para el intervalo infinito.

31 priner teorema subsiste sin modificación. ll segundotiene el si­

guiente correlativo, debido a Bochnerow: Sea {‘e‘lm (í) k una suce

sión dg funciones de repartición, gue convergen hacia una función de reik x7564“ 'partio n en todos los puntos de continuidad de esta última; si se ver;
fica,

cn
Lex

18m e, ¿amm : A“) ,
nx-—-7 ¿3

_. en

(*) Helly, 1.

(M) Bochner; l, pg. 71.



siendo ./*(:fi) una función continua, se puedepasar al limite bajo

el signo de integral:

OA oO
’ [Lx

EM" ¿Audi (1) = 2, ¿KÓ‘Xmad: M
-da '69

Il tercer teorema admite el siguiente correlativo, también debido a
Bochner:(’o.h———

Condición necesaria y suficiente para que se verifique

.9 .0 ¡kk¿Ex k

¿ ¿gunz- gg, ig“)
—aa-d5

ggique las reapectivas funciones de repartición sean iguales:

¿»(03 gm
Pasemos ahora a demostrar que la condición

ofl
'Q f LH

M Sezeaamm:\Q ¿“1) /
OQ “'qñ

mfioQ
N

es suficiente para que se verifique

km“)Ï al!)
fvw-¡oe

en todos los puntos de continuidad de 8L Ci) \

Supongamos, por reducción al absurdo, que la condición no se realizara,

(X) Bochner, 1, pág. 67.



¿Sfl‘

y quo cgi-tc un pinto a. dc continuidad dc ¿y K ) . cn cl cun. ¡La Ca
l

Jr"no connrJa. han“ v LOz . kistirfi. entoncesuna mcuión ¡»acid

¡I.0 ‘¡ . tu. qm. para ja a" sc verificart

l

r"

W

In virtud del toca-en de Holly. se puede extraer de le sucesión {A {it/XÏ'j

un; noe-iónparcial i ( ju . que converse hacia una tinciónK

¡dotada no decreciente JI ( . en todos los punto- dc cent}

unidad de esta. última. BI bien sabido que la. función A L

puede normalizarse de manero.de tener

krh‘ ‘.

i. 4 (Á’+0)-ïL-;i_ (¿af-¿9)“RN
2» u) =

¡ol sucesión de funciones características

J" '\/
tiendo, en virtud de lo.hipótesis, hacia. una función continua. (a um

cf 4 C >< n

1.afusión _ü OL21€)“ ) . lots ¡moción cumple.pue.)1u
oondicionea exigida por el. teorema dc Icohnor enunciado en la. página.

5+ . dc dond. ¡o “dun



-«+o_
R.
'¿ÍÏX. OC oC

_ mt / UM“ v,
Q/vm e ¿muy “0935€ 04M.
K ÉOQ‘ -OC _(_}Ñ

—%

Por 1o tonto, apelandoel teoremade unioidndde M enunciadon
lo página ( .58 ), se deduce que

[LX/Í?E ÁIX

le tendrt pues.

%KÁ)1: ¿{X .
K-——OQ

en todo punto de continuidad de 4 . y. en particular.
Í

Q/LKQMz:
¡{eco

ro'ro. como á ¿"1K Lx) Ey ee una eueeoiónparcial de (x) jee tondrb tambien

KLM,» 91 (a) Z’ JCI/m (a) Z A É EL 0L)
K 3- oc

K —> Oo 2 ‘

Pero este igualdad ee ineupetibie een h anterior. y e]. toorm quede.
por 1o tonto. dmoetredo.

Aena-oe de ver que ei teen-ne de r. M1! se denueetre my ¡0110111.08­
te nintendo lee ideeeMount-ies de cueth‘odery.
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El teorema limite clásico, en su versión general dada por Frechet­

Bhoajghue heuos enunciado en la página 53 I se puede demos­
trar también siguiendo el esquena de Carathéodory.

La demostración de los citados autores, utilisa fundamentalmente,

las mismas ideas de Carathéodory.

De lo anterior se deduce que la idea de Carathéodory permite demos­

trar de minera simple, uniforme y general, las dos versiones del
teorema límite¡y que aunque no haya expresado su idea en términos
de Cálculo de Probabilidades; es justo asociar su nombreal de los

grandes promotores de.esta disciplina.

INTEGRALES SINGULARES DE STIELTIES

lïP'Rn la teoria clásice de las integrales singulares sistematizada y
perfeccionada por Lebesgue en su famosa memoria ('), y expuesta

por Hobsonen su conoeido Tratado ('j), se consideran las integra­
les en el sentido de iebesgue, Denjoy, Perron, hhintchine, etc.pe­

ro el caso de integrales de Stieltjes no ha sido abordado.

Eos proponemos en esta parte de nuestro trabajo, demostrar dos teo­

ranas generales sobre integrales singulares de Stieltjes, que nos

permitirán luegoü dar un nuevo teorema limite muygeneral, sobre
cálculo de Probabilidades.­

Sea funcióncontinuade u para;todo n, derivable, y tal

que HM(M\ fi o para “¿49.9 .Hahn("') ha.dado condi-'

(') Lebesgue, l.­
(") Hobson, l. tomoII, páginas 425-475.
("')Hahn, 1. página 61h.



ciones para que se verifiquen las igualdades
an

M Sud-amena= ¿“b
¡ve-+4: *da [A]

°° - á'w
gi”: .89; KM((_——K)€L({:)CÍÍ' j

para extensas categorías de funciones, entre las que figuran aquellas

que sólo tienen discontinuidades de primera especie, y tienen límite pg

|E| -? «Q

ción,

Ses. (É) una función de repartición.
üupwuuk oww6uániákt

Supongamosque HM(5'!)

ra . En estas están comprendidas las funciones de repart;

cumple las siguientes condiciones:

se cumplenlas igualdades (1), y tiende a O para Á 7 g

mos,A.)\t\ ¿0°.
Se verifica entonces el siguiente

W “'-" .-_.
a” ¡

i M unn-que) : fia)
fiW«'-i7 0Q _. da

en todos los puntos donde la derivada existe,
(" °°I ‘c.) ..­

es decir, en casi todos

los puntos de

Demostración.

Integrando por partes la expresión

Hm(t'fi)d, EJE)
-' a”



ee obtiene

¿o

¿ SKJÜKMMH:
oO

.Q D- t_)<

___ ¿Mgmt-A —— ¿(a-Lot M ME
— 0Qson

La parte integrada se anula en virtud de las hifiotesie, y noe quede

_ LL
:- ¿“(HWÉ “Atv-96%

La integral singular de Stieltjes ha quedadoreducido. a una integral

por lo tanto

oO

'­¿­

singular ordinaria. Además. como e]. nucleo KM(É‘—J<)cmnple. por hipó­

tesis, las condiciones para que se cumplanlas igualdad“ ( 4 )

de 9661113(HL). tomado límites para m -7 oO Wa,

.0 OQ I

9m Hm(‘ï"‘ÏM‘(’°Fha íÉTKMWMt z M)

L ‘ °‘° .. oe
en todos los puntos donde la derivada existe, en decir, en oaei to­

do el eJe real.

¡q-Hemoaobtenido asi, de manera sumamente sencilla, m teorema. que con­

prende, como caso muy particular, a. un teorema enunciado (aunque no

demostrado) por Jacob ('). Este considera, en efecto, sólo núcleo­

positivos derivados de la aumeio’n de la integral. de Fourier.

“¡á-Seenuevamente una función de repartición, que sul-pondran.

nornnlizada, es decir. tel que en todo pinto de discontinuidad (nooo­

.Taoob.Lpágina;¡'

¿(HD-ET Hit-¡4) 0L]?

.—-w.__.-.nmn

4

...‘._...—.._.a—nu.-.”



¡granate de primera 08138010,,86verifique

Mai {WWW-w

¡magma qu. el. nin“ continuoKM(E'x) omic las
condicionaa atenian":

.) Km(¿-QHHM:Mx),
-o¿

b) M Km Kit-X); O 4am».Mb m 1om+touvfi°A}
¡bl-vc

°’¿“M-x) we»w o“WW“ M
wW‘ í

?

A) gïkmltfix)‘ ¿7€L M pan.tad!n¡“03M
«:4 s1 todo t

'80 Verifica enhneea 01 siguiente

¡haiku x y _

en una¿nacionderenuncióla y ¡wn .1 aún.“
lu audiciones a). b). o). y d). Se tendrá antena"



1 _.. fi 1

‘íKmu-xma (o = fi (o - ¿»(0)
‘d‘film, Eau;¡»u-ion

___._————

DIMDSTRACION.

Integrando por partes la integral del primer miembro, obtenemos, co­
moen el teorema anterior

.0

mmm mo: 33;W") ¿”La“'00
—- ab

Ahora bien, e. el núcleo HMUÏ'X) cumplela condición d), en
virtud de la cual se demuestra fácilmente, recurriendo a un teorema

de Hahn ('), que existe la integral doble

Jl D ' .

g SW?“¿e HHHdfioL‘c)
o —d=

aplicando pues, el clásico teorena de Fubini, se deduce que existen

y son iguales, las integrales

x. aC

[a3 3,, WWA-amm}: ,
0 -—a>

¿x x

\ [ix SKUJK Kg: KmUz-Holfx

') Hahn, 1.páéina 666.
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Ahora.bien, la. finitas. o integrabilidad de {x- m( .quo

oo cumploen virtud de lu hipótesis o) y d). noo permite asegurar.
on virtud de un conocido teorema (’J. quo so verifica.

SQFKJe-AÚLÁ= Km(t'*)—KA“).

‘° gm) maní}¿t:
_.p.

—,-.Mmmm, Sm-omcu .
Obteneínzepuea,doce“) . (2. ):°e ( 5 ). y (¿f )l

3M SKmLMM (e) :

ïKmkefiUeW- SK“(e—o)¿e(€)oL€\[5] ‘
_—­ - J: ‘ oO

.Rooordando ahora que el núcleo K,“ (61€) cumplo le. condición (a),I

bbtenoms finalmente, tomando limiten en ambos miembros:

x aQ

M g“ (me-am) : ¿»m—W)
Nvfid“ o ‘oc

Nuestro teorema queda. pues. completamente demostrado.

.‘íVor , por ejemplo. ritohluoh. 1, página 369.
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¡l teorema general que acabamosde demostrar tiene múltiples aplica­

'ciones alggnas de las cuales consignamoz:9..continuación. Presenta es­

pecial interés, a nuestro entender, la que consignamosen último tér­

mino, que consiste en un teorema limite muy general, que comprende

a uno dado por Jacob (')fl
LA FORMULADE INVERSION DE STIm-ÏES

lOHStieltjes demostró, en su famosa.memoria (N) , la. siguiente fór­

mula de inversión, que despues ha adquirido un. importancia fundamen­

tal en diversas ramas del Análisis, y en especial, en la formulación

matemática rigurosa de la Mecánica cuántica. ("')
Teoaemna, XVI.

\ Sea {r ’una funcion no decreciente, acotada, y consideremos la

función——-—­
ac

Fm z ¿{gil M
Ja

Md» S un complejocualquiera

S: 7,1%? I

tal que C] # o . En tales hipótesis, la función ¿í (Él

puede eXpresarse por medio de la F (S) , de la siguiente nanera:

X

TT‘:ÉÏEchfloL R“)
{jm-¡o o

, ¿L(Ho)+K(¿-°)_EM) --M
2 2

') Jacob, l¡pagina1'75' s /
'.') Stieltjes, l pagina r‘"')Ver, por ejemplo,m, l.
GW)Stieltjes considera las integrales definidas entre

La extension al intervalo (-1,0, a9) 04. inmediata.
los extremos 0'05 ,



-49­

R“): 2' significanlas partesreal e imaginaria,respecti­
vamentefi .
¡[astral-emos que la, anterior fórmula de StieltJes es un corolario inme­

diato de nuesiro teorema (XV ).

Para ello basta con multiplicar el numeradory denominadordel inte­

grando de (1), por el conjugado de S- t , con lo que obtenemos

¿dim _ 0°(ZZÉ;¿K(e) 2
Fm: STE” ¡ML / Ü

—'J=’

cuya parte imaginaria es

.q d. BLL'E) ía]

30H”): ‘ í w-H‘H'L '

"Ahorabien‘, el núcleo

1 °\

“(CIWF'EB : í:- (web-q"

que no es otro que el de la integral singular de Poisson para el se­

miplano, cumple todas las condiciones de nuestro teom [5. Que la con­

dición (a) se cumple, es bien conocido. Vease por ejenplo, la demostra­

ción de gogh). La (b), la (c), son inmediatas; y también lo es la.
d) teniendo en cuenta que se verifica

4’:

®%H(b't¡°1)‘ I ¿HQ )—-/
¡“r

Tr [(b_{_\11_ (1111.

‘

GER-11‘71,página 1 WM. .



._4q_

con lo que la integral d) se calcula inmediatamente, con el cambio do

1 2
varia-bl. (P’E3 +CI
Reuulta pues. en virtud de nuestro teofïáifiíïltiplicando ambosuna.»

A

yor __ mdp/TW”m Put/(MC4.
A ¿m ¿ou/VW:rWQ‘I-'3 °'“‘

y roaulta finita. puts todo t.

bro: de

GD

a oLMe)

HSSWMW¿FW—70
Jim,
CV“

Amm‘vïw’) %‘°)*e‘(‘°)
Z l Z

con 1.oque la fórmula de StieltJea queda.demostrada.
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M-nmmooahora una apuesta: ds nuestro teor- (Xw ). a 1a resolu­
cion del.problem de los mantas de ¡Bu-dun. ¡In Intervalo tutto.

en un nue-¡ióndomm un“

¡WLMami, an l ‘ ¡Mmm que uan La me
son domahmcionno decreciente Modan“ Á ( t) ,I

.4 o .

ano: jt oLïmUC)
0

Á .

'0n4 _—“4d MH
o

4

(mm:íth Mi}.

Dunaa continuacionun tomb queno. para“. w 1alamina¿n

una: kk) P) 7.onfundendom ¡pan (cms), con apu­
Ououn do nuestro tenc- ( X V)
amalgama h corona:

+< (HF Kïfi4'“’x¡z]%’Y\.



SMN Wahah
W562; funcion / de nodoqueu "rlfiqugg

ido): O

(É)1 (¿+0)+‘Eu(t’0)‘%.

H,“(H3 = JE- [4' (“011

Satistaoe a la condicion (a) de nuestro toon- (XV) . 80 verifi­fi

Jl]. nucleo

on. en efecto, comoes bien sabido:

A

“ná/ag ÉÜ-H'fimuemel

MW d. [0.41 o m Á

ÉÏ'cÏïiíïï ¿217; {[4-(¿WM?

#EDE'STÜHHÜÍMQM : M o

Kim-Mkg?“
0

/. ¡g‘nfm’wgáwrtw W,4,VÁ.IE,1ILL3WO- ¡+5-LÏ.
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00m hemossupuesto “(03 í: O ) nos queda
A

s[«—<t-x>flía<e>:­
Áo

M. r" ‘ l

[4, (4-x\1]-K(1)+\j 1T “en

l

V

Integrando esta. elapresion entre 9 W 25 obtenemos

[1- (50143» (HOME.
da;

C“ ¡i[k “dxxfágn(L): 904344431](LX+o o
° Á

+ 13’? SJ/Á ¡5% [4 —(t-K)f1mg«(¿)dk C23

¡rx-4
Ahora bien, como la derivada

9.

) WWm. r7;­._ .t'i
F. 1%..(t'xfï: ¿“VTTKTr (QA

verifica. 1a re lacion ¡“-4

p swm 4M
TF

í)

para n fijo y todo t del intervalo (0,1). (esta en, se mmplo la con­

dición (d) de nuestro teorema (IW)



_ss_ 1

i .

u pudotutor“: el.ordonde integraciona ¡í m .u. om­

Ï;KÏVÏÏ(A-(EMÜEMÚ:E Sikwnzwmdx+O

A

“Mu-flame— [a]
0

A ’K 1

- SP* (HW‘MOUC ‘w
¿0' MM!»¿»tu ¿aW» amoo.«mebtufioltonadacn«WW‘

M ÏOLKÜ/TSÜ -—(t-»<)7‘)ot ¿(6) :
ana-¿veo 1‘. O

: ¿»m-ed") = a“)
m

¡o mu. o. obtiene01valorde u tus-ionen el.pun‘ox. una.
w

o...
AhoraMon. integran“ Canino a termino la expresión

A

\ / 1.3 SP —(t-xflmdf‘“)
0

'Vk

(ol-m aut [4‘ (É'Xv'ï es unasumido arado2M . ob­



s'lr

tenue!

I 1M 2M 2m,”

W? í(4‘-w-xmm= M + A.sz +wHz:

: Fi“) DX

nando la. 41M “¡binacional! unan. do los nonnton dados

Pm ““uo¡¡.
o, 1 Mim;

¡nos p01_1nom1u.qu. son los bien conocidos 9011110.108de atienden.WM
calculandolas potencian“Mun­

L?(4*(mlx/¿/:L

entendiendo que deben calculan. segun 1a reg)... dal binomio de ¡"tom

ln- potenoiu por oubindiou, y mui­reemplaalndo. en 1.o- m,
los fominon en que comoooofioiontu do X mplioando por fm o

no figure ningun (m. ' .

Obtenoma ui, 1.10.911“me (2) en la fórmula (1) de pdginn .53:

4

5 EN (máx(¿mm
¿VI fi) :m—-> 4°

que en la fórmula de inversión deseada.

K

“ha



uWa'oLLMWQ/nmkma¡”JW/mia

¿le Dorem- ahora una fórmula análoga, porn determinar la. función, conoci­

dos sus manentoa.cuandoel intervalo es {‘06, +o"_/

San. pues. una función aootafla no decreciente ¿Í 1:} normalizado do
la muera oiguiento:

3x(“OM:0

¿«(.40) :4

9L(H: ¿{a a:K(Evo“.

Supongamos que se nos dan sus infinitos momentos:

¿HHH ,
¡sk-rs

Mo:

a_ e ¿MH4732i

«mm:'tmctht), de.
Bupongamoe,:demao, la función A sea tal. que

u puede integrar tdrmino a término la integral.

W 0C_M1(t-7<)ía(é)
(y? (L 7

_d’*

que no es otra. que la famosa integral singular do Woíeutran. Ono ol.
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núcleo 2,
__ml (É' x3

wmtmï = fi? ¿

saturado toda- Ian condicione- do nuestro teorom (XV ) u vo­
ritlen: .

X ee IL
_n(\,2'(€'x)

LW Q, ¿»a/(4:):ami“) ‘ DX
¡Wa-iJÁ __°e

O

Ahora.bien. la integral

g J.al“
60

oo ‘Wl(e_)qa.

Mr ÑJW

Wan/s
u pm. muuu- Cumo n “nino; efectuado la. integración.obte­

nemos a
CD 1.

rw ¿JW (know. U2):- 2:- [lmr ’Wï’mz‘2m“ +M°xzï +­fi J, fi“ |
3 ¿Fl ..

’L‘Ï[M‘t'um3fi +6'mzfl'l‘f'm4fi MMM2|
:_ Pm CK) [9:3

Rouphnfifimons finalista“:

¿LW/¿NmJW. muy“ [51
macp O

__.-_——_'



Comola función Pm :-e conoce en función :Ie los momentos,

de acuerdo con 1a fórmula (2), hemosobtenido la funcion le”

a menosde la. constante aditiva en funcio‘nde sus momen­

tos/conocidos por hipótesis.

91,335M a.ch TW; ¿“LM MMaqoep/s

2,3-Haremosuna última. aplicacion de nuestro teorem (xv)

rmonnun )<\’/I .

gía íevm unasucesio’nde funcionesde reparticiórb y mi
funcio'n de repartición. Sea. HM, “7"() un nucleo de una

integral singular gue cumpla.las condiciones de nuestro teorema

(XV ). Se verifica entonces: condición necesaria y suficiente pa­

ra. que se cumpla.

M Jenna[Q = (e) La]
Í‘L-‘ía':

¡J

en todo punto de continuidïd de ‘a. I es que sea válida. la.
igualdad '

oc i

M KMu-xwtfge): SKM(6-I<)0M(É)
ww -fi c o

L

La condicion es necescria. Supongamos, en efecto, que se cumnlï- la (8;) .



1
Debemosprobar que,dado un í positivo arbitrariOJe verifica.,para ca­

da g y ¿ fijoe,y a partir de un _1_'_suficientemente grande:
OQ, oO

_ —— .. L

\ WM“ Mente) 3K“ AMLQÉH s.
-‘Do "'40

Para proba.rlo,dividn.mosel intervalo de integración en tres partes:

(Mapa), (mou), (una);
con lo que la desigualdad anterior ee transforma en 1a siguiente:

\ .ï f «í \ __ ÏRMd ¿IL¿,Ï HMC}¿4+Ehud Ka: ïKMda :ïVx "ainda
[fl .4 E

Ahora bien, comoHdb'ÜÓOpara cada g y cada _x_y Hzl fio,podemos e­

1egir(“/I suficientemente grande para que los dos primeros y los dos

últimos integrales que figuran en (1) sean en valor absoluto menoses,

cada uno de ellos,que É ,y tal que

M e» («6.\:¿(40/ ¿mvfilm): aca).
'L‘7‘o'h n“ ¡Tr-7.a

0btenemos,puea,

ímwuaufl 4
H}í Ïwwm­

4 Lg JF ¡ «<me(t-#)dam(t\*‘íïkm(e-i)¿“H\‘va,



Ahorabien, comola sucesión cumpletodas las condiciones
para la. validez del teorema de Helly, podremos tomar /L suficientemen­

te grande para que se verifique

ïHM(E—#)d&/,L(É)’ïKML’cfl‘WM (¿)\ 4 É

con lo que queda demostrada 1a necesidad de 1a condición.

La condición es suficiente. Supongamos,en efecto, que se verifique, y

que exista un punto .5 , de continuidad de 314:) en el que

¿ha (S) no tienda. a el. . De esta sucesión podemos

extraeruna.sucesiónparcial ( í tal que

zm. 23(3): A :1:¿45%
¡(x-na

Deesta sucesiónparcial podemosextraer otra {a‘K 3 / en vi;
tud del teorema de selección de Kelly que tantas veces utilizamos, que

tiende hacia una función no decreciente ¿v (e) en todos los puntos

de continuidadde esta última. Demostraremoaque la. sucesión

cumple la condición

km 03K(t-AMKM: “JHMEMÑ
¡ax-aos-0e "P

¡n efecto,paraello bastaconrepetir,parala sucesión



idéntico 'tqunamiento al que acabamosde hacer con la sucesión '27,

para. demostrar que la condición ea necesaria.­

Por otra.parte, como ea unasucesiónparcial de {%1(¿)}/

se verifica‘también, en virtud de 1a hipótesis

.4

M ÉKMH'ÜÚLKHLÉ): SKMU‘íMLghÜ):
oo¿en “4‘

R ,0

: grana-Act ¿(4) .
-ofi

DE

'Por lo tanto, de (1) y (2) se deducn

031g(mmm): Shu-Km?» (e) [a],4:

para todo n y para todo x.

Integrando ambosmiembrosentre 0 y x, resulta. ) Dyna/nd.»
WM 1am M-9 °°5

Jim» xaL ¿K ' dí, "evm ídXOQKm(t-fl()óla(é)
S ¡KS MU:x) (¿)_M'?.e o daorms-7d: o ——o°

Invocandoahora o nuestro teorema ,, resulta. pues,

Zur-61(0): ¿(0’ M")
l

defieren solo en unaEsdecir, que ‘BL(€)_ y
1

cbnstante. Pero, u- ‘eu(E) , comofuncion límite de funcio­

nes de repartición, es ), 0 y S 4 l' de la. igualdad anterior se

ï



Mütwulo
deducer'que esa constante es necesariamente nula, y por lo tanto:

JAm 3 & (ü)

Se verifica, pues,

12Mwe): Mt)
K706

en todo punto de continuidadde eL l y,enespecial

M ¿«(3)3 _
H‘?‘°°

Porotraparte,como eseucesiolnparcialde
I

tambien se verifica:

¿WW1km: LM. km = A =FW)­
IÁ ¿five XPxfifi

I
Contradiccion que demuestra. finalmente nuestro teorema

HÁWO. w Mal-aman AMC-f W­
W‘W.WM}0MI 04.144Wk
W ¿Juliodrama-¿f

a!
30603“4/ 1"“?
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TERCERA P ¡LRÉE/

LAB FUNCIONES DE HERMITE Y EL TEOREHA LIMITE

Esta teroera parte comta de dos capítulos. En el primero damosvario

teoremas que permiten establecer cuando los coeficientes de una serie d
Beats vienen dados por las formulas de Ender-Fourier. En el segundo

demostramos un teorema límite análogo a]. de Levy y al de Liapunoff,pero

que no utiliza. la función oaracterfstioa ni la teoría de los momentosk,

sino un teorema de identidad,que creemos también nuevo,para series de H

Hermite-St; eltJ eg.

Primer capi tulo .
A1 os teoremas sabre series de fiunoio es d Hermit

¿H’Lllanuremos serie de Hgmite a toda serie de la tom
se

(A) 2% mm=0

condelas sonlas funcïnesÏHeÏitb— xL

La] Y (4) e, .D ¿L Ï --""” l
"A ) (2"Ï'm‘.Vrr)"'

Comoes cien ssbido,esta.s funciones constituyen un sistema ortonorml

°” (-0: 4°)­

7.

Diremos que 1a serie de Hermite (1) cumple 1a. condición ¿cuando su

coeficientes tienen las forma.

L_._ A;



GJWZ “(ewmumt ,

perteneciendo a unacierta categoria de funciones.
' I

La serie se llenará de Hemite-Stieltjes, si los coeficientes (LM
vienen dados por las fórmulas

z Osaka(e) 0L Me)
——oo

m “JM

siendo á“) una.funcion de variacio'n acotada. en el interValo C-v°,°°) .

Para. las series de Hermite valen, comoes bien sabido, los teoremas___-———

de Parseval y de Riesz-Fischer.
2.

Teorema.de Parseval. Dada una fimcion f(l=) cin, L. , cuyos coefi­

cientes vengan dados por las fórmulas (3), se verifica:

H] ¿Mi : SMaipu/t_._a°

Teoremade Fischer-Riesz. liadoe numeros a.“ Q1 -' am“ - "ytales
l

que la serie 6L¿ql sea. convergente, existe una.funcion €C¿)/M20 * __——
X

perteneciente a L. I ¿”tell gue se verifican las fórmulas (3).
La validez de los teoremas de Parseval y Riesz-Fischer, permi­

te enunciar inmediatamente le. siguiente proposicion: Condición necesa­

ria y suficiente para que una serte de Hermite cumplala condición FI
2.

. I
con E L. L es que los coeficientes cumplan1a condicion
’_' 1— mmm-uu-- . _

íal ww­



-5fi­

¡1 teorema.anterior resuelve completamentepara lee funcionen de L2,

el problem de saber ou‘ndo una serie cumple la condición F. En “¿q

10m trabajo aberdamoeel mismoproblemapara.otras categories
de funcioneef sumablee. acotedaa, de verlaeion aeotada, de variación

eeotada y continuas. y mondtonaeno deere-lentes cotizadas. Danna, r1­

nalmente, una expresion. de]. salto de una funcion, dada por eu desarro­
110 de Hermite-Stieltd es.

mw.- Antepondremos algunos teorema. que utilizaremos a menudo en 1.o que

¡1313:

Teorema‘gP).- Para “3‘ 44 se verifica
ac .

mmm: Emma? :­
xïtz' (X’ï ¿7)2'

.4 x .. r 5­

: \/TF(4.”L1)W 2' 4413. Í; 1
La funcion K (x.t,r) ee evidentemente siletrica respecto a z y e ts

I

ee,ademe/positiva y goza de las prepiedadee“guantes. que nee:

de ella un mig» positivo de una integral singular

EHUME) t
ud; L (A-tqua. a 4 ) [C

: (ÍEYWE MW“) v“ ‘ 3
Análegamente oo

SKUth‘qOLfi Z

Q z. h (MJ)? __>4 ). [H
473)“? 264m2) H1

1:3: Mmm-:0 Íg]
(') Ves-Wiener (1) pes. 64 y 65; ver tambien Watson. 1. Ver est-18m0

Tltohmarah, (1’ pag. 28.



(¡FH >2.uniformemente para todo x y todo t tal que

I
Se verifica tambien, para r-—9 JJ

¡(NE

EN» SKU‘ntu'úÓu:= o )
rL-M_dn

da 4']M 3D‘ [o
"I’M Mi

Sea f (t) una funcion perteneciente a L1. Se verifica, para

M K(x¡6,z)f(E)M: {41) “aq
¡"L-+4

en todo punto en el que se verifique

3L

* _ M; O 1 z

3:: LL 80W“) WH ' —“‘/\ I} y v
\¿“/J ‘¡

I
Estos resultados nos seran muyútiles, sobre todo para 1a demostra­

cion del teorema 25­

Otro resultado que utilizaremos repetidamente en lo que sigue es el
siguiente:

TEOREMqu.-Los coeficientes de una Série de Hermite o de Hermite­

StieltJes, tienden a cero para ¡VL,--)‘a° .

¡1-941

4

La demostracion es inmediata; tomemos el caso de una funcion de L. 2

) l / 1 ¡1
“7"” ’ /

. . . . . . . . . . ¿ ¡ fk- I r>l_j,14« A
(2) Bbgbetlianz, p. 153. }\¿bfl¿ /

l ,2(/[A‘ [fit



EN] q’m,z SYM(e) {MH o“:-x
akUtilizando la" conocida. acotación

|­
%¿3 '

HMmzo¿N2 wm ,
resulta para la funciones de Hermite en virtud de 2, la. acotacion sigui
ente:

4

(11) YK“) 7' o ( Wm.

Comola funcion fur) es sumable, y por lo tanto absolutamente sumable,

resulta fácilmente, dividiendo el intervalo de integracion en 10“ en

3 partes, y utilizando (11), que 6195-) 0 para. M, -"> 0°- El razo­
U

namiento es valido para coeficientes de una. serie de Fourier-Sti ' '
¿a

a,: SYM
rw /—.e

siendo la funcionA de variacion acotadaen (-90, 0°) '

KXV!- IEOREMACQ-La. condicion necesaria. y suficientejgra que una serie de

germite cuyos coeficientes tienden a cero cumplab. condición de F ,

con de variacio; acotadáen (" 0°, Jl) , es quese ve­
. . oo 'rifique:

—-_ D1] S|A(IL¡¡<)|0L)(¿ M (04144),r 'ofi
Ñ’Vm Hoabetelqwl, [53,



aaa» ._ b?" :2} CL “MACM): «MUI WM) D3]
DEMOSTRACION.-La condicion es necesaria. En efecto, si

2 co...Hgm ¿“Ü
cumplela condición F: l esto, es, si verifican las infinitas igual­
dades ee

film: l ['YGÚIAJ
“'41 Ds]
l

se verifica tambien

(«1,de 341:), ÜÜ
bmy,

A01") I

I
siendo K (r,x,t) el nucleo de Hermite cuyas propiedades hemos ex­

puesto anteriormente.
Se verificafa, pues:

ídmmk) ¡Html ml
a“

¡mwfl í.
Integrando esta desigualdad entre limites finitos_3 y --a, obtenemos

é SMÏKC’LM/ÉMMLMI‘m
._ a. - de

09A (MMM-Á

1
Es facil ver que en el segundo miembroes lícito invertir el orden

o
de integracion. Para ello basta observar que, en virtud de la forma

exponencial del nucleo K (r,x,t}, las dos integrales ‘

a“ on a. ‘N r ,

Sougsm-¿M ¡men , P] SMSKWMICWHI
-0. N “0" '«Q

J



1
pueden hacerse tan pequeñas comose quieríleligiendo [leuficiente­
mente grande. En la integral

a, N r

Seix SKCÁMÉHOL“¿H , “fl
-6! _N

siendo la función K (u) continua, y los limites de integración fini­

tos, no hay ningun inconveniente para invertir el orden de integra­

cion, y obtenemos asi Z

L ‘“ °° ¿wHXII '

Mmm/MWíWMÏÉ ( ' no
l

Tomandoahora limites para l Übl'i>°p , obtenemos

ímmmdx é Sum SH('C/I(¡É)CÜ(.[943_.ofi
—ae

En virtud de la acotación uniforme de 1a integral
4Q

S ROL/xl E) ¿Á
—.ac

,,—d&i> -«L«—*_.;»— (fórmula 7), obtenemos de (21)
c0

e . e _oéL¿4X g

SlAÜWÜ‘áxS Cflfl\de‘( [ [22]ei \
con lo que queda demostrada la necesidad de la condicion. i

La condiciones suficientes Consideremos, en efecto, la función
)(

FOL/IK): SAÜL/¡‘WH EN]J



_ a- 1

Las funciones Fr (x) son, en virtud de la hipótesis, de variación

uniformemente acotada con respecto a r, y por lo tanto constituyen,

en virtud de un conocido teorema de Helly (3), un conjunto compac­

to; es decir, que existe una sucesion parcial FrJ (x), tal que

12W Fm.m = m, m)
2x“ 3’ g

donde g (x) es una función de variación acotada7y la igualdad se ve­
rifica en todos los puntos de continuidad de g (x).

Consideremos ahora las integrales

Si“ maig“) [3:4’2’3 ] Q[253

Aplicando el clásico teorema de Hell: (k) resulta:
a0

13W¿humana¿Lt/¿mlij tu]
—9\J= en -va°

por otrabarte GR

°° dx {a}
SWMHMLFWÑH = SY%(%)A(Q}’M ’

en virtud de (23), y la segunda integral es igual a

030W“íáwwmfl cfx . [223
_.ec

Demostraremosque es lícito integrar esta expresión término a fier­
Y

mino, es decir/que es exacta la igualdad

(3) Helly. 1

(H) Helly, l. -4



a“ “¿A w 00 W

“¿af/M(i LEOact/m“) 10W 1 Z ku“ íYwEÜYvEUü

Para ello s condición suficiente, en virtud de un clásico teorema,
que converja le serie de módulos, es decir, que se'verifique

,4) oO

2 Em ¿{LH/MH)¡Wwwmuyy“ {301M20

Acotemoela integral que figura dentro del signo
Aplicando1a aootaqionde Kogbotli 5). consignadaWW;

'-', o aun la menos precisa de Granier (6).

X 2——

¡HWCXHLMVM! 21¿¿/ BJ

ÍYDQ/L /< [323

rela l; 0Q

pam/lfibfildi 4 KV77’Í/KLW‘L“C
¡QDQ ' '°° [3Q

) Ko 1:01:11 . 1. . 1
ig) Mer 0112:1123pp. 52y 57 _¿J



41­

ln la segunda.integral, ¡nea fija y la integral eo por lo tanto con­

vergente, dado que Y“ el el producto de un polinomio por
'L

. a,
e]. factor L '

Resulta pues, oO

Éfimtïí‘wWWW‘W <
mila ¿4°

4 C ZIWMVLJV [SH]

Comppor hipoteaio los coeficientes an tienden a cero. y r34 4/
también por hipótesis, la serie de potencias del segundo miembroel

oonvergente y por lo tanto también en convergente la serie del pri­

mer miembro, con lo que queda. demostrada. nuestra aoeni‘n. y por con­

siguiente 1a exactitud de le. “nula (26] Volvemosa considerar ee­

ta mism rótulo. En el segundo miembrode 1a mismafigura 1a inte­
gral

SWwi x M‘

que en virtud de la ortogonalidad y normalidad de las funciones de

Hermite, es igual a cero para n11: n, y e. uno para. m z: n. La. fór­

mula (29) nos da. pues

’ïwïíwwfl :­
5? [ammaï'ÏWMKxH/MMMA3 ¿mi?

Substituyendo este ialor en 1a fórmla (26) , obtendremos:

¿2- M 3' 3,349.

L3 Q

¡{a lraC

__ al __ WWWOLQM/ m3
My -oe



qm: “SH/“(nat¿(1) rm ‘”‘ 1
con lo que queda demostrada la segunda parte de nuestro teorema.

XXVIlr TEOREMA24- Condici'on_nec_e_sarianïsuiïiciente para (¿de un_a__serie__m

de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero, cumplaa condición

F con {L({?) moñotona no decreciente y acotada en (‘—a9, oqj/
es que se verifique

Anime-0 9’91“?
ac‘ {3a}- ¿”bé 4 .
SAQMMCLX «2 0 0 '

,.._.1_¿_

Este teorema es fácil corolario del anterior.

Las condiciones son necesarias. En efecto, si
.0
- a [M4t\*;t(i)
4x10

es una serie de Hermite-Stieltjes de-una funcion acotada no decre­
ciente, se verifica

OD

í [4.4"

AOL/fi): SWLMEMtÁU‘J‘ C É-00

Siendo K (r,x,t) positivo, y la funciona(t) no decreciente, el in­

tegrando es positivo, y obteneuns

r. ­A (W)? 0 HZ}

I
La segunda condición se verifica tambien, en virtud del teorema an­

terior, pues ¿.(Í), moñotonano decreciente, y acotada, es de varia­
ción acotada.

Las condiciones son suficientes. En efecto, todos los razonamientos

que hemos hecho para demostrar el teorema anterior subsisten. Pero,en



www.­

—‘H­

el caso actual, las funcionen
Á

FOL/x): SAM/“dx ’
{4ü

dado que el integrando es positivo, son , no solo de variación uni­

formemente acotada, sino tambien no decrecientes y uniformemente aco­

tadas. La funcion limite g (x), que en el teorema anterior resultaba

de Variacion acotada, es en este caso no decreciente y acotada. Re­

pitiendo todos los pasos del razonamientoanterior, se demuestrafi­
nalmente que

¿o

mas ¿ j (e),
‘'

CL
nm,

[u LH
\

con g (Í) acotada no decreciente, con lo que queda demostrada la se­

gunda parte del teorema.

TEOREMAQJL-Condición necesaria x suficiente para que una serie de

Hermite cuyos coeficientes tienden a cero cumpla la condición F ,

con eí(5) continua de variación acotada, es gue se verifique

°D ¡LC/1<1a, ¿ 0 ..
> Sl Acwndx M I

-—oc

, ¿L CH?)
° ' 2. —

27') 11M“,ÏÏLCI'JL) AÜL/x) “’O
¡1.-—i‘1

Este teorema es fácil corolario del teorema.9.4-. En efecto, la con­
dición (a) nos dice que la serie dada es el desarrollo de Hermite­

Btieltjes de una funcion de variacion acotada. Veremosque la con­

dición b, determina que esa funcion de variación acotada, es conti­

nua. Para ello, nos Valdrenos del siguiente teorema, muyanálogo a

un teorema de Khintchine (16.

T1.) Khint chine, 1.



s w- 1

Sea una funcion S (x,r,t), que satisfaga a las condiciones

‘)\ SÜ‘ÜHÉ“ ¿(‘4/
Dre]

5 :0 ParatodoxtalQueIK'Ü\>SI
n-M t

sii-w- 5(X.1¡t):4 ¡pm A:La”
Se verificará entonces, para 'l “'Ï 4

M íïmfiM NH3 ¿“Mi (“U¡1:94
—d-1

siendoLH) de variacion acotadaen _L- op: í);

Comprobemos que la expresion

[ito)L 7x.

1T,"(44,2) K(xlïl

satisface a las condiciones del teorema anterior.

La condición 1) se satisface evidnntemente en virtud de 1a fórmula

(5). Tambienestá satisfecha la condicion 2), pues l
7. - é

'/2_ ’ó- tz‘k 93.1.)- Ü!“
x ¡L x l: ‘ _ 1 oTT (#1)?“ I | - WW" 2 1"L

Para >95 , el exponentetiende a —-0° para /Z.fi 4 /
y por lo tanto

¿vw TT{/*(4—rü)'/"K(Iz,x,’c)= o ïpma M-tlxY7.94 )
Para. x : t, las expresion (1+8)se reduce a



{XIX­

-45­

4n’ïwü)‘ ROL/m):

xlov’tïü'mfl: - Ï-‘T n-M
¡ (4 MW) J [go]

Se verificará, pues, en virtud del teorema. recie/tyv enunciado:
' ol:

kw. {mm-25" g»«(«,x.t)aka(e) -:
¡Ir-74 [6.4]

s M 11",¿(4‘ï‘í/1AÜ/x)= ¿(WYÍ'JLÍMJ
¿“r-¡“l

Si en todo punto x se verifica que a. fiaÜH’Ü)’e\(‘-o) = 0/

-oC‘

quiere decir que la funcion ¿(3d es continua, ya que au salto es.
nulo para todo x.

La validez de la condicion a) de l+5, nos aseguraba que la-funcio/n
. (t) ea .de variacián acotada. Acabamosde ver que el vérificarse de

la condicion b), de (1+5), es necesario y suficiente para que la fun­

cion LH), de variación acotada, sea. continua. El teorema.¿iqueda

asi completamentge demostrado .

TEORENA123- Condición necesaria y suficiente para que una serie de

Hermite cuyos coeficientes tienden a cero cúmpla le. condicion F

3-0-1] e LP l esqueseverifiqu'e
9

oO

S|A('L¡2<)\Polx4 M (Mraz-0'51]
‘



_ 4Q­

La condición es necesaria. ¿n efecto, si 1a serie

Í QMYMLK) E 55]

cumple la condición F , se verificará:
C

com:65%“)HHM i

imgméfiufit , m3

[7%]

A ('LIÑ Z

siendo K (r,x,t) el varias veces mencionadonúcleo de Hermite.

fkplicando la clásica desigualdad de Holder a 1a fórmula (55), obte­

nemos: I/P a;
' P

A l \ ¡.¿(IL ¡(.Hou­

{Mc/MÉKM V‘Í’LINHMMHA I
we

(%*#=")°
Elevemos ambos miembros a la potencia p e integremos:
ah 0Q °c_ F»

SiA-cympdx é ¿EN E{_SÓQK(a,x,L)\f(H\J/+13o.

PI

-an 6Q Pl,
. {LÁ‘QH“¡MGME lo]

oc \!=íl 6/ ,

( g ROLM‘eW¿_ ¿CP; [5‘33

en virtud de la fórmula .-‘})'varias veces citada ¿“

De (57) y (58) deducimos J



' -1'T a N

14m,wi 4/6“ía {ww WWW:
‘P no f: 5‘1]

La. integra]. dable del segundo miembro (de integrando positivo), cum­

“ ' ú _e lo zoo]
Www: M¿Wed,Wax/W

é 6 acia): ' ¿“3
Substituyendo este resuïüo en la. fórmula. (59), obtenemosen defi­

lícito invertir el orden de integración, con lo que obtenemos:

nitiva: ï

.4 °° (¿+47

CAM/Max¿ZC? ag WC’deksfií f M,
con lo que queda demostrada. la. primera parte del teorema.

La. condicion es suficiente. Supongamos, en efecto, que se cumpla

la hipótesis, esto es

(n,x)\ed)(¿M (Dgn<,1) [(93]

Entonces, en virtud de un clásico teorema. de Riesz (e), el conjunto

de funcionesA contiene una.sucesion parcial débilmenteconver­

genteA I x ü , es decir, tal que para.toda funcion

oa QC) a LP; (%+%,:'0/se verifica;

(UÏ' Riesz 2.
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oo

1‘“ N’wmwáx:WW
Pao . [un..c¿3 -‘°<S

p
biendo f (X) una Inician do L . Ahora bien, las funciones

oo oo
sonaootadaeo integrablooen (l ' ) y por

p
lo tanto pertenecen a la categoria L, , cualquiera que sea

{Eb-Á! Por lo tanto

um “Aa aL= www.
4é>w ¿fr/MW) (TX) X‘Xta 4 B5)

Una vez en posesion de este resultado. o]. resto es fácil. En efecto,

¡ha queda por demostrar que la integral del primer miembrode la

igualdad anterior es igual. a ahí“ w: Pero los razonamientos quo
hemos hecho para demostrar idéntico resultado en el teorema. (1,0),“­

guen siendo válido. sin modifieacifn alguna en el caso actual. No.

queda . pue e

' w -¿Ám a ha”­
k3; CÏM(X>Á¿"%!Y)¿X‘Q-5w"Mfi "

s. a, 2 (XWÜ‘WDQ
.—. NW —°a “M

con lo que queda. demostrada la 2a.. parte de]. teorema.

[un—oÓ

“humanw- Condicionnecesaria yeuficiente para que una serie do

O» C-Í’(x) [m
’W 1x(“:0

Hermite M



cuyos coeficiente- tienden a aro maple 1.acondicion 15‘ con HE)

acotada e integrabh on ("‘ oo, ‘30) . o. quou "2111:1th

‘A (H/YHÁM OÉÏLÁ/Í [es]

ll. condicion o. IOOIBM. En efecto, razonada cono en loa teori­

nu anteriores. resulta que si el desarrollo (6?) n la serie de
lemite. dc una tuncion acuñada,u "21:10..

AQL/XF l “mx/m; (7%).er M

Ahora.bien. comopor hip-11:1: \ ' l ¿ . se verifica­

r! 6 Ji

MMM M LwnM,M¿.Trx/v:,í*°ï
un virtud do ln propiedad fundamental del. mono de Benito. que tan­
tn voce:nena utilizan. 1..mee-1m a. 1amuda que. “1'
demostrada.

¡a condicione. suficiente. Mi].rasonmientoen “¡nuca al: los
teorema anteriores. En 01 ono actual. la hipótesis

a” l" Y , . ‘xx A(1¡El«MAL-4, Mk

nos permite augura. en virtud de otro conocidoteorem de Bleu (flv)

que e]. oothmto de funcionenA {FL/g)contiene una. sucesión parcial d‘­
bnmente convergen».

Una vas asegurado este punto fundamental.de 1.adenoatrnoih, la parte

Wa, a. _ J



-30“

restante ea idéntica. a 1a de los teorema anteriores.

M-TEORJJMAfzsfCondición necesaria y suficiente para que una serie de

oo
Z a,h H; LX) D2301:0

cuyos coeficiente. tienden a. cero, amplah condicionF con su­
mable. es que se verifique para Í. Ó 1) j) rá 7

W A(1,X)«A(P,Á)MK:0Pa
La condición es suficiente. Junefecto, si la hipótecis se verifica,

existe, en virtud del teorema fundamental sobre oonvelgenoia en pro­

medio, debido a Riesz (10). una. funcion g (x) ta]. que para

[1232!Anázwmfwo
Pero segun es bien sabido, la convergencia fuerte 11cm aparejada

1a convergencia debil (1Q); por lo tanto se verificará para

[15] WK mümfiadx,-oC
para toda. funcion g (x) sumable acotada, y en particularac

.\ OQ e /

' 'L' d : (Míuflt
“¿IL/m chr/MLXMUX) X (¡gn (íeïe ee
(3?? 819“. 2»



Q\

Laconsuman a h ¡abunda sigueanota¿Mutua-entequea
una. mariano.
Ia condiciónes acusar“. un erecto. ¡1 h una

OQ

í amSí oo W
7L : O

o. 01demon. 0 ¡“te ¡oun.Mon “tu. o.verifica
7<

Aux): “¡z/x)UÍÍÜ) [+33
gti

Recordando las progiedaaon 6. ’l. 9. 1 y 10' dal. Lúcleo 2. (¡5.!)
«animadas aloo“ que01¡zumo¡austi­
n a Mm 1a..una." deldonna“ m deBaba(41)

ma X,7Ï))nadlb1c en todo‘el planoY t ¡ para todon. su

integran!»conmapeo“ 9M. (-0° jQ9)¡ pa­
ra todo x. cam 030.9018. mudo lis/I de un conjunto de medida nun.

igualmenteson integran. can respeto a x ¡a ( —*oo ,00) p.­

n todo t ¡ conWE cuandom de ¡n 00:13th de mida mhz

ademásuutiat‘agn X}ln) n lu siguientescondicion."

1) Existe un latai qu, pm ou! todoz y todo n. n verifica
0€,

leít./X/m)lit 4 M)
— Dv

z) nun unn un.qm.pm om un t: todon a. verifica

“1‘ Hex, 91)aux LM'}
Q

¡50' 11-M. 1.. pazo 667
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= °< , ', I 2k OLE [5
3) }po qm#q¿gíw+x0v %() , X

para. m ¿“o , en todo punto dondese verifique para

‘ i %- (X dt:o,
¿3:41É)\+(X+) 4 )

1+)rara todo A > o y todo t se verifica
+4»

un WFÜWWHdX;m’YL—>°Q

W Í: thmfidx: O
751-4»

ame»

Entonces se verifica, para toda funcion f (x) sumable en (__Cx: (>0),la relación

Um Sql{(0-7Htxm) ijoüchX: O
m,——»oo_.,c “oc

Del anterior teoremá de Hahn, aplicado a nuestro caso se deduce:

en 1%7 Jl í W‘ A(ïzx))d Xz O) [m
es decir que la funcion (r.x) converse en pronedio de primer or­

den,hacia f (x). En virtud del teorema fundamental sobre convergencia
en promexio, se verificará también, en virtud de la relación anterior:

M T¡ MLÜJWO ¡dx-:0.
r'*4'x‘ “Ü
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>32.-Se. YAÜR manu. ¡Emma an sangra __xZ. _
nm=(13ïmsfiï)‘ï¿ Ham, ¡3,7

nom.¿vunpxmnoum ¿agradan2. ' =
‘ m, x2. 0L M. __¡( I .

HM“):- (-4) a ( a?) L . [7.2]-. umunm“maruti-W,

Égamm) , +w» B]

am: inuntmx) 1 M {4]

Arm/k)==-¿www-n? m
« ITV-'30

amianto (4) en (5) ¡o obtieno

a wm“; “me<x>fg«(ta)c<‘rï<1):m“: Ü m:

.1:Ïíámmmm m



w fi

I

En u)Hi mm“: K(X¡(J/5
4x21)

ha¡“o objetodedltipus ¿mutuas-nu m

lo. propagan“ encontrar en lo que 915m 01 siguientc' teorezm acer­
u ¡lonte núcleo:

Se. unaM160 de repartición.Severificaanimo“:

#93111539

a es, 1.

míong«mm = ¿(q-¿(0)
l

|

!

¡a

LI dificultad de un “of. una. a jo 01nábloonoes ¡deLa

m KJ‘H
o. «oir. noentunel.“doW -—f . conouna
¡mono en1.otom duo-trade-.hnunuto: y por¡o tanto
nos tunn- non aplican.Dar-noode¡1 m cuanta:th moda.

(’) VerIrma. 1. WatsonJ” ¿imanritmoh. .



q Mmm“ (x)

._ 95“

Consideremos. pues. la expresión:

Integrandoesta funcionentre enmiendael ordende in­
tegracion, lo anal es lícito pues se cumplen con exceso las condi­

ciones del teorema de Fubini (ver. por ej. Baku, l./págivfáuíz. ,
donde figura una generalización del clásico teorema de Fubini. para

integrales de Lebeague-Stieltdee), obtenemos:

í ¿ol-EWLJ JK)¿UL (OÏZL. íK(ï,'J.X)0L/)OL4\ (x) [91
O

L. Ïntegremos por parten la igualdad anterior:

[1o]

ae obtiene, despues de cálculos fÏilÏaÏÍ-zq ' * 'mjmad;

\
—

{TM ;K(ï,/,X)4/] dx [fi
La parte integrada tiende a cero, pues. introduciendo el cambio de

23/“ 2x1 Z103
4+1L _¿xtQP/T

41-1 L L
-74-‘1. :2.4+7.ï

V7m -12)-g¿\;e
° 42%" ’H



-—5’(9

m 9 °°
Bata oxpreaión tiendo evident te cero pam

{a(-9°) = o) (m 3Por otra parte La parte integrada

tiendo creatinina“ a coro. y por 1.otuto nos quan

[HQ 3C a á]á}¿\{x/:fifikhw a.
“QC o :J—íï\{x)l—0— KKh-Np‘pdj]dx El}6x0-0<

¡{cuando 1a during“; indicada. teniendo fu gang 53.51).antone­I)d__ o¿1jm ,J-(Wz)
ou¿a L 2.

¡+1,, ¿3.52 / ¿4-7%?
. g dz + VL -2(1H”) '

Vw-t‘ ..
2er 2 . o..o + z z a'QX’L ,
l IL __ 2¿4—ZL(%‘ZQ

[13] 2L .2“ Z ,6" Q
1+1" Í



A1primer ¡mundo-dolcagundo miembrode (1.3) 1.o11mm. AOQQ’L)

y al segundo.

Cu

‘Dfi
o

fi

BCX,Q,'L)

Rowlanndo en (11) Obama:
aC.

8 (Áfh‘fld. (Á):
\d“

n

-4:
(nmflmixi

- 0°

:0, Swmlmfi‘ï: A{IK,&.1)+B(X¡

oc x

gg5('x¡cg,’1fi\(fi)0í}\ [‘51

rozando limiten en ata igualdad. obtenemos. siempreanualmente
quemot-n los unha. considerado.

pq fig‘fiïmmwm&&uwr.4 W fi
(- en —o“ ‘ W 5/

m. (¡WLÉ«‘%(K,°fl)€\u)c[xj—¿3rBowm mex .“ft-7'] __dL
Room: :qu.. En“.

Z. ZM

[qq —-—SAUMÜWHMÉX wm; 1 z
00' ” al r (139))?“ f _ (¿fili- ï

fi ‘Wflfiïïfizkazwülwz (“Wfifiífi‘ ¿r JL ¡fiat Í ' >- ffiéï

4



esm- W

[w] —_ÉWMMIWLCMULK Z

,c ‘°" mi. M“ —--”‘)’ÏÉÏÏIr- 'L ___.— “m; 4+6
r -¿-w‘.ïï..u<“m“ ‘ 22.2.... x

: Muze, “" el WIR)MM” }
.. finsideremos 1a primera integral. Resulta evidentemente \

A L
0‘1)‘ Sthumflch‘­Ju.f

led!“ INÉWÜMX :ac
al -_-Sl m1- h ¡M

Calculemos la primera. integrarfiniendo en cuenta (ge 4o.“ 4K};
Awa- L 9­[10] __M

MMO)

0L). < l L
4+1 262-)“' " .Ï'Ïrïï‘ VL"

,1“k (4 ) 44m 2
tbnemos por lo tanto

0

QR I 4

í. Á X?4M ¿“94402,MP o" ‘ m 2(4-’Ü'(H).

á (iv-11)“! Ñ SNC ¿Á
La integra; get}: rl&(gg)gllügáci_lmnte, y obtenemosen defi­
nitiva:



_ sae

wm l AHM’LW0LK <
-o°'

(4«4,3% [la]

4-11.9.(HW )
I l1(4+'t”)m‘(im?+ j

y el segundo miembro tiende a cero para ¡L ’Ï 4 .

Con razonamiento perfectamente análogo se demuestra que también tien­

de a cero la segunda integral del segundo miembro de (lg), y por lo
tanto:

.0

um 8A(K,a,m)enu)cix=o [233n44

Recordando la igualdad (11-) nos queda, pues: .a
cL‘ a, . ­

‘ - — l’) K0.,1Lum­
wa XLSKMJMMM _ “¿M ( « )n-M no ° “A

go - 1' A-l-¡bl‘‘ _ 2X1

_ _-1"-2+:kx ‘ ¿(4-nl)
FIL-¡“1 KIW1)VTI‘(A'IL¿) ¿I . ej ¿(“660:

—-.c

A-U‘ x2 MU“ O__
‘ ¿(419m3 - ¿(44(3) 41k.. 1m .

íïbwmfim e” b aL(¿006K
De [2 Lt]
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[D

Llaman; Y (¡(¡Ï/lk)/

(¡fi “q o) / los tutores ql. duplican a
4 vió L

“ T 4 +11 ¡á
¡o onha done. doun a Meg-nl.“qu 89M n
.1 «mas nm e. 25“: 5

K ¡L )f 2%, ‘
a;_—V

GKC ’ ’ (4T’L1WTW4'U)

4M}L (CL_ 2m 5L.“Ñín-U) HU- J

. 2/ M EN]
M ___,_______.__.

(3/(¡W103’ (“TAW
¿«HT/2‘/ lX'L

b ¿‘- ¿(4—r(_}) “Jl/1)

A un d- onan.” 1033.1“. (21'). Maturana primeramentequono
wrifl. en

(¿Ef-#-Fr-T.
¡L \ (4HL ) (4* 'L )"7

íL)

Q.(CL_, L
\ 4M ¿L (,4)0QÁ

00 (4+'L

r '- LU' 1)
\\¿
J

__am

N

6

__Mïïfiïï:%@) Ü@\
e 1L
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Esto es casi evidente, pues e]. núcleo que aparece en (163 se cor:­

vierte, con el sanz-bio¿le variable

M4“ _ ——-— ’
al LÏ Á «+1?- [15v]

en el siguiente
- J. (suma

4%}
Á

4
¡k Q’L f... ——--—-—-'b

a- ——" a. 1

.QQÍÜHMWJmi Ig: MM) [u]

que no es otro (¿ue e]. núcleo de .19. integral singular de ‘.'IeL€!.St‘La.SS¡
(") a menos del factor, -'._uetiende a. 4 z

4
Qu. ________,___"'-"" Por lo tanto se verifica:

L ¡11- ''H'Q. 9.
L44%

a EN M;árm_+.9»“‘°>:%m9} (“WWW ( 3 g_ "W“ _ [th /
y yor lo tanto, tambien se verifica la fórmula 25.

Volvamose. la fórmula. 2‘), que puede escribirse, con las notacío­

(")VERLebesge,(1),p.‘l0 , Í?Hobson,(1 .
M J



eqx- W

ne (2 .ï';

M‘L" _ A x ,

M [ïwxmw‘fl M“) Zí”???3/l %(""“)¿WÉ"w WN

W, ha“.

o? ¡ 4'”). x,“

MKLWZMfi fiÜL/ÑÜ) “ÚÜKXPL-M [Se].

Investíguemos sobre la. baee de lo que antecede, el primero de estos

limites. Como,en virtud de la equivalencia de nuestro nácleo con elI
nucleo de Welcrstrass, se ven; lca

ao

QÁ/wv (%¿(7‘I'°/“\)0€‘Á 4 E I

¡mb-‘74 (¡3+6

B13
a-S

ijw» 8%(Ñ’lfl)dfi ¿5'
¡“L-94 «ao

también se verificaÍa', teniendo en cuenta que

l
A 4—'b K E3 2,.)- ——---"" X

2, 4 M} 4



-‘15’

Gr.6 ¡ ¡{-4,2 9x.ïwrlï" .
M ge, 1+ ícx.z.a)¿u>¿x=02hr?" mas

1 [all
al l 4-4. x9.

. - 3L -—..

‘QMVV 1 “JL aÜQ’L/k]
—)A

m «+5

L’osqueda, pues, el límite

1+6 4_m¿ 1I MX
v ‘l. + l

m-M
a-cï'

Pero, comose verifica

“a fl d ¿(M. f ¡a ( 3 X: l
,QJVYm g (al Mi 3 i Df]
nm?" a-5

2.

y la función L u... X Z‘ 9.
‘C 1. 1+1 . fi.

tiende uniformementehacia la función en todo el inter­
/

valo (Q‘Sl 41‘s) ,tambiense verifica, en virtud de un co­



‘:,1'¿:II|,.

-11­
'15

nocido teorema de Lebesgue (")

J.
2.

a“; _
r; .

Jáwm ‘e'

¡1 ———>4 GV 6

1.2.32:- ¡(9‘

4+“ gm aja) ¿1ch =¿(“2[su

_
Por idéntica razon, pero. el 6L "' o.. -4.

¿41.312,0

M8
___'

a.
1,

,L'z.

“miabono)amix: a(0).
g.

n,—->/I Ela­

_.,,\,. g , “á.

, Go": las fórmulas 36, 3*, el teorema queda, final­

mente demostrado.

El teorema que acabamos de demostrar admite el siguiente corolario

importante:
1% ¡(M/HDos unciones e repartición cuyos coeficientes de Hermite-Stlaltjes

m. -.r'u«r-‘\'-A—\r--«<.-t<_. . ‘JrA -4.‘.r ...-—‘\w _._._-. _, *—-—‘

son iguales.
.AJ-d»',-xx.re> H. -—n-n-—.

funciones
son iguales para todo ’W ,

.....fi.....v..

En efecto, si se verifica, para dos .le reparti­

(") Lebesgue,l, pag.
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¿lx/(X),
N DG —. )_ (x37

«r; KÏ(X)O[21(X)Z S CEM/01€» Ï CAM

—m501{’¡2’3”,w

r"
l

dondektKOOe- h eliana función de nenita. definida en 1.apá­
gina ( LH ). Se verificará. pues. tuhndo en cuanta 1a 26m­
la. de ,atson, consignada en 1.o página ( Ó ¡f )

A N 7 2 ¿(a ¡X ¿Y
fikH' ak. ‘ .1 1! '11 a

¿o
\J TCM-A?) Á‘ ' ‘

» Á — . “¿e (fx-W ¿MK/0
UFM V) ’ 2 A- V

——‘\O

WWMJoEaWolqciM/(MAJMMWÚ'ÏÏI041W.



lfibïW-LMM¿L¿9í mg: mu m.
0 —oc I —oc ->0

¡ _

. “¡m3. deamrdocon
¡Lai

J“. tomado un?" para
mano tears? '26

Z», (o)
­ L(az)-—

A

para than. lo m1 implicaque¡es fundar; ( X) 7difieren3510en1m:mnatmte;pero.wo á
resulta, para 0L :Dc )

o: Á(o)- puma

¿w
Ebo)

Lugo 1.oconstante o. nula. y pa: lo tanto‘
BL(X):3 m

[nos ¿donar-do. yuca.el teoremade ¡musa pue la. mi“ ¡lo

«,1,

e 7: o e o

III BIB-¡VO “11031821A 7113113

Conocp].th del.han. menor. descansa-oo.conomas» n­
lultado do mostro mm o. al. alguna“

“En; 28
Guadiananaomi. y ¡intento ¡m quouna¡acuña h funciono.

4.1.



a? /”

dorepart1o16n{5)’.m(}‘3}. tienda1201le 11(1),el que se ver“ qu.

(3C

OG n ‘ í Rig-xx3 Y Maha): ¿(x T;

jL;Qv{72.-,,.

domo YQ el la mación do Hermitede grado , definida por

nuestra tómh ( {L .) de página ( CIL )

LI oondicidn u noo-min. En efecto. como1a. funciones de nenita
satisfacen a Ia notación (W.

j YmÜN)‘L H:1¡08}4(,35"“

podrá elegirse I (Ll

\ ki;a>d1ïMq-jjí(x>d{#(x)¿|¿g/
(A;

suficientementeatun“ para qu. n verifique

í ‘3um mm) {11cm ha)

(‘) VerWanda-ono. 1.9381" 10+



-qs­

Mi; mA” 1%

{h},- : fi_a)nueatra¡00115611estará,ques.duo.­
truth. si. logramosnostra: quo

al a.ngw;í ,1
v-CLsa,

de muy. para intervalo finito.

LI omdíoión o. out'toiento. Suponga“. en efecto. que se amp]...
5 (e) (3*y exista un punta de continuidad de - dorado - m j

notiernaa (S) . amiguita doI unaau..­

si parciak f; , tal que
«n ¿(u

4’)

1 \

¿JeLaameuion alofunciancupozaóunan,miramemntc loo­

tados, podemosextr er ¡mi sucesionparcial{fi(€ "¿al1|. (
. __ (

m w - H“ 1
cn toac' punto

A í
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Ilijmos l a} do mera que se verirlqm-M

0mm (a) Z {ka};
K a °v ..

s _ IV-a ‘
um (-6) fi ¡l k ' y suficientementegrandepa­

K -> Kra que

Iww, W“W ¡“U

ae verificará entonces:

‘ -ía Lx)dfku)gíkrí “(MMM)”¿26

‘Ïfiw d h WN LX)ok;(x)/jí¿€[l]
q 0‘.­

llos queda por notar la. expresión

o,

‘ ' ) “f ‘\¡
\ SKKW d %K(X)—I‘Í:\XI Mi!“4 —a

Pero, en esta expresión l es Junto, y fijo; y La sucesión

á fKÜ?) 3 mph lu mamon...



404 T

fK(-QJ) “7 íC’Ü“) ¡ É‘h("“)_’ ¡209/

m f1“); h“ 2 É’m
Dining. 1_

_ odo pun o de con­
{Lm av Jtinuidad de interior al intervalo , ae cum­

plen por lo tanto. laa condiciones del teorema.de Kelly; tantawe­
ces utilizado en este trabaJo, y por lo tanto. puede elegirse
suficientemente grande para que se verifique

‘ ïww- 3%“)¿9*‘\‘5/
Vía!» H> K (U [al

Teniendo en cuenta. (1). (2). y (3). resulto.
J;

ac . “ '
-. — (x ¿r

¡[MW Ski/IUK)(LFh(fi]— SLKLHML? )/
¡k 70°“ d: _. dr.

comoafirma en la página ( ) o
S ,

Pero. por otra. parte, como {tax/N) S ea sucesión parcial de

ífm(x\s ae verifica tambien ,J



qua. 1

2m gmmw m
lake-#40 ——o° A. l

—_ SYq/(KMLfiU)-‘- WWL W);

por lo tanto, teniendo en canta (1+)y (5)

—aÑ
EN“: WMP")

‘
. K

¡e decir quelas funciones I F ( 1 tienen iguales todos
sus coeficientes de Hermit'o-Stieltjeo; por 1.otanto, de acuerdo con

nuestro teorema. de unioidad que llanos demostrado en la pag (q )

estas funciones difieren cuandomas en un constante

{,(A)-?(A): [.6]
Pero. como fi) / siendo función limite de funciones de repar­

M 7/ O é: o
tioión (3' 1 / se vé inmediatamente que esta conn­

Jtante ee nula y se tiene

{4M F; ECA) [H



“m” 32‘

Por lo tanto, en virtud de la relacion (a), de pagina. ( {01 ), sve
verificará

l. “K
A [7 v |

/’ Y I h , I, _

um r- UKi * f if) '
¡ H.

¡Kane

. . .' .‘ \ .
er; 15060 wunto 1e contlnuldad ¿e tv u‘x j y ds es 8019.1

a l Ï‘1'.
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Lh r ¡H J
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Pero, siendoÏf'K una
también se verifica:

v nuestro teo ­Pero esta fórmula, es coritrarrictoria con la. anterior,

remze.Límite queda finalmente demostrado.
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