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P R E L I H I N A R .

EULERtenía para las matemáticas una pasión profunda e

inalterable; deseaba que todo el mundolas supiera y las estimara

como él. Si nc hizo descubrimientos célebres'como NEWTONy otros,

sinembargo dice BERTRAND,nadie trabajó con.más celo, con más an

peñc, y con mayor provecho, para el progreso de las ciencias que

EULERpara las matemáticas. Ninguno comoél, trató de apartar las

nubes que impedían la matemática brillar en todo su esplendor; nin

guno empleó los métodos más sencillos y más naturales que él. EN

CADA CUESTION ENSEñABA COMO HABIA LLEGADO A PLANTEARSELA, QUE TEN

TATIVAS HABIA HECHO PARA LLEGAR A LA SOLUCION QUE EL EXPONÍA CON

TODOS LOS DETALLES; Y ENTONCES PROCEDÍA SUAVEMENTE, SOBRE UNA PEN

DIENTE INSENSIBLE, QUE ASCENDÍA HASTA LAS CUHBRES HAS ELEVADAS DE

LA CIENCIA. NUNCA TRATO DE HACERSE EL MISTERIOSO O EL IMPORTANTE

EN SUS ESCRITOS; NUNCA TRATO DE PRODUCIR ESTUPEFACCIÓN 0 ADMIRACION

EN SUS LECTORES.

A1 emprender el presente estudio meha determinado a esto oi

ertas relaciones que aparecen en la teoria de la doble refracción

(ver Résal, Physique Mathématique, 1887) que escritas simbolicamen

te, ofrecen

_v.—q___. ,_._’_—..——\—A_ _A_ . ,7 g
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te, ofrecen verdaderas ventajas para dominarmas facilmente la an

damiadade los largos desarrollos.

Añádasea lo anterior las reminiscencias del método de reso

lución eifibólica de las ecuaciones diferenciales lineales, comose

encuentra frecuentemente en los autores ingleses (ver A. R. FOR

SYTH,A treatiee on Differential Equations, III Ed., pág. 55 y ei

guientes) a lo cual se vinculó la esperanza de hallar algunos re

sultados que desconocía.

Conestos puntos de partida, mie primeros pasos hanee dirigi

do hacia la historia de la cuestión a tratar, la cual en si es un

tema vastíeimo, qunque no ha de buscarse ecuaciones con derivadas

parciales antes de un NEWTON(1642 - 1727). En la presente me li

mitará tan solo citar los nombres de quienes se ocuparon con las

ecuaciones con derivadas parciales:

N. H. ABEL, A. K. AMPERE, P. APPELL, X. ANTOHARI, A. V.

BÁCKLUED, D. BERNOULLI, J. BERNOULLI, J. BERTRAND, J. BEU

DON, J. P. BINET, O. BIERMANN, M. BOCHER, L. BOLTZMAHN, Oo

BONNET, G. BOOLE, E. BOREL, J. C. BOUQUET, M. BOTTASSO, E.

BOUR, C. BOURLET, J. BRILL, E. BRIOSCHI, B. BRISSON, C. A.

BRIOT, P. BURGATTI, J. E. CAMPBELL, E. GARTAN, F. CASSORATI,

A. L. CAUCHY,
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A. L. CAUCHY, A. CAYLEY, P. CI-IARPIT, J. CLARIN, A. CLEBSCH,

J. COLLET, E. COMBESCURE, N. c. CONDORCET, E. COSSERAT, E.

COTTON, R. d'Ammun, G. DARBOUX, J. dïALEMBERT, F. DEAHNA,

TH. de DONDER, E. DELASSUS, A. de MORGAN, de PISTOY‘E, w. de

TANNEBERG, P. G. L. DIRICHLET, w. F. 130mm, J. DRAGH, p. du

BOIS-REYEJOND, H. DUPORT, v. z. ELLIOT, F. mGEL, L. EULER,

M. FALK, J. FARKAS, G. FLOQUET, A. R. FORSYTH, J. FOURIER,

G. FROBENIUS, L. FUCHS, E. GAU, o. F. GAUSS, PH. GILBERT, F.

GOMEZTEIXEIRA, P. GORDON, E. GOURSAT, J. GRAINDORGE, H. GRASS

mmm, A. GULDBERG, J. HADAI-JERD, M. HAMBURGER, w. R. HAMILTON;

E. R. HDERICK, c. HERMITfE, o. HESSE, J. HORN, v. G. IMSENECKIJ,

c. G. I. JACOBI, w. KAPTEYN, F. KLEIN, E. KNESER, J. KONIG,

L. KONIGSBERGER, A. N. KORKINE, E. E. mama, SOPHIE KOWALEW

SKY, J. KÜRSCHACK, s. E. LACROIX, J. L. LAGRANGE, G. LAMÉ, P.

s. LAPLACE, H. LAURENT, A. m. LEGENDRE, LELIONIFR, E. E. LE

vz, L. LEVY, M. LEW, s. LIE, J. LIOUVILLE, R. LIPSCHITZ, H.

w. LLOYD TANNER, P. MINSION, A. MAYER, P. MEDOLAGHI, CH. MÉ

nn, G. LI. MITTAGLEFFLER, G. LIONGE, G. HORERA, TH. :LOUTAPL,

L. NATLNI, I. NEWTON. o. NICOLETTI, M. OSTROGRADSKY, E. PA

DOVA', P. PAINLEVÉ, E. PASCAL, G. PLANO, K. M. PETERSON, LUISA

PETREI‘I ,
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PETREI, J. F. PFAFF, Ei PICARD, LAURA PISATI, H. POINCARÉ,

S. D. POISSON, G. F. B. RIEMANH, CH. RIQUIER, E. J. ROUTH, J.

L. ROUX, J. L. RUSSIJAN, N. N. SALTYKOV, G. SCHEFFERS, L. SCHLE

SINGER. A. SCHEPP, E. SCHERING, F. SCHUR; J. A. SERRET, V.

SERSAVY, N. J. SONIN, H. A. W. SPECKMAN, P. STÁCKEL, V. STEK

LOV, E. STEPHAN, J. C. F. STUHM, J. TANNERY, B. TAYLOR, L. W.

THOHE, F. TISSERAND, A. TRESSE, E. VESSIOT, G. VIVANTI, V.

VOLTERRA, A; VOSS, G. J. WALLEHBERG, E. von WEBER, H. WEBER,

K. WEIEÉSTRASS, A. WEILER, J. ZANTSCHEWSKY, P. ZERVOS,

y que las últimas tésie sobre temas análogos presentados en Paris

son las siguientes:

m. JANNET, Sur les systémes d'équations aux dérivées parti

ellas;

G. GEBF, Sur lee équatione aux dérivées partielles du second

ordre;

G. GOOSE, De l'intégration dés équations par la méthode de

DARBOUX.

La lista anterior, si puede estimarse comouna medida de la

extensión del tema, las obras mismas que se relacionan con éI, no

10 son menos (la razón la da d'ADHEMAR)y el estudio deellas re

queriría
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queriria algimos años de dedicación, quizá. una extremada especia

lización, como la. de los FORSYTII,GOURSAT,la disposición de'bi 

bliotecas muycompletas y cierta holgura material de la. cual go 

zan solamente pocas personas en esta vida. Estos factores tan im

portantes en la producción intelectual de cualquier naturaleza que

ella. fuese, me han impuesto forzosamente restricciones en los prime

ros proyectos, y me ocupará, en primera aproximación hacia las per

fecciones y ampliaciones sucesivas invocadas al principio, del estu

dio de las ecuaciones

Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+Zz ;U
en las cuales R, S, T, P, Q, U son polinomios de las variables in

dependientes J_:_e 1, y las r_,_ g, 1, p_, 3,. z_, respectivamen

te las siguientes fimciones de z_, g, 1:

312 922 y? 23' 2.3:
7o? 77‘ 9x a}

definidas mediante ciertas reglas.

Al restringir tanto el problema me ha determinado tambien un

sentimiento de desaliento que lo invade a uno al aplicar el pode

roso métodode lageneralizaoión, la cual hace perder del alcance

de nuestro conocimiento las bellezas del microoosmomatemático.

Este método no obstante no será. excluido en las páginas que siguen,

como



comose tendrá la Oportunidad de apreciar.

Al someter el presente trabajo al juicio de la Honor. 00mi

sión examinadora del mismo, cuento con la indulgencia y conside

ración en cuanto a las deficiencias que ha de presentar, por ser

ei frutó de una investigación propia, sincera y fundada en los ee

caeoe recursos aetuales.

Buenos Aires, Octubre 1931. Bernardo Ig. Baidaff



LAS ECUACIONES CON DERIVADAS PARO ALES

DE SEGUNDO ORDEN .

L'on peut se poser des pro
blemas d'intégration tres divers.

R . D 'ADHÏI‘IAR.

G' E H E R A L I D A D E S .

CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES CON DERIVADAS

PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN.

l. D e f i n i c i ó n . - La integral completa de una

ecuación con derivadas parciales de II orden

(l) E_=Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+Zz—U:O

es la relación más general posible entre las variables indepen

dientes 5, 1, y la función. g de ellas, que nos permite obte

ner de la mismaa a y las derivadas parciales correspondientes,

que hagan la (l) una identidad, al ser sustituidos en ella.

2. D e.f i n i c i ó n . -- Es iggggrílwiaïergediaria de

una ecuación (l) toda relación entre- 1, 1, g, g, g; \áúex.

derivada con respecto a ¿_ y a x y luego combinada con ella,

nos dé la (l) 3 y tambien, es una integral intermediaria general¿fi/ [gc/' h,-’ï 4'"
. v7 l k _ ‘

N ¡/

de cualquier númerode aquellas, cuya eliminación reproduzca la (l).

toda relación entre las mismascantidades y una función arbi

E J E M P L O S .
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4. La ecuación

( 3 ) I 2: F (x)

tiene comointegral completa a

<3) z:fi/Z/á‘+z/í/7á/
5. La ecuación con derivadas parciales de II orden

( 4 ) (a + Cq)7'r- su + cms 4- oq>e + (A+ can‘t“: o

con A; E, C tree constentee, conocidas, admite comointegrales

generales intermediarias a cualquiera de las sigubentes:

¡4-r67 _ J(5) ’"5/7‘K‘y
A-fl _ I (e(6) fi_íflffi;+ /

C - A+B {(2(7) ¿gï/gjfi/ /
pues la última por ejemplo, noe de

<e > J +¿7 =(Afcf/íÚ/zfa/fczx/
(9) ¿4 = Crí‘féhíffa
(lo) Cí = ¿AZ-FÍÁ‘Mf/fiMÏ/Í/

(11) fiflí Áfí/ 0
¿f4 ¿577- fífááz :LC?

{LL f4 31‘37;
que coincide con la ecuación (4) .

no. Cambio de
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6. C a m b i o d e l a s .EKÚ 1 e s 1 n d e p e n 

d i e n t e s . - Si en la e > ' " tomamos las nuevas varia
, r1 7r éL

“0195¿3737 deBignamospor p', q', , s', t' las expresiones En
ql
ELÉÉ.... , la ecuación (1) se transforma en
’D L A - o T ¿

(¿a > ’TÏÍñg‘Í/Z +5925 7‘mié/ll] '*+¿{22‘34 Wei/1*
‘ ,9 á 9;}? 9; 3'

+¿Igf2:5.22ufïáïï fyíïfiflïzy 1‘"3.; '31

“¡Rafi +71,1352+7595#425}
I 1 “1 i? ’- n - .á 

+7(2272-, +775}+2/23mgyzg ,z/
la cual se reducirá si tomamosparajf,;7las funciones que satisfa
cen las relaciones

'05 _ mi);
( 13 ) ñ‘x‘*" f}

A ._ 17(14) ¿gw/aq,
siendo g, n las raices de la ecuación auxiliar

-1
( 15 ) R X -F SX 'F'T'== 0

Se llega a la forms

323. '82- ?2- r' -"'
W7‘ oï'*”’-?7“2‘”

conocida bajo el nombrede ecuación referida a sus caracteristicas.

( 16 )

7. L o s t r e s t i p o s d i f e r e n t e s d e l a s

e c u a c i o n e s l i n e a l e s . - Si la expresión

(17?



(17) 82-4RT

ee positiva para el punto x°, y°, las caracteristicas son reales

y la ecuación pertenece en este punto al tipc h i p e r b ó l i 

o o; la forma indicada en (16) ee la forma canónioa del tipo

hiperbólioo.

Si la cantidad (17) es negativa, las características son

imaginarias, y la ecuación (l) pertenece al tipo e l i p t i -

co cuya forma canónica se obtiene mediante el nuevo cambio de va

rialbes independientes

(151 x; 5+»; (19)Y:
l al} al DZque transforma el término.-——«en.JÉ-f ¿'Se llega asi a la forma

"0527 a; 13€
canónica

2 2

(zo) gfií-g-¿J-Ïpi-Qqí-¿inÁ/ra
Por fin, en el ceso de ser szí- 4RT igual a cero, la ecua

cióngmediante el cambio}; dado por la ecuación auxiliar, y la ;?/

una función cualquiera, diferente dejf,'contendrá solamenteel

término en t'. Ea el resultado de este cambio de variables

Z

(21) _%7¿'2-+]>/2í47+¿]-//=0
que ee 1a forma canónica del último tipo, el p a r a b ó l i c o .

8. ,0 b a e r v a c i ó n . - Una y la misma ecuación puede

pertenecer
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pertenecer "atodos los tree tipos considerados, según las regiones

en las cuales se encuentra. el punto represenisativo de x, y, y que

se determinan por

(22) Ï-ázTÉW
9. La.ecuación (l) la. escribiremoe tambien para abreviar

( 23 ) RSTPQZU g o

y esto nos permitirá. escribir la. siguiente eubclasificación de

las mismas:

e.)Ecuaciones del tipo hiperbóli
co con un solo término de segundo or

d e n :

( 24 ) I. s

( 25 ) II. SP sq sz SU

( 26 ) III. SP'Q SPZ SPU sqz SQU SZU

( 2.7 ) Iv. SPQZ SPQU SPZU SQZU

( ze ) v. SPQZU

b) Ecuaciones del tipo parabólico
con un solo término de II orden:

(29) I. R

(30) II. RP RQ nz RU

(31)
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(31) III. RPQ sz mm RQZ RQU

( 32 ) Iv. RPQZ RPQU RPZU RQZU

( 33 ) v. BPQZU

Hay tocavíe las ecuaciones que contienen a T , pero debido

a la simetría de las derivadas parciales r, t lo que se dirá de

las (29 - 33) se transfiere sobre las que contengan a T.

c)‘ E c U A o 1 o n e s d e 1 t 1 p o h 1 p e r b ó 1 1 

c o c o n d o e t é r m i n o s d e II o r d'e n :

( 34 ) I. RS

(35) II. RSP RSQ ¡RSZ RSU

( se ) III.‘ RSPQ RSPZ RSPU quz RSQU RSZU

( s_7 ) IV. RSPQZ ESPQU RSPZU RSQZU

( 38 ) v. RSPQZU

A1mismotipo pertenecen las ecuaciones caracterizadas por la

presencia-del part ST..

d) E o u e c i o n e e d e t i p o a m b i g u o c o n

qo o e t é r m i n o s d e II o r d e n:

( 39 ) I. RT

( 4o ) II. RTP RTQ

( 41 ) III. , RTPQ RTPZ RTPU 3qu RTQU RTZU

(43)
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( 42 ) IV. RTPQZ RTPOU RTPZU RTQZUv

e)Ecua.ciones del tipo ambiguo con
los tree terminos de II orden:

( 44 ) I. RST

( 45 ) II. RsrP RSTQ RSTZ RSTU

( 46 ) III. RSTPQ RSTPZ RSTPU RSTQZ RSTQU RSTZU

( 47 ) IV. RSTPQZ RSTPQU RSTPZU RSTQZU

( 48 ) v. -RSTPQZU

Un primer examnnde los cuadros anteriores nos indica. 80

tipos de ecuaciones, sin embargo el número se reduce sensiblemen

te; así de las ( 24 - 28 ) pueden suprimirse las

( 49 ) sq sqz SQU SQZU 5

¿e lao ( 39 - 43 ) las

( 50 ) RTQ RTQZ RTQU RTQZ

y de tlae últimas

( 51 ) BSTQ RSTQZ RSTQU RSTQZ

10. En lo sucesivo emplearemoelas letras f,g,h, para

designar funciones arbitrarias.

ll.Teoreme. de existencia yel pro
'blema
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b l e_m a d e C A U C I Y . Para las ecuaciones que estudiamos

vale el teorema de existencia de CÁUCHY:

Si se da una ecuación

.( 52) r=-%(54+ 777‘2’fq‘í/cfïe-Ü
cuyo segundo miembro es una función anaïítica holomorfa en el en

torno de los valores x°, yO, 2°, p°, q°, 5°, t°, (puesto que R, S,

T, .... U son por nuestra hipótesis polinomios y que ademas su 

ponemos R(x°,y°) ¿#59 ) y si 2%?(y) y'/?%y) son dos ÍUnciones

de 1 holomorfas en el entorno de y a: y°, y tales que

<53) fl/fi/=8° fiáfl/ fifláïéfi
( 54 ) ljízáafi/43/919 Iy¿:2;kf7923’a

la ecuación (52) admite una integral z(x,y) holomorfa en el en

torno de x0, y°, tal, que para x=:x° se tenga

us) amex/fl 617,,fíá/
r No existe más que una integral que satisface todas estas oon

diciones.

Hallar esta integral es el problema de CAUCH‘.

J
13. T e o r e m a d e e x i s t e n c i a d e G O U R 

_________—

S A T . - vez nulos, no siéndolo S, se tiene ¡



Sea. la ccuaci ón

( 56) 3 S re- f 477%¿la—_///
holOmorfa alrededor del punto x0, y°, 2°, r°, to v dos funciones

Mii/de a y de 1 respectivamente, tales queWe»me
‘58) WW: 4‘” f’??7= 7" Wifi-72’ ó
eXiB‘viráuna integral que se reducirá a

(59? 3’7’7’9/ W 5/7”
)á/f/ // Í --‘-1' f

13.Elementos de contacto y multi

ó

a)o NJ 1|

p .1 i o i 6. a d e s . - La consideración simultánea de x0, y°,

"2°, p°, q°, que intervienen enlel problema de CAUCHY,conduoen a.

la'nueva entidad: el elemento de contacto de SOPIÉUSLIE, ¿1165130

que quedan definidas el punto y el plano tangente correspondiente.

_ 13’ Í! Los cinco números, llamados o o o r 

denadas del elemento,
que definen el elemento de contacto,

z pueden depender de una. o varias ve.

riables independientes v son llamados

u n i d o s (ya. s o c i e. d o e , cuandp satisfacen la. relación

(61)



( 61 ) dz e: p dx -f'q dy

lo cual significa lo mismo que el punto P:L de coordenadas x 4- dx

Y’-F'dy, z 4- dz se encuentra en el plano tangente (x,y,z,p,q).

Cuando las cinco coordenadas son ÍUnciones de una sola varia

ble, el conjunto de todos los elementos de contacto forman una

'm u 1 t i p l i c i d a d que se indica por H1, y si las coorde

nadas son funciones de i_variables independientes se tiene una

multiplicidad Mi.

14. Con la terminología que precede, el problema de CAUCHY

enunciado anteriormente para una curva plana z ¿Ig/ajax), x = x0

puede ampliarse como sigue:

Dada.una multiplicidad ml, hallar una superficie integral a

la cual pertenezcan todos los elementos de la multiplicidad, es

decir que contenga la curva y que admita en cada uno de sus puntos

de ésta considerados comopertenecientes a la superficie integral,

un plano tangente que se confunda con los asociados correspondien

tes de la multiplicidad dada.

15. E-studio del problema de CAUCHY

para. la ecuación de I-ïONGE.

Si nos damos la multiplicidad M1definida por



< sz > x .-. rld) y :3 sad) z = gd) < c >

(63) pcsld) qasgd) (T)
una superficie

(64) z = 15m) -<s)

sera una integral de la ecuación (l) si se tiene identicamente

( 05 ) f3: F(fl,.f2)

para. cualquier Á que sirve para definir la curva (C) de (62) y

“además

( 66 ) P(x:Y) g P(fltfz) 3 81(Á

< ev ) q<x.y) = quina?) : 5201)

Por otra parte, siendo r, e, t, las derivadas segundas de

(S) de (64) ee tiene

(68) dp=r6x+sdy

(69) dq:sdx-+tdy

y en particular para los elementos de la multiplicidad (C,T) se

tendrá

( vo > ¿pub a r dad/1) + s dvd)

( 71 ) dq(Á) z: a dx(A) t dy(‘Á)

que con la ecuación (1) dará un sistema de tres ecuaciones de las

'oualee se deducirán r, s, t, de la (S) en función de A. Para un

punto
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punto de ls'(C).

16. D i s o u s i ó n d e l s i s t e m a (l, 68, 69).

Siendo Leprimer grado en r, s, t, se tendrán varios casos pre

vistos por el teorema de ROUCHÉ.

En general, pasará una superficie integral de le ecuación (l)

por una faia de elementos de contacto de rimer orden, siem re que
u .

R s T'

(73) A; dxdy o 740
0 dx dy

o tambien que

(73) RdyL-I-det—8dxdy%.0
Si se tiene A z O, no siéndolo los numeradores Ar, ¿15, A;

que resuelven el sistema (1,68,69), el problema de CAUHYno

admite una solución holomorfa, y

si es A g Oy lo mismoArg o) ¿15:4 ¿'¿«TÚ el sis

tema ds indeterminado, y hay una infinidad de sistemas de solucio

nes para r, s, t, para cada punto de la (C) de (64).

Las multiplicidades que satisfacen a tales condiciones se lla

manmultiplicidades Caracteristicas_qe_priper orden de la ecuacion

( l ).

(17)
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17. D e t e r m i n a c i ó n d e l a e o a r a c t e 

r í e t 1 o a e d e 1 a e c u a c i ó n ( l ). 

De lo que precede, para Obtener las ecuaciones diferenciales

de las características, será menester que se tenga simultánea

mente

R S T --V S T

(74) A: dx dy o dy o -_-.oN C) B
e<

Í: v9

0 dx dy dq dx dy

R -—V T R S -V

(75) ¿15: dx -dp o 2:0 4/: dx dy dp :7 o

0 dq dy 0 dx dq

en las cuales se ha puesto

(76) V=-Pp-Qq+U,
y que son equivalentes a

(77) Rdy"-dedx+'rdx"=o

(78) deL+Sdpdy+qudy—dedp=0
(79) dedy-I-dedq-fi-dedyzo
(eo) Ide'ïdedx+qudx—qudy:o
y que ee reducen solamente a dos distintos como ee puede verifi

car por ejemplo, multiplicando la ( 78 ) por dx y la (79) por
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-- dy, svmandoluego los resulte-¿ios y dividiendo el nuevo resulta

do por dp.

Las ecuaciones de las características se obtendrán pues, com

binando dos de las ecuaciones ( 77 - 80 ) conváenientemente. Habrá

que distinguir varios casos:

/

e.) R :ié 0 y T 75 O. Las caracteristicas son dadas por los

sistemas

dyz/Ïldx de +R/]¿dq+de= 0
(81) dz-pdx-qdv=0

=Á¿d.x de+RA1dq+de=0
(a) d"

dz — p dx — q dy = O

b) R=OyTá OoRiOyT: O. Loquesediráde

la primera hipótesis es aplicable con ligeras modificaciones a. la

segrmda.

'La. ecuación (77) se reduce a

(es) —dedx+de".-:o0.o
La.primera de estas- ecuaciones combinada con la (78) da.

las ecuaciones

dxgo qu+Sdp+dezo
(841 dz-pdx-qdy: C

para, un



para un sistema. de características, y la segunda.

—de'+Td.x::O qu+de=O
( 85 )

dz —pdx—qdy,= O

o) R = 0 y T = 0 se tiene sencillamente

dx:0 de-I-de:0
( 86-) dz-pdx-qdyzo

dy:0 de+qu=o
( 87 )

dz — p dx - q dy 1.-: O

La.naturaleza de las caracteristicas depende de la. aouación

auxiliar

2.(88) n)—s1+T:o
18.Larelación entre las caracte

rísticas de pr-imer orden y las solflu
ciones de la. eeuación RSTV:O.

Supongamosque

(89) 'z-.—.F<x‘.y)

see. una superficie integral de la ecuación (l) . Sustituyendo z,

p, q, r, s, t, por sus expresiones deducidaede (89) en las ecua

ciones (81) de las caracteristicas de un sistema se encontrará

( 90 ) dy ¿tu R(rd1 + s dy) + R?\2(s dx + t dy) + ‘de: r:

(que son
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(que Bcn dos ecuaciones diferenciales de primer orden). Estas
A

-ecuaciones son idénticas, pues de las mismas se deduce

( 91) z 1 : - .ÏÏJÏÁÁILÁ/C ¡3"flñïlz '

¡a 2, ,4Ï/¿ÍNLÁ’rí 734),{17:6

ycomo 2/23; ¿fltás
por la ecuación (88), se obtiene

(92) Rr+Se+Tt+v=o
que es una identidad si se tiene presente que z z: f(x,y) es una

solución de esta ecuación.

Análogaments se demostrará que satisface a las ecuaciones dd.

otro sistema de caracteristicas.

De lo que precede resulta que una solución de la ecuación (l).

satisface las ecuaciones de las caracteristicas, y que sobre la

superficie integral, hay dos familias de curvas, cada una dependien

te de un parámetro, y que los elementos de primer orden de sus pun

tos formanuna multiplicidad característica.

Por cada punto de una superficie integral pasan dos curvas _

( de las diferentes familias) que se llaman curvas caracteristicas.

La recíproca también es cierta, es decir, si una superficie

y los planos tangentes en cada uno de sus puntos se obtiene median

te una familia
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1

te una familia de multiplicidades características, que dependen

de una constante arbitraria, la superficie es una superficie in

tegral.

En efecto, comopor cada punto de la superficie pasa una cur

va tel que la multiplicidad de los elementos correspondientes de

la superficie, es una multiplicidad caracteristica, resultará

que los valores de x, y, z, p, q, a lo largo de la curva carac

terística deberán satisfacer uno de los sistemas (81 o 82), (84

‘o 85), (86 o 87), lo cual sucederá tan solo si los valores de

r, s, t, correspondientes satisfacen la ecuación (92).

19. O b s e r v a c i ó n . - Las características de cada

sistema dependende una función arbitraria, porque se tienen tres

.relaciones entre las 5 funciones de una sola variable, y eligien

do una de ellas comovariable independiente, quedarán todavia cua

tro dependientes a determin r de solotres ecuaciones, asi que po

drá tomarse por cualqutera de las restantes una función arbitraria

de la variable independiente elegida.
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ESTUDIO DE LAS ECUACIONES

DEL TIPO HIPERBOLICO COI\TUN SOLO

TERMINO DE SEGUNDO ORDEN.

80. En el párrafo 9, se indican las varias ecuaciones que

deben considerarse en particular de las cuales ee eliminarán las

[que se indican en (49) 13. Se tiene:

(93) S SZ SU SPQ _S‘PZ SPU SEU SPQZ SPQU SPZU SPQZU.

31. Estudiar la integral de la ecuación 5‘30. Se integre.

con respecto a. x o a. y primeramente: por ej. con respecto a. y_:

-( 94 > .323: = su)

y luego con respecto a. la otra. variable independiente, y se tiene

.( es) z a/flx) dx + se) = rien) + gm
¿,

f, f1, g son funciones arbitrarias.

88. 0 b s e r v a. c i 6 n . Nótese que en la. solución obte

nida, 2131323.una. de las' funciones arbitrarias bajo el signo integral.

En cuanto a. la determinación de las funciones mismas, ee pueden pre

sentar toda 'olaee de problemas.

83. P r o b l e m a. . Determinese las superficies que satis

facen a. la ecuación s: O y que pasen por le. cúbico:

(96)



85.

(96) szt ygBtz’ z-..-.:Cts

S o l u o i ó n . Para que la. superficie integral contenga la

curva dada, deberá subsistir para cualquier valor de t la igualdad

( 97 ) c ts: {(At) 4- g(Bt¿)

de donde resulta, si ponemos

( 98)- m) "g 1,41241:4- 5th.

( 99 ) su) = 8a+ s43 + ¿aL-l-

y si identificamos los coeficientes, el sistema:

( 100 ) 10+ ga: o A 1;: o

14?:+é},=¿7 A: o

4% f3}::0 4%20

yipor consiguiente la solución
' t l’(101)

34. La solución anterior depende de una infinidad. de constan

tes arbitrarias, que pueden dar lugar a otros tantos problemas. Per

ejemplo,

P r.o b 1 e m a. . Determinar la. superficie que pasa por las

curvas

(102)
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( 102 ) x :2 A t y g: B t z :: C t

n o dx :2 a t y z: b t z

H. c>y que satisface la. ecuación. e

So luo 1 ón . Lafórmula. (101) debe dar ,

( los) ¿7245/51,¿gzáqupf/+áé%Í/%ZZ -- 
en la. cual se ha. puesto para. la. brevedad k g 1'33; lo que secun

plirá. si0z Ú‘djá'
az¿”aux/g ¿”fé-fio?”
,2 _g%%o .á:á%'_o/éfíaíí

Se obtiene
’ 7

(104) ' z/ïíázíZ/í'f-[Áffy.ÍÏZSZÍ/ág y l
3 3 ‘ 6' é? yq ¿JE? y(// :2 ¿2/"¡Ágzáj'fsfiék/y-faïáfi Ü/¡Aïfl/ x //ï

De este sencillo problema se ve cuan largos son los cálculos

a loe cuales conducen los problemas relacionados con las ecuaciones

de II orden.l

26. H a 1 1 a r 1 a 1 n t e g r e 1 d e 1 a e c u a 

ción Se +Ppao.

Se observará que

(105)
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(los) J4+'Í;:f;;% fÏ2:á
K e ñ x“W ref/w ¿Wir/:yJ/fifl

/-’ J .fingef l _/'
’( 107) /’ :3 rfl/' r?

__ -/3" á“<los) 2 [py/z
Nótese que en la. solución obtenida, una. de las funciones ar

bitrarias ap'areoebajo el signo de integración.

27. Corolario.s. I. SieeP=09e obtienelaeo

lución (95) .

U
II. Si ea P z ' '“- se obtiene

(109) í: ¿(ÉX‘J’VÚ/
III. Si es Pg A S (A una. constante) ee tiene la. ecuación

Q.)

con coeficientes constantes

( 110 )' a + Ap = 0(111) zg
IV. La. ecuación de forma.

(112) Sa+(P-[-Sq)p:0
mediante el cambio de la. variable independiente

( 113 ) z 3- Lg z'

se reduce a. una. ecuación del tipo tratado en el páijrafo 26.

26.‘ La. ecuación Se + Qq 2 0 tiene como solución

(114)



, r/Í‘Ïlz(114)¿Lc/"¡É
29. O b s e r v a c i ó n . Las ecuaciones estudiadas

son contenidas todas en el único tipo s -'- Pp a: 0, en la cual

P es una función raoional de x,y: son integrables por el método

de LAPLACE,pues tienen un invariante de EULERnulo, el correspon

diente a 1a derivada paroial que falta.

30. Laeouac i ón Ss +Zz = 0. Esta eouaoiónen

su generalidad ofrece los carácteres de una ecuación integral y

simbolicamente admite como solución a

3' ” ’/ ¿911K v I .,
( 115 ) 23:.://bïy/:.¿u,gan A! ¿7;? ',,——"

Nos proponemosen los párrafos siguientes resolver este pro

blema para algunos casos especiales.

31. E n c o n t r a r l a i n t e g ria l o o m p l e t a

d e ll a e o u a o i 6 n

( 116 ) s 3 Az

( En lo sucesivo emplearemos la notación

v—:)u4fsr

( 117) mm :2 mnz ATDT'.. D‘ f
para designar las derivadas parciales sucesivas, que intervienen

en el desarrollo

. l/ tu? (Ñ2 82* 2A 1,! ' é" l +.’ ,

en el cual se ha puesto x,uy para (x - x9) e (y - yd) respectivamente.

Calculemoa
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Calculemoelas diferentes derivadas perciaies de la fimción

a. determinar z .

Para las derivadas sucesivas de z con respecto a. x ee tiene

(119) 66K’26‘5’036...... ¡E

las derivadas de éstee con respecto a 1 son, si se tiene en'gáíen‘taa

(116) __ ñ . .
( 120) ¿7 ¡rr/,75 ¿7.71/7 eva/ha m11'viaja

las derivadas de éstas con respecto a \y
' .—_ 2s qá -— y _... 2“__ l ‘ . /‘

(131) 07 f8 ¿1/07 ¿’Z21477-114/t u - M 2 e-4 m ¿ _

y en general
_—

Pd P—- _———* ? —“""" i Á d a-..) __o0 14v.7 d'ir/ “.714” ‘¿ 34“: / ——'__..-4!
( 122 ) M Á r e I ’ m"? srl/¡m

Í);

lo cual nos permite ahora. escribir la soluqión

( 123) ¿1zñá-á/iïlrá7J/¡éíÉ22¿«Z/¿Eyqázjy/
+5/Ïí{57*ïíJJ/Ztíffflfl7yïlJJT/5/f

\ __ ___ ___ M 3 ‘1 y

í: 74'?(“13491.7013/;4{lízázf/ó’dz y ¡ay/z
o | o I o o o o l 0 e 0 o o 0 I a I o e o o o n 0 O a O Q o C a I o l | o

__. 7; .___ 71-7 2,-. ..._ 
+44/(“13‘5¡”Wi/‘43," ""20 “¡"3 °

ah "‘ 4L
) en factory si agrupamoelos términos que tienen a. ('77 Zïüy

._.. z ¿2 2
(184) 2-:üü(/fïí[2/¡4_7{7/4/l/f.n/f

' rr- , 2 ¡1/
7‘(¡51* NJ/ 21*,569’7/554 ¿“7'- ‘L’/

z - f / / .z 1/ 2 ü¡(22.1. ¡»Z/4ÁI/fZÏéL/{1/f./7¿
- (372/3} 5/



o tambien si ponemos

( 125 ) u :: A xy

(126) ¿:íZ[/f;líz'7/aflïígaím f
1(¡img/(1; 57/2;“¡í/{gc ..f;
1"Zt'rZÏ/j/í ¡31/,{wáíaïru/f

7‘24525E5LZÉï}¿3Q<;;r‘ág:¡25;7¡2¿;:¿áf;7;Ï.n¿u/,n

es decir lo mismo como

( 127 ) ¿?L:=¿2357/3íáffá/QL(/%¿;err¿íiápí;;¿?:i¿374/

¡{27/1ÉZÏ/Ï/Ïü/f- - 
siendo lai J (¡,u) dadas por 'la relación

// ¿X, . .
( 128 ) (¿27;g2;¿E/Kz;á: 7;¡á;:;;¿;9'4'¿fi;;¿???377¿2'¡r

Si en el desorrollo ( 126 ) se suman los términos que tienen

como factor una; potencia. de la g y se observa que 0-0- se puede

repartix: entre las dos funciones arbitrarias f(x) 'y ¿(37)cuyos

coeficientes en el desarrollo en el punto x°, y° son las rn-O'ree

pectivamente_ se obtiene la fórmula.

(129)



31."(129) í_e WW”
\\ ' h—————.. .. I. ..en la cual se pone en evidencia la intervencion de las funciones

arbitrarias en la integral completa.

Esta fórmula ee reduce para x - x° :2 0, y - y° :: .0 a

f(0) + ¿(0) que se ha elegido en forma que den 55. En en apli

cación ofrece las dificuitadee de la determinación de las funcio

nes arbitrarias.

38. Dos fórmulas. Altratardeefeotuarlain

tegraoión de ' la ecuación

(130) B=(AX+BY+C)Z

encontré la siguiente relación que ee demuestrainmediatamente:
zx ame-M en?“ -"w- i ‘ '

( 131) 7;; - ... (m. “"7” (ÏL,.ÏE.TÍIL4‘;Z* ‘¿a ar“ "‘ 92"":7 z/
para n (fl, y tambien 1a aiguiente que da la derivada de orden

m,n, del producto de dos funciones de dos variables independientes:

. F l(132) (dl/MM,=I(MK;“ 4-64.".on
/ f 

ig“ Zflïg'hfutfifn qflfïím—/
z 4 1 l+ - l( u“

40! ¿fl ¿»faz/4‘ M a, 5,7/2;_,*" f 4%¿7/fi:"_¿



35. Estudio de la ecuación (130).

x g 3' — C/A se reduceecuación mediante el cambio de variables

a (133) s:(Ax-f-By)z

que había estudiado primeramente con respecto a. ambas variables

independientes y por las dificultades que ofreciág la reduci al oa

eo particular

( 134 ) e .. Ax z.

Para hallar los coeficientes del desarrollo indicado en la

(118), aplique le. fórmula (132) sobre le. ecuación quefórmula

precede. Se obtiene la relación de recurrencia
M4.“ Auf“ "f “Offi‘7(135) __.. :7 M

91“?!“ ¿tua/7“ D“un?
( 138) muy un '-—

Aplicando esta. fórmula. repetidamente sobre ella misma, ee lle

ge. expresar 1a derivada deorden m,n en fimoión de las derivadas

sucesivas de g con respecto de la g y de la 1 solamente.

( 137) 7' 2142;;

(las) ¿7;:4: ¡z “427
(139) 372/127 ¡2417
( 14o) ¡7.142 37 ¡3427

(141)
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(141) f3 una?
(-143) 2% -:=4117/ "ria? 2/5/97 ¡94.47

( .143) ,9? 1127 ¡zi/27:.-I ¿r¡ió ¡CJ/3’27

( 144) ¡z At,]7¿]/¿7?z'27 for/7373x349?

( 145) 73- lla?“

( 146) 23 2 4: ¡2 ,c/¿”z ..=lzz?¿}f/¿Ïí

( 14s) JJ «z4/152fZJ/ïaiíflfi‘r 5/367 r

<148) ¡3 :241 33 ¡1/2254 23x; 4.513%? ¡97‘27"

(149) y]; 2.4157

( 150) ZZ:1? 73 /-45.1.413574 .íaï‘

( 151) 37‘: ¡{121 ¡QI/L?2/7; ¿a? ¡1/307
( 152) Z; -22442JJ ¡43/¿3 :Á‘Q‘dï/¿’í Pai/lu”

Por la exposición de estos primeros 16 coeficientes se ve que

los desarrollos son desgraciadamente muypencsos y la coniergencia
N.E ..._4_.._.— m-—n ._________._l______

de los mismos tampoco sencilla a estableder.

_._..-—————n—u..__e . Mun... .___un_‘n<‘-“
54. U n a s o l u á ïnó n“ p a r t 1 c u l a r d e l a

( 134 ) y más generalmente de la ecuación

( 153m)
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( 153 ) a :3' F(x) G(y) z

Supongamosque z sea el producto de dos factores cada. uno
K

función de una. sola variable, es decir

(154) z M(x) N(v)

(155) s M'(x) N'(v)

luego sustituyendo‘estos valores en la (153) y escribiendo le.

identidad de las funciones en x e y se tendrá.

,1/(156) M'gkm (157) N':r—
A:

siendo g un número cualquiera independiente de x e y.

Integrando estas ecuaciones se eno/uztra solución

f
( 157 ) [4: K3

35. C o r o 1 a. r i o s. I. Si“ F(x) I: Gta. y G(y) :Qte

se encuentre. ls. solución particular
(lzfÏ/j

( 158 ) z = one

de la ecuación (116).

II. La solución ( 158 ) contiene tambien e, la solución evi

dente z c 0 de la ecuación (116) para. C:O.

36. Solución dele. e‘ouación (130)por

el método de PI'CARD. Hagamosprimeramenteel

osmbio
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cambio de vaiiables

(159) Azul-cz; Bysry
Aplicando las fórmulas de transformación ¿12) se encuentre.

(160) e'BA+(f+7)z'=o
que eso‘ribiremos, suprimiendo ápices y poniendo AB= - l/D

(151) s :: D(;+7)z

El método que se emplea consiste en determinar las funciones

zn del desarrollo
.41.

( 168) z :3 zo(x,y) +-z,,(x,y) + +Jg41(x,y)+

que ha de satisfacer formalmente, a. la ecuación gen

(163) z
en el cual luego se pondrá .1): l.

Si nos damos comocondiciones. iniciales las del teorema de

asistencia de GOURSAT, es decir que se tenga

(1:64) z=f(x) para. yzwgo

z=g(y) “ x=x°30

siendo f y g funciones determinadas respectivamente en los inter

valos (0,d), (075) ; se tendrá para/i :: O

( 165 ) zo(x,v) = fix) + gw) - f(0)

La. función



(A 0) U

Ia función 21 es dada por ‘
._ . r

(166)
Ü

y las siguientes radiante la fórmula de recurrencia(167)
slo que sumnistra una cómoda solución. .

Esta integral es la única que satisface a las condiciones]

iniciales y es regular en el recinto definido.

37. U n e j e m p 1 o . Si nos proponemos hallar la inte

gral z que satisface a la ecuación (130) y que se reduzca a

z z. 1 tanto para ¡:0 comppara y z: O, se encuentra
|

( 168 ) 21, = 4 '
I_ z Z

r í(17o) :JQÍ-‘tíí‘ïfá’gfiáí

<m)¿z-fiy/áZ/Záy‘ly
38. S o l u o i ó n c o m p l e t a d e l a e o u a 

o i ó n

(172) Se-I-azzo

Los resultados obtenidos anteriormente nos demuestra 1a gran

diferencia de los dos métodos y la ventaja del último, que permite

Obtener
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obtener en iguales condiciones nioiales que antes, la solución

buscada, siguiendo los mismosdesarrollos dedos anteriormente.

Se encuentra

rs FI ‘J CII V z z f(x) 7!-s(v) - f(0)

3/17477/7/ 'W 4’17
dSÉM ’ Z/‘Üájfif/ï 7

39. Antes de pasar al estudio de otras ecuaciones dejemos

señalado un último oasp particular interesante, el de la ecuación

(174) Sagaz
que admite comosolución particular a 2:: S; asi por ejemplo

(Axe-i-23xy+Cy1+ 8Dx+2Ey+F)s:2Bz

admite comointegral particular el primer factor del primer miem

oro,

40. E s t u d i o d e .1 a e c u a c i ó n Ss - Ugg 0.

De la misma se puede despejar la derivada de segundo orden, y con

siderando la ¿_oomcun parámetro se efectuará 1a integracion con

respecto a la variable independiente y . Esto nos introduoirá

una primera función arbitraria f(x) y luego integrando oon res

peoto a la variable g se obtendrá comoresultado general:

(175)
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. z I -’ //7 /V// ,¿.// /

(175) z a:¡(af/fifa m (44' //¡7// í / 77/ f (7€
r. / | .

41. A p l i c a c i ó n . Determinese la superficie inte

gral que satisface e. la ecuación Ss —-U = O, que pass por un

punto x0, yo, z° y que contiene las curvas

( 176 _) z f°(x) Y :3 Y°

( 177) z für) x z x°

definidas en los intervalos

z' /( 178) x0s. 3:9: 3”ng

Considerando la integral doble que fi'gim en el segundo miem

bro de la (175), ella es una. solución particular de la ecuación

con derivadas parciales Ss — U = 0 y si tomemos como limites de

integración 35°, x e y°, y menores respectivamente que g y 'g-e

se. integral se anula. para x=x° e y gyO y para. que 1a función _z_

definida por (175) se reduzca e. g°(y) para. xgxo deberá ser

( '179 ) gw} = s°(v)

Emcuanto e. la. determinación de fix), haciendo y 2: y° le.

integral dobbe se anula. y se deberá tener
¡Y

(180) z a f°(x) g°(y)
' "5

( 181 ) f.(x) :3 f'°(x)

y por consiguiente la. integral buscada será.

(182)



( y zzñáá/É/¿áf/í/ny/í/
48. Resolución dela. ecuación com

p 1 e t a

(183) Ss+Pp+Qq+Zz-U=0
por elmétodo de PICARD.

La. ecuación dada. se puede poner tambien bajo la forma.¿«ae-JK,( 184 )

que escribiremos para abrevisr

_(184') szap -f‘oq+cz 1h

siendo a, b', c, h funciones de x, y.

Para. hallar la. función z(x,y) que satisface a. 1a ecuación

( 184' ) y que se reduce a. f(x) para y 3 y° z: O y a. g(y)

para x g: x0 z C, se observará que la. solución ha. de'ser ¡un

caso particular de la ecuación más general

(185) s :A (ap + bq -9'cz)+ hi

en ls. cual figurará comoparámetro. —

_Elartificio del método consiste en admitir que esa solución

es desarrollable en una se-rie de'potenciae enteras de), cuyos

coeficientes son funciones de las dos variables independientes

35 e I, que sa‘tisfacen ciertas condiciones; es decir admitir

que



que existe una. mnción z, definida por una}.relación de la. forme.

7 r

( 186) ¿(Ia/j =¿fi//*)5[’¿//f) ¿@Y* " '

que satisface a. ls ecuación ( 185 ), que se reduzca. a. f(x) para

_y = 0 y a. g(y) para x 2 0._

Ls cuestión asi presentada. queda. reducida. a. la. determinación

de las varias, funciones parciales: se impondráque para): O la.

función z se reduzca. a. la za(x,y) que satisface las condicio

1 I I

nes iniñales, funcion que es dada. por la formula. (175). - En cuan

to a. las demás funciones, bastará imponerles la. condición de que

sean nulas para ¿:0 cualquiera que fuese y, y para. y=O cual

quiera. que fuere g.

Sustituyen'do le. función z(x,y) en la ( 185 ), se tiene

w I, .06"l. I' ,0 lv /(187) ¡cg/23;)’¿ \
0' o y

De esta. ecuación, y en la. hipótesis expresada. por
f . ' /./

(188) 2,(W/9 áfá/‘fi Q/Wj/JÏ/W'ÏÓ
resulte.

X

x

“¿7’222-:253‘12-+ 452};- ¿2'1in ‘=( 189 ) QI//
de donde identificando los coeficientes de las mismaspotencias

de a; se obtiene ls. cadena. de ecuaciones

Sl



41.

(190) ,¿safifíífifcgo

(191) á/zgq/á/fÁÍ’fCJ/

(192) Aérea/¿#572f‘á

de las cuales se obtendrá precisamente las funciones

>e, ¿Záé'x/á;«¿sy/z;á:7/44?(194)a¿ y]tA ¡.4 (0 03

ocupo-¡ooo a o. ou.vo

x}. f " " /
f . 12.7 á V,.7 fi f7(195>2:1/ xaóïy'ï-f ¿77" 2455734! ¿(7m 0.o 2! a7

que se reducen a 0 para x==0 cualquiera que ses y y viceversa.,

quedandotodavía para terminar la cuestión establecer la conver

gencia de la serie obtenida.

43. Para convencernos de la convergencia de la serie ( 186 )

de integrales dobles (193, 194, .... 195 ) se'hará uso del lema:

Si en la integral ddble f l/f
( 196 ) J z: ’ dx,/ f(x,y)dy

J V4. . .
en la cual f(x,y) ee una función regulár en el recinto fl 1 z, 0 -y

_ O

se sustituye la función por otra o por una constente cuyo valor ab

soluto see mayor que todos los valores absolutos-he -f(x,y) en el

mismo



mismorectángulo, ie. nueve integral es meyor que la. primera.

Con este lema y haciendo las hipótesis

(197) ¡s14k |b[<k lol<k

< 198 > Y link-É [MÁS ' ¡61443€

en el rectángulo 00x , 0 .- se obtiene

<199>.¿ái’ÏÏáfi/‘We (fs/,73"É“¡af4 <7”? Í á;
(200) ""¿‘o</Í;/"’;¿*/V"¿
( 201) 7, zíg/p/áé(¿o(/_Í;/fiaffi a} (fów-Káïá: á;

que permite escribir para ez y sus derivadas A,

(202) 3, 7‘(¿r(Á/ fl}(Íyfi/Ü‘íï-‘Íï:
< >e ¿{é/1 r 69“e “fi” Ivw <*//aí‘v5«:=*/r/í;‘

( 204) [File/,2 (7,;(¿3 <l‘fw/2/7,/z} (¡í/Ï/¿‘réígcA/Q
y en general

( 305) ¿“(lay/(4:- m<Áflfy€l7 7’“<Í“J/);—7

en quese he puesto {o 2/679 /

< e. ’e/ZÓJJ-r/Ewá, (ín-442 .../
( 207) z ¿722. X“ 5,. ..

Con estas notacionee, la. serie z(x,y) es menor en todo el

rectángulo O —-t , 0 —/Jque la. nueve. serie

bill-J



(808)
que será convergente al mismotiempo con la sorie\

(209") €7fÍ)5Zf/Í'ü?:f
Pero ésta ei converge, será la integral de la ecuación

Ji. 2/” ¡j
(210) gïayz/(V ¿”Tc-¡€55.1- 79€
que ee anula para xzxp :0 cualquiera que eee. l y para 3733520

cualquiera que seaz x, porque ee ha puesto ¿:3 k xy.

La cuestion se reeuelve ahora facilmente ei ee hace el cambio

de la variable dependiente) dado por¡f
“1” "l M7 2m a»o {zi/M??? ¡Í “4/14
s212) I : '‘ Á.’ /

<213> ¡:M e ïfefiyW/á-í 22 ,» r, fl - / 4/ ¿n'- .

(214) ázfiñïyffig +1615fgáyjf. ( ¿y
( 215).7 27g:(KZ/Ïzr‘Í/y7/r%f€q( [IÏ/wz

todas las V debiendo anularse sobre lo‘e ejes.

El método de las aproximaciones sucesivas aplicado a ¿eta e.

cuación da
.. fl " ¿Y/‘¿Z_/L’/l(uy

(.216) Va3 ¡4.!j ' f _,,/“a 2 . l 2 . / .(217) 4/Ía
(218)



<> (m ¿Á’Ág/Z/Z
\

y si. 1‘? es el valor máximode V0 en el rectángulo ¿"4; (“.Í'resul

(219) </V '

(22o) -(úflï’lff/y/yz/jz
‘ Z ¿(221)

‘1

‘\\‘s

y p_orconsiguiente que la. serie V

(222) va vo+vl+v_+
es uniformementeconvergenteen el rectángulo [-4 ,J7Á

Basta. ahora volver sobre los cálculos hechos y se tiene que

le. serie ( 1‘86) es uniformemente convergente en el rectángulo

considerado.

44. N o t a . Por razones de brevedad, se ha. omitido en

los cálculos precedentes las diferenciales correspondientes a. las

integrales que intervienen en le, demostración.



_45.

A P U N T E S_ F I N A L E S .

Terminadoslos primeros dos capítulos del presente trabajo,

quedaría todavia por desarrollar el estudio de las ecuaciones

del tipo parabólico con un sólo término, de las hiperbólicas con

dos términos y de las ecuaciones ambiguas con dos y tres términos

de segundo orden; Sinembargo, la labor involucrada en la produc/
ción de la primera parte que está lejos de agotar el tema, meha

determinado a exponer en las siguientes páginas las faces por las

cuales había pasado hasta la fecha, a fin de conocer la evolución

de las ideas anteriores y anotar las que abrigo estudiar detenida

mente en el futuro.

En primer lugar, la cuestión que se impuso naturalmente, ha_

sido la de la obtención de las ecuaciones lineales con derivadas

parciales de segundo orden.

Consideré una función g de dos variables ¿ze 1 que depende

de 5 parámetros, cuyos coeficientes son otras tantas funcionen

conocidas de 5 e 1, o sea.

(223)



mas

( 824 ) p

( 285 ) q

( 286 ) r

( 28? ) e

( 228 ) t

de la

vadae

( 239 )

f1

,.-¡cuei las.

1|

ll

Dd

Po

qa

to + ¡1151+ Altz

+++

+

constantes arbitrerias y

A4q4+ Alqz

r4-+ Azrz

A4s4 -¡- Aisa

¡14’74+ Azfz + "a fr" ¿“434+ ¡tf!

obtuve de la: mis

+ A»P3+ ¿43+ 1:9:

+ A3Q¡+ A4Qq+ A;qr

+ Aer + Apl’ 1- A313,

+ A3331" A1194" Ar“;

5.

cual resulta efectivamente una ecuación lineal con deri

parcialee de segundo orden,

Rr+Ss+Tt+Pp+Qq+ZzzU

cuyo examen superficial induce a creer que la ecuación depende de

7 funciones diferentes, lo cual se desvanece si se efectua la een

cilla transformación

(230)

siendo Z1

esa a una ecuación de la

(231)

una solución

z :3 24-} z'

particular de la ( 889 ) ouedando reducida

B

RSTPQZ g o

siendo esta última susceptible todavia de otra reducción al consi

derer
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derar comocoeficientes de las diferentes derivadas que entran

en la formación de la (331) las relaciones de 5 coeficientes a

un sexto, lo cual hace ver que realmente la solución depende de

cinco funciones independientes.

Puse luego la ecuación bajo la forma

( 232 ) (sz11- sxr + TYL-f-PX + QY+ Z)z g o

entendiendo por

2 _ 0'" _ 91".

(233) (RX)z .. Rá‘(sxr)z_, 85:53
más había que definir las operaciones y es facil ver que(234)

No obstante esto, es de suponer que debe existir una estre

cha relación entre la teoria de las conicas y las ecuaciones con

derivadas parciales de segundo orden, relación que ha de investi

garse de más cerca.

Asi siendo, y fundado en esta primera aproximación, se nn

presentó la cuestión cuál seria la "intersección" simbolicamente

hablando de la "cónica" (234) con la "recta"

( 255 ) (x + AY)z z B.

La contestación



48.

La contestación no es inmediata, pero es de suponer que si

ale tomarían A.y_Bcomoinnciones arbitrarias la solución comúnal

sistema perteneceria a la integral completa de 1a ecuación (234).

Son todos los ensayos héchos solamente incentivos para pro

seguir Oportunamentecon los mismos hasta Obtener resultados de

cisivos en estas direcciones, pues lo obtenido no ha sido sino'—\
muqar de dificultad.

Quizá la solución requiera la adopción de algún nuevo sim

'bolo con el cual se Operarfa comocon los ya conocidos del alge

bra, padblema tan viejo como la mismamatemática, y que nos per

mita. dar la. función a con la. aproximación que se quiera. ¿Cuál

sería esta fórmula?¿Será general? ¿Se podría engendrar.1a solu

ción general mediante cinco soluciones particulares?

Son'todas estas preguntas analíticas, preguntas de sucesi

vas_aproximacioneshacia una sintesis de la soiución, la que ha

bia empezado,partiendo de casos sencillos y ascendiendo a ios

más complicados, llegando reconocer por ahora el gran valor del"

método de _PICARD, y seguramente (hablando en el optimismo

matemáticoque nos alienta persistir en nuestras investigaciones)

ha de



ha ie haber uno mejor y más cómodo, que nos permita estudiar las

cuesticnes mas amplias, comola siguiente

( 236) Jfiúfiqfi+5áflifofigbg4úfil+ _-.0
que ha de entenderse asi:

.Cuál es la función z::f(xy) que admite funciones derivadas

( funciones deducidas mediante ciertas reglas que no han de ser

precisamente de derivación)

( 237) «¡(1.3) 10"?)

regulares, univocas c no, y en las cuales sustituyendo las x, y

por las diez funciones dadas

o

(2.38) {,,34¡-f4,74}
y llevándolas en la'ecuación ( 236 ) la satisfacen idéntioamente.

Así,
2

(339) 2=1+Zxár-Zz
es una solución de la ecuación

( 24o) n+t +¿M/aF44r-(3*0};'(Á*fl"(4*zj}]

pues -* 4; 7L:(4+d_-ï"(A*¿/J,Az:—{414/¡]+ fe; o

( 241) ¿(Ja-¿{j .

( 243) Píflz-(fi*’%,«(4*fll "Wifi z ¿[7-1-—(24+JJJJ
(243)

4..i



¿0.

< > W) =7-0-2)

( É44) cif-(ÁfOX-(ÁHÜ/ ÁJ-(ÁM/j] :ZE’ÜÁMLr-¿J

que llevados en la. (2.40) la. satisfacen idénticamente.



P R O P 0 S I C I O N E S A 0 C E S O R I A S .

I. No existen curvas alabeadas tales que las rectas que u- l\\

mismas¿curvas.

. . X

nen dos puntos cualesquiera de ellas pasen por un tercero de las

II. Enun plano, supuesto indefinido, si el potencial tér- ‘\

dratura.

\
. \

mico es dado, las lineas de corrientes son determinables sin cua
\

III. Una cadena sin fin suspendida del antebrazo se hace

girar por el novimiento uniforme de éste; . Quétrayectoria des "x

'criben los puntos de la cadena suponiendo que no hay resbalamiento

entre ella y su suporte? \

IV. Un cuerpo de masa infinitesimal se muevebajo 1a atrac

ción de dos masas finitas que duscriben órbitas circulares.- Qué

trayectoria describe aquél suponiendo todos los movimientos copla-i

nares?

Firmados: Jñ Duolout, C. C.-Dassen, J. Rey Pastor,

I. Aztiria.
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